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Aufgabe 1 (4 Punkte)

Sei R eine zweistellige Relation, und sei Rt(x, y) definiert durch

∀X2[(∀xX2(x, x)∧∀xyz(X2(x, y)∧X2(y, z) → X2(x, z))∧∀xy(R(x, y) → X2(x, y)) → X2(x, y))]

Zeigen Sie, daß Rt die reflexive und transitive Hülle von R ist, d.h. die kleinste reflexive und
transitive Relation, die R umfaßt.

Aufgabe 2 (7 Punkte)

Beweisen Sie:

a) ` ¬¬(φ→ ψ) → (φ→ ¬¬ψ)

b) ` ¬¬(φ ∨ ¬φ)

c) ` ¬(φ ∧ ¬φ)

d) ` ¬¬(¬¬φ→ φ)

e) ¬¬φ,¬¬(φ→ ψ) ` ¬¬ψ

f) ` ¬¬(φ→ ψ) ↔ ¬(φ ∧ ¬ψ)

g) ` ¬(φ ∨ ψ) ↔ ¬(¬φ→ ψ)

Aufgabe 3 (5 Punkte)

Definieren Sie die Übersetzung von φ zu φ¬¬, bei der vor jede Teilformel von φ eine doppelte
Negation gesetzt wird. Zeigen Sie: `i φ

o ↔ φ¬¬ und `c φ genau dann, wenn `i φ
¬¬.

Aufgabe 4 (3 Punkte)

Zeigen Sie, daß im aussagenlogischen Fall gilt: `i ¬φ genau dann, wenn `c ¬φ.

Aufgabe 5 (6 Punkte)

Intuitionistische Arithmetik HA (Heyting Arithmetik) ist die intuitionistische Theorie 1. Stufe,
welche die Axiome von Seite 87 des Buches von van Dalen als mathematische Axiome verwendet.
Zeigen Sie mithilfe des Induktionsprinzips: HA ` ∀xy(x = y ∨ x 6= y). Zeigen Sie weiterhin, daß
die Gödel-Übersetzung für die Arithmetik funktioniert, d.h. PA ` φ genau dann, wenn HA ` φo

(wobei PA Peanos klassische Arithmetik ist).

Hinweis: Die Atome müssen nicht doppelt negiert werden.

(Aufgaben 2-5 aus van Dalen, Logic and Structure, 4. Aufl., S. 180f)


