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Aufgabe 1 (6 Punkte)
Geben Sie zu dem regulidren Ausdruck
v = (ab*)* Ubca

einen reduzierten deterministischen endlichen Automaten (DEA) A iiber dem Alphabet
{a,b,c} an mit L(A) = (7).

Loésung:

[6] Der DEA A = ({p,q,7,5},{a,b,c},d,p,{p,r,s}) mit folgendem Ubergangsgraphen
leistet das gewiinschte und ist bereits reduziert:
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Aufgabe 2 (8 Punkte)

Gegeben sei die Grammatik I' = ({S,7,U,V,W, X, A, B,C},{a,b,c},11,5), wobei II
durch folgende Produktionen erklart ist:

S — AT V — BW|CX|CA A — a
T — AU W — CX|CA B — b
U — AV X — AV C — ¢

a) Entscheiden Sie mithilfe des Algorithmus von Coke, Younger und Kasami (CYK),
ob die folgenden Woérter in L(I') enthalten sind:

1. aacabca

2. aaabcaca

b) Ist die Sprache L(I") reguldr?

Losung:

a) 1. [3] aacabca & L(T) :

A - - T - = T
a A - UX - - UX
a c vw - - VW
c A - - UX
a B - V
b c V,w
c A
a
2. [3] aaabcaca € L(T) :
A - - - = S - S
a A - - = T — T
a A - - UX - UX
a B - V — V
b c vw - VW
c A - UX
a c VW
c A
a

b) [2] L(T") ist regulédr. Ersetze in I' bei allen Produktionen, auf deren rechter Seite
zwel Variablen stehen, die linke der beiden Variablen (immer A, B oder C) durch
a, b oder c. In der resultierenden reguldren Grammatik sind alle Wérter ableitbar,
die in I' ableitbar sind.



Aufgabe 3 (6 Punkte)

Syntaxdiagramme sind eine alternative Form der Darstellung kontextfreier Grammatiken,
bei der die rechte Seite einer Produktion durch einen Graphen dargestellt wird, der sogar
Schleifen enthalten kann. Das folgende Beispiel ist die Produktion, die zu der Variable
“Fdekl” gehort, wobei die Késtchen mit den Bezeichnungen “Name” und “Type” als Va-
riablen auf weitere Syntaxdiagramme verweisen, wihrend die Kreise Terminale enthalten.

Fdekl ®<

— Name —‘>®—'>‘
— Type ]
L@A Name —

Durch dieses Syntaxdiagramm lassen sich z.B. folgende Worter erzeugen:

==

v

Name () ;
Name ( Type) ;
Name ( Type . Name ) ;

Name ( Type, Type - Name ) ;

Geben Sie eine Grammatik I' = (V, 7,11, Fdekl) an, wobei V D {Fdekl, Name, Type},
7 =A(),;,-,}, soda in I alle Worter ableitbar sind, die durch das Syntaxdiagramm
erzeugt werden koénnen.

Losung:

6] Idee: Fiige an dem Knoten unmittelbar nach “(” die Variable A und an dem Knoten
unmittelbar vor “)” die Variable B ein. Dann 14t sich das Syntaxdiagramm wie folgt
linearisieren.

Es sei V = {Fdekl, Name, Type, A, B}. II enthéilt folgende Produktionen:

Fdekl — Name (A
A — B/ TypeB | Type.Name B
B — )|, A



Aufgabe 4 (6 Punkte)

Gegeben sei die kontextfreie Grammatik I' = ({S, T}, {0, 1}, 11, .S), wobei II durch folgende
Produktionen erklért ist:

S — 0S11|T
T — 0T0|1T1]00

a) Konstruieren Sie einen zu I' dquivalenten Kellerautomaten A mit N(A) = L(T).

b) Konstruieren Sie einen Kellerautomaten A’ mit L(A’) = N(A).

Loésung:

a) [4] Fiir den Automaten A = ({q},{0,1},{S,7,0,1},6,q, S, ) mit

6(q,€,S) {(g,0511), (¢, T)}
6(q,6,T) = {(q,070),(q,171),(q,00)}
6(¢,0,0) = {(g,;€)}

§(q,1,1) = {(g,€)}

gilt nach Theorem 6.1 N(A) = L(T).
b) [2] Fiir den Automaten A" = ({¢s, ¢, ¢r},{0,1},{Z,5,T,0,1},0 U0, ¢s, Z, {qs}) mit

0'(qs, €, Z) {(¢:52)}
'(¢,¢,2) = {la5,2)}

gilt nach Satz 6.2 L(A") = N(A).



Aufgabe 5 (8 Punkte)

Beantworten Sie folgende Fragen (mit Begriindung):
a) Sind alle Sprachen {iber einem einelementigen Alphabet regular?
b) Ist das Komplement einer kontextfreien Sprache selbst kontextfrei?

¢) In welcher Sprachklasse liegt der Schnitt einer kontextfreien Sprache mit einer re-
guldren Sprache?

d) Kann der Schnitt zweier kontextfreier Sprachen regulir sein?

e) Besitzt jedes Wort einer durch eine kontextfreie Grammatik I" gegebenen Sprache
genau eine Linksableitung?

Losung:

a) [2] Nein. Gegenbeispiel: L = {a” | p ist Primzahl}.

b) [1] Nein. Die kontextfreien Sprachen sind unter Vereinigung abgeschlossen, nicht
aber unter Schnitt. Weil aber L; N Ly = ¥* \ ((X* \ L1) U (X* \ Ls)), konnen die
kontextfreien Sprachen nicht unter Komplement abgeschlossen sein (Lemma 7.2).

c) [1] Der Schnitt einer kontextfreien Sprache und einer reguléren Sprache ist kontext-
frei (Satz 7.1 - Kreuzproduktautomat aus DEA und KA).

d) [2] Ja. Beispiel: Seien Ly = {a™™c™ | m,n > 0} und Ly = {a" ™0™ | m,n > 0}.
Dann ist Ly N Ly = {a™ | n > 0} = (a*), also regulér.

e) [2] Nein. Gegenbeispiel: Sei I' = ({S, A, B}, {a}, 11, S) mit den Produktionen

S — A|B
A — a
B — a

Dann sind sowohl S = A = a als auch S = B = a Linksableitungen von a.



Aufgabe 6 (6 Punkte)

Geben Sie eine Turingmaschine M iiber dem Alphabet {0,1} an, welche fiir die Darstel-
lung natiirlicher Zahlen als Bin&rstrings die Funktion

flz)=2x+1

berechnet. Das heifit, wenn [n], den Binérstring bezeichnet, der zur Zahl n gehort, und
dessen niedrigstwertiges Bit ganz rechts steht, dann soll M fiir jedes n den folgenden
Ubergang realisieren:

(#[nls) = (#[2n +1],)

Schreiben Sie M entweder als Maschinentafel oder Ubergangsgraphen auf, also nicht als
Maschinenschema.

Losung:

6] Idee: Die Multiplikation 2z wird auf Binérstrings durch ein Verschieben des Strings um
eine Stelle nach links bei nachriickender Null realisiert. Eine nachriickende Eins resultiert
demzufolge in dem Binérstring, der dem Wert 2x + 1 entspricht.

Die Maschine M = ({q,,s,t},{0,1,#}, 9, q) mit folgendem § leistet das gewiinschte:

—@HE

oleNe

0/R 0/L 0/#
1/R 1/L 1/L

M lauft auf den String (Zustand ¢), dann bis einen Schritt iiber das rechte Ende des
Binérstrings hinaus (Zustand r), schreibt dort eine Eins und lduft zuriick auf das erste
Blank links vom Wortanfang (Zustand s). Zuletzt sollte noch eine evtl. fithrende Null
entfernt werden (Zustand t). Zwar kann man davon ausgehen, dafi die Eingabe ohne
fithrende Nullen auf dem Band steht, aber auf diese Weise ist auch folgender Sonderfall
korrekt behandelt:

(#0) = (#1)



Aufgabe 7 (6 Punkte)

Schreiben Sie ein LOOP-Programm, das folgende Funktion berechnet:

0 fallsx =y
arg(z,y) = ¢ 1 fallsx >y
2 fallsx <y
Sie diirfen dabei Zuweisungen der Form z; := xjéxk verwenden, ansonsten nur Grund-
operationen.
Loésung:

[6] Folgendes LOOP-Programm leistet das gewiinschte:

Ty = T1—To; es ist x3 > 0, falls z; >

Ty = To—T1; es ist x4 > 0, falls 1 < x4

x1 = 0; initialisiere die Ausgabe mit 0

loop x5 do es wird rz-mal wiederholt:
xp = 0; Ausgabe mit 0 initialisieren
x1 = N(xy) Ausgabe um Eins erhéhen

end

loop x4 do es wird x4-mal wiederholt:
xp = 0; Ausgabe mit 0 initialisieren
x1 = N(x1); Ausgabe um Eins erhéhen
x1 = N(x1) Ausgabe um Eins erhéhen

end



Aufgabe 8 (6 Punkte)

Ist die Funktion f, die den ganzzahligen Anteil der Wurzel einer natiirlichen Zahl x
berechnet, d.h. f(z) = | /x|, primitiv rekursiv definierbar?

Falls ja, geben Sie eine entsprechende Definition an.

Falls nicht, geben Sie eine partiell rekursive Funktionsdefinition fiir f an.

Sie diirfen auf Funktionen zuriickgreifen, die in der Vorlesung als primitiv rekursiv bzw.
partiell rekursiv nachgewiesen wurden.

Losung:

[6] Zu einer gegebenen Zahl x suchen wir die kleinste Zahl y mit (y + 1) > x. Damit
ergibt sich unmittelbar folgende partiell rekursive Definition:

fl@)=(py) (y+1)-(y+1)>2)

Weiterhin ist fiir natiirliche Zahlen x stets 0 < |/x]| < x, d.h. x ist eine obere Schranke
fiir [/x]. Insgesamt kann man f demnach durch folgende primitiv rekursive Definition
beschreiben:

fl)=(py<z) ((y+1)-(y+1)>2)



Aufgabe 9 (8 Punkte)
Betrachten Sie folgende Eigenschaften von Mengen:

Turing-entscheidbar
Turing-aufzéahlbar

partiell rekursiv

partiell rekursiv aufzdhlbar
rekursiv

rekursiv aufzéhlbar
primitiv rekursiv

primitiv rekursiv aufzéhlbar
LOOP-entscheidbar*
WHILE-entscheidbar*

11. grammatisch

© X N o oW
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a) Welche dieser Eigenschaften sind dquivalent, welche nicht? Geben Sie die Antwort
dadurch, dafl Sie Aquivalenzklassen auf der Menge {1,2,3,...,11} angeben.

b) Ordnen Sie die in a) gewonnenen Aquivalenzklassen nach der Stérke der Eigenschaf-
ten, die sie beschreiben.

Loésung:
Folgende Begriffe sind jeweils dquivalent und von schwach nach stark angeordnet:

e [4] Turing-aufzihlbar, partiell rekursiv aufzéhlbar, rekursiv aufzahlbar, primitiv re-
kursiv aufzdhlbar und grammatisch (Theoreme 11.1, 15.1 und 15.2 )

e [2] Turing-entscheidbar, partiell rekursiv und WHILE-entscheidbar (Theoreme 13.1,
13.3 und 14.14)

e [1] rekursiv heifit total und partiell rekursiv (siehe auch Satz 12.7, Lemma 12.8)
e [1] primitiv rekursiv und LOOP-entscheidbar (Theorem 14.6)

Insgesamt kann man die Aquivalenzklassen also wie folgt anordnen:

{7,9} = {5} >~ {1,3,10} >~ {2,4,6,8,11}

*Eine Menge heifit LOOP- bzw. WHILE-entscheidbar, falls deren charakteristische Funktion LOOP-
bzw. WHILE-berechenbar ist.



