PD. Dr. Klaus Reinhardt Universitéit Tiibingen, WS 09/10

Ubungen zur Mathematischen Logik I
Blatt 6

Aufgabe 23:  Beweisen Sie, dass die in Prop 6.8 genannten abkiirzenden
Schlussregeln fiir die Disjunktion im Kalkiil NK’ gelten.

Zeigen Sie also fiir beliebige Formeln ¢,1, 0 € PROP und beliebige For-
melmengen I', Ay, Ay, € PROP die folgenden Aussagen:

(a) ThoVYy Ay dbo und Ay, ko = T,A4 Apbko

(b) Tk¢ = TréVe

(¢) Ty = TréVe
Beachten Sie dabei, dass die Formel (¢ V ¢) lediglich eine abkiirzende
Schreibweise ist.

Aufgabe 24:  Zeigen Sie fiir beliebige Formeln ¢,,c € PROP mithilfe des
Kalkiils NK die folgenden Aussagen iiber Ableitbarkeit:
(@) ¢AH(@VY)A(PV Y — @)
(b) dAhNocoVYvANo, ¢V, bVobd—
(¢) (¢ )@ A )V (~ A)
Sind ¢, 9 € PROP, dann steht ,,¢ 4 F 4 abkiirzend fiir ,,¢ 1 und ¥ - ¢*.
Dies wird dann auch gegenseitige Ableitbarkeit genannt.

Hinweis: Im Kalkiil NK wird vorausgesetzt, dass die Junktoren V und
< genuin zur Sprache gehoren und eigene Schlussregeln besitzen. Sie sind
also keine Abkiirzungen fiir Formeln iiber { L, A, —}.

Aufgabe 25:  Beweisen Sie fiir beliebige Formelmengen I' C PROP die Aqui-
valenz der folgenden Aussagen.

(a) T ist konsistent.
(b) Es gibt keine Formel ¢ € PROP mit: T'F¢ und '+ —¢.
(¢) Es gibt eine Formel ¢ mit: T} ¢

Aufgabe 26:  Geben Sie fiir jede der folgenden Aussagen eine geeignete For-
melmenge I' € PROP an. Begriinden Sie kurz Thre Antwort.

(a) T hat keine maximal-konsistente Erweiterung.

(b) T hat genau eine maximal-konsistente Erweiterung.

(¢) T hat genau zwei maximal-konsistente Erweiterungen.

(d) T hat iiberabzihlbar viele maximal-konsistente Erweiterungen.

Zusatz:
(e) T hat abzihlbar viele maximal-konsistente Erweiterungen.

Hinweis: Mit der Funktion Cn von Blatt 3 lassen sich recht einfach un-
endliche Formelmengen angeben.
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