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Einleitung

Die Modellkonstruktionen, die den Sitzen von Godel, Lowenheim, Skolem,
Tarski, Henkin, ¥.0§, Robinson, Shelah und anderen zugrunde liegen, haben

bedeutende Anwendungen auch auBerhalb der reinen Logik. Das fiihrte in der
zweiten Hilfte des 20. Jahrhunderts zu einem systematischen Studium der
allgemeinen Eigenschaften von Modellen mathematischer Theorien und damit
zum Aufbau einer eigenstindigen Disziplin, die den Namen ,,Modelltheore®
tragt. In ihr werden Fragen behandelt, die die Modelle von beliebigen
mathematischen Theorien T grundsatzhch betreffen, wie z.B. die Fragen nach
den Anzahlen von T-Modellen in den verschiedenen endlichen und unendlichen
Michtigkeiten, Fragen nach der Existenz besonders reichhaltiger Modelle,
Fragen nach der Moglichkeit, alle T-Modelle bis auf Isomorphie durch
Invarianten zu klassifizieren, etc.

~ Die Modelitheorie hat den Begriff des ,Modells“ einer Theorie T (oder eines

~ Axiomensystems S) zum Gegenstand. Dabei ist eine Struktur M =(M,...) ein
Modell von T (oder von S), wenn alle Aussagen von T (bzw. alle Axiome von
S) in M giiltig sind. In der Modelltheorie- geht es in erster Linie um die
Beantwortung der folgenden Fragen:

(1) Wie konstruiert man Modelle einer vorgegebenen Theorie T ? |

In den verschiedenen Teilgebieten der Algebra kennt man viele konkrete
Modellkonstruktionen, im Falle der Ringtheorie etwa die Konstruktion von
Matrizenringen, Polynomringen, direkten Summen etc., aber solche Kon-
struktionen kénnen im allgemeinen nicht fiir andere Theorien iibernommen
werden. _
In der Modelltheorie sucht man hingegen Methoden zur Konstruktion von T-
. Modellen, die fiir alle widerspruchsfreien Satzmengen T zum Ziele fiihren.
Man kennt inzwischen viele derartige Konstruktionen, etwa die Methode der
Modellkonstruktion mittels Zeugenkonstanten (Skolem-Henkin), mittels
Ultraprodukten (£.0§), mittels Skolem-Funktionen, mittels Erzwingungs-

Relationen (forcmg a la Robinson), etc. - Einige dleser Konstruktions-
Methoden werden wir detailliert vorfiihren.

(2) Wieviele Modelle einer vorgegebenen Kardinalitdt hat T und lassen sich
diese Modelle durch Systemne von Invarianten iibersichtlich klassifizieren?

Vollstdndige Theorien, die bis auf Isomorphie nur genau ein abzihlbares
Modell haben, werden R -kategorisch genannt. Wir werden solche Theorien

ausfiihrlich behandeln. Die viel allgemeinere Frage nach der moglichen
Anzahl der Modelle einer Theorie in einer bestimmten Michtigkeit und die
Frage, ob diese Modelle durch Invarianten klassifizierbar sind, wird in der



,,Stabilit‘ats—Théorie“ behandelt, auf die wir hier aus Zeitgriinden nicht
eingehen kdnnen.

(3) Hat T Modelle, die ,besonders reichhaltig® sind?

Besonders ,.reichhaltig” sind T-Modelle M = (M,...), die beispielsweise von
jedem T-Modell R =(N,...) mit Kard(N) < Kard(M) eine isomorphe Kopie
als Substruktur enthalten. Solche Modelle bezeichnet man als ,,universelle T-
Modelle“. Besonders ,reichhaltig” sind aber auch T-Modelle M = (M,...),
die Elemente aller nur moglichen (d.h. mit T widerspruchsfreien) Typen
enthalten. Das sind die sogenannten ,saturierten” Modelle. Andere Reich-
haltigkeits-Forderungen treten unter den Namen ,,Gleichungs-kompakt®,

~cXistenziell-abgeschlossen®, etc. auf.

- Wir werden viele dieser Reichhaltigkeits-Bedingungen behandeln.

Wir kdnnen in einer einsemestrigen Vorlesung nur einen kleinen Ausschnitt aus
der Modelltheorie geben. Aber dieser kleine Ausschnitt hat bereits zahlreiche
“gute und beeindruckende Anwendungen in der klassischen Mathematik. Wir
werden daher auch elmge dieser Anwendungen ausfiibrlich vorfiihren.

Tiibingen, im Mirz 2003.



§1. Elementar-dquivalente
Strukturen

Zwei -Strukturen, in denen genau dieselben Aussagen gelten, sind sich in
mancher Hinsicht dhnlich. Tarski nannte sie ,elementar-dquivalent” (siehe
Alfred Tarski ,,Grundziige des Systemen-Kalkiils, 2.Teil“ (Fund. Math. 26
(1936), pp.283-301, dort: Appendix, Seite 299). Mit dem Adjektiv ,,elementar”
wollte er andeuten, daB sich die Aquivalenz auf die Giiltigkeit von ,.clemen-
taren Aussagen“ (d.h. quantoren-logischen Aussagen der 1. Stufe) bezieht.

Definition (Alfred Tarski, 1936) Zwei L-Strukturen M =(M, ...) und
M =(N, ...) heiBen elementar-dquivalent, (in Zeichen: M = M), falls fir
jede £-Aussage @ gilt: |

MEd o NREOD

' Das Symbol ‘=’ zur Bezeichnung der elementaren Aquivalenz hatte Tarski erst
1949 (,,Arithmetical classes and types of mathematical systems*“, Bull. AMS 55
(1949), p.63) eingefiihrt.

Wir machen zunichst die einfache Feststellﬁng, daB isomorphé Strukturen stets
elementar-dquivalent sind. Der Isomorphie-Begriff ist dabei wie folgt definiert.

Definition. Seien ¥ und B zwei Strukturen derselben Signatur (O',T,I)-, ,
W= (A, ;R cdje T, ke K,iel » B=(B, g Sk ddjeJ ke K, icl.

Eine ein-eindeutige Abbildung @ von A auf B heifit Isomorphismus von Y
auf 9B, falls

(1) fiir jedes j € J=Dom{c) gilt (mit der Abkiirzung n = ¢(j)):
VX, ..., Xxn€ At xg=fj(X1,...,xn) & @(Xp)=gj(9(x1),...,0(Xn)),
(2) fiir jedes k € K = Dom(t) gilt (mit der Abkiirzung m = T(k)):
VX1,....Xxm€ A: {X1,....Xm) € Rk. & {(9(x1),....9(Xm)) € Sk.
(3) fiirjedesie Igilt: (ci)=d; .




Drei Bemerkungen zur Terminologie. (1) Die Bezeichnung kommt aus dem
Griechischen: isos ({oog)heiBlt ,,gleich” und morphé (popon) ist ,.die (schone)
Gestalt, das Ansehen, das Aussehen, die Form“. Isomorphismen sind also ein-
eindeutige Abbildungen, die die Gestalt unverandert lassen. Isomorphe
Strukturen haben ,,die gleiche Gestalt®.

(2) Das Wort ,,Isomorphismus® wurde von Camille Jordan in seinem ,, Traité des
substitutions et des Equations algébriques”, Paris 1870, (dort Seite 56) in die
Mathematik eingefiihrt.

(3) Die Isomorphie zweier Strukturen ¥ und B wird durch das Zeichen =

angedeutet. Es war von Leibniz 1679 vorgeschlagen worden, um damit die
Kongruenz von geometrischen Figuren anzudeuten (cf. Leibmz Werke, 3. Folge,
Band 5, p. 153 (Gerhardt, Herausgeber) und Miscellanea Berolinensa 1710).
Die ‘Ahnlichkeit’ hatte Leibniz mit dem Symbol ¢> angedeutet. Es ist ein
liegendes S, das an das lateinische Wort similis erinnern soll. Leibniz schrieb
dazu: ,Similitudinem ita notabimus: ¢ . Uber das Zeichen &2 schrieb er:
»Nam <2 mihi est signum similitudinis, et = aequalitatis, unde congruentiae
signum compono, quia quae simul et similia et acqualia sunt, ea congrua sunt®.

Wir sagten oben, daB isomorphe Strukturen offenbar elementar-aquivalent sind.
Gilt davon die Umkehrung? Im aligemeinen nicht, wie wir in Satz 16.5 zeigen
werden. Es gilt jedoch nach A. Tarski, Contributions to the Theory of Models,
Teil 2, Indagationes Math.16 (1954), pp.582-588:

1.1 Satz (Alfred Tarski, 1954) Seien M=(M,...) und M=(N,...) zwei

elementar-dquivalente L-Strukturen. Wenn MM =(M,...) endlich ist, dann sind
M =(M.,...) und R=(N,...) isomorph.

Beweis. Sei M = {a;,ay,...,a, } fiir eine natiirliche Zahl 1<n e IN. Dann ist in
M =(M,...) die folgende Aussage giiltig:

M=M,...)ETviTvy.. vy (AN ViV, A Vv N vp=v;)

1<i<j<n - 1<i<n

Aus M =R folgt, dab die genannte Aussage auch in M gilt. Also hat auch N
genau n verschiedene Elemente. Wir suchen eine geeignete Aufzihlung von
N={by,bj,....b,} so, daB die Zuordnung a; 1= b; (fiir 1 <i<n)ein Isomor-
phismus ist. Dazu betrachten wir den quantorenfreien Typ von aj,a,...,ay in M:

T={® € L, Fr(P) = {vy,vy,....,v,} & @ ist quantorenfrei & valhm(t‘l)) =1},



wobel h eine Belegung (der Variablen vi mit Elementen von M) ist, fiir die
h(v;) = a; (fiir 1 <i <n) ist (Konstantentheorem!).
Unter der Belegung h sind also alle Formeln aus 7in M giiltig.

Behauptung: Es gibt auch eine Belegung g: {v{,vy,...,vp} — N, unter der alle
Formeln aus 7in M wahr sind.
Angenommen zu jeder Abbildung g: {vy,vs.....,v } — N gibe es wenigstens

eine £-Formel ¥ aus 7 mit valgm(‘{‘ ) =0. Dann wihlen wir zu jedem der-
artigen g eine Formel ‘Pg aus 7 mit valgm(‘{’g) - 0. Da N die Michtigkeit n hat,

gibt es nur genau n" verschiedene Abbildungen von {vj,vs,...,vy} in N. Sei ¥*
die Konjunktion all dieser endlich vielen Formein ‘I’g_ Dann ist ¥* unter allen
Belegungen f: {v{,v;,...,v;} — N falsch, denn ¥* enthilt das Konjunktions-
Glied Wy, das unter f falsch ist. Aber die Formeln ‘I’g liegen alle in 7, und daher
liegt auch ihre Konjunktion ¥* in 7. Also M =¥ *[a,a,...,a, ], Woraus

M ETvid vy v V* vy, vy)
folgt. Da M und N elementar-dquivalent sind, ist dieser Existenz-Satz auch in R
giiltig. Es gibt also eine Belegung der Variablen v; mit Elementen von N, unter
der ¥*(vy,vp,...,v,) in M wahr ist - ein Widerspruch, und die Behauptung ist be-
wiesen. |
Sei jetzt g eine Belegung g: {v{,v5,....vy} = N, unter der alle Formeln aus 7in
N wahr sind. Setze b; = g(v;) (fiir 1 <i<n). Dann ist die Zuordnung @: a; I— b;
(fiir 1 €1<n) ein Isomorphismus von M auf N, denn '
(1.) ist @ ein-eindeutig und surjektiv, weil die Formel

V] #£V) AV #EV3AV) FV3A LAV, 7V,
in T liegt und daher auch die b; paarweise verschieden sind, und

(2.) werden alle funktionalen und alle relationalen Beziehungen von ¢ iiber-
tragen, weil die entsprechenden Formeln in 7 liegen. O .

Definition. (1) Eine Formel ® wird , existentielle Formel* (oder auch X -
Formel) genannt, wenn sie die Form EivilEi viz....E] vin‘P hat, wobei ¥

quantorenfrei ist. .
(2) Eine Formel ® wird , universelle Formel“ (oder auch II;-Formel)
genannt, wenn sie die Form Vv; IVVi 2_.__.Vvin‘l’ hat, wobei ¥ quantorenfrei ist.
3) M = M soll besagen, daB in den £-Strukturen M und N dieselben
existentiellen (und daher auch dieselben universellen) £-Aussagen gelten.



Bemerkung: Satz 1.1 kann etwas verschirft werden: Seien MM =(M,...) und
M=(N,...) zwei L-Strukturen, in denen dieselben existentiellen L-Aussagen
gelten. Wenn M =(M,...) endlich ist, dann sind WM=M,...) und
N =(N,...) isomorph.

In der Tat, wenn M mindestens n Elemente hat, dann kann das mit einem
existentiellen Satz (siehe oben) ausgedriickt werden und aus M =; N folgt, dall

auch N mindestens n Elemente hat. Wenn N mindestens n+1 Elemente haben
sollte, dann wiirde dieser existenzielle Satz auch in M gelten, und M miifite
mindestens n+1 Elemente haben. Es folgt, da8 M und N gleich viele Elemente
haben. In dem restlichen Beweis von 1.1 wurden nur existentielle Aussagen
verwendet. [

Elementare Substrukturen

Wir mochten jetzt iiber ,elementare Substrukturen® sprechen und erinnern
zundchst an die iibliche Definition des Begriffes einer ,,Substruktur®:

Definition. Sei M =(M, fj= Ry, ¢;) jelkeK,iel

die Signatur {o,7,I). Es sei J=Dom(c) und K=Dom(t). Eine -Struktur
W=(A, g Sk di)je I keKicl heiBt Substruktur von M, wenn die

folgenden Bedingungen erfiillt sind:
(§1) AcM,

(S2) fiir alle j e J, fiir alle a1,2p,...,84(j)€ A: gj(al,az,...,ac(j)) = fj(al,az,...,acﬁ)),

eine £-Struktur und L habe

(S3) fiiralle ke K: Sg =Ry N A™,
(S84) fiuralle iel: cj=d; .

Die Substruktur-Eigenschaft hingt sehr wesentlich von der Signatur ab.
(IN,+, <) ist beispielsweise Substruktur von (IR, +, <), wenn IN= {0,1,2,...}
die Menge aller natiirlichen Zahlen ist, IR die Mengen aller reellen Zahlen ist
und < die iibliche lineare Ordnung auf diesen Mengen. Aber (IN, ... ) ist keine
Substruktur von (IR, +,~, <), weil die Subtraktion auf IN nicht total erklrt ist.

Elementare Substrukturen. Sei G die Menge aller geraden Zahlen,
G=1{0,2,4,...}. Dann ist (G, <) Substruktur von {IN, <) . Beide Strukturen sind
~ offenbar isomorph und sind daher auch elementar-aquivalent. Aber sie sind in
vieler Hinsicht doch sehr verschieden. Sei £ die Sprache, deren einziges
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auBerlogisches Zeichen das 2-stellige Relations-Zeichen < ist. Das Element 0
hat in beiden Strukturen dieselben Eigenschaften, die sich in der Sprache L
formulieren lassen. Es hat beispielsweise die Eigenschaft, das kleinste Element
zu sein, einen unmittelbaren Nachfolger zu haben, etc. Das Element 2 hat aber in
beiden Strukturen verschiedene Eigenschaften. In (G, <) hat es die Eigenschaft,
daB links von ihm nur ein einziges Element liegt (ndmlich die 0), aber in (IN, <)
hat es die Eigenschaft, dafl links von ihm genau zwei verschiedene Elemente
(ndmlich O und 1) liegen.

Von besonderem Interesse sind sicherlich solche Substrukturen ¥ = (A,...) einer
gegebenen L-Struktur M =(M,...), in denen jedes Element a von A in U
dieselben Eigenschaften hat wie in M. Dazu muB man aber auch in der
zugrunde liegenden Sprache iiber das Element a reden konnen. Nun hat
allerdings nicht unbedingt jedes Element von A einen ,,Namen®“ in £ (mit

anderen Worten: es kann sein, daB es zu a e A keine Individuen-Konstante ¢ in
L gibt, deren Interpretation in U gerade a ist). In dem Fall expandieren wir die
Sprache durch Hinzunahme neuer Individuen-Konstanten wie folgt:

Definition. Sei W =(A,...) eine L-Struktur. Wir expandieren £ um neue
Individuen-Konstanten,

LA)= £ {a;ae A}

Dann ist % in kanonischer Welse eine £(A)-Struktur, wenn man festsetzt, dafl a
durch a interpretiert wird.

Den folgenden Begriff haben Alfred Tarski und Robert L.Vaught in ihrer Arbeit
. LArithmetical extensions of Relanonal Systems , Compositio Math. 13
(1956/58) pp-81-102, eingefithrt:

Definition Sei M =(M,...) eine L-Struktur, und sei W=(A,...) eine
Substruktur von M = (M, ... ). Wir nennen ¥ eine elementare Substruktur
von M (in Zeichen: 9214 im) falls fiir jede L{A)-Aussage @ gilt:

NP & M=

Offenbar gilt: QI< M = A =M. Die Unkehrung gilt nicht, wie das Beispiel
(G,<) c(IN, <) belegt, wo G ={2n; neIN} (siche oben). Im allgemeinen 148t
sich nur die folgende Aussage machen:



(#) Wenn U eine Substruktur der £-Struktur B ist,
M=(A Rk, c)je I, ke K,icI, B=(B,gj Sk d)je I, keK,iel"

und L(A) = £ 12 {a; ac A}, dann gelten in W und B dieselben
atomaren £L(A)-Aussagen. Dabei sei verabredet, daf die Individuen-

Konstante a durch das Element a selbst interpretiert wird.

Mehr kann man im aligemeinen nicht sagen, wie das folgende Beispiel zeigt. In
der Struktur B = (IR, <) hat das Element 0 ganz andere Eigenschaften als in

der Substruktur 20 = {IN, <) . In (IR, <) gibt es unterhalb der 0 noch Objekte,
aber in (IN, <) ist 0 das kleinste Element. Etwas ausfiihrlicher aufgeschrieben:

(IR, £)=3x:x<0, aber: (IN,<)E —dx:x<0.

Es ist geschickt, die sidmtlichen Eigenschaften, die ein Element a in einer
Struktur M hat, zu sammeln und in einer Menge zusammenzufassen. Wir

definieren etwas allgemeiner:

Definition. Sei M = (M, ...} eine L-Struktur, 1 <n e IN und seien ag, ay,...,a,
Elemente von M. Dann sei

tpgn(ay, ag,...ap) = {® e £; Fr(®) c{v}, vp....vy} & M E Bay, ay,...,2,]}
der Typ des n-tupels a;, a,,...,a, in M. '

Wir bemerken am Rande, daB dieser Begriff schon sehr alt ist und in der
mittelalterlichen Logik ,quidditas“ (quid-itas, die ,,Washeit“) oder auch
»essentia® (das ,,Wesen) genannt wurde.

1.2 Proposition (Tarski-Vaught, 1956) Sei M =(M,...) eine £-Struktur, und
sei W= (A,...) eine Substruktur von MM =(M,...). Dann sind dquivalent:

() ¥ ist elementare Substruktur von M (2=§ W),

(ii) fiir alle patiirlichen Zahlen n und alle ay,...,a € A gilt:
tpg[(al, a9,...,a5) = tpgm(al, az,.;.,an) .

(i11) fiir alle natiirlichen Zahlen n und alle ao,al,...,aﬂ e A gilt:
(W, apa;,....a,) =(M, ag,ay,...,.2,) ,

@(v) <m’a>aeAE<m’a)aeA' |




Beweis: Klar nach Definition. U

Der folgende Satz findet sich in der Arbeit , Arithmetical extensions of
Relational Systems“, Compositio Math. 13 (1956/58), pp.81-102, von Alfred
Tarski 1952 und Robert L.Vaught. In einer Fuinote (loc.cit., p.82) wird gesagt,
daf der Satz zuerst von Tarski im Winter 1952/53 bewiesen wurde.

1.3 Proposition (Kettensatz von Tarski, 1952/53)) Sei {SJIY; vyel'} eine

Familie von L-Strukturen und sei < eine lineare Ordnung auf der Index-Menge
I". Wir setzen voraus, daf VB,ye T(B<sy < Mg =< M., ) gilt. Dann gilt fiir

alle keI

QYR
el

Beweis. Sei mtyz (My, ...} . Zundchst ist sagen, daf U {9317; vel'} die-
jenige L-Struktur ist, deren Individuen-Bereich U {MY; vyeT'} ist, und deren

ausgezeichnete Funktionen und Relationen gerade die Unionen der ent-
- sprechenden Funktionen, bzw. Relationen sind, die in den einzelnen QRY

ausgezelchnet sind. Die Behauptung von 1.3 kann jetzt durch Induktion iiber den
Formelaufbau leicht bewiesen werden. Fiir atomare £(My )-Aussagen ist das

nach der obigen Bemerkung (#) klar. Der Induktions-Schritt ist trivial.

1.4 Satz Sei M =(M,...) eine unendliche L-Struktur. Dann gibt es fiir jede
Kardinalzahl x mit KardM) <x und Kard(L)<K eine elementare Erwei-
terung B =(B,...) von M der Kardinalitit Kard(B) > x .

Beweis. Seien M =(M,...) und ¥ gegeben. Wir expandieren .L zunichst,
indem wir fiir jedes Element m von M einen Namen m einfiihren,

LM)= £ {m; me M}.
Wir expandieren auch £(M), indem wir noch zusitzlich ¥ viele neue

Individuenkonstanten ¢, (fiir oe %) einfiihren,

L¥= LM)1J {cy; oex ] |
Betrachte die folgende Menge T von £*-Aussagen:



T = {®; @ ist L(M)-Aussage mit M = O} U {éa;téﬁ; azfex & ae x}.

Da M unendlich ist, ist M ein Modell einer jeden endlichen Teilmenge von T.
Nach dem Kompaktheits-Satz von Godel-Malzew hat ganz T ein Modell
N*=(N,...). Dabei ist R *=(N,...) eine £*-Struktur. Sei M=(N,...) die
Restriktion von M *=(N,...) auf die Sprache L. Aus

N * = {O; O ist L(M)-Aussage mit I = O}
folgt dann sofort M :% M. Aus

N*i= {éaiéﬁ; o#Bex & oe«}

folgt noch, da8 N mindestens x paarweise verschiedene Elemente enthalten
mull. Also Kard(N) 2x. QO

Im Beweis von Satz 1.4 haben wir einen Begriff verwendet, den wir noch oft
verwenden werden. Wir wollen 1hn deshalb hervorheben.

Definition. Fiir eine £-Struktur M =(M,...) sei DAM) das guantorenfreie
Diagramm von M und Th(M) die volle £L(M)-Theorie von M, d.h.

D(M) ={D; @ ist quantorenfreie L(M)-Aussage mit (M, m) . mF P},
Th(M) ={D; ® ist L-Aussage mit M = O},
Th((M, m) __,,) ={P; D ist LM)-Aussage mit (M, m) __ \= D}

Das quantorenfreie Diagramm einer Struktur M hatte Anatol Malzew 1941 in
die Modelltheorie eingefiihrt. Einen dhnlichen Begriff hatte Arthur Cayley be-
reits 1854 eingefiihrt. Die von Cayley betrachtete ,, Gruppentafel“ einer Gruppe
G (auch ,Cayley-Diagramm® genannt) enthilt alle un-negierten atomaren
Aussagen, die in G gelten. Wiirde man auch alle negierten atomaren Aussagen,
die in G gelten, hinzufiigen und die so vergroBerte Menge unter allen aussagen-
logischen Folgerungen abschlieBen, so wiirde man das quantorenfreie
Diagramm von G erhalten. - Die Bedeutung des quantorenfreien Diagramms
einer Struktur hatte auch Abraham Robinson 1954 in seinem Vortrag auf dem
Mathematiker-Kongress in Amsterdam hervorgehoben.

Im Beweis von Satz 1.4 hatten wir die Satzmenge
T=Th((M, m) |\ U {Co#Cp; axPe k& oe k)

eingefiihrt und festgestellt, dafl jedes Modell von T eine elementare Erweiterung
von M der Michtigkeit > x ist. Es gilt etwas mehr:



1.5 Lemma. Sei M =(M,...) eine L-Struktur. Dann gilt:
(1) Jedes Modell von D) enthdilt eine mit M isomorphe Substruktur.
(11} Jedes Modell von Th(W ) ist mit M elementar-dquivalent.
(iii) Jedes Modell von Th((M,m) _ ) enthdlt eine mit M isomorphe

elementare Substruktur.

Beweis. Zu (i): Sei M irgendein Modell von D). Wenn m die Interprtetation

der Individuen-Konstante m in M ist, dann ist m ~s m (fiir m € M) die gesuchte
isomorphe Einbettung von I in N.

Zu (i1): trivial! - Zu (iii): Das folgt dhnlich wie in (7). a

Literatur

Alfred Tarski: Grundziige des Systemenkalkiils. Teil 2. Fundamenta Mathe-
maticae Band 26 (1936), pp.283-301.

Alfred Tarski: Arithmetical classes and types of mathemattcal systems"“, Bull.
AMS 55 (1949), p.63.

Alfred Tarski: Contributions to the Theory of Models 3 Teile. Indagationes
Mathematicae Band 16 (1954), pp.572-581, pp.582-588, und Band 17 (1955),
Pp.56-64.

Alfred Tarski - Robert L.Vaught: Arzthmetlcal extensions of Relational
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Ubungsaufgaben zu §1

Fiir eine Menge T von £-Aussagen sei
Ty = {P; O ist universelle £-Aussage so, daB T = @}

der ,,universelle Teil”“ von T und
T3 = {®; @ ist existentielle L-Aussage so, dal T = @}

der ,,existentielle Teil*“ von T.




(1) Sei U eine Substruktur von B und B ein T-Modell. Zeigen Sie, daB U ein
Ty -Modell ist.

(2) Se1 A eine Substruktur von B und W ein T-Modell. Zeigen Sie, daB ¥B ein
T3 -Modell ist. _

(3) Sei U =(A,...) eine Substruktur von B =(B,...). Wir nchmen an, dal es
fir je endlich viele Elemente ay, a,,....a; aus A und jedes b aus B stets einen

Automorphismus ¢ von B gibt, so daB ¢(a;) = a;, ¢(ay) =a,,... , ¢(a,) =a,, und
o(b) € A gilt. Zeigen Sie, dal dann YU eine elementare Substruktur von 8B ist .

(4) Sei Q) die Menge aller rationalen Zahlen und IR die Menge aller reellen
Zahlen. Zeigen Sie, daB (Q, <) eine elementare Substruktur von (IR, <) ist.

Tip: Verwenden Sie Aufgabe 3.

(3) Sei Q die Menge aller rationalen Zahlen und IR die Menge aller reellen
Zahlen. Zeigen Sie, daB der Korper (Q,+,-,0,1) keine elementare Substruktur

von (IR,,+,-,O,1) ist.

(6) Sei F eine freie Gruppe, die von der unendlichen Menge T frei erzeugt wird,
und sei S eine unendliche Teilmenge von T. Zeigen Sie, daB die von S erzeugte
(freie) Untergruppe eine elementare Substruktur der Gruppe F ist.

Tip: Verwenden Sie Aufgabe 3.
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§2. Der Satz von
Lowenheim-Skolem

Im Jahre 1914 publizierte Leopold Lowenheim in den Mathematischen Annalen
(Band 76, pp.447-470) eine aufsehenerregende Arbeit mit dem Titel ,, Uber
Moglichkeiten im Relativ-Kalkiil“. Was er ‘Relative’ nannte, nennen wir heute
‘£-Strukturen’, ‘Relational-Strukturen’, oder auch ‘Modelle’. Lowenheim
bewies den folgenden Satz (dort Satz 2):

»Jede Aussage (aus einer quantorenlogischen Sprache der ersten Stufe),
die ein iiberabzahlbares Modell besitzt, besitzt auch ein abzdhlbar-
unendliches Modell“.

Der Lowenheimsche Satz wurde von Thoralf Skolem (,,Logisch-kombina-
torische Untersuchungen etc.”, 1920) verallgemeinert und besagt, daB auch jede
hochstens abzidhlbare Menge von Aussagen erster Stufe, die iiberhaupt ein
unendliches Modell besitzt, stets auch ein abzdhlbar-unendliches Modell
besitzt“. Weitere Verallgemeinerungen gaben Alfred Tarski 1934, 1956 und
Leon Henkin 1949. Dariiber wollen wir hier ausfiihrlich berichten.

Wir beginnen mit der Skolemschen Verallgemeinerung des Lowenheimschen
Satzes. ' '

2.1 Satz (Satz von Lowenheim-Skolem) Sei L eine abzdhlbare quantoren-
logische Sprache 1. Stufe und sei T eine Menge von L-Aussagen. Wenn X ein
iiberabzihlbares Modell hat, dann hat ¥ auch ein abzdhlbar-unendliches
Modell. ' . -

Beweis. Wir expandieren £ um abzihlbar-unendlich viele neue Individuen-

konstanten én (fiirn e IN) und setzen:
L£¥=r 11 {¢,; ne IN}.

Sei Z*=%u{c, #Ck ; n#k}. Da X ein unendliches Modell M hat, ist
offenbar auch £* widerspruchsfrei, denn wir kénnen die neuen Individuen-

~ konstanten ¢, in M durch beliebige, paarweise verschiedene Elemente
interpretieren.
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Da £ abzihlbar ist, ist auch £* ‘abz'zihlbar. Dann ist aber auch die Henkinisierung
£*y abzdhlbar und mit der Henkin-Methode (siehe Satz 13.7 der Vorlesung

,Math. Logik*) erhalten wir ein Modell 2 von X *. Nach Konstruktion gilt dabei
- Kord(W) < Kard( L'y) = Ko, wenn Kard(X) die Kardinalitit der Menge X

bezeichnet. Wegen A {én ;ték ;n# k}ogilt aber au-ch_ R < Kard(W) und
daher ist ¥ abzahlbar-unendlich. O3 :

Der Beweis von 2.1 liefert ein abzihlbares Modell, das mit dem vorgegebenen
iiberabzihlbaren Modell sehr wenig zu tun hat. Das abzdhlbare Modell ist hier
im allgemeinen keine Substruktur des gegebenen iiberabzéhlbaren Modells. -
Wir werden jetzt einen zweiten Beweis von 2.1 geben, der die Existenz einer
abzihlbaren elementaren Substruktur sichert. Es gilt sogar sehr viel mehr:

2.2 Satz von Lowenheim-Skolem-Tarski (,Abwirts-Aussage®): Sei

=(M,...) eine L-Struktur und A eine beliebige Teilmenge von M. Sei x
eine Kardinalzahl mit den Eigenschaften Kard(A) <K< KardM) und
Kard( L) < K . Dann besitzt M eine elementare Substrukiur B = (B,...) mit den

Eigenschaften A c B und Kard(B)=x .

L)

Beweis (unter Verwendung des Auswahlaxioms). Da Kard(L£) stets unendlich ist

(L1ist die Menge aller £-Formeln), ist auch ¥ unendlich. Da wir ¥ £ Kard(M)

voraussetzen, ist also auch M unendlich. Aus dem Auswahlaxiom folgt (nach

Ernst Zermelo, 1904) der Wohlordnungs-Satz. Es gibt also auf der Menge M

" eine lineare Ordnung < mit der Eigenschaft, daB jede nicht-leere Teilmenge X

von M ein kleinstes Element (beziiglich <) hat. Sei Min(X) das kleinste Element
von X (= das Minimum von X). Wir definieren jetzt eine aufsteigende Folge von
- Teilmengen D, ¢ M (n e IN) wie folgt:

Dy sei eine beliebige Teilmenge von M mit A ¢ D, und Kard(Dg )=x.

Angenommen, es wiren Dy, Dy ,..., D, bereits konstruiert, so dal Kard(D_)=x
und Dy ¢ D; < ... D, € M. Dann sei

D, 1={aeM; esgibt meIN, 1 <m, und eine £-Formel & mit
Fr(®) = {vy,vy,..,v } undes gibt dy,d,,...d,; € D, mit
a=Min{be M; M |= ®[b,dy,dy,...d 1} }.

Fiir jede Formel ®(v(,d{.dy,...d) € D, ), die in M erfiillbar ist, wird also das
kleinste erfiillende Element in die Menge D, | | hineingelegt.

1. Behauptung: es gilt D, c D, ;.
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Bewéis. Sei de D, beliebig. Dann ist die £(D,)) - Formel v = d in M erfiillbar
und das einzige erfiillende Element ist d selbst. Definitionsgemil gilt daher
de Dn +1-

2. Behauptung: Kard(D, ) =X .

Beweis. Nach Induktions-Annahme gilt Kard(D) =% und nach der 1. Behaup-
tong gilt D, € D, 1 . Daraus folgt zunichst ¥ = Kard(D) < Kard(D,, 1) .

Wir miissen noch Kard(D,.{)<x zeigen! Dazu benutzen wir einen Satz der
Mengenlehre, der (unter Verwendung des Auswahlaxioms) besagt, daf3 fiir jede
unendliche Menge S stets Kard(S) = Kard(S X S) und allgemein

(1) Kord(S)= Kard( ) { S¥; 1 <ke IN})

gilt. Nun gilt nach Voraussetzung Xard(£) < ¥ und nach Induktions- Annahme
auch Kard(D,)=x. Das Alphabet von £(D,) hat also genau ¥ verschiedene
Zeichen. L(D,) ist die Menge aller Formeln, die man aus dem Alphabet von
LD,) bilden kann. Also ist £(D,) eine Menge von Folgen endlicher Lénge aus
einer k¥ -méchtigen Symbol-Menge. Nach () gilt daher auch Kard((Dp) )=x.
Jedes Element ae D, ; hingt von einer L(D)-Formel ab. Also gilt
Kard(Dy,1) € Kard( L(Dy))=x . Damit ist auch die umgekehrte Abschitzung

bewiesen. Aus beiden Abschitzungen folgt (nach dem Satz von Dedekind-
Bernstein der Mengenlehre) die Gleichheit: x = Kard(D,)= Kard(D,, ;) .

Wir setzen jetzt
B=U{D_;0<neIN}.
Aus Dy € B, Kard(Dg)=x und der 2. Behauptung folgt dann:
K= Kard(Dg) < Kard(B) < L Kard(D,) =x* Kgrd(IN) =¥ .
' ne IN

Also ist auch Zprd(B)=x.
3. Behauptung: B st unter allen Funktionen, die in M ausgezeichnet sind,
abgeschlossen.

Beweis. Sei f ein n-stelliges Funktions-Zeichen von £ und f seine Interpretatioﬁ
in M. Seien by,...,b,e B beliebig. Da B die Union der Mengen D, ist, gibt es

eine hinreichend groBe natiirliche Zahl z so daB by,...,b,e D,. Da f auf M total
definiert ist, gilt

M E= EIVDZ Vo= .f(l.)l, f)z parny Bn)
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Sei etwa by = f(by,...,b,) in M. Dann ist by eindeutig bestimmt und nach
Definition von D, gilt bpe D, ;. Aus bye D, ;B folgt damit
by =1(by,....by) € B.

4. Behauptung: B ist die Grundmenge einer Substruktur von IR

Da B unter allen in M ausgezeichneten Funktionen abgeschlossen ist, miissen
wir nur noch zeigen, daB B auch alle in M ausgezeichneten Individuen-

Konstanten enthdlt. Wenn aber ¢ irgendeine Individuen-Konstante von £ ist und
¢ ihre Interpretation in M ist, dann ist ¢ das einzige Element, das die £-Formel

vy = c etfiillt und nach Konstruktion liegt es bereits in D i also auch in B.

Damit ist die gesuchte Substruktur B =(B,...) gefunden. Nach Konstruktion

gilt AcDycB und Xard(B)=x. Wir miissen noch zeigen, daB ¥ eine

elementare Substruktur von I ist.

5. Behauptung: B :$ m.

Bewets. Nach Konstruktion der Mengen D, gilt:

(f) fiir jede £-Formel ® mit Fr(®)={v(,vy,..,v,} und beliebige Elemente
dq,dy,...d ;€ B gilt: wenn M = 3 vy @[Vo,dl,_dz,..,dm], dann gibt es ein
de B mit M & O[d,d,dy,...dy]. '

Daraus folgt durch Induktion iiber den Formelaufbau sofort die Behauptung.

Aus Satz 2.2 konnen wir die folgende Variante des urspriinglichen Satzes von
Lowenheim-Skolem ableiten. Hier darf die zugrundehegende Sprach £ der 1.
Stufe auch iiberabzdhlbar sein.

2.3 Korollar Sei T eine Menge von L-Aussagen und set M =(M,...) ein
unendliches Modell von T. Wenn Kard(T) < Kard(M), dann besitzt T auch ein
Modell B =(B,...) der Kardinalitit Kard(B)=Max{ R, Kard(T) }, das eine

Substruktur von M ist.

Beweis. Es konnte sein, daB das Alphabet von £ mehr auBlerlogische Zeichen
enthdlt, als in den Aussagen aus T vorkommen. Wenn das der Fall ist, dann
lassen wir diese unnotigen Zeichen fort. T. gehort also in jedem Fall einem
Fragment £ von £ an, wobei

Kard( L#) =Max{ &g, Kard(T) }.

14



Somit ist T eine Menge von £*-Aussagen. Sei M#=(M,...) die Restriktion von
M=(M,...) auf die Signatur von £¥. Es gilt weiterhin f.m#lzT Jetzt konnen
wir Satz 2.2 anwenden und erhalten eine £#-Struktur B#=(B,...) =X M¥ der
Michtigkeit Kard(B¥) = Kard(£#) = Max{R o, Kard(T) }. Aus B 4 M¥ folgt
noch B#l= T. Wir kdnnen jetzt B¥ zu einer £-Struktur expandieren, indem wir
fiir die noch nicht interpretierten auBerlogischen Zeichen von £ die Inter-
pretationen in M hernehmen und auf B einschrinken. Diese Expansion sei
B=(B,...). B ist Substruktur von M. Es gilt weiterhin B =T und damit ist

alles bewiesen.

Der ,abwirtige” Lowenheim- Skolem-Tarskische Satz hat das - folgende
~Analogon:

2.4 Satz von Lowenheim-Skolem-Tarski (,Aufwirts-Aussage®): Sei
M =(M,...) eine unendliche L-Struktur. Dann gibt es fiir jede Kardinalzahl «
mit Kard M) <x und Kard(L) <x eine elementare Erweiterung B =(B,...)
von MM der Kardinalitidt Kard(B)=x.

Beweis. Mit Satz 1.4 erhalten wir zundchst eine elementare Erweiterung

(C .y von M der Kardinalitit Kurd(C) =« . Mit dem ,,abwirts-gerich-
teten” Lowenheim-Skolem-Tarskischen Satz 2.2 gibt es dann eine elementare
Substruktur B = (B,...) =X € mit M c B und Xgrd(B) =¥ . Aus QJL((Sund
B ‘< ¢ mit Mc B folgt dann sofort auch 9314 B, 0.

. Wir beweisen abschlieBend einen Satz, der als Umkehrung des Kettensatzes von
Tarski (Proposition 1.3) angesehen werden kann. Wir verwenden dabei den
folgenden Begriff:

Definition. Sei d eine unendliche Ordinalzahl und {QLY; ve &} eine aufsteigend
geordnete Familie von £-Strukturen, also

Voed VBed (M ist Substruktur von QIB o asP)
Wir nennen eine solche Familie {.;ye 8} stetig geordnet, falls fiir jede
Limesordinalzahl Ae § immer 20 =) {Hy; ve A} gilt
Definition (G. Hessenberg, F. Hausdorff, 1906) Eine Teilmenge A einer

partiell-geordneten Menge (M, <) ist konfinal in M, wenn es zu jedem me M
stetsein a€ A gibt mit m<a.

Eine Kardinalzahl x heift (nach F. Hausdorff) regulir, Wenn sie keine kon-
finale Teilmenge X besitzt mit Kard(X) < x.
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Wir verwenden aus der Mengenlehre die Tatsache, dal X ,reguldr® ist. Jede
abzdhlbare Menge von Ordinalzahlen X, X < X ¢, ist also beschénkt in X .

2.5 Reflexions-Theorem. Sei L eine abzdhlbare Sprache der 1. Stufe,
M=(M, ...) eine L-Struktur der Mdichtigkeit ® | und {W v YE X1} eine auf-

steigende stetig geordnete Familie von abzihlbar- unendlzchen Substrukturen,
deren Union ganz M ist. Dann existiert zu jedem o€ X ein Index B e Ry

mit x< und QIB% m

Beweis. Zu W, =( Ay, ... ) gibt es nach Satz 2.2 eine abzihlbare elementare
Substruktur B =By, ... ) von Bt mit A, < By, Aus M= [J{W; ye Xy} und
der Abzihlbarkeit von By folgt (weil X reguldr ist), “da8 BO in einer der
Strukturen QIY enthalten sein muB. Es gibt also eine hinreichend groBe Zahl vy
mit BO;AYO' Wieder nach Satz 2.2 gibt es eine abzihlbare elementare

Substruktur B, =(By, ... ) mit Ay,C By Wir iterieren dieses Argument und

erhalten eine aufsteigende Folge von Substrukturen:
(1) Uy cBocWy cBrc...cB,cHy By, c...cM.

Sei jetzt 'y~ U {Yp,new}. Da {QI ye X} stetig geordnet ist, gilt
EEIV —U{i!ly,ne(x)} Aus () erglbt sich dann aber auch

Ql,yw— U {B,;new}. Aus B, -4 M (firallene 0)) folgt zunéchst
_ BB K X BB
und daraus (nach dem Tarskischen Kettensatz 1.3) sofort

55114 U{in,ke ® } (fiir alle ne ®), also auch {B; ke o} { M , und
daber A, X M. O

" Wir haben 2.5 als »Reflexions-Theorem® bezeichnet, weil es besagt, daB es in
dem Turm {QIY; Y€ X} stets Substrukturen QIB gibt, in denen sich die Eigen-

schaften von M spiegeln [reflectere (lat.) heift ,,umdrehen, zurickwerfen,
widerspiegeln®]. |

Eine Folge von £-Strukturen {QIY; vye 0}, wo 0 eine Ordinalzahl ist, nennen
wir einen elementaren Turm, falls Yoed Ve d (QIOL% -?IIB = a<sB).
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2.6 Koi‘ollar. Sei L eine abzdahlbare Sprache der 1. Stufe, M =(M, ... ) eine
L-Strukiur der Mdchtigkeir Ry und {¥W; ye Ry} eine aufsteigende, stetig

geordnete Familie von abzdhlbar-unendlichen Substrukturen, deren Union ganz
M ist. Dann existiert eine konfinale Teilmenge D von R so daf {E!I.Y; ve D}

ein elementarer Turm ist, dessen Union M ist. .

Bemerkung. Die S#tze 2.5 und 2.6 gelten nicht nur fiir & 1, sondern in analoger
Form auch fiir alle anderen iiberabzihlbaren regulidren Kardinalzahlen.
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Ubungsaufgaben zu §2

(1) Zeigen Sie, daB es unter den Gruppen, die mit der symmetrischen Gruppe
Sym(IN) (das ist die Gruppe aller Permutationen der natiirlichen Zahlen)
elementar #quivalent sind, stets auch solche gibt, die keine symmetrischen
Gruppen sind.

Tip: Verwenden Sie Satz 2.1 oder 2.2.

(2) Fiir eine unendliche Menge M sei
Sym (M) = {re Sym(M); Supp(r) ist endlich}

die Gruppe der finitdren Permutationen, wobei Supp(n) = { x € M; n(x)# x} der
Support (Trédger) von & ist. Zeigen Sie, daB die Gruppen Symm(No) und

Sym,(R ;) elementar-dquivalent sind.

Tip: Verwenden Sie Satz 2.5.
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