KaprreL 11:

Quantoren-Logik

Partikel, welche Angaben iiber Anzahlen von Individuen, die irgendeine
Eigenschaft haben, machen, werden Quantifikatoren (oder kurz:
Quantoren) genannt. Die bekanntesten Quantoren sind fiir glle’ und fiir
einige’ (V). Wir werden die Junktoren-Logik um diese beiden Quantoren
erweitern und uns die Aufgabe stellen, alle logisch allgemeingiiltigen
Aussagen der erweiterten Sprache herauszufinden. Danach wenden wir uns
dem Begriff des Beweises zu.

Die Logik, die von den Eigenschaften (Attributen, Pradlkaten) handelt und
den Angaben dariiber, auf wieviele Individuen sie zutreffen, wird
‘Quantoren-Logik’ oder auch ‘Prddikaten-Logik’ (der ersten Stufe)
genannt.

Man spricht hier (seit Leopold Léwenheim, 1915) von einer Logik ,,der
ersten Stufe, weil die verwendeten Quantoren nur Angaben machen iiber
die Anzahlen von Individuen (Elementen) eines Objektbereiches. Erst in
einer Logik der ,zweiten Stufe“ darf auch iiber die Teilmengen eines
Objektbereiches quantifiziert werden. In einer Logik der dritten Stufe darf
zusdtzlich auch iiber Familien von Teilmengen eines Objektberelches
quantifiziert werden, und so fort. o |

Wir folgen der Tradition und entwickeln die Quantoren-Logik auf der
Grundlage des Wahrheits-Begriffes (bzw. des Begriffes der Giiltigkeit
einer Aussage in einem Modell). Bei diesem Zugang bleibt der Folgerungs-
Begriff zundchst unanalysiert, denn man sagt lediglich, daB eine Aussage ®
aus einer Menge X von Primissen ‘folgt’, wenn jedes Modell von X auch
ein Modell von @ ist. Wir stellen daher (in §12) auch einen Kalkiil auf, der
es gestattet, aus vorgegebenen Primissen-Mengen X schrittweise neue
Aussagen ‘herzuleiten’. Wir werden in §12 zeigen, daf in unserem Kalkiil

_nur solche Aussagen hergeleitet werden kdnnen, die auch Folgerungen (aus

der vorgegebenen Primissenmenge X ) sind, und in §§ 13-14, dafl man in
dem Kalkiil jede Aussage, die aus den Primissen folgt, auch herleiten (d.h.
schrittweise gewinnen) kann, Der Begriff der Herleitbarkeit im Kalkiil 1st
also #quivalent zum Folgerungsbegriff, Eine derartige Aquivalenzaussage
wurde zuerst von Kurt Godel 1929 bewiesen.
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88. Formale Sprachen

Einleitung. Es gibt viele logisch korrekte SchluBweisen, die nicht auf der
Grundlage der Junktoren-Logik verifizierbar sind, zum Beispiel (nach Sextus
Empiricus, Pyrrhonische Hypotyposen II, 195- 196):

Jeder Mensch ist ein Lebewesen (nt.g &vBporog {dov);

Sokrates ist ein Mensch;

Also ist Sokrates ein Lebewesen.
Fiir die Guiltigkeit dieses Schlusses ist die innere quantoreniogische Struktur der
ersten Aussage mafigeblich. Als Quantoren bezeichnet man dabei die Partikel,
die Aussagen iiber Anzahlen (Quantititen) von Individuen machen, wie z.B.
Jjeder (jede, jedes)”, junendlich viele®, ,einige“, ,kein“. Unser Beispiel
illustriert den SchluB, den man in der Scholastik '

Dictum de omni: Quicquid de omni valet, valet etiam de quibusdam et
singulis (Was von jedem gilt, das gilt auch von einigen und von einzelnen)

genannt hat. Ein dhnlicher Schlu8 ist das
Dictum de pullo: Quicquid de nullo valet, nec de quibusdam nec de

singulis valet (Was von keinem gilt, das gilt auch weder von einigen noch
von einzelnen). '

[Die beiden SchluBweisen stehen schon bei Aristoteles im 1. Buch der Analytica
priora, 1,24526-30] ‘

Um die Universalitit einer Aussage auszudriicken, benutzt man auch das
Wortchen ,,alle”. Man sagt beispielsweise ,,Alle Menschen sind Lebewesen®.
Hier wird das Weértchen ,alle distributiv verwendet (,alle einzelnen -
Menschen®, d.h. ,jeder Mensch*). Der umgangssprachliche Gebrauch des
Wortchens ‘alle’ ist aber auch haufig kollektiv (,alle Dinge insgesamt®), etwa
in den folgenden Sitzen aus dem Grundgesetz, Artikel 3:

,,Alle Menschen sind vor dem Gesetz gleich”,
und Artikel 27:
Alle deutschen Kauffahrteischiffe bilden eine einheitliche Handelsflotte ™.

Wenn man den Unterschied zwischen dem distributiven und dem kollektiven
Gebrauch nicht beachtet, entstehen leicht Fehler im logischen SchlieBen. Ein
hiibsches Beispiel findet man in W.Stanley Jevons ‘Elementary lessons in
Logic’ (London, 1870, dort example 46, Seite 318) : -
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Alle Werke Shakespeares kann man nicht an einem Tag durchlesen.
‘Hamlet' ist ein Werk von Shakespeare. Also kann man den ‘Hamlet’ nicht

an einem Tag durchlesen.
Das Wort ‘alle’ wird hier nicht distributiv, sondern kollektiv verwendet, nicht
im Sinne von ‘omnes’, sondern von ‘cuncti’. Man sollte von ,Sdmtlichen
Werken“ und nicht von ,,allen Werken“ sprechen. Dann wird deutlicher, daB gar
kein universelles Urteil vorliegt (vergl. Bolzano, Wissenschaftslehre Band 2,

Sulzbach 1837, §135, pp.39-40). _
Verwechslungen sind aber auch bei anderen Quantoren méglich. So driickt das
Wortchen ,.ein“ nicht immer Einzahligkeit aus, sondern oft genug auch
Universalitit. In dem Satz
. Ein verfolgter Fuchs rettete sich auf eine Mauer ..."
(G.E.Lessing, Fabel 23)

ist von einem einzelnen Fuchs die Rede, aber in
. Ein Fuchs riecht den andern® (Fr. Schiller, Fiesco)
wird etwas iiber alle Fiichse (=Jesuiten) gesagt. Ich mochte noch ein zweites
Beispiel geben. In dem Gedicht (von Goethe) .
LEin Veilchen auf der Wiese stand ...
ist von einem einzelnen Veilchen die Rede, aber in dem Satz

,Ein Veilchen ist blau* 7
ist gemeint, daB alle Veilchen (in der Regel) blau sind [es handelt sich hier - wie
auch in vielen shnlichen Beispielen - um den »generischen Quantor«, der dem
generischen Objekt eine Eigenschaft zuspricht (‘Generische Objekte’ sind die
typischen, durch keine Zusatz-Eigenschaften ausgezeichneten Objekte eines
genus.)]. In der Mathematik findet man &hnliche Beispiele, etwa wenn man sagt,
daB nur : '
" eine Primzahl gerade ist*,
womnit die Zahl 2 gemeint ist, und wenn man sagt, daB

.eine Primzahl keine echten Teiler hat, :
womit eine universell giiltige Aussage gemeint ist. Man spricht hier iiber ,,die
generische Primzahl“ (gibt es die iiberhaupt?) und meint damit ,,alle Prim-
zahlen®. _ ' _ '

Zusammenfassung: In Sitzen, die grammatikalisch gleich gebaut sind, kann

das Wortchen ‘ein’ sehr verschiedene Bedeutungen haben. Ob Einzahlig-

keit oder Universalitit gemeint ist, kann oft nur aus dem Inhalt der Aussage
erschiossen werden.

Damit ist dentlich geworden, daB die Umgangssprache nicht so strukturiert ist,
daB sie ohne weiteres in der Formalen Logik verwendet werden kann. Zu dieser
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Einschitzung waren wir ja auch schon im Kapitel iiber die Junktoren-Logik
gekommen.

Um Eindeutigkeit im sprachlichen Ausdruck zu erreichen, werden wir Frag-
mente der Umgangssprache aussondern und fir diese Fragmente festlegen, in
welchem Sinne wir die logischen Partikel (nicht, und, oder, wenn- dann, fiir alle,
es gibt, ist gleich,...) verstehen wollen. Diese Fragmente werden wir mit
Symbolen anreichern, um sie so der mathematischen Betrachtung leichter
zuginglich zu machen. Die so entstandenen stark formalisierten Fragmente der
Umgangssprache bezeichnen wir im Folgenden als ,formale Sprachen®. Wir
geben jetzt eine genaue Beschreibung solcher formalen Sprachen.

Uber die Ausdrucks-Stirke einer formalen Sprache

Wie reich soll eine formale Sprache sein? Sie soll sicherlich hinreichend viele
Junktoren enthalten, etwa — (nicht), A (und), v (oder), — (impliziert), etc., aber
auch einige Zeichen fiir Quantoren. Fiir den All-Quantor benutzen wir das
suggestive Zeichen V, und fiir den Existenz-Quantor das ebenso suggestive
Zeichen 3. Das Zeichen V hatte Gerhard Gentzen 1934 vorgeschlagen in
Analogie zum Zeichen 3, das bereits Guiseppe Peano 1896 eingefiihrt hatte
[siche dazu: G. Peano: ,Studii di Logica Matematica® (1896), Nachdruck in
Band I der Opere Scelte (Rom 1958), pp.201-217, und ,Formules de Logique
Mathématique* (1900), Opere Scelte 11, pp.304-361. Dort schreibt er (p. 347):
,Jasignifie»ilyadesa,lesa existent«“].

Da wir die Quantoren-Logik nur im Hinblick auf die Mathematik entwickeln
wollen, reicht es aus, Sprachen zu betrachten, in denen mathematische Theorien

~ dargestellt werden kénnen. Was braucht man dazu?

Beispiele.

(1) Wenn man Mengenlehre betreiben will, dann braucht man eine Sprache, in
der die Elementschafts-Relation, die Inklusions-Relation, aber auch die Bildung
der Potenzmenge einer Menge, des Durchschnitts zweier Mengen, etc.
ausgedriickt werden kénnen. Man m&chte auch Namen fiir einzelne, spezielle
Mengen haben, etwa einen Namen fiir die ‘leere Menge’, einen Namen fiir die
‘Menge aller natiirlichen Zahlen’, etc. Wie iiblich baut man eine Sprache der
Mengenlehre auf, deren Alphabet die bekannten Symbole € ,c,P,n, &, IN
enthilt. Dabei sind € und c  2-stellige Relations-Zeichen, P ein 1-stelliges -
Operations-Zeichen, M eine 2-stelliges Operations-Zeichen und &, IN Namen
fiir einzelne Objekte.

(2) Wenn man Gruppentheorie betreiben will, dann braucht man eine
Sprache, in der ein 2-stelliges Verkniipfungs-Zeichen fiir die Multiplikation
(oder Addition) vorhanden ist, das wie iiblich durch einen Punkt e (oder ein
Kreuz +) wiedergegeben wird. In einer solchen Sprache kann man die Axiome
der Theorie der Gruppen T bequem aufschreiben:
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[ YxVyVz((xey)ez=xe(y®2)
Tg
VxVydviw(xev=y A wex=y)

Aus beiden Axiomen leitet man wie iiblich die Existenz genau eines neutralen
Elementes fiir die Multiplikation und die Existenz von Inversen ab. Manchmal
ist es bequemer, den Gruppenbegriff in einer etwas reicheren Sprache zu
formulieren. Hier wihlt man eine Sprache, die neben den logischen Zeichen
—, AV, —, ¥, 3,=, ..., Variablen u,V,W,X,¥,%,..und Klammern auch noch
einen Namen e fiir das Eins-Element (d.h. das neutrale Element der
Multiplikation), ein 1-stelliges Operations-Zeichen -1 (zur Inversen-Bildung)
und das 2-stellige Verkniipfungs-Zeichen o (fiir die Multiplikation in der
Gruppe) hat. In dieser Sprache kann man die Axiome der Theorie der Gruppen

wie folgt aufschreiben:

[ VxVyVz((xey)ez=xe(y*z))
T*G Vx: x0(x‘1)=(x‘1)ox=e,
VxVy(xee=eex=x)
In anderen mathematischen Theorjen - und genauso auch in anderen Wissen-

schaftssprachen (Physik, Chemie etc.) - wird man neben den logischen Zeichen
andere Grundzeichen benétigen. Diese Beispiele legen insgesamt das folgende

Vorgehen nahe.

Eine formale Sprache L sollte neben den logischen Zeichen - ,—,V,..., dem
Gleichheits-Zeichen = und Klammern (,) im allgemeinen noch

» Zeichen fiir mehrstellige Funktionen (Operationen, Verkniipfungen),
« Zeichen fiir mehrstellige Relationen, und '
» Namen fiir einzelne aus gezeichnete Objekte

enthalten (£ steht fiir ‘lingua’= Sprache). Den Begriff einer formalen Sprache
fifhren wir daher wie folgt ein.

Definition einer formalen Sprache £

Es seien I,J und K paarweise disjunkte Mengen und
Co:1—-1{1,2,3,...}
und
t:K—{1,2,3,...}

Abbildungen von J, bzw. von K in die Menge der natiirlichen Zahlen 1. Wir
definieren £ in Abhingigkeit von L,J,K,c und 7. '
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Das Alphabet von £ enthilt die folgenden Zeichen:

(1)
2)
3)
4)
(5)
(6)

logische Zeichen: —, —,V, =,

fiir jedes i€ T eine Individuen-Konstante c; ,
fiir jedes je J ein Funktionszeichen fJ der Stellenzahl o(j),

fiir jedes ke K ein Relations-Zeichen f{k der Stellenzahl t(k),
fiir jede natiirliche Zahl n>0 eine Individuen-Variable v,,,

Klammern: eine aufgehende ‘(" und eine zugehende Klammer ‘).

Aus diesem Zeichenvorrat werden die Ausdriicke der Sprache £ gebildet. Wir
unterscheiden dabei zwischen Termen und Formeln. Zuerst geben wir einen
Kalkiil an, mit dessen Hilfe wir Terme bilden kénnen.

Der Term-Kalkiil:

Regel 1:  Es ist erlaubt, jede einzelne Variable v, hinzuschreiben.

Regel 2: Es ist erlaubt, jede einzelne Individuenkonstante ¢; hinzuschreiben.

Regel 3: WennjeJ, n=06(j) und wenn es erlaubt ist, t; und auch t; und ...

und auch t;, hinzuschreiben, dann darf man auch .fj(tl ty .ty )
hinschreiben. |

Definition. Die und nur die Zeichenreihen, die man nach endlich vielen -
Schritten aufgrund der Regeln des Term-Kalkiils h1nschre1ben darf, heiflen
Terme von L.

Wir hitten in Regel 3 oben einfacher ftl ty ...t; hinschreiben konnen. Die
eindeutige Lesbarkeit wire auch so gewahrt geblieben. Die Verwendung von
Klammern ist aber alter Brauch in der Mathematik. Wir werden uns oft die
Freiheit nehmen und (wie sonst iiblich) zwischen die Argumente Kommata

setzen. Wir werden also oft 'fj(tl, ty ,...,t; ) schreiben, wobei aber die Kommata
grundsitzlich weggedacht werden sollten.
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Der Formel-Kalkitl.
Regel 1. Wennt; und ty Terme sind, dann darf man t; =ty hinschreiben.

Regel 2: Wenn ke K, m=1(k) und wenn t; und auch t; und ... und auch t,

Terme sind, dann darf man auch I'Qk(tl t5 ...ty ) hinschreiben.

Regel 3: Wenn man sowohl @ als auch W hinschreiben darf, dann darf man
auch (—®), (¢ =) und Vv, @ hinschreiben.

Definition. Die und nur die Zeichenreihen, die man nach endlich vielen
Schritten aufgrund der Regeln des Formel-Kalkiils hinschreiben darf, heiflen
Formeln von L,

Wie im Falle von Funktionen werden wir aus Gewohnheit und Bequemiichkeit

auch bei Relationen die Argumente durch Kommata trennen. Statt l.lk(tl ty ..ty )

werden wir also I.{k(tl,tz,...,tm) schreiben, wobei aber die Kommata
grundsiitzlich weggedacht werden sollten. ' '

Statt ‘v’anD' werden wir oft auch Vv,: @ schreiben, wenn damit die Formel
mmsgesamt leichter lesbar wird. :

Definition, Die Formeln, die man aufgrund der Regeln 1 und 2 des Formel-
Kalkiils hinschreiben darf, heiBen atomare Formeln.

Die Sprache £ wurde in Abhiingigkeit der Index-Mengen J,K,I und der beiden
- Stellenzahl-Funktionen ¢ und T definiert. Dabei ist J der Definitionsbereich
(auch ‘Doméine’ genapnt) von ¢, J=Dom(o), und K der Definitionsbereich von
7, K=Dom(1). Also héngt £ nur von den drei Parametern 1,6 und t ab. Wir
pennen das geordnete Tripel (c,7,I) die Signatur von L.

Wenn die Mengen I,J und K endlich oder abzihlbar-unendlich sind, dann ist
auch die Menge aller £-Formeln abzihlbar. Die Mengen 1,J und K diirfen aber
auch iiberabzéhlbar sein und dann ist auch die Menge aller £-Formeln iiber-
abz#hlbar. _ .

-Wir werden in den folgenden Abschnitten nicht nur Sachverhalte in der Sprache
L ausdriicken, sondern auch jiber die Sprache £ sprechen. Das Sprechen iiber £
vollzieht sich in der Umgangssprache. Um beide Sprachen auseinander zu
haslten, bezeichnen wir £ als Objekt-Sprache und die Umgangssprache die
Meta-Sprache. In der Meta-Sprache benutzen wir die Zeichen & fiir die
Konjunktion, = fiir die Implikation und < fiir die Biimplikation (Aquivalenz).
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Bemerkungen zu den Begriffen ‘Term’, ‘Formel’ und ‘Quantor’:

(1) Term: Ein Symbol oder ein Zeichen (oder eine Folge von Symbolen), das
zur Bezeichnung eines Objektes dient, wird Term genannt. Die Bezeichnung
spielt an das lateinische Wort ‘terminus’, bzw. an das griechische Wort TEPUOL
(Grenzstein, Grenzlinie, Endpunkt) an. Im Unterschied zum Wort ‘finis' (= das
Ende, die (natiirliche) Grenze) ist “terminus’ im urspriinglichen Wortsinne gin
Markierungszeichen fiir einen Grenzpunkt, eine Grenzlinie, eine Ziel-Linie,
einen Zeitpunkt, einen Endpunkt etc., also das Zeichen, fiir eine festgelegte
Grenze, einen festgelegten Zeitpunkt (=‘Termin’) etc. Diese Bedeutung des
Wortes fiihrte auch dazu, daB ein sprachlicher Ausdruck, der eine »festgelegte
Bezeichnung« wiedergibt, als terminus (oder auch terminus technicus einer
Fachsprache) bezeichnet wird. Dieser Sprachgebrauch fiihrte zu dem Begriff
“Term’, der hier erldutert werden sollte.

(2) Formel: Ein kurzgéfaBter Ausdruck, in dem ein Sachverhalt deutlich
wiedergegeben wird, wird Formel genannt. Das Wort kommt aus dem
Lateinischen. Forma ist ,die Gestalt, die Figur, das Gebilde“ und der

Deminuitiv formula ist ,die Regel, das Verfahren, die_Vorschrift“. Formare
heiBt ,einen Stoff gestalten, einrichten, bearbeiten®, '

(3) Quantor: Aus dem Adjektiv-Pronomen »quantus« (wie groR?, wie viel?)
und dem Verb »facere« (machen, nachweisen,...) 148t sich das neulateinische
Verb »quantificare« bilden. Bei der Zusammenziehung verliert die erste Silbe
des Wortes »facere« die Betonung und die iibliche Vokalabschwichung ersetzt
das ‘a’ durch ein 4’. Das Verb »quantificare« hat die Bedeutung von ‘Anzahlen
nachweisen’, #hnlich wie das Verb »qualificare« ‘Eigenschaften nachweisen’
bedeutet. ,,Quantifikation” ist dann der Nachweis einer Anzahl und ,,Quanti-
fikator® ist derjenige, der die Anzahl nachweist. All diese Wortbildungen
gehoren nicht zum klassischen Latein, Charles Sanders Peirce (1839-1914) hat
sie um 1885 herum gebildet und die englische Ubersetzung ,,quantifier”
eingefiihrt. Im Deutschen sagt man ,,Quantifikator®. Aber es gibt auch die etwas
verwegene Abkiirzung ,Quantor®, die 1934 von David Hilbert (1862-1943) und
Paul Bernays (1888-1977) vorgeschlagen wurde. Da sich das Wort ,,Quantor*
jedoch sehr gut zum Wort ,,Junktor* gesellt, ist es iiberall akzeptiert worden.
—_ —

Man kann jetzt die Linge eines Terms und die Linge einer .L-Formel als die
Anzah! der Stellen, an denen Zeichen des Alphabets stehen, einfiihren. Wie in
§2 folgt dann die eindeutige Lesb arkeit der Terme und Formeln. Wir
{ibernehmen die Konventionen zur Klammer-Ersparnis aus §2.

Gelegentlich werden wir tliber die Teilformeln einer £-Formel @ reden miissen.
Darunter verstehen wir all diejenigen £-Formeln, die man der Reihe nach
braucht, um ® gemiB den Regeln 1,2,3 des Formel-Kalkiils hinschreiben zu
diirfen. So ist beispielsweise Vv,'¥ eine Teilformel von Vv Vv ¥, aber Vvi¥

ist keine Teilformel von Vv;Vv,'¥. Die genaue Definition lautet wie folgt:
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Definition. Fiir ein £-Formel @ sei Teil(®) die Menge aller Teilformeln von &.
Dieser Begriff ist wie folgt auf rekursive Weise definiert:

(i) Fiir atomare Formeln @ ist Teil(®) = {®},

Gi) Teil(—= @) = {—®} v Teil(®),
(i) Teil(® — ¥) = {® - ¥} U Teil(®) L Teil(¥),
(v) Teil(Vv,®@) = {Vv, &} LU Teil(®).

Von zentraler Bedeutung ist die Unterscheidung von freien Variablen und
gebundenen Variablen einer L-Formel (diese Bezeichnungen wurden von
Hilbert-Ackermann, 1928, eingefiihrt). Wenn Q irgendein Quantor, v eine
Variable und E irgendeine Figenschaft ist, dann wird in dem Ausdruck Qv:E
tiber die Anzahl der Objekte v, die die Eigenschaft E haben, eine Festlegung
getroffen und die Variable v ist nicht mehr frei (fiir andere Festlegungen),
sondern (an die getroffene Festlegung) ,.gebunden®,

In einer Formel Vv, @ wird ® der Wirkungsbereich (oromn, lat. scopa) des
Quantors Vv, genannt [okormf ist der ,,Gesichtskreis, der Spielraum, die
Umschau“].

Definition. Fiir einen Term t sei Fr(t) die Menge aller in t vorkommenden,
Variablen. Man kann diesen Begriff auch wie folgt durch Rekursion definieren:

(@) firne IN: Fr(vy = {vy},
i) firiel: FrE)=2,
i) firjed: Bty oty moteorjy)) = Frlty) UFrty) U . U Frltegj)):

Definition. Fiir eine £-Formel ® sei Fr(®) die Menge aller in @ vorkommenden
freien Variablen. Dieser Begriff wird wie folgt durch Rekursion definiert:

(i) Fl'(t]_ =1 }= Fl'(tl) & Fr(tz),

{) FrRlty s by, otbyge)) = Frt) UFi(ty) U .. U Fr(tygg ),
(i) Fr((—®)) = Fr(®),

(iv) Fr((® — ¥)) = Fri(®) U Fr('P),

(v) Fr(Vv ®) = Fr(®) - {v,}.
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Konvention. Wenn @ eine £-Formel ist und vy, Vngoees Yoy Variable sind, dann
soll die Schreibweise (I)(vnl,vnz,...,vnk) besagen, daB die angegebenen Variablen
Vnys Vg Vg alle in ® frei vorkommen! Die angegebenen Variablen miissen
nicht die simtlichen freien Variablen von & sein und die angegebene Reihen-

folge muB nicht die Reihenfolge sein, in der sie beim Lesen von @ von links
nach rechts als Zeichenreihe der Reihe nach auftreten.

Definition. Ein Term t ist ein konstanter Term, falls Fr(t)=@ ist. Die
Terme, die nicht konstant sind, nennen wir offene Terme.

Fine £-Formel ® wird Aussage genannt, falls Fr(®)= ist. Formeln, die
keine Aussagen sind, nennen wir offene F ormeln oder auch Eigenschaften
(oder Prddikate ).

Beispielsweise sind & und auch f; (g, 'fz(c':j)) konstante Terme. Dagegen sind v,

und auch 'fl(c':i,vn) offene Terme. Vv ¥vy: vg=vy ist eine Aussage, aber
Vvy:vg = vy ist eine offene Formel.

In §8 haben wir die Syntax der formalen quantor'enlogischen Sprachen L
entwickelt. Uber die Semantik von £ sprechen wir im folgenden §9.

Historische Bemerkung. Der hier entwickelte Formalismus scheint so

natiirlich zu sein, daf man meinen konnte, daB er schon immer so (oder in

shnlicher Form) in der Logik und der Mathematik verwendet worden sei. Aber
das ist nicht der Fall. Der Formalismus geht auf Gottlob Frege (1848-1925)

zuriick. In seiner , Begriffsschrift (Halle 8/S. 1879) betont Frege, daf er nicht

die hergebrachte Zergliederung eines Satzes in Subjekt und Pradikat zugrunde-

legen will, sondern stattdessen die Zergliederung in Bezug auf Argument und
Funktion verwenden will (cf. Begriffsschrift, Vorwort, Seite XIIT). Erst dieser

Standpunkt erlaubte die Einfiihrung von Quantoren.

Die Syllogistik von Aristoteles ist historisch gesehen der einzige Vorldufer der
Quantorenlogik. Hier handelt es sich um Aussagen, in denen einige oder alle
Objekte einer Art (eines genus) in Beziehung zu den Objekten einer anderen Art

gesetzt werden. Bin Beispiel mag das erldutern:

DARI: wenn alle B’s A’s sind und einige C’s B’s sind, dann sind einige
C’s auch zugleich A’s.
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Wenn die Gattung der A’s mit 4, die Gattung der B’s mit B und die Gattung der
C’s mit ¢ bezeichnet wird, dann besagt der obige Syllogismus:

wenn Bc 4 und CNB# D, dannauch N A+ Q.

In der Scholastik wurde die Notation BaA & CiB = CiA iiblich, wobei die
Vokale a.e,i,o den Wortern affirmo und nego entnommen sind. Der erste Vokal
bedeutet die universelle Affirmation, bzw. die universelle Negation, und der
zweite Vokal die partikulare Affirmation, bzw. die partikulare Negation. Somit
steht XaY fiir alle X sind ¥, und XeY fiir kein X ist ein Y. Ferner steht XiY fiir:
einige X sind Y und XoY fiir einige X sind keine Y. Dieser Notation liegt die
klassische Zergliederung eines Satzes in Subjekt und Priddikat zugrunde.
Quantoren, die einen eigenen Wirkungsbereich haben, werden nicht gebildet.
Diese wurden erst von Gottlob Frege 1879 gebildet. Man darf daher mit Recht
sagen, daB Quantoren erst von Frege eingefiihrt wurden.

Ubungsaufgaben zu §8

(1) Sei ¥ x der Quantor ,kein x“. LiBt sich )} x mittels Negation und Vx (oder
Jx) ausdriicken?

(2) Wo liegt der Fehler in der folgenden anscheinend korrekten Argumentation,
und warum liegt dieser Fehler nahe:

»Kein Narr eignet sich als Mathematik-Lehrer. Hans ist kein Narr. Also eignet
sich Hans als Mathematik-Lehrer”. '

(3) (Nach Jevons, 1870, p.316) Wo liegt der Fehler in der folgenden
anscheinend korrekten Argumentation:

., Nichts ist besser als ein reines Gewissen. Trocknes Brot ist besser als nichts.
Also ist trockenes Brot besser als ein reines Gewissen",

(4) Was ist mit VV(I)l — ¥ gemeint: Yw(® — ¥) oder (Vv@) —> ¥ ?
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89. Strukturen und Modelle

Es geht uns jetzt darum zu erkliren, unter welchen Voraussetzungen eine £-
Formel , wahr ist. In der Junktorenlogik brauchte man dazu lediglich den
atomaren Aussagensymbolen A; irgendwelche Wahrheitswerte zuzuordnen. In
der Quantorenlogik muB man dazu zuerst den auBerlogischen Zeichen (d.h. den

' Funktions-Zeichen, den Relations-Zeichen und den Individuen-Konstanten)

konkrete Bedeutungen geben (dazu dient der Begriff der £-Struktur). Erst dann
kann ausgerechnet werden, ob eine £-Formel in Bezug auf die vorgeschlagene
Bedeutung wahr oder falsch ist.

Definition. Sei £ eine Sprache der Signatur (o,t,I) und J=Dom(c),
K = Dom(t). Wir nennen ein geordnetes Paar M = (M, Q) eine L-Struktur

(oder auch eine Realisierung von L), falls gilt:
(1) M ist eine nicht-leere Menge, und
(2) Q isteine auf J KU definierte Funktion mit den Eigenschaften:
(2a) fiiralle j € J: Q(j) ist eine 6 (j)-stellige tbtale Fuhktion Von ganz
MeD= MxMx...xM in M,
(2b) fiir alle ke K: Q(k) ist eine T (k)-steilige Relation in M
(also Q) c M*®=Mx....xM),
2c) firalleie I: Q@) e M.

Beachte, da8 definitionsgem&8 die drei Index-Mengen I,] und K paarweise -
disjunkt sind (§8). Daher ist £2 wobldefiniert.

Wenn M = (M, Q) eine £-Strukiur ist, dann ist M das ‘Universum’ von m
oder auch der ‘Individuenbereich’ von M und Q lefert eine Interpretation
von £in M. Dabei ist

fj =C)j) die Interpretation des Funktionszeichens :fj in M,
Ry = Q(k) die interpretation des Relationszeichens i{k in M,

c; = Qi) die Interpretation der Individuen-Konstante ¢; in M,
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Es ist also Q = ({fj; je J), (Rk, ke K), {ci; ie I)) und wir schreiben daher auch

M=(M,Q) = (M,fj,Rk,ci>j = (M,...).

el ke K,iel

Beispielsweise ist ein , geordneter Kdrper” eine Struktur der Form
® = (K,+,%,<,0,1). Man kann ,,geordnete Korper* aber auch mit der Sub-
traktion und Division ausstatten (wobei die Signatur gedndert wird). Dann sind

geordnete Korper* Strukturen der Form &= (K, +,—, o, ,<,0,1), Dabei mufl
allerdings auch die ein-stellige Funktion -1 total erklirt sein (Forderung (2a)!).
Das ist sie normalerweise nicht, aber wir kénnen ja ochneweiteres 0 "=0 (oder

0_1=1 oder was immer man will) setzen, damit auch diese Funktion -1 total ist
[wir diirfen nur nicht diesen Wert in Rechnungen benutzen!].

Eine historische Bemerkung zum Struktur-Begriff. In der Mathe-
matik kommt es in der Regel nicht auf die spezielle Natur der mathematischen
Gegenstiinde an, sondern nur auf die Beziehungen, die sie untereinander haben.
Darauf haben Hermann Giinther Grassmann (in seiner ,,Linealen Ausdehnungs-
lehre®, 1844), Arthur Cayley (im Falle der Gruppentheorie, 1854), Ernst
Schroder (in seinem ,,Lehrbuch der Arithmetik u. Algebra®, 1873), Richard
Dedekind (im Falle der Arithmetik der natiirlichen Zahlen, 1888) und andere
bereits im 19. Jahrhundert hingewiesen. Seit Eli Cartan (1894), Bertrand Russell
(1919) und vor allem Rudolf Carnap (in seinem Buch ,.Der logische Aufbau der
Welt“, Berlin 1928) spricht man von den , Struktureigenschaften® eines
Bereiches von Gegenstinden, wenn man ausdriicken will, daB es auf die
spezielle Natur der einzelnen Objekte des Bereiches nicht ankommit, sondern nur
auf den Isomorphie-Typ des Bereiches insgesamt. Wenn es also nicht auf die
spezielle Natur der einzelnen Objekte des Bereiches ankommt, dann kann man
die Objekte am einfachsten als abstrakte Mengen reprisentieren. Das fifhrte in
den dreiBiger Jahre des 20. Jahrhunderts dazu, derartige Bereiche selbst als
Strukturen® (oder strukturierte Mengen) zu bezeichnen.

1939 priigte N. Bourbaki schlieflich den Begriff einer ,,Struktur® in voller
Allgemeinheit und machte ihn zur Grundlage seiner ‘Eléments de
Mathématique’. Hier werden ganz allgemein Strukturen fiir Sprachen der ersten
Stufe sowie fiir Sprachen der zweiten Stufe (z.B. topologische Réume)
eingefiihrt. .

Fs ist bemerkenswert, daB etwa in derselben Zeit der Struktur-Begriff auch in
zahlreichen anderen Wissenschaften in den Vordergrund riickte, z.B. in der
Sprachwissenschaft (F. de Saussure 1916), in der Psychologie (E.Spranger
1924), in der Philosophie (W.Dilthey 1927, P.Bernays 1930), etc. Die

- Entstehung des Struktur-Begriffs in der Mathematik kann daher sicherlich nicht

isoliert von den Entwicklungen in anderen Wissenschaften gesehen werden.
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Wir kehren zur Frage zuriick, wie der Begriff der Giltigkeit einer L-Formel

definiert werden sollte. Die Antwort kdnnen wir jetzt geben, indem wir
definieren, wann eine £-Formel @ in einer £-Struktur M =(M, ... Yy gilt.

Definition. Sei Var= {vg, vy, V9, ...} = {V,; D€ IN} die Menge aller Variablen
von Lund set M=(M, ...) eine £-Struktur. Dann wird jede Abbildung h von
Yarin M (also he M%T) als Belegung (der Variablen mit Elementen von M)
bezeichnet,
Definition. Fiir cine Belegung h ist h[¥n/,] " diejenige Funktion, die v;, auf
a und v; (fiir i#n) auf h(v;) abbildet. Eine ausfithrlichere mengentheoretische
Beschreibung lautet wie folgt: |

h[Va/,] = (h= {{vy, WMD) © {vg, )}
und falls n#m:

n[Vn/,, Vm /] = (b= {(vg, h(vp)) s (Vi BV 1) © £V @), (Vi DI

Definition. Die Auswertung eines beliebligen Termes t in einer L-Struktur
M=(M,..) unter der Belegung h wird mit whm (t) bezeichnet (der

Buchstabe w steht fiir ,Wert*) und ist wie folgt durch Rekursion tiber den
Term-Aufbau definiert:

1) Wy ) =hvy),
@ W@ =c

B) Wiy (Fity g oty ) = 50 g ()97 (82 )W g ()

Wenn t ein konstanter Term ist, dann bendtigt man zur Auswertung von t nur die
beiden Kiauseln (2) und (3). Die Auswertung von t in M hingt also von keiner
Belegung h ab und wir bezeichnen sie einfach mit wgy, ®).

Damit kénnen wir auch erkléren, wann eine £-Formel @ in einer L-Struktur ¢
unter einer Belegung h gilt. Wie in der Junktoren-Logik bezeichnen wir diesen

Wahrheitswert, der von 9% und h abbéngt, mit val'gy (@), wobei val fiir das
lateinische ‘valentia’ (der Wert) steht. '

Definition. Die Auswertung einer L-Formel @ in einer L-Struktur M=
(M, ...) unter der Belegung h: Yar—>M wird mit Valh§m (@) bezeichnet und
ist wie folgt (durch Rekursion iiber den Formel-Aufbau) definiert: -
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f h h
1 falls w gy (ty) =W g (tp),

h
(Al): val gn (t; =to) = 1
L 0 sonst.
| , h h
(AZ) 1 falls <W m(tl)’ vee s W ﬂ)’l(t‘t(k)» S Rk’ ]
h .
val W(Rk(tl,tz,.. .,tfc(k))) = {
' L0 sonst.
h h
(A3): val gp (@) = 1 - val gy (D),
h h h
(Ad): val m(<I) —->Y¥)= Sup{l-val m((IJ), val sm(‘I’)},

I falls fiir jedes ae M: valhgn 4 (@)=1gilt,

(A5):  val'y (Vv :®) =
0 sonst.

Bemerkung. Die beiden Klauseln (A5) und (1) des Begriffes der ,,Auswertung
eines Termes“ legen fest, daB Variable nur die Elemente eines Objekt-
bereiches M durchlaufen kénnen. Wir kdnnen in £ also iiber Individuen, d.h.
Elemente eines Objektbereiches M quantifizieren, aber nicht iiber Teilmengen
von M. Aus diesem Grunde wird £ als Sprache ,,der ersten Stufe” bezeichnet.

9.1 Koinzidenz-Theorem: Fiir alle Terme t, alle L-Formeln @, alle L-
Strukturen M={(M, ... ) und alle Belegungen hqy,h,e M%" gilt:

1) Wenn hy1Fe( = hy 1R, dann w'hy © = w3 .
@) Wenn by Re(@®) = hy 1 Fe(@), dann val gy (@) = val'35 ().

Beweis. durch Induktion iiber den Term-, bzw. Formelaufbau. 1

Das Koinzidenz-Theorem erlaubt auch die folgende elegante Notation {(dabei

verwenden wir eckige Klammern, um keine Verwechslungen mit anderen -

Notationen zu provozieren):
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Definition: Sei M =(M,...) eine L-Struktur und & eine L£-Formel mit
Fr(®) = {vg,vy..., vy } und seien agp, ay..., a, € M. Wir setzen:

fiir alle Belegungen he MY gl
ME ©lag,a)...,a,] & ywenn hvg)=ag &h(v{)=a; &...& hivy) =a,,

h
dann val m (P)=1.

Definition. Statt Valh2m (®) =1 schreiben wir auch
M= @,
h
gelesen: @ giltin M unter der Belegung h.

9.2 Proposition. Sei M=(M, ...) eine L-Struktur, h:Var—M eine
Belegung und seien © und ¥ L-Formeln. Dann gilt:

(D wtlf-qtb = non(mﬂﬁ@)
(2) WIT‘(I)—'-)*‘P < (wenn ﬂnlﬁfb dann imli—;‘-P)
3) m linn:CD e fiiralle ae M gilt: M= P[a]

' h[vn/a]

Die Funktion valhm ist demnach eine Wahrheitswert-Zuordnung (im Sinne der
Junktoren-Logik, §2), die auf der Menge aller L-Formeln definiert ist.

Beweis. Alle drei Behauptungen sind aufgrund der Definitionen unmittelbar...
klar. 0O '

Definition. Sei @ eine £-Formel und M eine £-Struktur. Wir sagen, daf @ in

M gilt (in Zeichen: M &= @), wenn fiir jede Belegung he M7e.
| vallgy @)=1 st

Definition. Statt ,, @ giltin M* sagen wir auch: , M istein Modell von O.

Wenn M eine L-Struktur und X eine Menge von L-Formeln ist, dann nennen
wir M ein Modell von Z (in Zeichen: M = X), wenn M ein Modell einer

jeden Formel @ aus X ist.
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Eine historische Bemerkung. In dieser Definition haben wir erklért, wann eine
7-Formel in einer £-Struktur ,,wahr* ist. Dieser Begriff der ,,Wahrheit” (oder
,Giiltigkeit*) einer Aussage in einem Universum (einer L-Struktur) war zwar
schon immer mehr oder weniger klar, wurde aber erst von Alfred Tarski in
seiner systematischen Abhandlung

A. Tarski: Der Wahrheitsbegriff in den formalisierten Sprachen, Studia
Philosophica, Band 1 (1936), pp.261-405;

explizit und sorgfiltig definjert (dort §3, Definitionen 22 und 23). In den
fiinfziger und sechziger Jahren des 20. Jahrhunderts wurden diese Tarskischen
Definitionen noch einmal von einigen anderen Logikern griindlich iiberarbeitet
(insbesondere von Andrzej Ehrenfeucht und Andrzej Mostowski (,, Models of
axiomatic theories admitting automorphisms*, Fund. Math. 43 (1956), pp.50-
68)) und in dieser iiberarbeiteten Form haben wir sie oben dargelegt.

9,3 Proposition. Sei @ eine L-Formel und M =(M, ... Y eine L-Struktur. Sei
Fr(®) < {vg,V] ...,V }- Dann gilt:

ME=D genaudann wenn M EVvyVvy ... Vv O,

Beweis.
M= e Firalle Belegungen h: val'y (@) =1 [definitionsgems]
& Fiir alle Belegungen he M?‘” und alle ag, a; ..., a, € M gilt:
wenn h(v;) = a; (fir 0<i<n), dann val'py (@)=1.

& Fiir alle Beleg‘unéen he MY gilt valhsm (Vg Vvy ... Vv, @) =1,
nach Klausel (AS5). O '

9.4 Satz: Fiir beliebige r-Formeln ® und ¥ und jede beliebige L-Strukiur
M=(M, ...) gilt: : '

1) Me=-0 = non@E )
2 MEOP->Y = wenn MED dann MEY,
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(3) MEV,DO(v,) & firalle ae M:Mi=a].

Wenn @ eine L-Aussage ist, dann gilt sogar:
4 ME -0 & non(@E @)
5) MEP-> YT & wenn MED dann MEVY.

Beweis. Zu (1) und (4):
ME-@  firallehe MY val'y, (~®) =1 [nach Definition von ]
= esgibteinhe M, valhﬂ,:,t (—®)=1

[wenn Fr(— @) # &, dann hat man hier nur ,,=*; wenn
jedoch Fr(— @) =, dann gilt nach dem Koinzidenztheorem
auch die Umkehrung ,,.<=“, und daher insgesamt ,,<=>]

& esgibteinhe M val'y, (@)=0  [nach Klausel (A3)]
< non(MED ) [denn M =D hiehe, dab fiir jede

7 Belegung g, valgm (®)=1 gelten miifite]
Zu (2) und (5): _ :
M@ ¥ firallehe MY (valy (@)=1 = valigy (F)=1)

[nach Definition von |= und nach Klausel (A4)]

= (fiiralle he M™:vally, (®)=1) = (fiir alle he M¥%:val'yy (#) =1)
Beweis: ,,_ll“: Wir nehmen an, daB ,.fiir alle he Mo, valhm (D) = 1“ gilt.
Sei h eine beliebige Belegung. Die Annahme liefert vth§m (®)=1 und
nach der vorausgesetzten oberen Zeile ergibt sich daraus Valhm (W)=1.

Da h beliebig war, gilt also fiir alle he M Ver. valhm (¥) =1«

Wenn Fr(®) = ist, dann kénnen wir sogar & beweisen, denn:
»T“: Sei h eine Belegung. Wir miissen valhm (®@)=1 ——~;~v.alhm (¥)=1
zeigen. Wir nehmen dazu an, daf valhgm (®)=1 ist. Wegen Fr(®)=C ist

dann nach dem Koinzidenz-Theorem auch valggm (®)=1 fiir jede andere
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Belegung g. Aus der unteren Zeile ergibt sich daher ,fir alle
ge M?m:valgm(‘l’)zl“. Es gilt daher insbesondere auch fiir h:
h .
val gp (¥) = L.
& (MED = MEY).

Zu (3): M= Vv, O(vy) & firalle he M. valhm (Vv O(vy)) =1
o firalle he M undalle ae M:(h(v,)=2 = val gy (©(v;))=1)

& fiiralle ac Mund alle he M™% (h(vy)=a = Valhim(@(vn)) =D

& fiiralle ae M: M = 0O[a).
Damit ist alles bewiesen, [

Da mit — und — alle iibrigen Junktoren ausdriickbar sind, erhalten wir aus Satz
9.4 noch fiir £- Aussagen @ und ¥ und beliebige £-Strukturen M=(M, ...):

(6) M=OAY & (MED und MEY).
(D M=PvY¥Y < (MO oder MEY ).
(8) M= ¥ o (MED genandann wenn MEY ).

Satz 9.4(4),(5) gilt nur fiir Aussagen! Fiir £-Formeln, in denen freie Variable

vorkommen, ist er falsch. _

Ein Gegenbeispiel: Sei ®(y) die Formel —Vx(x+1:y). Diese Formel ist in
den natiirlichen Zahlen ungiiltig: non ( (IN,+,0,1) k= —Vx(x+12y)), denn sonst
miiBte nach Proposition 9.3 auch (IN,+,0,1) =EVy—Vx(x+1=y) gelten; was
aber fiir y = 0 offenbar falsch ist. Aber es gilt auch '

non ( (INA4,0,1) EV X (x+ 1Y),

denn sonst miiBte nach Proposition 9.3 auch (IN,+0,1) =EVyVx(x+1=y)
gelten, was aber fiir y=1 und x=0 offenbar falsch ist. Das Beispiel zeigt, daB
man aus non (M E @) im allgemeinen nicht auf M k= —P schlieBen kann. Satz

9.4(4) ist also fiir beliebige £-Formeln im allgemeinen falsch.

Einfiihrung des Existenz-Quantors ‘Iv(v)’
Die Sprache £, die wir in §8 eingefiihrt hatten, besitzt nur vier logische Zeichen:

‘. ‘=’ Y’ und das Gleichheits-Zeichen ‘=", Aus §3 wissen wir, dafBl L
geniigend viele Junktoren hat, denn mit — und — allein kann man jeden anderen
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n-stelligen Junktor ausdriicken (Satz 3.1). Aber es stellt sich jetzt die Frage, ob L
auch geniigend viele Quantoren hat? Ist beispielsweise der Existenz-Quantor

,einige v haben die Eigenschaft @ (in Zeichen: 3 v:®)

in £ ausdriickbar, oder miissen wir £ erweitern und den Existenz-Quantor
gesondert in das Alphabet aufnehmnen? Die Antwort auf diese Frage hdngt
davon ab, was wir unter ,.Existenz” verstehen wollent).

Wann kann man in der Mathematik vom Vorhandensein (also der ,Existenz®)
eines Objektes, das eine bestimmte Eigenschaft © hat, sprechen? -

« indem man ein solches Objekt explizit angibt (eines beim Namen nennt), und
konstruiert,

v oder etwas schwiicher: indem man zeigt, daB ein solches Objekt in endlich
vielen Schritten gefunden werden kann,

« oder noch viel schwicher; indem man zeigt, daB es nicht sein kann, dai alle
Objekte die gegenteilige Eigenschaft —® hitten.

Wir entscheiden uns hier fiir die dritte (und schwichste) Interpretation des
Begriffes der Existenz insbesondere deshalb, weil sonst in die Logik andere
Aspekte (etwa: der Endlichkeitsbegriff, die Begriffe der Konstruierbarkeit,
Rekursivitiit etc.) einbezogen werden miifiten, die der reinen Logik fremd sind.
Hinzukommt, daB die Ausdrucksmittel in formalen Sprachen in der Regel viel
zu eingeschrénkt sind, als dal man fir jedes _existierende” Objekt einen Namen
(oder eine Beschreibung) hitte.

Da wir den ,.Existenz-Quantor nur in der Bedeutung eines reinen ,,Seins-
Quantors® (genauer: in der Bedeutung eines Nonnullifikators) benutzen
wollen, werden wir uns wie folgt festlegen.

Dabei wollen wir mit £(—,—,V,3,=) die Sprache bezeichnen, die wie £
aufgebaut ist (und dieselbe Signatur hat), die aber neben den logischen Zeichen
von £, auch noch das Zeichen 3 fiir den Existenz-Quantor enthalt.

Definition. Sei @ eine L(—,—, v,3,=)-Formel, M =(M, ...} eine L-
Struktur und h: Var— M eine Belegung. Wir erweitern die rekursive Definition
des Begriffes der Auswertung einer Formel um die folgende Klausel:

1) Das lateinische Wort exsistére bedeutet ,,zum Vorschein kommen, ins Leben
treten, hervortreten, herausstellen, sich erheben® und ist aus der Priposition ex
(=aus) und dem Verb sistere (=hinstellen, aufstellen, errichten) zusammen-
gesetzt, In der deutschen Sprache sind die Lebnworter ,.Bxistenz“ und
_existieren” seit 1685 belegt. Man verwendet das Wort ,Existenz im Sinne von
Dasein“, oder ,,Vorhandensein®.
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1 falls {aeM; valhgm/a](d)) =1} # 3,

(A6) valg,‘-,t (v, ®) =
' 0 sonst.

95 Satz: Sei M=(M,...) eine L-Struktur und © eine beliebige
L=, >,V ,3,=)-Formel. Dann gilt:
(1) ME (v, 0@,) & ~Vv—0v,)).
(2) Wenn Iv,O(v,) eine Aussage ist, dann gilt :
MEIv,O(v,) & {aeMM=0a]}=D.

Beweis. Zu (1): Sei h eine beliebige Belegung. Wir rechnen:

-
valhm (Fva®(y)) =1 & {ae M; val® *m{a](e) =1}=@ nach (A6)
bl 7]
& {ae Myval' gy (®)=0}M
n[ 4] |
o {ae M;val” gy (=0)=1}zM
7]

=Y non({ae M; valh m (=0) =1 }=M)
¢ non: valhm(‘v’vn—l@)ﬁl
o vallyy (— Vv, —©) =1,

Es gilt also valhm Av,8(vy)) =vélhm (—V v, —©) fiir jede Belegung h, und
daraus folgt nach Proposition 9.2(2) sofort die Behauptung. . ‘

Zu (2): Die Behauptung folgt sofort aus Klausel (A6) unter Verwendung des
Koinzidenz-Theorems. [

Satz 9.5(1) zeigt, daf es nicht nétig ist, den Existenz-Quantor gesondert in die
formalen Sprachen der Quantoren-Logik aufzunehmen, da er mittels Negation
und All-Quantor definierbar ist. Wir werden also weiterhin mit den Sprachen £,
deren einzige logische Zeichen —,—,V und = sind, so wie wir sie in §8
eingefiihrt haben, arbeiten. Wir werden Jv,O(v,) als Abkiirzung fiir

— Vv, = 0(v,) benutzen.
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Ubungsaufgaben zu §9

(1) Zeigen Sie, daB fiir jeden fest-vorgegebenen Korper K der Begriff des K-
Vektorraumes als £-Struktur fiir eine geeignete Sprache £ definiert werden
kann. Tip: Lassen Sie sich einen kleinen Kunstgriff einfallen!

(2) Zeigen Sie, daB Satz 9.4(5) fiir beliebige Formein im allgemeinen falsch ist.
Geben Sie dazu zwei Formeln @ und ¥ in einer geeigneten Sprache £ an, und
eine £-Struktur M =(M, ... ), so daB zwar (wenn M EO© dann M E=V),

nicht aber M =D — ¥ gilt.

(3) Zeigen Sie, daB die folgenden Quantoren mittels —,A,Vv,—>,¢>,V,
ausgedriickt werden konnen:
(i) Es gibt mindestens zwei Objekte, welche die Eigenschaft ® haben;
(i) Es gibt hochstens zwei Objekte, welche die Eigenschaft @ haben;
(iii) Es gibt genau zwei Objekte, welche die Eigenschaft @ haben.

(4) Zeigen Sie, dap fiir beliebige L-Formeln @ und W und beliebige L-
Strukturen M=(M, ... ) gilt:

Q) M==AY & (MEP® und ME=Y).
(i) M=de¥ = (ME=D genaudannwenn MEY ).
({ii) (MED oder MEY) = MEOvY.

Geben Sie Beispiele an, die zeigen, dafl weder in (ii) noch in (iii) die

Implikations-Pfeile ,, =" umgedreht werden kénnen.
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§10. Quantorenlogische
Tautologien

Den Begriff der Tautologie tibertragen wir aus der Junktoren-Logik in die
Quantoren-Logik wie folgt (nach Paul Bernays- Moses Schonfinkel, Math.
Annalen 99 (1928), pp.342-372).

Definition (Bernays- Schonfinkel, 1928). Eine L-Formel @ ist logisch-
allgemeingiiltig, wenn sie in jeder L-Struktur gilt (¢.h. wenn sie in jeder
-Struktur M =(M.,...) unter jeder Belegung h den Wahrheitswert 1
bekommt). Logisch-allgemeingiiltige Formeln werden auch ‘Tautologien’
genannt.

Es stelit sich zundchst die Frage, ob denn die £-Formeln, die im Sinne der
Junktoren-Logik Tautologien sind, auch im Sinne der Quantoren-Logik Tauto-
logien sind. Die Antwort ist positiv, wie die folgende Proposition zeigt.

10.1 Proposition. Sei W ein Ausdruck der Junktoren-logischen Sprache
L{(—,—) aus §2 mit At(Y)={Aq, As,..., Ap} und seien @, Dy, ... D,

beliebige Formeln der Quantoren-logischen Sprache L. Sei V* die L-Formel,
die aus ¥ entsteht, wenn man jedes in ¥ vorkommende Aussagen-Symbol A;

durch ®; ersetzt. Wenn ¥ eine Tautologie im Sinne der Junktoren-Logik ist,
dann ist W* eine Tautologie im Sinne der Quantoren-Logik.

Beweis. Sei M irgendeine £-Struktur. Wir miissen M = ¥* zeigen. Sei dazu
he MY" irgend eine Belegung. Definiere damit eine Funktion F wie folgt:
F(A;):= Valhm((l)j) fir 1<j<n,FApe {0,1} beliebig fiir j >n und setze F

gemiB Proposition 2.4 zu einer Wahrheitswertzuordnung fort. Da W eine
junktoren-logische Tautologie ist, gilt F(¥) = 1. Nach Proposition 9.2 ist auch

valhgm eine Wahrheitswert-Zuordnung und aus F(V) = 1 folgt Valhm(‘{’*) =1

88




-

|

(denn ¥ und W¥* sind gleich gebaut). Da dies fiir alle h und alle M gilt, ist V'*
auch im Sinne der obigen Definition logisch-allgemeingiiltis. Q

Wir wollen im folgenden einige der wichtigsten Tautologien der Quantoren-
logik zusammenstellen. Dabei sei £ stets eine quantorenlogische Sprache, deren
logische Zeichen —,—,V,= sind. Die anderen logischen Zeichen A,v, <>,
d,# diirfen in £ verwendet werden, da wir sie als Zeichen verstehen, die mit

-, =3, ¥ ,= definiert werden kénnen.

10.2 Lemma. Fiir jede beliebige L-Formel © sind die folgenden Ausdriicke
logisch-allgemeingiiltig:

1 (YypgVv @) & (Vv Vv ®);

2 GvpE@vi®)e v vy )

B) @vp¥vy @) = (VviIvg: ©).

Beweis. Zu (1): Sei M =(M, ... ) eine beliebige L-Struktur und he MY aine
beliebige Belegung. Wir rechnen:
["‘ ]

val m(vvo(\-/vl ®))=1 & fiiralle ac M: val' (Vv ®) =1
@furalle ae M und fiir alle beM VaI [JA v%]((b):l
< fiir alle be M und fiir alle aeM alh[;/b ? %']((I)) =1
& fiiralle be M: valh[q/f,](‘dvozd))=1

& val 201 (Vv(Vvg @) =1,

also: valhgn (Vvg(Vv@)) = valhgm (‘v’vl‘(VVO:CI) )), woraus nach Propositionl

9.2(2) sofort die Behauptung (1) folgt.

Zu (2): Das folgt wegen v, © > —V v, — @ (Satz 9.5(1)) sofort aus (1), wenn
man (1) auf — P anwendet.

Zu (3): Sei M =(M,...) eine beliebige £-Struktur und he M™ eine Belegung.
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Valhm (FAvgVvy: @)=l &
KVD ;V,'I/ .
& es gibt ae M so daB fiir alle be M: valh [Wé‘ z;'](CI))=1

vy JE/
— fiiralle be M gibt es ein ce M so daB va1h[m/b ’ C]((I))zl

[denn man kann ja zun#chst a nach der dariiber stehenden Zeile fest
w~ihlen und dann fiir ¢ immer dieses a nehmen].

& valhm (Vvdvy ®)=1

Es gilt also valhm Avgvv: @) =1= valhim (Vv{3 vy @)=1. Damit ist nach
Proposition 9.2(2) auch die Behauptung von (3) bewiesen. Q

In Lemma 10.2(3) gilt die Umkehrung nicht, denn im Korper @ der komplexen
Zahlen ist beispielsweise VxJy: x=y? giiltig. Aber JyVx: x=y2 istin €
offenbar ungiiltig.

Diskussion. Im Beweis von Satz 10.2(1) haben wir die Vertauschbarkeit der
beiden gleichartigen Quantoren Vv und Vv, dadurch bewiesen, daB wir auf

die Vertauschbarkeit der beiden Quantoren in der Formel

o | Vo, Va
fiir alle ac M und fiir alle be M: val® _m/f’ /]’](@'):1“ |

zuriickgegriffen haben. Manche Leser fragen sich vielleicht, ob man hier nicht
genau das hineinsteckt, was man herausholen will? - Nein! - das ist nicht der

Fall, denn bewiesen wird ein allgemeines Gesetz (mit unbeschrinkten -

Quantoren) und zum Beweis greift man nur auf einen einfachen Spezialfall
zuriick, von dessen Giiltigkeit man sich unmittelbar iiberzeugen kann. Dieser
Spezialfall besagt, daB es nicht auf die Reihenfolge ankommt, in der man die
Funktion h an den Argumenten v und v; abéndert: es ist )

o["/a. Wl =0l"s. Y]

Diese Tatsache ergibt sich sofort aus dem Inhalt des Begriffs einer Abbildung.

Diese Art des Argumentierens (in der Metasprache) mit konkreten Objekten
(etwa mit Abbildungen oder Elementen einer konkreten Menge), ohne dabei
selbst schon (abstrakte) logische Gesetze zu benutzen, nennt man
inhaltliches Schliefen”. Das inhaltliche SchlieBen wurde bereits im
Beweis von Satz 9.4(3) zugrunde gelegt (dort wurden die beiden Quantoren fiir
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alle he MY7und alle a e M“ der Meta-Sprache vertauscht) und wird auch in
den Beweisen der iibrigen Tautologien dieses §10 die einzige Grundlage sein.

10,3 Lemma. Seien ® und ¥ L-Formeln mit ve Fr(®) und ve Fr(¥).
Dann sind die folgenden Formeln logisch allgemeingiiltig:

1 (WY —0) & (¥— Vv: D)
2 @AvF - d) «» (¥— Iv: D),
B3 (WO®->YP) & (v: D) = Y),
4 @G®->Y) & (Vv:®)—Y)

Beweis. O.B.d.A. set v die Variable vy

Zu (1): Wir zeigen vom mittleren Doppelpfeil ,,«>“ zunidchst nur die eine
Richtung ,,—* Sei dazu M=(M, ... ) irgendeine L-Struktur und he M
irgendeine Belegung. Wir miissen zeigen:

(1Y wenn valhm (Vvp(¥ - D) =1 und valhim (=1

(©)  dann: vl'yy (Fv: ®))=1

Wir setzen dazu die Giiltigkeit von (f) voraus. Das heifit (unter Verwendung
von Proposition 9.2(2)), daB : ‘

nl b ] h[w’/?]

#) fiir alle be M : wenn val™ “gp (P)=1 dann val' gy (D)=1

gilt. Nach (}) gilt aber auch Valhm (¥)=1, und nach dem Koinzidenz-Theorem

h[%/ b ]

(weil vy e Fr(¥)) gilt dann auch val™ gy " ( ¥ )=1 fiir jedes beliebige be M.

a4 ]

Aus (#) folgt daber: fiir alle be M: val™ gy ( ®)=1 und das beweist (}).

Die Umkehrung ,,«* wird auf ganz #hnliche Weise bewiesen und muf} deshalb
hier nicht vorgefiihrt werden.

Zu (2), (3), (4): Dies wird analog wie (1) bewiesen. [
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10.4 Lemma. Fiir das Gleichheits-Zeichen gelten die folgenden Tautologien:
(1) vy (vg=vy);

(2)  VvVvp (vp=vy = V= v

(3) Vv Vvy Vva(vg=vi=> (vi= vy = vp=Vp))

Beweis. Zu (1): Sei M =(M, ...) irgendeine L-Struktur. Wir miissen
M =3y, (v,=v,) zeigen. Sei dazuhe M™" irgendeine Belegung. Dann ist:

o],

(Eivn(vn—vn)) 1 & esgibtaecM:v val® - V= vy ) =1

& esgibt acM: a=a
[gem&B der Auswertung von Termgleichungen]
Weil in jeder £-Struktur M =(M, ... ) definitionsgemiB M nicht-leer ist, ist
die Zeile ,es gibt ac M: a=a* offenbar richtig. Damit ist (1) bewiesen.
Zu (2) und (3): dies kann auf direktem Wege leicht verifiziert werden. O

Der Beweis von 10.4 zeigt wieder, da man zom Beweis eines allgemeinen
(abstrakten) Gesetzes auf einen analogen (konkreten) Sachverhalt zuriickgreifen
muB. Zum Beweis der logischen Allgemeingiiltigkeit von 3 v(v=v) muBl man
beispielsweise auf den analogen Sachverhalt ,es gibt ac M: a=a" zuriick-
greifen. Das Bestehen dieses Sachverhaltes ist jedoch unmittelbar einsichtig,
weil M # & vorausgesetzt wurde. - Dal demgegeniiber die Aussage Av(v=v)
logisch-allgemeingiiltig ist, ist jedoch tiberhaupt nicht trivial. 4 v( v=v) besagt
doch, da8 es iiberhaupt etwas gibt! Der Grund dafiir ist unsere Verabredung, daBl -
jede L-Struktur M =(M, ... ) einen nicht-leeren Individuen-Bereich M hat.

Uber Substitution |

Wenn @ eine £-Formel ist und ve Fr(®), dann mochte man gerne in manchen
Situationen die Variable v durch einen Term t ersetzen. Gelegentlich mochte
man auch mehrere Variablen vy, v,,... durch Terme ty, t,,... ersetzen, und zwar

vy durch t;, v, durch t,, etc.. Dabei ist zu unterscheiden, ob die Ersetzung
(Substitution) simultan, oder der Reihe nach, ausgefiihrt Werden soll,

Konvention. Wenn @ eine L-Formel ist und v, 1> Vngs-s Vi Variable sind, dann
3011 die Schreibweise ®(vy,Vny,...,Vny) besagen, dal die angegebenen Variablen
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Vnqs Vgr-o Vi alle in @ frei vorkommen! Die angegebenen Variablen miissen

nicht die simtlichen freien Variablen von @ sein und die angegebene
Reihenfolge muB nicht die Reihenfolge sein, in der sie beim Lesen von @ von
links nach rechts als Zeichenreihe der Reihe nach auftreten.

Notation. Sei @ eine £-Formel und Vnps Vigrees Vi€ Fr(®). Seien tn{s tngsens tng

) \ v \} . .
Terme von £, Dann 1st<I)( nif tnys ny/ ty > nk/ tnk) diejenige £-Formel, die
aus (D(vnl,vnz,...,vnk) entsteht, indem man simultan die Vnj (fiir 1<j<k)
tiberall, wo sie in ® frei aufireten, durch tnj ersetzt.

Fine analoge Schreibweise verwenden wir fiir die Substitution von Variablen in
Termen,

Wir haben V/; geschrieben, um an die iibliche Lesart ,v durch t“ zu erinnern,
denn hier wird v durch t ersetzt. In der Literatur trifft man auch die duale

Schreibweise t/y an.

Notation. Ersetzungen, die nicht simultan, sondern hintereinander (schrittweise)
ausgefiihrt werden sollen, muB man durch Verwendung von Klammern

mitteilen, etwa so:

v v e : . .
<1>( 0/ to, 1/ t1 ) ist diejenige Formel, die aus @ entsteht, indem man simultan
Vg und vy tberall, wo sie in @ frei aufwreten, durch ty, bzw. t; ersetzt.

(@(VO/ tg ))( 1/ t; ) ist dleJemge Formel, die aus @ entsteht, indem man
zuerst v iiberall, wo es in @ frei auftritt, durch ty ersetzt und anschliefend v

iiberall, wo es in der neuen Formel & ( 0/ to ) frei auftritt, durch t; ersetzt.

Beispiel: Sei ~ ®(vg,v1) == Fvy(vyvg= vy A 3vglvg+ Vo= Vo))
Dann ist (I)(Vo/vl,vl/vz) = Fvs(vy vy = Vo A Tvg(vg+ Vg = Vo).
v \ \
und ((I)( Olvl))( 1) L= (3V2(v2-v1=v1 A Hvo(v0+v0=v2)))( 1vs)
== 3V2(V2'V23V2 A 3V0(V0+V0=V2)).

Offenbar fiihren die simultane Ersetzung und die schrittweise Ersetzung ge-
legentlich zu verschiedenen Formeln.
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Wenn man in einer Formel eine Substitution durchfiihrt, dann kann sich der
Sinn der Formel dindemn!

Ein Beispiel: Wenn wir in 3 x (x# y) die freie Variable y durch eine andere,
aber von x verschiedene Variable, etwa z, ersetzen, dann sagt die
urspriingliche Formel 3x (x#y) tiber y dasselbe aus wie die neue Formel:
Jx(x#z) iiber z.Wenn wir aber y durch x+y ersetzen, dann erhalten wir
die Formel 3 x (x#x+y) und diese hat einen ganz anderen Inhalt. Im Ring Z
der ganzen Zahlen trifft die Eigenschaft 3x (x#y) beispielsweise auf jede
Zahl zu, aber 3x (X #£x+y) trifft nicht auf die 0 zu. Hier wird y durch den
Term t(x,y)=x+y ersetzt, der eine Variable enthilt, die in den Wirkungs-
bereich eines Quantors gerit.

Derartige Beispiele fiihren uns zu der folgenden Definition:

Definition. Sei @ eine £-Formel und t ein Term von £. Wir sagen daf
t frei-einsetzbar fiir v in @

ist, wenn an jeder Stelle von ®, wo v als freie Variable von @ vorkommt, gilt,
daB v nicht einer Teilformel (von @) der Form Vw:¥ oder der Form Jw:¥
angehort mit we Fr(t).

Wir betonen, daB in dieser Definition nicht verlangt wurde, dafl die Variable v
iiberhaupt in @ frei vorkommit.

10.5 Lemma. Sei ® eine L-Formel, Fr(®)={v,vp,..,vp} und seien
t1 8-ty Terme von L derart, daf fiir jedes jmit 1<j<n gils, daf ¢ frei-
einsetzbar fiir v; in @ ist, Dann gilt fiir jede L-Struktur Mt =(M, ...) und fiir

| jede Belegung he M. _
: h h*
 val n (o("Y/ t1 2/ ferer Yo/ ty)) = val - (@ (V1,995-V))s

wobei h™ als Abkiirzu_ng fiir h[vl/whsm (t4 ),VZ/whm (ty ),...,Vn/whgm‘(tn)]
steht.

Beweis (durch Induktion iiber den Formelaufbau):
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Induktionsverankerung: Wir zeigen, dal die Behauptung fiir atomare Formeln @
stimmt. Es gibt zwei Typen von atomaren Formeln, Termgleichungen s = 59,

und Relational-Ausdriicke l.lk(tl £ ,...,tr(k)) .

1. Fall: & ist die Termgleichung s| = s,.
Wegen Fr(®) = {v{,v9,...,v;} haben wir Fr(sy), Fr(s,) < {v{,v9,...,v, }. Daher:

val m(si( 11/ti1,...)=32( Jl/tjl,,,,)) =1
= W gm(sl( 11/ti1,....) ) =w m(sil( Jl/tjl""'))

& s Wi ) ) =5 (W gy §),)
E sk
o 50 g () ) =5 (8 o 5 )

£ - )
o W gy 51 G 2V g (5 (5

h*
e val g (s (Vi) =52 (Vj1"")) =1
2. Fall: @ ist f?.k(tl 9 5tygy) - Dies folgt ganz genauso wie irﬁ 1. Fall.

Induktions-Schritt: Die Behandiung der beiden Fille
&L ¥ und &= (¥—0)
ist banal und muf hier nicht vorgefiihrt werden. Nicht banal ist nur

der Fall ® == Vv4'¥. Wir behandeln diesen Fall. Aufgrund von 9.3 diirfen wir

0.B.d.A. voraussetzen, daB vy e Fr(‘Y) ist.

Nach Voraussetzung ist t; (fiir 1 <j<n) frej-einsetzbar fiir v; in @, wobei
Fr(®) = {v{,v2,...,vp}. Fiir vy gilt daher insbesondere:

(1) vge Fr(tp)u bty v... OFrt) und vye {v{,vp,..V,}
Daher gilt in Bezug auf die Substitution: |

@ (g )ty ) 2= v (2 1))
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Zur Induktion nehmen wir an, daf:

fiir alle Belegungen g gilt:

£
@ § valy, (g Mg Yo, )) =val® o (T 12,70));
| wobei g = g["1/uBy, (1) 2wy 60 o )]

Wir vollziehen den Induktions-SchiuB und berechnen fiir eine beliebig vor-
gegebene Belegung h:

vall gy @Mty i) = vl (g (Mg ")) =1

& fiir alle ae M: valhoim (‘P(vd ,Vl/ t]sees Vn/ tn)) =1, wobei h°_= h[vd/ a]

_ o
& fiir alle ac M: val 0 (P(vq ,Vl,Vz,.'..,vn))) =1, mach ),

wobei b= "¢/, 1/’ gy ) YW g ), g )] =
0[¥a, I ) 2 (), P () ],
denn Wh"m (ty)= whim (ty) nach (t) und dem Koinzidenztheorem;

* .
& valt o ((vvyq ¥)(v,Vg,-¥g))) = 1, wenn h* wie oben definiert ist.

Damit ist anch der Induktions-Schluf3 durchgeﬁihrt. 0

10.6 Lemma (dictum de omni). Sei @ eine L-Formel, ve Fr(®) und sei
t ein Term von L derart, dafi t frei-einsetzbar fiir v in @ ist. Dann sind die
folgenden Formeln logisch allgemeingiiltig:

1) YveE) - o/
@ @Ch - 3Ivew);
(3) (Vv:@W) — Ivid(v).

Beweis. Zu (1): Sei M=(M,...) irgendeine L-Struktur. Wir miissen
M= (VvOW) > ®dV/p) zeigen. Wir miissen also zeigen, daB
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)

I

) h
(#) fiir jede Belegung he I\/Iqj‘”(valhim (Vv:@(¥)=1= val g ( &Y/ =1)
gilt. Sei dazu irgendeine Belegung h gegeben und angenommen, daf
valy, (Vv:®(v))=1 gilt, das heifi:
a[Va ]
mn
Setze d=whim (t) und sei h° =h["Y/q] =h[v/ whm (t)]. Nach (*) gilt dann

(*) fiiralle ae M:val (@)=1

0
insbesondere fiir das Element d: valh wt(q)):l und das heif3t nach Lemma

10.5, daf v.alhm1 (@ (V/p) =1. Damit ist (#) bewiesen.

Zu (2): Nach (1) ist (Vv:i=® ) =» =@ ¥/ logisch allgemeingiiltig. Daraus

- folgt durch Kontraposition (Satz 4.1(ii),(vii)), daB auch ®(V/y) —» = Vvi= W)

logisch allgemeingiiltig ist. Aus Satz 9.5(1) folgt die Behauptung.
Zuy (3): dies folgt sofort aus (1) und (2). O

Satz 10.6(1),(3) ist das klassische ,dictum de omni“: Was von Jjedem gilt

(Vv:®(V)), das gilt auch von einigen (Av:®V)) und von einzelnen (O (V/D), -
siche §8, Seite €F.

| Das logische Quadrat

In diesem Quadrat werden die vier Urteile _
o Vx:®(x), Vxi=®®x), Ix:®x), Ix:-D(E)

so angeordnet, daB sie die Eckpunkte eines Quadrates bilden. Auf den Ver-
bindungs-Linien wird die Relation notiert, in der die beiden verbundenen
Aussagen zueinander stehen. Diese iibersichtliche Anordnung geht auf Apuleius
von Madaura (*125, 1 ca. 175) zuriick (Abschnitt 5 seines Buches Peri
Hermeneias). Er schreibt dort:

»Nunc dicendum est, quemadmodum quattuor illae propositiones inter se
affectae sint, quas non ab re est in quadrata formula spectare. Sint igitur in
superiore linea, ut infra scriptum est, universalis dedicativa et abdicativa,
ut: Omnis voluptas bonum est, omnis voluptas bonum non est, dicanturque
hae inter se incongruae. Item in inferiore linea sub utraque particulares
subnotentur: Quaedam voluptas bonum est, quaedam non est bonum,
dicanturque inter se hae subpares. Deinde obliquae ducantur lineae
angulares, altera pertingens ab universali dedicativa ad particularem
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abdicativam, altera a particulari dedicativa ad universalem abdicativam;
quae inter se et quantitate et qualitate contrariae alterutrae nominentur,
quod iam necesse est alterutram veram esse, quae dicitur perfecta pugna et
integra®.

»Nun ist zu sagen, in welchen gegenseitigen Beziehungen diese vier Aussagen
stehen, und es steht der Sache nicht entgegen, sie in einer quadratischen Figur
anzuordnen. In der oberen Linie befinden sich die universell zusprechende
Aussage und die universell absprechende Aussage, beispielsweise: Alle Lust ist
gut, alle Lust ist schlecht, und diese werden miteinander inkongruent genannt.
Ferner werden in der unteren Linie unter jede der beiden universellen Aussagen
die zugehorigen partikuliren Aunssagen geschrieben, etwa Manche Lust ist gut,
manche Lust ist schlecht. Diese beiden konnte man als subpares bezeichnen.
Sodann werden die beiden schrigen (obliquae) Diagonal-Linien gezeichnet,
wobei die eine von der universell zusprechenden zur partikuldr absprechenden
Aussage und die andere von der universell-absprechenden zur partikulér
zusprechenden Aussage verlduft. Diese Paare von Aussagen stehen sich sowohl
der Quantitiit als auch der Qualitit nach gegeniiber und konnen als Alternativen
bezeichnet werden. Es ist in der Tat notwendig, dafl die eine oder die andere
wahr ist, was einen vollstindigen und ginzlichen Gegensatz (Widerstreit, pugna)
besagt.

Dem Inhalt nach findet sich das logische Quadrat schon bei Aristoteles in der
Analytica priora, 2.Buch, XV, 63b25-30, dort allerdings noch nicht in der
iiberzeugenden Anordnung als Quadrat.

Vx:D(x) ) kontrér

Ix: () y subkontrir

Nach Satz 10.4 gilt
EVx:®x) — Ix: (I)(x) und ebenso | Vx: = ®(x) = Ix: 1 P(x).

Daher ist Ix;®(x) der Aussage Vx:®(x) untergeordnet und ebenso ist
Ix: —®(x) der Aussage Vx:—D(X) untergeordnet. Apuleius hat fiir diese
Beziehung keinen Namen vorgeschlagen. Boethius {ca. 480-524) hat dafiir das
Wort subalternus (=untergeordnet) verwendet.
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Die Aussagen Vx:®(x) und Vx: —®(x) stehen sich unversohnlich gegeniiber.

~ Aristoteles nannte sie dvavriog, Apuleius nannte sie ‘inkongruent’ (unpassend,

ungereimt) und Boethius kontrdr (contrarius = gegeniiberliegend).

Die Aussagen VX: (D(x) und Ix:—®(x) widersprechen sich gegenseitig.
Aristoteles nannte sie dvrikeyuévog und Apuleius bezeichnete sie als ‘Alterutrae’
(Alternativen) und Boethius als “Kontradiktionen’.

Die Aussagen 3x:®(x) und Jx:—®(x) sind in der Terminologie von Apuleius
subpares und in der Terminologie von Boethius subkontrir.

10.7 Satz (Leges oppositarium).

(1) Lex contrariarum (Aristoteles: Peri Hermeneias VII, 17b20-25): Kontrdre
Urtetle kénnen nicht beide zugleich wahr sein,

(2) Lex subcontrariarum (Apuleins: Peri Hermeneias, §5): Subkontrdre
Urteile konnen nicht beide zugleich falsch sein.

(3) Lex contradictoriarum (Aristoteles: Metaphysik, IV(I'), VI, 1011b14-15):
Kontradiktorische Urteile kbnnen nicht beide denselben Wahrheitswert haben.

Beweis. Zu (1): Nach Satz 10.6(3) gilt EVx:®(x) = Ix:D(x). Zusammen mit
Satz 9.5 heifit das &= Vx:®(x) — = Vx:—=®(x). Nach Satz 9.4(1) konnen
~Vx:—®x) und Vx:=®(x) nicht zugleich bestehen. Also koénnen auch
Vx:®(x) und Vx:—®(x) nicht zugleich bestehen.

Zu (2); Wenn 3x:®(x) und Ix:—D(x) zugleich falsch wiren, dann wiren
—3x:=—®(x) und —=3x:—®(x) zugleich wahr. Nach Satz 9.5 wiren dann also -
Vx:—®(x) und Vx:®(x) zugleich wahr, war aber nach (1) unmdglich ist.

Zu (3): Das ist nach Satz 9.4(1) und 9.5(1) klar. o
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Ubungsaufgaben zu §10

(1) Geben Sie eine £-Formel @ an mit Fr(®) = { vy, vq}, fir die Sie beweisen
konnen, daB (3vg¥ vi: @) > (Vv 3 vy @) logisch-allgemeingiiltig ist. .

(2) Es seien @ und ¥ beliebige L—Forrneln Zeigen Sie, dafl die folgenden

Distributiv-Gesetze logisch-allgemeingiiltig sind:

fiir die Implikation ,,—“:
(@ 3IAv(® — F) © (Vv® — TvY¥).
(b)Y Vv(d — ¥) » (Vv@ — Vv¥).
(c) VYv(® — ¥) > (Avd — IvY¥).

fiir die Bi-Implikation ,,¢>“:
) Yv(® & ¥) 5 (Vv © o).
© W@ o ¥) > @Eve o ).

fiir die Konjunktion ,,A%“:
) VYv(® AY) & (Vvid AVVY)
(g) (Vv:® AIv:¥) — Iv(® A YY)
h) Iv(® AYF) > 3viD A Jv:¥)

fiir die Disjunktion ,,v*:
() 3Iv(d v ¥ o Gv:®vadvi¥)

G V(@ v ¥) - (Vv:0 v Iv:Y)
k) (Vv:® v Vv:¥) - Vv(O v )
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§11. Der Begriff
der Folgerung

Wenn T eine Menge von L-Aussagen und @ eine einzelne L-Aussage ist,
dann definieren wir dhnlich wie in §5; ‘

® folgt aus T (in Zeichen: T = @),
wenn fiir jede £-Struktur M = (M,...) gilt:
wenn M =X , dann auch M = D.

Wir benutzen das Zeichen k= also nicht nur fiir die Giiltigkeit von Formeln in
Strukturen, sondern - wie schon in Kapitel I - auch zur Bezeichnung der
Folgerungs-Beziehung, Verwechslungen sind nicht zu befiirchten, weil immer
klar sein wird, ob links neben dem Zeichen k eine Formelmenge oder eine
Struktur steht.

Dieser Folgerungs-Begriff ist in der Mathematik durchaus iiblich. Wenn man
beispielsweise zeigen will, daB das Kommutativ-Gesetz VxVy: xey=yex
nicht aus den Axiomen der Gruppen-Theorie T (oder T*g, siche §8) folgr,
dann gibt man irgendein Beispiel fiir eine nicht-kommutative Gruppe an, etwa
die Symmetrische Gruppe Sym(3) mit 6 Elementen. Wenn man zeigen will, dafl
das Parallelen-Axiom nicht aus den iibrigen Axiomen der Euklidischen
Geometrie folgt, dann konstruiert man (nach GauB, Bolyai, Lobatschefskij) ein
Modell der Geometrie, in dem das Parallelen-Axiom verletzt ist.

In der obigen Definition wurde vorausgesetzt, dal T eine Menge von L
Aussagen und & eine einzelne £-Aussage ist. Man mochte aber manchmal anch
aus Mengen von £-Formeln Folgerungen ziehen.

Dies ist ja auch in der Mathematik iiblich, etwa wenn man einen Satz der Form
Vx:®(x) beweisen will und zu Beginn des Beweises sagt: ,,wihle x beliebig
und halte es fest”. Dann werden Zwischenbehauptungen ¥q(x),¥o(x),...
aufgestellt, aus denen schlieBlich ®(x) gefolgert wird. Da x beliebig war,
schijet man am Ende auf Vx:®(x).

Ganz wesentlich in derartigen Beweisen ist, daf ,.x festgehalten wird" und dafl x
stets dieselbe Interpretation haben soll. Dies fiihrt uns zu der folgenden
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allgemeineren Fassung des Folgerungs-Begriffes, die auf Bolzano zurlickgeht
(cf. ,,Wissenschaftslehre“, Sulzbach 1837, Band 2, p.110 und p.114).

Definition (Bernard Bolzano, 1837). Sei £ eine Menge von £-Formeln und @
eine einzelne £-Formel, Dann sagen wir:

® folgt aus T (in Zeichen: £ =@ ),
wenn fiir jede £-Struktur M =(M,...) und jede Belegung h: Var— M gilt:

wenn va\]hi.',:,l (¥) =1 fiir alle Ye X gilt, dann gilt auch valhm (®)=1.

Diskussion. Wir schreiben valhﬁ,t () =1 als Abkiirzung fiir ,,valhm (%) =1 fiir
alle ¥e X“. Dann konnen wir die obige Definition wie folgt wiedergeben:

SE® o VMVh(valpE=1= valy@)=1).

s wire falsch, stattdessen VAR ((Vh: val'gy () = 1) = (Vh: val'yy (®)=1))
zu schreiben, denn sonst kénnte man beispielsweise aus der erfiillbaren Formel

v # ¢ die unerfiillbare Formel Vv: v=c , also auch ¢ # ¢ folgern [beachte, daB
Yh: valhm (v#c¢ ) =1 immer falsch ist, denn es gibt ja auch Belegungen h mit

h(v)=c . Aus einer falschen Voraussetzung folgt bekanntlich alles, also auch

Vh: vallyy (¢v: v &) =11,

Wenn X die leere Menge ist, dann schreiben wir einfach =@ statt B &= .
Wenn X eine endliche Menge von £-Formeln ist, ¥ = {¥,'¥y,..., ¥}, dann gilt:

(P, P,V }=® & EMATYA AP @
& EP - (P— (o (P> 9)..)).
Statt {¥1,%5,..., ¥y }= @ schreiben wir auch ¥{,'t'5,...,¥y = @.

Der Folgerungs-Begriff der Quantoren—Logik erWeitert den Folgerungs-Begriff
der Junktorenlogik, denn fiir jede £-Struktur M und jede Belegung h ist valhm

nach Proposition 9.2 eine Wahrheitswert-Zuordnung, die auf der Menge aller Z-
Formeln definiert ist (vergleiche Proposition 10.1). Das Export-Import-Theorem
5.1 ist auch in der Quantoren-Logik giiltig.
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11.1 Proposition. Sei @ eine L-Formel und % eine Menge von L-Formeln.
Set vy, eine Variable so, daf fiir jedes Ye L . vy Fr(®@) n Fr(¥) ist. Dann gilt:

Beweis. Wir beweisen zunichst ,,=% Wir nehmen £ = @ an und das hei3t
ausfiihrlich ausgeschrieben:

() { fiir alle £-Strukturen M = (M,...) und alie Belegungen g: Var — M gilt:
wenn valSy, (¥) =1 fiir jedes W e T gilt, dann gilt auch valSyy, (@) =1.

Wir miissen T k= Vv, ® zeigen! Wir miissen also die folgende Aussage (})
beweisen:

fiir alle £-Struktoren M = (M,...) und alle Belegungen h: %ar— M gilt:
1 wenn valhgm () =1 fiir jedes ¥ € X gilt, dann gilt auch fiir alle a € M:

* v
vall @ =1 wobei h* =h[ "/a].
Seien M und h gegeben so, daBl
@ firjedes e X: vally, (¥)=1

gilt. Sei ferner a € M beliebig und definiere h* wie in (%).
1, Fall: Fiirjedes ¥ € X gilt vy e Fr(¥).

Dann sind die Einschrinkungen von h und von h* auf Fr(¥) gleich, und nach
dem Koinzidenz-Theorem und nach (#) gilt

= valhm (¥) = va.lh ')

Nach (), aber mit h* anstelle von g, folgt daraus valh (<D) =1, und das war

zu zeigen gewesen.
Z_Eal_; Es gilt vy& Fr(®):

Aus (#) folgt nach (T) (mit h anstelle von g): Valh ((D) =1. Aus vy Fr(®)
folgt aber, daB die Einschrinkungen von h und von h* auf Fr(®) glcu:h sind,

und nach dem Koinzidenz-Theorem gilt daher 1 = Val (CI)) valh ((I)) und

das war zu zeigen gewesen,

Umkehrung ,,&“: Wir nehmen jetzt £ = Vv, ® an und das ist (). Wir miissen
Z |= @ zeigen, und das ist (1). Seien dazu M = (M,...} und

103




g: Var — M gegeben mit valBy (¥) =1 fiir jedes W e X. Mit a= g(vy) folgt

v
nach (4) daraus val® () =1, demn g =g* = e[ /2] @
Das folgende Korollar ist ein Seitenstiick zu Proposition 9.3:

11, 2 Korollar, Sei @ eine L-Formel, Fr(®)= {vnl,vnz,...,vnk} und sei
Vv Vg Vi @ der universelle Abschlufi von ®, Wenn I eine Menge von
L-Formeln ist mit Fr(@) N"Fr(¥) =D fiir jedes ¥ € X, dann gilt:

TE® o IV V.. Vg

Beweis. Das folgt sofort aus 11.1. O

Definition. Zwei £-Formeln ® und ¥ heiBen logisch-dquivalent (in
Zeichen: ® == ¥), wenn ® <> ¥ eine Tautologie ist, mit anderen . Worten*®,
wenn sowohl @ =W als auch ¥ |= @ gilt.

Definition. Eine £-Formel der Gestalt Q; vy Qvng ... Quvny @ wird prdnexe
Normalform genannt, wenn @ quantorenfrei ist und die Q; Quantoren sind
(also entweder die Form V oder 3 haben). Dabei ist Q;vpQpvpy ... Qi das

Préfix und @ der Kern der Formel.

Das Wort ,prinex“ ist ein neulateinisches Kunstwort. Es ist aus nexus (=die
Umschlingung) und der Vorsilbe prae (=voran, voraus) gebildet. nexére heifit
kniipfen, zusammenbinden, umschlingen. In einer prinexen Normalform
,umschlingt* ein Block von Quantoren eine Formel, in der kein einziger
Quantor mehr auftritt. Ein Praefix (lat. praefixum) ist ein ,,vorn angefiigter”
Gegenstand. Figére heiit ,befestigen, anfiigen, anheften und praefigére heifit
,,vorn anheften, mit einem Praefix versehen®,

11.3 Theorem von der prinexen Normalform (Leopold Lowenheim, 1915).
Jede [-Formel @ ist logisch-dquivalent mit einer L-Formel Y in praenexer

Normalform, wobei Fr(®@) = Fr(¥) gilt.

Beweis (durch Induktion iiber den Formelaufbau).
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(1) Wenn ® quantorenfrei ist, dann ist setzen wir W 2= @ und es ist nichts zu
beweisen.

(2) Sei @ == —0 und zur Induktion sei angenommen, dall ® mit einer Formel

in priinexer Normalform Q1Vn1Q2Vn2--~QkVnkA (wobei A quantorenfrei ist)

logisch-fiquivalent sei, welche dieselben freien Variablen hat.. Wir schreiben
vl2=3 ud 3712V,
Nach Satz 9.5(1) ist dann —@® mit Q 1_1vn102_1vn2...Qk“lvnk-—'A logisch
squivalent und beide Formeln haben weiterhin dieselben freien Variablen.
(3) Sei ® 2= Vv;© und zur Induktion sei angenommen, dafl & mit einer
pranexen Formel Q;vp Qv .. Qv A (wobei A quantorenfrei ist) logisch-
squivalent sei, wobel Fr(@)=Fr(lelezvnz...kankA). Dann ist Vvi®
offenbar mit der prinexen Formel Vvinvlezvnz...kankA logisch-
4quivalent und beide Formeln haben dieselben freien Variablen.
(4) Sei ® = (A—B) und zur Induktion sei angenommen, daf
A =J1= Qv Qp¥ny - QA mit Fr(A)=Fr(Qqvn; ... QuvngeA), und
B == Ryviy Raviy - Rpvi, | mit Fr(B) = Fr(Rviy ... Ryvi DD

fiir geeignete quantorenfreie L-Formeln A und I' und gewissen Quantoren Qj

und Rj. Sei d die kleinste natiirliche Zahl, so daB fiir jede in

(Qyvn1Qovay - QuvnyA) A (Byvig Roviy - Ruvigl )
vorkommende (gebundene oder freie) Variable v; stets j<d gilt. Sei A*
diejenige Formel, die aus A entsteht, indem man simultan jede Variable Vn;
iiberall dort, wo sie in A frei vorkommt, durch Vd+n; ersetzt. Sei T** diejenige .
Formel, die aus I" entsteht, indem man simultan jede Variable Vis iiberall dort,
wo sie in I frei vorkommt, durch V2d+i; ersetzt.

Es werden also nur die Variablen, die in den jeweiligen Quantoren-Praefixen
gebunden werden, durch andere ersetzt. Das heiBt insbesondere, daf
Qpvny- Qevmd und Q1Vgyng. Qe¥dsn A die selben freien Variablen

haben. Auch Ryviy...Ryvip T und Ryvpg iy - RpVogs T haben dieselben
freien Variablen. - Offenbar gilt jetzt: '
(*) QIan e OkVnkA =| I= QlVd+n1Q2Vd+n2 i Qka+nkA*
%) Ryvig..RoVigl == Rivadaiy Rovad iy - RmVadeip ™
Aus (*) und (**) folgt jetzt offenbar:
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A —-B HE
(led+n1Q2Vd+n2-~-Qk"d+nkA*) — (R1V2d+i1R2V2d+i2~-- Rmvzd+iml"‘**)

Da nach Wahl von d die Quantoren-Praefixe disjunkte Blocke von Variablen
regieren, kénnen wir Lemma 10.3 anwenden und dabei die Quantoren QJ- und Rj

der Reihe nach in k+m Schritten herausziehen. Damit folgt:

(Q1¥den QVd+ny -+ Qavdsn A = (RivagiyRovagsip - BmVadsip ™)
1 -1 |
== Q" Vd1n1 Q2 Vd+n2'--Qk Vd+nkR1V2d+‘11---RmV2d+im(A*"’ ).

Damit ist ein Ausdruck in prinexer Normalform gefunden worden, der mit
A — B logisch-siquivalent ist. Damit ist die Induktion durchgefiihrt. 3

Im Beweis oben [im Fall (4): (D == (A->B)}ist auch

-1 -1 -1
R1vadaiy -+ RmVadti Q1 Va+n1 Q2 Vasnye O Vaan (A% TH-
ein Ausdruck in prinexer Normalform, der mit A— B logisch-fiquivalent ist. Ob
man zuerst den Quantoren-Praefix led+n102Vd+n2---Qka+nk und dann
R1V2d+i1R2V2d+i2---RmV2d+im aus der Klammer herauszieht, oder in umge-
kehrter Reihenfolge vorgeht, ist gleichgiiltig. Das macht deutlich, dall die
prinexe Normalform einer beliebigen £-Formel nicht eindeutig bestimmt ist.

~ Ubungsaufgaben zu §11

(1) Fu: gine Méngé ﬁvon bﬁérme]n sei Fg(£)={®e £;X =P} die Menge

aller Folgerungen (Konsequenzen) aus E. Offenbar gilt: & < Fg(Z). Zeigen Sie:
i Z,cZ,;=FgZcFeEy), '

(i) FgX)=FgFEgZ)).

(2) Geben Sie fiir die folgenden Formeln logisch-dquivalente Formeln in
praenexer Normalform an: '

1)  Vvg(Vvpvi=vg+vy = dviivi+va=vg),
() Vvg(Vvidve: vi+va=vg+ vy = IvaVvg vi+ vp=vp+ v9).
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8§12. Ein Prddikaten-Kalkiil

W ir méchten jetzt, dhnlich wie in der Junktoren-Logik, dem semantischen

Folgerungs-Begriff einen syntaktischen Deduktions-Begriff zur Seite stellen,
Ein solcher Deduktions-Begriff soll natiirlich genauso stark sein wie der
Folgerungs-Begriff. Wir werden jetzt einen Deduktions-Begriff mit Hilfe eines
Kalkiils entwickeln und zunichst auch seine Korrektheit zeigen: jede Formel,
die in unserem Kalkiil aus einer Menge £ von Pramissen herleitbar ist, ist auch
eine Folgerung aus X. DaB unser Kalkiil vollstindig ist, werden wir erst in §14
zeigen kGnnen,

Im Folgenden sei £ immer die Sprache (erster Stufe), deren einzige logische
Zeichen —,—,V,= sind.

Unserem Kalkiil legen wir sechs Tautologien zugrunde. Sie spielen die Rolle
von Axiomen. '

Die Quantorenlogischen Axiome. Fir beliebige £-Formeln @ und ¥ und
beliebige Terme t von £ werden die folgenden Formeln als ‘Quantorenlogische
Axiome’ bezeichnet: '

Q1) > (¥—-d),
Q2) - (=)= (P>2),

- (Q3) Falls v, e Fr('¥), dann ist anch die folgende Formel ein Axiom:

(Vvg(F= @) > (P>, @),
(Q4) Falls der Term t frei-einsetztbar fiir v, in @ ist, dann ist die folgende
Formel ein Axiom (das sogenannte ‘dictum de omni’):

(Vv @)= @('2/ ),
(Q5) Reflexivitdt der Gleichheit: t=t,

(Q6) Falls vpe Fr(® ) und v, frei-einsetzbar fiir v, in @ ist, und wenn O*
aus @ dadurch hervorgeht, daff man an einigen (nicht notwendig an allen)
Stellen, an denen v, frei vorkommt, v, durch v, ersetzt, dann ist auch die.

folgende Formel ein Axiom:
Vn=Vy 2 (P> O*).
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Beachte, dag in (Q4) nicht verlangt wird, daB v, iiberhaupt in O frei vor-

~ kommt! Also erlaubt (Q4), iiberfliissige Quantoren wegzuschaffen.

Wir hatten schon in der Junktoren-Logik bemerkt (§6), daf die Axiome (Q1)
und (Q2) zusammen mit dem modus ponens eine implizite Definition der
Negation und der Implikation liefern. Wir bemerken jetzt, dal mit den Axiomen
(Q3) und (Q4) und der Generalisierungs-Regel eine implizite Definition des All-
Quantors und mit den Axiomen (Q5) und (Q6) eine implizite Definition der
Gleichheit erreicht werden soll. - Wir konnen jetzt den Kalkiil angeben. Wie
{iblich wird ein derartiger Kalkiil als Pradikaten-Kalkil bezeichnet. Wir
orientieren uns am Aussagen-Kalkiil aus §6. Die Regeln des Kalkiils gestatten,

- gewisse ‘Beweis-Figuren’ hinzuschreiben. Solche Beweis-Figuren sind wie in

§6 endliche Folgen (Sequenzen) von L-Formeln.

Ein Pridikaten-Kalkiil fiir £

Wenn A eine endliche Liste von £-Formeln ist und @ eines

Regel (P1):
der in (Q1),...,(Q6) angegebenen quantorenlogischen Axiome
ist, dann darf man die Sequenz A @ hinschreiben.

Regel (P2): ‘Wenn A eine endliche Liste von £-Formeln ist und @ in
dieser Liste vorkommt, dann darf man die Sequenz A - ®
hinschreiben. _ '

Regel (P3), Wenn man A ¥ hinschreiben darf und wenn X eine

Vgcn_gnnt: endliche Liste von £-Formeln ist, in der mindestens alle

erdiinnungs- , .
 Regel Formeln aus A vorkommen, dann darf man auch X ¥
' hinschreiben. - _ '

Regel (114), Wenn A eine endliche Liste von £-Formeln ist, ® und ¥ £-

nf:;;msn Formeln sind, und wenn man A+® und A @ —>Y

ponens: hinschreiben darf, dann darf man auch A F¥ hinschreiben.

Regel (P5), Wenn A eine endliche Liste von L-Formeln ist und @ und ¥

genannt ’ beliebige £-Formeln sind, und wenn man A, ® ¥ und

Fallunter- auch A,—® k¥ hinschreiben darf, dann darf man auch

scheidung: A =¥ hinschreiben,

Regel (P6), Wenn man ¥y,'%,...,. ¥ - @ hinschreiben darf und

genannt :
 Generalisierungs v, & Fr(@) (Fr(‘I’l) U... ul.zr(‘Pk)). gilt, dann darf man
-Regel: auch ¥y,%,..., ¥} - Vv, ® hinschreiben.
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In der Verdiinnungs-Regel (P3) wird nicht verlangt, daBl ¥ eine Fortsetzung
(Verldngerung) der Liste A sei. Die Reihenfolge, in der die Ausdriicke aus A in
der Liste & wiederkehren, ist beliebig. Daher fdllt die folgende Vertauschungs-
Regel unter die Verdiinnungs-Regel (P3):

Vertauschungs-  Wenn man ¥¢,'¥,...,'¥, - @ hinschreiben darf und wenn 7

Regel (P7): “eine Permutation der Ziffern 1,2,...,n ist, dann darf man auch
Tn(l)’qlfc(?,),' ”’IPTC(H) - & hinschreiben.

12.1 Definition, Sei ® € £ und X L. Wir sagen, dall @ aus X herleitbar
ist [in Zeichen: X | @, oder auch X F . ®, wenn der Bezug auf die Sprache £
betont werden soll], wenn es endlich viele £-Formeln Tl,‘I’z,...,‘Pm e X gibt, so
daB die Sequenz ‘¥¢,¥,...,¥, + ® aofgrund der Regeln (P1) bis (P6) des

Pridikaten-Kalkiils hingeschrieben werden darf [Auf die Reihenfolge der
Pramissen kommt es dabei nach (P7) nicht an!].

Alle Regel (R1),..,(R6) des Aussagen-Kalkiils aus §6 stehen auch als Regeln des
Pridikaten-Kalkiils zur Verfiigung. Wir konnen daher auf die Lemmata und
Propositionen von §6 zuriickgreifen. Insbesondere stehen uns der Ketten-Schlufl
(Ubungs-Aufgabe §6, Nr.1) und das Deduktions-Theorem 6.4 auch hier zur
Verfiigung.

12.2 Satz (Korrektheit des Pridikaten-Kalkiils) Sei ® € £ und L g L. Wenn
@ aus X hergeleitet werden kann, dann ist @ auch eine Folgerung aus 2., mit
anderen ‘Worten’:

wenn L®,dann I =0 .

Beweis. L_'.[lcll Wir zeigen zuerst (durch Induktion iiber die Anzahl der Beweis-
Schritte), daB fiir jede Sequenz A @, die aufgrund der Regeln (P1) bis (P6)

hingeschrieben werden darf, immer A = D gilt.

Fitr (P1), (P2), (P3), (P4) und (P5) ist dies trivial, denn die quantorenloglschen
Axiome sind nach 10.3 und 10.6 Tautologien und (P3), (P4) und (P5) wurden
schon im Beweis der Korrektheit des Aussagen-Kaikiils (Satz 6.3) abgehandelt.

Zu (P6): Wir nehmen an, daB wir W1, '¥y,..., Y@ hinschreiben diirfen und da8

v, & Fr(®) N (Fr(¥;) U Fr(¥) U ... U Er(¥,)) gilt. Zur Induktion nehmen wir
¥, ¥y,..., ¥ l=® an. Die Generalisierungs-Regel (P6) erlaubt uns,
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W1, ¥, ¥k Vv, @ hinzuschreiben. Aber aus ¥y, %,..., % =® folgt mit
Proposition 11.1 sofort ‘¥|,'¥5,...,¥ = Vv, © und das war zu zeigen gewesen.

2. Teil: Wenn jetzt Z eine beliebige Menge von £-Ausdriicken ist fiir die
2 < gilt, dann gibt es definitionsgemiB (Def. 11.1) eine endliche Teilmenge
Ac¥ so,daB A - @ aufgrund der Regeln (P1) bis (P6) hingeschrieben werden

darf. Nach dem Ergebnis des ersten Teiles gilt dann auch A =@ . Wegen A T
gilt dann abererstrecht Z|=®. O

DaB von Satz 12.2 auch die Umkehrung gilt, werden wir in §14 zeigen. Als
Vorbereitungen dazu dienen die folgenden Lemmata,

12.3 Lemma: Seit ein Termvon £, vy € Fr(t), und sei t* ein Term, der aus t

hervorgeht, indem man an einigen Stellen (aber nicht notwendig an allen
Stellen) vy, durch v, ersetzt. Dann gilt

- (vp=vp) - t=t*,

Beweis. Sei @ == (t=t) und ®* == (t=t*), Dann gilt mit Axiom (Q6) nach
Regel (P1): - '

@ _ Fp=Evn) o (DS O0%).

Mit dem Deduktions-Theorem erhalten wir darans nach zweifacher Anwendung:
(ii) (Vp=vp), @ O . )

Mit der Vertauschungs-Regel (P7) erhalten wir ®D,(vy = Vi) - D* und daraus
nach zweifacher Anwendung des Deduktionstheorems: '
(iii) @ s (vy=vy o 0%).

Dabei ist ® eine Abkiirzung fiir t=t. Nach Regel (P1) und (Q5) gilt F-t=t.

- Daraus und aus (iii) folgt mit modus ponens - v, = v, — ®* und das war zu
zeigen gewesen. ' ‘

12.4 Lemfng: Sei @ eine L-Formel, v;eFr(®), vy €Fr(®) und vy frei-
einsetzbar fiir v; in ®. Dann gilt: :

(W) = Vv @i/ y).
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Beweis. @) & (Vv ®(v;)) — @(i/y ) nach (P1) mit (Q4),
(if) E v (Vv @(v)) » @©(Yi/y )} aus () mit (P6),
(iii)  (Vom) » Yy oli/y ) aus (ii) und (Q3) (denn

Vp €Pr(@), 1# n) mit modus ponens. 1

12.5 Lemma: Fiir Terme ty,ty,t3 von L gilt:
1 Ft=tp

(2} Fti=tp = tp=ty;

(3) k=t = (tp=tg = t;=ty).

BQ eis. Zu (1): Dies gilt nach (Pl) in Verbindung mit (Q35).
Zu (2): Wihle zwei Variable, die nicht in Fr(t)) u Fr(tz) liegen, etwa (0.B.d.A.)
vi und vy . Sel D= (v{=vy). Dann haben wir:

6] vi=vy — (u - w nach (Q6),(P1).

. ® O
() vi=vp,vi=vilvy=v aus (i) mit dem Deduktions-Theorem,
(ivy =vy,vy = vol-vy = vy aus (ii) mit der Vertanschungsregel (P7)
vy Fvi=v) = (v{=vy > vo=v;) aus (iii) mit Deduktions-

| | : | Theorem,

V) vi=vyg nach (Q5) zusammen mit (P1),
(vi) Fvi=vy ~ vy=v;  aus (iv) und (v) mit modus ponens,
(vii) Vi =vy > va=vy)  aus (vi) mit (P6),
(viii) EVvi(vi=vy 2 va=vy) = (1 =vy = vy=1t;) aus (Q4),
(ix) Fti=vy = vo=t;  aus (vii), (viii) mit modus pohens,
) FVvalty=vy — vo=t)) aus (ix) mit (P6),
(xi) Fti=ty > ty=t; aus (x) mit (Q4) und modus ponens.

Zu (3): Wihle drei Vanable, die nicht in Fr{t;) U Fr(ty) U Fr(ty) liegen, etwa
(0.B.d.A) v{, vy und v3 . Sei @== (vy= v3). Dann haben wir:
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() Fvy=vy = (w —> w nach (Q6),(P1).
D G*
G Fvi=vy = va=v; nach (2),
(jjj) Fvi=vy = (vy=v43 — vy=vg) mnach (j) und (jj) mit der
Kettenregel (§6, Aufgabe 1),
(Gv) FVvi(vi=vy 2 (Vy=v3 = vy=vy)) aus (jfj) mit (P6),
(v) Lty=vgy = (vy=vg— t;=vg) aus (jv) mit (Q4) und

modus ponens, Genauso verfihrt man, um v, durch ty und vz durch t3 zu
ersetzen, [ |

Die Symmetrie-Aussage von Lemma 12.5(2) hat ihre Wurzeln in Axiom (Q6),
denn hier wird erlaubt, da man nur einige Variable, aber nicht notwendig alle,
in @ ersetzt! Dadurch kommt die Vertauschbarkeit der beiden Terme t; und t,

in der Gleichheits-Relation zustande!

12.6 Lemma: Sei ® eine L-Formel, v,€ Fr(®) und sei t ein Term, der frei-
einsetzbar fiir v, in ® ist. Dann gilt:

F &(/) = v, B(v,).

Beweis. (i) - Vv, ®(v,) = —®( */y) nach (Q4);
@) (Vv ®v,) = =0(/Y) = (==@( MY = =Yy, B(vy))

7 nach Proposition 6.6 der Junktorenlogik;
i) L—a—®('® /Yy = =V=vy®(v,) aus (i) und (i) mit modus ponens;
(iv) I_—‘fb(vn/t)‘ — —|—16D(v“/t) nach Proposition 6.5(b);
V) F (I)(Vn/t) — V=, CD(an ~ aus (iii) und (iv) mit der Kettenregel

(86, Aufgabe 1). v, ®(v, ) ist eine Abkiirzung fiir — Vv, ®(v,) und daher ist
alles bewiesen. 1

12.7 Lemma: Sei ﬁéin Term und v, € Fr(t). Dann gilt:
' b dvyivp=t.
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Beweis. Sei ®(v,,) die Formel v, =t. Nach Lemma 12.6 gilt:

(/) - v, D(vy), also k- t=t — Tvy: vy=t. Nach (Q5) und (P1) ist
aber -t =t, worans mit modus ponens -3v,: vy=t folgt. O

Lemma 12.7 gilt insbesondere fiir Terme der Form -fj(vl V2 ...,V ) und besagt

dann: - Fvy: voz'fj(vl V4 5.,V ). Mit der Generalisierungs-Regel (P6) folgt
daraus:

k- VVI VVZ ...VVHHVOI vp= %J(Vl 2V 5oV )

und das heifit, daB ]‘?j eine totale Funktion ist! Das entspricht unserer
Konvention, daB in £-Strukturen M = (M, fj, R, ci)jE I xeK.iel alle ausge-

zeichneten Funktionen fj | total sind, d.h. fiir alle n-tupel von Elementen aus M
definiert sind. '

12.8 Lemma: Sei f ein n-stelliges Funktions-Zeichen von £ und seien
t1 stg sty und sy ,85 ,...,8, Terme von L Dann gilt:
- ( 7\ ti= Si) - f(tl_,tz S . )= f(Sl 189 3oy )

1<i<n

Beweis. Es seien x1,X3 ,...,Xy Y1 Y2 ¥y paarweise verschiedene Variable,
die in keinern der Terme ty ,ty ,...,t, , 81,82 5...,8, vorkommen. Es gilt:

Q) Fxp=y] = FX] KXy )= H(T] X Xy )
nach Lemma 12.3. Aus (i) folgt mit der Generalisierungs-Regel (P6):

) FvVx;(x; = yi — 'f(xl X9 yonXy ) = ‘f(yl X0 ) .
Daraus folgt mit (Q4),(P1) und dem modus ponens sofort:

i) Fti=y; — 'f(tl XD persXy ) = f(yl X2 yeeXp )
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Mit der Generalisierungs-Regel (P6) kénnen wir y; universell abquantifizieren.
Mit (Q4), (P1) und dem modus ponens erhalten wir dann wie oben:

(i) bty=s; = Hty Xy Xy )= F] XXy )
Jetzt kommen t, und s, an die Reihe. Setze dazu

o = (tl-_—'Sl — %(tl X2 ,...,Xn): %(SI,X2 X3 ,...,Xn)), und

Gk = (t 1=8; — I.[:(tl X7 ,...,Xn) = i:(Sl s¥2 +X3 500X ) ) .
Dann gilt nach (Q6) und (P1):
(iy) Fxo=yy —=(®—0%).

Mit dem Deduktions-Theorem und der Vertauschgungsregel (P7) kénnen wir in
(iv) die beiden Priimissen X 5 = y, und @ vertauschen und erhalten:

V) F® —(xp=y; H@%). ‘
Da wir nach (iii) bereits & haben, erhalten wir aus (v) mit dem modus ponens
(vi) kx,=y,—>®* und das heilt unter Verwendung der Definition von ®*:

(if) Fxy=yy (1 =81 £y XgsuXy) =16 77,5 Xy ) )-

Diese Zeile hat eine gewisse Ahnlichkeit mit (i). Wir kénnen daher wie oben die
Generalisierungs-Regel (P6), das Axiom (Q4) und den modus ponens
anwenden, und erhalten: ‘ '

(Vid) Ftp= 89 = (t; =81 = F(t1,tp.X3,00%g) = £(51,82,%g000%p) ).

 Wir iterieren das Verfahren und erhalten am Ende:

=8y = (ty_1=85_1=> (...

-3 ( th=87 — ( tj =81 .f(tl ,tz,t3,.;..,tn) = %(SI,SZ;S3,..;,SH) )) ))

- und das war zu zeigen gewesen. U

12.9 Satz: Sei @ eine L-Formel und seien t{ t5,...ty und s1,53,...5; Terme
von L. Wir nehmen an, dafi sowohl t; als auch s; frei-einsetzbar fiir v; in @
sind (1 €i<n). Dann gilt:

HC A t=s)— (OC tgn ) o OCY 510 2L 55))
. Lreees

1<i<n
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Beweis. Dies folgt ganz genauso wie in Lemma 12.8. Statt Lemma 12.3 wird
man hier jedoch (Q6) verwenden. O

Ubungsaufgaben zu §12

(1) Es seien ® und ¥ £-Formeln. Zeigen Sie:
1 - YD ->Y)— (Vvd — Vv
i F Yv(D->Y)— 3vd—>IvY).

(2) Sei © eine £ Formel. Zeigen Sie:
F VvgVvi @ — Vv Vvg@.

(3) Ist V(@ — ®) —» (® — Vvd) im Prédikatenkalkiil herleitbar?

(4) Es seien @ und ¥ £-Formeln mit v ¢ Fr(¥). Zeigen Sie:
(@ F IV(¥F->0)— (¥— dvd), '
b) L VWP -Y)—>EvOd—>Y)
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§13. Henkin-Theorien

Wir beschéiftigen uns mit der Frage, ob jede widerspruchsfreie Menge X von L-
Aussagen ein Modell besitzt? Der Begriff der Widerspruchsfreiheit ist dabei wie
in §7 definiert: X ist widerspruchsfrei, wenn es mmdestens eine Z-Formel gibt,
die nicht aus & herleitbar ist.

Kurt Godel hatte 1929 in seiner Dissertation an der Universitit Wien gezeigt,
daB jede widerspruchsfreie, héchstens abziéhlbare Menge X von £-Aussagen ein
Modell besitzt. Diese Modelle hatte er unter Verwendung des Konig'schen
Satzes (aus der Kombinatorik) auf der Menge aller natiirlichen Zahlen oder einer
endlichen Teilmenge davon konstrusert.

DaB der Satz von G6del auch fiir iiberabzghlbare widerspruchsfreie Mengen von
L~Aussagen giit, hat Leon Henkin!) gezeigt. Dabei hat er zugleich eine starke
Beweisvereinfachung gegeben. Seine Idee war, die in Frage stehenden Modelle
aus dem syntaktischen Material der jeweiligen Theorien zu konstruieren. Henkin
konnte sich auf analoge Modell-Konstruktionen von Ernst Steinitz (in der
Korpertheorie, 1910), Thoralf Skolem (1922) und Jaques Herbrand (1930)
stiitzen. Aber im Unterschied zu Steinitz, Skolem und Herbrand hat Henkin die
in Frage stehenden Modelle aus den Mengen von Individuen-Konstanten der
jeweiligen Theorien gewonnen. Er mufite jedoch dafiir sorgen, daB die
jeweiligen Theorien ,,geniigend viele® Individuen-Konstante besitzen. Das ist
der Fall, wenn die Theorie eine sogenannte ,,Henkin-Theorie® ist.

Definition. Eine Menge X von £-Aussagen wird Theorie genannt, wenn sie

- widerspruchsfrei ist und deduktiv-abgeschlossen ist (d.h. fiir alle L—Aussag__ o

gilt: Pe L < Z | O).

Definition. Eine Theorie T in der Sprache £ heift Henkin-Theorie, falls es
fiir jede £-Aussage der Form Jvg®(v() mit vge Fr(®) eine Individuen-
Konstante ¢ von £ gibt, so daB gilt: |
(H) T+ 3vg®(vy) = D 0/5).

Dabei ist es gleichgiiltig, ob 3vy®(vy) in T beweisbar ist, oder nicht!

1y Leon A. Henkin: ,,The completeness of the first-order functional calculus®,
Yournal of Symbolic Logic, Band 14 (1949), pp.159-166)
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Beispiele: (1) Die Theorie der Gruppen Tg in der Sprache £ mit der

Multiplikation ,,* als einzigem auBlerlogischen Zeichen ist keine Henkin-
Theorie, denn in dieser Theorie ist die Existenz eines neutralen Elementes fiir
die Multiplikation beweisbar, aber dafiir hat die Theorie keine einzige
bezeugende Konstante.

(2) Auch die Theorie der Gruppen T*G in der reicheren Sprache r(s,71,& ) ist

keine Henkin-Theorie, obwohl die Konstante ¢ die Existenz eines neutralen
Elementes fiir die Multiplikation bezeugt. Aber es gibt ja auch noch andere

-1z

Existenz-Aussagen, fiir die es in Z(e,7",e ) keine Zeugen gibt. Beispielsweise

gibt es fiir v v =€ keinen Zeugen (Dieser Satz ist nicht in T*¢ beweisbar;
aber (H) fordert, daB einer Henkin-Theorie (Jvy: vp# e) > ¢ # e fiir eine

geeignete Individuen-Konstante ¢ in beweisbar sein muB!). Auch fiir den Satz
dvgdvy: vgevy # vyevy gibt es keine Zeugen, etc.

Diskussion. In einer Henkin-Theorie T gibt es fiir jede Existenz-Aussage, die in

T beweisbar ist, eine Konstante c, die ein Zeuge fiir die Existenz-Behauptung
ist. Dies ergibt sich sofort aus (H) mit dem modus ponens. Jede Henkin-Theorie
erfiillt also auch die folgende Bedingung:

(H*) Fiir jede £-Aussage der Form 3vy®(v) mit vye Fr(®) und T | Ivy®(vy)
gibt es eine Individuen-Konstante ¢ von £, so daB T - &(¢* /%)

Wenn jedoch T und X zwei Theorien in derselben Sprache £ sind, wenn T die
Bedingung (H*) erfiillt und T c Z, dann mufl ¥ die Bedingng (H*) nicht mehr
erfiiflen. Die Bedingung (H*) vererbt sich nicht auf Erwelterungen von T.
Demgegentiber gilt offenbar:

Jede Erweiterung einer Henkin-Theorie in derselben Sprache L ist
ebenfalls eine Henkin-Theorie.

Es gilt also (H) = (H*), aber die Umkehrung ist im allgemeinen falsch.

13.1 Hilfssatz: Sei T eine Henkin-Theorie in der Sprache L und seien t; und
ty zwel konstante Terme von L. Dann sind die folgenden Aussagen aqu:valent

@ Trt=ty;

(i) TF3Iv(v=ty A v=ty)

117




(i) Es gibt eine Individuenkonstante d in Lmit: T+ d= ty A d= ty .

Beweis. (i) = (jii): Sei ¥(v) die Formel v=t; A v=ty. Nach Lemma 12.6 gilt:
() — 3viP(v)), das heibt - (1) =ty At; =t)) = Fv(v=t; Av=ty),
oder aussagenlogisch umgeformt: -ty =t; — (t; =ty = v (v=t; Av=ty)). |

Nach Regel (P1) und Axiom (Q5) gilt aber |ty =t;, und mit modus ponens
erhalten wir: t; =t; - dv (v=t; Av=ty). Da wir in (i) aber T } t;=t,
vorausgesetzt haben, erhalten wir wieder mit dem modus ponens

T} dv (v=t; Av=ty) und das war zu zeigen.

(ii) = (iii): dies folgt sofort, weil T eine Henkin-Theorie ist.
(iii) = (i): Wir nehmen jetzt T F d= t; A d= t, an. Nach Lemma 12.5(2) gilt

dann auch T - t; = d Ad= t5 und mit Lemma 12.5(3) und modus ponens
erhalten wir T |- ty=t,. 0

13.2 Hilfssatz: Sei T eine Henkin-Theorie in der Sprache L und sei R ein
n-stelliges Relations-Zeichen von L. Seien ty,1,, ...t konstante Terme von L.

Dann sind die folgenden Aussagen dquivalent:

G Tk Ry, b, .ty

@) Tk IviTve. vy (Vi =ty A oo AV A I.{(v‘l,vz,...,vn))
(iii) Es gibt Individuenkonstanten 211,.., dn in L mit: |

Tk (Ell=t1 A A (.1n=tn A R(al, ...,Eln) ).

Beweis. (i) = (ii): Nach Regel (P1) und Axiom (Q5) des Priadikaten-Kalkiils
gilth t; =ty und } ty =t, etc. Aus (i) folgt damit

THty=t] A Aty =t ARty by, ooty

und mit Lemma 12.6 (angewandt auf vy =t{ A ... A V=t A ﬁ(vl,vz,...,vn)) und
modus ponens folgt daraus (ii).
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(ii) = @ii): Da T eine Henkin-Theorie ist, gibt es Individuen-Konstanten
al,.., (.in mit
TFIv 3v,(Vist A AVEEE A f{(vl,vz,...,vn)) —

- ((.11=t1 A e A ('rln =tn A R( Ell, 212, cess Eln) ).
Daraus und aus (ii) folgt mit modus ponens sofort (iii).
(iii) = (i): Dies folgt sofort aus Satz 12.9. 1

Definition. Einec Menge  von £-Aussagen ist vollstdndig, wenn fiir jede
beliebige £-Aussage ® entweder £ + @ oder £ - —® gilt, aber nicht beides
zugleich.

13.3 Satz (Leon Henkin, 1949) Jede vollstandige Henkin-Theorie hat ein
Modell.

Beweis. Sei T eine vollstéindige Henkin-Theorie in der Sprache £und £ habe die
Signatur {c,1,1).

1. Schritt: Definition einer £-Struktur M =(M, ...).
Wir definieren auf der Menge = {¢;; i€ I} aller Individuenkonstanten von £

eine 2-stellige Relation = wie folgt: fiir zwei Individuen-Konstantenc und dvon
L setze:

t=d o Tk ¢=d.
Nach Lemma 12.5 ist = eine reflexive, symmetrische und transitive Relation,
also eine Aquivalenz-Relation. Fiir eine Individuenkonstante ¢ sei
| [6]={£163;T|—é=a}
die Aquivalenz-Klasse, in der c liegt. Setze schlieBlich:

M={[c]; ceJ}
Damit ist bereits die Grundmenge M der gesuchten Struktur M=(M, ...)

gefunden. Wir miissen jetzt noch die Funktionszeichen 'fj, die Relations-Zeichen

f{k und die Individuenkonstanten ¢; von £in M interpretieren.
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(1) Die Interpretation der Individuen-Konstante c; sei wie folgt festgelegt:

ci =16,

. Sy . (k) ©oa . .
Re:= {181 Lol (6, 1) MU T RIG, G i) T
Wohldefiniertheit: wir miissen zeigen, dafl die Definition von Ry nicht von der

Wahl des Repriisentanten E:-ls der Aquivalenz-Klasse [E:is] abhéngt. Das ergibt

sich aber unmittelbar aus Satz 12,9,

(3) Die Interpretation des Funktionszeichens 'fj sei wie folgt festgelegt:

. . . . N+ 1
= (081 18 6 1 (51 e MO

i, Gy by )= 6 }
Wohldefiniertheit: wir miissen zeigen, daf die Definition von fj nicht von der

Wahl des Reprisentanten E:is der Aquivalenz-Klasse [éis] abhiingt. Das ergibt

sich aber unmittelbar aus Lemma 12.8. Nach 12.8 ist auch klar, daB fJ tiberhaupt
eine Funktion ist. '

Behauptung: f; ist eine fotale Funktion: sei n=o(j) die Stellenzahl von f;. Es
seien jetzt my,...,m, € M beliebig. Nach Definition von M gibt es Individuen-

Konstanten éil,..., éin 50, daB my={ éil],..., m,= [éin]. Nach Lemma 12.7 gilt

tH Tk3dv: v= ;fj(éil’ 512,---,5'1_11)‘

Da T eine Henkin-Theorie ist, gibt es eine Individuen-Konstante d mit:

@ TI—Elv:v=3fj(E‘,iI, E:iz,...,éin) - El:i‘j(éil, 512,---, éin)'

Daraus folgt mit modus ponens T + d= .fj(é-ll, c:

:»+++» C; ) und daraus nach
2 n

Deﬁnition von fJ :

[d] = £(1; ), [&,), v [& D = (my,..my).
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Also ist fj fiir alle n-tupel von Elementen aus M definiert. Insgesamt ist damit
eine L-Struktur M definiert,

MW=(M,...) = (MR g ek jer
2. Schritt: Wir behaupten: fiir jeden konstanten Term t und jede Individuen-
Konstante d von Lgilt: (TF d=t) & [d]= Won (D).

Beweis (durch Induktion iiber den Termaufbau - beachte, dafl die Auswertung
von konstanten Termen von keiner Belegung h abhingt, vergl. §9):

Wenn t eine Individuen-Konstante ¢ ist, dann ist nach Definition von M:
Thd=ce d=c e [d=[c]=wg(o).

Wenn t die Gestalt fj(sl,sz ,.-» Sy ) hat, wobei die sy,..., 5, konstante Terme
sind, dann gibt es aufgrund der Henkin-Eigenschaft von T Individuen-

Konstanten f:i' ,é-l ) e E:i mit
1 2 n

Tk Jy:y=s)— éilz ST,
und analog fiir s, ,..., 8, . Nach Lemma 12.7 gilt aber T |- 3y: y = s, so daB mit
modus ponens T F ¢; =81 folgt. Zur Induktion nehmen wir an:
@ [ éi1]= Wen(s1)s [ 5:12]= Wan(so), etc.
Nach Lemma 12.8 gilt:
Th d=£(s3, 82 5 ) = (& =51 A A G =57 d=f( & pr Eiyp s §))-

Wenn wir jetzt T |- d= %j(sl, $9 ,...s Sy, ) annehmen, dann folgt mit modus ponens

Tk d= ic-(éi (& s ++v» & ) und daher laut Definition von B

[ = (08 1 L& ) oo 6 D

Aber unter Verwendung von (#) und der rekursiven Definition der Term-
Auswertung erhalten wir:

f_]([éll]’ [élz]’ very [&lﬂ]) = f_](wm(sl)s'swm(sn)) = wm( .fJ(S]_? 82 peery Sn ))

. Damit haben wir gezeigt’

Tk d f(S]_,SZ, ’Sl‘l) = [d] Wm(f(slsszs s n))
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Dabei gilt offenbar auch die Umkehrung ,,<=*: denn

[d] = Wep(£i(51, 525+--» 85 )) = £j(Weg(51)s- Wap(sn)) =il 5 1. [G s oo [e D
heifit nach Definition von 9: T -d = 'fj(c';il, éiz’ s E:in) und zusammen mit

Tk E:ils s1 etc. folgt daraus nach Lemma 12.8: T+ d= i“j(sl, 89 3vr 81 ) -

3. Schritt: Wir wollen zeigen, daB 9 ein Modell von T ist. Dazu behaupten wir:
(#)  Fiiralle L-Aussagen @ gilt: ME=D < THO.

Beweis von (4) durch Induktion iiber den Formelaufbau.

(1) @ ist eine atomare Aussage. In diesem Fall hat @ entweder die Form t; =t
oder f{k(tl sty s ol ), wobei die t; konstante Terme von L sind.

Fall 1a: ® =™ t; = t,. Nach Hilfssatz 13.1 gilt dann:

T | t; =t, < Es gibt eine Individuenkonstante dmit: TF d= ty A d= ty.

o Es gibt cine Individuenkonstante d mit: [ 3 ] = wap(ty) & [ 3 1= Wap(®) ,
nach dem Resultat des 2. Schrittes,
= W;m(tl) = wgm(tz) nach der Definition von M ,

e M=t =t nach der Definition von valhm.

Fall 1b: )] == Rk(tl » by, ""t't(k) )
Die Behauptung folgt unter Verwendung von Hilfssatz 13.2 wie in Fall la.

(2) @ sei eine £-Aussage der Form —'V.
7Zur Induktion nehmen wir M =Y & T+ ¥ an. Wir vollziehen den Induktions-
Schluf: ‘ _ '

Mo M=—YF
& nichtM =) da ¥ eine Aussage ist

< nicht(T YY) nach Induktions-Annahme
& TEh-Y " weil T vollstindig ist
o THD weil ® == ¥,
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(3) @ sei eine £~-Aussage der Form ¥y — s,

Da @ eine Aussage ist, sind auch ¥, und ¥y Aussagen. Zur Induktion nehmen
wirM=¥; o TF¥;und M =¥, < T Y, an. Der Induktions-Schlufl:

ME=D o M=(F - Ty
e M=¥ = M= T, da W und ¥, Aussagen sind
e (TLYy = T+Y,) laut ITnduktions-Annahme
& ((nicht TH¥) oder Tk ¥,) Bedeutung der Implikation
e (TF-¥; oder T+Y,)  daT vollstindig ist
e (THY;— V) mit Axiom (Q1) des Prédikaten-

Kalkiils im Falle T } ¥, und mit Axiom (Q2} im Falle T F —ﬂ‘Plaund modus
ponens in jedem Falle.

(4) @ seieine L-Aussage der Form Vv:'W.
Da & eine Aussage ist, mufl hier Fr(¥) ¢ {v} gelten.
Fall 4a: Fr(¥) =@ . |
M=M= nach Proposition 9.3,
o TLEY nach Induktions-Annahme, da ¥ eine Aussage ist,
o Tl Vv:¥  wobei,,=* nach der Generalisierungs-Regel (P6) und
' <" nach Axiom (Q4) gilt (mit v selbst als Term t).
Fall 4b; Fr(¥) = {v}. :
Zur Induktion nehmen wir an, daf fiir jeden konstanten Term t stets gilt:
(%) ME=vCy = THEC.
1. Behauptung: es git ME=Vv:¥ =T g
Da T eine Henkin-Theorie ist, gibt es zur Formel dv: —.‘P(v) eine Ind1v1duen—

Konstante d mit der Elgenschaft:_ TL Ivi=¥v) - =P/ d ), also

aussagenlogisch umgeformt: Tk ¥("/d) = —3v:—¥(v), und das heift nach
der Definition des Existenz-Quantors '

1) T+ ¥ d) = V¥ .
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Da wir M |= Vv:¥ voraussetzen, gilt insbesondere M |= v/ d ), also nach (¥)

auch T + w(¥/ d ). Aus () erhalten wir daher mit modus ponens sofort T |-
Vv:W(v) wie gewiinscht.
2. Behauptung: es gilt die Umkehrung: T +Vv:¥ = M = Vv: Y.

Wir miissen M = Vv:¥ zeigen. Sei dazu me M beliebig, also m = [¢] fiir eine
Individuen-Konstante. Nach Axiom (Q4) des Pradikaten-Kalkiils gilt

T Vv¥(v) = ¥(0).

Da wir T  Vv:¥ voraussetzen, folgt daraus mit modus ponens T + ¥(V/c). Nach

() folgt daraus M = P(V), das heift W = P[[c]], also M I=¥[m]. Da m
beliebig war, haben wir nach Satz 9.4(3) M = Vv Y.

Damit ist insgesamt (%) bewiesen und es gilt M =T und alles ist bewiesen. 3

Gibt es vollstindige Henkin-Theorien? Es ist nicht leicht, Beispiele explizit
anzugeben. Aber wir kénnen zeigen, daB es zu jeder L-Theorie T eine erweiterte
Sprache £y und eine Lyy-Theorie Ty gibt, mit T < Ty, so daBl Tyy eine Henkin-
Theorie ist. Man nennt Ty die ,, Henkinisierung“ von'T. '

Definition. Sei £ eine Sprache der Signatur {o,7,I) und sei L* eine Sprache der
Signatur (o*,t*,1*). Wir nennen L* eine Expansion von L, wenn jede £-
Formel auch eine £*-Formel ist, d.h. wenn 6 co*, 1 t*und I I*,

G C 6* besagt einerseits, daB auch J=Dom(c ) < J*=Dom(c*) und anderer-
seits, daBl ¢(j) = o*(j) fiir jedes j € J. Eine analog Aussage betrifft T 7.

' Definition. Wenn £ eine Sprache der Signatur (o, t,]) ist, dann sei

£ {d;ieD}
die Expansion von £, die durch Hinzunahme der neuen Individuenkonstanten dj

(fiiri € D) entsteht. Wenn {(c*,t*,1*) die Signatur von L1 {'di ; ie D} iSt,
dann ist also o= 0%, 1=1% und I*=1UD, wobei I1ND= stillschweigend
angenommen wird.
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Die Henkinisierung einer formalen Sprache £ :

Sei £ eine Sprache der Signatur (o, t,1). Wir expandieren £ durch Hinzunahme
von neuen Individuen-Konstanten wie folgt. Als Indexmenge (zum Indizieren
der neuen Konstanten) benutzen wir nicht irgendeine (abstrakte) Menge,
sondern die Menge aller Formeln, deren einzige freie Variable vq ist. Sei

zunichst:
LO =1{.
Li=ry U {cp: PesLy & Fr(@) = {vg}}.

Wenn fiir eine natiirliche Zahl n> 1 die Sprache £, definiert ist, dann sei Ly
die folgende Expansion von Ly,

Lopp =Ly A {ep 3 @€ Ly— Ly g & Fr(@)={vg}}
und damit
L= \J *In
ne IN

Wir nennen £y die Henkin-Expansion von L

Wenn jetzt T eine Menge von £-Aussagen ist, dann kénnen wir T wie folgt
,JHenkinisieren®:

Definition. Wenn T eine Menge von £-Aussagen ist, dann sei

Ta =T U{Ivp®(vp) = @ (" tp); ®e Ly & Fr(@)={v}}.

Definitionsgema erfillt X gy die Henkin-Bedingung (H). Es ist jedoch gar
nicht klar, ob Z g iiberhaupt widerspruchsfrej ist. Wenn man die Widersprachs- -
freiheit von Z(H) beweisen will, dann wird man auf die vorausgesetzte

Widerspruchsfreiheit von T zurtickgreifen. Man muf also Herleitungen aus
2 H) und Herleitungen aus T vergleichen. Die beiden Satzmengen, % und Z ),

sind aber in verschiedenen Sprachen formuliert. In Herleitungen aus X gy hat

man nicht nur eine gréBere Menge von Primissen, sondern kann auch alle
Tautologien, die in der reicheren Sprache Ly formuliert sind, verwenden. In

Herleitungen aus ¥ hat man nur X als Menge von Pramissen und kann anch nur
solche Tautologien verwenden, die in der Sprache £ formuliert sind.

Der Begriff der Herleitung héngt also von der zugrundeliegenden Sprache ab,
und wir wollen daher die folgende Notation verwenden.
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=3

Notation. Sei ¥ eine Menge von £-Formeln und @ eine einzelne £-Formel.

Dann schreiben wir: _

(1) Tk @ (gelesen: @ ist beziiglich L eine Folgerung aus X ), wenn fiir
L

jede £-Struktur M = (M,...) und jede Belegung h: Var— M gilt:
wenn valhm (V) = 1 fiir alle e X ist, dann ist auch valhgm (d)=1.

(2) T|— @ (gelesen: ® ist beziiglich L aus X herleitbar), wenn es endlich
Viele{tifrFormeln ¥, ¥y, Yy e X gibt, so daBl die Sequenz |

¥, ¥,..., ¥y @ aufgrund der Regeln (P1) bis (P6) des Pridikaten-
Kalkiils fiir £ hingeschrieben werden darf [d.h. unter ausschlieBlicher
Verwendung von Z-Formeln in den Axiomen (QD),...,(Q6) und den
Regein (P1),..,(P6)].

13.4 Satz (Konstanten-Theorem) Sei £* = L LI {g; ieD}eine

——

Expansion der Sprache L und sei I eine Menge von L-Aussagen und © eine
£*-Aussage. Es seien y; (fiir i€ D) Individuen-Variable (von L), die in keiner

Formel aus ¥ U {®} vorkommen (weder frei noch gebunden). Sei o* die £

Formel, die aus ® entsteht, indem man jede Konstante & durch y; ersetzt.

Dann gilt: 7
1) T ® & Ik O
¥ L

2 I— ©® & Il of
[¥ L

Beweis. Zu (1): ,=“ 'Sei M =(M, ...) eine beliebige L-Struktur und
h:Var—sM eine Belegung so, daB fiir alle ¥ e T vally, (¥)=1 gilt. Wir
expandieren die L-Struktur M =(M, ... ) zu einer L*-Struktur M #, indem wir

die Individuen-Konstanten ¢; (fiir ie D) durch h(y;) interpretieren,
M *= (M, h(¥;)) je p=(M, ..., h(y;)) i p- Da sonst nichts gedndert wurde,

gilt weiterhin fiir alie ¥ e Z: valhm *(F) = 1. Nach Voraussetzung folgt daraus

Valhm1 «(@)=1. Das heiBt nach Definition von o wegen h(y; ) = whm *(éi)

aber nichts anderes als valhsm (@") = 1 und das war zu zeigen gewesen.
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Umkehrung ,.¢= Sei M *= (M, ..., ¢;) i p eine L*Struktur mit M * |= X.
Sei M =(M, ...) die Restriktion von M * auf die Signatur der Sprache £ (d.h.
die Elemente ¢; (fiir i € D) werden nicht mehr namentlich ausgezeichnet, aber

als Elemente von M bleiben sie natiirlich in M). Wir definieren eine Belegung
h: %ar—> M durch h(y;) =¢; fiir i € D und h(v) € M beliebig, fiir die restlichen

Variablen v,. Aus M*|= ¥ ergibt sich insbesondere valhgm (M) =1 fiir alle
¥ e ¥ . Nach Voraussetzung folgt daraus valh,m ((I)#) =1, Wegen h(y; ) = ¢; fiir
i e D heifit das aber gerade M * = ®. Das muflten wir zeigen.

Zu (2) ,,=" Wir nehmen X |— "k ® an. Dann gibt es endlich viele £-Formeln
¥, ¥,.... Yy € X ¢ L, so daB die Sequenz ¥,'%s,..., T, I_L* & aufgrund der

Regeln (P1) bis (P6) des Pridikaten-Kalkiils fiir £* nach endlich vielen Schritten
hingeschrieben werden darf. Wir wihlen eine solche Herleitung von

kST YRR, i o ® . Seien z; (fiir i e D) Variable von £, die nirgendwo in

den £*-Formeln der gewihlten Herleitung von ¥y,...,%¥, - 1 @ auftreten. Wir

ersetzen jetzt in allen Formeln der Herleitung jede Individuenkonstante ¢; durch
eine Variable z; mit gleichem Index i. Man bestitigt, daB durch diese Er-

setzung jedes pradikatenlogische Axiom (Q1),..,(Q6) ein Axiom bleibt, und dal
jede Anwendung einer Regel (P1),...,(P6) eine Anwendung derselben Regel
bleibt. Durch die Ersetzung geht also die Herleitung in eine Herleitung iiber. Die
L-Formeln ¥y,...,¥, sind von der Ersetzung nicht betroffen, wohl aber @ .

Daher haben wir ¥1,..., %, - @ (¢ / Z{s++1Cm / z,,,)- In dieser Sequenz kénnen
wir die Variablen z; durch die Variablen y; ersetzen (mit (P6) und dann (Q4))
und erhalten ¥y,...,%¥, - s dD#, also auch X Lfb# wie gewiinscht.

Lrlmkeh‘_mng &= Wir nehmen X |— . &% an. Da ¥ eine Menge von £-
Aussagen ist, kénnen wir die Geperalisierungs-Regel (P6) anwenden und auf
pX |——LVy1 A . @" schlieBen (wenn etwa Fr(CD#) ={y1s.e» ¥ 1) Da L*
eine Expansion von L ist, gilt erst recht ¥ }— NA SRR A @* und mit dem
pradikaten-logischen Axiom (Q4) erhalten wir '

T @ O /e T o).

Dabei ist @ == % (V1 / Cl »- LJjmf ¢ ) und alles ist bewiesen. O
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Bemerkung. Sei £ eine Menge von L—Auséagen und seien ¢ (fiir ie D)
Individuen-Konstanten von £, die aber in keiner Aussage aus X vorkommen.

Dann besagt das Konstanten-Theorem, dafl die {':-1 .80 gut wie Variable sind.

Diese Situation kennt man bereits aus der elementaren Algebra, etwa in der
Theorie der quadratischen Gleichungen x2 + ax + b = 0, wo x syntaktisch als
Variable und a und b syntaktisch als Konstante (und nicht auch als Variable!)
behandelt werden. Dabei sind a und b aber vollig beliebige Koeffizienten
(Beiwerte), liber die keine Voraussetzungen gemacht werden. Das Konstanten-
Theorem besagt hier, da8 sie ,,s0 gut wie Variable® sind. Sie werden daher auch
‘Formvariable’ genannt, sind jedoch konstante Terme.

13.5 Satz (Leon Henkin, 1949) Wenn T eine widerspruchsfreie Menge von L-
Aussagen ist, dann ist Ty = {® € Ly ; Fr(®) = & Tyyy - @} eine Henkin-
Theorie (in der Sprache Lyy). Wir nennen Ty die Henkinisierung von T.

Beweis. Zur Erinnerung:
T(H)=T.U{3VO(D(V0) - (I)(VO/(-:@); Ge £y & FI'((I))={VO}}.

Ty ist offenbar deduktiv abgeschlossen und erfiillt die Henkin-Bedingung (H).
Wir miissen also nur noch zeigen, daB Ty; widerspruchsfrei ist.

Wenn Ty widerspruchsvoll wire, gibe es eine £-Aussage I mit Ty FT AT,

DefinitionsgemdB (Def. 12.1) ist dann T'A—T bereits aus endlich vielen
Aussagen aus Ty herleitbar. Insbesondere gibt es dann endlich viele Lgg-

Formeln ®;,®,,...,®, mit Fr(®)) =Fr(d®y) =... = Fr(Py) = {vg}, so daB
@) Tu{3v@(vp - @/ &p); 1<isn}TA-T |

Fiir eine Individuenkonstante cq, sei St(cg ) die eindeutig bestimmte nattirliche
Zahl m derart, daB Elq) zum Alphabet von £.,, aber noch nicht zum Alphabet

von L, gehdrt. Wir nennen St(cg ) die Stufe von Cg . Wir diirfen 0B.d.A.
annehmen, daB in (1) die Formeln & so aufgezihlt sind, daB fiir 1<i<j<n gilt:

St(cg,) < St(éq)j). Setze Ty=T, und fiir 1<k<n:

Te=Tu{Ivg@i(vp = 04 /cq); 1<isk}.
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Da T,=Tu{3vy®i(vy) = Py VO/ E:d)i) . 1<i<n} nach (}) widerspruchs-

voll ist, ist insbesondere:

) T, - —(3vg® (V) = Py o/ é@n) ), also

T, U 3v®@u(vg) = @,("ig )} (Bv®y(vg) = @ a)).
Offenbar gilt auch

T, ;U{= (3@ (v9) =@ ¥eg )) 1 (V@ (Vo) = Dy 0/ee )
und mit der Fallunterscheidungs-Regel (P5) erhalten wir:

() Tyt -~ @ve@ (v = 0 Co ),

Sei a2 Jvy® (vp) und B @ vo/ E:(I,n) . Dann besagt (*)

Tp_1 - = B). Nach Axiom (Q2) und Regel (P1) des Pridikaten-Kalkiils

ist: - =0 — (@ —> P), also mit Kontraposition (Proposition 6.6 und 6.5(2)):

- (0t = B)— o und wir erhalten aus (*) mit modus ponens:

(a) Tn—l 3 VOCI) n( Vo) R

Wenn wir Axiom (Q1) und Regel (P1) anwenden, - — (o — f), also mit
Kontraposition: - - (o = B) — — P, dann erhalten wir aus (*) mit modus
ponens auch:

() Tpy k=@, &)

Da éq,n die hochste Stufe unter allen Konstanten Eq,i (1 £i<n) hat, kommt éq,n

in den Formeln von T,,_; nicht vor. Nach dem Konstanten-Theorem 13.4 gilt
daher T, 1 - ﬁdln( VO/ yg) und die Generalisierungs-Regel (P6) liefert (weil
alle Formeln von T;,_; Aussagen sind):

© Tu1kVyo: =P p(yo)-

Aber (a) und (c) zeigen, daB auch T,_; widerspruchsvoll ist.

* Wir konnen das Argument iterieren und erhalten, daB auch Tp,_, widerspruchs-

voll ist, etc., und schlieBlich, daB auch T=Tj, widerspruchsvoll ist. Wir hatten

aber vorausgesetzt, daB T widerspruchsfrei ist. Die Annahme der Widerspriich-
lichkeit von Ty ist also zu verwerfen und alles ist gezeigt. O '
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Der folgende Satz von Adolf Lindenbaum (1904-1941) erlaubt es, die Sitze
13.3 und 13.5 zusammen zu fithren. [Lindenbaum selber hatte diesen Satz nicht
publiziert. Die einzige Quelle fiir diesen Satz ist ein Bericht von Alfred Tarski:

, Uber einige fundamentale Begriffe der Metamathematik”, Comptes Rendus
des Séances de la Soc. Sci. Warschau, Band 23 (1930), pp.22-29].

13.6 Satz (A. Lindenbaum, 1930) Jede widerspruchsfreie Menge T von L-
Aussagen kann zu einer vollstdndigen, widerspruchsfreien Menge T# von
L-Aussagen erweitert werden.

Beweis. Betrachte die folgende Menge
4={Z;TcXct & I isteine widerspruchsfreie Theorie}.

Die partiell-geordnete Menge (4, <) ist induktiv-geordnet (d.h. wenn Xc 4
und X beztiglich ¢ hnear-geordnet ist, dann ist auch (L) %) € 2). Nach dem
ZORNschen Lemma der Mengenlehre hat 4 maximale Elemente. Sei S eines

von ihnen und setze TH=S. Aus Se 4 folgt dann zunichst, daB S eine
w1derspruchsfrele Theorie von L-Aussagen ist mit T S. W1r miissen noch
zeigen, daBl S vollstindig ist.

Sei © eine beliebige £-Aussage. Wir nehmen non(S - ©) an. Betrachte

Sy ={¥; ¥ ist L~-Aussageund S U {O} ¥}
S; ist deduktiv-abgeschlossen und es ist TS ¢Sy c L. Wegen SU {0} ©
ist S; - ©, also S < Sy (echte Inklusion!). Da S in A4 maximal ist, mufl demnach

S; widerspruchsvoll sein. Also kann man aus Su {®} alles herleiten,

insbesondere S U {©} —©. Natiirlich gilt auch S U {8} —0©, und mit der .
Fallunterscheidungs-Regel erhalten wir S - —©. Das muBten wir zeigen. U

13.7 Satz (Kurt Godel, 1929) Jede widerspruchsfreie Menge von L-Aussagen
hat ein Modell.

Beweis. Sei T eine widerspruchsfreie Menge von L-Aussagen. Nach Satz 13.5
ist die Henkinisierung Ty ={® e Ly; Fi(@)=C & Ty P} eine wider-
spruchsfreie, deduktiv-abgeschlossene Menge von Ly-Aussagen, T ¢ Tyy. Nach
Lindenbaums Satz 13.6 kann Ty zu einer deduktiv- abgeschloésenen voll-
stindigen, widerspruchsfreien Menge T# von Lpz-Aussagen erweitert werden.
Weil Ty eine Henkin-Theorie ist, und T < Ty c T# gilt, ist auch T# eine

Henkin-Theorie (vergl. Seite 11?). Nach Henkins Satz 13.3 hat T# ein Modell
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M#=(M, ...). Dann ist die Einschrinkung von M# auf die Sprache £ ein
Modell von T. M|

Ubungsaufgaben zu §13

(1) SeiM =(M, ... ) irgendeine L-Struktur. Zeigen Sie, dal
T=ThM )= {®e LM); Fr(®) =2 & M |= &}

eine vollstindige Theorie ist.

(2) SeiM=(M, ...) irgendeine L-Struktur und £(M) die Sprache, die aus £
entsteht, indem man in das Alphabet von £ fiir jedes Element ae M einen
Namen a aufnimmt. Sei M * die L(M)-Struktur, die aus M entsteht, indem man
jedes Element von M auszeichnet, also M *= (M, ..., a) ae M. Zeigen Sie, daB
die £(M)-Theorie von M *, T=Th(M *) = {® e LM); Fr(®)=J & M *= O}
eine vollstdndige Henkin-Theorie ist.

(3) Sei S die Theorie der Gruppeﬂ T*G in der reicheren Sprache [(-,‘l,é )

erweitert um das Axiom Vv: v=¢. Zeigen Sie, daB S eine Henkin-Theorie ist.

Definition. Sei £* eine Expansion von L. Sei T eine Menge von £-Aussagen
und S eine Menge von L*-Aussagen. Wir nennen S eine konservative
Erweiterung vonT, wenn fiir jede beliebige £-Aussage @ gilt:
St— @  genaudannwenn T |— &.
L* f .

(4) Sei T eine widerspruchsfreie Menge von L-Aussagen und sei Ty die

Henkinisierung von T. Zeigen Sie, dal Ty eine konservative Erweiterung von T
ist. ' |
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§14. Der Godelsche
Vollstindigkeits-Satz

Sind der Folgerungsbegriff und der Begriff der Deduktion gleich stark? Im

Korrektheits-Satz (Satz 12.2) hatten wir ,wenn Z - ®, dann X EO“
bewiesen. Es stellt sich die Frage, ob dabei auch die Umkehrung gilt. Diese
Frage wurde erstmals 1928 von David Hilbert und Wilhelm Ackermann gestellt.
Sie schrieben in der 1.Auflage ihres Buches Grundziige der theoretischen Logzk
(Berlin 1928, Seite 68):

»O0b das Axiomensystem wenigstens in dem Sinne vollstindig ist, daf
wirklich alle logischen Formeln, die fiir jeden Individuenbereich richtig
sind, daraus abgeleitet werden kdnnen, ist eine noch ungeldste Frage. Es
laft sich nur rein empirisch sagen, daf bei allen Anwendungen dieses
Axiomensystem immer ausgereicht hat, ™

Das Problem hat Kurt Godel 1929 in seiner Dissertation an der Universitit Wien
gelost.

14.1 Satz (Der schwache Vollstdindigkeits-Satz von K. Gddel, 1929) Sei
T eine Menge von L-Aussagen(!) und @ eine beliebige L-Formel. Dann gilt:

T=® genaudannwenn T @ .

Beweis. Aus T |— @ folgt T = ® nach dem Korrektheits-Satz 12 2. Wir miissen
die Umkehrung beweisen.

Es sei T & ®. Angenommen, es wire non(T l— ®). Sei etwa o.B. dA. -
Fr(®) = {v{,v4,...,v, }. Dann wire auch :

M non (T b— VVIVVZ...VVHCI)),

denn andernfalls wiirde mlt dem préadikatenlogischen Axiom (Q4) T |— @
folgen, im Widerspruch zur Annahme. Offenbar wire dann auch
T U {—=Vvy...Vv,®} widerspruchsfrei.

[Denn andernfalls konnte man darau§, alles ableiten, insbesondere
TU{=Vv...Vv®@} |— Vvy...Vv @, Nach der Regel (P2) wiire auch
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TU{Vv.. Vv ®}— Vv ...Vv,®, also mit der Fallunterscheidungs-
Regel (P5): T b— Vvy... Vv, @ im Widerspruch zu (H].

Nach Gédels Satz 13.7 hiitte TU {—Vv;...Vv,®} ein Modell M, also Mi=T
und M l=—Vvy...Vv,®. Aber T l= & besagt, daB jedes Modell von T auch ein

Modell von @ sein muf. Es wire also auch M &= @, und daher nach Proposition
9.3: M = Vvy... Vv, ® - im Widerspruch zu M k= —Vvy... Vv, ®. Die Annahme

non (T — @) ist also zu verwerfen. O

14,2 Satz (Der starke Vollstindigkeits-Satz von K. Godel, 1929) Sei T
eine beliebige Menge von L-Formeln und @ eine beliebige L-Formel. Dann

gilt:
TE® genaudannwenn T @ .

.Beweis. Aus T — @ folgt T = @ nach dem Korrektheits-Satz' 12.2. Wir miissen
die Umkehrung beweisen. Es sei dazu T |= ®. Das heifit definitionsgemsB:

(+)  fiir alle 9 und alle Belegungen h: (valhm (M=1= valhm (@) =1).
Sei Fr(@) U U {Fr(¥); ¥e T}={y,;ve N}, |

fiir eine geeignete Index-Menge N, wobei wir 0.B.d.A. annehmen diirfen, daf
keine der Variablen y,, in den Formeln aus T w {®} auch gebunden auftritt. Die

Variablen y,, seien Variablen von L

Es seien jetzt d\, (fir ve N) neue Individuen-Konstante, die noch nicht im

Alphabet von £ vorkommen. Wir expandieren £ um diese neuen Zeichen und
setzen:

*=£13{d,; ve N}§.
Fir @c T U {®} sei O* diejenige L*-Formel, die aus © entsteht, indem man
jedes y,, durch Elv ersetzt. Offenbar ist ©* eine £*-Aussage.

1. Behauptung: Tk® = {0* 0 T} FO*

Beweis: Da {©*; ® € T} eine Menge von £*-Aussagen ist, miissen wir zeigen,
daB jede £*-Struktur M*=(M, ... ), welche ein Modell von {@*;, ®@e T} ist,
auch ein Modell von ®* ist. :

‘ (
Sei also M* mit M*= O* (fiir alle ©® € T) gegeben. Betrachte die Belegung b,
die durch h(y,) =<'71V fiir ve N, und h(v) e M beliebig fiir‘ alle ibrigen
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Variablen v von £, gegeben ist. M*E= @* (fiir alle @ € T) besagt dann gerade
valhm((a):l fiir alle ® € T. Nach (1) folgt daraus valh_;m((D)= 1, also
Mi*l= ®* und die Behauptung ist bewiesen.

Aus {©*;, ©e T} |= d* folgt jetzt nach dem schwachen Vollstindigkeits-Satz
14.1 {8*, Qe T} I— @*

2. Behauptung: {©*;, @€ T} I—®* = {0,808 T} I— O,
Beweis. Nach Voraussetzung gibt es endlich viele £*-Formeln Wy *,'Wo*,..., ¥ *
(wobei alle W;e T), so dafi die Sequenz ¥ *,'¥y*,..., ¥, * - 1 ®* aufgrund der

Regeln (P1) bis (P6) des Pradikaten-Kalkiils fiir £* nach endlich vielen Schritten
hingeschrieben werden darf. Wir wihlen eine solche Herleitung von
b T YR LL* @*, Wir diirfen 0.B.d.A. annehrfien,

- (#) daB in keiner Formel dieser Herleitung eine Variable Yv (firve N)

auftritt (weder frei noch gebunden).

Wir ersetzen jetzt in allen Formelr der Herleitung jede Individuenkonstante dv
durch die Variable y, mit gleichem Index ve N. Man bestitigt, da durch

diese Ersetzung jedes pradikateniogische Axiom (Q1),..,(Q6) ein Axiom bleibt,
und daf} jede Anwendung einer Regel (P1),...,(P6) eine Anwendung derselben
Regel bleibt

[dies gilt beispielsweise auch fiir (Q3), denn wenn in der Herleitung
(Vvp(¥* » @%) - (¥* - Vv, ®*) mit v, Fr(¥*) benutzt wurde,
dann ist auch v, ¢ Fr('¥) aufgrund unserer Annahme (#), und somit ist auch
(Vv (¥ - @) > (¥ - Vv, @) ein Axiom].

Durch die Ersetzung geht also die Herleitung in eine Herleitung iiber. Bei der
Ersetzung gehen die Aussagen ¥;* und @* in die urspriinglichen Formeln

Y.€ Tund @ iiber. Wir erhalten also RIS ZON -, @ und daher T — @

wie gewlinscht. U

14.3 Korollar (Endliéhkelts Satz)ASex T eine beliebige Menge von L-
Formeln und @ eine belzebzge L-Formel. Wenn T k= ®, dann gibt es eine
endliche Teilmenge S von T mit Sk=®.
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Beweis. Wir nehmen T }= @ an. Nach Satz 14.2 gilt dann T & und das heil3t
nach Definition 12.1, daB es eine endliche Teilmenge ST gibt mit S-® .

Nach dem Korrektheits-Satz 12.2 gilt dann aberauch SE=®. QO

Godel hat seinen Vollstidndigkeits-Satz auf ganz andere Weise bewiesen, Sein
Beweis setzt dabei voraus, daf die betrachtete Sprache abzihlbar ist. Das
relevante Modell wird durch eine Anwendung des Konigschen Lemmas
(Existenz von unendlichen Zweigen in Biumen der Hohe ®, deren simtliche
Schichten endlich sind) gewonnen. Hilbert und Ackermann haben in der zweiten
Auflage (1937) ihres Buches ,,Grundziige der theoretischen Logik® einen neuen
Beweis des Godelschen Vollstiandigkeitssatzes unter Verwendung der Skolem-
schen Normalform gegeben. Eine Variante dieses Beweises hatte Leon Henkin
1949 entwickelt. Einen weiteren Beweis haben Helena Rasiowa und Roman
Sikorski (,A proof of the completeness theorem aof Godel “, Fundamenta
Mathematicae, Band 37 (1950), pp.193-200) gegeben.

— —

Der Godelsche Vollstdndigkeits-Satz hat die hochst bemerkenswerte Kon-
sequenz, dal die Menge aller Folgerungen aus einer endlichen (oder aus einer
rekursiv-aufzihibaren) Menge £ von Axiomen algorithmisch erzeugt werden
kann. Denn {®; X ®} = {®; Z |-®} und mit dem Pridikaten-Kalkiil konnen
somit die sdmtlichen Folgerungen aus X auf rein mechanischem Wege
gewonnen werden. Unter Verwendung der Begriffe der ,rekursiven® Funktion
(D. Hilbert, Th. Skolem) kann man diesen Sachverhalt auch wie folgt
wiedergeben.

14.4 Korollar: Sei L eine abzihlbare gquantorenlogische Sprache mit
rekursivem (oder rekursiv-aufzdhlbarem) Alphabet. Dann ist die Menge
Taut(L) = {®e L; - O} aller logisch-allgemeingiiltigen Formeln (Tautologien)
rekursiv-aufzdhlbar. a

"Auch bei rekursivem Alphabet ist die Menge Taut(£) im allgemeinen nicht
rekursiv, sondern lediglich rekursiv-aufzihlbar. Das ist ein beriihmter Satz von
Alonzo Church (,,A note on the Entscheidungsproblem®, Journal of Symbolic
Logic 1(1936), pp.40-41. Korrekturen p.101-102) und Alan Tur1ng (.On
computable numbers with an application to the Entscheidungsproblem”, Proc.
London Math. Soc. 42 (1937), pp. 230-265 und 43(1937), pp.544-546). Einen
gut Jesbaren Beweis findet man in BHans Hermes: Aufzdhlbarkeit, Entscheid-
barkeit, Berechenbarkeit, Springer Verlag Berlin 1978 (3. Auflage), pp.165-172.
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Rekursivitidt wird mit Entscheidbarkeit gleichgesetzt. Diese Gleichsetzung
wurde erstmals von Alonzo Church ausgesprochen (cf. Amer.J.Math.58(1936),
pp.345-363) und wird deshalb »Churchsche These« genannt. Der Satz von
Church-Turing besagt demnach, daf bei hinreichend reichen Sprachen £ die
Menge Taut(£) nicht entscheidbar ist. Church und auch Turing setzen voraus,
daB die jeweiligen Sprachen eine grofiere Anzahl von mehrstelligen Funktions-
Zeichen enthalten. Diese Resultate kdnnen wie folgt verschirft werden.

Satz (Leopold Léwenheim, 1915) Sei L eine quantorenlogische Sprache,
deren einzige auferlogischen Zeichen nur Individuen-Konstanten und 1-
stellige Relations-Zeichen sind. Dann ist Taut(L) entscheidbar.

Satz Sei L eine quantorenlogische Sprache, die wenigstens ein 2-stelliges
Relationszeichen enthiilt. Dann ist Taut(L) unentscheidbar.

-
Satz (Mojzesz Presburger, 1929) Sei L eine quantorenlogische Sprache,

deren einzige auperlogische Zeichen nur Individuenkonstante und ein einziges

2-stelliges Funktionszeichen ist. Dann ist Taut(L) entscheidbar.

Satz Sei L eine guantorenlogische Sprache, die wenigstens zwei 2-stellige
Funktionszeichen enthdlt. Dann ist Tant(L) unentscheidbar.

Die Grenze zwischen entscheidbaren und unentscheidbaren Klassen von L£-
Strkturen kann man auch mit Bezug auf die Kompliziertheit der Quantoren-
Priifixe von £-Formeln in priinexer Normalform suchen. Uber Resultate in
diesem Bereich berichten: S S

W. Ackermann: Solvable cases of the Decision Problem. Amsterdam 1968.
J. Suranyi: Reduktionstheorie des Entscheidungsproblems, Berlin 1959.

- Diese Siitze offenbaren einen groBen Unterschied zwischen der Junktoren-Logik

und der Quantoren-Logik, denn nach Satz 4.3 von Bernays-Post ist die Menge

aller aussagenlogischen Tautologien entscheidbar. In der Aussagen-Logik hat
der Traum von Leibniz in Bezug auf die Entscheidbarkeit aller wissenschaft-
lichen Probleme eine positive Realisierung, nicht so jedoch in der Quantoren-
Logik.

Wir erwihnen noch, daB nach Kurt Godel (Vortrag in Kénigsberg, 1930, - siche
Godels Werke I, p.15 und p.18) fiir die Logik der zweiten Stufe nicht einmal
‘mehr rekursive, vollstandige Kalkiile existieren (siche §18). - Fiir einen Beweis
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siche auch Hans Hermes: Aufzihlbarkeit, Entscheidbarkeit, Berechenbarkeit.
Springer Verlag Berlin 1978 (3.Auflage), pp.172-176.

Semi-Entscheidbarkeit. Die Menge Taut(L£) aller logisch-allgemeingiiltigen
L-Formeln ist rekursiv-aufzéhlbar.

Rekursive Aufzihlbarkeit wird mit ,, Semi-Entscheidbarkeit gleichgesetzt.

Obwohl Taut(£) im allgemeinen nicht entscheidbar ist, ist Taut(£) dennoch
semi-entscheidbar. Es gibt also ein mechanisch ausfiithrbares Verfahren, das bei
einer vorgelegten Aussage genau dann nach endlich vielen Schritten zu einem
Ende fiihrt, wenn die Aussage eine Tautologie ist, und zu keinem Ende kommt,
wenn die Aussage keine Tautologie ist. Solange das Verfahren noch nicht zu
einem Ende gekommen ist, kann man nicht sagen, ob die vorgegebene Aussage
eine Tautologie ist oder nicht. Man kann nicht vorhersagen, nach wieviel
Rechenschritten mit einem eventuellen Ende des Verfahrens zu rechnen ist.
Insofern liegt kein Entscheidungs-Verfahren vor, sondern nur ein ,,Semi-
Entscheidungs-Verfahren®.
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Ubungsaufgaben zu §14

2
(1) Zeigen Sie, daB von der 1.Behauptungim Beweis von Satz 14.} auch die

- Umkehrung gilt.

- ‘ 2.
(2) Zeigen Sie, daf von der 2.Behauptung im Beweis von Satz 14.3 auch die
Umkehrung gilt.
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