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Aufgabe 1 (6 Punkte)

Zeigen Sie, daf} folgende Ausdriicke Modelle iiber jedem endlichen Individuenbereich haben. Zeigen
Sie, dafl deren Negate genau iiber den unendlichen Individuenbereichen erfiillbar sind.

a) VX[ VaVyVaVu(X (z,y) A X(z,u) — (. =z <y =u)) AVeIyX (z,y) — VyIa X (z,y)]
b) VX [VaVyVz(X (z,y) A X(y, 2) — X(z,2)) AV X (z,2) A JxIyX(z,y) — JaVy—-X(z,y)]
Aufgabe 2 (6 Punkte)

Wir betrachten die Sprache mit 0 als Konstante und s als einstelligem Funktionszeichen, sowie
Modelle iiber dem Bereich der natiirlichen Zahlen, in denen 0 als Null und s als Nachfolger-
funktion interpretiert werden. Die Existenz welcher Mengen wird durch folgende Instanzen des
Komprehensionsschemas postuliert:

a) 3XVr[X(z) < VY (Y(s(s(2))))]
b) IXVz[X (z) « VY ([Y(0) AV2(Y(2) —
¢) AXVz[X(z) < VY ([Y(0) AVz(Y(2) —

Y(s(2))) = V2Y (2)] = Y (2))]
Y(s(s(2))) = VzY(2)] = Y (2))]
Aufgabe 3 (5 Punkte)

Zeigen Sie, daf} folgende Formeln fiir die Definition der Identitdt © = y verwendet werden kénnen,
indem sie nachweisen: by . =y < z = y.

a) VXX (z) — X'(y)]

b) VX2 Ve X2(x,z) — X2(z,9)]
) VX2[X2(2,y) — X*(y, )]
d) VX?[X?(2,y) — F2X?(z, 2)]
) VXPV2X? (2, 2) — X2(y, x)]

C

e

Aufgabe 4 (4 Punkte)
Sei R eine zweistellige Relation, und sei R(z,y) definiert durch
VAP [(Va X2 (2, 2) AVry2(XP (2, y) A X3 (y, 2) = XP(x, 2) AVay(R(z,y) = X (2,9)) = X*(2,9))]

Zeigen Sie, dafl R! die reflexive und transitive Hiille von R ist, d.h. die kleinste reflexive und
transitive Relation, die R umfafit.

Aufgabe 5 (8 Punkte)
Geben Sie eine Beweisskizze fiir: [' Fy ¢ < '™ - ¢*.

Hinweis: Beweisen Sie die Aussage durch Induktion iiber die Struktur der Herleitung mit dem
Komprehensionsschema und vereinfachten V, 3-Regeln. Fiir die Quantorenregeln ist es vorteilhaft,
einen Zwischenschritt zu verwenden, bei dem die freie Variable durch eine geeignete neue Kon-
stante ersetzt wird.

Aufgabe 6 (3 Punkte)
Geben Sie eine Ableitung an zu:
Fo AX"¢ - VX (VX" (¢ — X°) — XY)



