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Vorbemerkungen

Der Kalkiil des Natiirlichen SchlieBens wird in diesem Abschnitt
auf die Quantorenlogik erweitert.

Es werden formal wieder mehrere verschiedene Kalkiile eingefiihrt,
die sich durch die verwendeten Schlussregeln unterscheiden.

Die Unterkalkiile werden mittels |hrer Kiirzel voneinander
unterschieden: NK’, NK, NK%, NK-.

All diese Kalkiile werden als Kalkiile des Natirlichen SchlieBens
bezeichnet.



Erweiterung des aussagenlogischen Kalkiils

Der Kalkiil aus der Aussagenlogik wird hier erweitert.

Das bedeutet, dass alle Schlussregeln fiir Junktoren aus der
Aussagenlogik unverandert iibernommen werden.

Séatze, in denen lediglich iiber Junktoren gesprochen wurde, kdnnen
aus der Aussagenlogik direkt in die Quantorenlogik iibertragen
werden und bleiben damit hier erhalten.



Unterschiedliche Kalkiile

Die verschiedenen Kalkiile werden alle fiir formale Sprachen £ mit
beliebiger Signatur (o, 7, /) definiert.

Je nachdem, welche logischen Zeichen in der Sprache vorkommen
und fiir welche Zeichen Schlussregeln im Kalkiil existieren, werden
die verschiedenen Kalkiile benannt.

NK’ Fiir formale Sprachen mit den Junktoren A, — und 1 und dem
Quantor V. Nur fiir diese logischen Zeichen gibt es
Schlussregeln im Kalkiil.

Das Gleichheitszeichen gehort zwar zur Sprache, aber es gibt
keine Schlussregeln fiir die Identitdt im Kalkiil.

Die Junktoren —, v und < sowie der Existenzquantor 3
werden, als Abkiirzungen verstanden, z.B. Ix¢ =4of =V x=0.



Unterschiedliche Kalkiile

NK Fiir formale Sprachen mit den Junktoren -, A, Vv, =, <> und 1
und den Quantoren 3 und V. Wieder stehen im Kalkul fiir all
diese logischen Zeichen Schlussregeln zur Verfiigung. Das
Gleichheitszeichen gehdrt zwar zur Sprache, aber es gibt keine
Schlussregeln fiir die Identitat im Kalkiil.

Zu beachten ist: Die Junktoren —, v und < sowie der
Quantor 3 sind im Rahmen dieses Kalkiils keine Abkiirzungen,
sondern gehdren genuin zur formalen Sprache dazu.

So gilt etwa: 3Ix¢ # =V x-¢.
NK. Wie NK’, wobei zusitzlich Regeln fiir die Identitit zum Kalkiil
gehoren.

NK- Wie NK, wobei zusitzlich Regeln fiir die Identitdt zum Kalkiil
gehoren.



Verhaltnis von Regeln und Abkiirzungen

Gehdren die Schlussregeln bzgl. eines logischen Zeichens (hier
Junktor oder Quantor) zum betrachteten Kalkiil, dann wird das
Zeichen als zur Sprache gehorend aufgefaBt.

In diesem Fall muss die gegenseitige Ableitbarkeit zwischen Formel
und gewohnter Abkiirzung — die dann keine ist — bewiesen werden.

Stehen die Regeln im Kalkiil nicht zur Verfiigung, dann handelt es
sich um echte Abkiirzungen.

In diesem Fall ist die gegenseitige Ableitbarkeit trivial. Das Gelten
der gewohnten Schlussregeln hingegen muss bewiesen werden.



Weitergehende Definitionen

Die auf den Schlussregeln eines Kalkiils aufbauenden Definitionen
(etwa: Ableitung, Hypothesenmenge oder Ableitbarkeit) miissen fiir
jeden neuen Kalkiil in Abhingigkeit der dort vorhandenen
Schlussregeln separat definiert werden.

Diese Definitionen erfolgen vollig schematisch analog zu den
entsprechenden Definitionen in der Aussagenlogik.

Entsprechend werden diese Definitionen hier nicht jeweils explizit
angegeben, sondern als gegeben vorausgesetzt.



Konvention fiir die Notation von Ableitungen

Gelegentlich wird ein gestrichelter Schlussstrich mit (=) markiert:

Dies geschieht, um im Aufschrieb der Ableitung zwischen
verschiedenen Schreibweisen einer Formel (etwa abkiirzende und
explizite Schreibweise) zu wechseln.

Tatsachlich umfasst der Kalkiil keine Regel (=), und in einer
Ableitung findet an solchen Stellen kein eigentlicher Schluss statt.
Es handelt sich hierbei lediglich um eine Leseerleichterung.



Wichtigkeit von Variablen

Aufgrund der Formulierung der Regeln ist eine gewisse Vorsicht
beim Umgang mit den Variablen gefordert.

Bei gewissen Regeln (V/), (3E) ist zwingend darauf zu achten,
dass bestimmte Variablen nicht frei in den Annahmen der
Teilherleitungen vorkommen, bei (3E) zusatzlich, dass diese nicht
mehr in der Konklusion der Regel vorkommen.

Bei gewissen Regeln (VE), (3/) werden Terme t substituiert.
Dabei muss darauf geachtet werden, dass freie Einsetzbarkeit
gewahrleistet ist, d.h. dass keine freie Variable gebunden wird.

Anwendungen solcher Regeln unter Verstoss gegen diese
Bedingungen sind unzul3ssig und machen die Ableitung nichtig.



Regeln fiir die Quantoren

Definition 1 (Regeln fiir die Quantoren)

Einfiihrung des Allquantors:
D

o(y)
Vx ¢(x)
Dabei muss fiir alle y € Hyp(D) gelten: y ¢ FV(x).

(v1)

Beseitigung des Allquantors:
¥x0(x)
o(t)

Dabei muss t in der Formel ¢(x) frei einsetzbar fiir x sein.

)



Regeln fiir die Quantoren

Beispiel:

Sei © eine Ableitung, in der y nicht frei in Hyp(®) vorkommt.
Dann ist folgendes eine richtige Anwendung der Regel (VI):

D
_ Y72
Vx(x =z)
Die quantifizierte Formel gibt vor, wie die Formel ¢ aussieht. Im
diesem Fall ist ¢ = (x = z) und man schlieBt von ¢(y) auf Vx¢o(x).



Regeln fiir die Quantoren

Bemerkung:

Ohne Verwendung der vereinfachenden Notation miissen die
Regeln folgendermaBen geschrieben werden:

D D
oly/x] statt ¢(y)
Vxe v Vx p(x) o
VX9 (VE) statt M (VE)

o[t/x] (1)



Regeln fiir die Quantoren

Definition 1 (Regeln fiir die Quantoren (Forts.))

Einfiihrung des Existenzquantors:
(t)
Ix¢(x)

Dabei muss t in der Formel ¢(x) frei einsetzbar fiir x sein.

(3N

Beseitigung des Existenzquantors:

[o(y)]
D

Ix¢(x) Y
(2

Dabei muss fiir alle x € ( Hyp(@)\{¢(y)}) u{vy} gelten:
y #FV(X).

(3E)



Regeln fiir die Quantoren

Beispiel:

Vy(t=y »y=t)
IVy(x=y >y =x)

(3N

In der Formel ¢(x) =gef Vy(x =y — y = x) ist der Term ¢t frei
einsetzbar fiir x. Entsprechend darf man von der Pramisse ¢(t) aus
schlieBen.

Anstatt von ¢(t) hatte man auch von ¢(x) aus schlieBen kénnen,
da in ¢(x) auch x frei einsetzbar ist.



Regeln fiir die Quantoren

Bemerkung:

Ohne Verwendung der vereinfachenden Notation miissen die
Regeln folgendermaBen geschrieben werden:

olt/x] (a0 statt ) (a1
Ix¢p Ixp(x)
[oly/x]] [6(y)]
o statt o
Ix¢ (4 ) Ix¢(x) G )



Die Kalkiile NK und NK’

Definition 2 (Die Kalkiile NK und NK)
Der Kalkiil NK" umfasst die folgenden Schlussregeln:

m den Schlussregeln fiir die Junktoren A, — und RAA;

m den Schlussregeln fiir den Quantor V.

Der Kalkiil NK umfasst die folgenden Schlussregeln:
m den Schlussregeln fiir die Junktoren —, A, v, >, <> und RAA,;

m den Schlussregeln fiir die Quantoren V und 3.



Die Kalkiile NK und NK’

Semantisch kann der Existenzquantor durch den Allquantor und
die Negation ausgedriickt werden. Im Folgenden dieser
Zusammenhang im Kalkiil des Natiirlichen SchlieBens diskutiert.
Dabei sind zwei Fille zu unterscheiden:

In NK gehort der Existenzquantor genuin zum Alphabet der
formalen Sprache und hat eigene Schlussregeln. Auf dieser
Grundlage wird im Kalkiil NK gezeigt:

Ixp4+-Yx-¢p sowie Vx¢-r-dx-¢
In NK’ ist der Existenzquantor eine abkiirzende Schreibweise.
Die Formel 3x¢ kiirzt die Formel —Vx-¢ ab. Hier stehen die
Schlussregeln fiir den Existenzquantor im Kalkiil NK’ nicht
zur Verfligung und miissen entsprechend bewiesen werden.



Die Kalkiile NK und NK’

Theorem 3 (Genuiner Existenzquantor)

Gehért der Existenzquantor genuin zur Sprache £ und stehen seine
Schlussregeln zur Verfiigung, dann gilt fiir beliebige £-Formeln ¢
und Variablen x im Kalkiil NK:

Axp 4+ -Vx-¢
VXp A+ -dx-¢



Die Kalkiile NK und NK’

Theorem 4 (Existenzquantor als Abkiirzung)

Ist der Existenzquantor eine abkiirzende Schreibweise, dann sind
die Schlussregeln fiir den Existenzquantor giiltig. Es gilt also im
Kalkiil NK':

Sei ¢(x) eine £-Formel, so dass ein Term t frei in ¢ fiir eine
Variable x einsetzbar ist. Dann gilt: ¢(t)+ Ixd(x).

Sei ¢(x) eine £-Formel. Desweiteren sei ' U {x} c £
Formelmenge mit: y ist eine Variable, die in keiner Formel
el u{x} frei vorkommt, und es gilt T', $(x) + x vermdge
einer Ableitung ©,.. Dann gilt auch: T', 3x¢p(x) - x.



Bemerkungen:

Die letzten beiden Theoreme zeigen, dass wir in der Praxis
nicht unterscheiden miissen, ob der Existenz-Quantor genuin
zur Sprache gehért oder nicht.

Wir werden jeweils von dem Fall ausgehen, der einfacheres
Arbeiten verspricht. So werden wir bei Induktionen iiber
Formel- und Beweisaufbau zumeist von Abkiirzungen
ausgehen, bei konkreten Ableitungen die SchluBregeln
dennoch verwenden.

Ebenfalls gilt Theorem 10.12 analog, wenn man ,, 4" durch
" ersetzt und auf NK’ bzw. NK bezieht.



Regeln fiir die Identitat

Definition 5 (Regeln fiir die Identitat)
Fiir das Gleichheitszeichen gelten folgende Regeln:

Reflexivitat:

- (IRy)
t=t
Dabei ist t ein beliebiger Term.
Symmetrie:
t;.s (IRy)
s=t

Dabei sind s, t beliebige Terme.



Regeln fiir die Identitat

Definition 5 (Regeln fiir die Identitat (Forts.))

Transitivitat:
S=r r=t
s=t

(IRs)

Dabei sind s, t, r beliebige Terme.
Einsetzbarkeit (Substitutivitat) in Terme:
t1=s1 ... th=5s,
t[t/z]=t[5/z]

Dabei sind t1,...,t,,s1,...,5, beliebige Terme.

(IR4)



Regeln fiir die Identitat

Definition 5 (Regeln fiir die Identitat (Forts.))

Einsetzbarkeit (Substitutivitat) in Formeln:

t; = R t
1=51 Z Sn (b(t) (IRs)
¢(3)
Bemerkung:
Dabei sind t1,...,tp,s1,...,5, Terme, deren freie Einsetzbarkeit in

der Formel ¢ vorausgesetzt ist.
Es soll aber eigentlich nicht gefordert sein, dass der Term ¢; an
jedem freien Vorkommen durch s; ersetzt wird (1 <7< n).



Regeln fiir die Identitat

Definition 5 (Regeln fiir die Identitdt (Forts.))

Einsetzbarkeit (Substitutivitat) in Formeln
t1=S1 ... th=s, d)[f/z]

¢[s/2]

(IRs)

Bemerkung:
Man muss eine Formel ¢ rekonstruieren, so dass ¢[t/Z ] zur
Pramisse wird und ¢[s/z ] zur Konklusion.

Dabei kdnnen in ¢ durchaus schon einige der Terme t; vorkommen.
Das sind gerade diejenigen, die nicht ersetzt werden sollen.



Regeln fiir die Identitat

Bemerkung:
Die Regel (/IRy) ist die einzige Schlussregel im Kalkiil des
Natiirlichen SchlieBens, die keine Pramissen hat.

Damit kann diese Regel als Axiom (genauer: Axiom-Schema)
angesehen werden.

Damit zeigt die folgende Ableitung + Vx(x = x):
- (IRy)
X =X
(v
Vx(x = x)

Die Alleinfiihrung ist erlaubt, da es wegen (/R;) keine offenen
Annahmen gibt, in denen x frei vorkommt.



Redundanz von Regeln

Proposition 6

Die Schlussregeln (IR») und (IR3) sind durch Anwendungen von
(IR1) und (IRs) herleitbar.

Bemerkung:

Diese Eigenschaft besagt, dass wir eigentlich “zuviele” Regeln fiir
die Identitat eingefiihrt haben.

Die allgemeine Substitutivitat (/Rs) ist so stark, dass sich zwei
wesentliche charakteristischen Eigenschaften der Identitat,
Symmetrie und Transitivitdt, daraus ableiten lassen.

Da diese beiden Eigenschaften jedoch regelmaBig verwendet
werden, verwendet man die ableitbaren Regeln dennoch.



Redundanz von Regeln

Beweis:

Redundanz von (IR»).

Seien t und s beliebige Terme, x eine Variable, die nicht in ¢t
vorkommt.

Setze ¢(x) =qef (x = t).

Die Terme t und s sind in ¢ frei einsetzbar fiir x und es gilt:

6(t) = o[t/x] = (£2 1) und 6(s) = @ls/x] = (s = 1)

Die Behauptung folgt mit folgendem Ableitungsbaum:
(IRy) — (IRy)

t=s o(t) . t=s t=t
(IRs) B (IRs)

o(s) s=t




Redundanz von Regeln

Redundanz von (/R3).

Seien t, s, r beliebige Terme, x eine Variable, die nicht in r
vorkommt.

Setze ¢(x) =ger (x = t).

Die Terme s und t sind in ¢ frei einsetzbar fiir x und es gilt:

o(r)=o[t/x] = (r=t) und @(s)=@[s/x] = (s = t)

Die Behauptung folgt mit folgendem Ableitungsbaum:

(IRy) —S=C (R,

r=s ’ o(r) = r=s ’ r=t

(IRs) - (IRs)
o(s) s=t




Redundanz von Regeln

Bemerkung:

Die Regel (/R1) kann auf Terme t beschrankt werden, die entweder
eine Variable x oder eine Konstante ¢ sind.

Fiir aus Funktionszeichen zusammengesetzte Terme t ergibt sich
mit der Regel (IRs) Ht = t.

Wiirde man zudem bei (/R4) Konstanten als 0-stellige

Funktionszeichen zulassen, dann kann die Regel (/Ry) auf
Variablen x eingeschrankt werden.



Die Kalkiile NK- und NK.

Definition 7 (Die Kalkiile NK= und NKZ)
Der Kalkiil NK. umfasst die folgenden Schlussregeln:

m den Schlussregeln fiir die Junktoren A, — und RAA;
m den Schlussregeln fiir den Quantor V;

m den Schlussregeln fiir die ldentitat =.

Der Kalkiil NK:- umfasst die folgenden Schlussregeln:
m den Schlussregeln fiir die Junktoren —, A, v, —, <> und RAA,;
m den Schlussregeln fiir die Quantoren V und 3;

m den Schlussregeln fiir die Identitdt =.



Korrektheit von NK’

Theorem 8 (Korrektheit von NK')

Fiir jede Formelmenge I € £ und jede Formel ¢ € £ gilt:
Wenn T+ ¢, dann T k ¢.

Beweis:

Betrachte zun&chst folgende Aussage:

2 gilt: Hyp(D)k ¢.

Zeige dies durch Induktion iiber den Aufbau von Beweisen:

Fiir jede Ableitung



Korrektheit von NK’

I. Induktionsanfang:

D = ¢: Damit ¢ € Hyp(®), und die Aussage gilt trivialerweise.

Il. Induktionsvoraussetzung:

Die Behauptung (*) gelte fiir die Ableitungen ©1 und ©5.

I1l. Induktionsschluss:

Wir fassen die Konjunktion zur Vereinfachung als definiert auf.

Es gibt daher vier Fille zu unterscheiden.



Korrektheit von NK’

D= 5 b - Hyp(®) = Hyp(D1) u Hyp(D>)

Zu zeigen ist:  Hyp(D)E.

Sei 2 beliebige £-Struktur, v eine Belegung mit:  2(E  Hyp(D).
Nach IV gilt: 2AE ¢ und AE, ¢ - ).

Damit gilt schon: AE .

Also gilt fiir jede £-Struktur 2l und jede Belegung v:

Wenn 2k, Hyp(®), dann 2AE 1.

Damit gilt aber schon: Hyp(®) E .



Korrektheit von NK’

[4]

D1
D=, Hyp(®) € Hyp(D1)

— (=D
¢

Angenommen Hyp(D) § ¢ — 1.
Dann gibt es eine £-Struktur 2 und eine Belegung v mit:
AE, Hyp(®D) und A ¥, ¢ - ).
Damit gilt insbesondere: Ak ¢ und A 1.
Mit Hyp(®1) € Hyp(®) u {¢} folgt daraus: 2AE Hyp(D1).
Aus der IV folgt damit: 2AF . WIDERSPRUCH!
Also doch: Hyp(D)E ¢ — 1.



Korrektheit von NK’

D= 9y) wny  TYR(D)=Hyp(D1)
Vxp(x)

Angenommen Hyp(D) £ Vx¢(x).

Das bedeutet, dass es eine £-Struktur 2 = (A, ...) und eine

Belegung v gibt mit: A Hyp(®) und A} Vxo(x).

Aus letzterem folgt, dass es ein a € A gibt mit: [[¢ (x)]]

Mit Uberfiihrungslemma: [[qb(y)]] =0 (»)

vly~a]

v[x—a] —

Aufgrund der Schlussregeln gilt fiir jedes x € Hyp(®D): y ¢ FV(x).
Mit Hyp(®) = Hyp(®D1) gilt 2AF, Hyp(D1), und mit dem
Koinzidenzlemma folgt daraus: 2, ., Hyp(D1).

Also mit IV: A, .1¢(y).  WIDERSPRUCH zu ().



Korrektheit von NK’

D= Vx¢(x) wey HYP(®) =Hyp(D1)
(1)
Nach IV gilt: Hyp(D) E Vx¢(x).
Sei t beliebiger Term, der fiir x frei einsetzbar ist in ¢(x).

Sei 2 = (A, ...) eine £-Struktur und v eine Belegung mit:

Ak, Hyp(D).

Nach IV gilt: 2AE  Vx¢(x).

Also [[qﬁ(x)]]%‘[xw] =1 fiir jedes a € A, also auch fiir a = [t]]* € A.

Mit dem Uberfiihrungs-Lemma gilt damit:
1= [[Cb(x)]]?,l[x,_,[[t]]gl] = [[¢(t)]]?/1
Damit gilt schon: Hyp(®) E ¢(t).



Korrektheit von NK’

Insgesamt wurde damit gezeigt:

D gilt: Hyp(D) E¢.

Fiir jede Ableitung &

Zeige nun die eigentliche Aussage:

Es gelte [+ ¢.

Also gibt es eine Ableitung 2, die dies zeigt.

Insbesondere gilt dann auch: Hyp(D) + ¢.

Nach der oben gezeigten Aussage gilt: Hyp(D) [ ¢.

Aus Hyp(®) c T folgt schlieBlich: I E ¢.

Damit ist die Korrektheit des Kalkiils gezeigt. O



Korrektheit von NK’

Bemerkungen:

Der Kalkiil NK ist ebenfalls korrekt.

Die Kalkiile NK= und NK” sind ebenfalls korrekt, da die
Axiome und Regeln fiir die Gleichheit aufgrund der
»inhaltlichen" (metasprachlichen) Identitat auch semantisch
giiltig sind.



Substitutionssatz (fiir NK")

Theorem 9 (Substitutionssatz fiir NK')

Es sei [ c £ eine Formel-Menge, ¢ € £ eine Formel und t ein
beliebiger Term, der fiir eine Variable x in ¢ frei einsetzbar ist.

Dann gilt: Wenn T -y ¢, dann T[t/x] -k ¢[t/x].

Bemerkung:

Das Theorem ist auch fiir die Kalkiile NK, NK= und NK. giiltig.
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