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Vorwort

Die zweistiindige Vorlesung ,,Mathematische Logik I“ habe ich mehrfach am
Wilhelm-Schickard-Institut fiir Informatik der Universitiat Tiibingen gehalten,
zuletzt im Wintersemester 2008/09.
Ich habe mich dabei in vieler Hinsicht auf das Lehrbuch ,,Logic and Structure®
von Dirk van Dalen gestiitzt, ohne das in jedem Einzelfall kenntlich zu machen.
Allerdings bin ich nicht van Dalens Vorgehen gefolgt, fiir jede betrachtete Struk-
tur eine Spracherweiterung vorzunehmen, die Namen fiir alle Gegenstdnde des
Universums bereitstellt, sondern habe durchgéngig Belegungen betrachtet. Das
schien mir, wenn man den modelltheoretischen Zugang zur Logik in das Zentrum
einer Anfiingervorlesung stellt, angemessener zu sein (auch wenn mir, so wie auch
van Dalen, fiir die fortgeschrittene Perspektive der beweistheoretische Zugang
nédher steht). Ferner habe ich, sowohl was die Notation als auch was manche
Begriffe und Beweise angeht, Material aus der (durch ein Skriptum dokumentier-
ten) gleichnamigen Vorlesung meines Kollegen Ulrich Felgner benutzt, die dieser
regelméfBig am Mathematischen Institut gehalten hat.
René Gazzari hat das Skriptum nicht nur technisch erstellt, sondern in vielen
Teilen selbsténdig formuliert, mich auf zahlreiche Fehler und Ungenauigkeiten
aufmerksam gemacht und in solchen Fillen immer detaillierte und gut durchdach-
te Losungsvorschlige vorgelegt. Insofern ist er weit iiber den iiblichen Beitrag
eines Skriptenautors hinaus an diesem Skriptum beteiligt.
Gefundene Fehler diirfen gerne behalten werden, wir wiirden uns aber {iber eine
Abgabe freuen:

psh@informatik.uni-tuebingen.de, gazzari@informatik.uni-tuebingen.de

Juli 2009, Peter Schroeder-Heister

Die hier vorliegende Fassung des Skripts wurde von mir fiir die im Wintersemester

2014/15 abgehaltene Vorlesung in einigen Punkten leicht abgeéindert und ergénzt.

Fiir Hinweise auf Fehler oder Ungenauigkeiten bin ich erreichbar unter:
arndt@informatik.uni-tuebingen.de

Oktober 2014, Michael Arndt

Korrekturen, Anderungen und Ergéinzungen.

Wintersemester 2016/17, Thomas Piecha
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AUSSAGENLOGIK SPRACHAUFBAU UND INDUKTION

81 Sprachaufbau und Induktion

In diesem Abschnitt wird die formale Sprache der Aussagenlogik (AL) eingefiihrt.
Zudem werden einige zentrale Konzepte der Logik, wie etwa induktive Definitio-
nen, behandelt.

Vorbemerkung (Sprachebenen). In der Logik werden formale Sprachen
behandelt. Deshalb ist es hier notwendig, zwischen verschiedenen Sprachen
und Sprachebenen zu unterscheiden. Als Objektsprache wird diejenige Sprache
bezeichnet, die in der Logik formal eingefiihrt wird. (Diese ist das ,,Objekt“ der
Untersuchung.) Die Metasprache ist hingegen diejenige Sprache, in der iiber die
Objektsprache gesprochen wird.

1.1 Definition (Alphabet). Das Alphabet der Sprache der Aussagenlogik
besteht aus folgenden (objektsprachlichen) Zeichen:

(1) Aussagesymbole (Aussagevariablen): po,p1,p2,. ..
AV :={p; : i € N} ist die Menge der Aussagevariablen.

(2) Junktoren (Konnektive, Verkniipfungszeichen, engl.: connective):
O-stellig: L (das Falsum, die Absurditét)
1-stellig: — (die Negation)
2-stellig: A (die Konjunktion, das Und-Zeichen),
V  (die Disjunktion oder Adjunktion, das Oder-Zeichen),
— (das Konditional oder die Subjunktion, der Implikations-Pfeil),
¢ (das Bikonditional oder die Bisubjunktion, der Aquivalenz-Pfeil)

(3) Hilfszeichen: (,) (Klammer-Zeichen)

Bemerkungen.

(1) Die Klammern werden benétigt, da wir eine Infix-Notation fiir die Objekt-
sprache verwenden werden. In Prafix-Notation (polnische Notation) kann
auf die Klammern verzichtet werden.

(2) Als Metavariable (Variable in der Metasprache) verwenden wir hiufig o fiir
die zweistelligen Junktoren und p, ¢, r fiir die Aussagevariablen.

1.2 Definition (Formel). Die Menge PROP der AL-Aussagen (oder AL-
Formeln, engl.: propositions) ist durch folgende induktive Definition erklért:

(1) Fiir jedes k € Nist p, € PROP.

(2) L € PROP.

(3) Wenn ¢ € PROP, dann —¢ € PROP.

(4) Wenn ¢ € PROP und ¢ € PROP, dann (¢ o ¢) € PROP.

Die Aussagevariablen und das Falsum werden auch als atomare Formeln oder
Atome bezeichnet. ATM := AV U{ L} ist entsprechend die Menge der Atome.
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Bemerkungen.

(1) ¢ und v werden hier als Metavariablen fiir beliebige Zeichenketten iiber
dem Alphabet verwendet; in Zukunft zumeist nur noch als Metavariablen
fiir Formeln aus PROP.

(2) In der Aussagenlogik unterscheiden wir nicht zwischen Aussagen und For-
meln. Diese Unterscheidung wird erst in der Préadikatenlogik relevant.

(3) Die Klauseln (1)-(4) in der Definition von AL-Aussagen kénnen auch als
formale Regeln eines Bildungskalkiils fiir AL-Formeln aufgefasst werden.
PROP ist dann die Menge der in diesem Kalkiil ableitbaren Ausdriicke.

Konvention (Klammerersparnis). Um Formeln lesbarer aufzuschreiben,
wird folgende Konvention zur Klammerersparnis eingefiihrt:

(1) AuBenklammern diirfen weggelassen werden.

(2) Konjunktion (A) und Disjunktion (V) binden stirker als Konditional (—)
und Bikonditional (+).

Die Klammern werden lediglich im Aufschrieb weggelassen, miissen aber bei den
Formeln weiterhin mitgedacht werden. So &dndert sich etwa die Anzahl der in
einer Formel vorkommenden Zeichen durch die Klammerersparnis nicht.

Notation. Das Zeichen = bedeutet ist von der Form, ist syntaktisch gleich
(,,Zeichengleichheit“) und wird vor allem fiir die syntaktische Gleichheit von
Formeln verwendet. Bei der Verwendung von = ist insbesondere zu beachten,
dass diese unabhéngig von der Klammerersparnis ist.

Beispiele (=).
(1) (poAp1)=poAp1 (Links und rechts stehen die gleichen Zeichen; rechts

wurden die Klammern mit der Klammerersparnis nicht explizit hingeschrie-
ben.)

(2) —poAp1 # —~(poAp1) (Links und rechts ist das erste Zeichen eine Negation,
links folgt darauf die Aussagevariable pg, rechts eine Klammer, die, da sie
keine Auflenklammer ist, nicht weggelassen werden darf.)

Induktionsprinzip. Jeder induktiven Definition (wie etwa der Definition
der AL-Formeln) entspricht ein Induktionsprinzip. Die induktive Definition
beschreibt, wie ein Bereich (Gegenstands-Bereich, Zahlbereich) aufgebaut wird;
das Induktionsprinzip sagt, wie dann Beweise iiber diesen Bereich in entspre-
chenden Schritten gefithrt und damit Behauptungen, die fiir alle Objekte dieses
Bereichs gelten, bewiesen werden.

Beispiel zum Induktionsprinzip (Natiirliche Zahlen). Die Menge der
natiirlichen Zahlen N ist die kleinste Menge X (der Schnitt iiber alle derartigen
Mengen), die Folgendes erfiillt:

(1) 0eX.
(2) Wennn € X, dann n’ € X.

Hierbei ist n’ der Nachfolger von n.
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Aussagen A iiber diesen Zahlbereich (Aussagen, die fiir jedes n € N gelten)
werden mit der gewohnten vollstindigen Induktion gefiihrt. Das bedeutet:

Theorem. Sei A eine Aussage, so dass A(0) gilt und aus A(n) schon A(n’)
folgt. Dann gilt die Aussage A(n) fir jedes n € N.

Beweis. Betrachte X := {n € N : A(n)}. Offenbar ist X C N.

Ferner gilt nach Annahme iiber A: 0 € X, und mit n € X folgt schon n’ € X,
d.h. (1) und (2) gelten. Damit ist aber N C X, da N die kleinste derartige Menge
ist.

Also ist N = X, und die Aussage ist bewiesen. QED
Diese Korrespondenz zwischen einer induktiven Definition und einem Induk-

tionsprinzip gilt allgemein, insbesondere auch fiir die induktive Definition der
AL-Formeln.

1.3 Theorem (Induktionsprinzip fiir AL-Formeln).
Sei A eine Eigenschaft, so dass Folgendes gilt:

(1) Fiir jedes k € N:  A(pg)-
(2) A(L).
(3) Wenn A(yp), dann A(—p).

(4) Wenn A(yp) und A(y), dann A((¢ 0 v)).
Dann gilt A(yp) fiir jede Formel ¢ € PROP.

Beweis. Betrachte die Menge X := {¢ € PROP : A(p)}. Offenbar ist X C
PROP.

Zunachst gilt:  fiir jedes k € N ist pp, € X. Weiterhin ist L € X.

Ferner: mit p,1 € X ist ¢ € X und (po) € X.

Damit gelten (1)-(4).

Da PROP die kleinste derartige Menge ist, gilt: PROP C X.

Damit gilt PROP = X, und die Behauptung ist gezeigt. QED

Bemerkung. Das Theorem hat eine zentrale Bedeutung, da es die Begriindung
dafiir ist, dass Eigenschaften von Formeln per Induktion {iber dem Formelaufbau
gezeigt werden konnen.

Beispiel (Induktion iiber dem Formelaufbau). Mit oben bewiesenem
Induktionsprinzip soll folgende (einfache) Behauptung ausfiihrlich gezeigt werden:
Fiir jede Formel ¢ € PROP gilt, dass in ¢ eine gerade Anzahl von Klammern
vorkommt.

Beweis. (Per Induktion iiber dem Aufbau von ¢.)

Induktionsanfang (TA): Zeige die Aussage fiir atomare Formeln:

1: Beim Falsum (L) kommen 0 = 2 - 0 Klammern vor. Also ist die Aussage
fiir L richtig.

pr: Bel jeder Aussagevariable pi (k € N) kommen 0 = 2 - 0 Klammern vor.
Also ist die Aussage fiir alle Aussagevariablen richtig.
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Induktionsvoraussetzung (IV): Angenommen, die Aussage ist richtig fiir p, 1) €
PROP, d.h. fiir gewisse n,m € N kommen 2n Klammern in ¢ und 2m
Klammern in ¢ vor.

Induktionsschritt (IS): Zeige die Aussage fiir zusammengesetzte Formeln:

—p: Die Formel —p hat ebenso wie die Formel ¢ 2n viele Klammern. Damit
ist die Anzahl der Klammern ebenso gerade und die Aussage ist richtig
fir —e.

(¢ 01): Die Formel (¢ o) hat dann 2n 4+2m +2 = 2 (n +m + 1) viele
Klammern. Damit ist die Anzahl der Klammern gerade und die Aussage
ist richtig fiir (¢ o ¥).

Damit gilt die Aussage fiir alle Formeln ¢ € PROP. QED

1.4 Definition (Bildungsfolge). Sei ¢ € PROP eine Formel. Eine Bildungs-
folge (engl.: formation sequence) von ¢ (auch: fiir ¢) ist eine Ableitung in dem
Kalkiil, der durch die Bildungsregeln fiir AL-Formeln vorgegeben wird.

Das heif}t, eine Bildungsfolge von ¢ ist eine Folge ¢g, ¢1,...,©n = ¢, so dass
fiir jedes i (0 < i < n) einer der folgenden Fille gilt:

(1) ¢; ist atomar.
(2) @i =~ mit 0 < k <.

(3) @i = (pr o) mit 0 <kl <i.

Bemerkungen (Bildungsfolgen).

(1) In einer Bildungsfolge fiir ¢ konnen irrelevante Bestandteile vorkommen.
(So kénnen in einer bestehenden Bildungsfolge fiir ¢ vor jedem Folgenglied
beliebige atomare Formeln eingefiigt werden. Die Folge bleibt dabei eine
Bildungsfolge fiir ¢).

(2) Jedes (echte) Anfangsstiick einer Bildungsfolge ist selbst eine Bildungsfolge
(moglicherweise fiir eine andere Formel).

(3) Entsteht eine Folge aus dem Hintereinanderschreiben von zwei Bildungsfol-
gen, so ist diese ebenfalls eine Bildungsfolge.

Bemerkung. Im folgenden Theorem (und in seinem Beweis) wird ¢ ausnahms-
weise wieder als Metavariable fiir beliebige Zeichenketten, nicht nur fiir Formeln,
verwendet.

1.5 Theorem (Bildungsfolgen). Bildungsfolge PROP ist die Menge aller
Ausdriicke ¢, fiir die es eine Bildungsfolge gibt.

Beweis.  Sei F die Menge aller Ausdriicke, fiir die es eine Bildungsfolge gibt.
Zeige: PROP C F durch Induktion iiber dem Formelaufbau.

TA: Atomare Aussagen (das Falsum und Aussagevariablen) sind (nach Defini-
tion) schon einelementige Bildungsfolgen.

- 10 -
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IV:  Seien ¢q,...,0n = @ und vy, ..., %Y, = ¥ Bildungsfolgen fiir ¢,9 €
PROP mit n,m € N.

IS:  Fiir zusammengesetzte Formeln gilt:
—: Die Folge (©o, ..., ¢n, 7p) ist eine Bildungsfolge fiir —.
(¢ o 1): Die Folge (¢o,...,¢n, %0, ... ®m, (¢ o)) ist eine Bildungsfolge fiir
(pot).
Damit ist jedes ¢ € PROP schon Element von F und PROP C F.
Zeige nun F C PROP. Wir zeigen durch Induktion nach n die etwas stérkere

Aussage, dass fiir alle Bildungsfolgen (i, ..., p,) der Linge (n + 1) und dort
fiir alle Folgenglieder ¢, (0 < k < n) gilt: ¢; € PROP.

TA: (g ist nach Definition von Bildungsfolgen eine atomare Formel. Es gilt
also o € PROP.

IV:  Die Aussage gelte fiir jede Bildungsfolge ¢, . .., ©n.

IS:  Sei {po,.-.,Pn, Pnt1) eine (lingere) Bildungsfolge.
Fiir jedes £k mit 0 < k < n+ 1 gilt: ¢y ist auch in der Bildungsfolge
{¢0, - -, pn). Also ist nach Induktionsvoraussetzung ¢, € PROP.
Nach Definition von Bildungsfolgen gilt fiir ¢,,11 einer der folgenden Félle:

(1) @p41 ist atomar, also ¢,+1 € PROP.

(2) pnt1 = " mit 0 < k <n. Damit ist ¢ Folgenglied der Bildungs-
folge {@o, ..., ®n), und nach Induktionsannahme gilt: ¢ € PROP.
Damit ist aber ¢, € PROP nach Definition von PROP.

(3) ©n+1 = (pr o) mit 0 < k,I <n. Damit sind ¢, und ¢; Folgen-

glieder der Bildungsfolge (¢, ..., ¢n), und nach Induktionsannahme
gilt: ¢, o € PROP.

Damit ist aber (pr o ;) € PROP nach Definition von PROP.

Damit wurde insbesondere gezeigt, dass fiir jede Bildungsfolge (¢g, . .., @) gilt:
pn € PROP. Damit F C PROP. QED

Rekursionssatz. Der folgende Rekursionssatz gewihrleistet, dass durch rekur-
sive Definitionen iiber der Menge PROP eingefiihrte Funktionen wohldefiniert
sind. Damit hat der Rekursionssatz eine dhnlich zentrale Bedeutung wie das
Induktionsprinzip. In dieser Weise wird spéter z.B. die Semantik der AL definiert.

1.6 Theorem (Rekursionssatz/Definition durch Rekursion). Seien fiir
eine beliebige Menge A # & Abbildungen H, : Ax A — A, H, : A — A und
Hary : ATM — A gegeben.

Dann gibt es genau eine Abbildung F' : PROP — A mit:

(1) fiir jedes ¢ € ATM :  F(p) = Harm(p)
(2) F(=p)=H-(F())
(3) F((po9)) = Ho(Fle), F(¢))

11 -
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Beweis. Zu zeigen ist die Existenz und die Eindeutigkeit der Abbildung F'.

Ezistenz:
Sei F* C PROP x A die kleinste Menge, die folgende Bedingungen erfiillt:

e Fiir jedes atomare ¢ € PROP:  {(p, Harm(p)) € F*
e Falls (p,a) € F*, dann auch: (-, H_(a)) € F*

e Falls (p,a), (¥, by € F*, dann auch: ((p o)), Ho(a,b)) € F*

Fiir jedes ¢ € PROP gibt es ein a € A mit (¢, a) € F*. (Leichte Induktion {iber
dem Formelaufbau von ¢.)

Ebenfalls gilt: Dieses a ist fiir jedes ¢ eindeutig bestimmt. (Erneut Induktion
iiber dem Formelaufbau; hier geht die Minimalitét von F* wesentlich ein.)
Damit: Sei F': PROP — A : ¢ — a mit (p,a) € F*. F ist offensichtlich eine
Abbildung, die (1)-(3) erfiillt. Damit ist die Existenz gezeigt.

FEindeutigkeit:
Seien F, G zwei Abbildungen, die beide (1)-(3) erfiillen. Zeige, dass dann fiir jede
Formel ¢ € PROP gilt: F(p) = G(p)

® atomar: Wegen (1) gilt:  F(¢) = Harm(p) = G(p)
IV:  Fir ¢, ¢ gelte F(p) = G(y).
—: Mit (2) und IV gilt:

av)

F(=p) = H-(F(¢)) = H-(G(¢)) = G(=p)

(¢ o1): Unter Verwendung von (3) analog zum Fall —.

Insgesamt wurde die Existenz und Eindeutigkeit der Funktion F' gezeigt. QED

Im Folgenden werden nun einige Anwendungen des Rekursionssatzes, also rekur-
sive Definitionen, angegeben.

1.7 Definition (Strukturbaum). Fiir eine Formel ¢ € PROP ist ihr Struk-
turbaum (auch: Gliederungsbaum, engl. parsing tree) T(p) wie folgt rekursiv
definiert:

(1) fir o € ATM :
T(p):= e ¢

12 -
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1.8 Definition (Rang). Fiir eine Formel ¢ € PROP ist ihr Rang rg(y) wie
folgt rekursiv definiert:

(1) firpoe ATM: rg(p):=0
(2) rg(-p) =rg(p) +1
(3) rg((pov)) :=max{rg(p),rg(v)} + 1

1.9 Definition (Teilformel). Fiir eine Formel ¢ € PROP ist sub(y), die
Menge aller Teilformeln von ¢, wie folgt rekursiv definiert:

(1) fiir p € ATM: sub(y) :={p}
(2) sub(=y) := {~p} Usub(p)

(3) sub ((po1)) = {(pot)} U (sub(yp)Usub(s))

Eine Formel 1) ist Teilformel einer Formel ¢, falls 1) € sub(yp).

Eine Formel ¢ ist echte Teilformel einer Formel ¢, falls ¢ € sub(y) und 9 # .
Statt ¢ € sub(y) schreiben wir auch: 1 < .

Falls dabei ¥ # ¢, so schreiben wir: 1 < .

Ranginduktion. Man kann Aussagen iiber Formeln durch Induktion iiber
ihrem Rang beweisen. Dies ist eine Induktion iiber den natiirlichen Zahlen im
iiblichen Sinne. Wir formulieren hier das Prinzip der Ranginduktion als Prinzip
der Wertverlaufsinduktion, bei der man nicht von n auf n + 1 schliefit, sondern
von < n auf n. Insbesondere ist bei dieser Induktion kein Induktionsanfang nétig.
(Warum?)

Der Beweis des folgenden Satzes zeigt, dass die Ranginduktion aus der Induk-
tion iiber dem Formelaufbau gewonnen werden kann, dass wir also auf ein
eigenstdndiges arithmetisches Induktionsprinzip verzichten kénnen. Dies gilt
entsprechend auch an spéteren Stellen, z.B. bei Induktionen iiber der Lange von
Beweisen.

1.10 Theorem (Ranginduktion). Sei A eine Eigenschaft, so dass Folgendes
fir Formeln i) € PROP gilt:

(x) Aus A(yp) fir alle Formeln ¢ mit rg(p) < rg(y) folgt A(y).
Dann gilt A(yp) fiir jede Formel ¢ € PROP.

Etwas formaler:

Wenn fiir alle v € PROP gilt, dass,
wenn fiir alle ¢ € PROP gilt, dass,
wenn rg(p) < rg(¢), dann A(p),
dann auch A(v)),
dann gilt fir alle ¢ € PROP: A(y).

Beweis. Es sei A eine Eigenschaft mit (x).
Zeige zunichst durch Induktion iiber dem Formelaufbau:

Fiir alle ¢ € PROP und alle ¢ € PROP: Wenn rg(p) < rg(¢), dann A(yp).

- 13 -
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) atomar: Trivialerweise gilt fiir alle Formeln ¢ mit rg(p) < rg(y) (es gibt
keine solchen!) schon A(y).

IV:  Angenommen, die Aussage ist von ¢ und o erfiillt.
—1p: analog zum Fall (¢ o o) unten.

(1 o 0): Ohne Beschrinkung der Allgemeinheit kénnen wir annehmen, dass
rg(y o o) =rg(¥) + 1.
Angenommen, es gibt eine Formel 7 mit rg(7) < rg(v o o), so dass A(7)
nicht gilt.

Dann kann 7 aufgrund der IV keinen kleineren Rang haben als 1. Also
gilt: rg(r) = rg(v).

Insbesondere gilt damit fiir alle Formeln ¢ mit kleinerem Rang als 7 schon
A(p). Mit (x) folgt nun A(7). WIDERSPRUCH

Also gilt fiir alle Formeln ¢ mit rg(p) <rg(¥oo):  A(yp).

Zeige nun noch: Fiir alle ¢» € PROP ist A(v)).
Sei ¢ € PROP beliebig. Fiir alle Formeln ¢ mit rg(¢) < rg(¢) gilt mit obiger
Induktion A(y). Damit gilt mit (x): A(%). QED

Bemerkung (Induktionsprinzipien). Aus der Ranginduktion ldsst sich um-
gekehrt die Induktion {iber dem Formelaufbau beweisen. Damit sind beide
Induktionsprinzipien gleichwertig.

Es sollen noch einige Beispiele fiir Induktionen gegeben werden:
Beispiel (Transitivitit von <). Die Teilformel-Relation < ist transitiv.
Beweis. Wir zeigen

Wenn ¢ < ¢, dann sub(p) C sub(¢))

durch Induktion {iber dem Rang n der Formel :
Sei 1) € PROP beliebig mit Rang rg(y) = n, wobei n € N.

IV:  Angenommen, die Aussage gilt fiir jede Formel o mit rg(o) < n.

Betrachte beliebige Teilformel ¢ < :

Falls ¢ atomar:
Dann ¢ = ¢. Also sub(p) = sub(¢)) C sub(¢)).

Falls ¢ = —o:
Damit sub(v)) = sub(c) U {—c} fiir ein 0 € PROP mit rg(o) < n.
Falls ¢ € sub(o), dann ist ¢ < ¢ und mit IV gilt:

sub(p) C sub(o) C sub(y)

Ansonsten ist ¢ € {—o}. Damit ist ¢ = .
Und wieder gilt sub(y) = sub(y)) C sub() trivialerweise.

- 14 -
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Falls ¢ = (01 0 03):
Analog zu ¢ = =0 mit ein wenig aufwindigeren Fallunterscheidungen.

Die Transitivitéit von < ergibt sich jetzt wie folgt: Sei ¢ <9 und ¥ < 0.
Dann gilt ¢ € sub(¢)) C sub(o). Also ¢ < 0. QED

Notation (Kardinalitit/Gréfle von Mengen). Fiir eine Menge M ist #M
(auch |M|) die Anzahl ihrer Elemente.

Beispiel (Anzahl von Teilformeln). Ist n die Anzahl der Junktoren in einer
Formel ¢ (die einzelnen Vorkommen), dann ist # sub(y) < 2n + 1.

Beweis. Ubungsaufgabe QED

Beispiel (Eindeutige Lesbarkeit). Zu jeder nicht-atomaren Formel o gibt
es entweder eindeutige Formeln ¢ und 9 mit o = (¢ 0 1) oder eine eindeutige
Formel ¢ mit o = —¢p.

Beweis. Ubungsaufgabe QED

- 15 -
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82 Semantik

In diesem Abschnitt wird die Semantik fiir die formale Sprache der Aussagenlogik
(AL) eingefiihrt. Zentrale Begriffe in diesem Abschnitt sind Belegungen und
Bewertungen.

Die Semantikfunktion weist jeder AL-Aussage eine Bedeutung zu. Die moglichen
Bedeutungen einer AL-Aussage sind die Wahrheitswerte wahr und falsch. Zur
Vereinfachung der Darstellung stehe 1 fiir wahr und 0 fiir falsch.

2.1 Definition (Wahrheitstafeln/Wahrheitsfunktionen). Wahrheitstafeln
beschreiben Wahrheitsfunktionen fiir 0-, 1- und 2-stellige (spéter auch n-stellige)
Junktoren. Das sind Abbildungen f : {0,1}™ — {0,1}. Mit ihrer Hilfe werden
Bewertungen definiert.

Die Wahrheitstafeln fiir die einzelnen Junktoren sehen wie folgt aus:

el | eANY VY| o= | oo
n o | 00| 0 0 1 1
— ; 0|1 ; o0]1 0 1 1 0
0 0 110 o0 1 0 0

11 1 1 1 1

Die so definierten Funktionen kénnen aufgrund der Wahl der Wahrheitswerte
auch arithmetisch dargestellt werden:

J_I fJ_():O
- fo(z)=1-=x

(
fa(z,y) =min(z,y) =z -y
(z,y

Az

Vi fulz,y) =max(z,y) =z4+y—x-y

= fo(zyy)=1l—2az+4z-y (Es gilt: f(z,y) =0 gdw. 2 =1 und y = 0)
o folzy) =1-lz—y (Es gilt: fo(2,y) =1 gdw. z =y)

2.2 Definition (Belegung/Bewertung).
(1) Eine Abbildung v : AV — {0, 1} heiit Belegung der Aussagevariablen.

(2) Eine Abbildung [-] : PROP — {0,1} heifit Bewertung, falls fiir alle Formeln
p, % € PROP Folgendes erfiillt ist:
o [L]=11
o [~o] = f-([#])
o [(poy)] = follel [¥])

Die beiden Klammern [ und ] heifilen Semantikklammern und gehen auf Dana
Scott zuriick.
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2.3 Theorem (Eindeutigkeit von Bewertungen). Sei eine Belegung
v: AV — {0,1} der Aussagevariablen gegeben.

Dann gibt es eine eindeutig bestimmte Bewertung [-], : PROP — {0,1}, so dass
fiir jede Aussagevariable p € AV gilt: [p], = v(p).

Beweis. Einfache Anwendung des Rekursionssatzes. QED

Bemerkungen (Induzierte Bewertungen/Notation).

(1) Die im Theorem durch die Belegung v bestimmte Bewertung nennen wir
auch die durch v induzierte Bewertung.

(2) Wenn aus dem Kontext klar hervorgeht, um welche Belegung v der Aussa-
gevariablen es sich handelt, werden wir auch [-] statt [-], schreiben.

2.4 Lemma (Koinzidenz). Sei ¢ € PROP beliebige Formel. Seien v und w
zwei Belegungen derart, dass fiir alle in ¢ vorkommenden Aussagevariablen p

gilt:  v(p) = w(p).
Dann gilt auch: [¢], = [¢]w-

Beweis. Durch Induktion iiber dem Aufbau von ¢.
@ = 1: Nach Definition von Bewertungen gilt: [L], = [L]w-

= pi (k€N): Nach Voraussetzung gilt: [pr], = v(pr) = w(pr) = [Pr]w-
IV:  Angenommen, die Behauptung gilt fiir ¢) und o.

¢ = (¢oo): Davund w auf allen Aussagevariablen von (¢ o0) iibereinstimmen,
tun sie das auch jeweils auf ¢ und o. Damit:

[ ool = fo([]o, [000) = fo([¥]ws [o]w) = [¢ 0 0]

= - analogzu (¢ oo0). QED

2.5 Definition (Eigenschaften von Formeln). Sei ¢ € PROP eine Formel.

v heifdt allgemeingiiltig oder tautologisch,
falls fiir jede Belegung v gilt: [¢], = 1.

@ heilt widerspriichlich oder kontradiktorisch,
falls fiir jede Belegung v gilt: [¢], = 0.

o heifit kontingent,
falls es zwei Belegung v und w gibt mit: [¢], =1 und [¢], = 0.

@ heilt erfillbar oder konsistent,
falls es eine Belegung v gibt mit: [¢], = 1.
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2.6 Definition (Logische Folgerung). Sei I'U{¢} C PROP eine Menge von
Aussagen. Die Formel ¢ heifit (aussagen-)logische Folgerung aus T', falls fiir jede
Belegung v gilt:

Falls [[¢], = 1 fiir jedes ¢ € T" gilt, dann gilt auch [¢], = 1.

Wir schreiben dann I' F ¢.

Bemerkungen (Logische Folgerung).

(1)

Wir schreiben:  1,..., ¢, E @ fir {¢1,...,¢on} F ¢. Weitere Schreibweisen
sind: T,AFE @ fiirt TUAF ¢ sowie T', v E o fiir TU {4} E .

Schreibe I" # ¢, falls ¢ keine Folgerung aus I' ist. Vorsicht! Aus I" # ¢ folgt
im Allgemeinen nicht I' F —¢.

 ist genau dann eine Tautologie, wenn ¢ aus der leeren Menge logisch folgt,
d.h. wenn @ F . Dann schreiben wir auch: F ¢.

Wir lassen zu, dass I' eine unendliche Menge ist. Spéater werden wir zei-
gen, dass man sich bei der aussagenlogischen Folgerung auf eine endliche
Teilmenge ¥ C I' beschridnken kann.

Der Begriff der logischen Folgerung geht auf Bernard Bolzano und Alfred
Tarski zuriick. Deren Idee war, dass logische Folgerung darin besteht, dass
sich die Wahrheit der Pramissen auf die Wahrheit der Konklusion {ibertrégt,
und zwar unabhéngig von der Interpretation der nichtlogischen Zeichen (in
der AL sind das die Aussagevariablen).

Das wird hier so verstanden, dass sich die Wahrheit unter alle Belegungen
der nichtlogischen Zeichen iibertragt.

Beispiel (Logische Folgerung). Folgendes sind logische Folgerungen:

(1)

(2)

pEFEp— 1
Beweis.
pl-e|F|L]le—1
O 1 |v]O0 1
1] 0 0
QED
VY, E
Beweis.
el eV || F |
0|0 0 1 0
01 1 0 0
110 1 1 |v |1
111 1 0 1
QED
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Beispiel. Gilt die Folgerungsbehauptung ¢ V¢, p E 7

o |lY|eVyY | e | E ¢
00 0 0 0
011 1 0 1
110 1 1| Xx1]0
1|1 1 1|v |1

Es gibt zwei Bewertungen, unter denen alle Prémissen wahr sind (3. und 4. Zeile).
Allerdings ist die Konklusion % unter der dritten Bewertung falsch. Es ist also

eV, 0.

Beispiel (AL-Tautologie). Folgende Formel-Schemata repriisentieren aussa-
genlogische Tautologien:

(1) FeVep

Beweis.

e eV e

0 1 1
1 0 1
QED
2) FlleV)A—) =
Beweis.
el eV || (VYA | ((pVP)ATY) = o
010 0 1 0 1
0]1 1 0 0 1
110 1 1 1 1
111 1 0 0 1
QED

2.7 Theorem (Import-Export). Es sei I' eine Menge von Formeln, und
@, € PROP gegeben. Dann gilt:

I', o E 9 genau dann, wenn I' F ¢ — 1.
Beweis. Es sind zwei Richtungen zu zeigen:

,= Es gelte: T'F ¢ — .
Dann gibt es eine Belegung v fiir die Folgendes gilt:

Fiir alle x € T ist zwar [x], = 1, aber ¢ — ¢], = 0.
Unter dieser Belegung gilt insbesondere:

[elo =1 und [¢], =0
Also: T, FE .
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,=" Es gelte: T',pF 1.
Dann gibt es eine Belegung v fiir die Folgendes gilt:
Fiir alle x € " ist [x], = 1 und [¢], = 1, aber [¢], = 0.
Unter dieser Belegung gilt dann:
[ = 9], =0
Also: T E ¢ — 1. QED

2.8 Definition (Logische Aquivalenz). Seien ¢,7 € PROP. Wir nennen
die Aussagen ¢ und ¢ (aussagen-)logisch dquivalent, falls ¢ E ¢ und ¢ F ¢ gilt.
Wir schreiben dann auch ¢ =F .

2.9 Lemma (Logische Aquivalenz). Fiir alle Aussagen ¢, € PROP sind
dquivalent:

(1) ¢ und 9 sind logisch dquivalent.
(2) Fir alle Belegungen v gilt:  [], = [¢¥].-
3) Foo .

Beweis. Ubung. QED

2.10 Lemma (Aquivalenzrelation). Die logische Aquivalenz ist eine Aqui-
valenzrelation auf PROP. Damit gilt fiir alle p,%,0 € PROP:

(1) Reflexivitit: ¢ =F .
(2) Symmetrie: Wenn ¢ =F 1 gilt, dann auch ¢ 9F ¢.
(3) Transitivitit: Wenn ¢ 3F 1 und ¢ 9F o, dann auch ¢ 9F 0.

Beweis. (1) und (2) sind trivial, (3) verbleibt als leichte Ubung. QED

2.11 Lemma (Eigenschaften von F). Seien ¢, % € PROP. Dann gilt:
(1) Wenn ¢ E 9, dann ¢ A ¢ FE .

(2) Wenn ¢ F 9, dann ¢ V ¢ JE 1.
(3) Wenn E ¢, dann ¢ At 3E ).
(4)

Beweis. Beweise hier nur (1), Rest verbleibt als Ubung.

»E¢ Zeige also p Ay E @

Wenn F ¢, dann —¢ V ¢ FF 1.

Sei v eine Belegung mit [¢ A 9], = 1. Damit:

1= [ A¢lo = fallelo, [¥]) = min([ely, [¢1) < [¢lo € {0,1}
Damit bleibt nur [¢], =1, und es gilt: @AY E ¢
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«,
NEhR

Zeige nun ¢ F ¢ A -
Sei dazu v eine Belegung mit: [¢], = 1.

Nach Voraussetzung gilt ¢ F 1. Nach Definition der logischen Folgerung
muss also fiir v gelten: [¢], = 1. Damit:

[[90/\77[}]]71 = f/\([[‘»oﬂva [W)ﬂv) = f/\(lvl) =1-1=1

Damit ist auch ¢ F ¢ A 1 gezeigt. QED

2.12 Lemma (Wichtige logische Folgerungsbeziehungen). Die folgen-
den logischen Folgerungsbeziehungen gelten fiir alle Formeln ¢, x, :

(1)

(2)

()

Kettenschluss:
p=XX 2 PEP =Y
Modus ponendo ponens:
p—=,pFY
Modus tollendo tollens:
¢ =, FE g
Modus tollendo ponens:
VY, mpEY
Modus ponendo tollens:
(P AY), e E Y

Beweis. Leichte Ubungen QED

2.13 Lemma (Wichtige logische Aquivalenzbeziehungen). Die folgenden
logischen Folgerungsbeziehungen gelten fiir alle Formeln ¢, x, 9:

(1)

(2)

Kommutativitdt von A und V:
pANYEIEY A
eVYEaEY Ve
Assioziativitdt von A und V:
(P AY)AXFF QA (P AX)
(V) vxaEeV (¥ VX)

(3) Distributivitdt von A und V:

(VYY) AXFE (e AX)V (P AX)
(eAP)VXFAE(VX)A (P VX)

(4) Absorption:

(eAY)VpAE
(V) NpEEp
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(5) Idempotenz:
pApARYP
pVoAFp

(6) Neutralitdt von L:
eV LEFe

(7) Satz vom Widerspruch:

(8) Doppelte Negation:
- =F @

(9) De Morgansche Gesetze:

“(pAtp) FAE =V )
~(p V) FAFE —p A=)

(10) Negation als Implikation der Absurditét:

p— LEF g
-0 — LEFp

(11) Kontraposition:
P R

(12) Materiale Implikation:
© — ’(/) El= -V ’(/J

(13) Import-/Export-Aquivalenz:
pAY = xAEe = (Y = x)

(14) Implikationsgesetze:

Ay = xFF(p = X
eV = xFF (p = x
X e AYER (X =@
x> eVyIEE(x =

Beuweis. Leichte Ubungen.

—_ — — —
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83 Substitution

In diesem Abschnitt wird die Substitution eingefiihrt. Die Substitution ist ein
wichtiges Werkzeug, das im weiteren Verlauf der Vorlesung, insbesondere in der
Pridikatenlogik, an Bedeutung gewinnt.

3.1 Definition (Substitution). Es seien ¢,1 € PROP und p € AV.

Die Formel ¢[¢/p] ist das Resultat der Substitution der Formel ¢ fiir jedes
Vorkommen der Aussagevariable p in der Formel . (Mit anderen Worten, @[ /p]
ist das Resultat der Ersetzung sdmtlicher Vorkommen von p in ¢ durch .)
Formal l&sst sich die Substitution wie folgt rekursiv definieren:

(1) pelo/n] = {p’“ pl bt

¢ sonst
(2) Lly/p)=1

(3) —elv/m] =~ (elv/m])

4) (prow)[/m] = (p1[d/mi] 0 w2y /m])

Bemerkung. In der Definition der Substitution ist nicht gefordert, dass p
iiberhaupt in ¢ vorkommt, und ausdriicklich erlaubt, dass p in ¢ vorkommt.
Beispiele (Substitution).

(1) ((p1 = p2) Ap1)lp2 V p1/p3] = (pr — p2) A1

(2) ((pr = p2) Ap1)[p2 V p1/p1] = ((p2 V p1) = p2) A (P2 V p1)

3.2 Definition (Simultane Substitution). Seien ¢, ¢,...,1, € PROP und
seien pg,,...,pk, € AV (n € Nund k4,...,k, € N).

Die Formel @[t1/pk,, - .-, %n/Dk,] ist das Resultat der simultanen Substitution
der Formeln 1; (0 < i < n) fiir alle Vorkommen der entsprechenden Aussageva-
riablen pg, in der Formel .

Bemerkung. Das Ergebnis einer simultanen Ersetzung ist im Allgemeinen
verschieden von der Hintereinanderausfithrung derselben Ersetzungen.

Beispiele.
o (p1 Ap2)[p1/p2] [p2/p1] = (p1 A p1)[p2/p1] = (P2 A D2)

o (p1 Ap2)[p1/p2, p2/p1) = (P2 Ap1)

Alternative Notation (Simultane Substitution). Anstelle der definierten
Notation schreiben wir auch ¢[¢n, ..., %, /p1,...,pn] oder kurz o[y /p].

Bemerkungen.

(1) Fiir Substitution und simultane Substitution kénnen exakte, rekursive Defi-
nition angegeben werden, sofern man das Konzept der rekursiven Definition
geeignet erweitert.
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(2) Die simultane Substitution kann durch Hintereinanderausfiihrungen einfa-
cher Substitutionen beschrieben werden (leichte Ubung).

3.3 Theorem (Substitutionssatz). Seien ¢, 11,12 € PROP und p € AV.
Dann gilt:

Wenn t; = 9o, dann o[y /p] AE @[s /p].

Dazu dquivalent:

Wenn E 1 <> 19, dann E i)y /p] <> [t2/p).

Beweis. Durch Induktion iiber dem Aufbau von ¢.

Seien dazu 1,1 € PROP gegeben mit: 1 JEy, und p € AV.
TA:  Sei ¢ atomar.

p=1: L[yr/p] = LAE L = L[ya/p]

@ = pg: Falls p = pg, dann gilt nach Voraussetzung iiber 17 und s:

Pr[¥1/p] = 1 FE e = prlia/p

Ansonsten ist p # pg, und damit gilt trivialerweise:
pr[¥1/p] = pr A pe = pr[th2/p]
IV:  Es gelte die Behauptung fiir ¢ und 7. Damit gilt fiir alle Belegungen v:
[ol1/pl]o = [ol2/plle und  [r[v1/pllv = [7[v2/pl]w

IS:
¢ = 0 Analog zum folgenden Fall ¢ = (o o 7).

¢ = (0 o7): Nach Definition der Substitution gilt (fiir ¢ = 1,2):
(o o 7)[i/p] = (o[vs/p] o TlWi/p])

Sei v eine beliebige Belegung. Es gilt:

[(o o T)[1/pll = fo(lo[1/plles [7[¥1/p]]v)
= Lo (lo /P, [7[2/p]]0) = [(o 0 ) [2/pll

Damit sind die beiden Formeln schon logisch dquivalent. QED

Bemerkung.
Das Theorem besagt, dass die Ersetzung von Teilaussagen durch logisch dquiva-
lente Aussagen den Wahrheitswert der Gesamtaussage nicht verdndert.
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84 Funktionale Vollstindigkeit und Dualitéit

In diesem Paragraphen werden wir uns mit den semantischen Eigenschaften der
Junktoren beschiftigen. Zunéchst wird der Begriff des Junktors auf Junktoren
beliebiger Stelligkeit verallgemeinert, um damit die funktionale Vollstdndigkeit
von Junktorenmengen diskutieren zu kénnen. Im Anschluss daran wird die
Dualitét von Junktoren besprochen.

4.1 Allgemeine Junktoren. Fiir ein n € N sei ein n-stelliger Junktor J
gegeben, d.h. wenn ¢q,...,p, € PROP, dann auch J(¢1,...,¢,) € PROP.
Weiterhin sei fiir J eine n-stellige Wahrheitsfunktion f; : {0,1}" — {0,1}
definiert (z.B. durch eine Wahrheitstafel). Dann ist die Bewertung einer Formel
J(p1,...,p,) unter einer Belegung v definiert als:

[[‘](901’ ceey @n)]]y = fJ([[‘Ple ceey [[@n]]q;)-

4.2 Definition (Darstellbarkeit/Funktionale Vollstindigkeit). Sei K
eine Menge beliebiger Junktoren.

Ein n-stelliger Junktor J ldsst sich iiber K darstellen, falls es eine Formel x gibt,
so dass in x hochstens die Aussagevariablen pq, ..., p, und hochstens Junktoren
aus K vorkommen, und es gilt:

J(p1,...,pn) FE X

Die Menge K heifit (wahrheits-)funktional vollstindig, falls sich fiir jedes n € N
jeder n-stellige Junktor J darstellen lisst.

Bemerkungen.

(1) Sei x eine Formel, die einen Junktor J darstellt. Aus dem Substitutionssatz
folgt damit fiir beliebige @1, ..., @, € PROP:

J(@1, - on) FEX[P1/P15 - 00 /D)

Dadurch ist die Darstellung von allgemeinen Junktoren durch Formelsche-
mata begriindet.

(2) Nach der Definition von Darstellbarkeit diirfen bei der Darstellung von
L nur Formeln verwendet werden, die keine Aussagevariablen enthalten.
Damit kann | lediglich durch 0-stellige Junktoren dargestellt werden. Daher
miisste bereits in jeder vollsténdigen Menge | vorkommen.

Um dies zu vermeiden, erlauben wir fiir |, dass es durch Formeln 7 dargestellt
werden darf, die hochstens die Aussagevariable py enthalten; wihle z.B.
T == po A ~Po.

Entsprechendes gilt fiir das Verum T, welches wir hier syntaktisch durch
T := =1 einfiithren, und das wir z.B. durch 7 = pg — pg darstellen kénnen.
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4.3 Lemma (Darstellbarkeit der urspriinglichen Junktoren). Die ur-
spriinglichen Junktoren lassen sich wechselseitig durch andere Junktoren darstel-
len. Fiir alle ¢, € PROP gilt z.B.:

) e AR YA W =)
) ¢ =P AF (e VY)
) VY AE g =

4) eV EE(mp AY)
) e AYEE (Y V —p)
) ~paEp— L
) LAEpA—p

Beweis. Der Beweis wurde bereits im Zuge der Aquivalenzen in §2 erbracht
(Lemmas 2.12 und 2.13). QED

Beispiel (Definition von A durch —, 1). Finde eine Formel, in der nur die
beiden Junktoren 1 und — vorkommen und die zu ¢ A 1) logisch dquivalent ist.

e A EE(mp V1) (5)

=FE (= V (= 1)) (6)

dE (VW — 1)) =L (6)

A= @W—=1)—=1 (2

Im 2., 3. und 4. Schritt wurde zusétzlich der Substitutionssatz bendtigt, um
eine echte Teilformel durch eine zu ihr logisch dquivalente Formel zu ersetzen.

Zum Beispiel wurde im 2. Schritt fiir =(—¢ V =) = —=(=p V p)[-)/p] der
Substitutionssatz mit (6) -+ 9F ¢ — L angewendet, um

(= Vp)[¢/p] AF =(=p V p)[ — L/p]
d.h.
(V) FE o (mp V (¥ — 1))

zu erhalten.

4.4 Theorem (Funktionale Vollstéindigkeit). Sei K := {A,V,—, L}. Fiir
jeden n-stelligen Junktor J (n € N) gibt es eine Formel y, die genau die Aussa-
gesymbole pq, ..., p, und hochstens Junktoren aus I enthélt, so dass Folgendes
gilt:

J(p1,. - pn) FAF X

Beweis. Durch Induktion iiber der Anzahl n der Stellen von J.

n = 0: Fir J = L ist die Aussage trivial. Sei also J # L.

Damit gilt, dass in der Wahrheitstafel von J eine 1 steht (d.h., dass die
Wahrheitstafel von J nur aus der 1 besteht). Somit muss f; = fr =1—f,
sein.
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Betrachte y :=—1. Offensichtlich enthilt y keine Aussagevariablen und
nur Junktoren aus K. Es gilt zudem: J 3E x.

IV: Die Aussage gelte fiir ein beliebiges n.

n+ 1: Sei J ein beliebiger n 4 1-stelliger Junktor, definiert durch seine n + 1-
stellige Wahrheitsfunktion f;.

Definiere zwei n-stellige Junktoren Jy, J; durch folgende, n-stellige Wahr-
heitsfunktionen:

fro(x1, ... xn) = fr(xy, ..., 2p,0)
frn(xe, . xn) = fr(xr, ... @0, 1)

Sei v eine beliebige Belegung. Damit gilt:
Falls v(pp+1) = 0:

[[J(plv LR ,pn+1)]]v = [[JO(Pl, oo ;pn)]]v
= [[Jo(ph oo apn)]]v : [[_‘pn—l-l]]v
= [[JO(Pl, e ;pn) A _‘pn+1]]v

Falls v(ppy1) = 1t
[J(P1s- - pnp)lo = [J2(prs- - o0l

= Hjl(pla cee 7pn)]]7j : [[anrlﬂv
= HJl(pla cee apn) /\anrle

Daraus folgt:

J(p1, - Pat1) AE (Jo(p1, - Pn) A Dpg1) V (J1(P1, - - Pn) APnt1)

Nach IV gibt es Formeln xq, x1, die genau die Aussagevariablen p1,...,p,
und hochstens Junktoren aus K enthalten, so dass gilt:

JO(plv o 7p’n) :H: X0

Ji(p1,---pn) FFE X1

Dann folgt mit dem Substitutionssatz fiir x := (XO A=Pnt1) V(X1 APrg1):

J(p17"'7pn+l) :“:X

Dabei erfiillt x die geforderten Bedingungen. QED

Beispiel (Vorgehen im Theorem). Das Vorgehen im Beweis des Theorems
soll illustriert werden. Sei dazu J ein zweistelliger Junktor, der iiber eine Wahr-
heitstafel definiert wird.

Vorsicht: Wir schreiben in den Wahrheitstafeln die Argumente in umgekehrter
Reihenfolge! Damit wird erreicht, dass zuerst ¢; in die Formel aufgenommen
wird, und zuletzt @, hinzukommt.
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w2 | p1 | J(p1,92)

0|0 0 € Xo = (L A=)V

0|1 1 -1 } (=L A1) X = (Xo A —p2) V
1]0 0 L ) x1=(LA-p1)V (X1 A 2)
1|1 0 1 } (L Aw1)

Esist x = (LA —1) V(7L Ap1)) A=) V(LA =91) V(LA @1)) A pa).
Nach Theorem 4.4 gilt nun J (1, p2) 3F x.

Da fiir alle ¢ € PROP gilt, dass 1. A p=FE L und L A p=E @, ldsst sich y unter
Verwendung von Substitution weiter vereinfachen:

X = ((LA=p1) V(=L A@) A=p2) V(LA =) V(LA ®1)) Aps)
4 (LV 1) A—p2) V ((LVL)Aps)
AF (o1 A —p2) V(LA )
FF (1 Ap2) VL
JFE 1 A2

4.5 Korollar. Folgende Mengen von Junktoren sind funktional vollstandig:
{_>7 J-}v {_‘7 _>}a {_‘a v}a {_‘a /\}

Beweis. Es geniigt jeweils zu zeigen, dass sich mithilfe der vorgegebenen Junktoren
die Junktoren einer funktional vollstdndigen Menge darstellen lassen.

Zeige die funktionale Vollstandigkeit von {—, L}:

Wir wissen aus dem Theorem zur funktionalen Vollstdndigkeit, dass die Menge
K ={A,V, -, L} funktional vollstindig ist. Es geniigt also, die Junktoren aus K
nach Theorem 4.3 darzustellen:

(1) -1 #':pl — 1

(2) p1Vp2=FE-p1 — p2
Auf der rechten Seite darf — verwendet werden, da — schon tiber {—, L}
dargestellt wurde und —p; entsprechend ersetzt werden kann.

(3) p1 Ap2EE=(=p1 V —p2)

Damit sind alle Junktoren aus K dargestellt iiber {—, L}; diese Menge ist also
funktional vollstandig.

Die Behauptung wird fiir die anderen Mengen analog bewiesen (wobei nun auch
{—, L} anstelle von K verwendet werden konnte). QED

Beispiel (Funktional vollstindige Junktoren). Die beiden zweistelligen
Junktoren Sheffer-Strich oder Ezklusion (|) und Peircescher Pfeil oder Rejek-
tion () sind schon alleine fiir sich funktional vollsténdig. Sie haben folgende
Wabhrheitstafeln:

olv|elv|ely
olof 1 1
01| 1 0
1{o] 1 0
1{1] o 0
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Die funktionale Vollstindigkeit von {|} und {]} verbleibt als Ubung.

Im weiteren Verlauf dieses Paragraphen werden nur noch Formeln iiber der
funktional vollstindigen Junktorenmenge {—, A, V} betrachtet.

4.6 Definition (Inversion). Die Abbildung ()" : PROP — PROP : ¢ — ()"
ist wie folgt rekursiv iitber dem Aufbau von ¢ definiert:

(1) (pr)t:=-pr fir jedes k €N

4.7 Lemma (Inversion). Fiir jede Formel ¢ € PROP und fiir jede Belegung

v gilt:
[(@)To =1 = [elo = [l

Beweis. Durch Induktion iiber dem Aufbau von ¢, wobei nur Formeln iiber der
funktional vollstdndigen Menge {A, V, =} betrachtet werden:
Sei nun v eine beliebige Belegung.

¢ =p: Esgilt: (p)* = —p. Damit: [(p)']v = [-plo =1 — [p]v
IV:  Die Behauptung gelte fiir v und .
o= Esgilt: ()" = —(¢p)". Damit:

[[(_‘7/))Lﬂv = [[ﬁ(d’)L]]v =1- [[W’)L]]v = 1- [[_‘7/}]]1) - [[_‘_‘1/’]}1)
o= (¢ Ax): Es gilt: ((d} A X))L ES ((w)L vV (X)L). Damit:

[((@ A ) T = )V (00 Te = A (1#) Do, [()D0)

av)

= f\/(]- - [[wﬂv» 1- [[X]]v) = max(l - [['l/}ﬂva 1- [[X]]v)

Nun ist max(1 — [¢]+, 1 — [x]») = 0 genau dann, wenn [¢], = [x]. = 1,
was genau dann gilt, wenn [ A x], = 1.

Somit: [y AX)' o =1 = [ Ax]w = [~(¥ AX)]o-
@ = (¢ V x): Analog zum Fall p = (3b A x). QED

4.8 Korollar. Fiir jede Formel ¢ € PROP gilt: (p)* 9E —p

Beweis. Direkte Folge aus obigem Lemma. QED

-31-



AUSSAGENLOGIK FUNKTIONALE VOLLSTANDIGKEIT UND DUALITAT

4.9 Definition (Dual). Die Abbildung (-)° : PROP — PROP : ¢ — (p)°
ordnet jeder Formel ¢ ihr Dual zu und ist wie folgt rekursiv iiber dem Aufbau
von ¢ definiert:

(1) (pr)?:=py fiir jedes k €N
(2) (m¢)=(p)°

) (e )= ((9)° v ())

) ((eve) = ((9)° A ()°)

Bemerkung. Offensichtlich gilt: ((¢)?)° = ¢.

4.10 Theorem (Dualitéitssatz). Seien ¢, € PROP. Dann gilt:
Es ist ¢ =F ¢ genau dann, wenn (p)° & (¥)°.
Beweis. Es sind zwei Richtungen zu zeigen:

,=“ Sei ¢ FAFE ¢ gegeben, womit aber auch gilt: - JE ).
Mit obigem Korollar folgt: ()" JF —p AF —p 4E (¢)*

Seien AV (p) und AV () die Mengen der Aussagevariablen, die in ¢ bzw. v
vorkommen. Es gibt n € N mit: {pg,...,pn} 2 AV(¢) UAV(¢)).

Nach einer simultanen Substitution dieser n+1 Aussagevariablen p; (0 < i < n)
durch ihre Negation —p; gilt noch immer:

((p)b[_‘pov ey _‘pn/p[), e ;pn} Ak (ﬂ’)b[_‘Po, cey _'pn/p07 cee 7pn]
Dabei gilt:

(QD)L[_'pﬂv sy _‘pn/p07 e 7pn] = (90)5[_'_'1703 cey _‘_‘pn/P07 e 7pn]

und

(w)L[jpm vy ﬁp’rl/p07 v 7pn] = (w)é[ﬁﬁpm B jﬁpn/p()7 cee 7pn]

Das bedeutet:
(@)é[ﬁ_‘pOa RS _‘_‘pn/pOa o apn} dF (7#)6[_‘_‘2707 RS _'_‘pn/pOa s apn]

Daraus folgt direkt: (p)? =k (¢)?

L= Sei (¢)? 4F ()% gegeben. Nun folgt aus ,,=“ bereits ((¢)%)° FE ((1)%)°.
Da ((¢)?)° 94F ¢ und ((1)%)° 9E 1, gilt schon: ¢ FF 1)

Insgesamt wurde die Aquivalenz gezeigt. QED

Bemerkung (Dualitéitssatz). Der Dualitétssatz lidsst sich etwa fiir Aussagen
iiber Normalformen gut verwenden, die wir als néchstes behandeln.
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85 Algebraische Gesetze und Normalformen

In diesem Paragraphen werden Normalformen von Aussagen vorgestellt. Zu die-
sem Zweck sollen zunéchst abkiirzende Schreibweisen fiir iterierte Konjunktionen
und Disjunktionen eingefithrt und verallgemeinerte algebraische Gesetze fiir diese
gezeigt werden.

5.1 Definition (Verallgemeinerung A und V). Seien ¢; € PROP fiir i € N.
Dann seien folgende Schreibweisen rekursiv erklért:

(1) Verallgemeinerte Kongunktion:
M\ @i =1

M pi= ( A\ i A Pnt1)

i=1 i

(2) Verallgemeinerte Disjunktion:

1
W @i =1
i=1

n+1 n
\X/l Y = ( lsﬁi\/sﬁnﬂ)
i= =

K2

Bemerkungen (Verallgemeinerung A und V).

(1) Es wurden hier keine unendlichen Konjunktionen und Disjunktionen defi-
niert, sondern beliebige endliche Konjunktionen und Disjunktionen.

(2) Als Grenzfall wird noch vereinbart:

(3) Genau genommen miisste man die Definitionen mit dem jeweiligen Grenzfall
beginnen und erhielte gemafl der rekursiven Klauseln:

1
Mei=-LAg

i=1
1

Wi = LV
i=1

4
Entsprechend wére W/ ¢; = ((((L V 1) V v2) V ©3) V @4).

i=1
Dann kidmen neben den gewiinschten jedoch noch andere Junktoren vor.
Daher werden die Verallgemeinerungen wie zuerst genannt eingefiihrt.
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5.2 Lemma (Aquivalenzen der verallgemeinerten Junktoren). Die
bekannten algebraischen Gesetze fiir A und V aus Lemma 2.13 gelten auch fiir
die Verallgemeinerungen.

Das heifit: Fiir jedes n € N, fiir alle o1, ..., p,, ¥ € PROP gilt:

(1) Einfaches Distributivgesetz:
(/z(\l @i) Vb HE 4\1(%’ V)
(_\X/1 @i) Ny AF '\M(% AY)

(2) Allgemeines Distributivgesetz:

n o m

(3) De Morgan:
n n
- \z(/1 pi FF /z(\1 i

Beweis. Leichte Ubung, wobei man jeweils eines der beiden Gesetze per Dua-
litatssatz erhalt. QED

5.3 Lemma (Dualitéit der verallgemeinerten Junktoren). Es gilt:

Beweis. Ubung. QED

5.4 Definition (Normalformen). Sei ¢ € PROP eine Formel.

(1) ¢ heifit Literal, falls ¢ eine Aussagevariable (¢ = p) oder eine negierte
Aussagevariable (p = —p) ist.

(2) ¢ heiit konjunktive Normalform (KNF), falls ¢ eine Konjunktion von
Disjunktionen von Literalen ist. Das heifit: es gibt Literale ¢;; mit:

Qai/X\i\X/j(pij

(3) ¢ heiit disjunktive Normalform (DNF), falls ¢ eine Disjunktion von Kon-
junktionen von Literalen ist. Das heifit: es gibt Literale ¢;; mit:

Sﬂi\X/i/X\j%‘j
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Bemerkungen (Normalformen).

(1) Die beiden Formeln p; A =ps und py V —ps sind beide sowohl konjunktive
als auch disjunktive Normalformen.

(2) Zur ibersichtlichen Darstellung konkreter konjunktiver und disjunktiver
Normalformen diirfen bei iterierten Konjunktionen die Klammern der ge-
schachtelten Konjunktionen weggelassen werden. Entsprechendes gilt bei
iterierten Disjunktionen.

(3) Eine Disjunktion von Literalen bezeichnet man auch als Elementardisjunk-
tion, eine Konjunktion von Literalen als Elementarkonjunktion.

Beispiel (Normalformen). Folgende Aussage ist eine konjunktive Normal-
form: (=po V p1 V p2) A (=po V =p1 V p2) A (po V =p1 V =p2) A (po V p1 Vp2) .

5.5 Theorem (Existenz von Normalformen). Sei ¢ € PROP. Dann gibt
es zu ¢ eine Formel KNF(¢) und eine Formel DNF (), so dass:

(1) KNF(p)=dE ¢, und KNF(yp) ist eine konjunktive Normalform,
(2) DNF(p)=F ¢, und DNF(y) ist eine disjunktive Normalform.

Beweis. Durch Induktion iiber dem Aufbau von ¢.

@ = p: Eine Aussagevariable p ist trivialerweise sowohl KNF als auch DNF.
Setze: KNF(p) := p und DNF(p) := p. Damit:

KNF(p)dEp und DNF(p)dEp

IV:  Es gelte die Behauptung fiir v, x. Das heif3t:

¢ =F KNF () = /)IZ\ 5, und y=FKNF(y)

=1

o

!
M\ Okt
j=1
und
Y AEDNF(¢) = \{/ k; und x3EDNF(x) = W Km+j
i=1 j=1

wobei (fir geeignete k,l,m,n € N) §; Elementardisjunktionen und x;
Elementarkonjunktionen sind.

¢ = —)p: Mit Lemma 5.2 (3) gilt:

(Iv) k k k
b JE = M 6 = W -6 TE W R
=1 =1 =1

und
1v) m m m
_\’(/J 3E _‘\X/K)i:”: _|I€1:”:/X\51
=1 =1 =1

Hierbei gilt k; 9F —J; und Si =FE —k;, wobei K; und Si durch alleinige
Verwendung von Lemma 5.2 (3) und Entfernung doppelter Negationen
aus —d; bzw. —k; hervorgehen.

mo k
Setze: KNF(—):= M d; und DNF (=) = \X/ &;.
i=1 i=1
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Spﬁ

Spﬁ

(IV)
(1 A x): Offenbar ist: 9 A x 9F KNF () AKNF(x). Da

k l k41
KNF(@/J) AN KNF(X) Fa /X\ 0; N\ /X\ 5k:+j 3F /X\ 0;
i=1 j=1 i=1

K+
kénnen wir festlegen, dass KNF (¢ A x) :== M\ ;.
i=1

(1v)
Weiterhin gilt: ¢ A x 9F DNF(¢)) ADNF(x). Nun ist

52(2) m n

DNF (1)) A DNF(x) = \T)V(L/ Ki A \nX/ Emt; 3F W (K A Bmgj)
W s

i=1 i=1j=1
Mit den Elementarkonjunktionen x; und xp,+; sind auch die Disjunkti-
onsglieder (k; A Km+j) =: K Elementarkonjunktionen. Somit gilt:

m n m—+n ,

W (ki A Bmyj) FE W K]

i=1j=1 i=1

m—+n

Damit kénnen wir festlegen, dass DNF (¢ A x) := W/ &
i=1

(¥ V x): Analog zum Fall ¢ = (¢ A ). QED

Bemerkungen (Normalformen).

(1)

Das Theorem soll die Existenz einer logisch dquivalenten konjunktiven
Normalform zu jeder beliebigen Formel beweisen. Dazu muss aber die
stiarkere Aussage gezeigt werden, dass gleichzeitig konjunktive und disjunk-
tive Normalformen zu einer gegebenen Formel existieren.

Im Beweis werden lediglich Formeln iiber der Junktorenmenge {A,V, -}
betrachtet. Dies geniigt auch, da diese Menge funktional vollstéindig ist
(wenn wir L durch py A —pg definieren). Zu einer Formel, in der andere
Junktoren vorkommen, muss zunéchst eine dquivalente Formel gefunden
werden, die nur Junktoren aus {A,V, -} enthélt.

Eine Normalform (sowohl disjunktiv als auch konjunktiv) ldsst sich direkt
aus der Wahrheitstafel der gegebenen Formel konstruieren.

Zu einer gegebenen Formel gibt es weder nur eine einzige konjunktive
Normalform noch nur eine einzige disjunktive Normalform.

Es handelt sich hier um Normalformen, die zu einer gegebenen Ausgangs-
formel logisch dquivalent sind. Daneben kann man auch Normalformen
betrachten, die mit der Ausgangsformel nur allgemeingiiltigkeitsdquivalent
(bzw. erfiillbarkeitséiquivalent) sind, die also genau dann allgemeingiiltig
(erfiillbar) sind, wenn die Ausgangsformel allgemeingiiltig (erfiillbar) ist.
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86 Der Kalkiil des Natiirlichen Schlieflens

In diesem Abschnitt wird der Kalkiil des Natiirlichen Schlieflens (NK') nach
Gerhard Gentzen eingefithrt. NK’ ist ein syntaktisches Schlussverfahren, in
dem Formeln in einer Baumstruktur miteinander in Beziehung gesetzt werden.
Das Verfahren verzichtet auf Axiome und besteht lediglich aus Annahmen und
Regeln zum Ableiten von Schliissen. Das Ableiten im Kalkiil (Beweisen) ist die
syntaktische Entsprechung zur semantischen Folgerung.

Bemerkungen (Sprache).

(1) Der Kalkiil NK" wird fiir die aussagenlogische Sprache iiber der funktional-
vollstédndigen Junktorenmenge {—, L, A} definiert. Dadurch kann man die
Anzahl der benotigten Regeln beschrianken.

(2) Weitere Junktoren werden am Ende des Paragraphen eingefiihrt.

Schlieflen im Kalkiil. Eine Ableitung ist eine Baumstruktur, die aus dem
Hinschreiben von Pramissen und der mehrfachen Anwendung einzelner Schliisse
entsteht.

(1) Annahmen diirfen jederzeit als Pramisse eingefiihrt werden. Dies geschieht
durch das Hinschreiben einer Formel ¢.

(2) Ein einzelner Schluss besteht aus einer oder mehreren Pramissen o1, ...,
n und einer Konklusion v, zu der vermoge einer Regel iibergegangen wird.
Dies wird im Kalkiil nach folgendem Schema notiert:

ng e ©n
——— (Regel)
(G

Die Konklusion eines Schlusses kann zur Pramisse eines weiteren Schlusses
werden.

Abhingigkeit von Annahmen. Eine Ableitung ist von den Pramissen, die
hingeschrieben wurden, abhdngig, falls diese nicht geldscht wurden. Dies wird im
Folgenden néher erldutert:

(1) Abhingigkeit bedeutet, dass man zur Konklusion der Ableitung unter Vor-
aussetzung der Annahmen gelangt. Durch das Loschen einer Annahme hebt
man diese Abhéngigkeit auf; man kann also ohne diese Annahme zur Kon-
klusion gelangen. Solange eine Annahme nicht geléscht wurde, wird sie auch
als offene Annahme bezeichnet.

(2) Einige Regeln erlauben das Loschen von vorher hingeschriebenen Annahmen.
Wird beim Ableiten tatséchlich eine offene Annahme gel6scht, so wird die zu
l6schende Annahme in eckige Klammern gesetzt und die Regel, aufgrund der
das Loschen geschieht, im Ableitungsbaum mit einem fortlaufenden Index
nummeriert. Dieser Index wird bei der geléschten Formel an der eckigen
Klammern wiederholt.

Die Anwendung einer Regel mit einer Loschung sieht dann wie folgt aus:
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» ]!
. 9
wird zu
¢ i (Regel:1)

Dabei reprisentiert 2 eine beliebige Ableitung, die neben ¢ weitere (offene)
Annahmen haben kann. Auch ¢ darf an weiteren Stellen offen vorkommen.

Formell driickt der Index, der an die eckige Klammer und hinter die Regel
geschrieben wird, eine Relation zwischen den Vorkommen von Annahmen
(hier ¢) und der Konklusion einer Regel (hier x), bei der diese Vorkommen
geltscht werden, aus.

Konvention (Notation bei Ableitungen und Regeln). Es werden noch
einige Konventionen fiir die Notation bendttigt.

(1)

2 wird als metasprachliche Standardvariable fiir Ableitungen verwendet.
(Gelegentlich werden natiirliche Zahlen als Indizes verwendet.)

Eine Formel ¢ iiber dem 2 kennzeichnet, dass die Ableitung 2 die Formel
o als offene Annahme hat.

Eine Formel ¢ unter dem 2 kennzeichnet, dass die Ableitung & die Formel
¢ als Konklusion (Endformel) hat.

[¢] kennzeichnet bei Regeln, dass in einer tatséichlichen Ableitung jedes
Vorkommen der Formel ¢ als offene Annahme geloscht werden darf.

Es ist nicht gefordert, dass die Formel als Annahme in der Ableitung
iiberhaupt vorkommt.

Es ist auch nicht gefordert, dass alle Vorkommen von ¢ geléscht werden. Im
Grenzfall ist es sogar erlaubt, dass kein einziges Vorkommen gel6scht wird.

[¢] kennzeichnet bei Ableitungen, dass ein Vorkommen der Formel ¢ als
offene Annahme geléscht wurde.

Die durch einen Index ausgedriickte Relation der Annahmenléschung ist
also ,many-one“ (und damit eine partielle Funktion) und kann im Grenzfall
leer sein.

6.1 Definition (Schlussregeln von NK’). Die Schlussregeln bestimmen
Relationen von einer oder mehreren Prémissen zu einer Konklusion. Sie erlauben
das Einfithren (Introduzieren) oder Beseitigen (Eliminieren) von Junktoren; eine
Schlussregel nimmt allerdings eine Sonderstellung ein. Einige Regeln ermdéglichen
zusétzlich das Loschen offener Annahmen. Die Kennzeichnung der verwendeten
Regel fiir das Ableiten ist in Klammern neben dem Schluss-Strich angegeben:

(1)

(2)

Einfiihrung der Konjunktion:

(AD)

eAY

Beseitigung der Konjunktion:

A A
PAY pAY

(AE2)
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(3) Einfiihrung der Implikation:

[¢]
Y
o=

(=1)

(4) Beseitigung der Implikation (modus ponens):

o =Y
(0

(=E)

(5) Widerspruchsregel (reductio ad absurdum):

[p — L]

L (ran)

6.2 Definition (Ableitung). Mithilfe der Schlussregeln kann nun induktiv
iiber der Baumstruktur eine Ableitung definiert werden:

(1) Fiir jede Formel ¢ € PROP ist ¢ selbst eine Ableitung.

(2) Falls 2,9, %, Ableitungen sind, dann sind auch die folgenden Biume

Ableitungen:
Z 9 9
N e @ ; oA ; o NP
AP @ (0
[¢] 5 ”
9 ) 1 2
S
o= (0
[p — L]
9
(RAA) 7
®

Es wird nicht vorausgesetzt, dass die durch eckige Klammern gekennzeichneten
Pramissen in den Ableitungen tatséichlich vorkommen oder dort tatséchlich
geloscht werden.

Beispiele (Ableitungen).

(1) Nach den Bemerkungen zur Annahmenloschung sind folgende Ableitungen
durch richtige Anwendung der Implikationseinfiihrung entstanden:

1
[pO} Po (=1) : Po (—=1)

Po — Po 1 ’ Po = Po 7 P1 = Po

(2) Eine Ableitung von py — (p1 — p2) aus der Annahme pg A p1 — pa:

-39 -



AUSSAGENLOGIK DER KALKUL DES NATURLICHEN SCHLIESSENS

pol® i)',
Po AP1L — P2 Po A P1 (> E)
P2
P
po = (p1 — p2)
(3) Eine Ableitung der Formel ((pp — L) — L) — po:
[(po— L) = 1 [po— L]}
n (=E)
— (RAA:1)
Po (—=1:2)

((po = L) = L) = po

6.3 Definition (Annahmenmenge). Die Abbildung
Hyp : Z — {p € PROP : ¢ ist offene Annahme von 7}

ordnet jeder Ableitung 2 die Menge ihrer offenen Annahmen zu. Die Menge
Hyp(2) wird auch Hypothesenmenge oder Annahmenmenge von 2 genannt.

6.4 Definition (Ableitbarkeit, Formaler Beweis). Eine Formel ¢ € PROP
ist aus einer Menge A C PROP von Formeln ableitbar (A ), falls es eine
Ableitung 2 mit der Endformel ¢ gibt, und Hyp(Z2) C A.

Eine Formel ¢ € PROP ist formal beweisbar (F ¢), falls es eine Ableitung 2
mit der Endformel ¢ gibt, in der alle Annahmen geltscht sind. Die Ableitung 2
heifit dann formaler Beweis von .

Notation (Ableitbarkeit). Die folgenden Schreibweisen sind gebrauchlich
und wie im semantischen Fall der Folgerungsrelation (F) erklért:

01, 0onbFe 5 TookEv 3 T,AFp

6.5 Proposition (Endliche Ableitbarkeit). Sei A C PROP eine (mdoglicher-
weise unendliche) Aussagenmenge und ¢ € PROP eine Aussage. Falls A F ¢,
dann gibt es eine endliche Teilmenge A C A von A mit A F ¢.

Beweis. A F ¢ bedeutet, dass es eine Ableitung 2 mit Endformel ¢ gibt, so dass
Hyp(2) C A. Hyp(Z) muss nach der Definition von Ableitungen endlich sein,
und zudem gilt offensichtlich: Hyp(2) F ¢. QED

Bemerkung (Endliche Ableitbarkeit). Der analoge Satz fiir die semanti-
sche Folgerungsbeziehung F ist nicht trivial. Er wird erst spéter mithilfe des
Vollstindigkeitssatzes unter Verwendung dieser Proposition bewiesen (vgl. Ko-
rollar 7.14).

6.6 Proposition (Struktureigenschaften). Fiir alle Aussagen ¢, 1 € PROP
und alle Formelmengen A, I' C PROP gelten die folgenden Struktureigenschaften:

(1) Identitit: ¢+ .
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(2) Verdinnung: Wenn I' F ¢, dann T', A - .
(3) Schnitt: Wenn '+ ¢ und A, p 9, dann T', A = 4.

Beweis. Direkte Folge aus der Definition von Ableitbarkeit. QED

Der Kalkiil NK’ wurde fiir die Sprache PROP mit den Junktoren —, A und L
definiert. Im Folgenden wird diskutiert, wie mit den verbleibenden Junktoren in
diesem Kalkiil (und dieser Sprache) umgegangen werden muss.

Notation (Weitere Junktoren). Seien ¢, € PROP beliebige Formeln. Es
diirfen folgende abkiirzende Schreibweisen verwendet werden:

(1) —¢ fiir die Formel (¢ — L)

(2) (¢V) fir die Formel —(-p A —))

(3) (¢ ) fiir die Formel ((¢ = ) A (b = @)

6.7 Proposition (Weitere Schlussregeln). Fiir die Junktoren -, V, «<
gelten im Kalkiil NK’ folgende (abkiirzenden) Schlussregeln zur Einfiihrung und
Beseitigung:

(1) Einfithrung der Negation:

(]
L
P
(2) Beseitigung der Negation:
L2 4 (=B)
(3) Einfiihrung der Disjunktion:
@ ¥
(VI;) VI,
(4) Beseitigung der Disjunktion:
o] [¥]
PVY X X (p
X
(5) Einfiihrung der Biimplikation:
[e] W]
Yo (o)
ey
(6) Beseitigung der Biimplikation:
P eV ay Y 9% g,
(G @
Beweis. Vergleiche van Dalen, Lemma 1.6.2, S. 49ff. QED
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Bemerkung (Schlussregeln fiir die Abkiirzungen). Dass eine Schlussregel
gilt, bedeutet hier, dass ihre Anwendung ersetzbar ist durch Anwendung schon
bekannter Schlussregeln (fiir A, — und L). Dies ermdglicht im Kalkiil einen
einfachen Umgang mit Formeln, die =, V und < enthalten.

Man muss hierbei aber beachten, dass die Junktoren =, V und < tatséchlich
nicht zur Sprache gehéren und nur als Abkiirzung fiir Formeln verwendet werden;
entsprechend muss die Definition einer Ableitung nicht den neuen Verhéltnissen
angepasst werden. Die neuen Schlussregeln sind nur Abkiirzungen im Aufschrieb.
Man kann jederzeit die tatséchlich gemachten Teilableitungen einfiigen.

Alternativer Kalkiil NK. Man kann alternativ die Disjunktion und die
Biimplikation auch als Grundzeichen der Aussagenlogik verwenden; also eine
Sprache PROP betrachten, die iiber den Junktoren A, —, L und auch -, V und
<> definiert ist.

In diesem Fall werden die in Proposition 6.7 bewiesenen Eigenschaften der
Zeichen —, V und < als eigenstiandige Schlussregeln festgesetzt. Die Definition
einer Ableitung wird an die neuen Verhiltnisse angepasst. Der resultierende
Kalkiil wird NK genannt.

Insbesondere sind damit —p, (¢ V 9) und (¢ < ©) keine Abkiirzungen mehr
fiir andere Formeln; stattdessen kann man nun im Kalkiil NK die folgenden
gegenseitigen Ableitbarkeiten beweisen:

—pdEe — L

oV h AR (= A )
peovaAb(p = Y)A (Y = @)

- 49 -



AUSSAGENLOGIK VOLLSTANDIGKEIT

87 Vollstindigkeit

Motivation (Vollstéindigkeitssatz). Bisher wurden zwei zentrale Konzeptio-
nen der Logik eingefiihrt:

(1) Die Folgerung (F): wird semantisch definiert iiber die Betrachtung aller
(moglichen) Interpretationen der Formeln; die Giiltigkeit (Wahrheit) der
Prémissen erzwingt in einem Schluss die Giiltigkeit der Konklusion; die Be-
deutung der Junktoren wird explizit durch Wahrheitsfunktionen festgelegt.

(2) Das Ableiten (F): wird syntaktisch definiert iiber die regelkonforme An-
wendung von Schlussregeln eines Kalkiils (bei uns NK'); beim Ableiten
wird auf die Betrachtung der Bedeutung verzichtet, entscheidend ist das
Erreichen der Endformel von den Pramissen ausgehend; die Bedeutung der
Junktoren ist (hoéchstens) implizit durch die Schlussregeln festgelegt.

Im Folgenden wird die Vollstindigkeit von NK’ bewiesen. Damit ist die Gleich-
wertigkeit beider Konzeptionen gemeint. Die Vollstandigkeit (im weiten Sinn)
umfasst dabei zwei Richtungen:

(1) Die Korrektheit des Kalkiils: Wenn I' F ¢, dann I" F .

Alles, was abgeleitet werden kann, kann auch gefolgert werden.

(2) Die (eigentliche) Vollstandigkeit des Kalkiils: Wenn I' E ¢, dann I' F .

Alles, was gefolgert werden kann, kann auch abgeleitet werden.

Die Verwendung von ,, Vollstdndigkeit“ als iibergeordneten Begriff legt nahe, dass
der Folgerungsbegriff als primér, der Ableitungsbegriff als sekundér verstanden
wird. Urspriinglich wurde dies auch tatséchlich so gesehen. Es gibt allerdings
inzwischen philosophische Konzeptionen der Logik, die das Ableiten als primér
ansehen. Letztlich kann festgehalten werden, dass beide Konzeptionen unabhéngig
voneinander motiviert werden kénnen und prinzipiell unabhéngig voneinander
eingefiihrt werden koénnen.

Bemerkungen.

(1) Um die Argumente bei voller Allgemeinheit kurz zu halten, wird im Fol-
genden grundsétzlich von einer Sprache iiber der funktional-vollstandigen
Junktorenmenge {A, —, L} ausgegangen.

(2) Das folgende leicht einsichtige Argument wird in diesem Paragraphen wie-
derholt verwendet: Wenn I' F ¢, dann AUT F ¢.

7.1 Proposition (Korrektheit). Fiir jede Ableitung 2 mit Endformel ¢ gilt:
Hyp(2) F ¢.
Beweis. Durch Induktion iiber dem Aufbau der Ableitung 2.
2 = : Damit ist Hyp(Z) = {¢} und Endformel von Z ist ¢.
Trivialerweise gilt: ¢ F .

IV:  Angenommen, die Aussage gilt fiir Ableitungen 27 und %s.
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@1 .@2
Yo Damit: Hyp(2) = Hyp(2:) U Hyp(Zs).
oA

Nach IV gilt: Hyp(21) F ¢ und Hyp(%s) E 9.
Damit gilt, da Hyp(%;) C Hyp(2): Hyp(2) F ¢ und Hyp(2) F 4.
Daraus folgt direkt: Hyp(2) E o A .

2!

©AY (B Damit: Hyp(2) = Hyp(%1).

Nach IV gilt: Hyp(2:1) E ¢ A 9.

Mit Hyp(%1) = Hyp(2) gilt schon: Hyp(Z) E ¢ A .
Also auch: Hyp(2) E .

2
OAY (AEs) Analog.
(G
D D
¢ 9=, Damit: Hyp(9)=Hyp(%1)UHyp(Z2).
(4

Nach IV gilt: Hyp(2:) E ¢ und Hyp(Z:) E ¢ — 9.
Damit gilt, da Hyp(%;) C Hyp(2): Hyp(Z2) F ¢ und Hyp(Z) E ¢ — 1.
Daraus folgt direkt: Hyp(2) E 4.

[e]*

D

v
=Y
Aufgrund der moglichen Loschung kann keine einfache Aussage iiber die
Annahmenmengen getroffen werden. Es sind folgende drei Fille zu unter-
scheiden:

(—=I:k)

(1) Kein Vorkommen von ¢ in bisheriger Ableitung, d.h.
¢ € Hyp(21) und damit auch: ¢ ¢ Hyp(2).

(2) Ein Vorkommen von ¢ wurde nicht geldscht, d.h.
© € Hyp(21) und ¢ € Hyp(2).

(3) Alle Vorkommen von ¢ wurden geldscht, d.h.
¢ € Hyp(Z1) und ¢ ¢ Hyp(2).

Nach IV gilt: Hyp(2;) E v, und damit Hyp(2)U {¢} E 9.
In allen Fillen folgt mit Import-/Export-Theorem: Hyp(Z) E ¢ — 1.

[p— L
D
L (RAA:K)

¥

Analog zu oben sind wieder drei Fille zu unterscheiden:

]k
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(1) (¢ — 1) € Hyp(Z1) und damit auch (¢ — 1) ¢ Hyp(2),

(2) (¢ — 1) €Hyp(Z1) und (¢ — 1) € Hyp(2),

(3) (¢ — 1) € Hyp(%1) und (¢ — 1) & Hyp(2).

Nach IV gilt: Hyp(2;) E L. Also ist Hyp(%;) nicht erfiillbar.

In den ersten beiden Fillen gilt: Hyp(2) = Hyp(Z4).

Damit folgt aus der Unerfiillbarkeit von Hyp(2) sofort: Hyp(2) E .
Angenommen, im dritten Fall gelte: Hyp(2) ¥ ¢.

Dann gibt es eine Belegung v mit:
Fiir jedes v € Hyp(2) gilt [¢], = 1, und [¢], = 0.

Insbesondere gilt dann auch: [ — L], = 1.

Da Hyp(2:) = Hyp(2) U {¢ — L}, ist eine Belegung gefunden, die
Hyp(2,) erfiillt. WIDERSPRUCH zur Unerfillbarkeit von Hyp(%4).
Also: Hyp(2) F .

Damit wurden alle moéglichen Ableitungen betrachtet, und die Aussage ist gezeigt.
QED

7.2 Theorem (Korrektheit von NK'). Sei I' C PROP Menge von Aussagen
und ¢ € PROP eine Formel. Wenn I' F ¢, dann auch I' F .

Bewets. Es gelte ' F ¢.

Nach Definition der Ableitbarkeit gilt: Es gibt eine Ableitung 2 mit Endformel
¢, und fiir die offenen Annahmen Hyp(2) gilt Hyp(2) CT.

Mit dem Satz zur Korrektheit von Ableitungen gilt: Hyp(2) F .

Daraus folgt direkt fiir ' O Hyp(Z2): T E ¢. QED

Bemerkung (Korrektheit). Die Korrektheit des Kalkiils NK' wurde recht
schnell und einfach gezeigt. Um nun die Umkehrung der Aussage, also die
Vollstéandigkeit des Kalkiils, zeigen zu kénnen, wird noch ein wenig Begrifflichkeit
und Theorie benétigt.

7.3 Definition (Konsistenz). FEine (evtl. unendliche) Formelmenge I' C
PROP heifit konsistent, falls I' ¥ L. Andernfalls heifit I' inkonsistent.

Bemerkung (Konsistenz). Wir betrachten im Folgenden ausschlielich diesen
syntaktischen Begriff von Konsistenz.

7.4 Lemma (Aquivalenzen von Konsistenz). Sei I' C PROP eine Menge
von Aussagen. Dann sind folgende Eigenschaften dquivalent:

(1) T ist konsistent.
(2) Es gibt keine Formel ¢ € PROP, so dass: T'FpundT'F ¢ — L.
(3) Es gibt ¢ € PROP mit: T ¥ ¢.
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Beweis. Der Beweis verbleibt als leichte Ubung. QED

7.5 Lemma (Konsistenz erfiillbarer Mengen). Sei I' C PROP eine Menge
von Aussagen. Gibt es eine Belegung v, so dass fiir jedes ¢ € T" gilt:  [¢], = 1,
dann ist " konsistent.

Beweis. Sei v eine Belegung, so dass fiir jedes ¢ € T gilt:  [¢], = 1.
Angenommen I' ist inkonsistent.

Dann gibt es (nach Lemma 7.4 (2)) eine Formel ¢ € PROP, so dass I" - ¢ und
'Fe— L.

Damit gilt mit der Korrektheit des Kalkiils: T'Found I'F ¢ — L.

Damit muss nach der Definition der Folgerung fiir die gewéhlte Belegung v gelten:

[elo =1 und [ — L], =1

WIDERSPRUCH zur Definition von Bewertungen. Also ist I" konsistent. QED

7.6 Definition (maximal konsistent). Eine Menge I' CPROP heifit mazimal
konsistent, falls T’ konsistent ist und fiir jede konsistente Obermenge I'" D T" gilt,
dass TV =T. (Das bedeutet, dass T" keine echte konsistente Erweiterung hat.)

Abzidhlbarkeit von PROP. Der folgende Satz benotigt wesentlich eine Ab-
zéhlung von PROP. Diese kann z.B. wie folgt angegeben werden:

Zunichst wird jedem Zeichen des Alphabets fortlaufend eine natiirliche Zahl
grofler 0 zugeordnet:

o [ (D [r[=]L]p|m]..
N)|1]2]s|a]s]6]|7]..

Damit kénnen beliebige Formeln wie folgt kodiert werden:
K :PROP = N: ¢ = agay...an > [[ mp @
k=0

Dabei ist 7, die k-te Primzahl.

Aufgrund der eindeutigen Lesbarkeit von Formeln ist diese Kodierung K wohl-
definiert und aufgrund der eindeutigen Zerlegbarkeit einer natiirlichen Zahl in
ihre Primfaktoren injektiv.

Hieraus lasst sich eine Abzdhlung f : N — PROP : n — ¢, gewinnen.

Genauer: Es ldsst sich eine primitiv-rekursive Funktion g angeben, so dass g(n)
der Kode fiir die Formel ¢, ist. (Ubungsaufgabe!)

7.7 Proposition (Konsistente Erweiterbarkeit). Jede konsistente Aussa-
genmenge I' € PROP liisst sich zu einer maximal konsistenten Menge IV D T’
erweitern.

Beweis. Sei I" eine konsistente Menge von Aussagen und {¢x € PROP : k € N}
eine Abzahlung von PROP.
Definiere nun rekursiv eine aufsteigende Folge von Formelmengen:
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Fn U {(pn} falls Fn U {4,0”} konsistent,

Ly sonst.

Nach Konstruktion ist klar, dass fiir jedes n € N gilt, dass I',, konsistent ist.
Setze nun: I := Ujen i

Es gilt:

To:=Tund I'y,4; :=

(1) T DT ist konsistent: Angenommen nicht. Dann I'+ L. Dann gibt es eine
Ableitung Z mit Hyp(2) C T und Endformel L. Da Hyp(2) endlich ist,
gibt es gemaf unserer Abzdhlung von PROP ein maximales k£ € N mit
v € Hyp(2). Nach Konstruktion gilt: Hyp(Z2) C T'jy;.

Damit gilt aber: T'y41 - L. WIDERSPRUCH zur Konsistenz von I'y.
Also ist auch T konsistent.
(2) [ ist maximal: Angenommen nicht, dann gibt es ein ¢, € PROP \f, S0

dass T' U {¢} konsistent ist. Damit ist aber auch I'y U {4} konsistent und
pr € I'gy1 €T WIDERSPRUCH zur Definition.

Also ist T’ maximal konsistent. QED

7.8 Lemma. Sei I' C PROP beliebige Formelmenge. Dann gilt fiir jede Formel
¢ € PROP:

(1) Ist TU{p — L} inkonsistent, dann gilt: T F .
(2) Ist T'U{¢} inkonsistent, dann gilt: T'F ¢ — L.

Beweis.

(1) Sei Z eine Ableitung fiir T'U {¢ — L} F L. Durch die weitere Anwendung
der Regel (RAA) samt Loschung aller Annahmen ¢ — L wird 2 sofort zu
einer Ableitung fiir I' - ¢.

(2) Sei Z eine Ableitung fiir I' U {¢} F L. Durch die weitere Anwendung
der Regel (—1) samt Loschung aller Annahmen ¢ wird 2 sofort zu einer
Ableitung fir T F ¢ — L. QED

7.9 Korollar. Falls I' € PROP maximal konsistent ist, dann ist I" unter
Ableitbarkeit abgeschlossen. Das heifit: Wenn I' - ¢ gilt, dann auch ¢ € I

Beweis. Es gelte ' - ¢, fiir eine maximal konsistente Menge T.

Angenommen ¢ ¢ I'. Dann ist aufgrund der Maximalitét von I" die Menge T'U{¢}
inkonsistent. Damit gilt mit obigem Lemma: T'F ¢ — L.

Damit I' - 1, d.h. T ist inkonsistent. WIDERSPRUCH.

Also: peT. QED
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7.10 Lemma (Eigenschaften maximal konsistenter Mengen). Es sei
I € PROP maximal konsistent. Dann gilt fiir alle ¢,y € PROP:

(1) Entweder ¢ € T oder (¢ — L) €T.
(2) (p — 1) €T genau dann, wenn ¢ € I" oder ¢ € T
(3) (A1) €T genau dann, wenn ¢ € I und ¢ € T

Beweis.

(1) Aufgrund der Konsistenz von I' ist es unméglich, dass sowohl ¢ € T" als
auch (p — 1) eT.

Angenommen, ¢ ¢ I'. Aufgrund der Abgeschlossenheit unter Ableitbarkeit
gilt dann IT" ¥ . Wire I' U {¢ — L} inkonsistent, dann wiirde nach
Lemma 7.8 (1) gelten: T'F . Also ist ' U {¢ — L} konsistent.

Aufgrund der Maximalitédt von T gilt: (¢ — 1) € T.
Analog folgt aus (¢ — L) €T, dass ¢ € T.

(2) Es sind zwei Richtungen zu zeigen.

»,=“: Es gelte: (¢ =) eT.

Sei p € I'. Damit gilt: T'F¢ und T'F ¢ —1. Damit folgt: I['F .
Da I maximal konsistent und damit unter Ableitbarkeit abgeschlossen ist,
gilt damit auch: ¢ €T

»<="“: Es ist zu unterscheiden, ob ¢ € T" oder p ¢ T".

Falls ¢ € ', dann ist nach Voraussetzung ¥ € I'. Damit gilt: T'F .
Daraus folgt trivialerweise auch I' - ¢ — 9, und damit: (p — ) € T.
Falls aber ¢ ¢ T, dann gilt mit (1): (¢ — L) el (%)

Betrachte nun folgende Ableitung 2:

[¢p]* — 1

(=E)

$
=+ (raA)

(—=1I:1)

=
Wegen (x) gilt: Hyp(Z2)={¢ — L} CT.
Also ist gezeigt: I' F ¢ — 9, und damit auch (¢ — ¢) € T', nach Korollar 7.9.
(3) Verbleibt als einfache Ubung. QED

7.11 Lemma (Erfiillbarkeit konsistenter Mengen). Sei I' C PROP kon-
sistent. Dann gibt es eine Belegung v, so dass fiir jedes ¢ € T" gilt:  [¢], = 1.

Beweis. Sei T DO I maximal konsistente Erweiterung von I'.

{ 1 fallspef

Die Belegung v wird definiert durch: v(p) = 0 fallspg T
alls p

- 48 -



AUSSAGENLOGIK VOLLSTANDIGKEIT

Falls fiir jedes ¢ € PROP gilt:
[¢], = 1 genau dann, wenn ¢ € T (%)

dann ist eine Belegung v gefunden, so dass fiir jedes ) € T C T gilt: [¥], = 1.
Zeige also (x) durch Induktion iiber dem Aufbau von ¢:
o=1: [L]y=0und L ¢&T.
o=p [plo=1 < v(p)=1 < pel.
IV: Die Behauptung gelte fiir v und .
e=W-=x): [Y—=xlh=1 <= [W]]v/\: 0 oder [[)/(\]}U =1

<= 1 ¢T oder x €T (nach IV)

<~ (¢ - x) €l nach Lemma 7.10 (2).

<Pi(¢/\X) W/\X]]vzl — [[¢]]v/\zlund [[)/(\]]vzl
<= Y el und x €T (nach IV)
< (p A1) €T nach Lemma 7.10 (3). QED

7.12 Korollar. Fiir ein konsistentes I' C PROP und ¢ € PROP gilt I ¥ ¢
genau dann, wenn es eine Belegung v gibt, so dass fiir jedes ¥ € I" gilt:

[¥], =1 und J[¢], =0
Beweis. Es ist I' ¥ ¢ genau dann, wenn I' U {¢o — L} konsistent ist. QED

7.13 Theorem (Vollstéindigkeit von NK'). Fiir jede Menge I' C PROP und
Aussage ¢ € PROP gilt: Wenn I' F ¢, dann auch I' I .

Beweis. Angenommen, es gelte I' ¥ . Daraus folgt: T'U{p — L} ¥ L.
Damit ist ' U {¢o — L} erfiillbar und es gilt: T ¥ . QED

7.14 Korollar (Endlichkeitssatz). Falls I' F ¢, dann gibt es ein endliches
IV CT mit IV F .

Beweis. Direkte Folge aus Vollstindigkeit und Korrektheit von NK’ und der
Tatsache, dass fiir jede Ableitung 2 gilt, dass Hyp(Z) endlich ist. QED

7.15 Korollar (Kompaktheitssatz). I' C PROP ist genau dann erfiillbar,
wenn jede endliche Teilmenge IV C T erfiillbar ist.

Beweis. Es miissen zwei Richtungen gezeigt werden:

=" Trivial.

»,<%“ Angenommen, jede endliche Teilmenge IV C T ist erfiillbar, aber T" sei
nicht erfiillbar. Dann ist I' F |, und damit, aufgrund der Vollstdndigkeit von
NK’, auch T' - L. Damit gibt es ein endliches IV C T' mit IV + L. Dann gilt

aber aufgrund Korrektheit von NK’: IV E L. Also ist dieses I nicht erfiillbar.
WIDERSPRUCH. Also ist I' erfiillbar. QED
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QUANTORENLOGIK MOTIVATION

Motivation

Im zweiten Teil der Vorlesung wird die Quantorenlogik behandelt — gleichbedeu-
tend zum Begriff Quantorenlogik sind die Begriffe Pridikatenlogik und Logik
erster Stufe.

Die Quantorenlogik erweitert die Aussagenlogik, indem sie nicht mehr nur Aus-
sagen als Ganzes analysiert, sondern auch deren innere Struktur betrachtet.
Nach einer informellen Motivation, welche dies detaillierter ausfiihrt, wird die
Quantorenlogik analog zur Aussagenlogik eingefiihrt: Definition der formalen
Sprache, der Semantik und schliefflich eines syntaktischen Kalkiils. Im Anschluss
wird wie schon in der Aussagenlogik die semantische Vollsténdigkeit des Kalkiils
gezeigt.

Informelle Motivation. Die Quantorenlogik unterscheidet sich in folgenden
Punkten wesentlich von der Aussagenlogik:

(1) Betrachtung von: Individuen, Funktionen und Relationen

Wir werden (in einer formalen Sprache) iiber Individuen eines Gegenstands-
bereichs (Elemente einer Menge) und Funktionen und Relationen iiber
diesem Bereich reden. Der Bereich zusammen mit den ausgezeichneten
Individuen, Funktionen und Relationen wird Struktur genannt.

(2) Verwendung neuer Zeichen im Alphabet:

(a) Logische Zeichen:
Quantoren: V, 3
Gleichheitsrelation: =
Individuenvariablen: g, x1, 2, ...

(b) Nichtlogische Zeichen:
Individuenkonstanten: a, i), é, ...
Funktionszeichen: f, ¢, h, ... oder +, ...
Relationszeichen: P, Q, R, ... oder <, ...

Der Punkt * iiber den nichtlogischen Zeichen verweist darauf, dass diese ob-
jektsprachliche Zeichen sind; soll in der Metasprache auf die entsprechenden
Objekte (Interpretation der Zeichen) Bezug genommen werden, wird der
Punkt weggelassen.

(3) Verwendung von Termen: Man benutzt Terme, um in der formalen Sprache
iiber die Individuen des Gegenstandsbereichs zu sprechen. Dazu werden
Variablen, Individuenkonstanten und Funktionszeichen verwendet.

Beispiele: f('r07dab)7 (a+x1), g(d7x07f(x17"'567x0))

(4) Verwendung von Formeln: Durch Formeln kénnen Aussagen aufgestellt
werden. Diese konnen (im Gegensatz zu Termen) wahr oder falsch sein,
verweisen also auf Wahrheit bzw. Falschheit.

Beispiele: 3z (20 < f(zo +20)), YzoVr: (o < 21) V (21 < 20))
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88 Sprache der Pradikatenlogik

In diesem Abschnitt werden formale Sprachen eingefiihrt. Diese Sprachen werden
mit £ bezeichnet. Die einzelnen Sprachen, die hier definiert werden sollen,
unterscheiden sich darin, welche nichtlogischen Zeichen zur Verfiigung stehen.
Deshalb werden zur Definition einer formalen Sprache . drei (moglicherweise
leere) Index-Mengen I, K, L benétigt, die paarweise disjunkt sind. Diese Mengen
legen fest, wieviele und welche Individuenkonstanten, Funktions- und Relations-
zeichen in der Sprache vorkommen.

8.1 Definition (Alphabet). Das Alphabet einer formalen Sprache .Z besteht
aus den folgenden Zeichen:

Logische Zeichen:

(1) Junktoren: —, I  weiterhin: —, A, V, ¢

(2) Quantoren: V (Allquantor) weiterhin: 3 (Existenzquantor)
(3) Individuenvariablen: fiir jedes n € N: z,

(4) Gleichheitszeichen: =

Nichtlogische Zeichen (in Klammern metasprachliche Variablen):

(1) Individuenkonstanten: fiir jedes i € I: ¢ (a, b, ...)

(2) Funktionszeichen: fiir jedes k € K : fr  (f, 9, ...)

(3) Relationszeichen: fiir jedesl € L: R, (P, Q, ...)

Hilfszeichen:

(1) Klammerpaar: ()
(2) Komma: |

Bemerkungen.

(1) Spéter wird gezeigt, dass der Existenzquantor durch den Allquantor aus-
gedriickt werden kann. Entsprechend wiirde hier zur Sprachdefinition der
Allquantor V zusammen mit den Junktoren 1 und — geniigen.

(2) VAR :={z, : n € N} ist die Menge der Individuenvariablen.

(3) Die nichtlogischen Zeichen wurden mit einem Punkt notiert. Dies dient zur
Unterscheidung der nichtlogischen Zeichen von den Objekten, auf die diese
Zeichen spéter verweisen werden. Ist es aus dem Kontext heraus unver-
wechselbar klar, dass Zeichen gemeint sind, werden die Punkte gelegentlich
weggelassen.

(4) Beim logischen Zeichen = dient der Punkt zur Unterscheidung bzgl. des in
der Metasprache verwendeten Zeichens =.

Im néchsten Schritt muss festgelegt werden, welche Stelligkeit die Funktions-
und Relationszeichen haben. Es wird also festgelegt, wieviele Argumente die
Funktions- und Relationszeichen haben.
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8.2 Definition (Stelligkeit und Signatur). Die beiden Abbildungen
c:K—-N und 7:L—>N

legen die Stelligkeit der Funktions- und Relationszeichen fest. Dabei hat das Funk-
tionszeichen fj, die Stelligkeit o(k) und das Relationszeichen R; die Stelligkeit
7(1). Das Tupel (I, o, 7) wird Signatur von £ genannt.

Bemerkung. In Abhingigkeit der Index-Mengen I, K, L und der beiden Funk-
tionen o und 7 wurde tatsichlich eine ganze Klasse von formalen Sprachen
eingefiihrt. Diese Klassen kénnen einfach durch die Signatur unterschieden wer-
den, in der alle wesentlichen strukturellen Informationen iiber eine Sprache ¥
zusammengefasst sind.

Beispiel (Sprache der Gruppentheorie). Wir illustrieren und motivieren
am Beispiel der Gruppentheorie die Definitionen dieses Abschnittes.

(1) Zur Erinnerung: Eine Gruppe besteht aus einer Grundmenge G, einer zwei-
stelligen Verkniipfung, etwa der Addition, und einem neutralem Element.
Um iiber Gruppen reden zu koénnen, wird in der Sprache £ der Grup-
pentheorie eine Individuenkonstante und ein zweistelliges Funktionszeichen
benétigt. Es werden keine Relationszeichen benotigt. Wir definieren also:

I:={0}, K:={+4} und L:=o

I, K und L sind paarweise disjunkt. Damit stehen ¢y und f+ als nichtlogische
Zeichen im Alphabet von £ zur Verfligung.

Durch die Festlegung o(4) := 2 ist o auf ganz K definiert. Da L = @ gilt,
ist 7 trivial gegeben.

Damit ist f+ ein zweistelliges Funktionszeichen und die Signatur von .Z¢
ist durch (I, o, 7) bestimmt.

(2) Wir erweitern die Sprache .Z ¢ zu einer reicheren Sprache .Z ¢ :
I''=1, K':=={+,-} und L":={<}
Zusétzlich soll gelten:
o(=):=1 und 7(L):=2

Damit stehen in der Sprache £ zusitzlich ein einstelliges Funktionszeichen
f— und ein zweistelliges Relationszeichen R< zur Verfiigung.

Bemerkung (Schreiberleichterung). Sind die Stelligkeiten der Funktions-
und Relationszeichen aus dem Kontext klar, kann man die Signatur auch einfach
durch Auflistung der Index-Mengen angeben, z.B. im Beispiel (1) durch das
Tupel ({0}, {+}, @) und im Beispiel (2) durch das Tupel ({0}, {+, -1}, {<}).
Im Folgenden gehen wir davon aus, dass die Signatur fiir eine Sprache .Z fest
gegeben ist, und definieren in Abhéingigkeit von der Signatur rekursiv die Terme
und Formeln von Z. Ziel ist es, spiter mit den Termen {iber Individuen sprechen
zu konnen, und mit Formeln iiber Wahrheit.
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8.3 Definition (Terme). Die Menge TERM aller Terme von .Z ist durch
folgende induktive Definition erklért:

(1) Fir jedes n € Nist x,, € TERM.
(2) Fir jedes i € I ist ¢; € TERM.
(3) Fir k€ K und t1,..., ¢y € TERM ist auch fy(t1,...,t,)) € TERM.

Das Zeichen = wird auch fiir die syntaktische Gleichheit von Termen verwendet.

Beispiel (Terme).
(1) Folgende Terme gehoren etwa zur Sprache Z¢ (und damit auch zu Z¢/):

o, 5, fr(z1,60)

(2) Wir erlauben zur Lese-Erleichterung eine informelle Notation der Terme. Wir
schreiben 0 statt ¢o und + fiir £, und notieren zusétzlich Funktionsausdriicke
infix. Also sind auch folgende Zeichenreihen Terme:

O, (0 + 1'4) + I3

(3) Das einstellige Funktionszeichen f, von Z ¢ wird zur Lese-Erleichterung
durch einen Strich iiber dem Argument notiert. Damit gibt es zusétzlich in
der Sprache Z ¢ etwa folgende Terme:

0, (xl —|—1‘72)—|—0

Mithilfe der Terme kénnen nun die Formeln der Sprache .Z induktiv eingefiihrt
werden. Formeln verweisen auf Wahrheit bzw. Falschheit. In der Definition wird
die Sprache . mit der Menge aller Formeln dieser Sprache identifiziert. Mit | £ |
bezeichnen wir die Kardinalitiat (Grofie) der Sprache .. Haben wir hochstens
abzéhlbar viele nichtlogische Zeichen, dann ist auch £ abzéhlbar.

8.4 Definition (Formeln). Die Menge . aller Formeln der Sprache .Z ist
durch folgende induktive Definition erklért:

1) Wenn fiir [ € L gilt, dass t1,..., ¢,y € TERM, dann Ry(ty,...,t.q)) € L.
Wenn t,s € TERM, dann (t=s) € .Z.

lLeZz.

Wenn ¢ € Z, dann auch ¢ € Z.

Wenn ¢ € Z und ¢ € %, dann auch (o)) € Z.

6) Wenn z € VAR und ¢ € .Z, dann auch (Vzp) € £ und (Fzp) € Z.

Formeln, die aufgrund der Regeln (1) bis (3) zu £ gehéren, werden atomare
Formeln oder auch Atome genannt; mit ATM C . wird die Menge aller atomaren
Formeln bezeichnet. Mochte man hervorheben, zu welcher Sprache Formeln
gehoren, spricht man auch von Z-Formeln.
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Konvention (Notation).

(1) Analog zur Aussagenlogik verwenden wir auch in der Quantorenlogik Kon-
ventionen zur Klammerersparnis.

Neu hinzu kommt, dass Quantoren stirker binden als Junktoren.

(2) Wie schon bei den Funktionszeichen werden wir auch gebréuchliche Rela-
tionszeichen (etwa <) verwenden und, falls diese zweistellig sind, sie auch
infix notieren. Etwa: (0 < o) fiir <(0,xo).

Dabei gilt, dass Relationszeichen stérker binden als Junktoren und Quanto-
ren.

(3) Zuletzt wird iiblicherweise darauf verzichtet, Konstanten-, Funktions-, und
Relationssymbole ausdriicklich mit einem Punkt zu markieren. Mit dieser
Konvention wird die eingangs eigens eingefiihrte ausdriickliche Unterschei-
dung von Symbolen der Objektsprache und Gegenstinden der Metasprache
fiir Terme und auch fiir Atomformeln gleich wieder abgeschafft.

HinwEIs: Dies ist im Grunde eine duflerst fragwiirdige Konvention. In der
Praxis ergibt sich das Weglassen der Punkte aber leider schnell von selbst.

Beispiel (Formeln). Einige Formeln der (erweiterten) Gruppentheorie:

e Schreibe Vzg(zg+0=1z0) fir (Voo (+(z,0)=1x0)).
e Schreibe —VaVao(xy + 22 =0) fiir — (Vo (Voo (d-(21,22) = 0))).
e Schreibe Vag(zg +0<To+0) fir Yaoe<(—(+(zo,0)),+(=(z0), —(0))).

Bemerkungen.

(1) Analog zur Induktion in der Aussagenlogik werden auch in der Quantoren-
logik Behauptungen {iber Formeln durch Induktion gezeigt.

Oft ist es aufgrund der komplexeren Definition der Sprache notwendig,
zunéchst eine Induktion iiber die Terme und dann erst eine Induktion iiber
die Formeln durchzufiihren.

(2) Rekursive Definitionen iiber dem Bereich der Terme und dem Bereich der
Formeln sind analog zur Aussagenlogik moglich. Begriffe wie z.B. Struk-
turbaum und Rang einer Formel sind fiir die Quantorenlogik entsprechend
rekursiv definiert.

Freie und gebundene Variablen. In der Pradikatenlogik wird das Konzept
der freien und gebundenen Variablen benétigt. Dabei wird das Vorkommen einer
Variable x in einer Formel ¢ als gebunden bezeichnet, falls z im Wirkungsbereich
eines Quantors vorkommt.

Dabei steht x im Wirkungsbereich eines Quantors Va bzw. Jzx, falls in der
Teilformel v, vor die der Quantor gestellt wurde (also Vi) =< ¢ bzw. Jz¢) < @),
die Variable z ungebunden vorkommt. Dieses Vorkommen von v in der Formel ¢
wird der Wirkungsbereich des Quantors genannt. Variablen, die in ¢ vorkommen,
ohne gebunden zu werden, nennt man frei.

Das Konzept der freien und gebundenen Variablen wird in den folgenden De-
finitionen prézisiert. In einem ersten Schritt werden die freien Variablen eines
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Terms definiert, um dann mit diesem Begriff die freien Variablen einer Formel
definieren zu kénnen.

8.5 Definition (Freie Variablen eines Terms). Die Menge FV(t) der freien
Variablen eines Terms t € TERM ist wie folgt rekursiv definiert:

(1) Wenn t = z fiir z € VAR, dann FV(¢) := {z}.
(2) Wenn t = ¢; fiir i € I, dann FV(t) := 2.

(3) Wenn t = f(t1,...,t,) mit ¢y,...,¢, € TERM, dann FV(¢):=J;_, FV ().

Eine Variable x kommt frei in einem Term t vor, falls x € FV(¢).

8.6 Definition (Freie Variablen einer Formel). Die Menge FV(y) der
freien Variablen einer Formel ¢ € £ ist wie folgt rekursiv iiber dem Aufbau
von Formeln definiert:

1) Wenn ¢ = P(ty,...,t,) fir Terme ty,...,t,, dann FV(p) :=Ji_, FV(t).
Wenn ¢ = (t = s) fiir Terme t, s, dann FV(p) :=FV(t) UFV(s).
Wenn ¢ = 1, dann FV(p) 1= 2.

)
)
4) Wenn ¢ = =), dann FV(p) :=FV ().
) Wenn ¢ = (¢ o x) fiir Formeln v, y, dann FV () :=FV(¥) UFV(x).
)

Wenn ¢ = (Vaep) oder ¢ = (Jze)) fiir eine Variable x und eine Formel 4,
dann FV(p) :=FV()\{z}.

Eine Variable x kommt frei in einer Formel ¢ vor, falls © € FV(p).
Dem Begriff der freien Variablen wird der Begriff der gebundenen Variablen

entgegengesetzt. Da in Termen keine Quantoren vorkommen kénnen, muss in
der Definition lediglich auf den Formelaufbau zuriickgegriffen werden.

8.7 Definition (Gebundene Variablen einer Formel). Die Menge BV(p)
der gebundenen Variablen einer Formel ¢ € £ ist wie folgt rekursiv iiber dem
Aufbau von Formeln definiert:

(1) Wenn ¢ atomar, dann BV (yp) := @.
(2) Wenn ¢ = =), dann BV(yp) :=BV(¢).

(3) Wenn ¢ = (¢ o x) fiir Formeln ) und x, dann BV (p) := BV (¢)) UBV ().
(4)

4) Wenn ¢ = (Vap) oder ¢ = (Jxe)) fiir eine Variable z und Formel ¢ mit

x € FV(¢), dann BV (p) :=BV(y)) U {z}.

Eine Variable x kommt gebunden in einer Formel ¢ vor, falls x € BV(p).

Beispiel (Gebundene und freie Variablen). Einige Beispiele aus der Spra-
che £ sollen die Definitionen illustrieren:

o FV(é) = FV(0) = o.
e FV(z1+0) ={x1}.
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o Fir o =Va(z+y=y+2z)ist FV(p) = {y} und BV(p) = {z}.
o Fir p =VaVy(z +y =y +z) ist FV(p) = @ und BV(p) = {z, y}.
o Firp=Vr(z+y=0)AVy(z+y =0) ist FV(p) = {z,y} und BV(p) = {z,y}.

Mithilfe der freien Variablen wird in der Priidikatenlogik (im Gegensatz zur
Aussagenlogik) zwischen Aussagen und Formeln unterschieden.

8.8 Definition (geschlossen/offen).

(1) Ein Term ¢ heiBt geschlossen, falls keine freien Variablen darin vorkommen
(FV(t) = ).

TERM, :={t : t geschlossen} C TERM.

(2) Eine Formel ¢ € .Z heifit geschlossen, falls keine freien Variablen darin
vorkommen (FV(¢) = @). Eine geschlossene Formel heiit auch Aussage.

SENT :={¢ : ¢ geschlossen} C .Z.

(3) Terme oder Formeln, die nicht geschlossen sind (also freie Variablen enthal-
ten), heilen offen.
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89 Semantik

Nachdem im letzten Abschnitt formale Sprachen . eingefiihrt wurden, kann nun
die Bedeutung der Sprachen definiert werden. Wihrend in der Aussagenlogik
dafiir im Wesentlichen nur die Bewertung aller Formeln benotigt wurde, gestaltet
sich dies in der Quantorenlogik aufwéndiger.

Zunéchst muss der Strukturbegriff eingefithrt werden. Dabei handelt es sich
im Wesentlichen um eine Menge, in der die nichtlogischen Zeichen von %
interpretiert werden. Anschliefend werden Belegungen von Variablen definiert.
Damit kénnen dann Terme zu Individuen und Formeln zu Wahrheitswerten
ausgewertet werden. Die Giiltigkeit von Formeln wird dann iiber die Auswertung
von Formeln definiert.

Im Folgenden wird wieder — sofern nichts anderes gesagt wird — eine Sprache £
mit Signatur (I, o, 7) vorausgesetzt.

9.1 Definition (Struktur). Das geordnete Paar (A, Q) heifit .Z-Struktur, falls
A # & eine nichtleere Menge und  eine Abbildung auf ganz I U K U L ist, so
dass Folgendes gilt:

(1) Fiir jedes i € I ist ¢; :=Q(i) € A ein Element von A.

(2) Fiir jedes k € K ist fi := Q(k) eine o(k)-stellige Funktion.
Also:  f : A — A

(3) Fiir jedes I € L ist Ry :=§(I) eine 7(I)-stellige Relation.
Also: R; C AT,

Bemerkungen.
(1) Strukturen werden durch Frakturbuchstaben dargestellt: 2(:= (A, Q).

(2) Die Abbildung Q ist wohldefiniert (funktional), da die Mengen I, K, L
paarweise disjunkt sind.

(3) Die Menge A wird Gegenstandsbereich, Grundbereich, Grundmenge, Tréiger-
menge, Individuenbereich oder auch Universum genannt.
Fiir das Universum einer Struktur 2 schreibt man auch ||, um den Bezug

zur zugrundeliegenden Struktur zu verdeutlichen.

(4) Die Abbildung 2 legt fest, durch welche Objekte die sprachlichen Zeichen
interpretiert werden. Die Bilder von ) werden Interpretation der nichtlogi-
schen Zeichen unter ) oder auch ausgezeichnete Objekte genannt.

Wir verwenden manchmal die Schreibweise (* um die Interpretation eines
nichtlogischen Zeichens ¢ in der Struktur 2 zu bezeichnen.

(5) Héufig notieren wir in Strukturen die ausgezeichneten Objekte anstatt der
Abbildung Q und geben so  implizit an.
Wir schreiben also: <A, (ciVier, (fr)kek s (Rl)l€L>.
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Bemerkung (Signatur). Die Signatur der Sprache % lésst sich auch anhand
einer Z-Struktur feststellen. Jeder Konstanten entspricht ein ausgezeichnetes
Element, jedem Funktions- und Relationszeichen eine Funktion bzw. eine Relation
gleicher Stellenzahl. Entsprechend werden wir auch von der Signatur einer .Z-
Struktur sprechen. Verschiedene Z-Strukturen zu einer Sprache £ sind sich
aufgrund ihrer gemeinsamen Signatur dhnlich. Entsprechend wird die Signatur
einer .Z-Struktur als Ahnlichkeitstyp bezeichnet. Diese kann als abstraktes Objekt
aufgefasst werden, das beschreibt, was allen .Z-Strukturen gemeinsam ist.

Beispiel (Strukturen). Es werden Beispiele fiir Strukturen zur Sprache £
und .Z g angegeben:

(1) Die additive Gruppe der ganzen Zahlen 3:=(Z,0, +) ist zusammen mit dem
ausgezeichnetem Element 0 € Z und der Addition in Z eine .Z ¢-Struktur.

Zeichnet man zusétzlich die Abbildung — : Z — Z :  — —z und die
zweistellige Relation < aus, erhdlt man mit 3’ :=(Z,0,+, —, <) eine L¢-
Struktur zur reicheren Sprache £ .

Detailliert und formal korrekt:
Fiir 3:
A:=7
Q(0):=0
Q+)=f1  AxA—=A: (z,y)—z+y
Und fiir 3’ zusétzlich:
Q-)=f A= A:x— —x
QUL) = {(z,y): v <y} C A?
Es ist zu beachten, dass 2 als Argument uninterpretierte Elemente aus den

einzelnen Index-Mengen hat und als Bild uns bekannte Elemente, Funktionen
und Relationen, die wir hier lediglich gleich notieren.

(2) Die Einheitengruppe der ganzen Zahlen € := ({£1},1,-) ist zusammen mit
dem ausgezeichnetem Element 1 und der gewohnten Multiplikation eine
% o-Struktur.

(3) Z-Strukturen miissen keine Gruppen sein. Die Interpretationen der nicht-
logischen Zeichen kénnen auch ganz ,wild“ gewahlt werden. Sie miissen
lediglich zur Signatur passen. Etwa:
Als Universum die natiirlichen Zahlen: A:=N
Fiir das 0-Zeichen die 5 € N:  (0) :=5
Fiir das +-Zeichen die 2-stellige Minimumsfunktion:
Q(+):=f+ :NxN—=N:(z,y) — min(z,y)

Das Tupel 20 := (A, Q) ist eine £ g-Struktur.

Bisher sind die Bedeutungen der Individuenkonstanten sowie der Funktions-

und Relationszeichen definiert worden. Die Bedeutung der Variablen wird durch

(Variablen- ) Belegungen festgelegt.
Im Folgenden sei eine .Z-Struktur A = (A, ...) zur Signatur (I, o, 7) gegeben.
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9.2 Definition (Belegung).

(1) Eine Abbildung
v:VAR — A

heifit Belegung der Individuenvariablen in 2 (bzw. Variablenbelegung in 2
oder einfach Belegung in ).

(2) Fiir a € A und eine Variable x € VAR ist v[x — a] die Belegung w mit:

) a falls y = x
w =
Y v(y) fallsy #x

v[z > a] heifit Variante (oder genauer: x-Variante) von v.

Bemerkungen.

(1) Nachdem die Bedeutungen der nichtlogischen Zeichen und der Variablen
festgelegt sind, kénnen die Terme und Formeln ausgewertet werden. Das
bedeutet: Man bestimmt diejenigen Individuen, auf die Terme verweisen,
und den Wahrheitswert von Formeln.

(2) Die Auswertungen erfolgen immer in Abhéngigkeit von einer Belegung in
einer vorgegebenen Struktur. Damit spielen Strukturen und Belegungen in
der Quantorenlogik eine dhnliche Rolle wie Wahrheitswertzuordnungen in
der Aussagenlogik.

9.3 Definition (Auswertung von Termen). Seiv: VAR — A eine Belegung
der Variablen in 2. Die Auswertung von Termen ist eine Abbildung

[1*: TERM — A
die wie folgt iiber dem Aufbau von Termen definiert ist:
(1) [zn]* :=v(z,) fiir jedes n € N,
(2) [e:i]? :=c; fiir jedes i € I,

(3) [fulti, - to) ]2 = fu([ta], - [tor]2) fiir jedes &k € K.

Bemerkungen.

(1) Durch die Definition ist intendiert, dass die jeweiligen Zeichen durch die
zugehorige Interpretation in der Struktur ausgewertet werden.

(2) Man beachte, dass innerhalb der Semantik-Klammern Zeichen des Alpha-
bets stehen (angedeutet durch den Punkt iiber dem jeweiligen Zeichen),
rechts des Gleichheitszeichens jedoch von den ausgezeichneten Objekten
und Funktionen der Struktur gesprochen wird.

Beispiel (Terme in der Gruppentheorie). Es werden einige Terme in der

ZLe-Struktur 3’ = (Z,0,+, —, <) unter der Belegung v : VAR - Z : 2, — n
schrittweise ausgewertet:
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1) [f(eo, o)1 = £ ([0l [eol?)
= [¢o]2" + [éo]¥
=040
=0

@) [f-@)) = f-([z1]?)
= —[z1]?
= —v(z1)
-1

(3) w2 +73)] = —[(z2 +73)]

—([w2] + [zs])
—([w2] + (=[3]))
—(v(@2) + (—v(z3)))
—(2+(=3)
—-(=1

I
—

Bemerkung (Notation). Die ersten beiden Beispiele wurden formal korrekt
aufgeschrieben. Fiir das letzte Beispiel wurde zur Schreiberleichterung die Anga-
be der Abhingigkeiten der Auswertungsfunktion von der Struktur 3’ und der
Belegung v nicht notiert. Ist die Struktur und die Belegung aus dem Kontext
heraus offensichtlich, so ist diese Schreiberleichterung unproblematisch.

Mithilfe der Auswertung der Terme kénnen nun die Formeln der Sprache £
ausgewertet werden. Der Wert einer Formel ist immer ein Wahrheitswert.

9.4 Definition (Auswertung von Formeln). Seiv: VAR — A eine Belegung
der Variablen in 2. Die Auswertung von Formeln ist eine Abbildung

[ 2 — {0,1}
die wie folgt iiber dem Aufbau von Formeln definiert ist:

) ) o falls ([, ... [t-]Y) € R
O Bt sty "{ 1 falls ([H]2, o [t l?) € Ry

0 falls [tl]]gl 75 [[tz]]gl
1 falls [t1]% = [to]™

2) [(t=t)]} = {
3) [L]3:=0

@) [-¢l3 = f-(le]?)

(5) [(po)]¥ = fo(lelZ [¥12)

(6) [(Vee)]3 =min{[]3, . :a €A}
[z )]7 = max {[¢]3,. . s a € A}
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Bemerkungen.

(1) Die Auswertung von Formeln funktioniert analog zur Auswertung von
Termen. Entsprechend wird das gleiche Symbol verwendet; die Bemerkungen
zur Auswertung von Termen gelten analog.

(2) Einstellige Relationen driicken Eigenschaften von Individuen aus. Nullstellige
Relationen spielen in der Quantorenlogik die Rolle von Aussagevariablen.

(3) Klausel (6) fithrt den Wahrheitswert einer quantifizierten Formel auf den
Wahrheitswert einer offenen Formel zuriick. Das stellt den wesentlichen
Grund fiir die Einfiihrung von Belegungen dar. Wiirden wir Variablen nicht
mithilfe von Belegungen eine (kiinstliche) Bedeutung zuweisen, kénnten
durch All- oder Existenzquantifikation entstehende Formeln nicht interpre-
tiert werden. Selbst dann nicht, wenn sie keine freien Variablen enthalten.

(4) Im Gegensatz zu anderen Ansitzen (vgl. etwa van Dalen) benétigen wir
zur Auswertung der Quantoren keine objektsprachlichen Namen fiir jedes
Objekt des Universums und ersparen uns damit die Betrachtung von Spra-
cherweiterungen. (Um etwa eine quantifizierte Aussage in der additiven
Gruppe der reellen Zahlen auszuwerten, muss bei jenen anderen Ansétzen
die Sprache £ der Gruppentheorie um Namenszeichen fiir jede reelle Zahl
erweitert werden.)

(5) In der Metasprache miissen wir iiber die Objekte des Universums sprechen
und quantifizieren kénnen, um die Quantoren V und 3 auswerten zu kénnen.
Diese Auswertungen sind fiir unendliche Strukturen daher nicht effektiv
berechenbar.

Das folgende Koinzidenzlemma sagt aus, dass zur Auswertung einer Formel
eine Belegung nur auf den freien Variablen der Formel betrachtet werden muss.
Insbesondere sind damit die Auswertungen von Aussagen ¢ (FV(¢) = @) unter
allen Belegungen gleich.

9.5 Lemma (Koinzidenz). Fiir alle Terme ¢ und Formeln ¢ von .# und alle
Z-Strukturen 2l gilt: Sind v, w zwei Belegungen, die auf den freien Variablen
von t bzw. ¢ iibereinstimmen, dann gilt schon:

[ =[5 bzw. o]y = [l

Beweis. Zunichst wird die Behauptung fiir Terme gezeigt:

Fiir Individuenkonstanten ¢ und Variablen z ist dies trivial.

Sei also t = f(tl, ..., ty) fir Terme t1,...,t, und seien v, w zwei Belegungen,
die auf den freien Variablen von ¢ iibereinstimmen.

Insbesondere stimmen die Belegungen jeweils auch auf den freien Variablen von

t1,...,t, liberein, so dass die IV verwendet werden kann:

[ (Y P 4 g I (Y o Y PO [
Damit kann man die Behauptung fiir beliebige Formeln zeigen:

@ ist atomar: Fiir ¢ = | trivial. Fiir ¢ = P(ty,...,t,) oder ¢ = (t=s) verwen-
den wir die analoge Aussage iiber Terme.
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@ ist komplex: Fiir aussagenlogische Kombinationen ist die Aussage trivial, da
die Auswertung funktional ist. Die interessanten Fille sind ¢ = (Vz1) und
¢ = (2v)), da im Allgemeinen nicht gilt: FV (1)) C FV(p).

Seien also v, w zwei Belegungen, die auf FV(p) iibereinstimmen, dann ist im
Fall ¢ = (Vz1)):

IISDH% = min {[[wﬂ%[zr—ﬂz] rae |2[|} (;) min {ﬂwﬂg[zr—nz] ta € |Ql|} = [[‘pﬂg

und im Fall ¢ = (Jx1p):

9]
[e]d = max {[¥]7 1 sq ¢ @ € A} = max {[Y]5nq : a € 1A} = [¢]5
Bei (%) konnten wir jeweils die IV anwenden, da v[z — a] und w[z — a] zwei
Belegungen sind, die auf FV(p) U {z} = FV () iibereinstimmen.
Damit wurde die Behauptung gezeigt. QED

Mithilfe der Auswertung kann nun die Giiltigkeit von Formeln definiert werden.

9.6 Definition (Giiltigkeit in Strukturen). Sei ¢ € .Z eine Formel, I' C .Z
eine Menge von Formeln, 2 eine Z-Struktur und v eine Belegung.

(1) ¢ ist in 2 unter v giiltig genau dann, wenn [p]? = 1.

Schreibe: 21 E, . Ist dies nicht der Fall, schreibt man auch: ¥, ¢.

(2) A ist ein Modell von ¢ genau dann, wenn 2 F, ¢ fiir alle Belegungen v.
Schreibe: A F ¢. Ist dies nicht der Fall, schreibt man auch: A ¥ ¢.

(3) Aist ein Modell von I" genau dann, wenn fiir jedes ¢ € T" gilt: A FE .
Schreibe: 2 ET. Ist dies nicht der Fall, schreibt man auch: A ¥ T.

Bemerkungen.
(1) Man sagt auch, dass ¢ bzw. I' in 2 giiltig ist (unabhéngig von einer konkreten
Belegung), wenn 2l ein Modell fiir ¢ bzw. I ist.

(2) ACHTUNG: 2 F ¢ bedeutet nicht, dass ¢ unter keiner Belegung in 2 giiltig
ist, sondern dass ¢ nicht unter allen Belegungen in 2 giiltig ist! Das heif}t,
es kann trotzdem eine Belegung v geben mit 2 =, ¢. Damit ist durch 2 ¥ ¢
im Allgemeinen nicht dasselbe ausgedriickt wie durch 2 F —¢.

Alternative Notation (Belegungen).

(1) Wir schreiben statt 2L E, ¢ auch: 2AFE ¢lay,...,ay], falls Folgendes gilt:
FV(p) ={zi,...,z;, }und i1 < ... < i, und v(x;,) = ag.
Das heifit: die k-te freie Variable von ¢ wird durch ay belegt.

(2) Entsprechend verwenden wir die Vektor-Notation: 2 F ¢la].
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Beispiele (Giiltigkeit in Strukturen). Wir betrachten die Sprache £ der
Gruppentheorie. In den beiden Beispielen sei stets ¢ := (z =2 + x) € ZLg.

(1) 3=1(Z,0,+) ist eine .£-Struktur.
Sei v eine Belegung mit v(z) = 0. Dann ist [¢]3 = 1, denn in 3 gilt:

[2]2 = v(2) =0=0+0 = v(z) +v(z) = [¢]] + [2]3 = [ +2]3

Also: 3 E, ¢.

Fiir eine Belegung w mit w(z) = 3 gilt hingegen:
[e]3 = w(z) =3 # 3+ 3 = w(z) + w(z) = [2]}, + [2]3 = [z +«]3)

Damit: [z =z + 2]3, = 0 und 3 ¥,, ».
Aus Letzterem folgt wiederum: 3 ¥ (z = x + z).

Das bedeutet: Die offene Formel ¢ ist zwar unter der Belegung v in 3 giiltig,
insgesamt ist sie aber in der Struktur 3 nicht giiltig. 3 ist also kein Modell
der Formel.

(2) Auch die ,wilde“ Struktur 20 = (N, 5, min) ist eine .Z¢-Struktur.
Sei v eine beliebige Belegung. Es ist [¢]¥ = 1, da in 2 gilt:

[+ = v(e) = min(o(a), o(z)) = min([e] 7, [217) = [ + 2]

Damit gilt unter der Belegung v die Formel ¢ in der Struktur 23, in Zeichen:
Wk, ¢.

Da die Belegung v beliebig gew&hlt war, gilt 20 =, ¢ schon fiir jede Belegung.
Also: WE (z =z + x).

Das bedeutet: Die offene Formel ¢ ist unter allen Belegungen v in 2 giiltig.
27 ist daher ein Modell der Formel.

9.7 Theorem. Seien ¢, € £ Formeln. Dann gilt fiir jede Z-Struktur 2L:
(1) Wenn 2AE —¢, dann 2A ¥ ¢.

2) Esist AFE ¢ und /A E ¢ genau dann, wenn 24 E ¢ A 9.

3

(
(3) Wenn A E ¢ oder A F 1), dann A E ¢ V 1.
(4

(

)
)
) Wenn 2 E ¢ — 1, dann mit A F ¢ auch 2 E .

5) Wenn 2L E ¢ <> ¢, dann 2 F ¢ genau dann, wenn 21 E .

Bemerkung. Nur Teilaussage (2) formuliert eine Beziehung zwischen den
Giiltigkeitsbehauptungen in beide Richtungen. Fiir alle anderen Teilaussagen
treffen die Umkehrungen aufgrund der Quantifikation iiber alle Belegungen im
Allgemeinen nicht zu!

Beweis. Wir zeigen exemplarisch (1) und (2). Der Rest verbleibt als Ubungsauf-
gabe.
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(1) Es gelte 2AE —p.
Damit gilt fiir jede Belegung v: 24 F, —¢.
Das bedeutet: [-p]® = 1.
Sei v eine beliebige Belegung. Es ist

[eld =1 —[¢ld =1-1=0

Es gilt also fiir diese Belegung v: A ¥, .
Insgesamt gilt also: 2AF .
Die Umkehrung gilt im Allgemeinen nicht. Gegenbeispiel:

Sei A = (4,...) eine £-Struktur zu einer beliebigen Sprache £, wobei
A ={0,1} zweielementig ist, und sei ¢ := (x =y) € Z.

Dann gilt: A ¥ ¢.
(Fiir eine Belegung v mit v(z) = 1 # 0 = v(y) ist [p]> = 0.)
Ebenso gilt aber: 2AF —p.
(Fiir eine Belegung w mit w(z) = 0 = w(y) ist [-¢]* = 0.)
(2) Es gelte A F ¢ und A E 9 fiir zwei Formeln ¢ und . Damit gilt fiir jede
Belegung v: A FE, o und A E, .
Das bedeutet: [p]* = [v]* =1. (%)
Sei v eine beliebige Belegung. Dann gilt:

[o Avl2 =[] 12 D11=1

Das bedeutet: 2AF, ¢ A .
Da v beliebig gewahlt war, gilt: AFE @ A .

Gilt hingegen 24 F ¢ A v, dann gilt [ A ¥]* = 1 fiir eine beliebige
Belegung v.

Dies ist genau dann der Fall, wenn [p]® =1 und [¢]® = 1.
Also gilt 2 F ¢ und A E .

Damit wurden beide Richtungen gezeigt. QED

9.8 Theorem. Sind ¢, ¢ Z-Aussagen (d.h. FV(p) = FV(¢) = @), dann gilt
zusétzlich auch:

(1) Wenn (¥ ¢, dann A F —p.
(3) Wenn 2AF ¢V, dann A FE ¢ oder A F 1.

(4) Wenn mit 2 F ¢ auch 2AF ¢, dann A F ¢ — 1.
()

Wenn 2 F ¢ genau dann, wenn 2 F ¢, dann A F ¢ <> 1.
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Beweis. Wir zeigen Behauptung (1); der Rest verbleibt als Ubungsaufgabe.
Es gelte: 2AF .

Damit gibt es (mindestens) eine Belegung w, so dass: 2 ¥, ¢.

Also [¢]% = 0. Damit gilt auch: [-¢]2 =1—[o]2 =1-0=1.

Sei nun v eine beliebige Belegung.

Da FV(—¢) = FV(p) = @ folgt mit dem Koinzidenzlemma:

[=els = [l =

Da v beliebig gewéahlt war, gilt auch: 2 F —¢p. QED

9.9 Definition (All-Abschluss). Sei ¢ € £ eine Formel, so dass FV(p) =
{Ziy, ... @i, } mit iy < ...<i,. Die Aussage ¥(p) : =V, ...Va;, ¢ € &L heifit
dann der All-Abschluss von .

9.10 Lemma (All-Abschluss). Sei ¢ € .Z eine beliebige Formel. In jeder
Z-Struktur A = (A,...) gilt:

AFEV(p) genau dann, wenn A F .

Beweis. Sei n € N mit V(¢) = Vx;, ...Va; . Wir schreiben & fiir (z;,,...,2;, ).
»,=“: Sei v eine beliebige Belegung. Es gilt v(Z) = b fiir ein b € A™.

Aus A EV(p) folgt: AF, V(p). Also: [V(p)]* = 1.

Das bedeutet: fiir alle @ € A™: [[Lp]]v[xHa =1.

(Auswertung der n Allquantoren.)

Insbesondere gilt damit auch: [[SO]]U[ZHI,]

»<*: Falls 2 ¥ V(¢p), dann gibt es Belegung v und ein @ € A™ mit [¢]? =0.

[B—a]
Damit wurde mit v[Z — d] eine Belegung gefunden, unter der ¢ mit 0
ausgewertet wird. Damit gilt schon 2{ ¥ ¢. QED

9.11 Definition (Erfiillbarkeit). Sei ¢ € .Z eine Formel.

(1) Eine Formel ¢ heifit erfillbar (konsistent), falls sie ein Modell hat, d.h. falls
es eine Struktur 2 gibt, in der ¢ giiltig ist. Das heifit: 20 F .

Ansonsten heifit ¢ unerfillbar.

(2) Eine Formelmenge I' C ¥ heifit erfiillbar, falls es eine Struktur 2A gibt, so
dass jede Formel ¢ € T" in 2 giiltig ist. Das heifit: 2 F ¢ fiir jedes p € I.

Ansonsten heifit I' unerfiillbar.
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8§10 Sétze zur Semantik

In diesem Abschnitt werden folgende Themen behandelt: logische Folgerung,
Substitution, Tautologien und prianexe Normalformen.

10.1 Definition (Eigenschaften von Formeln). Es sei ¢ € £ eine Formel.

e © heilt allgemeingiiltig oder tautologisch, falls fiir jede Z-Struktur 2 gilt:
A FE ¢. (Jede £-Struktur ist ein Modell von ¢.)  Schreibe: F .

o o heiit widerspriichlich oder kontradiktorisch, falls E —p.

Bemerkung. Es driickt ¥ ¢ aus, dass es eine Z-Struktur 2 gibt mit 2A ¥ ¢.
(Dies ist natiirlich nicht hinreichend dafiir, dass ¢ eine Kontradiktion ist.)

10.2 Definition (AL-Form). Eine Formel ¢ hat die aussagenlogische Form
¥ (AL-Form 1), falls ¢ eine AL-Formel ist mit ATM(¢)) = {p1,...,pn} und

Y= ¢[901a~-->90n/171a~~7pn]
fiir pradikatenlogische Formeln 1, ..., ¢, € Z.

Beispiele (AL-Form).
(1) Jede priadikatenlogische Formel ¢ € % hat trivialerweise die AL-Form py,
da @ = pole/po]-

(2) Vz(x=z) - (Fz(xr =) — Ve(zr =x)) hat unter anderem die AL-Form
p1 — p2 und auch die AL-Form py — (p1 — pa2).

Die AL-Form einer Formel ¢ € £ ist also nicht eindeutig gegeben.

10.3 Theorem (Permanenz der AL in der PL). Hat eine Formel ¢ € £
die AL-Form einer aussagenlogischen Tautologie 1, dann ist sie (im Sinne der
Pridikatenlogik) allgemeingiiltig.

Beweis (Skizze). Es sei ¢ eine aussagenlogische Tautologie mit ATM(¢) =
{p17 s 7pn} und es gelte p = 15[901, s ,C,On/pl, s ,pn}-

Sei nun 2 eine beliebige Z-Struktur und v eine beliebige Belegung der Variablen
in 2. Ferner sei w, eine aussagenlogische Wahrheitswertzuordnung, die wie folgt
definiert ist: w,(px) := [er]® fir 1 <k <n.

Mit einer leichten Induktion lisst sich zeigen: [p]® = [¢]w, = 1

Da v beliebig gewéhlt wurde, gilt also: A F ¢.

Da 2 beliebig gewahlt war, gilt insgesamt: F ¢. QED

Beispiel (Permanenz). Die Formel Vze — (Jz(yp — x) — V) ist allge-
meingiiltig (fiir beliebige Formeln ¢, v,y € .£), da sie die AL-Form p — (¢ — p)
hat, und dies eine AL-Tautologie ist.
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10.4 Definition (Logische Folgerung). Eine Formel ¢ € & folgt logisch
aus einer Formelmenge I" C .Z, falls fiir jede .Z-Struktur 2 und darin fiir jede
Belegung v gilt:

Wenn 2 E, ', dann 2L F, ¢.

Man schreibt: I'F ¢.

Bemerkungen.

(1) Es geniigt nicht, nur solche Strukturen zu betrachten, in denen I' giiltig
ist. Insbesondere miissen auch in Strukturen 2f mit 21 ¥ I Belegungen v
betrachtet werden, unter denen gilt: 2AF, I'.

(2) Die logische Folgerung ist hier fiir Formeln mit freien Variablen so definiert,
dass sie fiir jede einzelne Belegung gilt. Haufig wird der Begriff der logischen
Folgerung nur fiir Aussagen definiert.

(3) Mithilfe des Koinzidenzlemmas (9.5) kann die Definition fiir Aussagen wie
folgt vereinfacht werden:

Es sei ¢ € Z eine Aussage und I' C & eine Aussagenmenge. Dann ist I' F ¢
genau dann, wenn fiir jede .Z-Struktur 2 gilt: Wenn 20 E T, dann 2 F .

(4) Vergleicht man diese Definition mit der aussagenlogischen Folgerung, wird
die Parallele zwischen den Wahrheitswertzuordnungen einerseits und den
Strukturen und Belegungen andererseits deutlich.

(5) Ist ' = {41,...,¥,} endlich, dann schreiben wir auch v, ..., ¥, F ¢ statt
{1,...,¥n} Ep.

(6) Monotonie der Folgerungsbeziehung: Sind A, T" C ¥ zwei Formelmengen
und ist ¢ € .Z eine Formel, dann folgt aus A CT' und A F ¢ schon I' F ¢.

10.5 Lemma (Import-Export). Sei I' C .Z eine Formelmenge und seien
p, ¥ € &£ zwei Formeln. Dann gilt: I' U {¢'} F ¢ genau dann, wenn I' F ¢ — .

Beweis.

»=“: Sei A eine .Z-Struktur und v eine Belegung, so dass 2 F,, I'. Falls 2 ¥, v,
dann gilt schon 24 E, ¥ — ¢. Gilt hingegen 2 F, 1, dann folgt aus
T'U {¢} E ¢ zunichst A E, ¢, und somit auch A F, ¥ — .

»<=": Analog. QED

10.6 Definition (logisch #iquivalent). Zwei Formeln ¢, € % heilen logisch
dquivalent, falls ¢ F ¢ und ¥ F ¢.  Schreibe: ¢ 9F 1.

Bemerkung. Zwei Formeln ¢, € % sind genau dann logisch dquivalent, wenn
E @ < gilt.

10.7 Proposition (Eigenschaften von Quantoren). Fiir alle #-Formeln ¢
und alle Variablen = gelten folgende Beziehungen:

72 -



QUANTORENLOGIK SATZE ZUR SEMANTIK

(1) Dualitét von V und 3:
Jxp HE ~Vo—p
Vzp JF -3z

(2) Transposition gleicher Quantoren:
VaVyp =F YyVre
JxIyp AF JyJze

(3) Transposition von V vor 3:

JaVyp E Vy3Ixp

Beweis. Verbleibt als Ubungsaufgabe. QED

Bemerkung. Eigenschaft (3) ist keine logische Aquivalenz, sondern lediglich
eine Folgerungsbeziehung! Die Umkehrung gilt im Allgemeinen nicht, d.h. es
gibt Formeln ¢ mit: Va3yp ¥ JyVae.

Im Folgenden soll die Substitution definiert werden. Wieder muss man diese
zuerst fiir Terme definieren, um dann die Definition auf Formeln erweitern zu
kénnen. Auf eine exakte (rekursive) Definition (vgl. Aussagenlogik), wird hier
zugunsten der leichteren Lesbarkeit verzichtet.

10.8 Definition (Substitution). Die Substitution ist wie folgt definiert:

(1) Seit,s € TERM, x eine Variable: t[s/z] ist derjenige Term, in dem jedes
Vorkommen von x in t durch s ersetzt wurde.

(2) Sei p € .Z, s € TERM und x eine Variable: ¢[s/z] ist diejenige Formel,
in der jedes freie (1) Vorkommen der Variablen z in der Formel ¢ durch den
Term s ersetzt wurde.

(3) Sei p € &, s1,...,8, € TERM und z1,...,z, paarweise verschiedene
Variablen: ¢[s1/x1, $2/%a, ..., 8,/xy,] ist diejenige Formel, in der simultan
alle freien Vorkommen der Variablen x1,...,x, in der Formel ¢ durch die

—

entsprechenden Terme ersetzt wurden. Schreibe: [5/7]

(4) Sei I" C .Z eine Formelmenge, s € TERM und z eine Variable. Dann ist
Pls/z]:=={pls/a]; ¢ €T}

Konvention (Notation der Substitution). Es wird fiir die Substitution eine
informelle, suggestive Notation verwendet:

Wird an einer Stelle ¢(x1, ..., x,) geschrieben, bedeutet dies, dass in der Formel
o die Variablen z1,...,x, vorkommen konnen. Wird dann im selben Kontext
©(t1,. .., t,) geschrieben, dann ist damit die simultane Substitution der Variablen
T1,...,T, durch die Terme tq,...,t, gemeint.

Bemerkungen.

(1) Man beachte, dass bei der Substitution nur freie Vorkommen einer Variablen
ersetzt werden. Gebundene Vorkommen der Variablen bleiben unverdndert.
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(2) Wie schon in der Aussagenlogik unterscheidet sich die mehrfache Hinter-
einanderausfithrung von Substitutionen von der simultanen Substitution.
Beispiele hierfiir lassen sich wie in der Aussagenlogik leicht angeben.

(3) Eine Formel kann bei Substitution ihre Bedeutung wesentlich veréndern;
dies geschieht, wenn durch die Substitution neue Variablen in den Wirkungs-
bereich von Quantoren kommen. Betrachte dazu folgende Formel:

p:=Jr(z=1+y)

Unabhéngig von der Belegung der Variablen y gilt diese Formel in den
natiirlichen Zahlen. Betrachten wir nun verschiedene Substitutionen:
o olz/yl = Jx(x=1+2)

Hier hat sich offenbar an der Wahrheit der Formel nichts geéndert.
o plz/y] = Jx(xr=1+2x)

Diese Formel ist in den natiirlichen Zahlen nicht mehr giiltig; ihr Wahr-

heitswert hat sich veréndert.
Dies ist problematisch, da eine Substitutionsoperation stets wahrheitskon-
servierend sein sollte.

Die letzte Bemerkung motiviert zu folgender Definition.

10.9 Definition (Freie Einsetzbarkeit). Ein Term ¢ ist in einer Formel ¢
frei einsetzbar fir die Variable x, falls einer der folgenden Fille zutrifft:

(1) ¢ ist atomar.

2 = (¢p o x) und t ist sowohl in ¢ als auch in x fiir « frei einsetzbar.

2) ¢

(3) ¢ =), und ¢ ist in ¥ fiir = frei einsetzbar.

(4) ¢ = Qy fiir einen Quantor @ € {V,3}, und es gilt:
o = ZFV(p) oder (1)

e y ¢ FV(t) und ¢ ist frei einsetzbar fiir « in .

Freie Einsetzbarkeit bedeutet, dass durch die Substitution keine Variable in den
Wirkungsbereich eines Quantors gerét, der diese Variable binden wiirde.

Konvention. Im Folgenden wird bei Substitutionen immer vorausgesetzt, dass
freie Einsetzbarkeit vorliegt.

10.10 Lemma (Uberfithrung). Sei p(z) € £ beliebige Formel und ¢ ein
Term, der in ¢ frei einsetzbar fiir  ist. Dann gilt fiir jede Z-Struktur 20 und
jede Belegung v:

@I = @) s
Beweis. Durch Induktion. Verbleibt als Ubung. QED

Eng verwandt mit der Substitution ist das Konzept der gebundenen Umbenennung.
Dabei geht es darum, logisch gleichwertige Varianten von Formeln zu konstruieren,
in denen die Variablen, die durch Quantoren gebunden sind, umbenannt werden.
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10.11 Definition (Variante). Sei ¢ € .Z eine beliebige Formel.

(1) Fiir einen Quantor @ € {V, 3} sei Qz (z) eine Teilformel von ¢ und y eine
Variable, die in ¢ nicht vorkommt (weder gebunden noch frei).

Die Formel ¢’; die aus ¢ durch Ersetzung der Teilformel Qx v (x) durch die
Formel Qy(y) entsteht, heifit einfache Variante von .

Diese Ersetzung von Teilformeln wird gebundene Umbenennung genannt.

(2) Entsteht ¢’ durch beliebig hiufige Anwendung der gebundenen Umbenen-
nung aus ¢, so heifit ¢’ Variante von ¢.

(3) Eine Formelmenge I'' C % heifit Variante einer Formelmenge I' C .Z, falls
sie Folgendes erfiillt:
(i) Jede Formel ¢’ € I" ist Variante einer Formel ¢ € T'.

(ii) Fiir jede Formel ¢ € T' gibt es eine Formel ¢’ € TV, so dass ¢’ eine
Variante von ¢ ist.

Bemerkungen (Variante).

(1) Durch gebundene Umbenennung kann man erreichen, dass zu einer vor-
gegebenen Formel ¢ und einem Term ¢ eine Variante ¢’ von ¢ gefunden
wird, in der ¢ frei einsetzbar ist. (Das heifit, man kann durch gebundene
Umbenennung erreichen, dass BV(¢') NFV(¢) = 2.)

(2) Variantenbildung ist nicht symmetrisch.

So ist etwa die Formel ¢ := Va(x = z) A Vy(y = y) eine Variante der Formel
v =Va(r=1z) AVe(x = x).

Da aber bei der Variantenbildung nur neue Variablen zugelassen sind und je-
weils nur ein Vorkommen eines Quantors ersetzt wird, kann ¢ keine Variante
von 1) sein.

(3) Ist eine Formel ¢ € £ Variante einer Formel ¢ € ¢, dann sind ¢ und
logisch #iquivalent. (Die Umkehrung gilt im Allgemeinen natiirlich nicht.)

(4) VORSICHT: Die Variante IV einer Formelmenge I" muss nicht die gleiche
Kardinalitit haben wie die urspriingliche Menge!

So ist z.B. {¢/ € & : ¢ ist Variante von Vz(x = z)} eine unendlich grofie
Variante der einelementigen Menge {Vz(x = z)}.

Ebenfalls kann die Variante einer Menge echt kleiner als die urspriingliche
Menge werden, falls in der urspriinglichen Menge verschiedene Varianten
einer Formel enthalten sind. So ist {Vz(xz =)} eine Variante der Menge

{Va(z =), Vy(y = y)}.
Im Folgenden werden prinexe Normalformen von Formeln diskutiert.

10.12 Definition (PNF). Eine Formel ¢ heifit prdineze Normalform (PNF),
falls sie fiir Q; € {V,3} und eine quantorenfreie Formel v die Form

QZk, - - - Qnir, ¥

hat. Der Quantorenblock Q1 ... Qnxk, wird auch als Prdfix und die Formel
1 als Kern oder Matriz von ¢ bezeichnet.
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Zur Vereinfachung beschrinken wir uns nun auf die logischen Konstanten V, 3, |
und —. Die iibrigen Junktoren werden als abkiirzende Schreibweisen verstanden.
Zur Konstruktion einer PNF zu einer beliebigen Formel werden einige logische
Aquivalenzen benétigt:

10.13 Theorem (Logische Aquivalenzen). Seien ¢, 1 € % beliebige For-
meln, x eine Variable mit « ¢ FV(¢)). Dann gelten folgende Aquivalenzen:

(1) V(¢ = ¢) FF (¥ = Vap
(2) Fz( — ) AR (
(3) Va(p =) FF (zp = ¢
(4) 3x( ) A (

Beweis. Wir zeigen exemplarisch (1), der Rest verbleibt als Ubung.
Sei dazu A = (A4, ...) eine beliebige Struktur, und v eine beliebige Belegung. Es
ist zu zeigen: A F, Vz (¢ — ¢) genau dann, wenn A F, v — V.

»=“ Es gelte A E, Va(¢ — ).
Angenommen 2 ¥, ) — V.

)
Y — Jxp)
)
)

Jx(p — Vryp —

Dann muss gelten: 2 =, 1), und es gibt ein a € A mit AF (5,47 ©(2).
Da z ¢ FV(¢), gilt mit dem Koinzidenzlemma 2 &[4 9.

Damit wurde aber ein a € A gefunden mit 2 ¥ ;4 ¥ — .

Daher gilt A ¥, Vz(p — ¢). WIDERSPRUCH!

»<=“ Es gelte nun A £, ¥ — Vxp.
Angenommen 2A ¥, Va (¢ — ¢).
Dann gibt es ein a € A mit AF 5,0 ¥ — 0. (%)
Damit gilt insbesondere 21 ;4] ¥.
Und mit dem Koinzidenzlemma auch A F, ¢, da z ¢ FV(¢).
Nach Voraussetzung muss also auch 2 F, Vzyp gelten.

Nach (x) gilt aber 2 ¥ (54 ©. WIDERSPRUCH!

Damit wurden beide Richtungen der Aquivalenz gezeigt. QED

Bemerkung. Aus Aquivalenz (4) folgt, dass die Formel Jz(p(z) — Yyp(y))
allgemeingiiltig ist. Das erscheint auf den ersten Blick paradox. Man mache sich
semantisch klar, warum diese Formel allgemeingiiltig ist.

10.14 Theorem (Existenz einer PNF). Zu jeder Formel ¢ € % gibt es eine
logisch dquivalente Formel ¢ € £, so dass 9 eine prianexe Normalform ist und
dieselben freien Variablen wie ¢ hat (FV(p) = FV(¢)).

Beweis. Um die Behauptung zu beweisen, werden die Aquivalenzen aus Theo-
rem 10.13 verwendet. Dazu muss allerdings sichergestellt werden, dass die Va-
riablenbedingung stets erfiillt ist. Dies erreicht man durch geeignete Varianten
der zu betrachtenden Formeln. Der Beweis erfolgt durch Induktion iiber dem
Formelaufbau.
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 ist atomar: Dann ist ¢ bereits in PNF.

IV:

Zu 1) und y gibt es geeignete Formeln v’ und ¥’ in PNF.

@ =1 — x: Mit der IV erhalten wir geeignete 1’ und x’ in PNF. Es gilt also:

1// =Qilxy ... anvﬂ/// und X/ = Qnt1Tn1 - Qn+m1’n+mXN

fiir geeignete n,m € N und ¢”, ¥’ € £ quantorenfrei.

Seien y1, ..., Yntrm paarweise verschiedene, neue Variablen, die alle nicht
in ¢’ = ¢’ — x’ vorkommen. (Solche Variablen gibt es, da die Formel
endlich lang ist und unendlich viele Variablen zur Verfiigung stehen.)

Insbesondere gilt fiir 1 < ¢ < n+m damit y; ¢ FV(¢'). (%)

Sei ¢’ das Resultat der gebundenen Umbenennung bzgl. der Quantoren

Q;z; in Q;y; in der Formel ¢”.

Nun kénnen alle Quantoren von ¢'” der Reihe nach mit Theorem 10.13 vor
die Formel gezogen werden, da aufgrund von (x) die Variablenbedingung
erfiillt ist.

Das Resultat ¢ hat dieselben freien Variablen wie ¢, ist logisch dquivalent
zu @, und ist in PNF.

» = Quy fiir Q € {V,3}: Dann ist die Formel Qz1)’ in PNF.

Ebenfalls gilt FV(p) = FV(Qz¢') und ¢ 3F Qzv'. QED

Bemerkungen (PNF).

(1)

3)

Die PNF zu einer Formel ¢ ist nicht eindeutig bestimmt. Es kommt auf die
Umbenennung der gebundenen Variablen an sowie auf die Reihenfolge, in
der die einzelnen Quantoren nach vorne gezogen werden; auflerdem kann
man den Kern ¥ auch durch eine logisch dquivalente Formel ersetzen.

Das Theorem deutet nur an, wie man zu einer gegebenen Formel ¢ eine
PNF findet. Zum Zwecke eines Verfahrens ist sinnvoller, als ersten Schritt
alle gebunden Variablen wie im Fall ¢ = ¢ — x umzubenennen. Weitere
Umbenennungen sind dann nicht mehr nétig, und die Quantoren kénnen
schrittweise aus den einzelnen Teilformeln herausgezogen werden.

Verwendet man weitere Junktoren in der Sprache, kann man diese zunéchst
alle durch — und | ausdriicken. Andernfalls bendtigt man weitere logische
Aquivalenzen, mittels derer die Quantoren aus den Teilformeln herausgezo-
gen werden konnen.
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8§11 Quantorenlogisches Natiirliches Schlieflen

Der Kalkiil des Natiirlichen Schlieflens wird in diesem Abschnitt auf die Quan-
torenlogik erweitert. Es werden formal wieder mehrere verschiedene Kalkiile
eingefiihrt, die sich durch die verwendeten Schlussregeln unterscheiden. Diese
bezeichnen wir aber alle als Kalkiil des Natiirlichen Schliefens.

Vorbemerkungen.

(1)

Wir erweitern den Kalkiil aus der Aussagenlogik; d.h. alle Schlussregeln fiir
Junktoren aus der Aussagenlogik werden unveréndert iibernommen.

Séatze, in denen lediglich iiber Junktoren gesprochen wurde, kénnen aus der
Aussagenlogik direkt in die Quantorenlogik iibertragen werden.

Wir betrachten fiir formale Sprachen . mit beliebiger Signatur (o, 7, I) die
folgenden, verschiedenen Kalkiile:

NK’: Fiir formale Sprachen mit den Junktoren A, — und L und dem
Quantor V. Nur fiir diese logischen Zeichen gibt es Schlussregeln im
Kalkiil. Das Gleichheitszeichen = gehort zwar zur Sprache, aber es
gibt dafiir keine Schlussregeln im Kalkiil.

Die Junktoren V und < und der Existenzquantor 4 werden als
Abkiirzungen verstanden. (Hier gilt z.B. Jxp := —Vr—p).

NK: Fiir formale Sprachen mit den Junktoren A, V, —, <> und L und
den Quantoren 3 und V. Der Kalkiil enthélt Schlussregeln fiir jedes
dieser logischen Zeichen. Es gehort = zwar wieder zur Sprache, aber
es gibt keine Schlussregeln dafiir.

Zu beachten ist: Die Junktoren V und < und der Quantor 3 sind im
Rahmen dieses Kalkiils keine Abkiirzungen, sondern gehdren genuin
zur formalen Sprache dazu. So gilt z.B. Jzp # —Vz—p.

NK’.: Wie NK’, wobei zusitzlich Regeln fiir = zum Kalkiil gehoren.
NK=: Wie NK, wobei zusitzlich Regeln fiir = zum Kalkiil gehoren.

In einigen Sitzen zum Kalkiil NK' wird zur Vereinfachung des Beweises
auch A als abkiirzende Schreibweise interpretiert; es wird dann darauf
hingewiesen.

Gehoren die Schlussregeln fiir ein logisches Zeichen (hier Junktor oder
Quantor) zum betrachteten Kalkiil, dann wird das Zeichen als zur Sprache
gehorend aufgefasst. In diesem Fall muss die gegenseitige Ableitbarkeit
zwischen Formel und gewohnter Abkiirzung (die in diesem Fall keine ist)
bewiesen werden.

Stehen die Regeln im Kalkiil nicht zur Verfiigung, dann handelt es sich um
echte Abkiirzungen. In diesem Fall ist die gegenseitige Ableitbarkeit trivial.
Das Gelten der gewohnten Schlussregeln muss hingegen bewiesen werden.

Die auf den Schlussregeln eines Kalkiils aufbauenden Definitionen (z.B. von
Ableitung, Annahmenmenge und Ableitbarkeit) miissen fiir jeden Kalkiil in
Abhéngigkeit der dort vorhandenen Schlussregeln separat definiert werden.

Wir verzichten hier auf die Angabe dieser Definitionen, da es sich um
direkte Erweiterungen der entsprechenden Definitionen in der Aussagenlogik
handelt.
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Vorbemerkung (Schlussregeln). Die Schlussregeln fiir Quantoren erfordern
eine gewisse Vorsicht beim Umgang mit den Variablen. Es miissen deshalb die bei
den Regeln angegeben Variablenbedingungen beachtet werden. Um diese besser
darstellen zu konnen, verwenden wir schon bei der Formulierung der Regeln
Platzhalter 2 fiir Ableitungen. Die Regeln werden jeweils zweimal angegeben:
links in informeller und rechts in ,,offizieller Notation.

11.1 Definition (Regeln fiir Quantoren). Fiir die Quantoren gelten folgende
Regeln:

(1) Einfiihrung des Allquantors:

9 2
oW e/
Vap(x) Ve

Damit die Regel anwendbar ist, darf y in keiner Annahme, von der ¢ abhéngt,

frei vorkommen. Das heift, fiir alle 0 € Hyp(Z2) muss y € FV (o) gelten.

Beispiel: Sei 2 eine Ableitung, in der y nicht frei in Hyp(2) vorkommt.
7

s "

Die quantifizierte Formel gibt vor, wie die Formel ¢ aussieht. In diesem Fall
ist ¢ = (z = z) und man schliefit von ¢(y) auf Vze(x).

(2) Beseitigung des Allquantors:

Yap(x) Vap
ot o1t/

Damit die Regel anwendbar ist, muss ¢ in ¢(z) frei einsetzbar fiir x sein.

(VE)

(3) Einfithrung des Existenzquantors:

2GR plt/x]
Jzp(x) Jzp

(30

Damit die Regel anwendbar ist, muss ¢ in ¢(z) frei einsetzbar fiir x sein.

Beispiel:
Vy(z=y = y=2)

(31)
JaVylzr =y — y =)

In der Formel ¢(x) :=Vy(x =y — y = x) ist der Term ¢ = z frei einsetzbar
fiir . Entsprechend darf man von der Primisse ¢(z) aus schliefien.

Anstatt von ¢(z) hitte man auch von ¢(x) aus schlieflen kénnen, da in ¢(x)
auch z frei einsetzbar ist.

(4) Beseitigung des Existenzquantors:

le(y)] [ply/x]]
17 9
Jzp(z) () 5 Iz (U =E)
P
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Damit die Regel anwendbar ist, darf die Variable y weder in ¢ noch in den
offenen Annahmen von Z, mit Ausnahme von ¢ selbst, frei vorkommen.
Das heiflt, fiir alle o € (Hyp(2)\{¢(y)}) U {¢} muss y ¢ FV (o) gelten.

Bemerkung (Variablenbedingungen). Um die Wichtigkeit der Variablen-
bedingungen zu verdeutlichen, betrachten wir folgende inkorrekte Ableitungen,
in denen eine Variablenbedingung bei einer Regelanwendung verletzt wurde:

(1) Inkorrekte Ableitung fiir 3z P(x) F VaP(z):
5(0)]1
. LD(yH (V1)
JzP(x) VaP(x) é
- (3E:1)
Vo P(x)

Die Anwendung von (V1) ist inkorrekt, da an dieser Stelle P(y) noch eine
offene Annahme ist, und somit y in einer Annahme frei vorkommt, von der
P(y) abhingt (offene Annahmen héngen von sich selbst ab). Die Variablen-
bedingung von (VI) ist also verletzt. (Die nachfolgende Anwendung von
(3F) ist korrekt.)

(2) Inkorrekte Ableitung fiir - Vz3y—(z =y) = Jy—(y =y):
VaTy—(z = y)|'

Jy—(y =)
Vady-(x =y) = Jy-(y =)

(VE)
(—=1I:1) é

Die Variablenbedingung von (VE) wurde verletzt, da y in Jy—(z = y) nicht
frei einsetzbar fiir x ist. (Da die Endformel in keiner Struktur mit min-
destens zweielementigem Gegenstandsbereich giiltig sein kann, wére der
Kalkiil ohne Variablenbedingung nicht korrekt beziiglich der Semantik der
Quantorenlogik.)

11.2 Definition (Die Kalkiile NK und NK').

(1) Der Kalkiil NK umfasst neben den Regeln der Junktorenlogik nun auch die
Regeln fiir die Quantoren V und 3.

(2) Der Kalkiil NK’ umfasst die Schlussregeln fiir die Junktoren A, — und die
Regel (RAA), sowie die beiden Schlussregeln fiir den Allquantor V.

Semantisch kann der Existenzquantor durch den Allquantor und die Negation
ausgedriickt werden. Hier wird im Folgenden dieser Zusammenhang im Kalkiil
des Natiirlichen Schlielens diskutiert. Dabei sind zwei Fille zu unterscheiden:

(1) Im Fall NK gehort der Existenzquantor genuin zum Alphabet der formalen
Sprache und hat eigene Schlussregeln. Auf dieser Grundlage wird in NK
sowohl Jxp 4+ =Vx—p als auch Vzp 4+ -3x—p gezeigt.

(2) Im Fall NK' ist der Existenzquantor eine abkiirzende Schreibweise. Hier
stehen die Schlussregeln fiir den Existenzquantor nicht zur Verfiigung und
miissen entsprechend bewiesen werden.
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11.3 Theorem (Genuiner Existenzquantor). Gehort der Existenzquantor
genuin zur Sprache . und stehen seine Schlussregeln zur Verfiigung, dann gilt
fiir beliebige .Z-Formeln ¢ und Variablen x im Kalkiil NK:

(1) Fzp A Ve
(2) VapAF -3z

Beweis. Wir zeigen exemplarisch die erste Aussage.

Jxp B =Var—ep:
V- 2
el
[o(@)] ~e@)
Jrp(z)
T (FE:1) (%)
— (—I:2)
“Va—p(z)
=Vr—p F Jze:
1
x
el oy 2
Sop(0) el
L (—I:1)
ﬁ(p(S(} (VI) (x*)
Va—p(x) V- (z) )
- (RAA:2)
Jap(x)

Da die Variablenbedingungen jeweils bei (x) eingehalten werden und insbesondere
bei (%*) die Formel ¢(x) schon geloscht wurde, ist die erste Behauptung gezeigt.
QED

11.4 Theorem (Existenzquantor als Abkiirzung). Ist der Existenzquantor
Jx eine abkiirzende Schreibweise fiir —Vaz—, dann sind die Schlussregeln fiir den
Existenzquantor ableitbar in dem Sinne, dass fiir den Kalkiil NK' gilt:

(1) Sei ¢(x) eine .Z-Formel, so dass ein Term ¢ frei in ¢ fiir eine Variable z
einsetzbar ist. Dann gilt ¢(t) F Jzp(z).

(2) Sei ¢(x) eine .Z-Formel, und sei I' U {¢p} C &£ eine Formelmenge derart,
dass die Variable y in keiner Formel in I" U {¢} frei vorkommt.
Wenn T, p(z) F ¢ gilt, dann gilt T, Jxp(x) F 1.

Beweis.

(1) Betrachte folgende Ableitung:
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(2)  Angenommen, I', p(z) F 9 gilt vermoge einer Ableitung Z,,. Dann zeigt
die folgende Ableitung, dass T', Jxp(x) F ¢ gilt:

T, [o(y)]!
Dy
2
w B
W Y ep()
PV -2 (o
Va—o(x) —Vz-p(z) p)

L (RAA:2)
(0

Die geforderten Variablenbedingungen wurden in den Ableitungen jeweils einge-
halten.

(Die gestrichelten Linien bei (=) markieren lediglich die Notation einer syntakti-
schen Identitéit in der jeweiligen Ableitung; es handelt sich also nicht um eine
zusétzliche Schlussregel des Kalkiils.) QED

Bemerkung. Die letzten beiden Theoreme zeigen, dass wir in der Praxis nicht
unterscheiden miissen, ob der Existenzquantor genuin zur Sprache gehort oder
nicht. Wir werden jeweils von dem Fall ausgehen, der einfacheres Arbeiten
verspricht. So werden wir bei Induktionen iiber dem Aufbau von Formeln oder
von Ableitungen zumeist von Abkiirzungen ausgehen, bei konkreten Ableitungen
aber bevorzugt die Schlussregeln verwenden.

Ebenfalls gilt Theorem 10.13 analog, wenn man ,,9F*“ durch ,,4F* ersetzt und
auf NK’ bzw. NK bezieht. Wir zeigen im Folgenden exemplarisch einen der Fiille;
der Rest verbleibt als Ubung.

Beispiel. Fiir alle Formeln ¢, € £ mit « ¢ FV(¢) gilt im Kalkiil NK:
¥ = 3ep(x) F () — ¢(2))

Beweis. Betrachte dazu folgende Ableitung im Kalkiil NK:

W e,
i(RAA)
&(—ﬂ:l)
Y—p(x) @
T ) I o Co))
— (o))’

L

v [

| Y=3wp@) - doe()

Jrp(z) Fz(—p(r))
)

(3E:3)
Jo(p—p(z [P3eze@t
L (raaw
Jz(P—rp(x))

Bei (31) ist die Existenzeinfiihrung jeweils erlaubt, da x frei einsetzbar ist fiir x.
Die Existenzbeseitigung (3E:3) ist ebenfalls erlaubt, da die Variablenbedingung
bzgl. freier Vorkommen von x eingehalten ist. QED
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Im Folgenden wird der Kalkiil so erweitert, dass die Eigenschaften der Gleichheit
verwendet werden kénnen.

11.5 Definition (Regeln fiir die Gleichheit). Fiir das Gleichheitszeichen =
gelten die folgenden Regeln (IR;)-(IR5) (wobei ,,T“ hier nicht fiir ,,Introduzieren®,
sondern fiir ,, Identitédt* steht):
(1) Reflexivitit:
—— (R1)
t=t
Dabei ist ¢ ein beliebiger Term.

Bemerkung: Dies ist die einzige Schlussregel im Kalkiil des Natiirlichen
Schlieens, die keine Priamissen hat. Damit kann diese Regel als ein Axiom
(genauer: Axiom-Schema) angesehen werden.

Damit ist die folgende Ableitung zuliissig, um b Va(x = z) zu zeigen:

(IR1)
(VI)

r=x

Va(x = x)

Die All-Einfiihrung ist erlaubt, da es keine offenen Annahmen gibt, in denen
x frei vorkommt.

(2) Symmetrie:

2 o
Dabei sind ¢, s beliebige Terme.
(3) Transitivitdt:
L_;”:t (IRs)

Dabei sind t, s, r beliebige Terme.

(4) Pinsetzbarkeit (Substitutivitat) in Terme:

tl = S_{ . tn = Sn (IR4)
t[t/Z] =t[5/7]
Dabei sind t4,...,t,, S1,..., S, beliebige Terme.

(5) Pinsetzbarkeit (Substitutivitit) in Formeln (in informeller Notation):

t1=81 ... tp=25y, @(f}

©(5)

(IRs)

Dabei sind t1,...,t,, S1,- .., S, Terme, die in ¢ frei einsetzbar sind. Es wird
aber nicht vorausgesetzt, dass jedes Vorkommen von ¢; durch s; ersetzt wird.
Dem wird die formale Notation gerecht:

tlisl tnisn gp[t_’/,’/?]
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Man muss eine Formel ¢ rekonstruieren, so dass [t/Z] zur Primisse wird
und ¢[5/Z] zur Konklusion. Dabei kénnen in ¢ durchaus schon einige Terme
t; vorkommen. Das sind gerade diejenigen, die nicht ersetzt werden.

Es muss natiirlich beachtet werden, dass die verwendeten Terme ¢; fiir die
Variablen z; frei einsetzbar sind.

11.6 Proposition (Redundanz von Regeln). Die Schlussregeln (IRs) und
(IR3) sind durch Anwendungen von (IR;) und (IRs) ableitbar.

Beweis.

(1) Redundanz von (IR3): Seien ¢ und s beliebige Terme, und sei = eine Variable,
die in ¢ nicht vorkommt.

Setze (x) = (z =1t).

Die Terme t und s sind in ¢ frei einsetzbar fiir , und es gilt:
p(t) = lt/z] = (t=1) und @(s) = ¢[s/z] = (s =1)

Die Behauptung folgt mit der Ableitung

. - (IRl) . e ([Rl)
t=s o) jp, = t=s Tt

o(s) 5=t

(2) Redundanz von (IR3): Seien t, s, beliebige Terme, und sei x eine Variable,
die in 7 nicht vorkommt.

Setze p(x) = (z =71).

Die Terme s und ¢ sind in ¢ frei einsetzbar fiir x, und es gilt:
p(t) =¢lt/z] = (t=r) und @(s) = p[s/z] = (s=1)

Die Behauptung folgt mit der Ableitung

s=r =
r=s (IR2) s - r (IR2)

—~
S~—"
°
<
I
VAl
=
I
~

QED

Bemerkung. Die Regel (IR;) kann auf Terme ¢ beschréinkt werden, die entweder
eine Variable x oder eine Individuenkonstante ¢ sind. Fiir aus Funktionszeichen
zusammengesetzte Terme ¢ ergibt sich F ¢ =¢ mit der Regel (IR4) per Induktion.
Lésst man zudem bei (IR4) Konstanten als 0-stellige Funktionszeichen zu, so
kann die Regel (IR;) auf Variablen x eingeschrinkt werden.

11.7 Definition (Die Kalkiile NK- und NK’). Der Kalkiil NK- ist die
Erweiterung des (quantorenlogischen) Kalkiils NK um die Schlussregeln fiir die
Gleichheit.

Der Kalkiil NK’. umfasst die Schlussregeln fiir die Junktoren A, —, die Regel
(RAA), die Schlussregeln fiir den Allquantor V, sowie die Schlussregeln fiir =.
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Nun soll die Korrektheit des quantorenlogischen Kalkiils bewiesen werden. Zur
Vereinfachung des Beweises gehen wir davon aus, dass insbesondere auch der
Junktor A nur zur Abkiirzung dient.

11.8 Theorem (Korrektheit von NK'). Fiir jede Formelmenge I' C ¢ und
jede Formel ¢ € .Z gilt: Wenn I' - ¢, dann I' F ¢.

Beweis. Per Induktion {iber dem Aufbau von Ableitungen & zeigen wir zunéchst
die folgende Aussage:

Fiir jede Ableitung ‘Z gilt Hyp(2) E . (%)

2 = ¢: Esist ¢ € Hyp(Z), und somit Hyp(Z) E .

IV: Die Behauptung (x) gelte fiir Ableitungen 27 und %.
.@1 @2

7= ¢ 2

G

Zu zeigen ist Hyp(2) E .
Sei A eine beliebige .Z-Struktur und v eine Belegung mit 2 £, Hyp(2).
Nach IV gilt A E, ¢ und A F, ¢ — .
Damit gilt schon 2 F,, 1.
Also gilt fiir jede Z-Struktur 2 und jede Belegung v:

. Hyp(2) = Hyp(Z:) U Hyp(%-)

Wenn 2 F, Hyp(2), dann A F, 4.
Das heifit: Hyp(2) E v.
(]
D
(U
o=

Angenommen, Hyp(2) ¥ ¢ — 1. Dann gibt es eine £-Struktur 2 und
eine Belegung v mit 2 £, Hyp(2) und A ¥, ¢ — 1.

Damit gilt insbesondere 2 =, ¢ und A ¥, 1.
Aus A E, Hyp(2) folgt mit Hyp(2:) C Hyp(2)U{p}, dass A £, Hyp(Z1).
Aus der IV folgt damit A E, ¢». WIDERSPRUCH!
Also Hyp(2) F ¢ — 9.
D
7= ¢y Hyp(2) = Hyp(21)
Vap(e)
Angenommen, Hyp(2) ¥ Vrp(x).

Hyp(2) € Hyp(21)

(=1)

Das bedeutet, dass es eine .Z-Struktur 2 = (A, ...) und eine Belegung v
gibt mit 2 F, Hyp(2) und A ¥, Yrp(x).

Aus Letzterem folgt, dass es ein a € A gibt mit [[(p(m)]]%[[xHa] =0.
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Mit dem Uberfithrungslemma folgt [ (y) %[yHa] =0. (1)

Aufgrund der Variablenbedingung von (V1) gilt y ¢ FV (o) fiir jede Formel
o € Hyp(2).

Mit Hyp(2) = Hyp(21) gilt 2 E, Hyp(2;); und mit dem Koinzidenzlem-
ma folgt daraus A . Hyp(21).

Also gilt nach IV: 2AF,[,q] ©(y)-
Das ist aber ein WIDERSPRUCH zu (f).
2
7= Vo) o Hyp(2) =Hyp(7)
o(t)
Nach IV gilt Hyp(2) E Vzo(x).
Sei t ein beliebiger Term, der in ¢(z) frei einsetzbar fiir x ist.
Sei A = (A,...) eine Z-Struktur und v eine Belegung mit 2 F, Hyp(2).
Nach IV gilt 2( E, Vzp(z).
Also [ (2)]* | = 1 fiir jedes a € A, und insbesondere fiir a = [t]2 € A.

v[z—a

Mit dem Uberfiihrungslemma gilt damit 1 = o () %[z ) = [o(®)]>.
Damit gilt schon Hyp(2) F ¢(t).

Insgesamt wurde damit (x) gezeigt.

Zeige nun die eigentliche Aussage: Es gelte I' - . Also gibt es eine Ableitung 2,
die dies zeigt. Insbesondere gilt dann auch Hyp(2) - ¢.

Nach (%) gilt Hyp(2) E ¢. Aus Hyp(Z) C T folgt schlielich I E .

Damit ist die Korrektheit des Kalkiils gezeigt. QED

Bemerkungen.
(1) Der Kalkiil NK ist ebenfalls korrekt.

(2) Die Kalkiile NK- und NK'. sind ebenfalls korrekt, da die Axiome und
Regeln fiir die Gleichheit aufgrund der ,inhaltlichen* (metasprachlichen)
Gleichheit auch semantisch giiltig sind.

Zum Abschluss des Paragraphen soll noch der Substitutionssatz vorgestellt
werden. Eine ausfiihrliche Diskussion findet sich im Anhang.

11.9 Substitutionssatz (fiir NK'). Es sei I' C . eine Formelmenge, p € &
eine Formel und ¢ ein beliebiger Term, der fiir eine Variable z frei einsetzbar ist
in ¢. Dann gilt: Wenn I' Fykr o, dann T'[t/x] Fake @[t/ x].

Beweis. Hier ohne Beweis; vgl. Anhang A. QED

Bemerkung. Der Substitutionssatz ist auch fiir die Kalkiile NK, NK- und
NK'. giiltig.
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8§12 Vollstandigkeit

Wie schon in der Aussagenlogik umfasst der weite Begriff der Vollstandigkeit
sowohl die Korrektheit als auch die eigentliche Vollstdndigkeit eines Kalkiils. Ziel
dieses Abschnitts ist es, die Vollstandigkeit des Kalkiils NK- zu zeigen. Dafiir
wird zunéchst der Theorie-Begriff benttigt. Damit gelingt es, die Existenz von
Modellen fiir widerspruchsfreie Aussagenmengen zu zeigen. Daraus folgt dann die
eigentliche Vollstandigkeit des Kalkiils. Der Abschnitt endet mit einigen direkten
Konsequenzen der Vollstandigkeit.

Voraussetzung (Sprache). In diesem Abschnitt wird zur Vereinfachung der
Beweise eine formale Sprache /£ mit nur 1, — und V sowie = vorausgesetzt. Die
anderen Junktoren und der Existenzquantor werden als abkiirzende Schreibweisen
verstanden. Die Signatur der Sprache bleibt beliebig.

Analog zu den (maximal)-konsistenten Mengen der Aussagenlogik werden jetzt
in der Quantorenlogik (vollstéindige) Theorien eingefiihrt:

12.1 Definition (Theorie). Sei I' C ¥ eine Menge von Aussagen (d.h.
FV({T) = 2).

(1) T ist deduktiv abgeschlossen (unter Ableitbarkeit abgeschlossen), falls fiir
jede Aussage ¢ € .Z gilt: Wenn I' - o, dann ¢ € T'.

Eine deduktiv abgeschlossene Menge I' heifit Theorie.
(2) Eine Theorie I' heifit widerspruchsfrei (konsistent), falls L ¢ T'.

(3) Eine Theorie I' heifit vollstindig, falls fiir jede Aussage ¢ € Z gilt: ¢ € T
oder —~p €T

(4) Die Menge Ded(I") :={p € .Z :T't ¢ und FV(p) = @} ist der deduktive
Abschluss von I'.

Bemerkungen. Sei T'C .Z eine Theorie und I' C .%Z eine Aussagenmenge.
(1) Es gilt T = Ded(T).

Umgekehrt folgt aus I' = Ded(I") bereits, dass I" eine Theorie ist. Dies
erlaubt einen etwas lockeren Sprachgebrauch, bei dem Aussagenmengen I'
mit ihren Theorien Tt := Ded(T") identifiziert werden.

(2) Ist L € T, dann ist T die Menge aller Formeln. Es gibt also genau eine
widerspriichliche Theorie. Diese ist nach Definition vollsténdig.

(3) Die Widerspruchsfreiheit von T ldsst sich auch wie folgt charakterisieren:
Es gibt eine Aussage ¢ € £ mit ¢ ¢ T

(4) Es gibt widerspruchsfreie Theorien 7', die nicht vollstindig sind.

12.2 Definition (Axiomatisierung). Eine Aussagenmenge I' C £ heifit
Aziomatisierung einer Theorie T, falls gilt: T = Ded(T").
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Bemerkung. Jede Theorie T ist aufgrund ihrer deduktiven Abgeschlossenheit
eine triviale Axiomatisierung ihrer selbst.

Beispiel (Gruppentheorie). Die Gruppentheorie G wird in der Sprache £
durch die Menge I' C ¢ axiomatisiert, die folgende Aussagen enthélt:

(1) Assoziativitit: VaVyVz((z +y) + 2=z + (y + 2))
(2) Neutrales Element: Vz(z + 0= 2)

(3) Inverses Element: Va3y(z 4 y=0)

Die resultierende Theorie G :={p € L¢ : T' F p und FV(p) = @} ist wider-
spruchsfrei und unvollstdndig. So lidsst sich etwa die Kommutativitdt aus den
Axiomen nicht ableiten.

FEin rein syntaktischer Beweis dieser Aussage iibersteigt aber den Rahmen dieser
Vorlesung, und ein Beweis durch Angabe von geeigneten Strukturen (eine kom-
mutative und eine nicht-kommutative Gruppe wiirden hier geniigen) ist an dieser
Stelle nicht erlaubt. Dazu fehlt noch die Gleichwertigkeit von Ableitbarkeit und
logischer Folgerung (genauer: die eigentliche Vollsténdigkeit des Kalkiils).

Um die Vollstandigkeit des Kalkiils zu beweisen, miissen wir zeigen, dass jede
widerspruchsfreie Theorie T' ein Modell besitzt. Das bedeutet: Man muss eine
Z-Struktur A finden, in der T giiltig ist, d.h. 2 E T'. Um dies zu erreichen,
werden sogenannte Henkin-Theorien betrachtet.

12.3 Definition (Henkin-Theorie). Eine Theorie T C . heiit Henkin-
Theorie, falls es zu jeder Existenzaussage Jxp(z) € £ (also nicht nur in T
selbst!) eine Individuenkonstante ¢ (im Alphabet von ¥) gibt, so dass die
Aussage (3zp(z) — ¢(¢)) € T.

Bemerkungen.

(1) Die Konstante ¢ wird auch Zeuge (engl. witness) der Existenzaussage Jxp(x)
genannt.

(2) Der Zeuge ¢ einer Eigenschaft ¢(x) muss diese nicht besitzen. Es gilt:
T+ ¢(¢) nur, falls T+ Jzp(x).

Es lésst sich zeigen, dass widerspruchsfreie, vollstdndige Henkin-Theorien Modelle
besitzen. Dementsprechend ist das Ziel, eine gegebene Theorie zu ,,Henkinisieren®,
d.h. die Theorie in einer erweiterten Sprache zu einer Henkin-Theorie zu erweitern.
Diese resultierende Theorie wird dann in einem weiteren Schritt vervollstdandigt.

Notation (Spracherweiterung). Sei .Z eine formale Sprache und I eine
Indexmenge. Dann bezeichnet Z 1 {¢; : i € I} die Sprache .#’, die aus .&
entsteht, indem das Alphabet von . um die Konstanten aus {¢; : i € I}
erweitert wird.

12.4 Konstruktion (Henkin-Sprache). Schrittweise wird die Sprache ¥
durch neue Konstanten zur Henkin-Sprache .2y erweitert. Damit sollen genii-
gend Konstanten zur Sprache .Z hinzugefiigt werden, um aus einer gegebenen
Theorie T eine Henkin-Theorie zu konstruieren.
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o gol:.,g

e Sei %, schon konstruiert.
L1 =Ly U{é,  Fxp(x) € L, und FV(p) = {z}},

wobei die ¢, neue Konstanten sind, die in .%,, nicht vorkommen.

[ fHIZUnean

Bemerkungen.

(1) Die Iteration in der Konstruktion ist notwendig, da in jedem Schritt neue
Aussagen entstehen, die bezeugt werden miissen.

(2) Die Kardinalitét der Henkin-Sprache .2 ist gleich der Kardinalitdt der
urspriinglichen Sprache .Z.
Im néchsten Schritt wird gezeigt, dass man (geeignete) Ableitungen in der

reicheren Sprache Z g zuriickfithren kann auf Ableitungen in der urspriinglichen
Sprache .Z.

12.5 Lemma (Konstanten-Ersetzung). Sei ¥ eine .Zp-Ableitung und x
eine Variable, die in der gesamten Ableitung weder frei noch gebunden vorkommt.
Ersetzt man in der Ableitung in jeder Formel jedes Vorkommen einer Konstanten
¢ durch die Variable z, dann ist das Resultat der Ersetzung Z[z/¢] eine .Z-
Ableitung.

Beweis. Durch Induktion iiber dem Aufbau von Ableitungen.
9 = ¢: Trivial; p[x/¢] ist Z-Ableitung.
IV:  Die Behauptung gelte fiir Ableitungen 2; und %s.
D Do
7= ¢ 929
(G

Sei = eine Variable, die nicht in 2 vorkommt. Damit kommt = weder in
21 noch in 95 vor und die IV ist anwendbar.

(=E)

Da die Konklusion von 2;[z/¢] die Formel ¢[x/¢] und die Konklusion von
Doz /] die Formel [z/¢] — [r/c] ist, gilt:
(= E) ist anwendbar, und 2[z/¢] ist wieder eine Ableitung.

2 entsteht durch Anwendung einer anderen Regel: analog zum vorherigen Fall.

Damit wurde die Behauptung gezeigt. QED

12.6 Definition (Erweiterung einer Theorie). Seien . und ¢’ zwei Spra-
chen erster Stufe. Seien T C % und T’ C ¢’ zwei Theorien.

(1) T’ heifit Erweiterung von T, falls T C T".

(2) T’ heifit konservative Erweiterung von T, falls zusétzlich 7/ N.¥¢ =T.

91 -



QUANTORENLOGIK VOLLSTANDIGKEIT

Bemerkung. Theorien sind aufgrund ihrer deduktiven Abgeschlossenheit
sprachabhéngig. Das bedeutet: Eine Theorie T' C .Z ist in einer erweiterten Spra-
che .#’ keine Theorie mehr. Ist z.B. ¢ eine Konstante, die in .% nicht vorkommt,
dann gilt (¢=¢) ¢ T. Da aber T =g ¢ = ¢ gilt, ist T C %’ nicht mehr deduktiv
abgeschlossen.

12.7 Konstruktion (Henkin-Theorie). In der Henkin-Sprache .#p kann
man zu einer Theorie T eine Henkin-Theorie durch T{ ) axiomatisieren:

Ty =T U{3ze(x) = ¢(ép) : zp(r) € Ly und FV(p) = {z}}

12.8 Lemma (Konservativitit). 7|y axiomatisiert eine konservative Henkin-
Erweiterung von 7.

Beweis. Nach Konstruktion axiomatisiert T{ ) eine Henkin-Theorie. Damit muss
nur noch die Konservativitit gezeigt werden. Es ist also fiir jedes xy € £ zu
zeigen:  Wenn T(p) Fop, x, dann T' ko x.

Es gelte T(g) b, x fiir eine beliebige Formel x € . Damit gibt es eine
Ableitung 2 in £y mit Endformel y.

Seien ¢4, ..., ¢, alle neuen Konstanten von £y, die in & vorkommen. Ersetzt
man diese durch Variablen z1,...,z,, die alle nicht in ¥ vorkommen, so ist
9" := P[Z/c] ebenfalls eine Ableitung (n-fache Anwendung von Lemma 12.5).
Fiir 2’ gilt:

(1) In 2’ kommen nur Formeln aus . vor. Also ist 2’ eine Ableitung in .Z.
(2) Die Endformel ist x, da x[Z/¢] = x (in x € £ kommt ¢ gar nicht vor).

(3) Fiir jede Formel ¢ € Hyp(2') gilt entweder

Y eT oder 1= (Fwp(z) = ¢(y))

wobei y in keiner anderen Formel ¢’ € Hyp(2')\{¢'} vorkommt.
(Jede Existenzaussage hat einen eigenen Zeugen!)

Da Hyp(2’) endlich ist, gibt es also n € N, so dass Folgendes gilt:
Hyp(7') =NUM (%)

wobei N C T und M = {Fzpr — pr(yr) : 1 <k<n}mit TNM=g.

Durch sukzessives Loschen von Annahmen ¢ € M lédsst sich NV F x zeigen:
Sei ¢ = Jxp(x) — p(y) € M beliebig, X := (N U M)\{¢}.

Mit Einfithrung der Implikation folgt aus (x): X Fv¢ — .

Also X F (Fzp(x) — ©(y)) — x-

Da y nun in keiner offenen Annahme mehr vorkommt, folgt

X FVy(Gzp(z) = o(y)) = X)

und da y ¢ FV(x), folgt daraus

X+ 3y(Ize(z) = o(y)) = x

(Anwendung von Vy(o — 7) F Jyo — 7 fiir y ¢ FV(7).)
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Wegen F Jy(Frp(r) — ¢(y)) ergibt sich mit (— E): X F x.
Somit wurde 1 aus der Annahmenmenge entfernt. Entsprechend erhélt man
durch Loschung der in M \ {¢} verbliebenen Annahmen schlieilich N F .

Da N C T, ist die Konservativitit gezeigt. QED

12.9 Korollar (Konsistenz). T ist genau dann konsistent, wenn 7| konsis-
tent ist.

Beweis.
»=": Angenommen, L € T{g). Dann muss aufgrund Konservativitit von 7|z
schon 1 € T gelten.

»&="“ Angenommen, L € T. Dann gilt nach Konstruktion von T{z) auch L €
T( H)- QED

12.10 Proposition (Lemma von Lindenbaum). Jede widerspruchsfreie
Theorie T' C £ lésst sich zu einer vollstindigen, widerspruchsfreien Theorie
T' C & erweitern.

Beweis. Wir setzen voraus, dass die Mengen der Individuenkonstanten, Funktions-
und Relationszeichen in der Sprache £ abzéhlbar sind. (%)
Damit ist die Sprache .Z selbst abzihlbar, und der Beweis verlduft analog zum
Beweis in der Aussagenlogik, dass konsistente Mengen immer in einer maximal-
konsistenten Menge enthalten sind:

(1) Konstruktion einer neuen Aussagenmenge: Man folgt der Abzihlung der
Sprache und nimmt jene Aussagen in die Menge auf, die Konsistenz erhalten.

(2) Nachweis der Vollstédndigkeit und Konsistenz der resultierenden Menge.

(3) Nachweis der deduktiven Abgeschlossenheit der resultierenden Menge.

Setzt man () nicht voraus, benétigt man das zum Auswahlaxiom #quivalente
Zornsche Lemma. Vergleiche dazu van Dalen, S. 106. (Eine genaue Behand-
lung beider Fille findet man in H.-D. Ebbinghaus, J. Flum und W. Thomas:
Einfiihrung in die mathematische Logik, Spektrum 2007, §85.2 und 5.3.) QED

12.11 Lemma. Sei Ty die Vervollstdndigung einer widerspruchsfreien Henkin-
Theorie T(fy. Dann ist Ty selbst eine Henkin-Theorie.

Beweis. Trivial, da schon in T(zy C Ty alle notwendigen Aussagen 3z ¢(z) —
©(¢) fiir ein ¢ enthalten sind. QED

12.12 Theorem (Modell-Existenz-Satz). Sei Ty C % eine vollstindige,
widerspruchsfreie Henkin-Erweiterung einer Theorie T' C .Z. Dann hat Ty ein
Modell, und damit hat auch schon T ein Modell.

Beweis. Zuniéchst wird ein geeignetes Termmodell 2 konstruiert. Sei dazu X die
Menge aller geschlossenen Terme von Z . Auf X wird eine zweistellige Relation
~ definiert:

t~s <= Typht=s
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Die Relation ~ ist eine Aquivalenzrelation (Ubungsaufgabe). Die Aquivalenz-
klasse von t beziiglich ~ wird mit # := {s : s € X und ¢ ~ s} bezeichnet.
Das Universum A von 2 sei die Menge aller Aquivalenzklassen beziiglich ~:

A={i:tex}y=X/_+o

A ist nicht leer, da es in .y die Konstante ¢, als Zeugen fiir 3z(x =) gibt,
und wohldefiniert, da ~ eine Aquivalenzrelation ist.

Auf A miissen nun die Interpretationen der nichtlogischen Zeichen ausgezeichnet
werden. Zu einem nichtlogischen Zeichen ¢ des Alphabets von .2y bezeichnen
wir mit ¢* seine Interpretation in der Struktur A = (4,...).

(1) Interpretation von Konstanten c: ¢ :=¢.

Dies ist wohldefiniert, da ~ eine Aquivalenzrelation ist. (Jede Konstante c
liegt in einer Aquivalenzklasse, und diese sind disjunkt!)

(2) Interpretation der Funktionszeichen:
Sei f ein n-stelliges Funktionszeichen:
fRIAY S At ) e f(t, e t)
Zu zeigen ist, dass f% eine wohldefinierte Funktion ist. Das heifit:
Wenn t; ~ s1,...,t, ~5,, dann  fA(E, ..., t,) = fm(ﬁ, ey 8n)
Dies verbleibt als Ubungsaufgabe.
Daraus ergibt sich fiir alle geschlossenen Terme t: [t]* = %. (1)
(3) Interpretation der Relationszeichen:
(t1,...,t,) € R* = TF R(t1,...,tn)
Wieder ist die Wohldefiniertheit zu zeigen.

Damit wurde eine Struktur 20 = (A, ...) mit einem geeigneten Ahnlichkeitstyp
zur Sprache £ g konstruiert.

Nun ist zu zeigen, dass 2 tatséchlich ein Modell der Theorie T} ist, d.h. dass
AE Ty gilt.

Wir zeigen durch Induktion iiber dem Formelaufbau die etwas stirkere Aussage,
dass fiir jede Formel ¢ € £y gilt:

Ty ¢ genau dann, wenn 2 F .
@ = 1: Nach Voraussetzung gilt Ty ¥ L, und es ist A ¥ L.
© = (t=s): Unterscheide zwei Fille:

1. Fall: FV(t=s) = @. Belegungen konnen in diesem Fall vernachléssigt werden,
da (t = s) eine Aussage ist.
AEt=s = [t=s]* =1
= [I" = [s]*
& 53
— Tykt=s

Die letzte Aquivalenz gilt aufgrund der Definition von ~.
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2. Fall: FV(t=s) # @. Sei etwa FV(t =s) = {21,...,2,}.

,= Es gelte: AFt=s.
Das heift, es gibt eine Belegung v mit [t = s]* = 0.
Dann gibt es Terme t1,...,t, € X mit v(xy) =t1,...,0(xn) = tp.
Daher gilt A ¥ (t = s)[t/Z].

Nach dem ersten Fall gilt Ty ¥ (t = s)[t/Z]. (%)
Angenommen, Ty F ¢t = s. Dann gibt es eine Ableitung 2 von (¢t = s). Da
Hyp(Z) C Ty nur Aussagen enthilt, kommen die Variablen z1,...,z, in

keiner Annahme frei vor. Somit ist (VI) fiir jede Variable x; anwendbar,
und es gilt Ty F V(t = s).
Beseitigung der Allquantoren liefert Ty + (t = s)[t/#]. WIDERSPRUCH
zu ().
Also Ty Ft=s.

,<=“ Es gelte Ty F t=s.
Dann gilt auch Ty ¥ V(¢ = s). (Denn angenommen Ty F V(¢ = s); dann
auch Ty -t =s. WIDERSPRUCH. Also Ty ¥ ¥(t = s).)
Da Ty vollsténdig ist, gilt Ty F —V(¢ = s), und somit auch

Ty b 3zy...dz,—(t=s)
Da Ty eine Henkin-Theorie ist, gibt es geeignete Konstanten ¢, ..., ¢, mit
Tyt 3z ... Jz,—(t=5) = ~(t = s)[¢/T]

Mit (— E) folgt Ty F —(t = s)[c/Z].
Mit dem ersten Fall folgt 2 E —(t = s)[¢/Z].
Also AF t =s.

@ = P(t1,...,t,): Wieder miissen zwei Fiille betrachtet werden; diese lassen
sich analog zu ¢ = (t = s) beweisen.

IV: Angenommen, die Behauptung gilt fiir alle ¢ mit kleinerem Rang als dem
von .

¢ = (0 — v): Ubungsaufgabe.
© = V.
A FE Vay <= fiir jede Belegung v und jedes t € X: [¢(x) le[wr—)ﬂ =1
— AEP(x)
L Ty - p(a)
< Ty F Vay(z)
Die letzte Aquivalenz gilt, da T eine Aussagenmenge ist.

Damit ist die Behauptung gezeigt. Insbesondere gilt also 2 F Ty und A = T.

Lé&sst man die Interpretation der neuen Individuenkonstanten weg, erhélt man
aus 2 eine Struktur 2’ mit zu .Z passendem Ahnlichkeitstyp. Fiir diese Struktur
gilt ebenfalls ' E T. QED
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12.13 Korollar (Erfiillbarkeit). Ist eine Aussagenmenge I' C ¥ konsistent,
dann ist I' erfiillbar.

Beweis. Sei T konsistent. Dann ist T = {p € .Z : T F ¢ und FV(p) = &} eine
konsistente Theorie. T' ldsst sich kanonisch zu der Henkin-Theorie T{fy erweitern,
die ihrerseits in einer vollstdndigen Henkin-Theorie Ty liegt.

Damit gibt es ein Modell 2 von T;. Durch Weglassen der Interpretation der neuen
Konstanten erhélt man eine Struktur 2’ geeigneter Signatur. DaT CT C Ty
ist, gilt A ET. QED

12.14 Theorem (Vollstindigkeit fiir Aussagenmengen). Sei I' C .Z eine
Aussagenmenge und ¢ € Z eine beliebige Formel. Dann gilt:

I'F¢ genau dann, wenn I'F .

Beweis.
»="“: Die Korrektheit wurde sogar fiir beliebige Formelmengen bewiesen.

,<=%“ Es gelte I' E ¢. Dies gilt genau dann, wenn I' F V().
Aus T F V(y) folgt: T' U {=V(¢)} ist nicht erfiillbar.
Mit dem Korollar zur Erfiillbarkeit folgt: I' U {=V(¢)} ist nicht konsistent.
Das bedeutet: I', =V(¢) F L.

Mit Anwendung von (RAA) erhélt man T' - V(¢), und mit endlich vielen
Allbeseitigungen schlielich T" F . QED

Dieses Resultat ldasst sich in einem zweiten Schritt auch auf beliebige Formel-
mengen ausweiten:

12.15 Theorem (Vollstindigkeit fiir Formelmengen). Fiir alle Formel-
mengen I' C .Z und Formeln ¢ € & gilt:

I'F¢ genau dann, wenn I'F ¢.

Beweis. Wieder geniigt es, ,,<=% zu zeigen.

Es gelte also I' F ¢.

Das bedeutet: Fiir alle Strukturen 2 und alle Belegungen v mit [I']* = 1 gilt,
dass o] = 1.

Ohne Einschrénkung nehmen wir an: In I'U {¢} kommt keine Variable z,, sowohl
gebunden als auch frei vor. (Man kann jede Formel ¢ € T'U {¢} in eine logisch
dquivalente Formel umformen, so dass z.B. gebundene Variablen ungerade Indizes
und freie Variablen gerade Indizes haben.)

Sei N:=J{FV(¥) : ¥ e T} UFV(p) die Menge aller freien Variablen, die in
I'U {¢} vorkommen.

Wir betrachten eine Spracherweiterung .2+ von ., so dass es in £ fiir jedes
Z, € VAR ein neues Namenszeichen d,, gibt.

I'* sei diejenige Aussagenmenge in .Z 7", die entsteht, wenn man in jeder Formel
1 € T jede freie Variable x,, durch d,, ersetzt; ¢* sei analog definiert.

Zeige I'" E p*.
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Sei A* = (M, ...) eine £ -Struktur mit A* F IT'* und 2 diejenige .£-Struktur,
die entsteht, wenn man die Interpretation der neuen Namenszeichen weglésst.
Betrachte die Belegung v : VAR — M : z,, — v(x,) = d* .

Aus 2* £ T* und dem Uberfithrungslemma folgt 2 =, T.

Da T E ¢, gilt auch A F, ¢, woraus wiederum 20* F ¢* folgt.

Damit haben wir eine Aussagenmenge I'* mit I'* F ¢*, und aus dem Vollstéindig-
keitssatz 12.14 fiir Aussagenmengen folgt I'* F ¢*.

Das bedeutet: Es gibt eine Ableitung 2* mit Hyp(Z) C I'* und Endformel ¢*.
Ohne Einschrinkung nehmen wir an, dass in Z* keine Variable y,, € IV vorkommt.
(Das ist nicht ganz trivial, kann aber mit den Techniken, die im Anhang A
vorgestellt werden, bewiesen werden.)

Sei 2 derjenige Baum, der entsteht, wenn man nun in der Ableitung Z* alle
neuen Konstanten d,, wieder durch Variablen z,, ersetzt.

Da keine Variable aus NV in 2* vorkommt, ist & eine Ableitung mit Endformel
¢ und Hyp(2) CT. Damit gilt T ¢. QED

12.16 Korollar (Endlichkeitssatz). Seil' C £ eine Formelmenge und ¢ € .&
eine Formel. Wenn I' F ¢, dann gibt es eine endliche Menge A C I' mit A F ¢.

Beweis. Angenommen, I' F ¢. Dann gilt aufgrund Vollstandigkeit I' - ¢. Da die
Annahmenmenge Hyp(Z) einer Ableitung 2 stets endlich ist, gilt auch A+ ¢
fiir eine endliche Menge A CT'. Aus A F ¢ folgt mit Korrektheit A F . QED

12.17 Korollar (Kompaktheitssatz). Fiir jede Formelmenge I' C & ist
dquivalent:

(1) T ist widerspruchsfrei.
(2) T ist erfiillbar.
(3) T ist endlich erfiillbar (d.h. jede endliche Teilmenge A C T ist erfiillbar).

Beweis.

(1) < (2): Mit dem Vollstiandigkeitssatz trivial.

(2) <= (3): Derfiillbar <= T'FE L
= TI'rl
<= fiir jedes endliche A C T gilt: A¥F L
<= fiir jedes endliche A C T gilt: AF L QED
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8§13 Modelltheorie

Zum Abschluss der Vorlesung werden noch einige modelltheoretische Sétze
vorgestellt. Zunéchst wird ein wenig Terminologie eingefiihrt. Anschlieflend wird
die Endlichkeit diskutiert, und zuletzt werden die Sétze von Lowenheim-Skolem
bewiesen.

13.1 Definition. Sei . eine formale Sprache erster Stufe.
(1) SeiT' C .Z eine Aussagenmenge. Es sei

MOD(I) :={A : AET}
die (echte) Klasse aller Modelle von T'.

(2) Sei R eine Klasse von Strukturen und ¢ € .Z eine Formel.

RFEp <= firalleA e R:AFp

(3) Sei £ eine Klasse von Strukturen. Es sei
Th(R):={p e L : RF pund FV(p) = &}

die von R induzierte Theorie.

13.2 Theorem. Seien A, I' C £ Aussagenmengen und £, £ Klassen von Struk-
turen. Es gelten folgende Zusammenhénge:

(1) R CMOD(T") genau dann, wenn I' C Th(&).
(2) Wenn A C T, dann MOD(T") € MOD(A);
und wenn R C £, dann Th(£) C Th(R).
(3) MOD(AUT) = MOD(A) N MOD(T).
und Th(RU £) = Th(&) N Th(L).
(4) MOD(ANT) 2 MOD(A) UMOD(L);
und Th(£ N £) D Th(K) U Th(g).

Beweis. Verbleibt als Ubungsaufgabe. QED

Im Folgenden werden wir uns mit der Endlichkeit und Unendlichkeit von Struk-
turen beschéftigen und priifen, inwieweit diese Eigenschaften in der Logik erster
Stufe ausgedriickt werden kénnen.

13.3 Theorem. Sei I' C ¥ eine Aussagenmenge in einer Sprache . erster Stufe.

Besitzt I' endliche Modelle und ist die Kardinalitit dieser Modelle unbeschrinkt,

dann besitzt I auch ein unendliches Modell.

Beweis. Fiir jedes 1 <n € N sei A\, =gef 321 ... 3Ty M\ T £ €ZL.
1<k,I<n,k#l

(An bedeutet: ,Es gibt mindestens n Elemente im Universum.“)
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Offensichtlich gilt fiir jede Struktur A = (A,...):
AEN, < |A|>n
Ferner gilt fiir jedes 1 <n € N:
AEApp1 = AE N,

SeiI":=TU{A, : 1 <n &N} und A C T eine endliche Teilmenge von I".
Offensichtlich gibt es ein minimales 1 < n € N so, dass A, € A.

Sei A ein Modell von I' mit |4] > n. (Eine solche Struktur gibt es, da die
Kardinalitéit der endlichen Modelle unbeschrinkt ist.)

Fiir diese Struktur 2 gilt A F A.

Damit kann man den Kompaktheitssatz anwenden und erhélt: T ist erfiillbar.
Angenommen, I hétte endliche Modelle; z.B. 20 = (A4, ...) mit |A| = n fiir ein
1 <n € N. Dann gilt aber: A ¥ X\, 1. WIDERSPRUCH zu A, 11 € I

Damit hat T ein unendliches Modell 2.

Aus ' C TV folgt A E T'. Damit hat I" ein unendliches Modell. QED

13.4 Korollar. Sei £ eine Klasse von Strukturen, die endliche Strukturen
unbeschriankter Kardinalitdt enthédlt. Dann gibt es keine Aussagenmenge I' C ¥
mit MOD(T') = {2 € & : A ist endlich}.

Beweis. Angenommen doch. Dann hétte I beliebig grofie endliche Modelle. Damit
hétte I' auch ein unendliches Modell 20 ¢ MOD(T"). WIDERSPRUCH. QED

Bemerkung. Das Korollar zeigt, dass es keine Aussagenmenge I' C .Z gibt, so
dass MOD(T") = {2 : 2 ist endlich}. Das bedeutet, dass Endlichkeit nicht in der
Logik erster Stufe formuliert werden kann; Endlichkeit ist also keine erststufige
Eigenschaft.

13.5 Definition (Endliche Axiomatisierbarkeit). Eine Klasse & von Struk-
turen heift (endlich) axiomatisierbar, falls es eine (endliche) Aussagenmenge T’
gibt, die R axiomatisiert. Das heifit & = MOD(T").

13.6 Lemma. Eine Klasse f von Strukturen ist genau dann endlich axiomati-
sierbar, wenn K und das Komplement K¢ axiomatisierbar sind.

Beweis.
»,="“: R ist endlich axiomatisierbar. Das bedeutet:
K=MOD{p1,...,n}) =MOD(p1 A...Apy)
fiir endlich viele Aussagen o1, ..., ¢, € Z.
Damit gilt:
Re={A: A ¢ R}
={A:AF o1 A...ANpp}

= {2 AE (1 A Apn)}
=MOD(—(p1 A... Apy))
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und K¢ ist endlich axiomatisiert.

Damit sind £ und K¢ insbesondere auch axiomatisierbar.

»<=“ Sei 8 = MOD(T') und K¢ = MOD(A) fiir zwei Aussagenmengen I'; A C .Z.
Dann ist MOD(T'U A) = MOD(I') "MOD(A) = RN K = @.

Damit ist I' U A unerfiillbar und nach dem Vollstindigkeitssatz auch
inkonsistent.

Dann gibt es Aussagen ¢1,...,¢, € I' und 91, ...,%, € A mit:

<P1=~~~7<Pm¢17---,1/)m’—L

Wieder mit dem Vollstandigkeitssatz folgt:

g = MOD({Q@h . ,g@n} U {wl, o awm})
= MOD{p1, ..., 0n}) "MOD({t)1, ..., %m})

Da {¢1,...,¢n} CT, gilt & = MOD(I') € MOD({¢1,....on}).
Analog: 82 = MOD(A) C MOD({¢1,...,%n}).

Sei nun A € MOD({¢1, ..., pn}) beliebig.

Dann gilt 2 & MOD({41,...,9¥,}).

Also A ¢ 8¢ = MOD(A) € MOD({¢1, ..., ¥n}).

Also 2 € & = MOD(I).

Somit & = MOD(I") = MOD({¢1,...,¢n}). Also ist R endlich axiomati-
siert. QED

13.7 Korollar. Die Klasse aller unendlichen Mengen ist axiomatisierbar, aber
nicht endlich axiomatisierbar.

Beweis. Die Aussagenmenge {\, : 1 < n € N} (wobei die Aussagen A, wie
oben definiert sind) axiomatisiert unendliche Mengen. Gébe es eine endliche
Axiomatisierung dieser Klasse, dann kénnte man nach Lemma 13.6 die Klasse
aller endlichen Mengen axiomatisieren. WIDERSPRUCH. QED

Zum Abschluss dieses Paragraphen werden noch die Séatze von Léwenheim und
Skolem vorgestellt. Diese machen Aussagen iiber die Existenz von Strukturen in
einer vorgegebenen (unendlichen) Kardinalitdt. Dazu wird zunéchst eine direkte
Folge des Modell-Existenz-Satzes vorgestellt.

13.8 Korollar (Modell-Existenz-Satz). Sei .Z eine formale Sprache erster
Stufe, so dass fiir eine Kardinalzahl « gilt:

[{¢ : ¢ ist Konstante, Funktions- oder Relationszeichen von .Z}| =k > V.

Wenn eine Aussagenmenge I' C .Z konsistent ist, dann hat I' ein Modell 21 =
(A,...) mit |[A| < k.

Beweis. | £ | = k, und damit | £y | = k, und auch | X| = k, wobei X die Menge
aller geschlossenen Terme von £ g ist.
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Damit gilt fiir den Grundbereich von 2, konstruiert wie im Satz von Henkin:
|A] < k. (Durch Aquivalenzklassenbildung kann sich die Kardinalitét echt ver-
kleinern.) QED

13.9 Theorem (Lowenheim-Skolem — Abwirts-Aussage). Sei.Z eine
formale Sprache mit der Kardinalitdt | £ | = &, und sei A > & eine Kardinalzahl.
Besitzt eine Aussagenmenge I' C .Z ein Modell der Kardinalitéit A, dann besitzt
T fiir jede Kardinalzahl £’ mit x < k¥’ < X ein Modell der Kardinalitit «'.

Beweis. Fiige zur Sprache . eine Menge {¢; : i € I'} neuer Individuenkonstanten
hinzu. Dabei sei |I| = +/, die Konstanten seien paarweise verschieden (¢; # ¢;
fiir 4 # j), und .Z’ sei die resultierende Sprache.

Sei I":=T'U{¢; # ¢; : 4,5 € I und i # j}, welches eine konservative Erweiterung
von I in der erweiterten Sprache &’ ist.

Sei 2l = (A,...) ein Modell von I' der Kardinalitdt A, d.h. || = A.

A’ sei diejenige Struktur, die aus A resultiert, wenn zusétzlich ' viele Individuen
aus A ausgezeichnet werden. (Diese Konstruktion ist moglich, da |A| = A > &)
Esgilt ' ET und A" E ¢; # ¢; fir alle i # j € 1.

Damit gilt 21 = T".

Nach dem Korollar zum Modell-Existenz-Satz hat nun I'" ein Modell 8’ mit der
Kardinalitit der Sprache. Also |B'| = |.£"| = «/.

Sei nun B diejenige Struktur, die aus B’ entsteht, indem man die Auszeichnung
der Individuenkonstanten ¢; weglésst.

B hat dieselbe Signatur wie £ und ist ein Modell von I' C .Z als Theorie in der
urspriinglichen Sprache .Z, und es gilt: |B| = |B'| = «'. QED

Beispiel (Skolems Paradoxon). Wenn die Mengenlehre (etwa ZF) wider-
spruchsfrei ist und damit {iberhaupt Modelle besitzt, dann besitzt sie schon ein
abziihlbares Modell. (Die Sprache £z ist némlich abzihlbar.)

Damit muss man den Blick von Innen vom Blick von Aujffen bei diesem Modell
unterscheiden. So sind etwa Bijektionen, die von auflen existieren, innerhalb
des Modells nicht notwendigerweise existent, da die Theorie ihre Existenz nicht
beweist.

13.10 Theorem (Léwenheim-Skolem — Aufwérts-Aussage). Sei.Z eine
formale Sprache mit der Kardinalitit | .2 | = x und A > & eine Kardinalzahl.
Besitzt eine Aussagenmenge I' C % ein Modell der Kardinalitdt A, dann besitzt
T fiir jede Kardinalzahl g mit g > X ein Modell der Kardinalitét p.

Beweis. Wie in der Abwérts-Aussage fligen wir der Sprache £ eine Menge
{¢; : i € I'} neuer Individuenkonstanten hinzu. Dabei sei || = p, die Konstanten
paarweise verschieden (¢; # ¢; fiir i # j) und ¢’ die resultierende Sprache.
Wir betrachten wieder IV :=T U {¢; # ¢; : 4,5 € I und @ # j} als konservative
Erweiterung von I' in der erweiterten Sprache .#".

Wir zeigen fiir jede endliche Teilmenge A C I, dass A ein Modell besitzt:

Sei dazu A CT” eine beliebige endliche Teilmenge. Damit enthilt A héchstens
die neuen Individuenkonstanten ¢;,,...,¢;, fir ein k € N.

ACTU{é, #¢, :p#Fq<k}=Tg
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Klar ist: Jedes Modell von I’y ist auch ein Modell von A.

Wir betrachten das Modell 20 = (4, ...) von I" mit der Kardinalitdt A. Daraus
erhalten wir eine Struktur 2, indem wir zusétzlich k viele Individuen aus A
auszeichnen.

Es gilt A F I'p; und damit auch schon 2 F A.

Damit hat jede endliche Teilmenge A C I ein Modell und mit dem Kom-
paktheitssatz folgt nun, dass IV erfiillbar ist und ein Modell B’ hat. Das heift:
B ETY

Da B’ E ¢; # ¢; fir jedes ¢ # j € I, gilt |B'| > p = |I].

Mit der Abwiirts-Aussage ldsst sich nun das FErgebnis verbessern:

Wir erhalten ein Modell 8" von I mit |B”| = | £ | = .

Diese Struktur ist ebenfalls ein Modell von I' C I'V. Durch das Weglassen der
Interpretationen der neuen Individuenkonstanten erhélt man schliellich ein
Modell B von T' mit geeigneter Signatur (fiir die urspriingliche Sprache .Z).
Da lediglich die Auszeichnungen weggelassen wurden, der Grundbereich aber
unveréndert bleibt, gilt zudem |*B| = |B"| = p. QED

Bemerkungen.
(1) Die Aufwérts-Aussage liefert z.B. Nicht-Standard-Modelle der Arithmetik.

(2) Das Beweisverfahren der Lowenheim-Skolem-Theoreme besteht darin, die
Sprache geeignet zu erweitern und aus den Termen der Sprache ein geeignetes
Termmodell geméafl dem Modell-Existenz-Satz zu , konstruieren®.
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Anhang A: Substitutionssatz (R. Gazzari)

In diesem Anhang wird der Substitutionssatz bewiesen. Dafiir sind vorbereitend
neue Begrifflichkeit und einige Hilfssétze notig.

Es wird im Folgenden eine formale Sprache . = £(—, L,V) mit genau den
logischen Zeichen —, 1,V und = vorausgesetzt.

1.1 Definition (Quantifizierte Variablen). Fiir eine .Z-Formel ¢ ist die
Menge QV () ihrer quantifizierten Variablen wie folgt rekursiv iiber dem Aufbau
von Formeln definiert:

(1) QV(y)= @ fiir atomare Formeln.
(2) QV(poy)=QV(p)UQV(y) fir zusammengesetzte Formeln.
(3) QV(Vzp) = QV(p) U {z} fir quantifizierte Formeln.

Bemerkungen.

(1) Der Begriff der quantifizierten Variabel unterscheidet sich vom Begriff der
gebundenen Variablen. Dort wurde vorausgesetzt, dass die quantifizierte
Variable frei im Kern einer Formel vorkommt und damit tatséchlich gebunden
wird. Hier wird auf diese Voraussetzung verzichtet.

(2) Kanonisch ldsst sich die Definition auf die Menge QV(Z) der quantifizierten
Variablen einer Ableitungen & fortsetzen.

Wiederholung (Variante).

(1) Eine Formel v heiit einfache Variante einer Formel ¢, falls ein Vorkommen
eines Quantors gebunden umbenannt wurde.

Man wéhlt bei der gebundenen Umbenennung immer neue Variablen; ins-
besondere kann man also keine Variablen wihlen, die frei in der Formel
vorkommen.

(2) Eine Formel ¢ heifit Variante einer Formel ¢, falls ¢ in endlich vielen
Schritten (auch keine) durch einfache gebundene Umbenennung aus ¢
entstanden ist. Falls ¢ # 4, dann heifit ¢ auch echte Variante.

(3) Eine Formelmenge A heifit Variante einer Formelmenge T, falls sie das
Folgende erfiillt:
(a) Jedes 9 € A ist eine Variante einer Formel ¢ € T'.
(b) Zu jeder Formel ¢ € T gibt es eine Variante ¢ € A.

Bemerkungen (Varianten). Varianten haben einige leicht nachvollziehbare
Eigenschaften. Sei ¢ eine .Z-Formel:

(1) Ist ¢ Variante von ¢, dann gilt: FV(y) = FV(y')

(Bei der gebundenen Umbenennung kann man nur neue Variablen wéhlen,
also auch keine bisher freie Variable gebunden werden. Damit bleibt die
Menge der freien Variablen bei gebundener Umbenennung invariant.)
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(2) Wurde ein Quantor in einer Variante ¢ von ¢ ersetzt, dann kann der neue
Quantor keine Variable x € FV(p) binden. Formal:

Wenn z € QV(¢')NFV(p), dann z € QV(p).

(3) Es ist moglich, dass eine in ¢ quantifizierte Variable z € QV(y) in einer
Variante ¢’ an einer anderen Stelle quantifiziert wird.

(Falls z ¢ FV (), kann man erst alle Vorkommen von z beliebig umbenennen;
anschliefend kann man an beliebiger Stelle eine gebundene Variable in x
umbenennen. )

(4) Quantorenfreie Formeln haben keine echten Varianten.

(5) Der Begriff der Variante definiert auf der Menge aller Formeln und auf der
Menge aller Formelmengen eine Relation Vr bzw. Vj;. Diese Relationen
sind nicht symmetrisch:

(Kommt in einer Formel ¢ eine Variable  mehrmals quantifiziert vor, dann
gibt es eine Variante ¢’, in der all diese Vorkommen umbenannt sind. Fiir
jede Variante " dieser Formel kommt x hichstens einmal vor. Damit ist ¢
keine Variante von .

Fiir Formelmengen betrachte die Mengen {¢}, {¢'} und {¢"}.)

1.2 Definition (Einfache Ableitung). Sei ¢ € £ Formel, ¢’ eine Variante
von . Eine Ableitung 2 fiir ¢ I ¢’ heifit einfach, falls sie das Folgende erfiillt:

(1) Allbeseitigung: Fiir jede Allbeseitigung
Vaip(x)
¥(t)

in der Ableitung Z gilt: z € QV(¢) und ¢ muss eine neue Variable y sein
(t = y), die bisher noch iiberhaupt nicht in der Ableitung vorkommt.

(2) Alleinfiihrung: Fiir jede Alleinfiihrung

Y(y)
Vz i (x)

in der Ableitung 2 gilt: y ist eine der neuen Variablen, die an einer einzigen
Stelle eingefiihrt wurden, und = € QV(¢').

(3) Annahmen: Keine der neuen Variablen kommt in einer Annahme (weder
offen noch geléscht) vor.

Bemerkung (Einfache Ableitung). Einfache Ableitungen haben entschei-
dende Vorteile, die ein leichtes Zusammensetzen von Ableitungen zu neuen
Ableitungen erleichtern:

Setzt man {iber eine bestehende Ableitung eine neue Ableitung, kénnen bei
den Alleinfithrungen in der unteren Ableitung Probleme entstehen; es kénnen
neue offene Annahmen mit neuen freien Variablen hinzukommen, die eine All-
einfithrung verbieten.
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In einfachen Ableitungen sind die Variablen, die allquantifiziert werden, unter
Kontrolle. Sie kénnen ohne Probleme derart umbenannt werden, dass das Resultat
immer noch eine geeignete Ableitung ist und zudem die Variablenkonflikte
vermieden werden.

Einfache Ableitung 2 fiir ¢ F ¢’ erfiillen zudem: QV(2) = QV(p) UQV(¢’).

1.3 Lemma (Einfache Ableitbarkeit von Varianten). Sei ¢ € % eine
Formel und ¢’ eine Variante von ¢, dann gibt es einfache Ableitungen Z,, und
D, mit:

phF¢ vermdge D, und ¢’ vermodge D
Beweis. Durch Induktion iiber dem Aufbau von ¢.
© atomar: ¢ ist quantorenfrei. Also gilt fiir jede Variante ¢’ von ¢: ¢ = ¢'.

Damit folgt aber die gegenseitige Ableitbarkeit vermoége der trivialen
Ableitung 9, 1= Dy 1= .

Da in 2, weder Alleinfithrung noch Allbeseitigung vorkommen, ist %,
(und damit auch Z,) trivialerweise einfach.

IV:  Fiir o und 7 gelte die Behauptung.

p= o—7: Seiy eine Variante von ¢. Dann gibt es Varianten ¢’ und 7’ von
o und 7, so dass ¢’ =o' — 7.

Sei n der grofite Index einer Variablen in den durch die IV garantierten,
einfachen Ableitungen 9,, Z,/, - und Z..

Ersetze in der ganzen Ableitung 2, jedes Vorkommen jeder Variable x,,,
die bei einer Allbeseitigung entsteht, durch die Variable x,,,45+1. Verfahre
analog bei Z,,. Man mache sich klar, dass durch das Ersetzen zwei neue,
einfache Ableitungen entstehen, die immer noch 7+ 7/ und 7 F 7 belegen.
Wir nennen die beiden neuen Ableitungen wieder 2, und 2.

Betrachte zunéchst den folgenden Baum:

O’l 1
[ ] (IV:@(’/) QO (ﬁ)
g o= T
D, = L vz,
,7_/
; S (1)
g =T
(p/
Die doppelten Linien stehen fiir Teilableitungen, die durch die IV gegeben

sind.

Wir zeigen, dass durch das Ersetzen der Variablen in &, sichergestellt
ist, dass alle Alleinfithrungen in 2, weiterhin erlaubt sind und damit die
angegebenen Biume tatsichlich Ableitungen sind:

Angenommen nicht, dann muss an einer Stelle eine Nebenbedingung bei
einer Alleinfithrung gebrochen sein. In %, kann dies jedenfalls nach IV
nicht sein. Damit gibt es in 2, eine Stelle mit:

¥(y)
Va i (x)
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Dabei kommt y in irgendwelchen momentan offenen Annahmen p frei vor.
p kann aber nach IV nicht zu 2, gehoren. Also ist p € {0/, p}.

Da y nicht frei in 7 vorkommen kann (wieder mit IV), gilt sogar, dass
p € {0¢’,0}. Damit ist y € FV(0) = FV(0’). Das ist aber aufgrund des
Ersetzens der neuen Variablen in 2, nicht moglich.

Analog argumentiert man, dass der folgende Baum eine Ableitung ist:

g 1 /
Q (IV:24) bl (=)
/ / /
o g — T
/
Dy =  avia.)
; 1)
O =T (ﬁ)
¥

So, wie die Variablen in &, und %,/ ersetzt wurden, ist es sichergestellt,
dass Z, und 9, einfach sind.

Damit ist der Fall o — 7 gezeigt.

p = Vzo.Sel ¢ eine Variante von ¢. Dann ist ¢’ von folgender Form: Vyo'.
Die IV garantiert zwei Ableitungen %, (,) und Z,/(,). Ersetzt man jedes
freie Vorkommen von z in beiden Ableitungen durch eine neue Variable z,
die weder in Z,(,) noch in Z,/(,) vorkommt, und fiir die zusétzlich gilt,
dass x # z # y, so erhilt man wieder zwei einfache Ableitungen. Diese
bezeichnen wir mit Z,(.) und Z,/(»)
Betrachte die folgenden Baume:
Vo Yyo!
o(z !
/( ) (IV:Dy(2y) ; g (Z) (IV:@U/(Z))
o'(z) o(z)
Yyo! Vzo
Beide angegebenen Biaume sind Ableitungen, da durch die Wahl von z
insbesondere gilt: z ¢ FV(Vao) = FV(Vyo’). Da zusitzlich z weder in
Vxo noch in Vyo' vorkommt, sind beide Ableitungen einfach.
Insgesamt wurde die Behauptung gezeigt. QED

1.4 Definition (frei). Sei z eine Variable und ¢ ein Term.

(1)

Eine Z-Formel o heif3t frei iber x und t, falls weder iiber x noch iiber die
Variablen von t in ¢ quantifiziert wird:

QV(p)N({z} UFV(1)) = 2

Eine Ableitung 2 wird frei tiber x und t genannt, falls alle Formeln, die in
2 vorkommen, frei sind.

Eine .Z-Formel 1 heifit freie Variante iber x und t zu einer £-Formel o,
falls die Formel v eine Variante von ¢ ist und zudem auch frei ist.
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(4) Eine Formelmenge A heifit freie Variante von einer Formelmenge I, falls A
eine Variante von I' ist und alle Formeln ¢ € A frei sind.

Konvention. Im Folgenden seien die Variable v und der Term s fest gewéhlt.
,,Frei“ wird abkiirzend fiir ,,frei iiber v und s* verwendet.

1.5 Korollar (Einfache Ableitbarkeit fiir Substitute). Fiir jede .Z-Formel
o und allen freien Varianten ¢* von ¢ gilt:

Falls s frei einsetzbar ist fiir v in ¢, dann gibt es zwei einfache Ableitungen %,
und Z; mit:

ols/v] F ¢*[s/v] vermbge P, und @ [s/v] F ¢[s/v] vermbge 7

Beweis. Man mache sich (durch eine einfache Induktion iiber dem Aufbau von
v) klar, dass ¢*[s/v] freie Variante von ¢[s/v] ist. QED

1.6 Lemma (Substituierbarkeit in freien Ableitungen). Sei Z eine freie
Ableitung. Dann ist 2[s/v] auch eine Ableitung.

Beweis. Einfache Induktion iiber dem Aufbau von freien Ableitungen. QED

1.7 Lemma (Existenz freier Ableitungen). Fiir jede Ableitung 2 mit einer
Endformel ¢ und fiir jede freie Variante ¢* von ¢ gilt:

Es gibt eine freie Ableitung F mit Endformel ¢* so, dass Hyp(F) freie Variante
von Hyp(2) ist.

Beweis. Durch Induktion iiber dem Aufbau von Ableitungen.
9 = ¢: Damit gilt: Hyp(2) = {¢}.
Sei ¢* beliebige freie Variante von ¢.
Betrachte F := ™.
Offensichtlich ist Hyp(F) freie Variante von Hyp(2), Endformel von F
ist * und F ist frei.
IV:  Die Behauptung gelte fiir die Ableitungen 2; und %..
D Dy
7= ¢ ¢—1v  Esgilt: Hyp(2)=Hyp(21) UHyp(Z,)
G

Sei ¢* eine freie Variante von . Dann gibt es eine freie Variante ¢*
von ¢, so dass die Formel ¢* — 9* eine freie Variante von ¢ — 1 ist.
(Warum?)

Die IV garantiert freie Ableitungen 25 und %;. Betrachte:

s 75
¢*
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Hyp(F) = Hyp(Z7) UHyp(Z;).
Mit der IV folgt leicht, dass Hyp(F) freie Variante von Hyp(2) ist und
die Endformel von F ist ¢*. Offensichtlich ist F auch frei.

D

Y Es gilt: Hyp(2) C Hyp(Z1).
=Y
Sei also (p — )* eine beliebige freie Variante von ¢ — 1. Dann ist
(p = )" = p* — Y* fiir geeignete freie Varianten ¢* und ¢*.  (Warum?)

Die IV garantiert hier eine freie Ableitung 2§ mit Endformel ¢*, wobei
Hyp(Z7) freie Variante von Hyp(%,) ist.

Betrachte die folgende Ableitung:

i
Fo = P*
o )
ot =9

Bei (x) wird keine (!) offene Annahme ¢* geloscht.

Hyp(Fo) = Hyp(Zy). Falls Hyp(Fy) eine freie Variante von Hyp(2) ist,
ist Fy die gesuchte Ableitung.

Ansonsten muss das Folgende gelten:

Jedenfalls gibt es fiir jedes o € Hyp(%) C Hyp(Z:1) nach IV eine freie
Variante o* € Hyp(25) = Hyp(Fo). Also muss es Formeln o € Hyp(Fy)
geben, die keine Varianten von Formeln 7 € Hyp(2) sind.

Fiir diese Formeln o gilt wieder mit IV, dass sie Varianten von Formeln
7 € Hyp(21) sind. Entsprechend miissen diese Formeln 7 in & im letzten
Schritt geloscht worden sein. Damit ist jede dieser Formeln 7 der Form ¢.
Das bedeutet: Jedes storende o (es kénnen mehrere verschiedene sein),
ist eine freie Variante von ¢.

Damit sind die ¢ alle auch Varianten von ¢*, der freien Variante von ¢.

Der Satz iiber einfache Ableitbarkeiten von Varianten gewihrleistet eine
einfache Ableitung %, fiir ¢* F 0.

Aus der Einfachheit folgt mit der Freiheit von ¢* und o, dass in 2, weder
iiber v noch iiber die freien Variablen von s quantifiziert wird. Damit ist
jedes Z, eine freie Ableitung.

Nun entstehe die Ableitung F aus der Ableitung Fy, indem {iber jede der
storenden Formeln o die Teilableitung %, gesetzt wird. Zudem werden
alle Vorkommen von ¢* als offene Annahme bei der letzten Implikations-
einfithrung geltscht.

Damit gilt fiir jede Formel o € Hyp(F): o ist eine freie Variante einer
Formel 7 € Hyp(2). Insbesondere ist also Hyp(F) eine freie Variante von
Hyp(2) und F hat die Endformel (¢ — ¢)*. Da alle &, frei sind, ist auch
F frei.

o(z) Es gilt: Hyp(2) C Hyp(Z1).
Yy 1 o(y)
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Sei (Vy : ¢(y))* beliebige freie Variante von Yy : ¢(y).

Dann ist (Vy : ¢(y))* = Vz : ¢*(2) fiir eine geeignete Variable z und eine
geeignete freie Variante ¢*(x) von ¢(x).

Nach IV gibt es eine freie Ableitung Z; fiir ¢*(x) mit Hyp(Zy) freie
Variante von Hyp(Z:) = Hyp(2).

Die Nebenbedingungen fiir 2 verlangen, dass x nicht frei in den offenen
Annahmen von 2 vorkommt. Da Varianten dieselben freien Variablen
haben, wie die urspriingliche Formel, gilt:

Fiir jedes ¥ € Hyp(27): = ¢ FV(y)

Damit ist eine Allquantor-Einfithrung fiir « in 27 erlaubt. Da Vz : ¢*(2)
freie Variante von Vyyp(y) ist, ist die folgende Ableitung frei:

2
Fo= ¢ (z)
Yz o*(2)

Hyp(F) = Hyp(27) ist nach IV freie Variante von Hyp(2).

D
Vo :p(z) Esgilt: Hyp(2) C Hyp(2:).

p(t)
Sei ¢*(t) beliebige freie Variante von ¢(t).

Damit ist auch ¢*(x) freie Variante von (z) und t ist frei einsetzbar fiir
z in .

Es gibt eine Variable z, so dass Vz : ¢*(z) freie Variante von Vz : p(z) ist.

Damit gibt es geeignete Ableitung 27 mit Hyp(Zy) ist freie Variante von
Hyp(Z1) = Hyp(2).
Betrachte:

F ist freie Ableitung mit Endformel ¢*(¢) und Hyp(F) ist freie Variante
von Hyp(2).

Insgesamt wurde die Behauptung gezeigt. QED

1.8 Theorem (Substitutionssatz). Sei I' U {¢} C . Formelmenge. Ist in
jeder Formel ¢ € T'U {¢} ein Term s frei einsetzbar fiir eine Variable v, dann

gilt:

ke = Ts/v]F p[s/v]

Beweis. I' - ¢ bedeutet: Es gibt eine endliche Teilmenge ¥ C T' und eine
Ableitung 2 mit Endformel ¢ und Hyp(Z) = X.
Sei ¢* beliebige freie Variante ¢. (Es gibt immer freie Varianten!)
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Mit dem Satz iiber die Existenz freier Ableitungen gibt es eine freie Ableitung
F mit der freien Endformel ¢* so, dass Hyp(F) freie Variante von Hyp(2) ist.
Da nach Voraussetzung in jedes o € Hyp(2) der Term s fiir die Variable v frei
einsetzbar ist, sind Hyp(F)[s/v] = {¢1,...,¥n} und Hyp(2)[s/v] Varianten.
Mit dem Satz iiber einfache Ableitbarkeit gibt es fiir jedes ¢y € Hyp(F)[s/v]
eine Formel oy, € Hyp(Z)[s/v] und eine einfache Ableitung 7, fir: oy - ¢y,
Des Weiteren ist auf F der Satz iiber Substituierbarkeit in freien Ableitungen
anwendbar. Es gilt also vermége F[s/v]:

Hyp(F)[s/v] = ¢"[s/v]

Ebenfalls ist ¢*[s/v] eine Variante von ¢[s/v], da s fiir v frei einsetzbar ist in .
Also vermége 2, auch: ¢*[s/v] F ¢[s/v] einfach.
Betrachte nun folgenden Baum:

g1 On,

E (21) o E (Zn)
Fls/v]
©*[s/v]
dlsfo]

Fiir jedes 1 < k < n gilt: o} und ¥, sind Varianten voneinander. Insbesondere
haben sie dieselben freien Variablen. Damit kann in F[s/v] kein Variablenkonflikt
entstehen. Also ist der Baum bis ¢*[s/v] tatsichlich eine Ableitung. Sei m grofiter
Index aller Variablen in diesem Teilbaum bis ¢*[s/v].

Ersetze im Teilbaum 2, — es gilt: %, ist eine einfache Ableitung — jede neu
eingefiihrte freie Variable x; durch z;4,,+1. Nenne das Resultat der Ersetzung G.
Durch die Ersetzung der Variablen ist gewéhrleistet, dass G eine Ableitung ist.
Hyp(G) C Hyp(2)[s/v] C T'[s/v] und die Endformel von G ist ¢[s/v].

Damit gilt T'[s/v] F ¢[s/v] und der Substitutionssatz ist bewiesen. QED

Bemerkung (Freiheit und Substitutionssatz). Die beiden Begriffe , Freie
Einsetzbarkeit“ und ,,Freiheit* sind eng verwandt. Freie Varianten garantieren
eine freie Einsetzbarkeit. Wahrend die freie Einsetzbarkeit minimale Anforderun-
gen gewéhrleistet, dass durch die Substitution die Wahrheit der Formel invariant
bleibt, hat der stidrkere Begriff der Freiheit den Vorteil, dass man dadurch leichter
iiber Ableitungen argumentieren kann. Das wurde im Substitutionssatz ausge-
nutzt.

Wir haben Pramissen mit freier Einsetzbarkeit in freie Formeln umgeformt; fiir
diese konnten wir die benottigte Ableitbarkeit beweisen. Anschlielend wurde
das Ergebnis wieder geeignet zu einer Formel mit lediglich freier Einsetzbarkeit
umgeformt.

Wesentlich zum Erfolg der Umformungen haben zwei Tatsachen beigetragen:
zum Einen haben Varianten dieselben freien Variablen, zum anderen erfolgen die
Umformungen durch einfache Ableitungen. Letzteres wurde erst dadurch moglich,
dass im Kalkiil sowohl bei der Alleinfithrung als auch bei der Allbeseitigung eine
Umbenennung der Variablen erlaubt ist.
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Bemerkung (Sprachen mit Parametern). Gelegentlich werden in der Be-
weistheorie formale Sprachen betrachtet, in denen schon beim Sprachaufbau die
quantifizierten Variablen strikt von den freien unterschieden werden. Letztere wer-
den dann Parameter genannt. (Etwa: =z, fiir die quantifizierten Variablen und
ay fir die freien.) Dies wiirde den Beweis des Substitutionssatzes vereinfachen:
Man konnte oben auf die Einfiihrung von einfachen Ableitungen, in denen
kiinstlich diese Unterscheidung von freien und quantifizierten Variablen erzwun-
gen wird, verzichten. Ebenfalls sind die Variablenbedingungen im Kalkiil trivial
erfiillt: keine freie Variable kann quantifiziert werden, freie Einsetzbarkeit ist
immer gewéhrleistet. Dies vereinfacht das Zusammensetzen von Teilableitungen
und macht syntaktische Beweise wesentlich einfacher.

Bemerkung (Unterschied zu van Dalen). Im Kalkiil bei van Dalen ist
lediglich bei der Allbeseitigung eine Umbenennung der Variablen erlaubt, nicht
aber bei der Alleinfiithrung.

(1) Problemfall: Damit gilt im Kalkiil nach van Dalen aufgrund der Variablen-
bedingung bei der Alleinfithrung:

x =y AVoVw(v = w) ¥ x =y AVaVy(z = y)

(2) Volistindigkeit des Kalkils: van Dalen beweist fiir seinen Kalkiil die Voll-
standigkeit. Dies ist kein Widerspruch, da er sich dabei nur auf Aussagen
bezieht. Dort ist der schwichere Kalkiil tatséchlich vollsténdig.
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