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, Wir miissen unbedingt Raum fiir Zweifel lassen, sonst gibt es keinen Fortschritt,
kein Dazulernen. Man kann nichts Neues herausfinden, wenn man nicht vorher
eine Frage stellt. Und um zu fragen, bedarf es des Zweifelns.”

(Richard P. Feynman)



Literaturempfehlungen

[Sch98]: Das Buch von Schwinger eignet sich hervorragend als Ergdnzung und
Begleitliteratur. Zum Teil werden auch Themen angeschnitten, die tiber den
Vorlesungsstoff hinausgehen.

[Jac98]: Bei diesem Buch handelt es sich um ein Standardwerk der Klassischen
Elektrodynamik. Es enthélt zudem ntitzliche Aufgaben.

[Bec82]: Dieses Werk ist ein Klassiker. Man kann von R. Becker die Grundziige
der Elektrodynamik von polarisierbarer oder magnetisierbarer Materie von
Grund auf lernen und verstehen.

[LLO9]: Ein einfihrendes Standardwerk in die Klassische Feldtheorie fiir fortge-
schrittene Studenten. L. D. Landau und E. M. Lifschitz legen in diesem meis-
terhaft geschriebenen Band die Maxwellsche Theorie der Elektrodynamik im
Vakuum sowie die Grundziige der Allgemeinen Relativitédtstheorie von Ein-
stein dar.

[LLP84]: Dieses herausragende Werk, hervorgegangen aus Vorlesungen von L. D.
Landau und E. M. Lifschitz, und vervollsténdigt von L. P. Pitaevskii, eror-
tert umfassend viele Fragestellungen der Wechselwirkung von elektromagne-
tischen Feldern mit der polarisierbaren oder magnetisierbaren makroskopi-
schen Materie. Auch die nichtlineare Optik wird behandelt.

[MTWT73]: Das von Charles W. Misner, Kip S. Thorne und John Archibald Whee-
ler verfasste Lehrbuch ist sehr originell und beinhaltet eine umfassende Dar-
stellung der Grundlagen zur Gravitationstheorie von Einstein, nebst Anwen-
dungen in der Astrophysik und Kosmologie. Hervorzuheben ist die prézise
und sehr paddagogische Einfithrung in effiziente Rechenmethoden der Diffe-
rentialgeometrie.
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1 Einleitung

Um das Jahr 1852 fasste Michael Faraday seine in Jahrzehnten empirisch gewon-
nenen Erkenntnisse iiber Kraftlinien und Felder in einem Artikel iiber elektrische
und magnetische Kréfte zusammen. Im selben Artikel vertrat Faraday auch die
Ansicht, dass das Newtonsche Gravitationsgesetz auf der Wirkung eines Gravita-
tionsfeldes beruht. Das Coulombsche Gesetz

p2) _ 20 T27h 1.1
471'80 |I'2—I'1|3 ( )

fir die Kraft F(?) | die eine elektrische Punktladung ¢; am Ort r; auf eine Punktla-
dung g am Ort ry ausiibt, entspricht hinsichtlich der Abhéngigkeit von der Distanz
|ro—r| der beiden Punktladungen vollig dem Newtonschen Gravitationsgesetz fir
zwei Massenpunkte. Ebenfalls gilt in Ubereinstimmung mit dem Prinzip von actio
gleich reactio

F2 = _p1, (1.2)

Allerdings ist die Coulomb-Kraft fiir gleichnamige Ladungen ¢sq; > 0 abstofsend,
wahrend sie fir ungleichnamige Ladungen ¢.q; < 0 anziehend ist. Diese Entde-
ckung wurde 1785 von Charles Augustin de Coulomb (einem Oberst der Franzo-
sischen Armee) gemacht. Hervorzuheben ist, dass elektrische Ladungen beiderlei
Vorzeichens additiv sind, zudem gibt es fiir elektrische Ladungen einen Erhaltungs-
satz.

Dass sich Coulomb-Kréfte im Alltag trotz ihrer grofien Reichweite und ihrer
im Vergleich zur Gravitation extrem groflien Starke nur wenig bemerkbar machen,
beruht darauf, dass Ladungen beiderlei Vorzeichens im Grundzustand von Ato-
men und Molekiilen gleich hdufig vorkommen, was dazu fithrt, dass sich in der
makroskopischen molekularen Materie die elektrischen Kraftwirkungen praktisch
vollstandig aufheben. Im Gegensatz dazu sind Massen stets positiv und Gravita-
tionskréafte sind stets anziehend, konnen also nicht kompensiert werden. Nur so

Michael Faraday
(1791-1867)
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ist es zu erklaren, weshalb die in unserer Umwelt um so viele Groflenordnungen
schwécheren, aber ebenfalls langreichweitigen Gravitationskréfte unter normalen
Umstédnden gegeniiber den elektrischen Kréften tiberwiegen.

In der Tabelle finden sich Angaben zur Reichweite und zur relativen Stérke
der Wechselwirkung (WW) zwischen zwei Teilchen fir die vier fundamentalen
Wechselwirkungen in der Materie.

Typ der WW  relative Starke Reichweite [m)]

Starke 1 10~1
Coulomb 102 00
Schwache 107° 10718

Gravitation 10~40 00

Die starke Wechselwirkung hélt die Protonen und Neutronen im Atomkerne zu-
sammen, wihrend die schwache Wechselwirkung Anlass zum Beta-Zerfall gibt und
damit unter anderem erst ermdéglicht, dass die Sonne als Fusionsreaktor Energie
freisetzen kann.

Die Vorstellung der Newtonschen Mechanik, dass zwischen (massiven, gelade-
nen) Punktteilchen, die an entfernten Orten positioniert sind, Wechselwirkungs-
krafte existieren sollen, die instantan den Raum iiberbriicken, nennt man Fernwir-
kung. Mit der Einfithrung des Feldbegriffs wird die (im Grunde unphysikalische)
Vorstellung einer solchen (spukhaften) Fernwirkung nicht langer benotigt.

Eine am Ort r; fixierte Ladung Punktladung ¢; erzeugt nach Faraday ein den
ganzen Raum ausfiillendes (statisches) elektrisches Feld (siehe Abbildung 1.1)

_ @ r=n
dreg |r — r1’3’

E(r,r) (1.3)

welches dann wiederum auf eine Testladung ¢, am Ort r = ry eine Kraft ausiibt:

F12) — ¢E (rg,rl) _ g2q1 Yo — Iy (1.4)

47T50 |I'2 — I‘1|3 ‘

Der Faradaysche Feldbegriff war fiir die Physiker des 19. Jahrhunderts eine vollig
neue und der Newtonschen Punktmechanik wesensfremde Idee. Wahrend bei New-
ton der leere Raum (Vakuum) lediglich dazu dient, Positionen von Punktteilchen
mathematisch zu beschreiben, wird bei Faraday jetzt auch dem Vakuum selbst




1.1 Lorentz-Kraft

Abbildung 1.1: Elektrisches Feld einer Punktladung

als Trager von Kraftlinien eine aktive physikalische Rolle zugeordnet. Dieser von
Faraday herbeigefithrte Paradigmenwechsel, ndmlich in Feldern zu denken, ist der
physikalische Kern der Elektrodynamik von James Clerk Maxwell (1865) und der
Gravitationstheorie von Albert Einstein (1915).

In der modernen Physik ist der Feldbegriff ganz in den Vordergrund getreten,
wahrend das Konzept eines punktformigen Teilchens eher als zweckméafige Néahe-
rung betrachtet wird. Heutzutage ist der Begriff des Elementarteilchens eng mit
dem des Quantenfeldes verkniipft. Zu jedem Elementarteilchen (wie z.B. einem
Elektron, einem Neutrino oder einem Higgs-Teilchen) gehort ein Quantenfeld, zu
dem sich das Teilchen so verhélt wie das Lichtquant (Photon) zum elektromagne-
tischen Feld.

1.1 Lorentz-Kraft

Alle elektrodynamischen Erscheinungen werden durch zwei Vektorfelder beschrie-
ben, das elektrische Feld E (r,¢) und das magnetische Induktionsfeld B (r,t). Je-

Hendrik Antoon
Lorentz (1853-1928)
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dem Punkt r des (affinen euklidischen) Raumes sind dabei 3 +3 = 6 (im allge-
meinen zeitabhéngige) kartesische Feldkomponenten E, und B, mit a € {z,y, z}
zugeordnet. Es ist eine experimentelle Tatsache, dass geladene Teilchen immer
auch eine Massse besitzen. Eine Testladung ¢ mit Masse m, die sich relativ zu ei-
nem (euklidischen) Inertialsystem zum Zeitpunkt ¢ am Ort r = r (¢) befindet und
sich dort mit Geschwindigkeit v =%r (¢) bewegen mége, erfihrt in Gegenwart der
Felder E (r,t) und B (r,t) die Lorentz-Kraft

FO(r,v,t) =q[E(r,t)+ r-vAB(r,t)]. (1.5)

Die Konstante x hangt dabei, wie im Anhang A gezeigt wird, von den verwen-
deten physikalischen Einheiten zur Messung von Ladungen und den Einheiten zur
Messung von elektrischen bzw. magnetischen Feldstérken ab. Die Felder E (r,t)
und B (r, ) konnen somit (im Prinzip) als Kraft auf eine ruhende bzw. mit Ge-
schwindigkeit v bewegte Testladung () gemessen werden, wobei darauf zu achten
ist, dass die Riickwirkung der Testladung auf die Quellen der Felder (und damit
auf E (r,t) und B (r,t) selbst) vernachlassigbar bleibt, was der Fall ist, wenn die
Testladung ¢ nur klein genug ist. Die (nicht relativistische) Bewegungsgleichung
einer solchen Testladung lautet dann

2
m(izr (t) = {F(L)(r,v, t)}
Das Kraftgesetz von Lorentz erlaubt die Trajektorien von massiven und gela-
denen Teilchen zu berechnen, wenn die Felder E (r,¢) und B (r, ) gegeben sind.
Uber die Felder selbst, d.h. iiber die Gesetze, nach denen sich ihre Ausbreitung im
Raum vollzieht, wird jedoch nichts ausgesagt.
Man zeigt leicht durch skalare Multiplikation mit v :%r (t) auf beiden Seiten
von (1.6), dass gilt

(1.6)

r:r(t),v:%r(t) ’

(;it (g‘v.v) —qv E(r,t). (1.7)

Demnach leistet ein geladenes Teilchen keine Arbeit gegen das magnetische Induk-
tionsfeld B (r,¢)! Der Grund hierfiir ist, dass v bestédndig orthogonal zum Anteil
v A B (r,t) der Lorentz-Kraft orientiert ist. Hat man es mit einer raumlichen Ver-
teilung p (r,t) von Ladungen und einer entsprechenden (konvektiven) Stromdich-
teverteilung

j(rt)=p(rt)v (1.8)
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zu tun, so ist die von einem gegebenen elektrischen Feld E (r,¢) und einem gege-
benen magnetischen Induktionsfeld B (r, t) entsprechend ausgeiibte Lorentz-Kraft-
dichte gegeben zu

£ (r,v,t) = p(r,t) [E(r,t) + kv AB (r,1)] . (1.9)

1.2 Kontinuitatsgleichung

Die Erfahrung lehrt, dass elektrische Ladung eine extensive Grofe ist, die einem
Erhaltungssatz geniigt. Mit der Ladungsdichte p (r,t) ergibt sich die Ladung ¢ ()
im Inneren eines fixen Volumens V' zu

q(t) = /V Brp (r,1). (1.10)

Dann gilt fiir die Rate, mit der sich die Ladung im Volumen V' zeitlich d&ndert

jtq (t) = /Vdgrgtp(r,t). (1.11)

Da die Ladung insgesamt aber erhalten ist, kann sie sich in V' nur andern, in dem
ein Strom I(t) durch die Oberfliche OV des Volumens V' nach aufen fliefit:

I(t) = —jtq (t) = /av d*r'n-j(r',t). (1.12)

Hier bezeichnet j (r/,t) die Stromdichte auf der Oberflache OV und es bezeichnet
n den nach auflen orientierten Normalenvektor am Ort r’ € 9V. Mit dem Satz von
Gauf} folgt dann nach dem Gesagten

I(t) :/Vdg'rdivj(r,t) — —iq(t) — —/Vd?’rgtp(r,t). (1.13)

Da diese Beziehung fiir jedes (noch so kleine) Volumen V' richtig ist, gilt jetzt die
Kontinuitédtsgleichung

aatp (r,t) +divj(r,t) =0. (1.14)

Sie driickt den Satz von der Erhaltung der Ladung in differentieller Form aus.
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1.3 Paritat und Zeitumkehr

Wir betrachten ein geladenes, massives Teilchen, das sich unter dem Einfluss der
Lorentzkraft bewegt. Das Verhalten der Newtonschen Bewegungsgleichung unter
einer Paritdtstransformation (Inversion am Ursprung)

(r,t) = (—r,t) (1.15)
impliziert
vV — —V (1.16)
£ (r, v, t) = —fD(—r, —v, 1).

Dann ergibt sich aus dem Lorentz-Kraftgesetz fiir die elektromagnetischen Felder
unter einer Paritatstransformation das Transformationsverhalten

E(r,t) > —E(—r,t) (1.17)
B (r,t) > +B(—r,t).
Das Verhalten der Newtonschen Bewegungsgleichung unter Zeitumkehr
(r,t) = (r, ) (1.18)

(man stelle sich vor, das Vorzeichen aller Geschwindigkeiten wird umgekehrt) im-
pliziert
V— —V (1.19)
£ (r,v,t) = fD(r, —v, —1).

Dann ergibt sich aus dem Lorentz-Kraftgesetz fiir die elektromagnetischen Felder
unter Zeitumkehr das Transformationsverhalten

E(r,t) - E(r,—t), (1.20)
B(r,t) - —B(r,—t).

Demnach ist E (r, t) ein polarer Vektor (1-Form), wiahrend B (r, t) ein axialer Vek-
tor ist (2-Form).
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1.4 Die Maxwell-Gleichungen

Gemaf der Newtonschen Mechanik konnen wir mit dem Lorentz-Kraftgesetz die
Bahnen von geladenen, massiven Teilchen berechnen, wenn das elektromagneti-
sche Feld gegeben ist. Allerdings kann die Newtonsche Mechanik keine Aussage
zur Dynamik des elektromagnetischen Feldes selbst und seiner Abhéngigkeit von
vorgegebenen Quellen treffen. Zur Losung dieses Problems postulierte James Clerk
Maxwell um 1865 die nach ihm benannten Feldgleichungen.

divE (r, 1) = ;p(r,t) (1.21)
0
) 9]
rot B (r,t) = ko |j(r,t) + san (r,t)
0
rot E (r,t) = —maB (r,t) (1.22)
divB (r,t) = 0.

Die Maxwellschen Gleichungen (1.21) und (1.22) bilden ein System von gekoppel-
ten partiellen (linearen!) Differentialgleichungen zur Bestimmung der Felder E(r, ¢)
und B(r,t). Die vorgegebenen elektrischen Ladungen und Strome der Quellen, re-
préasentiert durch eine Ladungsdichte p(r,¢) und eine Stromdichte j(r,t), erzeugen
das elektrische Feld E(r’,t) und das magnetische Induktionsfeld B(r',t), auch in
grofler Entfernung zur Position von lokalisierten Quellen. Als Randbedingung wird
verlangt, dass elektrische und magnetische Felder im Unendlichen verschwinden.

Die Gleichungen (1.21) stellen Verallgemeinerungen des Coulomb-Gesetzes und
des Gesetzes von Ampere fiir den Fall zeitabhéngiger Quellen dar. Aus Konsis-
tenzgriinden betreffend den Erhaltungssatz fir Ladungen wurde von Maxwell die
Existenz des sog. Verschiebungsstroms 50%E (r,t) postuliert, damit fir die La-
dungsdichte p (r,¢) und die Stromdichte j (r,¢) der Quellen die Kontinuitatsglei-
chung giiltig bleibt:

0 =div (rot B (r,t)) = kuo [divj (r,t) + 60§ divE (r,t)

o (1.23)

. 9
= Klho leJ (I', t) + &p (I', t)‘| :

James Clerk Maxwell
(1831-1879)



1 Einleitung

Die Wahl der Konstanten gy im Coulomb-Gesetz bedeutet ein Festlegen der Maf3-
einheiten von elektrischer Feldstirke E(r,t) und Ladungsdichte p (r,t) und damit
wegen der Kontinuitatsgleichung (1.14) zugleich das Festlegen der Mafleinheiten
der Stromdichte j(r,t). Die Wahl von g oder s impliziert die Festlegung einer
MafBeinheit fiir das magnetische Induktionsfeld B (r,t). Zur Diskussion der Vor-
und Nachteile der in der Elektrodynamik tiblichen Mafeinheiten betreffend die
Wahl der drei Konstanten x, 9 und pp verweisen wir auf den Anhang A.

Die Gleichungen (1.22) entsprechen (beide zusammen!) der differentiellen Form
des Induktionsgesetzes von Faraday. Michael Faraday hatte bereits um 1832 in
einer Serie aufsehenerregender Experimente mit bewegten Magneten mehrere fun-
damentale Beobachtungen gemacht.

+v

@'Iind

(a)Induktion durch bewegten Stabmagneten

R(t) j Lp c
= }v @’

I ind

(b)Induktion durch stromtragende Spule

Abbildung 1.2: Die Experimente von Faraday

1. Wird ein Magnet M auf eine ruhende geschlossene Leiterschlaufe £ mit einer
Geschwindigkeit v zu- oder wegbewegt (siehe Abbildung 1.2a), so wird in der
Leiterschlaufe £ ein Strom I,q induziert. Das Ergebnis ist gleich, wenn statt
dessen eine geschlossene Leiterschlaufe £ auf einen ruhenden Magneten M
mit einer Geschwindigkeit v zu- oder wegbewegt wird, d.h. es wird in der
Leiterschlaufe £ ebenfalls ein Strom [i,q induziert.
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2. Wird eine priméare stromtragende Leiterschlaufe £p von einem zeitlich verdn-
derlichen Strom I(t) durchflossen und befindet sich eine zweite geschlossene
Leiterschlaufe £ in der Nédhe (siehe Abbildung 1.2b), so wird auch in diesem
Fall in der zweiten Leiterschlaufe £ ein Strom [j,q induziert.

3. Die beschriebenen Induktionsphanomene konnte Faraday auch beobachten,
wenn nur die effektive Querschnittsfliche der priméren Leiterschlaufe sich
zeitlich dnderte (Generatorprinzip).

Faraday vermutete, dass es der in der Priméarspule Lp flielende zeitlich veran-
derliche Strom [(t) ist, der im Raum ein zeitlich veranderliches Magnetfeld B (r, t)
erzeugt, das wiederum am Ort r = r’ der (ringférmigen) Sekundérschlaufe £ wirkt
und erkannte in der zeitlichen Anderung des magnetischen Flusses durch die von
L eingeschlossene Flache die eigentliche Ursache fiir den beobachteten induzierten
Strom I;,q. Hiermit traf er ins Schwarze. Damit in einer geschlossenen Sekundér-
schlaufe £ ein Induktionsstrom flielen kann, braucht es eine Induktionsspannung
Vina- Diese geht auf die in der Leiterschlaufe £ generierte zeitlich veranderliche
Ringspannung &, (t) zuriick. Faraday fasste das Resultat seiner Experimente zu
einem universell giiltigen Gesetz zusammen:

Ec(t) = —mjt " d*r'n-B (¥, 1), (1.24)
wobei die Konstante x von den verwendeten Mafleinheiten fiir den magnetischen
Fluss abhéngt. Hier bezeichnet A die von der geschlossenen Schlaufe £ einge-
schlossene Fléache (sieche Abbildung 1.3), d.h. es gilt 0.A = £. Man identifiziert den
Rand von A mit £. Im allgemeinen sind A = A(t) und 0.A(t) = L(t) ebenfalls
zeitabhangig!

Das Flachenintegral ist demnach der magnetische Fluss

oM (1) = & /A d%'n- B (r',1) (1.25)

durch die Fliche A mit Normalenvektor n. Die in einer geschlossenen Leiterschlau-
fe £ induzierte Ringspannung & (t) ist gleich der negativen zeitlichen Anderung
des magnetischen Flusses ®™) (¢) durch die Fliche A mit Berandung £ = 0.A:

Er(t) = —jt@(M) (). (1.26)




1 Einleitung

Abbildung 1.3: Der Fluss des Vektorfelds B durch eine zeitlich veranderliche Flache
A(t) projiziert durch das Skalarprodukt mit dem Normalenvektor n
gerade die Anteile heraus, die senkrecht auf der Flache stehen.

Das negative Vorzeichen in (1.26) kann so gedeutet werden, dass der durch die
induzierte Ringspannung angeworfene Induktionsstrom in der Leiterschleife ein
eigenes Magnetfeld erzeugt, das der urspriinglichen Anderung des magnetischen
Flusses entgegen wirkt (Lenzsche Regel).

Die freien Ladungstréager in einem metallischen Leiter bewegen sich unter dem
Einfluss der Lorentz-Kraft (1.9). Die Ringspannung &, () ist dann definiert als die
gegen die Lorentz-Kraft zu leistende Uberfiihrungsarbeit pro Ladung ¢, um diese
einmal um die geschlossene Schlaufe £ = 9.4 herumzufiithren. Sie ist demnach fiir
eine lange geschlossene dAinne Drahtschlaufe (mit sehr kleiner Querschnittsfliche)
gegeben als Linienintegral

£ () = ]{Eds JE(s,8) + sy AB(s,1)], . (1.27)

Hier ist hervorzuheben, dass ein zeitabhéngiges elektrisches Feld nicht notwendig
wirbelfrei ist, d.h.

fﬁ ds - [E(s,)],, #0. (1.28)

Wir stellen jetzt zwischen diesen beiden sehr unterschiedlich aussehenden Aus-
driicken (1.26) und (1.27) fir die Ringspannung &£, (¢) einen Zusammenhang her.
Zum einen gilt fiir die Anderung des magnetischen Flusses infolge einer zeitlichen
Anderung der Ringfliche AA = A(t + At) — A(t) oder einer zeitlichen Anderung

10



1.4 Die Maxwell-Gleichungen

des magnetischen Induktionsfeldes

1

- (@M (¢ + At) — M (1) (1.29)
= d%’n-B(rﬂt—l—At)—/ d*r'n- B (r,t)

A(t+At) A(t)

0

— d*'n- |B(r,t) + At=B (', t OAtQ—/ d*'n-B (1t

[ 0 B+ MOBW 00| = [ Bl
= d*r'n- B (r',t) —/ d*r'n- B (r',t)

A(t+At) A(t)

0
At/ d*'n- =B (r',t) + O (At)*.
FA T B (r', 1) + O (At)

In der letzten Zeile wurde verwendet, dass wir vor einem Faktor At die Flache
A (t + At) durch die Fliche A (t) zur Zeit ¢ ersetzen diirfen, und dabei insgesamt
nur ein quadratisch kleiner Fehler O (At)* entsteht. Die beiden ersten Integrale
kénnen den beiden Deckelflachen A (t) und A (¢ + At) eines Zylinders Q2 mit Héhe
n - vAt zugeordnet werden (siehe Abbildung 1.4). Es gilt fir das Integral iiber
die Oberflache 092 des Zylinders Q2 mit dem (wie tblich) nach aufen orientiertem
Normalenvektor ng:

/ag d*r'ng - B (1 1) (1.30)

_ @rn-B ()~ [ dn B+ [ (dsAvAL-B(s.1),
A(t+At) A(t) 0A()

wobei der dritte Term dem Beitrag der Mantelfliche des Zylinders €2 mit Hoéhe
n - vAt geschuldet ist. Das Minuszeichen erklart sich aus der Eigenschaft

fir ¢ A
g — n 1"1r r' e A(t + At), (131)
—n fir r' € A(?).
Unter Beachtung der Identitat
(ds AvAt)-B(s,t) = Atds - [v A B (s, t)] (1.32)
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1 Einleitung

ng

n-vAt

ng

Abbildung 1.4: Zylinder Q2 der Hohe n - vAt¢ mit Normalenvektor ng.

folgt dann
1
- (@M (¢ + At) — M) (1)] = ” d*r'ng - B (r', 1) — At e ds- [v A B (s, )]
var[ @ OB 1)+ 0 (M. (1.33)
A(t) ot '

Andererseits gilt nach dem Satz von Gauf3

d%'ng - B ’,t:/d3 divB (r.1) . 1.34
- r'ng (r',t) 0 rdivB (r,t) ( )

Somit erhalten wir

1
Z W) _ W) — 30 di _ .
/J(D (t + At) — oM (1) /Q d*rdivB (r,t) — At Mt)ds [vAB (s, t)]
B,
At [ d*'n- =B(r' ¢ At)? . (1.
+ /A(t) o (r',t) + O (At)". (1.35)

Fiir den Inhalt |©2| des Volumens €2 schreiben wir jetzt fiir ein kleines Zeitintervall
At (Grundfliche x Hoéhe):

Q] = [A ()| n - vAL|. (1.36)

Also folgt fiir den ersten Term in (1.35)

/ &ErdivB (r, 1) = /A o ' (VAN VB (1) + O (A1) (1.37)
Q t
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1.4 Die Maxwell-Gleichungen

Mit dem Satz von Stokes schreiben wir fur den zweiten Term in (1.35)
ds-[vAB(s :/ d2'n - rot [v A B (¢, 1)]. 1.38
Ja @ WV AB )= [ drmrorly AB (1) (1.38)

Insgesamt erhalten wir

L0001+ At) - o0 (1) (1.39)
KR
— At{ / 4% (n - v) div B(r', t) — / d%'n - ot [v A B(r, 1)] (1.40)

A(t) A(t)

0
d*r'n- =B(r',t O (At)?
b e B | o
0
- At/ . d*'n - {V divB(r',t) — rot [v A B(r', t)] + aB(rC t)} + O (At
At

Andererseits gilt ebenfalls nach dem Satz von Stokes

Ec () = jg o 15 B0+ AV AB (5,0 (1.41)

= d*r'n-rot [E (v, 1) + kv AB (1, 1)].
A(t)

Das Induktionsgesetz von Faraday setzt die beiden Ausdriicke (1.26) und (1.41)
aber gleich:

d

0=Eq(t)+ &CD(M) (t) (1.42)
M (¢ At) — M) (1)
=ees ‘
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1 Einleitung

Nach dem Gesagten folgt nun durch Einsetzen
0= / o d*r'n - [rot E(r',t) + rrot [v A B(r', t)]]
At
+ K,/ d*r'n - [V divB(r',t) — rot [v AB(r', t)] + gB(r’, t)]
A(t) ot
= /A( | d*r'n - {rot E(r',t) + kot [v AB(r', )]
t
. / / a /
+rK [V divB(r',t) — rot [v AB(r',t)] + &B(r ,t)] }

= /A(t) d*r'n - {rot E(r',t) + K;B(I‘/,t) + kv div B(r/,t)} .

Die hergeleitete Beziehung gilt fiir jede Schlaufe £ = 9.A (t) und fir jede (nicht
relativistische) Geschwindigkeit v. Also gilt sie auch in differentieller Form:

0
E («' —B(r
rot (r,t)—l—/iat (r',t)

0 (1.43)
divB (v, t) = 0.

Dies sind gerade die beiden homogenen Maxwell-Gleichungen (1.22). Die Aussage,
dass es keine magnetischen Monopole gibt, benotigt kein zuséatzliches Postulat! Sie
folgt nach dem Gesagten zwingend aus dem Induktionsgesetz von Faraday und der
Lorentz-Kraft. Der magnetische Fluss durch die geschlossene Oberfléche 0V eines
Volumens V ist bestandig identisch Null:

A2 - B (¥, 1) = / &ErdivB (r, ) (1.44)
Vv
— 0.

oV

Zur Losbarkeit des Anfangswertproblems

Die Maxwellschen Gleichungen sind ein System von acht gekoppelten partiellen
Differentialgleichungen fiir nur sechs kartesische Komponenten der elektromagne-
tischen Felder E (r,t) und B (r,t). Offensichtlich konnen die Gleichungen nicht
unabhéngig voneinander sein. Das Anfangswertproblem wére sonst tiberbestimmt.
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1.4 Die Maxwell-Gleichungen

Wir bilden die Divergenz der zweiten Gleichung in (1.21) und erhalten unter
Berticksichtigung der Kontinuitétsgleichung (1.23):

0 =divrot B (r,1) (1.45)
= Ko div lj (r,t) + 6OQE (r, t)]

ot
9 t
N [_p(gro )

ot

+ divE (r, t)} :

Gilt demnach zu einem Zeitpunkt ¢t = t,

AivE (. fg) = 2T210) (1.46)

€0

so bleibt das richtig fiir alle spéteren Zeiten ¢t > t;. Dies ist der Erhaltungssatz
der elektrischen Ladungen. Entsprechend folgt aus (1.22)

0 =divrotE (r,t) = —/igt divB (r,t) = 0. (1.47)

Ist demnach zu einem Zeitpunkt ¢t = ¢,
divB (r,tg) =0, (1.48)

so bleibt das richtig fiir alle spateren Zeiten ¢ > ¢y. Demnach wird es keine magne-
tischen Monopole geben, wenn es bereits zur Zeit ¢t = ty keine gab.

Aufgrund der beiden Erhaltungssitze (1.45) und (1.47) sind somit (implizit) die
Zahl der unabhangigen Maxwellschen Gleichungen von acht auf sechs reduziert,
d.h. es konnen E (r,¢) und B (r,t) fir vorgegebene Quellen p (r,t) und j (r,t), die
ja stets der Kontinuitatsgleichung (1.23) gentigen miissen, fiir alle Zeiten ¢ > ¢,
eindeutig bestimmt werden.

Bemerkung

Die homogenen Maxwell-Gleichungen im Vakuum besitzen eine zusétzliche Sym-
metrie. Aus einer Losung (E, B) erhdlt man eine neue Losung durch die Substitu-
tion

(E,B) — & (B, —poeE) . (1.49)
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1 Einleitung

1.5 Der statische Grenzfall der Maxwell-Gleichungen

Im statischen Grenzfall sind alle Felder und Quellen zeitunabhéngig, also nur Funk-
tionen des Orts. Die Maxwell-Gleichungen bestehen dann aus zwei unabhéngigen
Blocken, den Gleichungen der Elektrostatik zur Bestimmung des elektrischen Felds
E (r) in Abhéngigkeit von einer Quelle mit vorgegebener Raumladungsdichte p (r)

Elektrostatik
1
divE(r) = —p(r)
rot E(r) =

(1.50)

und den Gleichungen der Magnetostatik zur Bestimmung des magnetischen Induk-
tionsfeldes B (r) in Abhéngigkeit von einer stationdren Stromquelle mit solenoi-

daler Ladungsstromdichte j (r)

Magnetostatik

divB(r) =0
rot B(r) = kpoj(r)
divj(r) = 0.

(1.51)
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2 Elektrostatik

Wir betrachten im freien Raum die Uberfiihrungsarbeit pro Ladung im gegebenem
elektrostatischen Feld E (r) von einer gewihlten Anfangsposition r(!) entlang des

Weges C) hin zu einer Endposition r(®
1) 2. D)} = - E . 2.1
o[ x®c®] = [ s E(s) (21)
e
c
(1)
e c

Abbildung 2.1: Die von den Wegen C") und CU?) eingeschlossene Flache wird als A

bezeichnet.
Entlang irgendeines anderen Weges C'Y) von r® nach r® gilt entsprechend
& {rm,r( );C<”>} _ /cUI) ds-E(s) (2.2)
= | ds-E(s) + o ds-E(s) — ” ds-E(s)

= ds~E(s)—i—f ds-E(s)
c(I) cUDy(—c)
= | ds-E (s —i—f ds- E(s)

:gb{r(l),r( ;C(I /d2rn rot E (1)

— 6 [r0,x®;c0].
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Simi; 2on Denis
Poisson (1781-1840)

2 Elektrostatik

Hier ist CUYD U (—CW) diejenige geschlossene Kurve A, die aus der Kurve C1)
von r™ nach r® und der zu C'Y) entgegengesetzt orientierten Kurve —CY) von r®
zuriick nach rYzusammengesetzt ist, und A ist die eingeschlossene Fliche, deren
Rand gerade 0.A = CUD U (—=CW) ist (siehe Abbildung 2.1). Unter Beachtung von
(1.50) folgt jetzt

¢ [r(l)’ r(2);C(H)} =6 [r(l),r@);c(”} ’ (2.3)

d.h. das Integral (2.1) ist aufgrund der Wirbelfreiheit des statischen elektrischen
Feldes vom gewéhlten Weg C von r™) nach r® unabhingig. Man definiert iibli-
cherweise als elektrisches Potential das Integral

o) = p(r) = [ ds-E(s). (2.4)
Hier sind ro und ¢ (ry) fest gewéhlte Konstanten. Es gilt fiir einen kleinen Abstand
ds =r —r® (2.5)

do(r) = —ds-E(r).

Folglich ist das elektrostatische Feld E (r) als (negativer) Gradient einer skalaren
Potentialfunktion ¢ (r) darstellbar:

E(r)=-Voé(r). (2.6)

Die physikalische Dimension des elektrostatischen Potentials ¢(r) ist [E;gﬁl;} Po-
tentiale

¢'(r) = ¢(r) + ¢o, (2.7)
die sich von ¢(r) durch eine Konstante ¢, unterscheiden sind physikalisch dquiva-
lent. Die Wahl der Konstanten ¢, entspricht der Festlegung einer Eichung.

2.1 Potential und elektrostatisches Feld einer
Ladungsverteilung

Es folgt durch Einsetzen in (1.50) zur Bestimmung von ¢ (r) die Poisson-Gleichung

V2 (r) = jop<r>. (2.8)
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2.1 Potential und elektrostatisches Feld einer Ladungsverteilung

Diese wurde nach dem franzosischen Mathematiker und Physiker Simi’j}%on Denis
Poisson benannt. Es handelt sich hierbei um eine elliptische partielle Differenti-
algleichung zweiter Ordnung. Der Poisson-Gleichung gentigen das elektrostatische
Potential, z.B. aber auch das Gravitationspotential. Die eindeutige Losung der
Poisson-Gleichung mit Randbedingung limjy,o ¢ (r) = 0 fiir eine Ladungsdichte
p (r), die im Unendlichen verschwindet, lautet

6(r) = — [t &) (2.9)

dreg lr — r/|

Um dies zu bestéatigen, bilden wir
a € {x,y,z}
1 1

O 5) = [aro() 2

47eg Org |r —r/|
1 ro—r
— d3 / r/ a a
4#50/ r'p(r) |r—r’|3

u=zl-r dup (u+r —.
47r50/ P >|u|

Also folgt jetzt fiur die zweite Ableitung

0? 1 0 u
. = [ 3 e
or? (r) 47eq / u@rap (u+r) |u|3

1 0 Ug
/dgu p(u—l—r)?.

- 4reg Ou, lu

Summation iiber a € {z,y, 2z} liefert mit

o?  9* 0
2
lace-
Vi = o + o2 + or? (Laplace-Operator)

u-Vy = u, 018@ + uy a(zy + U, aiz (Richtungsableitung)
die Beziehung
V26 ( /d3u— u-Vo)p(utr). (2.10)
47r50 |u|
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2 Elektrostatik

In sphérischen Koordinaten

0<a<2m
0<v<m
Uy = U cosasin v
u, = usinasin¥

U, = ucosv

folgt dann mit der fiir Kugelkoordinaten giiltigen Identitat

u-V, :uaau (2.11)

die Beziehung

1 2w T 00 1 0
2 _ ; 2
V20 (r) /O da /0 d9 sin 9 /0 dun —=p (u+1)

N 471'60
27 T [eS) a
/ da/ dﬁsinﬁ/ du—p(u+r).
0 0 0 ou

1
N 471'80

Nun gilt

R 0
; U%P(UWLI“)

R

= dul (uz + + +7.)
u Uy Ty, W Ty, Uy T
0 o’ vy

R 9
= dua—p(ucosasinﬁ—l—Tx,usinasinﬂ+7°y,ucosﬁ+rz)
0 u

= p(Rccosasind +r,, Resinasind + 1y, R.cost +1,) — p (ry, 1y, 7).
Im Unendlichen war aber vorrausgesetzt, dass p gleich Null sein soll, also

lim p(R.cosasint +r,, R.sinasind +r,, R.cos? +r,) = 0. (2.12)

Rc.—o00
Damit ist gezeigt
© 0
du—p(u+r)=—p(r).
| dusputn) = —p(x)
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2.1 Potential und elektrostatisches Feld einer Ladungsverteilung

Weil aber p (r) nicht von a und ¥ abhéngt, folgt sofort
1 2m ™
V26 (r) = — U w/dmmﬂmm
0 0

471'80
1
- _;p (I') )
was zU zeigen war.
Wir schreiben jetzt
1 p(r')
~Vip(r)=-Vi /H3’ 2.13
I’¢ (r) r47T80 r ‘r_r/l ( )
1 1
— d3 / AN A w2
47‘(’80/ rp(r)l Vr|r—r’|]
1
= gp (r)
1
= Ire /d3r’p (r) 476 (r — 1)

Offensichtlich gilt im Sinne einer Identitat fiir Distributionen

V2 L. 476 (r — 1) . (2.14)

-]

Dem entspricht, dass an einem Ort r das elektrische Feld E(r), das von einer
Punktladung q¢ am Ort r’ erzeugt wird, gemafl dem Coulomb-Gesetz gegeben ist
7Zu

g r—r
E(r) = - 2.15
(r) 47T€0|I'—I"|3 ( )
In der Tat bestatigen wir umgehend mit Hilfe von (2.14)
. ) g r—r
divE(r) =d — 2.16
v (I') v Llﬂ'go ‘I‘ — I'/’z))] ( )

: q 1
=div |— V.,
v [ dreg T r — r’]]
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2 Elektrostatik

Einer fixen Punktladung ¢ am Ort r’ entspricht somit eine Ladungsdichte

p(r)=qé® (r—r'). (2.17)

Die Ladungsverteilung p (r) fiir eine Wolke bestehend aus einer Anzahl N von
Punktladungen ¢™, die sich an N gegebenen Positionen R befinden mogen, ist

N
=3 ¢"6® (r —RM). (2.18)
n=1

Das Potential folgt dann aus Gleichung (2.9) zu

g™

i ol (2.19)

47'('80
Am Ort r ist die elektrische Feldstirke dann gegeben zu

o~ r— R

> oq

— |I' o R(n)|3

E(r) = Vo (r) = (2.20)

477'5()

Dieses Ergebnis ist in Ubereinstimmung mit dem Superpositionsprinzip, d.h. das
gesamte elektrische Feld ist die Vektorsumme aller individuellen Felder von Punkt-
ladungen.

Bemerkung

Im Inneren des Volumens €2 eines sehr gut leitenden Materials (metallischer Leiter)
ist E(r) = 0, d.h. ¢ (r) = const, somit gilt

Vr e Q, (2.21)
¢ (r) = ¢ (r) |reoq -

Der Wert des elektrischen Potentials im Innengebiet eines Leiters ist gleich seinem
Wert an der Oberfliche 09 von €, insbesondere ist 9 eine Aquipotentialfliche.
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2.1 Potential und elektrostatisches Feld einer Ladungsverteilung

Elektrisches Feld einer Ebene mit konstanter
Flachenladungsdichte

Wir betrachten einen Metallblock €2, der den Halbraum r, < 0 ausfiillen moge,

mit der Ebene r, = 0 als Grenzfliche 0 zum freien Raum. Es seien Ladungen |e|

mit konstanter Belegungsdichte w(?? = fg‘é“ auf dieser Grenzfldche positioniert.

Dann ist w@? eine Flichenladungsdichte auf der Flache 7, = 0 mit dem von Innen
nach Auflen orientierten Normalenvektor e,. Es ist vorteilhaft, bei der Rechnung
Zylinderkoordinaten zu verwenden. Ein Flachenelement

dFP = dr 7 da
auf der Grenzflache tragt demnach die Ladung
dg = w@VAFOY,

Das von der Ladung dg am Ort R = r, cos (a) e, + 7 sin (a) e, auf der Flache 052
generierte elektrische Feld dE (r) an einem Ort r = r,e, im Auflengebiet r, > 0
von () ist nach dem Gesagten

_dg r—R
~ dreyr — R

dg r.e,—1r cos(a)e, —r sin(a)e,

dE (r)

B dreg |r e, — ry cos (a) e, — ry sin (@) ey‘g

(@)

r.e, — 1y cos(a)e, —ry sin(a)e,

(=)

= drir,do
471'80

Das von allen geladenen Flichenelementen dF(?? der Oberfliche zusammen ge-
nommen herrithrende elektrische Feld E (r) am Ort r im AuBlengebiet von € ist
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2 Elektrostatik

das Integral

r, >0 (2.22)
E(r) = w92 /00 drir 2n o 28 = L oS () e, — ZL sin («) e,
4meg Jo 0 ( /r2 4 Ti)
= Tz r z
2e0 0 + 3

()

W@ /Ood 0 1
= T, r|—m———| e
2e0 0 + or, /734‘7"3_
o (0)
= e,.
2€0

Interessanterweise ist das elektrische Feld iiberall parallel zum Normalenvektor
e, der Flache orientiert und unabhdngig von der Distanz des Ortes r von der

Oberflache.

2.2 Multipolentwicklung

Wir definieren als Integrationsgebiet ) fiir unsere Ladungsverteilung die Menge
aller Punkte des Euklidischen affinen Raumes Es, fiir die die Ladungsverteilung
p (r) von Null verschiedene Werte annimmt

Q={reks;|p(r)#0}. (2.23)

Sei die Ladungsverteilung p (r') um einen zentralen Punkt ry lokalisiert (der Ein-
fachheit halber nehmen wir an ry = 0) und sei |r'| < |r| fiir alle v’ € Q). Dann
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2.2 Multipolentwicklung

gilt die Taylor-Entwicklung (Summenkonvention beachten!)

v <[] (2.24)
1 , 1
_ . V,) —
o] =P Vg
i(—nl , 0\ 1
= r
= “Or,) |r|
1 AR YFAYIEAR N
—_ r - — r, — r J— PR
r| “Or, ) r] 2\ or, “Or, ) |r|
1 _1_7“:17”@ 3l gy — rhrhrery
N 2|’
a,be{r,y,z}.
Wir beobachten
5a,b5a,b =3 (225)

Sab (37“;7’,’) — Oup ]r’|2) =3rr —3 ]r’|2 =0

und schreiben

3rlraryry — rirlryry, = 3 (37‘;7“2 — dap \r’|2) (3rarb — Oab |r|2) . (2.26)
Also folgt jetzt
1 1 7rlir, (37‘27"2 — Oa,p |I'/|2) (37’a7”b — O |I‘|2)
el 3 5 (2.27)
e—v| e x| G [r]

Einsetzen ergibt die gesuchte Multipolentwicklung fiir eine um den Ursprung bei
r = 0 zentrierte Ladungsverteilung p (r') zu

1 p(r)
= d’r’ 2.28
¢ (r) dreg /Q " lr —r/| (2.28)
1 / o) | L A (3775 = G 1) (Brary — day [x]*)
dmegy Ja r| |r[3 6 ]r|5

v " ef? 6|r|’

1 q PaTa Qab (37“a7“b — Oab |I‘!2)
N 471'80
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2 Elektrostatik

Die Grofen ¢, p, und @, sind dabei Formfaktoren der gegeben Ladungsverteilung

p(r'):

Gesamtladung
Dipolmoment

Quadrupolmoment

q= /Q &*r'p (')

Pa = /ngrlp (I‘,) T:z
Qus = /Q &r'p (') (34— bup ')
a,be{x,y, 2}.

(2.29)

Unter einer (aktiven) Translation des Bezugspunktes ro der Ladungsverteilung
p (r') um einen konstanten Vektor R geméf

geht die Verteilungsfunktion p iiber in die neue Verteilungsfunktion p:

rp —>ro+ R

1

p(') = pr () =p(" = R).

(2.30)

Das Monopolmoment (Gesamtladung) fir beide Verteilungsfunktionen ist offen-

sichtlich gleich

gr = /d37“”pT (r//) — /dST”p (I‘” _ R) _ /dST‘/p (I‘) =q,

(2.31)
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2.2 Multipolentwicklung

aber die hoheren Multipolmomente [ > 1 der zwei Verteilungsfunktionen sind im
allgemeinen schon verschieden:

a€{ry,z}
Pra = /d37n//pT (I‘”) ;/ — /d37’//p (r// . R) T';/
= /d37"”p (I‘H . R) (r(/Z/ . Ra) + /d37"”p (r// o R) Ra
= /dgr’p (r')rl + /dgr’p (r) R,
= pa + Rag (2.32)
a, b S {ZE, ?J7 Z}
Qr,ap = /Q d*r’ pr (r”) (37‘&’7",’,’ — ap |r”|2>
o d3// //_R ////_6 "2
= [ @ (" = R) (3rir) — 8. 2"
_ / d*r'p (') [3(r], + Ra) (v} + Ry) — bap It' + R[]
= Qab + 3Rapy + 3Rppa — 2045 Repe + (3RaRb — bap |R|2) q. (2.33)

Nur fiir verschwindende Gesamtladung ¢ = 0 ist das Dipolmoment unabhéngig
vom Bezugspunkt R. Und nur fiir ¢ = 0 und zugleich verschwindendes Dipolmo-
ment p, = 0 ist auch das Quadrupolmoment unabhéngig vom gewéahlten Bezugs-
punkt!

Offensichtlich bilden die Komponenten @), des Qudrupolmoments einen sym-
metrischen Tensor zweiter Stufe mit Spur Null:

a,b € {r,y,z}
Qab = Qba

Es gibt demnach insgesamt 5 unabhéngige Quadrupolkomponenten ().
Aus der hergeleiteten Multipolentwicklung fiir das Potential einer um den Be-
zugspunkt R = 0 zentrierten Ladungswolke folgt unschwer die entsprechende Ent-
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2 Elektrostatik

wicklung fiir die kartesischen Komponenten der elektrostatischen Feldstarke

v < Jr]
a € {z,y, 2}
8 1 qre 3 (pbrb) Ta — DPa |r|2
E, = — = — e 2.35
(I‘) ara¢(r) 471'80 ’I'|3 ’I"5 + ( )

Zum Giltigkeitsbereich der hergeleiteten Formeln sei betont, dass eine Multipol-
entwicklung immer dann sinnvoll ist, wenn der Abstand zur Ladungswolke deutlich
grofer ist als deren Ausdehnung.

2.3 Satz von Dirichlet

Wir betrachten ein dreiachsiges Ellipsoid £ mit Hauptachsen der Lange A;, A, und
A., die parallel zu den kartesischen Einheitsvektoren e, e, und e, unseres Labor-
Koordinatensystems orientiert sein mogen. Das Innere des Ellipsoids ist dann die
Punktmenge

Qg:{SEEg

s2 82 s?
A2+)\g+)\2§1}, (2.36)
x Yy

z

die Oberflache des Ellipsoids ist gegeben zu

2

s2 sl s
Sy %y % g | 2.37
e (237)

Das elektrische Potential ¢ (r) fiir eine beliebige Ladungsdichte p (r'), die aulerhalb
von ¢ gleich Null ist, ist eine Losung der Poisson-Gleichung mit Randbedingung
limy0 ¢ (r) = 0, somit

an:{SGEg

() = — /Q gd%’p ) (2.38)

e, v —r/|

Im allgemeinen ist das ein (nicht trivial zu berechnendes) dreidimensionales Inte-
gral. Fiir den Spezialfall einer konstanten Ladungsdichte

po furr’ € Qg,
px)y=<1" (2.39)
0 furr' ¢ Qg
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2.3 Satz von Dirichlet

kann das dreidimensionale Integral (2.38) durch einen Satz von Dirichlet auf ein-
dimensionale Integrale zuriickgefiihrt werden:

3 Ty r2
Po o T OUtAZ T uAAZ T utAZ
(1) = PO\, / du i (2.40)
deo e [t A2) (ut A2) (ut A2)
fir r € Qg gilt p(r) =0 (2.41)
7,,2 ,r2 ,r,2
fur r ¢ Qg ist p(r) Losung der Gleichung —= 4 E =1

+AZ o+ A p+ A2

Die Richtigkeit dieser Aussage konnen wir elementar bestiatigen. Befindet sich
der Punkt r innerhalb des Volumens Q¢, so gilt dort p (r) = 0, also

reQe, ac{xy,z} (2.42)
0 20 o0 du T
sy = =L )\Z/
or, 1) = o M, V@+22) (w+X2) (ut A2 ut A
0? L0 o0 du 1
I by = L0 )\Z/ .
8r2¢() 2¢0 o \/(u+Ag)(u+A§)(u+Ag)u+A3

Ist der Punkt r aulerhalb des Volumens ()¢, so ist noch zu beriicksichtigen, dass
die untere Integrationsgrenze iiber die Funktion p (r) von Ort r abhéngig ist:

r ¢ Qg, ac {.’L’, Y, Z} (243)
a 00 o] du Tq
¢ r) = _7)\1)\ )\z

or, (x) 2¢0 7 Jutw \/(u +A2) (u+ A2) (u+A2) v+ s

62 p o] du 1
5300 = =gehh | | :

rs 2e0 p(r) \/(U + )\:25) (U + )\32/) <u + )‘g) ut )\a

1 ra  Op(r)

SO ) £ 22) () + 22) (u () + A2y () £ 22 0o |

Fir r € 0Q¢ gilt aber immer noch x (r) = 0, d.h. die von innen nach aufien fort-
gestzte Funktion ¢ (r) und auch ihre erste Ableitung a%ﬁb (r) sind stetige Funktio-
nen. Die zweite Ableitung dagegen zeigt beim Durchgang von innen nach auflen
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2 Elektrostatik

an der Oberfliche OVe des Ellipsoids einen Sprung. Es folgt nach dem Gesagten
im Inneren von (¢

reQe, ac{zyz} (2.44)
2 2 2
W¢w=(a+a+a)¢u>

2 2 2
orz ~ Ory  Or?

Lo & du 1 1 1 )
— Py Az/ ( + +
20" o Jar ) g ) \eE R e R R

:—&)\wAyAZ/ dudL |- 2
20 o du ] Sl @R (N2

— PO |- 2
20 V@ 22) (w4 23) (ut22)
u=0
_Po
-
Im AuBengebiet von Q¢ folgt dagegen
r#Qs, ac{z,yz} (2.45)

Vi) = (s + o+ ) 60

2 2 2
ory  Ory  OrZ

00 o0 du 1 1 1 )
= L0y / ( + +
2e0” " { w0 Jlu+22) (u+32) (u22) \HAT T ukX] e Al

ry Bu(r)+ Ty 8u(r)Jr rs au(r)}

u(r)+A12 or, p(r)+A7 ory p(r)+A12 or.
V() +22) (0 () + 43) (1 (x) + X2)

o [ ad |- 2
2e0 TYE . du 2 2 2
p(r) (u+)\x)(u+)\y)(u+)\z)
re __ Op(r) ry __ Op(r) r. __ Op(r) }

_,u(r)—&-)\i Ory p(r)+AZ ory u(r)+A2 or,
V) +22) (0 () + 43) (1 (x) + X2)
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2.3 Satz von Dirichlet

2

Po
= —Q—Aw/\y/\z

co \/(u (r) +A2) (1 (r) + A7) (p (r) + A2)
re __ Op(r) ry __ Op(r) r. __ Op(r) }

u(r)+A12 org p(r)+A2 ory + u(r)+A2 or,

V@) +02) (e () + X2) (1 (x) + 22)
o Az Ay A

220 J(pr () +22) (1 () +22) (4 (1) + 22)

(o T op(r) Ty op(r) T, Op (r)
w(r)+ A2 Or, p(r)+ A2 Ory w(r)+ A2 or,

=07

Wir zeigen jetzt, dass der Term in der letzten Zeile tatsachlich identisch ver-
schwindet, indem wir die Bestimmungsgleichung (2.41) fiir u (r) nach der Koordi-
nate r, ableiten:

2 2 2
8( ey T ) (2.46)

O p—
Org \p+ A2 pu+ A p+ A2
2 O oy R\ Ou()
pA+A2 S Ou \p+ A2 pu+ A p+AZ) O,
_ e [ r? N Ty r? ] Op (r)
pANE (222 (+ A2 (n+A2)?] O

Multiplikation mit MJ:GAE ergibt
ae{zr,y,z} (2.47)
22 e Op(r) 2 r r2

= + +
(p+ 227 AT Ora [(u+22)" 0 (p+A))7 0 (ut A2
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2 Elektrostatik

Also folgt durch Summation tber a € {z,y, z} die Relation

7,,2 ,’,.2 ,’,,2
2 L+ Y + z ] 2.48
hu+%f (AT (p+22)° 249
_ re  Ou(r) LTy op (r) LT op (r)
A2 Or, p+ A2 Ory w+ A2 or,
y [ r2 N r 7?2 ]

_'_
(L+22)°  (H+ A2 (p+A2)°

Ein Koeffizientenvergleich liefert die Identitét

_ T Op (r) ry  Ou(r) r. Ou(r)
w4 A2 Or, p+ A2 Ory p+ A2 or,

(2.49)

Demnach gilt im AuBlengebiet des Ellipsoids, wenn wir (2.49) in die letzte Zeile
von (2.45) einsetzen, die homogene Poisson-Gleichung (auch Laplace-Gleichung
genannt)

ré¢ Qe ac{x,y,z} (2.50)
V2¢ (r) = 0.

Schliellich betrachten wir das Abklingverhalten des Potentials fiir grofen Ab-

stand zum Ursprung, d.h. fir |r| > max (A\;, Ay, A;). In dem Fall schreiben wir fiir
(2.41)

2 2 2
7 ng * 1 :;y)\z + i —T:)\g (251)
1 1 1
5v% 53 &n
11 i %+@+@
= % + g + % = ,u

Fir grofen Abstand |r| > max (A, Ay, A;) zum Zentrum des Ellipsoids folgt dem-
nach 1 (r) o |r|°. Fiir das Potential im AuBenraum des Ellipsoids schreiben wir
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2.3 Satz von Dirichlet

fir uw > g (r) = |r|* dann u + A2 ~ u, d.h. es folgt

2 2 2
Tz Ty Tz

¢ (I‘) __Po Poy, )\ A /OO du u+A2 u+A2 u+A2
4eg pw) (w4 A2) (4 A2) (1 + A2)

2 2 2
~ PN du<1_%+ry+%>
450 |r| U2 U

d 2 |r|
= /\)\A d— ——
450 du( u%+3u2>

_po)\)\)\lz 2|I‘]]

(2.52)

4, x| 3]
1T A0
dmeg |r|

_ 1 q

e |

womit der Satz von Dirichlet bewiesen ist. Zugleich sehen wir, dass das Potential
¢ (r) eines homogen geladenen dreiachsigen Ellipsoids in grofiler Entfernung zum
Ursprung so aussieht wie das Coulomb-Potential einer am Ort r = 0 befindlichen
Punktladung der Starke

1 . 4
q = R[) d‘ST/p (I'/> = ?)\Z‘AyAZ,OO, (253)
0 £
Efﬂg d3r

in volliger Ubereinstimmung mit unseren Uberlegungen zur Multipolentwicklung.
Nach dem Gesagten ist das Potential im Inneren eines homogen geladenen El-
lipsoids eine quadratische Form der Ortskoordinaten

r € Q¢ (254)
Po
o (r) = y (IO — L2 — I,r) — [ng) :

Die kartesischen Komponenten E, (r) des elektrischen Feldes sind dort demnach
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2 Elektrostatik

lineare Funktionen des Ortes:

r e (¢
E(r) = -V,¢(r) = ;;0 (Iyrpes + Iyrye, + I.rse,).

Die Koeffizienten Iy bzw. I, sind die sog. Indexintegrale

du

To = Auh AZ/OO
o S X (w 22) (ut A2)

(2.55)

a€{zr,y, 2}
du 1

I, = A AZ/OO .
T S 02) (e 22) (w2 u A

Man kann diese eindimensionalen Integrale ohne weiteres direkt, oder noch besser
mit der Methode von Carlson berechnen, einer Variante des arithmetisch-geome-
trischen Mittels von Gaufl zur Berechnung der elliptischen Integrale, siche [Pre88].
Es gilt, wie man leicht zeigt

< 1
Lo+ 1, +1 = —2)\,\ )\Z/ du 2 (256
+ 1y + y 0 udu ( )

\/(u £22) (u+A2) (u+22)

Man braucht selbst bei einem dreiachsigen Ellipsoid nur zwei der drei Indexinte-
grale auszurechnen.

Fir eine Kugel mit Radius R gilt

A=A, =\ =R, (2.57)
2
]x =1I,= IZ = o
Y 3
I() - 2R2
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2.4 Elektrostatische Feldenergie

Es gilt demnach im Inneren einer homogen geladenen Kugel mit Radius R

r € Qg, (258)
A=A =\ =R,

2
¢<r>=§;<R2—@>

E(r)=-V,¢(r) = ?)p;r.

2.4 Elektrostatische Feldenergie

Die Kraft auf einen die Testladung ¢ tragenden (ruhenden) Massenpunkt m in
Gegenwart eines elektrostatischen Felds E(r) ist gegeben zu

F (r) = ¢E(r).
Die Bewegungsgleichung lautet (fur nicht relativistische Geschwindigkeiten)

d2
Mt (t) =F(r) = —¢V:o(r). (2.59)
Durch skalare Multiplikation mit %r (t) und anschlieBende Integration folgt der
Energiesatz fiir die betrachtete Testladung

% lir (t)] jtl +qo (r0) =" lr (t)] +g0 (r?) (2.60)

Demnach ist
Vi(r) =qo(r) (2.61)
gleich der potentiellen Energie der Testladung ¢ am Ort r im dort herrschenden
Feld E(r). Die Arbeit, die das Feld bei der Verschiebung von r") nach r® leistet,
ist gleich der Differenz der potentiellen Energie an diesen beiden Orten.
Wir betrachten unsere Anordnung aus N vorgegebenen Ladungen ¢, die sich
alle innerhalb eines Gebiets an fixierten Positionen R(™ in endlich grofem Ab-
stand |[R(™ — R(™)| zueinander befinden sollen, wobei n,n’ € {1,2,..., N} und
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2 Elektrostatik

n # n'. Wir entfernen jetzt die Ladung ¢/ von R hin ins Unendliche, wo das
Potential gleich Null ist. Dann ist die potentielle Energie V() der Ladung ¢,
wenn alle iibrigen Ladungen ¢, ¢®), ... ¢®¥)
R® RO . RW verbleiben, gegeben zu

an ihren zugewiesenen Positionen

{1 N ™
dreg 2 RO —RM™|°

n=2

v — 40

Anschliefend verfahren wir genauso mit der Ladung ¢®, d.h. wir entfernen sie
von R® hin ins Unendliche. Dann ist die potentielle Energie V(? der Ladung ¢'%,
wenn alle iibrigen Ladungen ¢®,¢®, ... ¢®v)
R® R® ... RW verbleiben, gegeben zu

an ihren zugewisenen Positionen

oo Loy a™ 2.62
=0 g 2 RO —ROT] (2:62)

Auf diese Weise fahren wir fort, bis alle Ladungen getrennt sind und nur noch
die Ladung Q) an ihrer Position R™) iibrig geblieben ist. Insgesamt ist die
potentielle Energie der urspriinglichen Anordnung nach dem Gesagten gleich der
Summe

N—

Epor = 3 VM (2.63)

[l

— N n
q(m) 1 Z q( )
1 477'50 n |R(m) — R(n)|

=m+1

I
g

3
I

i i q(m)q(n)
== IR — R((™)|
m<n

1 g™ g™
87 ;z IR — RM|’
m#n
Epot ist die Wechselwirkungsenergie des betrachteten Systems von diskreten Punkt-
ladungen. Fir eine kontinuierliche Ladungswolke mit Verteilungsfunktion p (r)
folgt entsprechend

—_

47T€0

_ 1 3 5 P (r)p(r')
£t = oo / d&3r / d&3r . (2.64)

r—r’
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2.4 Elektrostatische Feldenergie

Dabei ist es (fir eine kontinuierliche Ladungsverteilung!) unerheblich, dass wir
den Punkt r = r’ nun anscheinend nicht ausschliefen, weil das Integrationsmaf in
D > 1 rdumlichen Dimensionen die Singularitit beseitigt. Das Integral erstreckt
sich dabei tiber alle Gebiete mit nicht verschwindender Ladungsdichte!

Wir schreiben nun unter Verwendung von (2.9) und weiter mit (2.8) fur die
elektrostatische Wechselwirkungsenergie, die in der Ladungswolke p (r) steckt:

I _ %o [ 3 2
Evor =5 [ Ao () p() = =2 [ d'ro (1) Vi (v). (2.65)
Wir beachten jetzt die Identitat
div [¢ (1) Vo (v)] = V2o (r) - Vi (r) + ¢ (r) V3o (r). (2.66)
Dann folgt zunéchst fiir ein endliches, sehr grofles Kugelvolumen mit Radius R,
oot (Re) = — 2 &3 div [¢ (r) Ve (r)] + 2 BrV,eé (r) - Ve (r)
2 Jir|<R. 2 Jir|<R.
(2.67)
Satz von Gaufl _&;0 2 . @ 3 .
= 2 Jyn S @V | B -E(r).

Das Oberflachenintegral verschwindet fiir R. — oo, wenn alle Ladungen ganz im
Endlichen positioniert sind und das Potential ¢(r) fir |r| — oo gegen Null strebt.
Somit folgt das Resultat

Epor = Jim_Eu(R) =5 [dr B @) -B(r). (2.68)

Das Integral erstreckt sich hier jetzt tiber alle Gebiete mit nicht verschwindender
elektrischer Feldstarke (z.B. der ganze unendliche Raum), insbesondere sind nun
auch Regionen mit verschwindender Ladungsdichte Trager von Feldenergie! Die
Funktion

u® (r) = %E (r) - E(r). (2.69)

wird als Energiedichte des elektrostatischen Feldes gedeutet. Hervorzuheben ist,

dass die Quellen des elektrostatischen Feldes nicht mehr explizit vorkommen!
Betrachtet man jetzt nicht kontinuierliche Ladungsverteilungen, sondern einzel-

ne Punktladungen, so ist Vorsicht angezeigt. Denn das Integral (2.65) kann fiir zwei
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2 Elektrostatik

Punktladungen unterschiedlichen Vorzeichens natiirlich negative Werte annehmen,
wahrend das Integral (2.68) manifest nicht negativ ist. Der Grund fiir diesen Wi-
derspruch ist der Umstand, dass die Formel (2.65) nur die Wechselwirkungsenergie
enthélt, aber die Formel (2.68) neben der Wechselwirkungsenergie auch noch die
Selbstenergie der einzelnen Ladungen enthélt. Diese ist aber fiir Punktladungen
unendlich groff. Setzen wir z.B. in die Formel (2.68) das Coulomb-Feld einer am
Ursprung positionierten Punktladung q ein,

_ 7 r
dmeg |r*

E (r)

so ist deren Selbstenergie

2

Z—O/dSTE(r)-E(r) a /Ooodr = .

’meo r2

Subtrahiert man die Divergenzen, die von der Selbstenergie der Punktladungen
herriihren, so liefern beide Formeln iibereinstimmende Ergebnisse. Dies entspricht
der Verabredung, dass in der Formel (2.63) alle Beitrage mit m = n ausgeschlossen
wurden.

2.5 Multipole im auBBeren Feld

Wir fragen jetzt nach der Wechselwirkungsenergie, die eine Ladungsverteilung
pY) (r), die um den Ursprung bei r = R zentriert sein moge, im Feld einer ex-
ternen Ladungsverteilung pU? (r) besitzt, die um einen entfernt liegenden Punkt
r = RUD zentriert sein moge. Zunéchst kann man beide Ladungsverteilungen zu
einer gesamten Ladungsverteilung zusammenfassen

p(r) = p" (x) + p"0 (x). (2.70)
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2.5 Multipole im duBeren Feld

Diese hat dann insgesamt eine potentielle Energie

4+ pUD) D) (¢! + pUD (¢!
b= o [ /dg, D) + " ()] [P0 () + o0 ()] o)
h—ﬂ
) I (¢ (I1) (I7)
_ /d3r/d3r’p () P2 (r') /d3 /d3 P () P (1)
8o lr — r’\ 87r50 lr — r’]
(1) (¢!
/dg /dg,p ) /d%/d%"’ r)p (')
8meg |r — 1| 8meg lr — /|

_y&In

int

Die Beitrage in der oberen Zeile sind der Selbstenergie der Ladungswolken geschul-
det, die gesuchte Wechselwirkungsenergie der einen Wolke p) (r) mit der anderen
Wolke pD) (r) (und umgekehrt) beschreibt die zweite Zeile:

)
gD _ e /d37"p D ( /d3 /Pr _(r/’) (2.72)

_ / Erp® (r) oD (r)

(man beachte den Faktor 2). Hier ist (D) (r) das von der (am entfernt liegenden
Ort RUY positionierten) Ladungsdichte p?) (r') erzeugte Potential am Ort r:

(I 1 3 /P(H) (r')
o (r) = 4mo/d e (2.73)

o —r|

Da die Ladungsdichte p¥) nach Vorraussetzung um den Bezugspunkt r = R

zentriert ist, sind alle Orte r mit p) (r) # 0 weit entfernt von allen Orten r’ mit
pUD (x') # 0, d.h. es ist eine Taylor-Entwicklung des dufleren Potentials um die
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Stelle r = R moglich:

U = [ & (1) 61 (x) (2.74)
= /d37‘pT r) (R(I) +r— R(I))
5 7
3 _ pM (1) (I
= [ l.[<a R | 0 ()
0
_ /dgrp (1) (£)pdD R 1 + /d3m(1) (r) (Ta _ R@D)@&M (R(I))
——— a
=¢ =pS"

@ @) (ra = RO (1~ BY) 5ol (RI) -
a b

Also folgt mit der gegebenen Definition fiir das Monopolmoment, Dipolmoment,
Qudrupolmoment usw. fiir eine um den Ort R) zentrierte Ladungsverteilung
pU)(r) die Wechselwirkungsenergie

0
LD _ (D) (1D (R(I)) +pW¥ . HUID (R(I)) (2.75)
OR:
1
+ 3{/d3rp(1) (r) {3 (Ta - RS)) (Tb - Rgl)) — O |T — R(I)‘ }
—QW
21 0 0
+, / Erp® () [r — RO — o (RO 4+
’ )] | 29R" OR (R)

Das externe Potential geniigt der Poisson-Gleichung

1
—pD (r). (2.76)
o

V2D (1) = -

Es gilt fiir alle Orte r, die entfernt von den Orten r’ mit p? (r') # 0 sind natiirlich
P (r) = 0, also

J 0

b
“ 8ra87‘b

0 gan (y )1 = [V260 (1)] —0. (2.77)

R(I) r:R(I)
r—
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2.5 Multipole im duBeren Feld

Somit folgt das gesuchte Wechselwirkungspotential der beiden um R) bzw. um
RUD zentrierten Ladungswolken p)(r) bzw. p!)(r) das Ergebnis

Ui (2.78)
— qDgln (RD) + p(1)8<n¢(m (R®) + 1Q(?au> 5(1) B0 (RD) + ...
RS 6" R OR
=-E/'"(RD)
1
_ oMt (RO — M EID (RM) — Lo® an (RO 4 ...
=4q ¢ (R ) Pq Ea (R ) 6Qab aRSLI)Ea (R >+

Elektrischer Dipol im duBeren Feld

Ein elektrischer Dipol p im &uBeren elektrischen Feld E (r) hat demnach eine
Wechselwirkungsenergie

U(r)=-p-E(r). (2.79)

Der negative Gradient von U liefert dann die auf den Dipol wirkende Kraft im
auBeren elektrischen Feld am Ort r zu

F(r) = —V,U (r) = V. [p- E (1)) (2.80)
=pArotE(r)+ (p-V,) E(r)
(b V)E().

Aus der Anderung der Energie bzgl. einer Rotation des Dipolmoments p um eine
am Ort r positionierte Achse parallel zum Einheitsvektor n gemafi p — p’ =
R (o, n) p folgt das entsprechende Drehmoment (torque) bzgl. dieser Achse zu

M()=pAE(r)+rA[lp-V:) E(r)]. (2.81)

Im homogenen &dufleren Feld wirkt somit zwar keine Kraft auf den Dipol, aber
es wirkt ein Drehmoment auf den Vektor p. Dieses ist dann unabhéngig von der
Position r der Drehachse!
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2 Elektrostatik

Sei jetzt oD (r) das elektrische Potential am Ort r, das von einem am Ort R(!)
befindlichen Dipol pY?) erzeugt wird:

1 pdh. (r _ R(H))
o' (x) = 4reg ‘r _ R(H)‘3

(2.82)

Am Ort r ist das entsprechende elektrische Feld EZ? (r) eines am Ort RUD =0
positionierten Dipols p/?) dann

B (1) = V2o (x) =

Dipol-Dipol-Wechselwirkung

Die Wechselwirkungsenergie von zwei elektrischen Dipolen p!!) und p“? an zwei
Orten R und RYD ergibt sich nach dem Gesagten zu

U= —p®.EUD (R(I)) — {p(” VD) (r)Lsz . (2.84)

Einsetzen von (2.83) in (2.84) ergibt fur die (elektrische) Dipol-Dipol-Wechselwir-
kungsenergie den Ausdruck

r=RY -RUD +£g (2.85)
-~ 1 <p<f>.p<n>) e -3 {pm .r} [pan .r}
r) = .
4meg BE
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2.6 Randwertprobleme der Potentialtheorie fiir ideale Leiter

Die Kraft, die ein Dipol p“? am Ort RUY) = 0 auf einen Dipol p¥) am Ort
R = r ausiibt ist dann

FUID _ (p(l) ) Vr) EUD (r) (2.86)
1 3 (p(H) , r) r — pUD |p[?

— (p(f) . Vr) yo _
0 Ir|

1 {3 (pUD - x) p® + (p¥ - x) pUD + (pV - pUD)x

 dmeg |r|5

R )

r

Es hangt vom Abstandsvektor r = RY) — RUD und der Orientierung der beiden
Dipole p) und p?) ab, ob die Kraft zwischen zwei Dipolen anziehend oder ab-
stoBend wirkt!

2.6 Randwertprobleme der Potentialtheorie fiir
ideale Leiter

In den obigen Abschnitten haben wir die Poisson-Gleichung (2.8) fiir das elektri-
sche Potential ¢ (r) mit der Randbedingung limy_. ¢ (r) = 0 fiir eine um den
Ort R zentrierte vorgegebenen Ladungsverteilung p (r) in geschlossener Form
als Faltungsintegral von p (r) mit dem Coulomb-Potential ;—— gelost, siehe (2.9).
Ein neuer Typ von Fragestellungen betrifft das Problem, die Poisson-Gleichung
in Gegenwart eines oder mehrerer idealer (metallischer) Leiter zu l6sen. Dabei
nehmen die Leiter jeweils ein Gebiet 2) mit Volumen |[Q2()| ein, wobei 0.B.d.A.
die Gebiete QU C D disjunkt sind, QW N QU) = fiir j # 7/ und j = 1,2,..., N.
Zusétzlich betrachten wir optional eine Ladungsverteilung p (r) im Auflengebiet

Dy =D\ L]j Qu) (2.87)

Jj=1

der betrachteten Leiter. Wir diskutieren zuerst den Fall, dass das Gebiet D4 sich
nicht ins Unendliche erstreckt, siche Abbildung 2.2. Bekanntlich ist im Inneren
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ARRAARN

e, g

RO \\\\‘“‘\\
AN \m

Abbildung 2.2: Eine spezielle Randwertaufgabe, bei der die Potentiale ¢ und die
Ladungen ¢™ auf den (hier schraffierten) Leitern n = 1,2, 3,4, vor-
gegeben sind und das AuBengebiet D4 sich nicht bis ins Unendliche
erstreckt. Zu beachten ist dabei, dass sich die Ladungen auf den
Randflachen der Leiter befinden.

eines idealen Leiters die elektrische Feldstarke im elektrostatischen Gleichgewicht
gleich Null

E(r) [reon=0. (2.88)
Also gilt dort auch
¢ (r) |reqw= ¢V = const (2.89)
und ebenfalls )
VB ()l =0= | o ()] (290
€0 reQ@)

d.h. die Ladungsdichte p\¥) (r) im Innengebiet eines idealen Leiters ist ebenfalls
gleich Null. Die Oberfliche 9QU) eines idealen Leiters ist somit eine Aquipotenti-
alfldche:

¢ (') [weanw = 0V, (2.91)
Wenn auflen, d.h. fir r € D4, ein von Null verschiedenes elektrostatisches Feld
E (r) existiert, so steht es an jedem Ort r' € 9QV) senkrecht zur Oberfliche 90

des Leiters:
[E (r/) A néQ(j)]r/ean =0. (2.92)
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2.6 Randwertprobleme der Potentialtheorie fiir ideale Leiter

Hier bezeichnet n),;, den nach aulen orientierte Normalenvektor der Oberfldche
00 des Gebietes QU) am Ort v’ € 9QU).

Wenn iiberhaupt, so sind frei bewegliche Ladungen nur auf der Oberfliche 99\
des betreffenden Leiters anzutreffen. Die Fldchenladungsdichte auf der Oberflache
QW bezeichnen wir mit w'? (r). Ist nj, die vom Gebiet Q) nach aufen ori-
entierte Flachennormale der Oberfliche 0€2;,; am Ort r’ der Oberflache, so gilt,
wenn man sich dem Gebiet des Leiters von auflen nahert:

—w9 (1. (2.93)

[n:am(j) B (r/)}r/eag(j) =
€0

Diese Relation ist eine Konsequenz des bekannten Pillendosenarguments (Satz von
GauB). Die Gesamtladung ¢V) auf der Oberfliche 9QV) ist dann

U — 2,1,,0) (¢!
q /asz(ﬂ d“r'w' (1'). (2.94)

Wir bestimmen jetzt das elektrische Potential ¢ (r) im Auflengebiet D, einer
vorgegebenen Anordnung von N idealen Leitern M) fiir den Fall, dass die Po-
tentialwerte ¢ auf den Oberflichen der jeweiligen Leiter auf 0QU) vorgegebene
Konstanten sind

V() =~ p(r) (2.95)
[0 ()] yrconm = 8.

Ist p(r) # 0, so existiert ein elektrisches Feld. Ist p (r) = 0 und ist ¢\) = ¢() = ¢,
fur alle j,1 € {1,2,..., N} gewdhlt, so existiert kein elektrisches Feld, da ¢ (r) = ¢y
die gestellte Aufgabe 16st. Ist p (r) = 0, jedoch ¢\ # ¢ fiir mindestens ein Paar
(7,1), so gibt es einen Gradienten des Potentials, d.h. es existiert ein elektrisches
Feld E (r).

Da im Inneren jedes Leiters das elektrische Feld gleich Null ist, E (r) |,cqmn=
0 fur j € {1,2,..., N}, ist die betreffende elektrostatische Feldenergie &, der
betrachteten Anordnung von Leitern gegeben als Integral der Energiedichte ug(r)
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2 Elektrostatik

uber den Auflenraum D4 aller Leiter:

Epor = %0 / &rE(r) E(r) = %0 [ @B()-B() (2.96)
_ _%0 [ &6 (x) B (r)
= 0 Prdiv]e (r)E(r)]+€—O d37~¢( )divE (r)
2 Jp, 2
:_% - AdZTn(mA (o (r / d*ro¢ (r

Es gilt fir die nach auflen orientierte Flachennormale ngp, auf dem Rand 0D 4
des Gebietes D4 =D\ U, Q0) die Relation
[nlalDJA]rleaQ(ﬂ = ["1500) lpeanu) - (2.97)

Dann schreiben wir

o = - z i 1 (Do) [ @B 45 [ o) o). (298)

Dy

Desweiteren gllt

500 - E ()] conn = gw(j) (r') (2.99)

(6 ()] wepan = 7).
Also folgt

o — . Z¢u / @2 (rf)+; &ro (x) p (1) (2.100)

o0) DA

i ©) 43 _
Z¢ +2 L dré(n)p(r)
Befinden sich zwischen den Leitern gar keine Ladungen, so ist p(r) = 0. In dem
Fall ist die Energie der betrachteten Anordnung von N Leitern allein durch die
Potentialwerte ¢¥) und die Ladungen ¢\ auf den betreffenden Leitern gegeben

Epot = Zqﬁ (2.101)
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2.7 Begriff der Kapazitat

Zwischen der Ladung ¢V auf der Oberfliche 02V und den Potentialwerten ¢ auf
allen Leiteroberflichen 9Q® besteht ein linearer Zusammenhang. Dies ist folgen-

dermafBen einzusehen. Sei x¥ (r) jeweils fiir [ = 1,2,..., N Lésung der speziellen
Randwertaufgabe
vi® (r) =0 (2.102)
{X(l) (r/)}r’eaﬁ(j) =00

zum Referenzpotential ¢(¥), das fiir alle x (r) gleich gewihlt sei. Dann gilt, weil
die gestellte Randwertaufgabe (2.95) ein lineares Problem darstellt, das Superpo-
sitionsprinzip. Folglich ist die Linearkombination

N (1)
b(r) =3 j@x@ (x) (2.103)

=1

Losung des Randwertproblems (2.95).
Die (influenzierte) Ladung ¢\ auf der Oberfliche 9QU) des Leiters M) folgt
dann zu

J=12...N (2.104)
g9 = / A2 (r')
0@

2.1 /
=€ d“r'mieg - E(r
0/(3Q(j> 00 ) ()

Also

gV =3 C;00. (2.105)
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2 Elektrostatik

Die Koeffizienten C; bilden die sog. Kapazitdtsmatriz der betrachteten Anordnung
von metallischen Leitern im Gebiet D:

R ﬂ 200 | ) (!

Cit= 3 /m(j) g - [~Tux® ()] (2.106)
Jle{l,2,...,N}.

Diese ist (abgesehen von der Wahl des Referenzpotentials ¢(*)) allein von der Geo-
metrie der betrachteten Anordnung von Leitern abhingig.

Es folgt dann durch Einsetzen von (2.104) in die Relation (2.101) fir die zuge-
ordnete Feldenergie der niitzliche Ausdruck

1M
Epot = 3 S 9D0;,e0. (2.107)

Jl=1

Da wir gefordert hatten, dass p(r) = 0 gelten soll, ist die Summe der auf den
Leitern M"Y influenzierten Ladungen ¢\ gleich Null:

N N
S =3 [ g E() (2.108)
j=1 j=1

N
N Z /am') dzr/néﬂ(ﬂ [~V (1))
j=1

=~ [, @rnin, - [ Voo ()]

=0, da p(r)=0
=0.

Als Ausdruck der Ladungserhaltung verschwindet demnach die Zeilensumme fiir
jede Spalte [ = 1,2,..., N der Kapazitdtsmatrix

N ) N N N
0=>q"V =73 Cue" =" (Z Cj,l) o). (2.100)
Jj=1 =1 \j=1

5,l=1

Folglich ist
N
> Cji=0. (2.110)
j=1
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2.7 Begriff der Kapazitat

Physikalische Messwerte wie Ladung oder Feldstarke diirfen sich nicht dndern,
wenn alle Potentialwerte ¢) um den gleichen konstanten Wert ¢ geéindert werden

[=1,2,...,N (2.111)
0" = 60 + g

Also gilt notwendig

N N N N
¢V =3 Crue" =3 Ci [0 + 60| =3 Ciuo + (Z CjJ) ¢o.  (2112)
=1 =1 =1 =1

Als Ausdruck der Eichinvarianz verschwindet demnach auch die Spaltensumme fiir
jede Zeile j = 1,2,..., N der Kapazitatsmatrix

N
> Cii=0. (2.113)
=1

Aus (2.110) bzw. (2.113) folgt, dass die Kapazitdtsmatrix C;; der betrachteten
Anordnung von N Leitern nicht invertierbar ist!

Erdung

Da die inverse Matrix der Kapazitdtsmatrix, siche (2.113) und (2.110), nicht exis-
tiert, ist die Berechnung der Potentiale ¢() aus vorgegebenen Ladungen ¢\¥) nicht
eindeutig méglich. Die vorgestellten Uberlegungen bleiben giiltig, wenn man einen
zusitzlichen Leiter QW+ mit Oberfliche 9QW+1) und Ladung ¢V *+Y positioniert.
Nach dem Gesagten gilt 7" ¢¥) = 0, oder

N
(D= =3, (2114
j=1

Auch kann man o.B.d.A. verlangen, dass gilt

[0 (t)]eaqevin = o™ = 0. (2.115)

In dem Fall wird die Kapazitatsmatrix [C};]i<ji<ns1der Dimension (N +1) x
(N 4 1) der betrachteten Anordnung von Leitern durch Streichen der entspre-
chenden (N + 1)-ten Zeile und (N + 1)-ten Spalte auf eine N x N-Untermatrix
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[Cjily< i<y der urspriinglichen Kapazitdtsmatrix reduziert. Diese Untermatrix ist
dann invertierbar. Die Herstellung einer leitenden Verbindung zwischen so einem
Leiter QW+ mit dem elektrischen Potential des Erdbodens bezeichnet man auch
als ,Erdung”.

Symmetrie der Kapazitatsmatrix

Die Relation (2.104) lieferte die Influenzladungen auf der Leiteroberfliche 9QU) zu

N
D =3"C;,00. (2.116)
=1

Wir betrachten nun die mit der transponierten Kapazitatsmatrix gebildete Summe

0 — =0 2,01 R v ARV ) )
ZOmb ;d)()/m)d g - [~V ()] ¢ (2.117)
und verwenden ¢ = [¢ (r')], cpow, also
N
> Clyol = Z [ (cnt) - [0 ) Ven® )] (2.118)
=1 2
(;%) [ i, ) Ve )
_ fo ! di @)
qb(o)/D d3r div [d)( ) Ve xY ( )}
=50 / Er'Ved (1) - Vex? () + / dr'e (') V29 (x)
FONNS - NGRS
€0
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Die einzelnen Teilschritte sind uns vertraut aus zuvor angestellten ahnlichen
Uberlegungen. Wir beachten nun gemif} (2.102) die Eigenschaft

[X(j) (r/)}r/eam) = ¢\4,;. (2.119)

Dann folgt tatsachlich

N O N o
>t =3 5 |

o0 G)
= / A% w0 (r')
o0
= ¢,
Nach dem Gesagten ist
N N N
0=qW — ¢V = Z ¢(l)0m. — Z C’j,lqﬁ(l) — Z (Crj — Cj) oD,
=1 =1 =1

Da die Potentialwerte ¢® fiir { = 1,2,..., N auf den Oberflichen 9Q® beliebig
wahlbar waren, gilt notwendig

Crj = Cja (2.120)
jle{l,2,...,N},

d.h. die Kapazititsmatrix ist symmetrisch'.

Kugelkondensator

Wir betrachten eine leitende Hohlkugel mit Radius Ry mit vorgegebenem Potential
[ (r)]|r|: Ry = #?, um deren Mittelpunkt eine leitende Vollkugel mit Radius R; <

'Ein Blick auf (2.96) zeigt, dass Epot = %Zflzl qS(j)Cj)l ¢ > 0 fiir beliebig vorgegebene
Potentialwerte ¢U) gilt. Somit ist C},1 eine positiv semidefinite Matrix.
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Ry und vorgegebenem Potential [¢ (r)] 1z, = »M positioniert ist. Zur Losung der
Randwertaufgabe (2.95) im Gebiet zwischen den Kugeloberflichen machen wir den
Ansatz

Ry <r <R, (2121)
m /1 1
_ 4 = = 1)
¢ (r) 4eg <\r| R1> o
Offensichtlich gilt
Ve (r) =0
[% (r>]|r|:R1 = o,
Der Wert der Influenzladung ¢(V) folgt dann aus der Forderung
!
(& (C)] =R, = o, (2.122)
d.h. 0
¢’ (1L _1 ) (1) — 4@
- = ) 2.123
471'80 (RQ Rl + ¢ ¢ ( )
Aufgelést nach der Unbekannten ¢™") gibt das
1) _ 4@
M = 47r50¢ - ¢1 : (2.124)
R~ Ry

Die Flichenladungsdichte w?) ist auf beiden Kugeloberflichen |r| = R; durch die
Normalkomponente der elektrischen Feldstérke

¢ r

E(r) = -V, (r) (2.125)

- 471'80 W
gegeben, wobei darauf zu achten ist, dass die Flachennormale immer aus dem
Metall nach aulen gerichtet ist, so dass im vorliegenden Fall die Flachennormalen
der inneren Kugel nach auflen und diejenige der dufleren Hohlkugel nach innen
orientiert ist:

1 qW B 870¢(1) — ¢

w) =g e, E ()] jei=r, = it R? R} - L

(2.126)

R1 Ro
1 q(l) e _¢(1)+¢(2)
) =i 0 7
w —EO[ (7% E<r>]|r|:R2 - 47T R% - R% Ril — RLQ .
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Nach dem Gesagten folgt fiir die auf den betreffenden Kugeloberflichen befind-
liche Gesamtladung

4
¢V = w® x 4rR2 = T (60 — ) (2.127)
R
q(z) —w® x 47TR§ = 4147T€01 (_925(1) + 925(2)) .
BT R

Erwartungsgemaf ist die Summe der influenzierten Ladungen ¢¥) gleich Null:
gV +q¢® = 0. (2.128)

Schreiben wir die Koeffizienten in (2.127) als (2 x 2)-Matrix,

@ RiR 1 -1 oM
q 142
— Ay : 2.129
l g® ] R, R, [ 1 1 || ¢® (2.129)
so identifizieren wir die gesuchte Kapazitdtsmatrix fiir den Kugelkondensator zu

R Ry 1 -1
Ci1=4reg——7 2.130
Jsl TEQ R2 —_ Rl [ -1 1 ‘|jl ( )

J.le{1,2}.

Grenzfalle

Fir Ry — oo folgt die Kapazitat einer Metallkugel mit Radius Ry = R zu

C =dmeoR. | (2.131)

Fir Ry — Ry = d > 0 und R, >> d folgt mit der Fliche |A| = 47 R? die Kapazitit
eines Plattenkondensators zu

C = 80@. (2.132)
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2.8 Satz vom Mittelwert fiir harmonische
Funktionen

Sei ¢ (r) Losung der Laplace-Gleichung in einem Gebiet Dy, d.h.

V2o (r) = 0. (2.133)
r e,

In dem Fall ist ¢ (r) eine sog. harmonische Funktion. Fiir harmonische Funktionen
gilt der Satz vom Randmaximum bzw. Randminimum, d.h. das Extremum von
¢ (r) wird auf dem Rand 0D, des Gebiets D), angenommen. Diese Eigenschaft
beruht auf dem Satz vom Mittelwert, den wir jetzt beweisen wollen.

Wir betrachten einen Punkt rq € I, und denken uns eine um ry zentrierte Kugel
K (ro, R) mit Radius R und Oberfliche 0K (rg, R)

K(ro,R)={reDy||r—ro] <R} (2.134)
(9K(r0,R):{r€]D>h\|r—r0\:R}.

Dabei sei der Radius R so gewéhlt ist, dass gilt K (rg, R) C D, und 0K (rg, R) N
oDy, = 0, d.h. die Kugelschar K (rg, R') mit 0 < R’ < R liegt ganz im Inneren des
Gebietes Dy,. Dann gilt, da ¢ (r) Losung der Laplace-Gleichung ist:

_ 3
0= /K o PPV (2.135)
- / &r div [V (r)]
K(ro,R)

= d*r'n’ - Ve (r').
0K (ro,R)

In der letzten Zeile wurde wieder der Satz von Gaufl verwendet. Gehen wir zu
Kugelkoodinaten iiber:

T =ros+ scosasind 0<s<R (2.136)
7y, = Toy + ssinasind 0<a<2r
. =Tg, + scosv 0<9<nm
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so schreiben wir fur r' € 0K (ro, R):

d*’' = dQ x R? (2.137)
dQ (o, ¥) = da x dd sin ¥
(& (t)]vcorc(ror) = @ (o + Reosasind, ro, + Rsinasind, ro. + Rcosd)

=P (R, a,v)
!/ / 8
[n -Vr/¢ (I‘ )]P/EBK(Po,R) - @@ (R, Od, 0) .
Also folgt
0= Rz/dQ (0.9)-L 0 (R, a,9). (2.138)
) 8R ) )
Da aber R > 0 ist, gilt notwendig
0
0= /dQ (@, 9) =@ (R, ,) (2.139)

Diese Beziehung ist giiltig fiir alle Kugelradien R < R, d.h. es gilt auch
R 0
0= / dR’/dQ (@, 9) — & (R, a,9) (2.140)
0 OR'

R / a /
:/dQ(a,ﬂ)/O AR 50 (R a, )

:/d@(a,ﬂ) [® (R, a,9) — & (R = 0,0,9)]

= [ d92(0,9) [0 (xo +5)],_, — 47 (x0).

Die angestellte Uberlegung fithrt auf den Satz vom Mittelwert fiir harmonische
Funktionen:

1 1
6 (r0) = o= [ 2@ D)6 (v0+9)n = 17 |, o 0.

(2.141)

Der Wert einer harmonischen Funktion ¢(rg) am Ort ry € Dy, ist gleich dem Mit-
telwert dieser Funktion iiber die Oberfliche 0K (rg, R) einer am Ort r( zentrierten
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Kugel mit Radius R, u.z. fiir alle Radien R > 0 mit der Eigenschaft K (rg, R) C Dy,
und 0K (rp, R) N oDy, = 0.

Angenommen im Inneren des Gebietes Dy, héitte das Potential ¢ (r) an einem
Ort ry; € Dy, mit ry ¢ 0Dy, ein Minimum. Dann existiert eine Kugel K (ry/, R)
mit Radius R und Mittelpunkt rjs, so dass auf der Kugelschale 0K (rys, R) gilt
¢ (ry) < ¢ (r). Das aber wiirde bedeuten

1
A (v 2.142
600) < o [ @), (2.142)

was ein Widerspruch zur Mittelwerteigenschaft fiir harmonische Funktionen ist.
Genau so filhrt die Annahme, im Inneren des Gebietes D), hitte das Potential
¢ (r) an einem Ort ry; € D, mit ry, ¢ IDp ein Maximum zum Widerspruch.
Folglich kann sich die Position der Orte rj;, an denen eine harmonische Funktion
¢ (r) ein Maximum oder ein Minimum besitzt, nie im Inneren des Gebietes D,
befinden.

Gegeben sei eine beliebig geformte Ladungswolke p (r) mit p(r) # 0 fir r € Q
und eine Anordnung von NN idealen Leitern in einem Gebiet ID. SchliefSen wir die
Gebiete QU) der Leiter aus, in deren Innerem ja die elektrische Feldstérke identisch
Null ist, so ensteht das Gebiet Dy = D'\ Uj.VZIQ(j). Schliefen wir zusatzlich das
Gebiet Q2 C D4 aus, so entsteht ein Gebiet D, = D4\ (2, in dem das elektrostatische
Potential ¢ (r) eine harmonische Fuinktion ist, d.h. ¢ (r) ist Losung der Laplace-
Gleichung fir r € Dy,

2.9 Theorem uber Maxima und Minima der
elektrostatischen Feldstarke

Das Theorem von Earnshaw besagt, dass eine Testladung =+ |¢| im Inneren des
Gebietes Dy, nirgends eine stabile Gleichgewichtsposition einnehmen kann, da die
potentielle Energie des Teilchens zu V' (r) = %+ |q| ¢ (r) gegeben ist. Da das elek-
trostatische Potential ¢ (r) fir r € D eine harmonische Funktion ist, gilt die
Mittelwerteigenschaft. Folglich liegt die Position des Minimums der potentiellen
Energie V (r) nie im Inneren des Gebietes . Es ist also gar nicht so einfach, ein
geladenes Teilchen einzufangen!

Gemafl dem Theorem von Earnshaw kann man ein geladenes Teilchen mittels
elektrostatischer Felder in einem Gebiet I, nicht einfangen. Vielleicht kann man
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ein ladungsneutrales Teilchen, das ein elektrisches Dipolmoment p besitzt, einfan-
gen?

Sei E (r) = —V,¢ (r) das elektrostatische Feld im Gebiet Dy,. Wir definieren die
Feldstdrke an einem Ort r als den Betrag

(@) = [E: 0 + [B, ()] + [E. ()] (2.143)

des Feldvektors E (r). Angenommen, an einer Stelle r™) € D), befindet sich ein
Maximum der Feldstérke. Dies bedeutet, innerhalb einer Kugel K (r™) R) C Dy,
mit (geniigend kleinem) Radius R und Mittelpunkt r*) gilt

E ()| > B@), (2.144)
re K (r(M),R) ,
r# M)
Wir schreiben jetzt
E(r)=E (r(M)> +0E (r;r(M)) : (2.145)

oE (r(M);r(M)) =0.

Es steht uns frei, ein kartesisches Koordinatensystem so zu wéhlen, dass die Rich-
tung des Feldes E(r*)) am Ort r™) parallel (nicht anti-parallel) zum Einheits-
vektor e, des Koordinatensystems orientiert ist

E(r™) = B.(r)e., (2.146)
E.(r™) > 0.

Uber die Richtung des Feldvektors 0E(r; r™)) ist natiirlich nichts ausgesagt. Somit
gilt

B = [B ()] + 28 (147 08 (1) + o (rx )
= B () 22 (). (v 1 [B (20

Da [E(x™|? > 0, [§E(r;r®™))|? > 0 und auch E,(r®™)) > 0 in unserem gewihl-
ten Koordinatensystem gilt, kann die Funktion §E,(r;r™)) auf der Oberfliche
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2 Elektrostatik

OK (r'™) R) einer Kugel mit (geniigend kleinem) Radius R > 0 und Mittelpunkt
r™) nur negative Werte annehmen:

0. (r;x™) <0 (2.147)
r € 0K (r(M),R) .
Anderenfalls wire ja |E (r)]> > |[E(x®)[2, im Widerspruch zur Annahme, dass

rM) die Position des Maximums der Feldstirke |E (r)] ist.
Jedes statische Feld E (r) geniigt der Relation

rot E (r) =0, (2.148)
also folgt insbesondere
0 =rotrot E (r) = V. [divE (r)] — VZE (r). (2.149)

Das Gebiet Dy, ist aber frei von Ladungen, d.h. div E (r) = 0 fir r € Dj,. Somit ge-
niigen die kartesischen Komponenten E, (r) der elektrostatischen Feldstérke E (r)
im Gebiet Gebiet D, der Laplace-Gleichung

a€{z,y,z}, (2.150)
V2E, (r) = 0.

Es folgt insbesondere fiir die z-Komponente
VIE, (r) = V2 [Ez(r(M)) +0E, (r; r(M)ﬂ = V2 [(5EZ (r; r(M)ﬂ =0, (2.151)

d.h. §E.(r;v™)) ist im Inneren des Gebietes I, eine harmonische Funktion! Es
folgt dann nach dem Satz vom Mittelwert fiir harmonische Funktionen

1

oy pony — 1
OB (r:) = 1 /BK(r(M),R)

Ao, (x;x). (2.152)

Fiir r — r™) ist aber

SE. (r(M); I.(M)) — riiﬁrzlm SE, (r; I.(M)) _ rliflm [Ez (r)— E. <r(M))} =0,
(2.153)
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d.h. nach dem Satz vom Mittelwert gilt

1

0= /
4 R? Jok (x(0) R)

Ao, (x ™). (2.154)

Damit das Integral auf der rechten Seite von (2.154) den Wert Null annehmen kann,
muss die harmonische Funktion §E, (r'; ™)) notwendig auf Teilen der Kugelober-
fliche OK (r™) R) das Vorzeichen wechseln. Dies steht aber im Widerspruch zur
gezeigten Eigenschaft

OE. (x';x™) <0, (2.155)
vr' € OK (r(M), R)
fiir die Position r(*)
Schlussfolgerung bleibt, das an keinem inneren Punkt
|E(r™))| der Feldstirke |E (r)| existieren kann.
Bleibt die Frage, ob an einer Stelle r™) € D), ein Minimum der Feldstirke
|E (r)| existieren kann. Nach den obigen Ausfihrungen gilt an der Position eines
Minimums notwendig

eines Maximums der Feldstarke |E (r)|. Als einzig moégliche
rM) e Dy, ein Maximum

2B, (x) 6B, (r;x0) + 6B (r;x™)|" > 0. (2.156)

Diese Bedingung fiir ein Minimum der Feldstiarke |E(r)| kann jedenfalls dann
immer erfiillt werden, wenn gilt

1. E.(r™) =0,
2. §E.(r;r)) = 0, aber §E,(r; 1)) # 0 oder §E, (r;r™)) £ 0.
Ein Beispiel fiir die erste Moglichkeit ist
r) e b, (2.157)
E(r)=-V. [QK (T:c — TJ(CM))Z + 2 (ry — r(M)>2 + CQ—Z (rz - rgM))z}
Cx+cy+c, =0

|E (I‘)| - \/Ci (rz - TQ(CM))Q + 612/ (Ty - TZSM))Q + (Cx + Cy)2 (Tz - ’I"EM))Q
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2 Elektrostatik

Offensichtlich ist |[E(r*))| = 0, die Feldstirke verschwindet am gewihlten Punkt
r(M),

Ein Beispiel fir die zweite Moglichkeit ist

rM) ¢, (2.158)
Cyp 2 C 2
B() = —Ve [Z (=) + 2 (1, = r0)] + Fre.
¢y +¢, =0

)= () )]

Es gilt |[E (r)|,cry = Eo, d.h. die Feldstirke ist minimal entlang einer Geraden
R(\) =rMe, + réM)ey + Ae, fiir —oo < A < o0.

Bemerkung

Der gefiihrte Beweis ist fiir alle statischen Felder F (r) mit der Eigenschaft

r € Dy,
divF (r) = 0,
rotF(r) =0

giltig, insbesondere auch fiir das magnetostatische Induktionsfeld B (r) oder das
statische Newtonsche Gravitationsfeld! Es existiert in einem Gebiet Dy, in des-
sen Innerem die kartesischen Komponenten F, (r) eines Feldes F (r) harmonische
Funktionen sind, kein Maximum der Feldstéarke |F (r)|.

Elektrostatische Atomfallen

Wir haben gezeigt, dass ein Mazimum der elektrostatischen Feldstarke |E (r)| in
Inneren eines Gebietes D, nirgends existieren kann, aber sehr wohl ein Minimum)!
Bleibt die eingangs gestellte Frage zu beantworten, ob man ein ladungsneutrales
Atom, das ein elektrisches Dipolmoment besitzt, einfangen konnte.

In Gegenwart eines dufleren elektrostatischen Feldes E (r) beobachtet man ty-
pischerweise im Spektrum der gebundenen Elektronen eines Atoms am Ort r eine
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Verschiebung und auch eine Aufspaltung von entarteten Energieniveaus. Dies ist
der quadratische bzw. lineare Starkeffekt, demzufolge im Grundzustand |Vy) die
Energie der gebundenen Elektronen immmer abgesenkt wird.

Betrachten wir z.B. den quadratischen Starkeffekt. Das elektrische Feld E (r)
induziert dann am Ort r eines Atoms, dessen Elektronen sich im Zustand |¥,,)
befinden mogen, ein lokales elektrisches Dipolmoment

a™

p™ (r) = S B, (2.159)

Die Energie des (ruhend gedachten) Atoms im elektrischen Feld am Ort r ist somit

UP (r) = —p™(r)-E(r)= ——E(r) - E(r). (2.160)

Die Zahl o™ ist die Polarisierbarkeit des Atoms. Diese ist in zweiter Ordnung der

Storungstheorie (S ist die Indexmenge fir alle Zustande des Spektrums) gegeben

A

(o [y | )
a2y fEfplE" . (2.161)
fes n
f#n

Wir sehen, im Grundzustand |¥g) ist die betreffende atomare Polarisierbarkeit
a® >0, da immer gilt E; — Ey > 0. Also spiirt ein Atom im Grundzustand |¥)
in Gegenwart eines inhomogenen elektrostatischen Feld E (r) eine Kraft, die es
unvermeidbar zum Ort des Minimums des Potentials U®) (r), d.h. zum Ort des
Maximums der Feldstarke |E (r)| hinzieht. Nach dem bewiesenen Theorem kann
ein ladungsneutrales Atom, das sich im Grundzustand befindet, per Dipolwechsel-
wirkung mit einem &ufleren elektrostatischen Feld E (r) nie eingefangen werden,
so dass es an einem Punkt r™) im Inneren des Gebietes I, eine stabile Ruhelage
hatte.

Anders sieht es aus, wenn das betreffende ladungsneutrale Atom oder Molekiil
z.B. mit Hilfe von Lasern geeignet angeregt wurde, so dass es sich in einem lang-
lebigen metastabilen Zustand |V,,) mit n > 0 befindet, z.B. der 2s-Zustand des

? Die Matrixelemente (¥¢|p;|¥,) des atomaren Dipolmoment-Operators pj miissen mit allen
Zusténden des Spektrum berechnet werden, d.h. auch die Beitrdge der ungebundenen Zu-
stdnden im kontinuierlichen Spektrum sind zu beriicksichtigen, keine ganz leichte Aufgabe.
Fiir unsere Zwecke ist nur bedeutsam, dass gilt | (¥ ¢|py|¥,) |* > 0.
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2 Elektrostatik

H-Atoms, oder das obere Inversionsniveau des NH3-Molekiils im elektrostatischen
Feld. In dem Fall kann die atomare Polarisierbarkeit «,, auch negativ sein! Das
Teilchen spiirt dann fiir o, < 0 eine Kraft, die es zum Ort r™) des Minimums der
Feldstarke zieht.

Mit Hilfe von Lasern geeignet angeregte Atome oder Molekiile mit negativer Po-
larisierbarkeit o, konnen demnach aufgrund der atomaren Dipol-Wechselwirkung
mit einem aufleren elektrischen Feld in einer elektrostatischen Falle im Inneren des
Gebietes Dy, im ruhenden Zustand gefangen werden.
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3 Materie im elektrischen Feld

Faraday entdeckte im Jahr 1837, dass sich bei festgehaltener Potentialdifferenz
»M — 9@ die Kapazitit eines Kugelkondensators vergrifert, wenn sich im Gebiet
zwischen den leitenden Oberflichen ein Isolator (z.B. Quartz, Glas oder Ol) befin-
det. Der Faktor € > 1, um den sich die Kapazitat dabei &ndert, ist eine spezifische
Materialkonstante. Bemerkenswert ist, dass Faraday zu einer Zeit, als der atoma-
re Aufbau der Materie aus positiv geladenen Atomkernen und negativ geladenen
Elektronen noch nicht als gesichertes Wissen gelten konnte, sich sein experimen-
telles Ergebnis mit einer Polarisation der molekularen Bausteine erklérte.

Wir betrachten einen Isolator 2, der sich zwischen den (ideal) leitenden Platten
QW bzw. Q@ eines Kondensators befindet. Es sei die elektrostatische Potential-
differenz ¢ — ¢ £ 0 zwischen den Oberflichen 9QM und 9Q® der beiden
Kondensatorplatten konstant vorgegeben. Fiir ¢ # ¢ existiert dann ein elek-
trisches Feld E (r) # 0 nicht nur im materiefreien Gebiet D\ (2 U QW U Q®) des
Plattenkondensators, sondern es gilt auch auch E(r) # 0 im Inneren des Isola-
tors 2. Wahrend ein auBeres elektrostatische Feld E (r) in das Innere eines idealen
Leiters (Metall) nicht eindringen kann, weil es abgeschirmt wird, kann es ohne
weiteres in das Innere eines Isolators eindringen!

Dabei wird die Materie des Isolators, die sich in Abwesenheit des elektrischen
Feldes in einem thermodynamischen Gleichgewichtszustand befinden moge, elek-
trisch polarisiert (z.B. durch den quadratischen Stark-Effekt). Polarisieren bedeu-
tet, es kommt an jedem Ort r in der Materie zu einer (kleinen) Verschiebung 1 des
Schwerpunkts der negativen Ladungen (der gebundenen Elektronen) gegeniiber
demjenigen der positiven Ladungen (Atomkerne). Als resultierende Ladungsver-
teilung ergibt sich dann

p(P) (r) = Z gV {5(3) [r — 0 _ T,(J')} — G (r _ r(j))} ) (3.1)

1<j<N
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3 Materie im elektrischen Feld

Fiir infinitesimales |n| ergibt eine (formale) Taylor-Entwicklung

p D)y =— 3 D). v, (r _ r(j)> — _div [ 3 DnWs® (r _ I.(j))

1<j<N 1<G<N

=—div| > pWs® (r - r”’)} . (3.2)

1<j<N

Hier bezeichnet
pl) = ¢@ <n(3)>K (3.3)

den Erwartungswert des mikroskopischen Dipolmomentoperators eines Atoms bzw.
Molekiils, z.B. im kanonischen Ensemble der statistischen Physik. Eigentlich ver-
lasst man an dieser Stelle den Rahmen der Elektrodynamik als klassische Feldtheo-
rie, da zu den Maxwellschen Gleichungen fiir die elektromagnetischen Felder dann
noch die Dynamik des statistischen Operators fiir die nuklearen und elektronischen
Freiheitsgrade der Materie hinzukommt. Es handelt sich beziiglich des mikrosko-
pischen Entstehungsmechanismus der Polarisation eines Materials im Grunde ge-
nommen um ein Problem aus der Festkorperphysik.

Die Dichteverteilungsfunktion der elektrischen Dipole im Inneren €2 eines Mate-
rials ist die sog. Polarisierung

rel (3.4)
Pr)= 3 pd® (x—r0).

1<j<N
Entsprechend ist die Dichteverteilung der Polarisationsladungen dann gegeben zu

re (3.5)
PP (r) = —divP (r).

Die im betrachteten Beispiel eines Kondensators insgesamt vorhandene Ladungs-
dichte p(r) besteht demnach zum einen aus der Ladungsdichte p/) (r) der frei
beweglichen Ladungen auf den ideal leitenden Oberflichen 9Q™) beziehungsweise
090 der Kondensatorplatten, zum anderen aus der Dichteverteilung p*) (r) der

lokalisierten Polarisationsladungen des zwischen den Platten befindlichen Isolators
Q

p(r) = p(r) + o (). (3.6)
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Der Fall, dass sich zusatzlich noch freie Ladungen auf der Oberfliche 02 einer
nicht leitenden Substanz befinden, kann auch vorliegen, wenn diese vorher zum
Beispiel durch Reibung geeignet aufgeladen wurde (Kontaktelektrizitit). Solche
frei beweglichen Ladungen werden ebenfalls der Ladungsdichte p) (r) zugeschla-
gen.

Wir schreiben jetzt

divE (r) (3.7)
€0
() 1
) ep .
o €0
Es folgt nach einer elementaren Umstellung
div [s0E (r) + P (r)] = p¥) (r). (3.8)
Das Vektorfeld
D(r) =¢E(r)+P(r) (3.9)

ist das sog. dielektrische Verschiebungsfeld. Es bestimmt ganz allgemein die Dichte
der freien Ladungen im Volumen () einer Substanz gemafl

divD (r) = pY¥) (r). (3.10)

Insgesamt befindet sich in € somit eine Quantitit Q) von freien Ladungen

/ drptf) / d’rdivD (r / d*r'njg, - D (r'). (3.11)
Aus der elektrostatischen Grundgleichung
rot E(r) =0 (3.12)

folgt, dass beide Tangentialkomponenten des elektrischen Feldes E (r) beim Gang
durch die Grenzfliche 02 eines Gebietes €2 immer stetig sind
r' € 0N (3.13)

oo A [Ey (') — By ()]0 =0
Ei (r') = im E (r' +7ng) .
n—0
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- _\ 277” 277” Y

-7 277” Q 00

Abbildung 3.1: Das Rechteck R und der Kasten K sind so angeordnet, dass sie von
der Grenzflache zweigeteilt werden.

Um dies einzusehen betrachtet man am Ort ry € 02 zum Beispiel ein um rg
zentriertes Rechteck R (ro; m, n.) mit Seitenlangen 21 > 27, welches so positio-
niert sein moge, dass seine Flichennormale senkrecht zu nj, orientiert ist, und die
kiirzere Seite i, parallel zu nj, ausgerichtet ist, vergleiche Abbildung 3.1. Dann
gilt nach dem Satz von Stokes

0= /R( - d*r'nfy, - 1ot E (1) (3.14)
ro;m)|»ML

= ds-E(s).
573(1"0;77“7771_)

Das Linienintegral fithrt entlang des Weges OR(r; 7,11 ) auf der einen Seite der
Grenzflache hin, auf der anderen Seite zuriick. Im Limes 1, — 0, dann n — 0
ergibt sich die Richtigkeit der aufgestellten Behauptung aus den Integralen tiber
die einzelnen geraden Wegstiicke, aus denen sich OR(ro; 7,11 ) zusammensetzt.

Wir untersuchen nun die Normalkomponente des Verschiebungsfeldes D (r) an
einer Grenzflache 0f2. Die dort (gegebenenfalls) befindliche Flachenladungsdichte
der freien Ladungen w@ (r') ist durch den Sprung der Normalkomponente des
Verschiebungsfeldes bestimmt:

r' € 00 (3.15)
w(® (r’) = nim -[Dy (r’) -D_ (r/)]r’eaﬂ
D, (v') = lim D (r' + nng) .
n—0

Die Richtigkeit der Behauptung ist leicht zu zeigen. Dazu betrachten wir am Ort
rg € 02 z.B. einen um ry zentrierten Kasten K(ro;n,7.) mit infininesimaler
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Kantenlénge 21, und Grundflache (21)?, der so positioniert ist, dass sein Volumen
von der Grenzfliche 0f) in zwei gleiche Teile geschnitten wird. Die Schnittfliche
sei S(ro;m). Die kiirzere Kante 7, des Kastens sei parallel zu nj, ausgerichtet,
wie auch die Flachennormale der Deckelfliche des Kastens, siche Abbildung 3.1.
Aus dem Satz von Gauf folgt fiir die insgesamt im Kasten K(ro; 7, 7. ) deponierte
freie Ladung

(f)

% = d*rpY) (r) (3.16)

//C(ro;nuﬂu)

- / & div D ()
K(ro;n”,m

= d*r'nL, - D (¥').

8K(ro;m\,m) 00 ( )

Im Limes 1, — 0 ergibt sich durch Betrachtung der Flachenintegrale tiber die
Deckel- und Bodenflichen des Kastens

¢ = lim d*r'njg, - D (v') (3.17)

n.L—0 BIC(ro;nH ,77L>

— / d*s'ng, - [Dy (rg +58') — D_ (ro + 8')]pycon
S(rom
_ 25" (ro + S’) ,
Fum)

was zu zeigen war. Sind auf der Grenzfliche keine freien Ladungen vorhanden,
dann ist die Normalkomponente des Verschiebungsfeldes dort stetig.

Fiir viele nichtleitende Materialien im thermischen Gleichgewicht gilt fiir hin-
reichend schwache Felder ein linearer Zusammenhang zwischen elektrischem Feld
E (r) und Polarisation P (r)

P (r) = eoxVE (r). (3.18)
Hier ist () die statische dielektrische Suszeptibilitit. Dann folgt durch Einsetzen
D (r) =¢g (1 -+ X(el)> E(r) =cocE(r). (3.19)

Fiir Isolatoren, die isotrop oder kubisch kristallin strukturiert sind, ist in guter
Naherung
=14 (3.20)
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eine reeller dimensionsloser Skalar, wobei dessen Zahlenwert vom Material ab-
héngt®.

In der Metalloptik ist € nicht konstant, sondern ein nichtlokaler und zeitlich re-
tardierter Integralkern e, (r,1’,t — t'), der mit der Dichte-Dichte- und der Strom-
Strom-Korrelationsfunktion der Elektronen im betrachteten Material eng zusam-
menhéngt.

In sog. Ferroelektrika existiert eine spontane Polarisierung P (r) bereits ohne du-
Beres elektrisches Feld. Die Polarisationsladung — div P (r) wird dann meist durch
zusétzliche Oberflichenladungen kompensiert, so dass sie im statischen Gleich-
gewicht nicht ersichtlich in Erscheinung tritt. Wird durch &ufleren mechanischen
Druck oder Temperaturdnderung dieses Gleichgewicht verschoben, so entsteht ein
Uberschuss von Polarisationsladungen auf den Oberflichen des Kristalls. So er-
klart sich zum Beispiel die Piezoelektrizitat bei a-Quartz, oder dem Blei-Zirko-
nat-Titanat (engl. PCT). Piezoelektrische Kristalle kommen in der Technik als
Ultraschallwandler oder als Frequenzstabilisatoren zum Einsatz.

Randwertprobleme der Potentialtheorie fiir lineare Dielektrika

Ein isotropes Dielektrikum Q&) mit Dielektrizititskonstante ) ist im Kontakt
mit der (ruhenden) Oberfliche eines isotropen Dielektrikums Q%) mit Dielektri-
zitatskonstante e/1). Sei jetzt eine Punktladung ¢ ruhend an einer Stelle R € Q)
positioniert. Das zugeordnete Verschiebungsfeld ist dann

D(r) =cpe(r)E(r), (3.21)

wobei

O firr e QU
e(r) = {6 Hr ’ (3.22)

cID  fiir r e QUD,

Beide Gebiete haben somit eine gemeinsame Grenzfliche QW) N oQUD = 9QID),
die wir als frei von beweglichen Ladungen annehmen wollen. Da Q) und QUD

Tsolatoren mit hexagonaler, trigonaler und tetragonaler Kristallstruktur werden mit einer re-
ellen konstanten uniaxialen Dielektrizitdtsmatrix €44 mit a,b € {z,y, 2} beschrieben, wobei
€qb zwel verschiedenen Eigenwerte besitzt. Handelt es sich um orthorhombische, monokline
und trikline Kristallsysteme, so hat e, drei verschiedene Eigenwerte. In der Kristalloptik
wird die Eigenschaft der Doppelbrechung und der Drehung der Polarisationsebene des Lichts
(optische Aktivitat) auf die Anisotropie der dielektrischen Matrix e, zuriickgefiihrt.
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3.1 Punktladung im dielektrischen Halbraum

Isolatoren sind, existiert — wie wir zeigen werden — auf der Grenzfliche 9QUD eine

Flichendichte w®) (1) der Polarisationsladungen. Wir wollen verabreden, dass auf
der Grenzfliche QU1 die Flichennormale nygi.m = n am Ort r €90Q@) von
QU aus betrachtet so orientiert sein soll, dass sie in das Gebiet QUD hineinzeigt.

Es folgt mit der Darstellung E (r) = —V,¢ (r), die ja fiir jedes elektrostatische
Feld giiltig ist, dass die Randbedingung (3.13) fir die tangentiale Komponente
des elektrischen Feldes automatisch erfiillt ist. An der Grenzfliche 9QU-1) gilt
aufgrund von (3.15) jetzt die folgende Randbedingung fiir das skalare elektrische
Potential ¢ (r):

r € QLI (3.23)
Jim, ¢ (r—7mm) = Jim ¢ (r +7m)
lim [g(l)n -V (r — nn)} = lim [E(H)n -V (r + nn)} :

n—0t n—0+

Es ist in der Elektrostatik oft einfacher, eine Randwertaufgabe fiir das skalare
Potential ¢ (r) zu losen, und das gesuchte elektrostatische Feldes E (r) anschlieend
durch Berechnung des Gradienten E (r) = —V,¢ (r) zu bestimmen.

3.1 Punktladung im dielektrischen Halbraum

Wir betrachten ein Dielektrikum Q) mit Dielektrizitiatskonstante D), das den
Halbraum r, > 0 ausfillen moge. Ein zweites Dielektrikum QU mit Dielek-
trizitatskonstante ¢4 fillt den Halbraum r, < 0 aus. Beide Dielektrika be-
rithren sich in der Ebene r, = 0. Eine Punktladung ¢ befindet sich am Ort
R = R,e, + Rye, + R.e,, wobei der Abstand R, > 0 fest gewahlt sei, siche
Abbildung 3.2.

Zur Bestimmung des skalaren Potentials ¢ (r) machen wir den Ansatz

7 { qR\ + 15

_ dmege r— r—R

6 (r) = s L e
4mege(D) [r—R|

} fir r, > 0,
(3.24)
fir r, < 0.
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q
Q) D) R, r, >0
OO — e r,=20
QU (D) r, <0

Abbildung 3.2: Punktladung ¢ im dielektrischen Halbraum r, > 0 im Abstand R,
zur Grenzflache.

Hier ist

R = R,e, + Rye, + R.e, (3.25)
R = (1—2n®nT>R
= R,e, + Rye, — R.e..

Der Punkt R € QU7 ist das Spiegelbild des Punktes R € Q) bezogen auf die
Ebene r, = 0 mit Flachennormale n = —e,. Somit

v~ R|=1/(rs — Ro)* + (ry — R,)* + (r. — R.)’ (3.26)
r—R|=1/(re — Ro)* + (r, — R,)* + (r. + R.)".

Der Ansatz (3.24) stellt offensichtlich eine Losung der elektrostatischen Feldglei-
chungen (1.50) beziehungsweise der Laplace-Gleichung in beiden Halbraumen r, >
0 und 7, < 0 dar. Die unbekannten Parameter ¢'¥) und ¢/ bestimmen wir jetzt
aus den Randbedingungen (3.23) am Ort der Bertihrungsfliche r, = 0 zu

q+q(1) B q(II)
e gD

g — gD = gD,

(3.27)

Hier entstammt die zweite Gleichung der Randbedingung fiir die erste Ableitung
des Potentials bei r, = 0. Gemaf unserer Verabredung fiir die Orientierung der
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Flachennormalen ist jetzt n = —e,. Somit

lim [ V.6 (r)] (3.28)

r,—0t

Amco r=0t N0/ | (e = Ro)? 4 (ry — R+ (r2 — R

¢

= " lIneg <\/(Tac —Ry)* + (ry — R, + R?)

= lim [g(n)n~vr¢(r)}

r,—0~
L ( 0 ) g
= 4 hm7 _a
TEQY r2—0 Tz \/(rw — RI)2 + (Ty — Ry)2 + (’r'z - Rz)2
1 R
= . 7q"".

" Imeg (\/(m —Ry)* 4 (ry = Ry)" + RE)

Auflosen des Gleichungssystems (3.27) ergibt fiir die gesuchten Parameter ¢(¥) und
¢"D das Ergebnis

() _ (D
n_& _—¢
g = - +5(H)q (3.29)
q(II) _ 25(11)

=D 1 an?

Auf der Kontaktfliche 9QU) der beiden Dielektrika existiert eine Flichendichte
der Polarisationsladungen w®) ('), die durch den Sprung der Normalkomponente
des Polarisationsvektorfeldes P (r') bestimmt ist:

r' e 9L (3.30)

—wP (1) =n-[P; (r') = P_ (t')]eon
PL () =l P (' +m).
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3 Materie im elektrischen Feld

Das Minuszeichen bei w) (r') rithrt von der Definition p) (r) = —div P (r) her.
Die Polarisation ist fiir lineare Dielektrika gegeben zu

P (r) = eox® (r) E (r) (3.31)
=¢gole(r) — 1] E(r)
=eole (r) = J[=Vro (r)].

Beim Gang durch die Grenzfliche 9Q71) springt die Normalkomponente der Po-
larisierung P (r), weil sich der Wert von ¢ (r) dndert

0 i QD
15 ur r €
— ! 3.32
= (x) {5<H> fir r € QU (3:32)

Indem wir die obigen Ausdriicke (3.28) fiir n-V,¢ (r) in (3.31) einsetzen, erhalten
wir durch Berechnen der rechten Seite der Randbedingung (3.30) die gesuchte
Flichendichte w™ (r') der Polarisationsladungen am Ort v’ auf der Grenzfliche

o).

r' € 91 (3.33)
P (') =0 [Py (') = P_ (t)]epq
R 1) (1= 07) (3 1)
- 47T 2 3
<\/(7‘ R.)’ + (1} — R,) +R§>
R () A
 An 5 3
W(r; “R)P+ (- R) + R§>
Elementare Umstellungen fiihren auf das Ergebnis

r' € 901 (3.34)

—q 1 6(11)_6(1) Rz

27 e &) 4 (D) ; ; 2
<\/(r; — R’ + (1), = Ry) + R§>

W) (r') =
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3.1 Punktladung im dielektrischen Halbraum

Spiegelladung

Fiir e > ) erscheint das Material QU0 (von Q) aus betrachtet) wie ein
idealer Leiter, denn die Feldstérke verschwindet dann im Inneren von QU7):

lim E(r)|,cqun =— lim V.o (r)|cqun = 0. (3.35)

eI 500 eI 500

In dem Fall ist

lim ¢ = —q. (3.36)

el 500

Fiir () = 1 ist Q) ein Teil des freien Raums (Vakuum). Das Potential im Halb-
raum 7, > 0 ist dann eine Superposition bestehend aus dem Coulomb-Potential
einer im Vakuum am Ort R = R,e, + Rye, + R.e, € Q) positionierten Punktla-
dung ¢ mit dem Coulomb-Potential einer am Ort R = R,e, + Rye,— R.e, € QUD
befindlichen sog. Spiegelladung —q:

R = R.e, + Rye, + R.e, € QU (3.37)
R = R.e, + Rye, — R.e, € QUD
_1 q —q -
b(r) = pr— {r—RI + "“_ﬁd fir r, > 0,
0 fur r, < 0.

Eine Punktladung im Vakuum, die sich am Ort R vor einem leitenden (geerdeten)
Halbraum befindet, induziert auf einer ideal leitenden Grenzfliche r, = 0 eine
Fléachenladungsdichte

w®) (') = —4 5. (3.38)
27 (\/(7’& R+ (r; B Ry)Z—b—Rg) 3.38
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3 Materie im elektrischen Feld

Das Integral dieser Flachenladungsdichte tiber die gesamte Grenzflache ergibt die
Ladung

gD = / d*r'w® () (3.39)
r,=0

(34 [ [ dv";< -

wr; ~R*+ (- R,) + Rg>3

Polarkoord. <—Q> o /°° dr’r'L
2r) =" Jo (V2 + 1)’
=qR, / dr \/m

Z

=—q =—q sgnkk,
‘ ~——

=1 fiir R,>0

Dies ist exakt das Negative der urspriinglichen Ladung ¢. Die Bezeichnung Spiegel-
ladung fiir ¢\ ist also gerechtfertigt. Eine Punktladung ¢, die am Ort R vor einer
ideal leitenden geerdeten Ebene r, = 0 positioniert ist, influenziert eine Flachen-
ladungsdichte w (r’) auf dieser Ebene, deren elektrisches Feld im Halbraum r, > 0
mit dem einer entgegengesetzt geladenen Punktladung ¢) = —¢ am gespiegelten
Ort R im Halbraum r, < 0 ibereinstimmt.

3.2 Das homogen polarisierte Ellipsoid in
dielektrischer Materie

Wir betrachten eine homogene dielektrische Probe Q) mit Dielektrizitétskonstan-
te ¢) > 1, die in ein anderes homogenes dielektrisches Medium QU7 mit Dielek-
trizititskonstante e/ > 1 eingebettet ist. Die geometrische Gestalt der Probe sei
die eines Ellipsoids Q2¢ mit Halbachsen \;, A\, und A.. Ohne Beschiankung der All-
gemeinheit nehmen wir an, dass der Mittelpunkt des Ellipsoids mit dem Ursprung
r = 0 eines kartesischen Koordinatensystems zusammenfallt, dessen Basisvektoren

74



3.2 Das homogen polarisierte Ellipsoid in dielektrischer Materie

e;, €, und e, entlang der Achsen des Ellipsoids orientiert sind:

ge=[rers| T 2 (3.40)
£ IYRIDYINDY ‘
2 2 2
_ 3 T ry T, o

Wir wollen jetzt fiir den Fall, dass von aulen an die Probe ein homogenes elek-
trisches Feld E(®) angelegt ist, die elektrische Feldstirke E (r) in der Umgebung
und auch im Inneren des Ellipsoids bestimmen. Zuséatzlich wollen wir die auf der
Grenzfliche 0Q¢ induzierte Flichendichte w®) (r) der Polarisationsladungen er-
mitteln.

Sei npo, = n die nach auffen orientierte Flichennormale am Ort r auf der Ober-
fliche 0Q)¢ des Ellipsoids. Die Tangentialebene, die das Ellipsoid am Ort r € 0€¢
beriihrt, ist die Gesamtheit aller Vektoren R € R? mit kartesischen Komponenten
R, = R, (r), die der folgenden Gleichung geniigen:

S (Ra—7a) 2% =0 (3.41)

2
ac{z,y,z} Aa

rc an

Somit ist die auf Eins normierte Flachennormale n = n (r) = n,e, + nye, + n.e,
am Ort r auf der Oberfliche 9Q)¢ des Ellipsoids gegeben zu

I‘G@Qg
ac€{ry, z}

Ta 1

N = (3.42)

Y]
R R
M T T

2 2 2 _
n, +n, +n; =1

In Ubereinstimmung mit (3.23) suchen wir jetzt eine Losung der Laplace-Gleichung

V3¢ (r) =0, (3.43)
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3 Materie im elektrischen Feld

die beim Gang durch die Oberflache des Ellipsoids die folgenden Randbedingungen
erfillt

r € 90 (3.44)
Jim ¢ (r —m) = lim ¢ (r+n)

D lim n-V,¢(r —nn) =D lim n- V.6 (r +n).
n—0+t

n—0t

Dazu kommt noch die Randbedingung im Unendlichen

lim [¢(r) +E© x| =0, (3.45)

|r| =00

da ja auferhalb des Ellipsoids Q) fiir |r| > max (\;, A, A,) ein konstantes homo-
genes elektrisches Feld

1
E©? = lim V,¢(r) = —~D©

[r|—o00 505(11)

im Dielektrikum QU!) existieren soll.
Wir machen nun fiir das elektrostatische Potential ¢ (r) den folgenden Ansatz
mit einem unbekannten konstanten Vektor C:

¢(r)=—1-EO +C Ve (r). (3.46)

Dabei ist die Hilfsfunktion

be (1) = — / & ! ,’ (3.47)

T in r—r

das Potential eines homogen geladenen Ellipsoids ¢ (mit konstanter Ladungs-
dichte py = £¢). Nach dem im Kapitel 2.3 bewiesenen Satz von Dirichlet (2.40)
ist der Gradient V,¢¢ (r) der Hilfsfunktion beim Gang durch die Oberfliche 0
des Ellipsoids stetig, woraus folgt, dass unser Ansatz (3.46) fir das gesuchte Po-
tential ¢ (r) ebenfalls stetig ist. Im Inneren des Ellipsoids Q¢ ist die Hilfsfunktion
¢ (r) gemaf (2.40) eine quadratische Form der kartesischen Ortskoordinaten r,
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3.2 Das homogen polarisierte Ellipsoid in dielektrischer Materie

des Vektors r:

r e (¢ (348)
du e
4 SWeY /. L- -
e(r) = 4 \/u+/\2 (u+)\2)(u—|—)\2) ae%uz}u—i_)\g
1
T4 (T = L = Iyry = L)

Die Koeffizienten Iy und I, mit a € {z,y, z} sind gerade die Indexintegrale (2.55).
Im AuBlengebiet des Ellipsoids €2¢ gilt dagegen

du 2

ra
ve (r) = )\ A /r)\/u+)\2)(u+)\2)(u+)\2) (1_%%,2}“4‘)\3).

Im AuBengebiet von Qg ist die untere Integrationsgrenze p(r) gegeben als die
(positive) Losung der Gleichung

rgéQg
! 7’2 7“2 7“2
l=—2—-+—F -4 = (3.50)
pAAE pt AL pt A2
p=p(r).

In groBer Entfernung zur Oberfliche des Ellipsoids, fir |r| > max (A, Ay, A;), ist
p(r) ~ |r?, somit ¢g (r) ~ TN\ N,/ |r|, vergleiche die Rechnung zum Satz von
Dirichlet in (2.52). Der Term C - V,¢¢ (r) in unserem Ansatz (3.46) beschreibt
somit in grofler Entfernung zum Ellipsoid das Potential eines elektrischen Dipols
proportional zum Vektor C. Dagegen ist im Inneren und auf der Oberfliche des
Ellipsoids die untere Grenze der Integrale gleich Null, demnach u (r) = 0 fiir alle
r e (.

Offensichtlich ist der Ansatz (3.46) fiir das skalare elektrostatische Potential
¢ (r) sowohl im Innen- als auch im AuBlengebiet von Q¢ eine Losung der Laplace-
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3 Materie im elektrischen Feld

Gleichung:
r §é an
Vi (r) = V2[-1-EQ + C Vige (r)] = C- V. [V (1)]
=C-V, L d®r’ V2 !
4 Jae lr — /|

C-V, {— A6 (r — r’)]
Qe

C~Vr{_1 fiir v € Q,

0 sonst,

=0.

(3.51)

Die 3 unbekannten Parameter C, mit a € {z,y, 2z} in unserem Ansatz (3.46) gilt

es nun mittels der angegebenen Randbedingungen (3.44) zu finden.

Eine Bestimmungsgleichung fiir die Unbekannten C, folgt jetzt aus der Forde-

rung der Stetigkeit der Normalkomponente des Verschiebungsfelds

D (r) = cpe (r) E(r)
= €oe (r) [=V:o (r)]

beim Gang durch die Oberfliche 02¢ des Ellipsoids, siehe (3.44):

rc an
lim e -V, (r +7n)
n—0t
= lim eYn - V.¢ (r —nn)
n—0t
& lim e (0 V,) [-1-E® + C- V,6e (r + )]
n—0t

= lim ¢! (n - V,) [—r ‘B0 4 C - V¢ (r — nn)} :

n—07+

(3.52)

(3.53)
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3.2 Das homogen polarisierte Ellipsoid in dielektrischer Materie

Wir berechnen zuerst

lirél+ (n-V,)(C-V,) ¢g (r+mnm) (3.54)
n—
= lim > naaa > Cbaacbs (r+nn)
n—0 ac{z,y,z} @ be{x,y,z} b
1 o]
S et EES Y / du r_
) Ora | 2 w4 A2) (w4 A2) (w+ A2 U+ A —
1 [ 0 du 1
S 1aCh [ AeAyAs / Sup (3.55)
2 a,be%c;y,z} I Y u \/(u +A2) (u+ A2) (u+A2)u+ o
. Ax)\y)\z Ty 8[1, (I‘)
U0 +32) (o (0) +28) () + ) () + 3 0o |
r £

Der Term proportinal zu ag—(r) in der letzten Zeile ist der Ortsabhiangigkeit der

unteren Integrationsgrenze p (r) geschuldet. Zu beachten ist jetzt, dass p(r) auf
allen Punkten der Oberfliche 0€2¢ identisch verschwindet:

p(r) [reane = 0. (3.56)

Somit erhalten wir jetzt an der Oberflache des Ellipsoids
lim (n-V,)(C-V,) ¢¢(r+nn) (3.57)
n—0+

N2
a,be{z,y,z} >\b 5)7’a

] redQe

:;[— Z ]benb+< Z Cbn;)( Z na@gr(r))

redQe

Fir die Ableitung 8gr(:) berechnen wir mit (2.46), wieder unter Beachtung von
w1 (r) |rean, = 0 an der Oberfliche 0€Q¢ des Ellipsoids, nun den Ausdruck:

2rq Ta

[fm (r) _ 2 .
or, r2 Y r2 2o oy 2t
redQe (t22)? + (1A2)2 + (1 A2)2 reoQs A + \ + by
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3 Materie im elektrischen Feld

Damit

Ta Ta

—2 ¥ X X (3.58)

r2 r2 r2 r2 r2 r2
ac{my,z} reoe  “StovEhy ST S TN (Az NPT
2
r
9 Zae{x,y,z} )\7% 2

5 2 r2 2
72 2 2\ 2 &+i+&
<g+%+g TR VIRIPE

w

Einsetzen liefert unter Beachtung der Definition (3.42) fiir die kartesischen Kom-
ponenten n, der Flachenormalen n die Identitat

r 8 r
(20,
be{x,y,Z} b ae{x,y,z} @ redfle

= |2 Z Cb )\7% =2 Z C’bnb.

r2 oy 12
be{z,y,2} St+ta -t be{z,y,z}
Z g =4 redqg

Schliellich

rec 895
lim (n-V,)(C-V;) ¢ (r+mm)

n—0+
1

= 9 (— Z nb[be + 2 Z Cbnb)

(3.59)

be{z,y,z} be{z,y,z}

= Z <1 — I;) Cyny.

be{z,y,z}

Die Normalableitung des Potentials ¢ (r) an der Oberflache von auffen genommen
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3.2 Das homogen polarisierte Ellipsoid in dielektrischer Materie

lautet nach dem Gesagten

r € 09 (3.60)

en .V, lim [¢ (r + nn)]
n—0t

=D Jim (n-V,) [—r BEO £ C -V, (r + nn)}

n—0t
1
=3 [— 2+ (1 — b) Cb] M.
be{z,y,z} 2

Die Normalableitung des Potentials an der Oberfliche 0€2¢ von innen her genom-
men ist:

r € 0€¢ (361)
eWn -V, lim [¢(r — )]
n—0+

=& lim (n-V,) [_r "E¥ 4+ C - Vg (r— nn)} '

n—0+

Mit der im Inneren und auch auf der Oberfliche des Ellipsoids giiltigen Relation

r e Q¢
(9 Ia . . .
o ¢e (r) = 57 (hier keine Summenkonvention!) (3.62)
fir die erste Ableitung der Hilfsfunktion ¢¢ (r) folgt jetzt
r € 90 (3.63)
eDn -V, lim [¢(r — nn)]
n—07+
I
—0 ¥ (—E,SO’ - 2*’@,) . (3.64)
be{x,y,z}

Die Forderung der Stetigkeit der Tangentialkomponenten des dielektrischen Ver-
schiebungsfeldes D (r) beim Gang durch die Grenzfliche 0€Q¢ liefert nach dem
Gesagten fiir die drei unbekannten Parameter p, unseres Ansatzes die Bestim-
mungsgleichung

SO\ I, NURS

be{z,y,z}
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3 Materie im elektrischen Feld

Die hergeleitete Gleichung gilt fiir jede Flachennormale n an jedem Punkt r € 0€)¢.
Man konnte jetzt den Eindruck gewinnen, dass hier die Koeffizienten

NURA LR,
Fy=11-{1-—5 3 Cy—|1-— — | B (keine Summenkonvention!)
€ £

der kartesischen Komponenten n; der Flachennormalen n nicht notwendig gleich
Null sind, da die n, iiber die Nebenbedingung n - n = 1 verkniipft sind. Wir zeigen
jetzt fiir einen konstanten Vektor F mit kartesischen Komponenten F:

S FBmy=0 Vredy =F,=0. (3.66)

be{z,y,z}

Das ist richtig aufgrund der folgenden Uberlegung:

Vr € 90 (3.67)
0= Z anb
be{z,y,z}
2
= 0= d?r ( Z FbTLb>
e be{z,y,z}

= Y F.h A2 rngng.
P

a,be{x,y,z} Qe

Die Oberfliche 0€)¢ ist invariant unter Spiegelung an den Symmetrie-Ebenen des
Ellipsoids ¢, das heifit

d*rngny, = 0 fiir a # b. (3.68)
00
Damit ist jetzt
0= Y R / d2rn2. (3.69)
be{z,y,z} 002
>0

Eine Summe positiver Zahlen ist aber nur dann gleich Null, wenn jeder Summand
gleich Null ist, somit ist F? = 0 = F,, was zu zeigen war.
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3.2 Das homogen polarisierte Ellipsoid in dielektrischer Materie

Gemaf (3.66) verschwinden dann notwendig die Koeffizienten F}, vor einem Fak-
tor n, einzeln fir b € {x,y, z}. Hieraus folgt das Ergebnis

be{z,y, 2}, (3.70)
| _
' _ D
FL=0=C,= 5(2512) 7 EISO).
1= (1= 5m) 3
Einsetzen von C in (3.46) ergibt schlieBlich das Resultat
1- =5 9
o) = > |-Efra+ LB g e (3T
ociey) L= (1= gm) g " O

Die gesuchte elektrostatische Feldstarke in der Umgebung des Ellipsoids ergibt sich
dann wieder durch Berechnung des Gradienten geméafi E(r) = —

Vi (r).
Nun zur physikalischen Interpretation des Potentials ¢ (r). In groler Entfernung
zum Ellipsoid gilt fiir die Hilfsfunktion ¢¢ (r) die Asymptotik

r| > max (A, Ay, Az)

1A (O]
e R e

4
el = ZTa A\, (Volumen des Ellipsoids).
el = AN,

Dann ist in fithrender Ordnung das Potential bzw. das elektrische Feld gegeben zu
Ir| > max (A, Ay, Az)

(3.72)
e ,
b= X |-EOr ¢ oy (—uE;m)
ac {7} 1—(1-2m) % Ar |r]
e 2 1+(0)
0 ) 1— 5 3ryro B0 — |r|” B,
E, (r) _7¢(1") =Lk, — £ : |Q£| : > 5
Iy 1-(1-57) & A x|

Vergleichen wir nun unser Ergebnis Ej, (r) — E,EO) mit dem Feld

1 3(p-r)r—|rf°p
E®) (r) = pE— |r|5
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3 Materie im elektrischen Feld

eines elektrischen Punkt-Dipols mit Dipolmoment p, der sich am Ort r = 0 be-
findet, so ergibt sich Ubereinstimmung, wenn wir das betreffende Dipolmoment
unseres Ellipsoids identifizieren als
1 - 5w
Do = —€0 =0 -|Q¢| B (3.73)
L- (1 - E(m) 2

Im Inneren des Ellipsoids erhalten wir das interessante Resultat, dass die Kompo-
nenten £, der elektrostatische Feldstarke dort konstant sind, also E ortsunabhdngig
ist:

reQe, be{r,yz} (3.74)
0
Bo=_
b ar,fb (r)
oD
__9 _EO, 1- 0 o (_Iam)]
arb GE{x7y Z} (1 €(II)) 9 2
5(1) Ia
= 9 1+ ( 5(11)2 2 EOr,
0rb ac{zy.2} (1 . 5( ) Iy
(1 _ ﬂ) Iy
= Eéo) + ) 2 po (keine Summenkonvention !).

(
<D b

1 (1-Zm) %
Das Feld E im Inneren von (¢ ist offensichtlich nur dann parallel zum aufleren
Feld E©, wenn E© parallel zu einer der Halbachsen des Ellipsoids orientiert
ist. Hervorzuheben ist noch, dass das Indexintegral I, im Nenner der jeweiligen

kartesischen Komponenten E, nur von den Verhdltnissen der Halbachsen A;, A,
und A, des Ellipsoids {2¢ abhangt:

Substitution s = % (3.75)

)\y/oo ds 1
DI TEEE

Ein dhnliches kleineres bzw. grofieres Ellipsoid mit skalierten Halbachsen A, = v,
fir a € {x,a, z} hat fir 0 < v < oo in seinem Inneren das gleiche elektrische Feld
wie das urspriingliche Ellipsoid §2¢.
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3.2 Das homogen polarisierte Ellipsoid in dielektrischer Materie

Der Zusatzterm, um den sich das Feld Fj im Inneren vom dufleren homogenen
Feld EISO) unterscheidet, ist das sog. Depolarisationsfeld

T an 2

0\ 1,
B — g9 _ (1 ) ] o (keine Summenkonvention!) (3.76)
b b= () 1, b 7 ‘
1- (1 - 5<H)) 2

Dieses Depolarisationsfeld konnen wir offensichtlich durch das zuvor identifizierte
Dipolmoment (3.73) des Ellipsoids ausdriicken:

Iy py Iy
g,-—pY—-_" 1% _ bp 3.77
b b 280 |Qg’ 280 b ( )
Hier ist o
1 — €9
oD __ 0 po) (3.78)

= — = EO
1973 1— (1_;-:(81[)))17& a

gerade die Polarisierung P, im Inneren des Ellipsoids €2¢.

Spezialfall: dielektrische Kugel im konstanten Feld

Fiir eine Kugel mit Radius R gilt wegen A\, = A\, = A, = R, wie in (2.57) gezeigt
wurde, I, = % In dem Fall folgt sofort das Depolarisationsfeld zu

I,
E,— EY = ~3 P, (keine Summenkonvention!)
€0
1 1-=0 S _ (D
i eI LB — = = p)
31— (1—%) L 260D 4 e

Siehe die Abbildungen 3.3-3.7 fiir eine grafische Veranschaulichung der Effekte der
Polarisation.
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3 Materie im elektrischen Feld

—2r

Abbildung 3.3: Aquipotentialflichen einer Kugel mit Radius » = 1, Dielektrizitats-
konstanten ¢(!) = 1, /D) = 10 und angelegtem &uBeren elektrischen
Feld E = (1,0,0)
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3.2 Das homogen polarisierte Ellipsoid in dielektrischer Materie

Abbildung 3.4: Aquipotentialflichen eines Ellipsoids mit den Halbachsen )\, = 1,
A, =4 und \, = 2, der Dielektrizitatskonstanten (/) = 3, eU1) =1
und angelegtem duBeren elektrischen Feld: E = 1/4/2(1,1,0).

Abbildung 3.5: Aquipotentialflichen eines Ellipsoids mit den Halbachsen )\, = 1,
A, =4 und \, = 2, der Dielektrizitatskonstanten ¢! = 1, ¢//) =3
und angelegtem AuBeren elektrischen Feld: E = 1/4/2(1,1,0).
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I I I I I
-4 -2 0 2 4

Abbildung 3.6: Aquipotentialflichen eines Ellipsoids mit den Halbachsen )\, = 4,
A, = 1 und \, = 2, der Dielektrizitatskonstanten (/) = 3, eU1) =1
und angelegtem AuBeren elektrischen Feld: E = 1/4/2(1,1,0).

, i \ .
-4 -2 0 2 4

Abbildung 3.7: Aquipotentialflichen eines Ellipsoids mit den Halbachsen )\, = 4,
A, = 1 und \, = 2, der Dielektrizitatskonstanten ¢! = 1, ¢//) =3
und angelegtem AuBeren elektrischen Feld: E = 1//2(1,1,0).
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3.3 Clausius-Mosotti-Relation

3.3 Clausius-Mosotti-Relation

Die folgende Uberlegung stellt einen Zusammenhang zwischen der Dielektrizitéts-
konstanten e eines makroskopischen Dielektrikums €2 mit Teilchendichte ng = %
und der mikroskopischen Polarisierbarkeit « eines einzelnen Molekiils (Atoms)
her. Aufgrund des diskreten Aufbaus der Materie sind die Molekiile (Atome), aus
denen ein Dielektrikum (z.B. reines Silizium Si oder BaTiOj3) aufgebaut ist, auf

Gitterplitzen

R(ml,mz,mg) = m1b1 + m2b2 + m3b3 (379)

mi, Mo, M3 € Z,

positioniert, wobei by, by und bz linear unabhéngige Basisvektoren sind, die das
Gitter A aufspannen. Wird an eine Probe des Dielektrikums nun ein dufleres elek-
trisches Feld E(® angelegt, so werden die Molekiile im Inneren der Probe polari-
siert, so dass an jedem Gitterplatz r = R(™™2™3) ¢ A ein induziertes atomares
Dipolmoment

plmmams) = qe Bk (1) (3.80)

erzeugt wird. Hier bezeichnet a die mikroskopische Polarisierbarkeit eines einzelnen
Molekiils am Gitterplatz R(™m2m3) Mit der Teilchendichte ng ist demnach die
Polarisierung gegeben zu

P = ngagoER (1) (3.81)

Das lokale Feld E(°) (r) unterscheidet sich vom makroskopischen Feld E© weil
die an den anderen Gitterplatzen R1m2m3) £ R(mm2m3) hefindlichen Mo-
lekiile, die ja ebenfalls polarisiert sind, ein sog. Depolarisationsfeld generieren.
Dementsprechend ist das lokale Feld E(°%) (r) auf der Skala des néchsten Nach-
barabstands (Gitterkonstante a¢) im Inneren eines Dielektrikums starken ortlichen
Schwankungen unterworfen, was die direkte Berechnung des Feldes E(°kD (r) auf
den ersten Blick sehr erschwert. Wir suchen nun einen Zusammenhang zwischen
der makroskopischen Polarisierung P, die ja in einem linearen Dielektrikum gege-
ben ist zu

P=c¢y(c—1)E, (3.82)

und dem mikroskopischen Dipolmoment eines einzelnen Molekiils geméf (3.80)
und (3.81).
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3 Materie im elektrischen Feld

Dazu denken wir uns jetzt um einen Gitterpunkt R(™1™2m3) als Mittelpunkt
eine Kugel mit Radius R und schreiben fiir das Feld in der Umgebung des Kugel-
zentrums

E®) (r) = B (r; R) + E™) (r; R) (3.83)

e~ Rommam| <

Das lokale Feld E(°%) (r) am Ort des Mittelpunktes der Kugel setzt sich demnach
aus zwei Beitrigen zusammen. Das Nahfeld E") (r; R) wird von den elektrischen
Feldern der Dipole innerhalb der Kugel erzeugt, das Fernfeld E (r; R) von den
elektrischen Feldern der Dipole auflerhalb der Kugel, sowie dem &ufleren makro-
skopischen Feld E(). Die Summe iiber die Dipolfelder von Molekiilen auf Gitter-
punkten auflerhalb der Kugel kann durch ein Integral ersetzt werden, falls der
Radius R der Kugel dabei grof3 gegeniiber der Gitterkonstanten ag und zugleich
aber klein gegeniiber den Langenskalen gewéhlt wird, auf denen das makroskopi-
sche Feld E (r; R) variiert. Fiir das Dipolmoment p(™1™2™3) der Molekiile auf den
Gitterplatzen R™™2™3) jnnerhalb der Kugel gilt dann

U / /
m1vm27m3> (m1,m2,ms3) —

pl =p p (3.84)

R(mﬂzmévmé) — R(mumzms)| R,

das heifit alle Dipolmomente innerhalb der betrachteten Kugel sind gleich orien-
tiert!

Zur Berechnung des Nahfeldes E®*® (r; R) sind die Beitréige der entsprechenden
elektrischen Dipolfelder

ED) <R(m’1,m’2,mé>> _ l 1 3(p-r)r5— \r!2p1
dmeg |r| rfR(

(3.85)

mlmlymt)
herrithrend jeweils von einem Molekill am Gitterplatz R(™1™2™s) innerhalb der

Kugel, nun zu summieren:

B (xR) = > BV (ROGmm)) . (350
Y, ma,my
|R(m/1,m’2,mé) _R/(m1,mo,m3) |<R
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3.3 Clausius-Mosotti-Relation

Der Wert der Summe héangt offensichtlich von der zugrunde liegenden Kristall-
struktur des Dielektrikums ab.

In einer symmetrischen Situation, wenn z.B. die Molekiile auf den Plétzen eines
kubischen Gitter positioniert sind, gilt dann tatséchlich

E®@ (r; R) = 0, (3.87)

denn in einem kubischen Gitter mit Baisvektoren b; = e,, by = e, und by = e,
und Gitterkonstanten ag sind die Beitrédge zum Nahfeld wegen der Symmetrie des
Gitters darstellbar als Teilsumme der Felder von je acht immer gleich orientier-
ten Dipolen auf den Ecken eines Wiirfels mit Mittelpunkt R(™12™m3) wobei die
Positionen R(mi#bm2tlmatl) der Ecken gegeben sind zu

<1< L(R) (3.88)
R(ml:l:l,mgztl,mgztl) — ((ml + l) e, + (m2 + l) e, —+ (m3 + l) ez) agG

Insgesamt passt eine endlich grofie Anzahl L(R) von solchen Wiirfeln in die be-
trachtete Kugel. Demnach

E(nah) (I‘; R) (389)
[ D) (R(m1+l,m2+l,m3+l)) +ED (R(m1+l,m2+z,m3—z))

L(R) +E®D) (R(m1+l,m2—l,m3+l)) +ED (R(ml—i-l,mg—l,mg—l))
= + SE™) (r; R) .
=1 E(D) (R(ml—l,m2+l,m3+l)) + E(D) (R(ml—l,mg-‘rl,mg—l))

+ED (R(ml—l,m2—l,m3+l)> L ED) (R(m1—l,m2—l,m3—l))

=0

Man iiberzeugt sich leicht, dass der Beitrag jeder dieser Achtergruppen fiir 1 <17 <
L (R) identisch verschwindet, da alle Dipolmomente gemé8 (3.84) gleich orientiert
sind. Ein zusétzlicher Beitrag dE®™" (r; R) zum Nahfeld geht auf die Dipolfelder
von Molekiilen auf Gitterplitzen R(mEmeEbms®l) zyuriick, die zwar innerhalb der
betrachteten Kugel mit Radius R liegen, fiir die aber gilt [ > L (R), so dass sie
nicht mehr auf den Eckpunkten eines Wiirfels positioniert werden kénnen, der in
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3 Materie im elektrischen Feld

die Kugel hineinpasst. Wenn nur R grofl genug gewahlt wurde, ist dieser Beitrag
vernachlédssigbar klein.

Damit gilt im Inneren der Kugel (bei kubischer Symmetrie!) die Relation
E(%) (r) = B (r; R). (3.90)

Nach dem Gesagten ist die Polarisierung im Inneren der Kugel gleich Null, wéhrend
aufen das makroskopische konstante Feld E( herrscht, das dort eine makrosko-
pische Polarisierung

P=¢(c—1)EO (3.91)

generiert. Diese Polarisierung erzeugt auf der Kugeloberfliche |r'| = R aufgrund
der Randbedingung, dass die Normalkomponente des Verschiebungsfeldes in Ab-
wesenheit von freien Ladungen beim Gang durch die Oberfliche der Kugel stetig
ist, nun eine Flichendichte w® (1) von Polarisationsladungen:

— P () =[(—e,) - Plycr=—c(e—1e,- E©. (3.92)

Am Mittelpunkt r = R™1m2m3) der Kugel ist demnach dem &uBeren Feld E(
aufgrund der auf der Kugeloberfliche sitzenden Polarisationsladungen ein zusatz-
liches elektrisches Feld iiberlagert:

/
E(fern) (I‘) — E(lOkaD (I’) — E(O) + / d27"/—3w(P) (I‘,). (393)
[r’'|=R 47T€Q |I' — I',|

Wir fithren Kugelkoordinaten ein und legen die Polarachse e, in Richtung des
duBeren makroskopischen Feldes E(©)| also

E® = EOe¢_. (3.94)
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3.3 Clausius-Mosotti-Relation

Somit erhalten wir

Bk (p; R) = B0 (p; R) = 0 (3.95)
Rcos?

o
Eglokal) (r;R) = E© 4 RQ/ dgo/ dvsin)——
47’(’60 3

g0 (e—1)E® cos

—E(0)+ 5 /dﬁsmﬁcos 9

—2
3

1
P,
380.

Das Resultat ist unabhdngig vom Radius R der Kugel! Folglich ist die makrosko-
pische Feldstirke E(°%) an einem Ort r im Inneren des Dielektrikums gegeben
zu

Elokal) _ p(0) 4 3?OP (3.96)
Dann gilt
e~ EO = P 390
— ngaey Bk
= noa (E(O) + 80P> €0
= noo <1 + : ; 1) B
= % (e +2) goE®

Wir erhalten durch Koeffizientenvergleich in der ersten beziehungsweise letzten
Zeile die auf Clausius (1850) und Mosotti (1879) zurtickgehende Relation fiir den
Zusammenhang zwischen mikroskopischer Polarisierung o und makroskopischer
Dielektrizitatskonstante ¢

ang €—1

3 e+42

(3.98)
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3 Materie im elektrischen Feld

Eine einfache Umformung liefert dquivalent

B 1+ %ang

. (3.99)

C1-— %omg'
Demnach ist die Dielektrizitatskonstante € in einem dielektrischen Material eine
Funktion der Teilchendichte ng und der molekularen (atomaren) Polarisierbarkeit
a. Im Sinne der Thermodynamik stellt die Clausius-Mosotti-Relation somit eine
Zustandsgleichung fiir ein Dielektrikum im Gleichgewicht dar. In so einem Material
gilt dann fiir die Ableitung von € = ¢ [ng] nach der Teilchendichte?
Oe (e—=1)(e+2)

= . 3.100

3.4 Kraft auf einen idealen Leiter im auBeren
elektrischen Feld

Nach dem im obigen Abschnitt iiber das homogen polarisierte Ellipsoid Gesagten
folgt das elektrostatische Potential ¢ (r) einer ungeladenen ideal leitenden Kugel
mit Radius R, deren Mittelpunkt z.B. am Ursprung des Koordinatensystems im
freien Raum positioniert ist, aus (3.72), indem man e/?) = 1 setzt und den Limes
) — 00 vollzieht. Trigt die ideal leitende Kugel noch dazu die Ladung ¢, so ist
das entsprechende Potential im Auflengebiet der Kugel gegeben zu

r| >R (3.101)

EO . r 1
=)

— _EO. R3
¢ () T Areg |r|

|r

Der erste Term beschreibt das homogene konstante duflere Feld, der zweite Term
beschreibt das auf der Kugel influenzierten Dipolmoment. Die elektrostatische
Feldstérke folgt hieraus zu

a€{x,y,z} (3.102)
8 3 (E(O) . I‘) Tq — |I'|2 E((l(]) q r
E,(r)=— =EY + R? e
(r> araqb (r) a + |r|5 47T€[) |r|3

2Fiir Dielektrika mit nicht-kubischer Kristallsymmetrie kann man #hnliche Beziehungen herlei-
ten, allerdings ist die Gittersumme E(™" (r; R) dann nicht mehr gleich Null!

94



3.4 Kraft auf einen idealen Leiter im auBeren elektrischen Feld

Demnach existiert auf der Oberflache der Kugel mit Radius R und Flachennorma-

len e, = ﬁ eine Flachenladungsdichte

r
W@ (r) lrl=r = €0 [er E (r)]lr\:R = %o [ME (r)] (3.103)
[r|=R

_ Ta | po 3 (BO r)ra—REP ¢ o,

=gy Z — Ea + + N3

R R2 471'80 R3
a€{zr,y,z} [r|=R

. 3E(O) - r Zae{x,y,z} rczz q Zae{:p,y,z} TZ
R R? dmeg R R? r|=R

_[3e g0 . L _4 } ,
{380 R N AT R? ] p /=R

Die Kraftdichte f, (r) auf der Oberfliche der Kugel setzen wir jetzt an als das
Produkt aus Flichenladungsdichte w(®? (r) und Feldstirke E (r), wobei ein Faktor
~ noch zu bestimmen bleibt:

Ay

r| = (3.104)

fa(r) =7 w® (r) E, (r).
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3 Materie im elektrischen Feld

Die Kraft auf die ideal leitende Kugel im homogenen elektrischen Feld E(® ist jetzt
das Integral tiber die Kraftdichte

a € {r,y,z}
F, = /I | ' f, (v') =~ 42w (v') E, (r')
r'|=R

Ir'|=R

:7/ & (36, (B0 2) L
r'|=R R 47 R?

©) . ¢} ! — R2E(0)
) E(O)+3(E v') 7, — R?E A
“ R2 4drey R?
- 4%’ |30 [E© - Ii + 4 2 L;
€o JI'|=R 0 R 4tR?| R
q ) o THTg
=6 E der' ==
747TR2 be{stzg:/ 2} b [r'|=R R2
9 b
= 27ch(LO)~

Wie wir ja bereits wissen, ist das elektrostatische Feld einer ideal leitenden Kugel,
die eine Ladung ¢ tragt, im Aulengebiet der Kugel dquivalent zum Coulomb-Feld
einer Punktladung ¢ am Ort des Mittelpunkts der Kugel. Somit ist klar, dass auf
die Kugel im duferen homogenen elektrostatischen Feld E(©) die Kraft

F = ¢EO© (3.105)
wirkt. Der Wert des Parameters v ist folglich festgelegt zu
1
T=3 (3.106)

Die Kraftdichte f, (r) auf der Oberfliche OS2 eines beliebig geformten idealen Lei-
ters mit Flichenladungsdichte w®? (r) in einem elektrostatischen Feld E (r) ist
demnach

r € 90 (3.107)

fu () = S (1) E, (x)

a€{r,y,z}.
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3.5 Krafte im isotropen Dielektrikum

3.5 Kridfte im isotropen Dielektrikum

Ein Dielektrikum wie z.B. Quarz oder reines Silizium ist insbesondere auch ein
elastischer Korper, in dessen Innerem riicktreibende Krafte wirken, die sich ei-
ner Kompression oder Deformation des Korpers durch auflere Kréfte widersetzen.
Wir betrachten ein Dielektrikum € mit Teilchendichte n(¥ (r) im duBeren elek-
trostatischen Potential ¢ (r). Die Ladungsdichte des Dielektrikums p (r) setzt sich
dabei aus der Dichte pif) (r) der freien Ladungen und aus der Dichte p*) (r) der
Polarisationsladungen zusammen

p(r)=pY (1) + o (r). (3.108)
Werden die Ladungen verschoben, entsprechend einer Anderung der Ladungsdichte
dp (r) = 3p) (x) + 3p") (r), (3.109)

so andert sich die elektrostatische Energie des Systems geméf3
SU© = / d*r [5p) (x) + 6p") (1) 6 () . (3.110)
Q

Allerdings ist die Materie stabil, d.h. jeder Anderung dp(") (r) der Polarisationsla-
dungsdichte (etwa im Rahmen eines hinreichend langsam gefiihrten adiabatischen
Prozesses) wirkt ein Potential #™ (r) der inneren Riickstellkrifte dem dufieren Po-
tential ¢ (r) entgegen. Demnach ist die Anderung der Energie des Dielektrikums
nicht gegeben durch die elektrostatische Energie §U©), sondern durch

U = /Qd?’rép(f) (r) o (r) + /Q drép®) (r) [(b (r) + ot (I‘)} : (3.111)

Im Gleichgewicht ist die Energie U des Systems stationir bzgl. einer Anderung
§p") (r) der Polarisationsladungen

oU

!

Dies ist eine Bestimmungsgleichung fiir das Potential ™ (r) der inneren Kréfte

o™ (r) = —¢ (r). (3.113)
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3 Materie im elektrischen Feld

Das Potential ¢ (r) der &uleren Krafte wird demnach im Gleichgewicht durch das
Potential der inneren Krifte ¢ (r) kompensiert, sofern das System ausschlieBlich
externen rein elektrostatischen Kriften ausgesetzt ist. Das Dielektrikum befindet
sich fiir 5p) (r) = 0 demnach in einem kréftefreien Zustand, oder es wird festge-
halten.

Es folgt nach dem Gesagten mit

div [6D (r)] = 5p¥) (r) (3.114)
nunmehr
U = /Q Brop (r) 6 (r) (3.115)
- /Q &3 div [6D ()] ¢ (r)
- /Q d*r [~ V6 (r)] - 6D (r) + /Q &r div [ (r) 6D ()]

- /Q d*rE(r) 0D () + [ &r'n’-D ()6 (x').

Im Limes eines unendlich groBen Volumens [Q2] gibt das Oberfléchenintegral iiber
den Rand 0f2 keinen Beitrag. Also folgt

U = / &*rou[n® (r), D (r)] (3.116)
Q
- / &rE (r) - 6D ().
Q
Das elektrische Feld E (r) im Inneren von thermodynamisch stabiler Materie ist so-

mit gegeben als Variationsableitung der Energiedichte u[n*? (r), D (r)] nach dem
Verschiebungsfeld:

ac{z,y,z} (3.117)
du [n@ (r), D (r)]
Bt =5 )

Wir betrachten jetzt den Sonderfall eines linearen Dielektrikums. Wie die Clau-
sius-Mosotti-Relation zeigt, ist die Dielektrizitatskonstante ¢ von der Teilchen-
dichte n(®¥ des Materials abhéngig. Ist diese eine Funktion des Ortes, so ist auch
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3.5 Krafte im isotropen Dielektrikum

e = ¢[n™] mittelbar iiber die Teilchendichte n®» = n) (r) eine Funktion des
Ortes. Somit sind die Felder E (r) und D (r) im isotropen linearen Dielelektrikum
verkntipft iiber die Materialgleichung

D (r) = zoz [n ] E(r). (3.118)

Im allgemeinen ist die Energiedichte eines elastischen Mediums von seinem Ver-
zerrungszustand abhéngig. Im einfachsten Fall ist die Energiedichte des Dielektri-
kums in Abwesenheit von dufleren Coulomb-Kréaften nur von der Teilchendichte
abhéngig, wie z.B. in einer dielektrischen Fliissigkeit:

ul® = 4@ [n(m (r)} : (3.119)
Dann ist die Energiedichte im dufleren elektrostatischen Feld gegeben zu

@] + ;D (r) - E(r) (3.120)

IS
:/—\
=
—~
-
—
I
IS
C

=4 [n(ﬂ)} + %05 [n(m} E(r)-E(r)
1

mD(r) -D(r).

Werden im Inneren des Dielektrikums nun Massen oder Ladungen gegen eine von
auBen wirkende Kraft F©*) mit Kraftdichte £f(**) (r) (im adiabatischen Prozess)
iiberall im Inneren des Dielektrikums von der Gleichgewichtsposition r zu einer
benachbarten Gleichgewichtsposition ' = r +n (r’) verschoben, so kostet das eine
Energie

U— U(O) — _/ d37a/f(eXt) (I'/) -n (r/) . (3121)
Q/

In der folgenden Betrachtung wird die Amplitude |7 (r)| des Verschiebungsfeldes

71 (r) als sehr klein gegeniiber der Ausdehnung |Q|% des Systems angenommen. Im
(statischen stabilen) Gleichgewicht setzt das System den duBeren Kréften dann
entsprechende innere Krifte mit Kraftdichte

f(r) = - (1) (3.122)

entgegen. Somit ist
U-—U© = / &Brf (r) - m (). (3.123)

99



3 Materie im elektrischen Feld

Wir wollen jetzt die Kraftdichte f (r) durch die Teilchendichte n*» und das elek-
trostatische Verschiebungsfeld D (r) ausdriicken. Dazu beachten wir, dass das Ver-

schiebungsfeld n (r) aufgrund der Erhaltung der Teilchenzahl notwendig ein sole-
noidales Vektorfeld ist (siche Anhang C):

divy (r) = 0. (3.124)
Nach dem Gesagten ist
U-uv® (3.125)
[ ou [nV] oY (r) ou (r) 0D
_ 3 b
N /Qd ap> ( on(® ore T 2 5D, o, | T
a€{z,y,z} | D=const be{z,y,z}
ou on(®) oD
:/d3r Z (871(9)) ar = ) 21 7a (r)
@ a€{z,y,z} | D=const @ be{x y,z}
: [ ou on (r) 0¢ (r) 0Dy
:/d3T Z ( Q > - Z Na ()
Q a€{zy,z} | on( D=const 6TU« be{w,y,z} aTb ara

ou o (r) 0 0Dy
onl) > D=const Orq - Z 877“!7 <¢ (x) Orq )

be{z,y,z}

w0 (5 Y 88],3:)]%(1“)

be{z,y,z}
f ou on (r) o)
= [ & K) +o(r ( divD rﬂ o (T
/Q aE{IZ»y z} on D=const Ora ( ) Ora ( ) ! ( )
oD
/d3 Z or ( 8Tb> Na ()
aE{x y,z} be{x,y,z} b e
ou on) (r) op) (r)
= [ &3r — .
/ aE{ny z} |:<an(Q) ) D=const ara " ¢ (r) ar(l :| ! (r)
- X[ e few) G w
a,be{z,y,z} oa or

—0 fiir |Q]—o0

Lassen wir das Oberflichenintegral iiber den Rand 02 auler Acht, so folgt jetzt
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3.5 Krafte im isotropen Dielektrikum

in fiihrender Ordnung bzgl. der Komponenten 7, (r) des Verschiebungsfeldes

ou on¥ (r) op) (r)
_pyo — 3
v v s ‘/Q o Z Kan(g) ) D=const 87‘a " ¢ <r> ara‘ e (r)

ac{z,y,z}
(3.126)
Da das Verschiebungsfeld 7 (r) solenoidal ist, dirfen wir schreiben
o (r) J 1 Q 0
(@)= Y o @) @) -0 @) Y ()
ac{z,y,z} ara ac{z,y,z} 87"a a€{z,y,z} ar“
0
= > [0 )0 @)] -2 ) dive ()
ac{zy,z} 87",1 ——
ta =0
= div [n(ﬂ) (r)m (r)} , (3.127)
und ebenso v
r .
> 2 ) = aiv [p) () )] (3.12)
ae{z,y,z} a
Also folgt
U-uv® (3.129)

= /Q d’r { (a:j(um ) L [n(“) (r)n (r)] + 6 (r) div [,o<f> (r)n (r)] }

Ou[n (V]
= d3r {div {() n (v r }
/Q an(Q) D=const ( )n( )
ou
n @) V. (56 )
an(Q) D=const

i [o) ) 00 )] = o) )0 ) Ve () |

= /Qd:gr{p(f) (r) [V (x)] = ' (r) Ve (azzg)>Dcons‘c } +(x)

=E(r)

ou
+ / d*r'n’ -y (r') (> n (¢')
0Q 871(9) D=const

—0 fiir |Q]—o0

[ @)oo W)

—0 fiir |Q]—o0
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Lassen wir wieder den Beitrag der Oberflichenintegrale iiber den Rand 02 aufer
Acht, so folgt schlieSlich

U—Wm:L&rV”ME@%wWMﬂ%<;%J__ an

- / &rf (r) - m (). (3.130)
Q
Somit lautet der gesuchte Ausdruck fiir die Kraftdichte eines isotropen Dielektri-

kums

ou |n®. D
f(r)=pP (@)E () —n(r)V, ([an(m]) . (3.131)

Der erste Term ist offensichtlich der Coulomb-Kraft geschuldet.
Fir den zweiten Term erhalten wir, in dem wir (3.120) fiir die Energiedichte
eines linearen Dielektrikums einsetzen

ou 0 1
— —_ 9 |,O,® L~ '
(an(ﬂ)>chonst a 871(9) |}L [n } + 2€05 [n(Q)]D (r) D (r)] <3132)

ou'® (a 1 )D(r).D(r)

~ on@ T\ 0n®@ ¢ [n@)] 20
_w® 1 90D @)-D)
0 (g [p@])® On® 2¢0

ou®  Oe {n(Q)} £o

Somit erhalten wir fiir die Kraftdichte f (r) eines linearen isotropen Dielektrikums

w©  Oe [n(D) €0
f(r) = p () E(r) - n® (r) V, (gn(m - 37{1@ | JE(r)-E (r)) (3.133)

w© Oe [n®™ £o
= pY (r)E(r) — n¥ (r)V, (8 Q)> +n (r) Ve (a{n(Q)]QE (r)-E (I')) :
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3.5 Krafte im isotropen Dielektrikum

Wir schreiben jetzt

ou'® ou® ou®)
Q Q Q
ou®
=V, (n(m (r) 8n<9)> Vul [n(m (r)}
ou®
- ( ()
=V, (n (r) (@ )
=V,.PY (r).

Hier ist

Ou® {n(ﬁ) (r)}
on©)

der hydrostatische Druck des Dielektrikums ohne elektrostatisches Feld. In der Tat

gilt

—u® [ (r)] (3.135)

&Br |-V,PO(r)| = [ a*' PO (') =F, 3.136
[ ar] ()] == [ 0P (x) (3.136)
Da n’ die nach auflen gerichtete Flachennormale auf dem Rand 02 bezeichnet, ist
F(© gerade die Kraft, die auf die Oberfliche 992 der Probe mit dem Druck P (r')
einwirkt.

Nach weiteren elementaren Umstellungen folgt

£ (r) (3.137)
0 U (9) Oe {n(ﬂ)}
= (OB )~ VPO () + 20 (1) 9, [ B ) B )
£o 0 Oe |n
= oV (r)E (r) — V.PO (r) + ) Ve (n( ) (r) ;EL(Q) }E (r)-E (r))

de |n®
87[1(9) } Ve (r)] :

=Vye [n(ﬂ)]

—E(r)-E(r)
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3 Materie im elektrischen Feld

Schlieflich erhalten wir die gesuchte Kraftdichte im linearen isotropen Dielektri-
kum zu

£r) = 0B - (

€o

JE()-E (r)) Vee [n@)] (3.138)

+ V,

Oe |n(
—PO () + (ZOE (r)-E (r)) n@ (r) 8[71(9)]] .

Der erste Term proportional zur Dichte pi) (r) ist die Coulomb-Kraft auf die
freien Ladungen, der zweite Term beschreibt eine Kraft, wie sie auf ein inhomoge-
nes Dielektrikum einwirkt, der dritte Term beschreibt den hydrostatischen Druck
pO) (r) und seine Veranderung durch die Elektrostriktion. Letztere hangt von der
Zustandsgleichung des Dielektrikums ab, insbesondere also davon, wie € von der
Teilchendichte nY (r) und der lokalen Temperatur 7' (r) abhingt! Weitere Einzel-
heiten hierzu finden sich im Lehrbuch [LLP84, S. 59-64].

Druckprofil in einer inkompressiblen dielektrischen Fliissigkeit
im homogenen Schwerefeld

Wir berechnen als Anwendung des Resultates (3.138) nun das Druckprofil in ei-
ner inkompressiblen dielektrischen Fliissigkeit (zum Beispiel Ol) im homogenen
Schwerefeld der Erde. Der Kraftdichte f (r) im Dielektrikum wirkt dann die dufle-
re Kraftdichte der Gravitation entgegen

£ (1) = —n (r) mgpe.. (3.139)
Im hydrostatischen Gleichgewicht gilt dann an jedem Ort r im Inneren der Probe

f(r) + £V (r) = 0. (3.140)
Mit p) (r) = 0 und auch (in guter Ndherung) n¥ = const folgt dann iiberall
im Inneren der dielektrischen Fliissigkeit V,e[nY] = 0. Somit verschwinden in
(3.138) die beiden ersten Terme und wir erhalten die lokale Kraftebilanz

@ Oe [n(m}

5
2E(r)-E (r)) n 871(9)} —nYmge, = 0. (3.141)

Ve 5

—PO (r) + (
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3.5 Krafte im isotropen Dielektrikum

Demnach wird der Druck in einem fliissigen Dielektrikum ausgehend von der
Grenzflache zum Vakuum bei r, = 0 mit zunehmender Tiefe r, grofier, wobei
der Gravitation die mit ag[:(g)] gewichtete Energiedichte des elektrostatischen Fel-
des entgegenwirkt. Das Druckprofil als Funktion der Entfernung r, zur Oberfléche

lautet dann

r. <0 (3.142)

Drucksprung an der Grenzflache Dielektrikum — Luft

Wir betrachten die Grenzflache r, = 0 zwischen einem homogenen isotropen Di-
elektrikum mit Teilchendichte p() und Dielektrizititskonstante e(/) = ¢ > 1), das
den Halbraum r, < 0 ausfiillen mége, und Luft (¢/D = ¢ = 1) im Halbraum
r, > 0. In Gegenwart eines elektrostatischen Feldes E (r) gilt, dass die Tangenti-
alkomponente E; (r) und die Normalkomponente D,, (r) des elektrischen Verschie-
bungsfeldes D (r) = goc[nY]E (r) beim Gang durch die Grenzfliche stetig sind.
Wir schreiben dann fiir ein isotropes lineares Dielektrikum

1

E(r)=E;(r)+E, (r) =E;(r) + WDH (r) (3.143)
By (1) B, (1) = 0= B (1) D, (1)
und weiter
(2B @) Ew) Ve [0 (3.144)
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3 Materie im elektrischen Feld

Da wir keine freien Ladungen betrachten, gilt p¥) (r) = 0. Somit folgt jetzt aus
(3.138) fiir die Kraftdichte im Dielektrikum ) =& > 1

o (3.145)
f(r)=— F;Et (r) - E (r)] Ve [n(Q)} + {Q;Dn (r) - Dn (r)] Ve (ff[nl(m]>
Je (n@
+ Ve |-PO () + (TEE) - Bm) 0@ 1) a[nu} ’

wihrend der entsprechende Ausdruck im Dielektrikum e!?) = ¢ = 1 (Luft) alleine
durch den Druckgradienten bestimmt ist

r, >0 (3.146)
f(r) =V, [P ().

Wir berechnen jetzt das Integral

NEs

I (x®;200) = / dsf(s), (3.147)

wobei der Punkt r!) = re, im Halbraum r, < 0 liegt, und der Punkt r{//) =
ri!e, im Halbraum 7, > 0. Es folgt, indem wir abkiirzen P = PO (r") und
PUD = pO) (1)) das Ergebnis

I (x®;rth) (3.148)
— p) _ pui
(1) 9D
€0 (DY . g (DY) 0P (Son ) w (vD)) 0 0F
+(2E(r ) E()) o5 m — (FEED)-EY))p 055
=0
S0 - -
_ E . ©)
/r(I) ds |: B Et (I‘) Et (I‘)} Vrs [TL :|

LD

+ [, ds [QiODn (r) - Dy, (r)} Vi (6[%1“’)]) '
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3.5 Krafte im isotropen Dielektrikum

Im Grenzwert |r!) — rUD| — 0 folgt dann, da E; (r) und D, (r) beim Gang durch
die Grenzflache stetig sind

I
0= pt_ pun _ n0? FUE(I) . E(I)]

P g0 |2 o
r2
— @Egn . El(t[) ds - Ve [n®
r.=0Jr)

r2 1
D). D(I)] ds -V, [ ———
+ |:2€0 " " r,=0 r(1 S v £ I:/]’]/(Q)]

I
_py _ pun _ moe? [é‘OEm.E(I)]
ap(l) 2 —

~[oE0 B (o - o
7r2=0 .

=l—¢
1 L
“po.pw|] [ L 1
—cpermll) () -1-2

Der Betrachtung entnehmen wir jetzt den hydrostatische Druckunterschied zwi-
schen auBen (Luft mit /Y = ¢ = 1) und innen (Dielektrikum mit e) = ¢ > 1)
7Zu

AP = pi) _ pU) (3.149)
I
_ o FOEa) . Eu)]
8p(1) 2 r,=0"
+(e—1) BE?) : Eﬁ”] te(e—1) B‘JE;I) : E;”]
r,=0 r,=0

Aus dieser Relation ldsst sich z.B. iiber die Zustandsgleichung e = ¢[p!)] die Dichte
p) der dielektrischen Fliissigkeit nahe der Oberfliche in Abhéngigkeit vom elek-
trostatischen Feld E(Y) durch eine Messung des Drucksprungs AP an der Oberfli-
che bestimmmen.
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3 Materie im elektrischen Feld

3.6 Elektrostatischer Spannungstensor im isotropen

Dielektrikum
Wir zeigen jetzt, dass die Kraftdichte (3.138) als Divergenz eines (3 x 3)-Tensors

Top mit a,b € {z,y,z} dargestellt werden kann. Dazu nehmen wir (3.131) als
Ausgangspunkt und schreiben

fo(r) = p(f) (r) E, (r) — n® (r) a?a (57&2)) ) (3.150)
Wir formen um
P (r) E, (r) = [divD (r)] E, (r) (3.151)
0

0
= o (DyE,) — Db%Ea (Summenkonvention!).

Nun gilt fiir elektrostatische Felder

rotE(r) =0 (3.152)
0 0
g =28,
oryp or, b
Ferner ist
O u |nt, DI (3.153)
© 9D, ’
Wir beobachten (Summenkonvention!)
0 ou
() B CY) B
o (u [n ,D} e DCEC> (3.154)
ou on® ou OD. OnY Ou @ 9 ou
= + — —nt—
on® or, oD. Or, or, On®) Ory \ On(®
——
(3‘1:53)Ec

0 0
- (ach) Be = De (aE)

0 Ju 0
— _ @ = _ D
= n ara <8n(9) ) -DC 67“(1 Ec.
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3.6 Elektrostatischer Spannungstensor im isotropen Dielektrikum

Somit folgt mit (3.152) und (3.154) fir die Kraftdichte (Summenkonvention be-
achten!)

a,b,c € {z,y,z}

5 9 0 ( ou
KGN S BN
fa(r) = 5y, DoFa) = Do Be =m0 () 5 (anm))
(DyE,) +

d d ou

_ @ pl — p® _

Oy “ O, <u D] = On DCEC)
9 g WDy + dap [ @ D} @ 2 p | (3.155)
a - a ) an(ﬂ) ctc

Demnach ist der elektrostatische Spannungstensor T, (r) im Dielektrikum gege-
ben zu

a,b,c € {z,y,z} (3.156)

ou [n), D
Ta,b (I‘) = Ea (I‘) Db (I‘) + 5a,b (u [n(Q)7 D} — n(Q) (r) {an(ﬂ)} — Dc (I‘) EC (I‘))

Fiir die Kraftdichte folgt dann die gesuchte Darstellung als Divergenz eines (3 x 3)-
Tensors:

a,b e {r,y,z} (3.157)
9, 9, 9, 0
fa(r) = 87’(,Ta’b (r) = a—rxTa,x (r) + T@Ta’y (r) + @Ta’z (r).

Der Vorteil so einer Darstellung fiir die Kraftdichte f, (r) als Divergenz des elektro-
statischen Spannungstensors T, (r) ist, dass das Volumenintegral tber die Kraft-
dichte in ein Oberflaichenintegral verwandelt werden kann. Die auf den Korper €2
wirkende Kraft ist dann nach dem Satz von Gauf} gleich dem Oberflachenintegral
iiber die Flache 02 mit nach auflen orientiertem Normalenvektor n’, wobei der
Integrand jetzt gleich der Flachenkraftdichte T, (r') nj, ist:

F, = /d3rfa /d%— o ( (3.158)
—/ d27“/ Tab )
— d2 /Ta
o0 b< )
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3 Materie im elektrischen Feld

Im linearen isotropen Dielektrikum gilt fiir die Energiedichte u[n¥, D] der Aus-
druck (3.120). Einsetzen ergibt unter Beachtung der Definition des Drucks P® fiir
den elektrostatischen Spannungstensor im linearen Dielektrikum sowie der Identi-

tat (3.132) fur Quln“ "Dl qas Ergebnis

on(€)
Tos (v) = Eq (r) Dye) + 0ap (u<°> (@] + éD (r) E(r) (3.159)
ou® Oz |n| o
—n® on@ aa(ﬂ) } §E (r)-E(r) D(r) - E(r)

= E, (1) Dy (r) + dap (U(O) {n(ﬂ)} — (¥ (r)
—— PO [n®)]

Oe [n(m} £

+n(Q) (r) O

E(r)-E(r)—;D(r)-E(r)).

Somit lautet der elektrostatische Spannungstensor im linearen isotropen Dielektri-
kum

Ty (r) = E, (r) Dy (r) + 64p ( — PO )] (3.160)
Oe {n(m} c 1
Q 0
+ nl >(r)W5E(r)-E(r)—§D(r) ‘E(r) |.
Fiir Vakuum e = 1 folgt hieraus der elektrostatische Spannungstensor zu
a,b e {x,y,z} (3.161)
1
T (v) = &0 (o (v) By (1) = du5 B (0)])

Kraft auf Leiteroberflaiche im Vakuuum

Wir berechnen mit Hilfe des elektrostatischen Spannungstensors die Kraft auf eine
ebene ideal leitende Oberfliche 02 mit Flachennormale n im homogenen elektro-
statischen Feld. Im Auflengebiet des Leiters {2 sei Vakuum, die Grenzfliche zum
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3.6 Elektrostatischer Spannungstensor im isotropen Dielektrikum

Vakuum sei die Ebene r, = 0, demnach n = e,. Dann bestimmt sich im elektro-
statischen Feld E (r) die Kraft auf den Leiter €2 zu

1 2
Fa :/ d2 /Ta / /:/ d2 /! (Ea / E / _5a - E / ) ;
AT b (T ng o470 (') By (r') = dap; [E ()] | ezp

= 109 2o (B () B2 () = 805 B () (3.162)

r’'€dN)

Da das elektrische Feld an der Leiteroberfliche keine Tangentialkomponente be-
sitzt, d.h. E, (1) |rean = 0 = E, () |rean, folgt jetzt bezogen auf den Flacheninhalt
|09 fiur die kartesischen Komponenten der Kraft

£
F. = (09| 5 B (r) |veon (3.163)
F,=F,=0.

Die Flachendichte der Ladungen auf der Oberfliche eines idealen Leiters ist nach
(3.15) durch die Normalkomponente des elektrischen Feldes gegeben zu

w(aﬂ) (I‘) ’rE@Q =&y [ez'E (r)]reaﬂ (3164)
= ¢eok, (1“) |reaQ-

Dann folgt fiir die Kraftdichte an der Oberflache

r € 09 (3.165)
() = gy = ) = 5 () B ),

was mit dem frither gefundenen Resultat (3.107) tibereinstimmt. Da der Normal-
vektor n nach auflen orientiert ist, herrscht an der Grenzfliche 0f) eines idealen
Leiters mit dem Vakuum ein negativer Druck proportional zur Energiedichte des
elektrostatischen Feldes am Ort der Oberflache.
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4 Strome in Ohmschen Leitern

Ein lokales elektrisches Feld E vermag im Inneren eines leitenden Materials (zum
Beispiel Silber, Kupfer, Niob, Graphit, dotiertes Silizium, Halbleiter-Heterostruk-
turen, Polyacetylin, ...) die dort befindlichen itineranten (beweglichen) Ladungs-
trager (Elektronen, Locher, Tonen) zu beschleunigen, wobei negative Ladungen
antiparallel zu E flieBen. Als Reaktion auf das Vorhandensein eines elektrischen
Feldes E flieit dann ein stationdrer elektrischer Strom mit Stromdichte j, da der
Beschleunigung von beweglichen Ladungstrédgern durch ein elektrisches Feld in
normal leitenden Materialien Reibungskréfte entgegenwirken, die aus vielen ein-
zelnen Stoffprozessen zusammengesetzt sind. In einem metallischen Leiter wie zum
Beispiel Kupfer wird so bei jedem dieser Stofle Energie und Impuls zwischen den
elektronischen Anregungen (Quasiteilchen) nahe der Fermikante und den um ihre
Gleichgewichtsposition an Gitterplatzen schwingenden lonen ausgetauscht (FElek-
tron-Phonon- Wechselwirkung), was dann zu einer Verschiebung der Verteilungs-
funktion der mobilen Quasiteilchen proportional zur angelegten Feldstéarke fiihrt.
Die bei der Beschleunigung der beweglichen Ladungstriager im elektrischen Feld
gewonnene kinetische Energie wird durch die Elektron-Phonon-Wechselwirkung
an kollektive Schwingungszustédnde (Phononen) der lokalisierten Gitterbausteine
iibertragen, was ein irreversibler Prozess ist.

Wenn ein leitendes Material 2 einen stationaren Strom tragt, wird demnach mit
konstanter Rate Entropie und damit pro Volumenelement dV = d3r des Materials
Joulesche Warme mit einer Leistungsdichte

ap
av

—j()-E@) (4.1)

erzeugt. Die gesamte Warmeleistung im betreffenden Volumen |€2| des Leiters ist
demnach

, d
P = /Q a’rj (r) - E(r) = - €. (4.2)
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4 Strome in Ohmschen Leitern

In den meisten leitenden Materialien, seien es Festkorper oder Fliissigkeiten, sind
nach den Untersuchungen von G. S. Ohm (1825) Stromdichte j(r) und lokale
Feldstérke E (r) linear verkniipft

j(r)=oE(r), (4.3)

wobei die Gleichstromleitfdhigkeit o eine spezifische Materialkonstante ist (Ohm-
sches Gesetz).

Da durch eine Querschnittsfliche F mit der Flachennormalen n’ in einem Leiter
insgesamt ein Strom

[= /f a2’ - (r') (4.4)

fliet, und der Strom [/ in Einheiten von [A] gemessen wird, hat die Stromdichte
j(r) die Dimension [%} Da die elektrische Feldstirke |E (r)| in [%} gemessen

wird, hat somit die Leitfdhigkeit o die Dimension [ﬁ}

Verschiedene Materialien konnen eine extrem unterschiedliche Leitfahigkeit o
besitzen, wie G. S. Ohm bereits um 1825 in seinen fiir die damalige Zeit sehr préa-
zisen Messungen feststellte. Die hochste Leitfahigkeit aller Metalle bei ambienter
Temperatur von 300 [K] besitzt Silber 048 ~ 6.1 x 10° {ﬁ}, an zweiter Stelle

kommt reines Kupfer o ~ 5.8 x 10° [miV}

Im Unterschied zu den Metallen sind in einer elektrolytischen Flissigkeit beim
Anlegen eines elektrischen Feldes nun die Ionen mobil und tragen so einen Strom.
Zwar hat destilliertes (demineralisiertes) Wasser eine auflerst geringe Leitfahigkeit
von 5 x 1076 [ﬁ} Werden aber reinem Wasser z.B. Salz, Sduren oder Basen
hinzugefiigt, so dass freibewegliche Ionen in Losung gehen, dann nimmt die Leitfa-
higkeit um mehrere Gréflenordnungen zu. Die Leitfahigkeit von Leitungswasser ist
~5x 1072 {m;“‘v}, die von Meerwasser ~ 5 [mi\/} Deshalb darf man einen elektri-
schen Brand nicht mit Leitungswasser zu loschen versuchen, denn dessen Salzge-
halt macht es hinreichend leitfahig, so dass durchaus das Risiko eines Stromschlags
besteht.

Bei Halbleitern wie Silizium oder Germanium héngt die Leitfahigkeit von ver-
schiedenen Faktoren wie Temperatur, Druck oder Belichtung ab. Fiir technische
Anwendungen in der Elektronik kann die Leitfadhigkei eines Halbleiters durch ge-

zielte Einlagerung von Fremdatomen (Dotierung) erheblich verédndert werden.
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4.1 Relaxationszeit fiir freie Ladungen im Ohmschen Leiter

Moderne HEMTs (high electron mobility transistor) auf Basis der Eigenschaften
des 2D-Elektronengases, wie es an der Grenzfliche von geeignet modulationsdo-
tierten halbleitenden Heterostrukturen wie dem AlGaAs/GaAs oder AlGaN/GaN
existiert, ermoglichen heutzutage die Konstruktion entsprechend rauscharmer Mi-
krowellen-Verstérker, die z.B. im sog. LNB (low noise block) einer Satellitenschiis-
sel zum Einsatz kommen. Allerdings ist die Leitfadhigkeit fiir Elektronen in solchen
Heterostrukturen nicht durch das Ohmsche Gesetz gegeben, sondern von der Feld-
starke abhéngig, das heifit die Strom-Spannungs-Kennlinien sind nicht linear.

4.1 Relaxationszeit fiir freie Ladungen im Ohmschen
Leiter

Wir zeigen jetzt, dass ein Uberschuss von freien Ladungen im Inneren eines Ohm-
schen Leiters im Lauf der Zeit stets abgebaut wird. Sei zum Zeitpunkt ¢ = 0 am
Ort r im Inneren eines Leiters eine Dichteverteilung p) (r, 0) von freien Ladungen
vorgegeben. Aus der Kontinuitatsgleichung folgt durch Einsetzen von (4.3) fiir ein
dielektrisches leitendes Material mit konstanter Leitfahigkeit o und und konstanter
Dielektrizitatskonstante e:

0= gtp(f) (r,t) +divj(r,t) (4.5)

_ gt P (r,1) + div [0E (r, t)]

= ap(f) (r,t) 4+ div {UD (r, t)]

_ 9 T g
ETlA (r,t) + cor div [D (r, )]

— LD+ LD (e )
5" (r, )+50€p (r, )

Es folgt als Losung dieser Anfangswertaufgabe
o () = exp (=t) o) (1.0) . (4.6)
€€

Da Ladungen ja nicht tatséchlich verschwinden kénnen, beschreibt die Gleichung
einen Konversionsprozess, bei dem die tiberschiissigen freien Ladungen im Inneren
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4 Strome in Ohmschen Leitern

des Materials abgebaut werden und dafiir an der Oberflache des Leiters akkumu-
lieren. Die Zeitkonstante fiur diese Konversion ist

r= (4.7)

o
Je grofler die Leitfahigkeit, desto schneller wird demnach eine diberschiissige La-
dungsdichte mobiler Ladungstriager aus dem Inneren eines Leiters verschwinden.

Es gibt dabei fiir verschiedene Materialien erhebliche Unterschiede:

Leiter Relaxationszeit 7

Kupfer (Cu) 1.5 x 10719 [g]
Quartz (SiOy) 4.4 x 10°%[s] = 51.2 [Tage]

Wiahrend Quartz anndhernd ein perfekter Isolator ist, kann Kupfer bis in den
Bereich hoher Frequenzen wr < 1 als idealer Leiter angesehen werden. Solange
man nicht an extrem rasch verlaufenden Einschaltvorgingen interessiert ist, kann
man in ausgezeichneter Naherung fiir metallische Leiter auch in Gegenwart zeitlich
veranderlicher Felder postulieren

rc (4.8)
divj(r,t) =0 falls wr < 1,

das heifit ein zu einem bestimmten Zeitpunkt vorhandener Uberschufl freier La-
dungen findet sich nach Verstreichen einer extrem kurzen Zeitspanne 7 ~ 10719 [s]
nicht mehr im Inneren eines stromtragenden metallischen Ohmschen Leiters, al-
lenfalls auf seiner Oberflache!

Kirchhoffsche Knotenregel

Fiir ein leitendes Material, das ein Volumen || einnimmt, bedeutet die Relation
(4.8) es flieflen in jedem Augenblick genauso viele Ladungen durch die Oberflache
0€2 in das Gebiet hinein wie hinaus

d*r'n’-j(r',t) = 0. (4.9)
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4.2 Quasi-stationare Strome und Felder

Abbildung 4.1: Knotenpunkt mit zu- und abflieBenden Stromen

Auf diesem Sachverhalt beruht die Kirchoffsche Knotenregel in elektrischen Netz-
werken

ST I (t) = 0. (4.10)

Entsprechend der Konvention werden hineinfliefende Strome als positiv, hinaus-
flieende als negativ gezéahlt. Die Knotenregel (4.10) ist auch fir harmonische
Wechselstrome 1™ (t) = Re[I™ (w)e ™! giiltig, sofern die Wellenlinge \ = $
im Vergleich zu den Abmessungen des Netzwerks makroskopisch grof§ ist, so dass
Retardierungseffekte innerhalb des Netzwerkes keine Rolle spielen.

4.2 Quasi-stationare Strome und Felder

Zeitlich veranderliche Stromverteilungen j (r,t), die im Inneren eines Ohmschen
Leiters die Gleichung (4.8) erfiillen, heiflen quasi-stationdr. Wir betrachten nun
quasi-stationare elektromagnetische Felder und Stréme mit harmonischer Zeitab-
hangigkeit:

o))

B (r,t) = Re [B (r,w) e ] (4.11)
E(r,t) = Re [E (r,w) e_m}
j(r,t) =Re [j(r,w) e’m] :
Hier ist w = 27 f die Kreisfrequenz. Selbst im sog. Hochfrequenzbereich f ~
10'° [Hz] ist die zugehorige Wellenlinge A = < ~ 3 x 1072 [m] im Vakuum ma-

kroskopisch grof3, so dass auch dann im Inneren eines Ohmschen Leiters ein linea-
rer lokaler Zusammenhang (4.12) zwischen Stromdichte und Feldstdrke besteht,
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4 Strome in Ohmschen Leitern

und zwar fiir die Fourieramplituden j (r,w) und E (r,w), wobei die Leitfahigkeit
o = o (r) eine Materialkonstante ist:

o~

jr,w) =0 () E(r,w). (4.12)
Fiir hinreichend niedrige Frequenzen

W< — (4.13)
£o€
kann der Beitrag des Verschiebungsstromes im Inneren eines metallischen Ohm-
schen Leiters ohne weiteres als klein gegentiber dem Ohmschen Strom betrachtet
werden und wird deshalb vernachléssigt:

0 . o —iwt
aD (r,t) = Re [—zwaosE (r,w)e }

j(r;t) =Re [j(nw) e’m] = Re {0]:3 (r,w) e’i‘”t}
ID (r,t
“? 0] _ wene < 1. (4.14)
j (r,1)] o

Fir einen ruhenden (und auch nicht magnetisch geordneten) Ohmschen Leiter
mit ortsabhangiger Leitfahigkeit o = o (r) und Dielektrizitidtskonstanten e = ¢ (r)
kénnen wir im Inneren des vom Leiter eingenommenen Volumens €2 die relevan-
ten Gleichungen der Elektrodynamik fiir Ohmsche Leiter untAer ZuhilfenahAme der
Maxwellschen Gleichungen (1.22) fiir die Fourieramplituden E (r,w) bzw. B (r,w)
der elektromagnetischen Felder fiir nicht zu hohe Frequenzen angeben zu

W< ;8 (4.15)
recf)
rot B (r,w) = kuoj (r,w)
j(r,w) =0 (r)E(r,w)
rot E (r,w) = iwB (r,w)
div B (r,w) = 0.

Die Bedingung (4.8) ist dabei immer erfiillt, denn div rot B (r,w) = 0.
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4.3 Ohmscher Widerstand und Kapazitat

Ist A, die Skala der rdumlichen Variation der elektromagnetischen Feldamplitu-
den E (r,w) und B (r,w), so soll zusétzlich gelten

V.o ()] < U;I) (4.16)
e (r)
o

Ve (r)] <

da anderenfalls zur Beschreibung der elektrodynamischen Figenschaften der kon-
densierten Materie nicht lokale Integralgleichungen verwendet werden miissen.

4.3 Ohmscher Widerstand und Kapazitat

In der Elektrostatik ist das elektrische Feld im Inneren eines idealen Leiters gleich
Null. Das gilt aber nicht mehr fiir Ohmsche Leiter im stromtragenden Zustand!
Zwar ist das elektrische Feld fir einen stationdren Strom immer noch wirbelfrei,
d.h. im Inneren eines Leiters {2 mit isotroper Leitfahigkeit o (r) gelten die aus den
Grundgleichungen (4.15) fir den Spezialfall w — 0 folgenden Gleichungen

(4.17)

und es existiert demnach in Gegenwart einer stationdren Stromdichte j (r) eine
Potentialfunktion ¢¥ (r), so dass im Inneren eines Ohmschen Leiters gilt

E(r) = —V,¢ (r) (4.18)
ir) =0 () [~V (r)].
Aber ein wesentlicher Unterschied zur Elektrostatik besteht darin, dass das Poten-
tial ¢ (r) jetzt im Inneren des Ohmschen Leiters ortsabhéngig ist, wiahrend das

Potential ¢ (r) in der Elektrostatik nur aulerhalb eines Leiters rdumlich variiert,
wéahrend es im Inneren eines (idealen) Leiters tiberall konstant ist!
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4 Strome in Ohmschen Leitern

Demnach lautet die Bestimmungsgleichung fiir die Potentialfunktion ¢(* (r) im
Inneren eines stromtragenden Ohmschen Leiters

div [—o (r) V¢! (r)] = 0. (4.19)

Fiir konstantes (isotropes) o ist das Potential () (r) eines Ohmschen Leiters im
stationdren stromtragenden Zustand natiirlich eine Losung der Laplace-Gleichung.

Diskutieren wir nun die Randbedingungen fiir einen Ohmschen Leiter €2, dessen
Oberfliche 9 aus verschiedenen disjunkten Teilen 9Q® und 9Q® zusammenge-
setzt ist, ein Teil 0N nicht leitend, der andere 9Q® metallisch leitend:

90 = 09" U oW (4.20)
00" N oW =g

Es bezeichnet jetzt 00 eine nichtleitende gemeinsame Grenzfliche des Ohmschen
Leiters (2 mit einem perfekten Isolator QU522 (zum Beispiel Vakuum), wihrend
000 eine leitende gemeinsame Grenzfliche von  mit einem anderen leitenden
Material im Gebiet Q(-eiter) jst

o0 = 90 N pQiselator) (4.21)
900 = 90 N o Leiter),

Auf der Grenzfliche 90 ist dann die Normalkomponente der Stromdichte gleich
Null, wenn man sich der Grenzfliche aus dem Inneren von €2 her néhert:

r' € 900 (4.22)
n'-j(r')=0.

Folglich kann im stromtragenden Zustand die elektrische Feldstarke an der Grenz-
fliche 90 eines Ohmschen Leiters (mit isotroper Leitfihigkeit o) zu einem Iso-
lator nur tangential zur Oberflache orientiert sein

" E (r')]yconn =0 (4.23)

Da freie tiberschiissige Ladungen nicht im Inneren, sondern auf der Oberfliche 052
eines Ohmschen Leiters €2 akkumulieren, werden diese, wenn sie sich auf einer
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4.3 Ohmscher Widerstand und Kapazitat

\\W *

Abbildung 4.2: Ein eIektrlscher Konta %n zwei Ohmschen Leitern Q) und
QUD wird hergestellt du effizienten Ladungstransport durch die
Grenzflache 9Q1D).

solchen Grenzfliche 902 befinden, bei einem sehr guten Leiter €2, wie etwa Silber
oder Kupfer, dann sofort an der Oberflache des Leiters entlang der durch E (r’)
vorgegebenen Richtung in tangentialer Richtung abfliefen, falls o (r) |,cg0m # 0
ist!

Man spricht von einem elektrischen Kontakt zwischen zwei Ohmschen Leitern
QU und QUD | siehe Abbildung 4.2, wenn durch deren gemeinsame Grenzfliche

oD = 9O ) n QU D (4.24)

ein effizienter Transport von Ladungstrigern moglich ist. Demnach fliefit tiber
einen elektrischen Kontakt mit Kontaktfliche |0Q71)| ein Strom I"1) in Rich-
tung der von Q) aus betrachtet nach auBen orientierten Flichennormalen n’ von

oQWD | wobei gilt

iq“”) + 1D — . (4.25)
Hier ist ¢/ die betreffende auf der Kontaktfliche 0QU) befindliche freie La-
dung, die als Strom 1D abflieBt oder zuflieBt. Diese freie Ladung ist das Inte-
gral der Flichenladungsdichte w»I1) (¢') iiber die betreffende Grenzfliche 9Q11),
Handelt es sich bei QUY) um einen sehr guten metallischen Leiter, so nennt man
oI eine Elektrode.

Im Unterschied zur Grenzfliche zwischen einem Ohmschen Leiter und einem
Isolator gilt fiir die von einer stationdren Stromdichte j (r) durchflossene gemein-
same Kontaktfliche 9QU) von zwei Ohmschen Leitern Q) und QUD | dass auf
der Elektrodenfliche 9Q@!1) nun die Tangentialkomponente der elektrischen Feld-
starke identisch verschwindet:

0 AE ()] o = 0. (4.26)
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4 Strome in Ohmschen Leitern

Wir betrachten jetzt zwei Ohmsche Leiter Q) bzw. QU1 charakterisiert durch
eine Leitfahigkeit oD bzw. oD und eine Dielektrizititskonstante (D) bzw. ¢UD.
Dann kénnen wir die Flichenladungsdichte w!>/D) (r') der freien Ladungen auf der
Kontaktfliche 9Q(1) allein durch die Normalkomponente n’ - j (r') der iiber den
elektrischen Kontakt flieBenden Stromdichte ausdriicken:

r' € o0 (4.27)
o@D (r)=n'- :D(H) (r') — DO (r')}
—n'. :gog(II)E(U) (r') — goe VED (r’)}
- _ﬂjm)( " ﬂjm r/)]
o (D) )

(1) n
. 605 506 2 /
- l o@D~ oD ]n ().

Beim Ubergang zur letzten Zeile wurde verwendet, dass die Normalkomponente
n’ - j(r') beim Gang durch eine leitende Grenzfliche 9QU1) stetig ist, eine direk-
te Konsequenz von (4.8). Die auf der Elektrodenfliche |[0QUD| befindliche freie
Ladung ¢! fiir eine stationire Stromverteilung j (r') ist demnach

(1I1) _ B2 o TID (f
q /ag(ul) r'w (r')

o, [e0e™D D], .,
oun — om | J ().

~ Jaaun

Fiir metallische Leiter ist allerdings ¢¥ bzw. oD derart groB, dass der Effekt als
klein anzusehen ist.

Wir betrachten ein leitendes Gebiet (2 mit isotroper Leitfihigkeit 0¥ (r), das
von einem Isolator Q(#°) ymgeben ist und das jetzt iiber zwei Elektroden mit
zwei anderen leitenden Gebieten Q) bzw. QUD im elektrischen Kontakt verbunden
ist. Die Oberfliche 02 von € besteht somit aus disjunkten Partialflichen (siehe
Abbildung 4.3), einmal aus der Grenzfliche 9Q® = 9Q N 9QI*12tr) zum Isolator,
und zum anderen aus den beiden Elektrodenfléchen

QW = 90 n o) (4.28)
9Q® = o0 n oD,
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\\N\\@mmnd und Kapazitat
Abbildung 4.3: Ohmscher Leiter 2 mit elektri : @ und 903,
und Grenzflache 9Q®.

Somit:

90 = 00W U aQ® U on® (4.29)
00" N oW = = 90" no®
o9 N o = 0.
Durch die Elektrode Q) C Q flieft nun ein stationdgrer Strom IV in das Gebiet
hinein (Fldchennormale n’ antiparallel zu j|, . 5qa)), und durch die zweite Elektrode

00® c 00 flieBt entsprechend ein stationérer Strom I aus dem Gebiet § hinaus
(Fldchennormale n’ parallel zu j|,..gqe ). Dabei gilt fiir die Stréme

k=1,2 (4.30)
0= [ gl

durch die betreffenden Kontaktflichen 0Q%) vollumfinglich die Kontinuititsglei-
chung:

k=1,2 (4.31)
d
(S 1
al T
W41 =0
¢ 4 q? =0

Der hineinflieBende Strom IV ist, da es nur zwei Elektroden gibt, natiirlich gleich
dem (negativen) des hinausflieBenden Stroms I?). Entsprechend der Konvention
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4 Strome in Ohmschen Leitern

werden in das Gebiet 2 hineinflieBende Strome als positiv, hinausfliefende als
negativ gezahlt.

Gesucht wird nun die Potentialfunktion ¢¥ (r) im Inneren von € als Lésung von
(4.19), ergénzt durch die entsprechenden Randbedingungen auf den Grenzflichen
0QM  99®@ und 9Q@ der Oberfliche 0

k=1,2 (4.32)
WAV ()] =
[gb(ﬂ) (r/)}r’eaﬂ(’c) = ¢®) = const
[n’ Ve (r’)}

Die Spannungsdifferenz zwischen den Elektroden ist dann, da das Feld im Inneren
eines Ohmschen Leiters in Gegenwart von stationdr flieBenden Stromen wirbelfrei
ist, gegeben zu

U2 — g0 _ 4@ — /
c

redn®

- (@)
00,200 ds [ Vso (s)] : (4.33)
Hier ist C[r(") r®] ein Pfad durch das Innere von € vom Ort r € 9QW) zum
Ort r® € 99Q®. Der Ohmsche Widerstand R der betrachteten Anordnung von
Elektroden fiir das Gebiet €2 ist dann der Quotient

[(1.2) B fc[r(l)m@)] ds - [_vs¢(9) (S)}
I foqm &P’ [0 (1) V,ep©@ (/)]

O.B.d.A. ist R > 0. Anderenfalls wird ¢V gegen ¢ getauscht, bzw. es wird der
Pfad C[r™", r®] durch den inversen Pfad C[r®, r(] ersetzt.

Die gestellte Randwertaufgabe ist in der Tat vollig dquivalent zum Problem, die
Kapazitit CY eines Dielektrikums mit Dielektrizititskonstante ¢ (r) in einem
Gebiet €2 mit gleicher geometrischer Gestalt zu ermitteln, auf dessen Oberfliche
09 zudem auf identische Weise die Elektroden 02" und 9Q?) aufgebracht sind.
Im Unterschied zur vorherigen Aufgabenstellung fiir den Ohmschen Leiter ist jetzt
das elektrostatische Potential ¢ (r) im Inneren von 2 Losung der Randwertaufgabe

R:

(4.34)

re (4.35)
div [—epe (r) V¢ (r)] = 0,
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4.3 Ohmscher Widerstand und Kapazitat

wobei auf 90QW, 903 und 9Q@ die entsprechenden Randbedingungen fiir leitende
bzw. isolierende Grenzflichen vorgegeben sind:
k=1,2 (4.36)
' A V¢ (t)]epamw =0
(¢ (r/)]r/eamk) = const = ¢
" Vié ()] epam = 0.

Die auf den Oberflichen der Elektroden 900 influenzierten Ladungen sind dann
bestimmt zu

(k)

[=1,2 (4.37)
0 — 2.0 0 [ / /
q /mmdrn [—eoe (r') Ve ()]

wobei
¢V +¢? =0. (4.38)
Die Kapazitat der betrachteten Anordnung ergibt sich mit
U@m:¢n_¢m:/’ ds - [~V (3)] (4.39)
C[r(l),r@)]
nun zu

g _ Joow d*’'n’ - [—e0e (') Vi (1')]
Ut Je[r pe2] d8 - [~ Vs (s)]

O.B.d.A. ist C' > 0. Anderenfalls wird ¢ gegen ¢® ausgetauscht.

Wir betrachten jetzt den Fall, dass die raumliche Verteilung von der dielektri-
schen Funktion ¢ (r) im Inneren eines Gebietes §2 proportional zur rdumlichen Ver-
teilung der Gleichstromleitfahigkeit o (r) im gleichen Gebiet (2 ist. Gleiches Gebiet
Q bedeutet hier mit gleicher Aufteilung der Oberfliche 9Q = 9Q® U 9QM U ONA)
in isolierende und leitende Grenzflichen. Demnach

O —

(4.40)

e(r)=¢e-v(r) (4.41)
o(r)=0-v(r)

€ = const

o = const
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4 Strome in Ohmschen Leitern

mit ein und derselben dimensionslosen Verteilungsfunktion v (r). Dann ist

refl (4.42)
¢ (r) =0 (r),
und es folgt nach dem Gesagten die universelle Relation

Uod g0 g

RC = 7 UG~ (4.43)
_ Jooo &'’ - [—eoe (1) V2o ()]
Joam d’rm’ - [—o (r') ARG (r')]
_ G
-
Damit ist also:
£o€
RC = —. (4.44)
o

Kennt man die Kapazitit C' eines Dielektrikums mit der Dielektrizitédtskonstanten
e(r) = - v(r) in einem Gebiet Q mit der Oberflichenaufteilung 9Q = 9Q® U
00W U 00| so ist der Widerstand R eines Ohmschen Leiters mit Leitfihigkeit
o (r) = o-v(r) im selben Gebiet 2 mit identischer Oberflachenaufteilung 0 durch
die Relation (4.43) festgelegt und umgekehrt!

Plattenkondensator

Ein homogener Ohmscher Leiter mit Leitfahigkeit o, der den Raum zwischen zwei
planparallelen Elektroden der Flache |F| im Abstand d ausfillt (Plattenkonden-
sator) hat demnach einen Widerstand

1 ege
R=——. 4.45
C o (4.45)
Wird der Raum zwischen den Elektroden mit einem homogenen Dielektrikum e

gefiillt, so ist bekanntlich die Kapazitit der Anordnung
7]

C = 5057. (446)
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4.4 Der Skin-Effekt

Demnach ist der Ohmsche Widerstand von der Leitfahigkeit ¢ und von der Geo-
metrie abhéangig:

a1

R= Fio (4.47)

Koaxialkabel

Entsprechend hat ein Koaxialkabel der Lange L, mit innerem Radius a und au-
Berem Radius b > a, in dessen Innerem a < r < b sich leitendes Material mit
Leitfdhigkeit o befindet, einen Widerstand

R=-"" (4.48)

wobei der Strom in radialer Richtung fliesst. Die Kapazitdt der entsprechenden
Anordnung als zylindrischer Kondensator ist bekanntlich

2n L

C = 5051n (3) (4.49)
Somit (b)
ln a 1
R=— 2. (4.50)

4.4 Der Skin-Effekt

GeméB (4.15) bildet sich im Aufenraum eines von Strom durchflossenen Leiters
um diesen herum ein magnetisches Induktionsfeld. Fiir einen Wechselstrom erzeugt
dieses Magnetfeld nun auch Wirbelstrome im Inneren des Leiters, welche dem Er-
zeugerstrom entgegengesetzt gerichtet sind. Solange gilt w < = darf der Beitrag

des Verschiebungsstroms im Vergleich zum Beitrag von j (r,w) ignoriert werden,
was fiir Metalle wie Kupfer bis jenseits von Frequenzen von 10'2 [Hz] ohne weiteres
erlaubt ist:

rot B (r,w) = ko] (r,w) (4.51)

~

rot B (r,w) = iwB (r,w).
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4 Strome in Ohmschen Leitern

Somit
rot rot B (r,w) = iwrot B (r,w) = kugiwj (r,w) = kpgiwoE (r,w) . (4.52)

Wir betrachten einen im Vakuum positionierten Metalldraht mit Gleichstromleit-
fihigkeit o, etwa in Gestalt eines langen diinnen Zylinders mit Radius a, wobei
die Achse des Zylinders entlang der Richtung e, orientiert ist. Dann ist die Strom-
dichteamplitude j(r, w) im Inneren des Drahtes parallel zu e, orientiert, da durch
die Mantelflache des Zylinders kein Strom flieen kann. Demnach ist auch das
elektrische Feld parallel zu e, orientiert. In Zylinderkoordinaten

ry =11 cos () (4.53)

ry =171 sin (a)

r, =2
ist eine Basis orthonormaler Einheitsvektoren {e, ,e,,e.} gegeben zu

e,, =cos(w)e, +sin(a)e, (4.54)
e, = —sin (a) e, + cos (o) ey,

Wir suchen jetzt eine Losung E (r,w), die invariant ist unter einer Translation
z — z — 2y entlang der Achse des Drahtes, und auch invariant ist beziiglich einer

Drehung @ — a — ap um die Zylinderachse. Nach dem Gesagten

E(r,w)=E(r,,w)e.. (4.55)
Wir berechnen nun in Zylinderkoordinaten auf direktem Weg

COE(ri,w)

rot E (r,w) = rot [E (r,,w)e,] = ————""e, (4.56)
8@
- B OF (r,w) 10 OF (r,w)
rotrot E (I‘,w) =rot [ %eal = EaTL |:I“J_ 87’L e,.

Folglich lautet die Bestimmungsgleichung fiir die gesuchte elektrische Feldampli-
tude im Inneren des Drahtes

0<ri<a (4.57)

1 9 [r 8E(71,w)1+

ry Ory or|
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4.4 Der Skin-Effekt

wobei
k2 = kppiwo
N [Eiowo 141
ko= (141)4/ ,ug = )::
Die Grofle
Ay = 2 (4.58)
K oW

mit der physikalischen Dimension einer Lange bezeichnet die sog. Skin-FEindring-
tiefe. Sie variiert proportional zu %

Sei nun £ (a,w) die Amplitude des elektrischen Feldes an der Drahtoberfléche
r; = a. Dann lautet die Losung der obigen Differentialgleichung fiir die Feldam-

plitude F (r,,w) im Inneren des Drahtes
0<r <a, (4.59)

E(r,w)= E(a,w)M.

Hier bezeichnet J; (z) die Besselfunktion

. (_1)” n 22 24
B =2 it T E T (4.60)

Da die Nullstellen von Jy (z) auf der reellen Achse positioniert sind, aber k,, = 1/\—*;’

komplexwertig ist, ist nicht zu befiirchten, dass Jy (k) als Funktion von r; im
Inneren des Drahtes 0 < r; < a gleich Null wird. Die Metallelektronen im Inneren
des Drahtes spiiren somit ein zeitlich verdnderliches elektrisches Wechselfeld

Osrisa (4.61)
E (r, t) = Re |:E (r,w) e_th:| — Re |:E (TJ_, (U) 6—iwt:| e..

Die Amplitude der Feldstirke im Inneren des Drahtes ist demnach durch den
Betrag der komplexen Zahl E (r, ,w) gegeben:

B (re,w)| = VE (ri,w) [E (re,w)]'. (4.62)
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4 Strome in Ohmschen Leitern

Herrscht auf der Drahtoberflache bei r; = a ein Feld E (a,w), so ist die mittlere
Feldstéarke nahe der Drahtachse abgefallen auf den Wert

0 S r <L )\w (463)

|E(r,w)| = E(a,w)

Demnach nimmt bei Wechselstrom die Stromdichte im Draht auch schon bei nied-
rigen Frequenzen von Innen nach Aufien rasch zu, wéihrend sie bei Gleichstrom
iiber den Querschnitt konstant ist.

Fiir ganz hohe Frequenzen mit A\, < a approximieren wir nahe des Drahtober-
flache

0<s<ka (4.64)
rL=a—3s
19 OF (r,w) 5
0 o [m Br . ] kSE (r),w)
1 0 0 5
i (_85> [(a— s) <_85> E(a s,w)] +kE (a— s,w)
62
NWE(a—s,w)+/€5E(a—s,w)+(’)(small).
s

Folglich lautet die Losung fir £ (a — s,w) nahe der Oberfliache

Ao K a (4.65)
0<s<xa
E(a—s,w)=F(a,w)- ek

= E(a,w) - " V5

Das Ergebnis ist, dass die Amplitude der elektrischen Feldstdrke bei hohen Fre-
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4.4 Der Skin-Effekt

quenzen mit zunehmender Eindringtiefe s exponentiell schnell abnimmt:

o K a (4.66)
0<sxKa

1E (a—s,w)| = E(a,w) e~ .

Ein Wechselstrom flieft demnach in einem Draht mit Radius a bei hohen Frequen-
zen nur in einer dinnen Schicht )\, < a nahe der Oberfliche. Dies ist der sog.
Skin-Effekt. Siehe Abbildung 4.4 fiir eine Darstellung.

|E(r.. w)|
Ea, w)
i — ), =00la
I = 3, ,=0.1a
08
I — )1,=033a
0.6 —_— 1,=05a
04b — A,=a
— ),=3a
0.2
T
| —

02 0.4 0.6 0.8 1.0 4

Abbildung 4.4: Skin-Effekt im zylindrischen Draht mit Radius a. Gezeigt ist die
Stromdichteverteilung (vgl. (4.52)) in radialer Richtung.

Ein leitender Draht mit Radius a und Lénge L hat einen Gleichstromwiderstand
von

L
mao’
Bei hohen Frequenzen reduziert sich der effektive stromtragende Querschnitt des
Drahtes infolge des Skin-Effekts auf den Wert

7|t = (a = A\)?| ~ 2ma),, (4.68)

R(]:

(4.67)
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4 Strome in Ohmschen Leitern

wenn also durch den Draht ein hochfrequenter Wechselstrom mit Kreisfrequenz
w = 2m f flieBlt, so steigt der effektive Ohmsche Widerstand an auf den Wert

L a
2rad,o 2\, Fo (4.69)

W

4.5 Joulesche Warme und Dissipationsfunktional

Wird ein Ohmscher Leiter wihrend einer Zeitspanne ¢y —t; von Strom durchflossen,
so entsteht dabei eine Joulesche Wirme

t
gV = / TaerPY (¢ (4.70)
t;
23
— / dt’ / &Erj(r,¢) - E (r, 1)
t; Q

:/tf dt’/ d%M
t; Q o (r)
Ly / 3 "2
:/ dt/dro(r)]E(r,t)] .
ti Q

Der Effekt wird nutzbringend in Wasserkochern, Toastern und anderen elektrischen
Heizsystemen angewendet.

Wir betrachten einen Ohmschen Leiter €2, auf dessen Oberflache 02 zwei (dis-
junkte) Elektroden 9QM und 9Q® aufgebracht sind, durch die ein stationirer
Strom I bei QM in den Leiter hinein und bei 9Q® wieder hinausfliet. Da die
Stromdichte im Inneren von € stationér ist, gilt dort rot E(r) = 0, das heifit
E(r) = —V,¢ (r). Damit ist die in Q dissipierte Leistung gegeben zu

e [ @ (1)[9:6 o)

2
. 4.71
pp (4.71)

Im stationiren stromtragenden Zustand sind die Elektrodenflichen 9Q™") und 09
somit Aquipotentialflichen.

Die Oberflache 0€2 des Ohmschen Leiters €2 sei jetzt aus disjunkten isolierenden
und leitenden Teilflichen zusammengesetzt

90 = 00" U U o™ (4.72)
QM N on® =g
909 N oW = = 00" N on®.
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4.5 Joulesche Warme und Dissipationsfunktional

Auf der Grenzfliche 9Q® von € mit einem Isolator Q) wollen wir jetzt annehmen

o (r/)]r'eag(w = 0. (4.73)

Statt den Strom [ vorzugeben, kénnen wir genauso gut Werte fiir die Potentiale
auf den Elektroden 9QM" und 092® vorgeben

k=12 (4.74)
6 (x) = ™ fir 1 € 9O

und anschlieflend, sobald die entsprechende Randwertaufgabe (4.19), (4.32) fiir das
Potential ¢(¥ (r) gelést ist, zum Beispiel den durch die Elektrodenfliche |0Q()|
flieBenden Strom I = IV gemaf

W = ' j () = 200 . | — (0] /
I —/aQ(I)drn j(’) /QQ(I)drn [Vﬂb (r)]a(r) (4.75)

berechnen.
Fiir eine gegebene Leitfahigkeit o (r) mit der Eigenschaft (4.73) betrachten wir
jetzt das Dissipationsfunktional (Gustav Robert Kirchhoff 1848)

Wiol = [ diro () Veo ()], (4.76)
erganzt durch die Randbedingung
k=1,2 (4.77)
6 (£9) = 69 fir 1) € 92

Abgesehen davon, dass ¢ (r) die gleichen Randbedingungen auf den Elektroden-
flichen 0N erfiillen soll wie das Potential ¢V (r), unterliegt die Funktion ¢ (r)
keinen Einschrankungen. Damit ist klar, dass W [¢] kein Maximum besitzt, da ja
insbesondere zugelassen ist, dass |V,¢ (r)| beliebig groie Werte annehmen darf.
Aber das Funktional W [¢] besitzt ein Minimum

0<W/[™] <Wig]. (4.78)
Um das einzusehen, betrachten wir die Variation

¢ (r) = o™ (r) +(r), (4.79)
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4 Strome in Ohmschen Leitern

wobei wir iibrigens nicht vorraussetzen, dass |7 (r)| klein sein soll! Aufgrund der
Randbedingungen (4.77) gilt dann notwendig

k=1,2 (4.80)
n (r(k)) =0 fir r'® € 9™,
Somit erhalten wir
W[ (x) + 1 (x)] = W o™ ()]
= [ @ @) (|9:0 () + Ve @) = 1900 ()P
=2 [ dro (1) Vo™ (1) - Ven () + [ d*ro (1) [V (1)
=2 [ & [0 V™ ()] o () n (x')

_9 /Q &rdiv [0 (r) Voo ()] n (x) + /Q &ro (r) |[Ven (1))

Das Oberflichenintegral zerlegen wir in drei Anteile, entsprechend den beiden Elek-
trodenflichen 9QM | 9Q® und der Grenzfliche 9Q® . Auf der Grenzfliche Q)
zum Isolator ist die Leitfahigkeit gleich Null, d.h. [0 (r')],,c90w = 0, und auf den
beiden Elektrodenflachen verschwindet nach Vorraussetzung die Variation 7 (r’),
siche (4.80). Somit folgt

/89 d2r/ [n/ . vr(b(m) (I‘/)] o (I‘/) n (I‘/)

~ Joaw ' {n’ - Vg™ (rl)} o(r)n(r') + /agm
£ V™ @) o ()0 ()

= 0.

d*’ [0’ V™ ()] o (') (v')

Nach dem Gesagten ist jetzt

W [ (x) + 1 (r)] = W o™ (v)] (4.81)
— 9 /Q &rdiv [0 (1) Voo™ (1)] 5 (x) + /Q &Bro (r) Vo (1))
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4.5 Joulesche Warme und Dissipationsfunktional

Die Bestimmungsgleichung fiir ein Minimum des Funktionals an der Stelle ¢ (r) =
#™ (r) lautet

W6 @)+ 1 )] =W [60) @)] L [ dro (@) [Ven ()" (4.82)

>0

Folglich ist die gesuchte Funktion ¢™ (r), die das Dissipationsfunktional W [¢]
minimiert, Losung der Randwertaufgabe

div [0 (r) V,6™ (r)] =0 (4.83)
mit Randbedingungen

k=12 (4.84)
o (0 = 6 fiir £ € 9O,

Der Vergleich mit (4.19), (4.32) zeigt, dass gilt ¢™ (r) = ¢ (r). Trigt ein Ohm-
scher Leiter §) einen stationdren Strom, so ist die Potentialfunktion ¢¥ (r) und
damit die Feldstiarke E (r) = —V,¢ (r) im Inneren von Q dadurch charakteri-
siert, dass sie das Dissipationsfunktional minimiert

> 0. (4.85)

‘ 2

Wil =W (6] = [ d'ro () [V (x)

Alle mit stationdrem Strom betriebenen elektrischen Heizsystemen arbeiten sozu-
sagen maximal schlecht.

Drude-Modell der Leitfahigkeit

Pauschal gesprochen resultiert auf einen beweglichen Ladungstrager mit effekti-
ver Masse m* und Elementarladung |e| in Gegenwart eines elektrischen Felds im
Inneren eines Ohmschen Leiters eine Reibungskraft, die proportional zu dessen

Geschwindigkeit v ist:
d *
= (mov) = |e| E - m?v. (4.86)

135



4 Strome in Ohmschen Leitern

Dabei ist 7 eine charakteristische Relazationszeit, die beschreibt, wie schnell das
Teilchen nach dem Abschalten des Feldes abbremst. Ist ng die Teilchendichte der
Ladungstriger, so folgt jetzt als Stromdichte der freien Ladungstrager

i) = le[nov (2). (4.87)
Folglich gilt entsprechend diesem einfachen Modell jetzt

m* 0. m* 1,

i) =e|E— ——=j(b). 4.
A0 = el B T (1.5%)
Im stationdren Gleichgewicht ist
li —a't =0 4.89
Jim =3(t) =0, (4.89)

was fiir ein konstantes elektrisches Feld E zur Folge hat

. o le]
lim j (t) = p— E. (4.90)
Demnach ist
2
og = 0 |f‘ T (4.91)
m

die Gleichstromleitfahigkeit.
Wir schreiben jetzt fiir ein zeitabhéngiges dufleres Feld die Relation (4.88) um
zu

r25() = 0oB (1)~ (1) (4.92)

Betrachten wir z.B. ein zeitlich veranderliches elektrisches Wechselfeld der Fre-

quenz w = 2n f, etwa ~ '
E(t) = Re [E (w) e ™| (4.93)

Die Losung der Relaxationsgleichung fir die Stromdichte j(¢) der beweglichen
Ladungstréiger lautet dann

i(t) =Re[jw)e™], (4.94)

wobei R R
j(w)=0(w)E W) (4.95)
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4.6 Ohmsche Leiter in Bewegung

und o (w) eine frequenzabhdngige komplexwertige Leitfahigkeit ist

(W)= —2° (4.96)

1 —dwr

Bemerkung

Die Relation (4.96) beschreibt die Leitfahigkeit von Metallen tiberraschend gut. Sie
wurde auf der Basis der klassischen kinetischen Gastheorie fiir ein Modell mobiler
Elektronen um 1902 von P. Drude aufgestellt und von A. Sommerfeld im Jahr 1933
im Rahmen des Fermi-Gas Modells fiir Metallelektronen wesentlich modifiziert, da
bei Temperaturen T < Tr aufgrund des Pauliverbotes nur die Elektronen nahe
der Fermi-Energie Er = kT vom elektrischen Feld beschleunigt werden konnen.
Drude hatte noch angenommen, dass die Elektronen an einzelnen Ionenrtimpfen
im Gitter stoflen, woraus man auf eine mittlere freie Weglange gegeben durch den
Abstand der Ionenriimpfe im Gitter schlieBen muss, etwa 0.1-0.5 [nm]. Im Expe-
riment ist die mittlere freie Weglange [ der Elektronen an der Fermikante aber
mindestens um den Faktor 100 gréfer! Die Erklérung dieser Diskrepanz beruht
auf dem Umstand, dass nach der Quantenmechanik ein periodisches Gitter aus
positiv geladenen Ionenriimpfen die Elektronen gar nicht streuen kann. Erst eine
Unregelméfigkeit in der Periodizitat des Gitters fithrt zur Streuung von Elek-
tronen, sei es eine statische Storung, verursacht durch Einbau von Fremdatomen
beziehungsweise Leerstellen, oder eine dynamische Stérung, verursacht durch kol-
lektive Schwingungen bei der Temperaturbewegung der Ionenriimpfe (Phononen)!
Berechnet man die Stoflzeit zu 7 = i mit vp als Fermigeschwindigkeit und [ als
gemessene freie Wegliange, so ist die Relation (4.96) eine ntitzliche Formel zur Be-
schreibung der Frequenzabhéingigkeit der Leitfdhigkeit von Metallen (im Rahmen
des Giltigkeitsbereiches der lokalen Theorie).

4.6 Ohmsche Leiter in Bewegung

Es bezeichne im folgenden p(r,t) die Ladungsdichte und j (r, t) die Stromdichte im
Inneren eines Ohmschen Leiters 2 mit Leitfahigkeit o, auf dessen mobile Ladungs-
trager jetzt elektromagnetische Felder E (r,t) und B (r,t) einwirken. Fir einen in
einem Inertialsystem (Laborsystem) S (r,) ruhenden Leiter Q lautet das Ohmsche

137



4 Strome in Ohmschen Leitern

Gesetz
jr,t)y=0(r)E(r,1). (4.97)

Wir betrachten ein bewegtes Bezugssystem S’ = &' (17,), welches aus dem Labor-
system & durch eine Boost-Transformation

a€{z,y,z} (4.98)
t'=t
re (1) =1a — Ra(t)
‘dﬁﬁﬂ<c (4.99)
dt
hervorgeht. Bei einer Drehbewegung mit konstanter Winkelgeschwindigkeit w um
eine Drehachse n gilt dann

(4.100)

genau wie bei einer Galilei-Transformation. Wie ist das Ohmsche Gesetz zu mo-
difizieren, wenn sich der Leiter 2 im dufleren magnetischen Induktionsfeld B (r, t)
mit (im Vergleich zur Lichtgeschwindigkeit ¢ geringer) Geschwindigkeit

v (£) = = Ra (1) (4.101)

entlang einer Bahn R,(t) relativ zum Laborsystem S = S (r,) bewegt? Die elek-
trische Ladung im Volumenelement d®r’ ist im System S’ gegeben zu

dg' = p' (v, ¥')d*, (4.102)
wihrend sie im System S im Volumen d*r gegeben ist zu
dg = p(r,t)d% (4.103)

Nun dndert die Transformation (4.98) weder das Volumen des Leiters, noch wird
dabei Ladung generiert oder abgebaut, d.h. es gilt die Invarianzeigenschaft

d*r’ = dr, (4.104)
d¢’ = dgq.

138



4.6 Ohmsche Leiter in Bewegung

Folglich muss fiir die Ladungsdichte (fiir |[v| < ¢) gelten

o () =p(r,t), (4.105)

d.h. die Ladungsdichte ist eine Invariante unter der Transformation (4.98).
Das Transformationsverhalten der Stromdichte ist dagegen komplizierter

FOLE) =it = v (4.106)
Konvektionsterm

Das Auftreten des Konvektionsterms in (4.106) ist fiir die Ladungserhaltung un-
bedingt erforderlich. Um dies einzusehen verwenden wir die Identitéat

p(r,t)=plr'+ R(t),1] (4.107)
jr,t)=jr'+R(1),1].

Betrachten wir die Kontinuitdtsgleichung im System &', so finden wir, in dem wir
(4.105) und (4.106) einsetzen und (4.107) verwenden:

apl e ! s/ / /
T +div'j (¢, 1)
— d
Sl R () + iV IR (0,0 = v (1) ol + R (1), 1}
0 d d .,
- ag{%iz} a,rgp [I‘ =+ R (t) 7t] &Ra (t) + ap [I‘ —+ R (t) ,t]
=vq (t)
+ > 8]' '+ R (1), t] —va (1) 8p[r’+R(t) t]
or! ¢ ! a or! )

ac{z,y,z} a a
| Op(r,t)
— [ 5 +leJ<I‘,t)] B

0 r=r’'+R(t)

= 0.

Damit die Kontinuitatsgleichung unter der Transformation (4.98) invariant bleibt,
muss sich die Stromdichte geméaf (4.106) transformieren.
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4 Strome in Ohmschen Leitern

Wir betrachten jetzt die dem Induktionsgesetz entsprechende Untergruppe (1.22)
der Maxwell-Gleichungen und fragen nach dem Transformationsverhalten der elek-
tromagnetischen Felder unter der Koordinatenransformation (4.98). Wie man leicht
bestatigt, hangen die Felder E (r,t) und B (r,t), wie sie im System S durch ihre
Wirkung auf eine Testladung gemessen werden, mit den entsprechenden Feldern
E'(r',t') und B’ (r/,t') im System S’ wie folgt zusammen:

B' (v',t') = B (r,t),
E' (¢';t')=E(r,t)+ v (t) AB(r,t).
Wenn die Untergruppe (1.22) der Maxwell-Gleichungen fir E (r,¢) und B (r,t) im
System S erfiillt ist, dann ist sie auch fir E' (r',#') und B’ (r’,#') im System &’
erfiilllt. Zum Beweis verwenden wir, dass unter der Transformation (4.98) gilt
B(r,t) =B (' + R (¢),1),
E(r,t)=E({ +R(t),t).

Dann folgt
div'B' (', t') = div'B (r' + R (t) ,t)
= [div B (r, t)]
~————r=r4R(1)
= 0. )
Ebenso
rot' E' (v',t') + HEB/ (r',¢) (4.108)

ot
=rot' [E(r'+ R (¢),t) + kv (t) AB(r' +
=rot' [E(r' + R (t),t) + kv () AB (' +

+r Y

a€{zy,z}

0
Br t) .t —
GBI +R(®).1

= [rotE(r,t) +rrot [v(t) AB(r,t)]+ k[v(t)- Vi B(r,t)

0
+ K&B (I‘, t)

. .
r:r’+f0 drv(r)
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4.6 Ohmsche Leiter in Bewegung

Mit der Identitat
rot [v (t) AB(r,t)] + [v(t) - V¢ B(r,t) = v (t) divB (r, ) (4.109)

folgt dann
/ / / a /
rOtE(I’,t)‘i‘K/?B (I’ t)
0 .
= |rotE (r,t) + maB (r,t) + v (t)divB (r,t)

=0

=0 r=r'+R(t)

=0,

was zu zeigen war.
Das Ohmsche Gesetz lautet somit, wenn wir den Leiter €2 mit Bezug auf sein
eigenes instantanes Ruhesystem S’ beschreiben

ja t)y=d (E (X' t). (4.110)

Fiir die Leitfahigkeit ¢’ (r') im System S’ und die Leitfahigkeit o (r) im System S
postulieren wir den Zusammenhang

o (r')=o0(r).

Nach dem Gesagten ist das Ohmsche Gesetz (4.110) fir einen mit Geschwindigkeit
v bewegten Ohmschen Leiter jetzt zu schreiben als

jr,t) —vpD(r t)=0o(r)[E(r,t) + kv AB(r ). (4.111)

Der Betrag des Konvektionsterms vp'/) fiir mobile (freie) Uberschussladungen mit
Dichte p) im Inneren eines bewegten Leiters unterscheidet sich um einen Faktor
|v| %2= vom Beitrag des Ohmschen Terms oE. Fiir nicht relativistische Geschwin-
dlgkelt |v| < ¢ und eine grofie Leitfdhigkeit o, wie sie fiir metallische Ohmsche
Leiter typisch ist, spielt der Konvektionsterm dann offensichtlich keine Rolle, siehe
(4.6)! Dann gilt

jir,t)y=0(r)[E(r,t) + kv AB(r,1)]. (4.112)
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Der unipolare Induktor

Als Entdecker des Induktionsgesetzes sind der Englinder Michael Faraday, der
Amerikaner Joseph Henry und der Dane Hans Christian @rsted zu nennen, die alle
drei voneinander unabhéngig das Induktionsgesetz um das Jahr 1830 entdeckten.
Heutzutage wissen wir, immer wenn ein bewegter Ohmscher Leiter magnetische
Kraftlinien schneidet, dann entsteht eine elektrische Spannung und es fliefit Strom.
Dabei ist es gleich, ob der Leiter sich relativ zum Magneten bewegt oder anders
herum, oder ob die Kraft vom elektrischen oder vom magnetischen Anteil der
Lorentz-Kraft verursacht wird.

Um 1832 experimentierte Faraday insbesondere mit einer gelochten Kupferschei-
be, die er iiber einem ruhenden Stabmagneten in Drehung versetzte (siehe Ab-
bildung 4.5). Faraday beobachtete zwischen dem inneren Rand der Scheibe und
dem &duBleren Rand eine elektrische Gleichspannung proportional zur Winkelge-
schwindigkeit der Drehbewegung. Diese als unipolarer Induktor bekannt geworde-

Abbildung 4.5: Unipolarer Induktor

ne Anordnung besteht aus einem leitenden Hohlzylinder 2 mit Leitfahigkeit o, mit
auBerem Radius b, innerem Radius a < b und Hohe L. Fiir L < a sieht der Hohlzy-
linder aus wie eine gelochte Scheibe. Sowohl der innere Zylindermantel r; = a als
auch der auflere Zylindermantel r; = b sind jeweils metallisch beschichtet, so dass
sie als Elektroden fungieren, d.h. insbesondere sind r;, = a bzw. r; = b beides
Aquipotentialflichen. Der Zylinder werde jetzt im konstanten duBeren magneti-
schen Induktionsfeldes B = Be, um seine Achse e, in Rotation versetzt. Zwei sehr
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4.6 Ohmsche Leiter in Bewegung

gut leitende Schleifkontakte befinden sich einmal auf dem inneren Zylindermantel
r; = a und einmal auf dem aufleren Zylindermantel r;, = b.

Wir berechnen jetzt den Gleichstrom I, der tiber die Schleifkontakte bei kon-
stanter Winkelgeschwindigkeit w abflieit. Nach dem Gesagten ist die Geschwin-
digkeit v der mobilen Ladungstrager im Abstand r; zur Drehachse gegeben zu
v =we, Ar;. In Gegenwart eines konstanten magnetischen Induktionsfeldes B =
Be, parallel zur Drehachse gilt fiir eine reine Drehbewegung

vAB=wB(e,Ar;)Ne, =wBr, =wbBr,e,,. (4.113)

Der Geometrie der Anordnung entsprechend flieit jetzt ein stationérer Gleichstrom
nur in radialer Richtung e, , also

jry)=j(ry)e,, (4.114)
E(r)=FE(ri)e,
__ 9 @
(ro) = “5 ¢ (re)

Das ergibt, wenn der Gleichstrom I durch die innere Elektrode hinein bzw. durch
die auBere Elektrode hinausflieft, einen Spannungsabfall von

b
Voo = —/ driE(ry). (4.115)
Nun ist (SI-Einheiten, also x = 1, sieche Anhang A):
j(ry)=0c[E(r.)+wBry]. (4.116)

Es flieBt durch eine innere Mantelfliche 277, L mit Radius 7, € (a,b) des Zylinders
offensichtlich immer der selbe Strom I, d.h. es gilt fiir die Stromdichte

I
2mr L

jry) = (4.117)
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Damit
‘/ba = — ab dTJ_E (TJ_) (4118)
= — ber [j (rs) —wBrL]
a g
b I 1
T a b |:27TLO'H —wBr,
= —ﬁlni%—wf (bz—a2>

— IR, + ”23 (b2 ~ a2) .

In der letzten Zeile wurde verwendet, dass der Ohmsche Widerstand fiir einen
vom inneren Zylindermantel zum dueren Zylindermantel flieBenden Strom I (ohne
Rotation) gemaf (4.50) gegeben ist zu

a<b, (4.119)
In(%)q
Rab - (a) -
2rL o
Werden die Schleifkontakte kurzgeschlossen, so ist V3, = 0. Dann fliefit ein Kurz-
schlussstrom gegeben zu

wbB
TS — ST (v* - a?). (4.120)
Wird statt dessen zwischen die Schleifkontakte ein hoher Lastwiderstand R ge-
bracht, siehe Abbildung 4.5, so ist I ~ 0, es resultiert eine Klemmenspannung
gegeben zu 5
w
Vi =5 (1 —d?). (4.121)
Diese Klemmenspannung entspricht gerade der zeitlichen Anderung des magne-
tischen Flusses ®™) (¢) durch eine geschlossene (orientierte) Leiterschleife, die aus
zwei disjunkten Flachen zusammengesetzt ist, namlich dem Rechteck abcde fa und
dem Kreisringsegment fb'b, wobei die Strecke ab mit der Strecke a’b/ einen zeit-
abhéngigen Winkel « (¢) einschlieit (siche Abbildung 4.6). Die Flache des Recht-
ecks abcde fa ist zeitunabhéangig und liefert auch keinen Beitrag zum magnetischen
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4.6 Ohmsche Leiter in Bewegung

Abbildung 4.6: Die Schleifkontakte bilden eine Leiterschleife £ = abcdefa = OF,
welche die Flache F berandet.

Fluss, da der Normalenvektor dieser Flache orthogonal zu B (r') = Be, orientiert
ist:

M) (1) = /A L B(r) (4.122)

a(t) b
=B / do/ / dr'r’
0 a
b2 2
—a(t)B—"

2

Nach dem Induktionsgesetz folgt dann fiir konstante Winkelgeschwindigkeit %a (t) =

w zwischen dem inneren und aufleren Rand der rotierenden Kreisscheibe die Klem-
menpannung

0 _ _dgon gy _WB e o
Vi == 240 () = - (0* —a?). (4.123)
was wegen Va(l? ) = —Vbslo) genau dem Resultat in (4.121) entspricht.
Numerisches Beispiel
Fiir eine diinne Scheibe aus Kupfer sei L = 1[mm|, a = 1[cm|, b = 10[cm],

w

+ = 60([Hz], B = 0.1 [T]. Dann folgt mit der Leitfdhigkeit von Kupfer o(“%) ~
5.8 x 108 {ﬁ} bereits ein hoher Kurzschlussstrom von 5% ~ 3 x 10 [A]. Die
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4 Strome in Ohmschen Leitern

tiber den Elektroden abfallende Klemmenspannung ist jedoch klein: Va(l? )~ 0.2 [V].
Fazit: ein unipolarer Induktor erzeugt bei kleiner Spannung recht hohe Strome!
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5 Magnetostatik

Das moderne Verstandnis der magnetischen Erscheinungen geht auf Untersuchun-
gen des dénischen Physikochemikers Hans Christian Orsted zuriick, der wahrend
einer Vorlesung im Jahr 1820 bemerkte, dass ein stromtragender Leiter eine Kraft
auf eine Kompassnadel ausiibt. Schon vor Orsteds Entdeckung hatte der italieni-
sche Philosoph und Jurist Gian Domenico Romagnosi um 1802 iiber einen Zusam-
menhang von Elektrizitat und Magnetismus berichtet, seine Entdeckung wurde
seinerzeit aber leider nicht beachtet. André-Marie Ampere zeigte nur zwei Wochen
nachdem er von Orsteds Entdeckung erfahren hatte, dass Orsted die Ablenkung
der Magnetnadel durch das Erdmagnetfeld nicht berticksichtigt hatte. In einer ver-
besserten Versuchsanordnung zeigte Ampere, dass zwei parallel positionierte lange
Dréhte im stromtragenden Zustand eine zu den Drahten senkrecht orientierte an-
ziehende Kraft spiiren, wenn die elektrische Stromrichtung in beiden Leitern gleich
ist, und dass diese Kraft umgekehrt proportional zum Abstand der beiden Drahte
variiert.

Die in (1.51) angegebenen Grundgleichungen der Magnetostatik vereinfachen

sich (in zusammenziehbaren Gebieten) mit der Einfithrung des Vektorpotentials
(C. F. GauB}, 1835)

| B(r)=rotA(r) | (5.1)

rot rot A (r) = kpej (r) . (5.2)

Fiir die kartesischen Komponenten A, (r) des Vektorpotentials A (r) folgt dann

a€{r,y,z} (5.3)

[rotrot A (r)], = —ViA, (r) + @ia [div A (r)] = Kpoja (r) -
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5 Magnetostatik

Coulomb-Eichung

Ohne Beschrankung der Allgemeinheit diirfen wir jetzt annehmen
divA (r) =0. (5.4)

Dies ist die Bedingung der sog. Coulomb-Eichung.
Angenommen A (r) wiirde nicht der Coulomb-Eichung gentigen. In dem Fall
betrachten wir anstelle von A (r) ein physikalisch dquivalentes Vektorpotential

A'(r) = A(r) = Vix(r) (5.5)
und wéhlen die Eichfunktion y (r) als Losung der Poisson-Gleichung
Vix (r) =divA (r). (5.6)

Also gilt
divA'(r) = 0. (5.7)
Am Wert des magnetischen Induktionsfeldes B (r) dndert sich dabei iiberhaupt

nichts
B(r) =rot A’ (r) =rot [A (r) — V,x (r)] = rot A (r). (5.8)

Bei Wahl der Coulombeichung fiir das Vektorpotential verbleibt noch die Frei-
heit, Eichtransformationen mit harmonischen Eichfunktionen 7 (r) durchzufithren:

A'(r) = A(r) = Vi (r) (5.9)
Vin (r) = 0.
Dann gilt
divA'(r) =0=divA(r). (5.10)

Poisson-Gleichung fiir Vektorpotential

Nach dem Gesagten geniigen die drei kartesischen Komponenten A, (r) des Vek-
torpotentials in der Coulomb-Eichung jeweils einer Poisson-Gleichung

a€{x,y, 2z} (5.11)
V24, (1) = g (1),
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Verlangen wir als Randbedingung, dass A, (r) auBerhalb des stromtragenden Vo-
lumens €2 (mlndestens) wie 1 0>| gegen Null strebt, wenn die Entfernung |[r —r(®|

zum Mittelpunkt r(® des Gebietes © gro wird, so folgt entsprechend zu den in
(2.8) angestellten Uberlegungen das Vektorpotential einer lokalisierten Stromver-
teilung zu

a € {z,y,z} (5.12)
_ % 3 /ja (I‘,)
A, (r)= p /Qd r 1|

Randbedingungen fiir das magnetische Induktionsfeld an
leitenden Oberflachen

In Analogie zur Diskussion der Randbedingungen fiir das elektrostatische Feld
E (r) an einer ideal leitenden (ruhenden) Oberfliche 092 mit nach aulen orientierter
Flachennormalen nyq folgt jetzt fiir das magnetische Induktionsfeld der folgende
Satz von Randbedingungen

r € oS (5.13)
H@Q'B( ) _O
I’IaQ/\B( )_/'QIU()J BQ)( )

Hier bezeichnet J (r) eine Fldchenstromdichte. Um diese prézise zu definieren,
betrachten wir zwei orthogonale Einheitsvektoren m(gs% und m(%), die am Ort
r € 0f) tangential zur Oberfliche orientiert sein mogen, so dass gilt

m) A mfy’ = ngq. (5.14)

Wenn pro Zeiteinheit dt durch ein in die Oberfliche 0€) eingebettetest Linien-
segment £ der Linge |£| = [,dl eine Quantitit dQ”) von Ladungen fliefit, so
entspricht dies einem Flachenstrom

dQ® 1)
S e / di [mf - 3O (r)]
das heiflt J@ (r) ist die Flichenstromdichte am Ort des Liniensegments £. Dieser
zweidimensionalen Begriffsbildung entspricht in drei Dimensionen der Ausdruck
Jor ' [0 - j (1)) ,1cpr filr den Strom durch eine Querschnittsfliche OF im Inneren
eines Leiters.

(5.15)

rel’
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5 Magnetostatik

Magnetisches Induktionsfeld einer Stromverteilung

Das magnetische Induktionsfeld einer lokalisierten Stromverteilung folgt hieraus
zZu

B(r) =rot A(r) (5.16)
— KMO / d3r' rot l r’|j (r')]

:“”°/d3'v< )/\j(r’)
—r|
Ko 3 r—r . ’
= e (o BT .
4’7T /Q r < ’I'—I'/’3> /\J(I‘)

Nach einer elementaren Umstellung folgt

- ’wo / 435 r_:/|3. (5.17)

Vektorpotential und magnetisches Induktionsfeld fiir diinne
leitende Drahte

Fiir eine linienférmige Stromverteilung, zum Beispiel ein diinner metallischer Draht
C mit Linienelement ds am Ort r in Richtung von j (r), gilt

j(r)d® = Ids, (5.18)

wenn der Querschnitt des Drahtes den Strom [ tragt. Es folgt im Rahmen so eines
Stromfadenmodells

I
— ’WO /d (5.19)
r —s|

:fwol/d r—s

r—sP
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Gibt es mehrere stromfithrende Drihte C™, n = 1,2,..., N, so ist iiber die Bei-

trage aller stromfithrenden Dréhte im System zu summieren

"Wo
_ 7 / ds!
nzl s s<n>|

r— s

N
_ Fto (n) / (n)
B(r)="""%"71 -
(r) Ar - ds'™ A i s(")|3

n=1

Magnetfeld eines linearen stromtragenden Drahtes

(5.20)

Das magnetische Feld in der Umgebung eines einen Strom [/ tragenden (unendlich
langen) dinnen Drahtes, der zum Beispiel entlang e, orientiert sein moge, ist

mittels (5.19) leicht zu berechnen:

s(A) =Xe, mit —oo <A <o

B (r) = Ii,uof /OO d)\ds (A) AP s(A)
- )‘ r—s (V)
[
= /‘iuo / AA\—————e, A[re, +1yey + (1, —
r-sOP
Nun gilt

e, Ne, =0
e.Ne, = —e;

e.Ne;, =ey.

(5.21)

Ae,|.

(5.22)
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5 Magnetostatik

Folglich
I oo 1
B(r) = "2 [ 5 (—rye, +1oe,) (5.23)
T 22 (= )
kel /00 d] 1 (r, —A) B
= 47T —00 d)\ 7’% + 7’5 T% + T; + (TZ . )\>2 ( Tyea; + T’xey)
7 1 \ A—00
— RZO —a - (T; ) - X (—=rye; + 1,€y)
a s Ty\/rerrer(rz—/\) N
kol 2
T in T2 412 (rvey = rye:)
/i,LL()I 1

Hier ist e, der Einheitsvektor, der am Punkt (r), ) des Kreisbogens mit Radius
ri = \/rZ + 12 tangential orientiert ist:

Ty Ty

/22 2ex+ o 2V
Tyt Tyt

e, = — (5.24)

e, e, = 1.

Eine alternative Berechnungsmethode nutzt die Symmetrie des Problems aus.
Fir das Integral der Stromdichte iiber die Querschnittsfliche Fy des Drahtes folgt
unter Verwendung der magnetostatischen Grundgleichung (1.51) und dem Satz
von Stokes

kol = Ko /f d*r'n’-j(r') (5.25)
0
o [t

= [ d*'n’ 10t B (1)
‘F
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5.1 Biot-Savart-Gesetz

Beim Ubergang von der ersten zur zweiten Zeile ist F jetzt ein groSerer Quer-
schnitt, der Fy als Teilmenge enthéalt, wobei die Stromdichte auflerhalb von F
identisch Null ist:

j() lverF, = 0. (5.26)
Wahlen wir F als einen Kreis mit Radius r; > 7¢, so gilt in ebenen Polarkoordi-
naten

Sy =T COS (5.27)

Sy =71 sina

S, =1,
ds
— =T]€,.
do

Aus Symmetriegriinden sind die Komponenten des Vektorfeldes B (s) auf dem
Pfad OF nur langs der Richtung e, von Null verschieden, und dort auch nur vom
Radius r; abhangig.

B () |scor = Ba (11) €4. (5.28)
Wir erhalten
27 ds
kgl = dad— “[Ba (r1)€q) =277 B, (11) (5.29)
0 Q
und schlie8lich I
Klo
B, (r,) = - 5.30
() = S0 (5.30)

was mit (5.23) iibereinstimmt.

Es gilt die sog. rechte Hand-Regel. Zeigt der Daumen in Richtung des Stromflus-
ses im Draht, so weisen die Finger der rechten Hand in Richtung des magnetischen
Induktionsfeldes.

5.1 Biot-Savart-Gesetz

Flieit durch einen Querschnitt eines Leitervolumens €2 ein elektrischer Strom [
mit Stromdichte j (r), so wirkt in Gegenwart eines magnetischen Induktionsfeldes
B (r) auf das Volumen  des Leiters eine Lorentz-Kraft

FO — /Q &rj(r) AB(r). (5.31)
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5 Magnetostatik

Setzt sich das stromtragende Gebiet 2 aus mehreren (fest positionierten!) disjunk-
ten diinnen einfach geschlossenen Leiterschlaufe C™ zusammen (n = 1,2,..., N),
so wirkt auf die m-te Schlaufe C'™ bei festgehaltener Position und Orientierung
der tibrigen N — 1 Leiterschlaufen eine Kraft

FE) = k1™ ¢ ast™ AB (s, (5.32)
c(m)
wobei
N (m) _ g(n)
B (st = FHo ](n)% dsm p S TS 533
<S ) A7 nz::l ey & |s0m) — g(m)]? (5.33)
n#m

das magnetische Induktionsfeld am Ort s™ ist, das von der gesamten Anordnung
von Leiterschlaufen C™ generiert wird. In der Summe iiber n = 1,2, ..., N riihrt
der Beitrag n = m vom Eigenfeld der Schlaufe C™ her. Da die Feldlinien des
Eigenfeldes eines einen Strom I tragenden Leiterelements ds™ kreisformig um
das Leiterelement herum verlaufen, ist dieser Beitrag aus Symmetriegriinden iden-
tisch Null. Folglich ist die Kraft auf die Leiterschlaufe C'™ in Gegenwart von N — 1
anderen Leiterschlaufen C™ eine Summe aller Paarkrifte

N
F(C™) = 3" F[ctm )] (5.34)
nim
KZQILLO S(m) _ S(”)
F [CW,C(")] _ K710 r(m) p(n) ds™ A dsmp > "5
47 c(m) cm) |s(m) — g(m)]|

Die Kraft F[C(™), C(™)] ist das Analogon zum Coulomb-Gesetz fiir Ladungen. Zwei
stromdurchflossene Leiter tiben eine anziehende Kraft aufeinander aus, wenn in
beiden Leitern die Elektrische Stromrichtung gleich ist, und entsprechend eine ab-
stolende Kraft, wenn die Stromrichtung entgegengesetzt ist. Historisch wurde das
Kraftgesetz fiir fest positionierte, einen stationdren Strom tragende diinne Leiter-
schlaufen um 1820 von André-Marie Ampere experimentell untersucht und von
Jean-Baptiste Biot und von Felix Savart mathematisch formuliert (Biot-Savart-
Gesetz). Der Zusammenhang mit der allgemeinen Lorentz-Kraft wurde erst spéter

klar.
Den Ausdruck (5.34) formen wir noch in eine dquivalente Darstellung um. Dazu

154



5.1 Biot-Savart-Gesetz

schreiben wir jetzt fir m # n

(5.35)

m) _ g(n)
ds™ A [ds(") A st st ]

|stm) — g(m)]?

1
_ Je(m) (n) _ -
=ds'"™ A [ds N ( V (m) |S(m) — S(")|>]

1

= {ds(m) . ds(”)} Vs(m)m

1
_Fwwmm@w

|S(m) — S(")’

Nun ist das Wegintegral eines Gradienten iiber eine geschlossene Kurve C™ iden-

tisch Null

1
(m) | S
- ds Vgim) |S(m) — S(”)| 0. (5.36)

Also wirkt nach dem Gesagten auf eine (einfach geschlossene) Leiterschlaufe C(™ in
Gegenwart einer anderen fest gehaltenen (ebenfalls einfach geschlossenen) Leiter-
schlaufen C™ eine Kraft

m#n (5.37)
F {C(m%c(n)}

:“%%mmm% f @&deﬂvw
41 cm) Jem s

s(m) — S(”)‘ '

Dies ist das allgemeine Kraftgesetz von Biot und Savart fir (einfach geschlossene)
fadenformige Leiter. Offensichtlich gilt fiir diese Kraft

F[ctm, ™| = —F [c™,c™], (5.38)

entsprechend dem Newtonschen Prinzip ,actio est reactio“. Im Unterschied zum
Coulomb-Gesetz, wo sich ja Ladungen unterschiedlichen Vorzeichens anziehen, ent-
nehmen wir der Darstellung (5.37), dass sich entgegengesetzt gerichtete Strome in
linienférmigen Leitern abstofien! Wie wir noch sehen werden, fiithrt dies unter ande-
rem dazu, dass im Gleichgewicht die magnetostatische Wechselwirkungsenergie ein
Maximum ist, und nicht wie die elektrische Wechselwirkungsenergie ein Minimum.
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5 Magnetostatik

5.2 Ampeéresches Kraftgesetz

Wir betrachten zwei zum Einheitsvektor e, parallel orientierte diinne geradlinige
Leiter C) und C® im Abstand R, beide in der Ebene ry = 0. Fihrt der eine Leiter

einen stationdren Strom I und der andere einen Strom I, so wirkt nach dem
Gesagten eine Kraft

st = A\We, (5.39)
s =APe, + Re,,

F [C(l) C(z)} K? Mo 1(1)1(2 7{ dS(l) ds® ) v m;
, cw Je@ = s — s

_ /f /},() I(l I(2 % f 1) ds(2 s(l) — S(2)3
o c<2) |s(1) — 5(2)|

d® /OO D@ [ _—fee AV —2®)e,
o0 [Rz + (A0 — A(z))z}

_ K? Mo I(1)I(2 /

Nlw

L
2

Die Kraftkomponente parallel zu e, ist identisch Null, denn

A @
/ d)\(2 ) . (5.40)
" +()\<1) )]
1
— lim d)\(2 0
=00 _E

oN®2) [7’2 +
1

= lim ! T — ! T
e ri + ()\(1) — 5)2} Sl 4 ()\(1) + 5)2} ’
=0.
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5.3 Ringstrome

Die Kraft F[C™), C®?] wirkt ausschlieBlich entlang der Richtung e,, steht also ortho-
gonal zur Orientierungsrichtung e, der beiden geradlinigen diinnen Leiter. Somit

F[c™,c?] = Ho ) [ gy0 / dA® i ;| e
47 % [RQ + ()\(1) B )\(2))2}5
(1) _ @
_ o) 7 gy / oo 9 |1 A=A e,
47 % (9)\(2) R [RQ + ()\(1) . )\(2))2] 2
_ Ko ) <2>
N RO ) p2 d)\ e,
A —% R ©

Pro Einheitslinge wirkt fiir 7M7) > 0 auf den Leiter CY) bei festgehaltener
Position des Leiters C® eine anziehende Kraft in Richtung der Verbindungslinie
e, von CM nach C®, die proportional zum Kehrwert des Abstands R ist

w2 o IR
2 R Co-

}F [cw, c@] = (5.41)

Im Jahr 1822 beschaftigte sich Ampere mit der Kraft zwischen zwei parallel ori-
entierten stromdurchflossenen Metalldriahten. Er konnte experimenell zeigen, dass
diese Kraft proportional zum Kehrwert des Abstands R der beiden Dréhte ist. Im
SI-Einheitensystem wird das Amperesche Kraftgesetz zur Festlegung der Einheit
der Stromstarke verwendet (siche Anhang A).

5.3 Ringstrome

Wir betrachten jetzt eine diinne geschlossene Leiterschlaufe C, die eine Flédche F
mit Rand 0F = C einschlieflen moge. Fiir ein beliebiges Vektorfeld v (r) gilt nach
dem Satz von Stokes

= / d*'n’ - rot v (1) (5.42)
f

= / d*r’ (0’ AVy)-v(r).
f
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5 Magnetostatik

Hier bezeichnet n’ die Flichennormale der Flache F am Ort r’ € F, deren Rand
C = OF eine einfach geschlossene Kurve ist. Formal entspricht dies der Operator-
Identitat
ds... = / A2 (0 A V). .. (5.43)
oF F

Die gegebene Darstellung (5.19) des Vektorpotentials als Linienintegral tiber den
Rand 0F = C fiir eine einfach geschlossene Leiterschlaufe C ldasst sich mit dem
Satz von Stokes dann umformen zu

Kol ]{ 1
A(r)= d 44
(x) Ar Jor S\r—s| (5.44)

1 1
_ Ko / '’ AVy——
A JF lr —r/|

Kol r—r
— fHo / d%r'n’ A P—
4T JF r — 1’|

Sei Re = y/|F| /m nun der Durchmesser einer stromtragenden einfach geschlos-

senen Schlaufe C, die wir uns um den Punkt r® zentriert denken. Dann gilt fiir
groBen Abstand |r| > Re zum Zentrum r(®)dieser Schlaufe

Re < [r 1) (5.45)

(V)
- )
47 |r—r(0)|3 ’

Der Vektor p mit kartesischen Komponenten

a€{z,y,z} (5.46)
fa = /4:[/ d*r'n),
f

bezeichnet hier das vom stationdren Strom [ in der geschlossenen Schlaufe 0F = C
generierte magnetische Dipolmoment. Hier ist n/, die kartesische Komponente des
Normalenvektors n’ am Ort r’ der Fliache F, die von der betrachteten einfach
geschlossenen Leiterschlaufe umrandet ist. Da das Oberflachenintegral iiber jede
geschlossene Flache identisch verschwindet, ist der Wert von g unabhéangig davon,
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5.3 Ringstrome

iiber welche Fliche F # F integriert wird, wenn nur der Rand beider Flédchen mit
der Kurve C iibereinstimmt, d.h. wenn gilt 9F = F = C.

Ein an einer Stelle r(®) = 0 positionierter magnetischer Dipol g erzeugt an einem
Ort r # 0 ein magnetisches Induktionsfeld

B(r) =rot A (r) (5.47)

:@rot pAT
A7 r|®

{ (1) w0 (1)
i

aiv (Vi) + e 0 (e )]
(v ) 50 (V)|

—47r5(3

1 3(p-r)r —plr|’
Am rf”

Der Term mit der Deltafunktion ist unbedingt erforderlich, damit gilt

divB (r) = po [u V.08 (r) + 417T (n-V,) <v§|i’>] (5.48)

- [ms@ () + L

= 1o {u V6@ (r) + 417T (14 - V) [—4ms® (F)H
= 0.

Es folgt fiir das magnetische Induktionsfeld, das ein am Ort r(®) = 0 positionierter
magnetischer Dipol p erzeugt:

r#0
B(r):ﬁg(“'r)‘;;“lr‘ . (5.49)

Das magnetische Induktionsfeld (5.49) eines magnetischen Dipols g unterscheidet
sich fiir r # O hinsichtlich der Orts- und Orientierungabhédngigkeit nicht vom
elektrischen Feld eines elektrischen Dipols p, siehe (2.83).
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5 Magnetostatik

Kraft und Drehmoment auf einen magnetischen Dipol

Auf eine diinne geschlossene, einen Strom [ tragende Leiterschlaufe C im duferen
Feld B (r) wirkt nach dem Gesagten eine Kraft

FO — mff ds A B (s), (5.50)
C

wobei jetzt B (s) den Beitrag des Eigenfeldes der Leiterschlaufe C nicht enthélt!
Der Term m = n tragt nicht bei, siche (5.34).
Wir wenden jetzt die Identitat (5.43) auf den Ausdruck (5.50) an und schreiben

FO =kI¢d dsAB 5.51
rl g ds (s) (5.51)

— kI / %' (n' A V) AB (1)
f

—_———
=0

= m[/ d*r’ [n/ AtotB(r') + (n' - V) B (') — n'divB (1) |.
f
Im Rahmen der Giltigkeit der magnetostatischen Approximation gilt fiir das dufle-
re Feld B (r’) am Ort r’ der von einer einfach geschlossenen Leiterschlaufe C = 0F

umrandeten Fliache F natiirlich auch rot B (r') = 0. Also
F© = /d/ d*r’ (n' - V) B (r). (5.52)
F

Im homogenen konstanten duferen Feld B (r') = B® wirkt demnach gar keine
Kraft auf die Leiterschlaufe!

Ist nun das Feld zwar inhomogen, jedoch der Durchmesser einer um die Positi-
on r zentrierten Leiterschlaufe C = 0F klein gegentiber der Langenskala, auf der
%Ba (r) variiert, so folgt in guter Naherung

a€c{r,y,z} (5.53)
FO = I / 4% (0 - V) B, (')
f
0 0
~ Z /d/ d*r'nl, — B, (r) = Z pe=—2D, (1)
F ore or.
ce{x,y,z} ———— CE{CE,y,Z}

=/lic, siehe (5.46)

= (l'l' vr) Ba (I‘)
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5.3 Ringstrome

Aus dem Kraftgesetz (5.53) kénnte man in Analogie zu den angestellten Uberle-
gungen zum elektrischen Dipol (2.82) unmittelbar auf die potentielle Energie eines
magnetischen Dipols g im &dufleren magnetischen Induktionsfeld B (r) schlieflen:

UPPD (r) = —p - B (r). (5.54)

Hier ist Vorsicht geboten, denn bei der Bewegung einer stromtragenden Leiter-
schlaufe im dufleren magnetischen Induktionsfeld ist noch der Beitrag der Induk-
tionsspannung aufgrund der Anderung des magnetischen FluBes, der die von der
Leiterschlaufe umrandete Fléache durchsetzt, mit in die Energiebilanz aufzuneh-
men!

Handelt es sich jedoch bei g um ein permanentes magnetisches Dipolmoment,
zum Beispiel dasjenige eines Elementarteilchens, Atoms oder Molekiils, so ist (5.54)
korrekt, da sich das magnetische Moment von atomaren Systemen nicht stetig
andern lasst. Wir werden diesen Punkt weiter unten noch im Zusammenhang mit
der Arbeitsleistung von bewegten stromtragenden Leiterschlaufen diskutieren.

Mit Bezug auf eine Drehachse durch den Punkt r wirkt geméf (5.50) auf eine
stromtragende einfach geschlossene Leiterschlaufe C ein Drehmoment

M© = kI fi (s—r)A[dsAB(s)]. (5.55)
Fiir ein homogenes magnetisches Induktionsfeld B (s) = B folgt

M©) = mlﬁds [(s —r)- B(O)] — xIB© 7{2 ds-(s—r) (5.56)

- nffids (s —1)-B] - ”;[B@% ds-Va[(s—r1)-(s—1)],

=0

denn das Linienintegral eines Gradienten iiber den geschlossenen Pfad C ist gleich
Null. Wir schreiben jetzt unter Beachtung von C = 0F und Verwendung der Iden-
titat (5.43)

M© =kl ¢ ds|(s—r1) B (5.57)
oF

— il /F a3 (0 A V) [ = 1) - BO)]

. / &r'n’ ABO,
N
=p
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5 Magnetostatik

Ausgedriickt durch das magnetische Moment p einer geschlossenen Leiterschlaufe
C = OF mit eingeschlossener Fliache F, siehe (5.46), folgt demnach, dass das Dreh-
moment im homogenen Magnetfeld B(?Y) = const unabhingig von der Position der
Schlaufe ist:

M =y ABO, (5.58)

Dipol-Dipol Wechselwirkung fiir permanente magnetische
Dipole

Die Wechselwirkungsenergie von zwei permanenten magnetischen Dipolen p!) und
) an zwei Orten RY) und RYY ergibt sich aus (5.54) zu

D) (R(I) _ R(”)) _ _N(]) .BUD (R(I)) 7 (5.59)

wobei BUD(R()) das von dem am Ort R befindlichen magnetischen Dipol p(!!)
erzeugte Feld am Ort RY) des magnetischen Dipols u(? ist, siehe (5.49). Es folgt
nach dem Gesagten fiir die gesuchte Wechselwirkungenergie von zwei magnetischen
Dipolen ) und p'") im Abstand r der Ausdruck

r=RY _RUD

o (1D pD) [ef? =3 (@ ) (ulD-r)
Ho ; ‘

UG (r) (5.60)

47 |r

Vektorpotential und B-Feld eines Ringstroms

Wir berechnen das Vektorpotential A (r) fiir einen stationiren Kreisstrom (9,
der in einer um den Ursprung zentrierten ringférmigen diinnen Leiterschleife C(*)
flieBt. Ohne Beschrankung der Allgemeinheit sei die Leiterschlaufe in die Ebene
r. = rP) eingebettet. Nach (5.44) gilt dann am Ort r fiir das Vektorpotential des
betrachteten ringférmigen Leiters

(L) d
(L) kol / S
AT () 4 Jew |r — s (5:61)

4 - do ‘r —s@) (Qb)‘ .
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5.3 Ringstrome

Hier ist s (¢) mit —7 < ¢ < 7 ein Punkt auf dem Kreis C¥) mit Radius p"):

sP(9) = o) cos (9) e, + pPsin (9) e, + rPe (5.62)
(L)
ds'™(¢) = —pDsin (¢) e, + p™) cos (¢) e,
do
I=73€; +Ty€y +1:€;.
Somit
AT ) (5.63)
_ A P /w a0 —sin (¢) e, + cos (¢) ey
47'(' - 9 ) 9 ) 5 1/2
(2= D cos ) + (1, = psing)* + (. = 1)

rpol ™ o)

== /:rdgb(—sin(gf))em-i-cos(@ey)
1

2 2 (L) 2 )2 L 2 2 T4 COS ¢ Ty Sin ¢ /2
{Tx—f—ry—f_ (TZ - ) + [pH]" = 20 )er+ry (\/IT%M";Q, * \/yr?c+r,«2,>]

X

Mit
. Ty . . Ty - 2 2
CoOsSQ = ————, sina=———=, 1| =\/r7+T 5.64
N NiR . Y (5.64)
schreiben wir
AD (r) = 1 P )/ d¢ (—sin (¢) e, + cos (¢) e,) (5.65)
7 —T
1
X " ; 77
r3 + (rz — s ) + [pW]" = 2pW)r | (cos acos ¢ + sin asin @)
=cos(¢p—a)
Nach der Substitution
X=¢—« (5.66)
folgt dann
A® (1) — ,wi_](L) @) /ﬂ'—a a —sin (x + «) e, + cos (x + a) e, -
™ —T—

2
r? + (rz — 7“9) + [pB])? = 2p@)r, cos x
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5 Magnetostatik

Sei F'(x) eine 2m-periodische Funktion, also F'(x +27) = F (x). Dann gilt fiir
beliebiges § € R das Shift-Lemma:

/7:1 dxF () = ( /, 7;* /ﬁ T [ :H) dxF (x) (5.67)
= [ axF 0+ ( / ™ / m) dxF (v)

_/ dxF (x +/dx (x +7) = F(x — )]

=/_7;d><F(X) :

Somit erhalten wir jetzt mit 6 = —a:
AW (1) = :‘WOI / dy —sin(x+o)e, +cos(x+a)e, (5.68)
\/ + (72— réL)) + [pB]* = 2pW)r cos x
Andererseits ist
sin (y + «) = sin y cos a + cos x sin « (5.69)

cos (x + a) = cos x cos o — sin y sin av.

Die Integration tiber die Terme proportional zu sin y liefert einen verschwindenden
Beitrag:

sin y - cos « n COS X * COS (
e : : e
+cosy-sina | —siny -sina | Y

A(L) (r) ff,uo[( L) /

2
\/ ’I“Z—T’z ) + [pP]? = 2p@)r, cosy
_ AL L)/ —cos (x )sm(a)ex—i—cos( ) cos (o) e,
2
Am \/H rz — T‘EL)) + [pD])? = 2p(P)r | cos x
J(L)

= WZLOTP(L) [—sin () e, + cos (a) e, (5.70)

w9 ["dy cos (x)

- .
0 \/ri + (7”2 - r,(zL)) + [pE]? = 2pW)r ) cosx
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5.3 Ringstrome

Mit der Abkiirzung

li,uol cos (x)

fErayr) = / X\/ (L))

(r =) 492 + [p®]" = 200 cos

S (5.71)

AL (r) (5.72)
L T
_ (_%em_’_mey) /ﬂLQO[( )p(L)/ dy cos (X)
Tt b OV L 0 — 2p0r, cosy
Ef(L)(’I"Z,T’J_)
L (r,. r
= (_ryex + Txey> M
rp

Das Vektorpotential A (L) (r) eines stationdren Stromes in einer ringférmigen Leiter-
schleife ist demnach parallel zur Ringebene orientiert.

Die Funktion f*)(r,,r ) kann exakt durch elliptische Integrale dargestellt wer-
den. Dazu schreiben wir

o (Tz’m) (5.73)

i 2cos? (%) —1
:liuo /dX ()
=) 02+ PO —260r, 2008 (3) 1
l‘illof 2cos? (7) — 1

_ /d\/

ol [o0) o 13 g 2008 0)
2T T " 0 !

2
— rgL)) + (1L + p0)* — 4pr | cos? (v)

1 — mcos? (7)
4p(L)er
a .
(re =) 4 (s + 0
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Mit den sog. vollstandigen elliptischen Integralen

m) :/75 de
07, \/1 —msin?(p)
= /05 dpy/1 — msin?(y)

folgt dann

/ 2cos? () — 1 _ <2_1>K(m)—2E(m)- (5.74)

\/1 —mcos2

Vollstandige elliptische Integrale wie K (m) und E (m) werden am besten mit der
Methode des arithmetisch-geometrischen Mittels berechnet, siche [Pre88].
Nach dem Gesagten gilt

T [ (L) _
PO ) = A O R B e ) - B )] (515)
AD (1) = (=rye, + ryey) ST,
Tl

Aus (5.72) folgt das zugeordnete magnetische Induktionsfeld zu

(L)
B® (r) = rot AW (r) = rot [(—ryex + re€y) ]Ml

Ty

_ [‘9 qm_ 9 A;”] e, 4 la a9 A(gL)] o, + [ 0 quw_ 9 A(L)] c.

Ory = Or or,” *  Ory ory ¥ Ory ©
= 0 f(L (r271)| s+ 0 [—Tyf(L)(r r1)|e
aTZ zy 'L T 8’]"2, L 2y T Yy
o [r 0 T
2z e(L) _ |1y e
+ {3% Mf (ra,ry) or, rlf (ro,ry) }ez
oW 1

(L) (L)
(m%+@%ﬂ¢f W”U+af(““ﬂev

or, T T or,
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5.3 Ringstrome

Die kartesischen Komponenten B(Y (r) von B™) (r) lesen wir hieraus ab zu

Of ) (r,,ry)
BE) (p) = = 2 L) :
W)=t (5.77)
B (r) = _Lyaf(L)(Tz,M)
Y T or,
BgL) (r) _ f(L)(Tz,H) i 3f(L)(7“z,M)'
T 87]_

Elementare Zwischenrechnungen liefern zunéchst

f(L) (Tza TJ_) + af(L)(rza TJ_) (5 78)
r or | ’
el ™ (D)
o 2
i \/(?"Z — T,S;L)> + (rL 4 p)?
1 (L) 2 2
oL Lm2+p : om 0 K—l)K(m)—E(m)
r (r r,(z )) + (ry + p®) or, Om m m
und ebenso
af(L) (rz’ TJ-)
el ® ()
o 2
T \/(rz—rgL)> + (ry + p)
— @ 2
X |— erz = 5 —|—8mi [(— )K(m)—E(m)
(Tz _ )) + (i + p®) Jr, Om m m
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Mit
rz—rgL) —7r2 4+ |pk ?
" (=) 4 a4 7]
_ (L)
om = —8P(L) = (TZ = ) 2
2
or. {(rz — TgL)) + (rp + pL)Q}
und den Relationen
0 1 [E(m)
—K = — | —* - K .81
) = 5o | T k) (5.81)
0 1
L Em)=—[E(m) - K
3 (m) = g 1 (m) ~ K(m)}
0 1 E(m)
K _E _ =\
K (m) — B ()] = 57"
erhalten wir hieraus
() () @) 1
f (TZ7TL) + af a(rzarJ_) _ H,u;) - (582)
"L L T \/(rz — rgL)) + (ry + p))?
2 2
o | () - (rz — rgL)) +7r3 - [p(L)] 2(m)
(’I“Z - rgL)f + (ry — p»))?
und ebenso
(L) (L) o (L)
of 8(7’2,71) _ mu;[ T, — T 21 (5.83)
" N T T
" 2
re— ) 402§ [p®
x K(m)—< D) +ri ¥ ) (m)| .

(re =)+ (= o0
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5.3 Ringstrome

Die kartesischen Komponenten B{") (r) des magnetischen Induktionsfeldes an ei-
nem beliebigen Ort r auflerhalb des betrachteten ringférmigen Leiters sind dann
gegeben zu
4P(L)71

2

(r: =)+ (1 + p0)?
2

w(ry,ry) = \/(TZ — TEL)) + (TJ_ + p(L))2

K’//['OI(L) Ty (TZ - TEL)>

(5.84)

T =/T2 472, m=

B _
2 (1) 2 r? w(ry,r1)
2 0)
(rz - TEL)> +7r2 ¥ [p(L)]Q
x | K (m)— 5 B (m)
(rz - rgL)) + (ri —p@®)
(L)
K’/”’OI(L) Ty (TZ — Tz ) 1
BZ(JL) (I‘) == 2 2
T ri w(ry,ry)
2 0)
(rz - rgL)> +7r2 ¥ [p(L)]2
x | K (m)— 5 E (m)
(rz - rgL)) + (ro — p(L))2
2 0] 2
_ (D) 2 (L)]
b @1 (=) +r = o
B?E )( ) o w(r TL) K(m)_ (L) 2 2E(m)
= (rz—rz ) + (rL—pW)

Dieser exakte Ausdruck fiir das magnetische Induktionsfeld eines stationéren
Kreisstroms kann fiir verschiedene Spezialfille ausgewertet werden. Entlang der
Achse r; = 0 des betrachteten diinnen ringférmigen Leiters gilt offensichtlich

r.=0 m= (5.85)
lim K (m) = 2 = lim E (m)
B (0,0,7.) = 0= B{"(0,0,r,)
kol ) {p(L)}2
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5 Magnetostatik

Magnetfeld im Inneren einer zylinderformigen Spule

Wir erhalten aus (5.85) mit Hilfe des Superpositionsprinzips das magnetische In-
duktionsfeld im Inneren einer Spule mit einer Anzahl N > 1 von Windungen, die
sich von r(F) = —% bis r{t) = é erstreckt. Fir den Fall einer konstanten Bele-
gungsdichte % mit Windungen bekommt man auf der Mittelachse so einer Spule
ein magnetisches Induktionsfeld

L (L)
B(Spule) (O 0.r ) — FL'UOI(L) /é ’E [P } (586)
Z 2 -y e pop ]
B YA ﬂ 3 ,i B r,— 1.
2 1oy dr, \/(Tz T;)Q N [/)(L)]2
_/<a,u0](L)N rz—é N Tz'f—é
T2 2 2
L) Ol ) e
_ wppl P N L, N L—r,
2 l 2 2 2 2
\/(g +72) + [p®)] \/(é —7.) + [p™)]

Grenzfall der langen Spule

Fiir eine Spule der Lénge [ mit Radius p®) < [ darf man in der Mitte der Spule den
Term [pM)]? gegeniiber (4 £ 7.)? vernachléssigen. Es folgt dann das magnetische
Induktionsfeld entlang der Spulenachse zu

.| < 1 (5.87)

N
B (0,0,1.) = il 0
Magnetische Feldstarke in der Umgebung des Mittelpunkts
eines stromtragenden Rings
In der Umgebung des Mittelpunkts r = r{¥)e, des betrachteten stromtragenden
Rings liefert eine Taylor-Entwicklung der kartesischen Komponenten des magne-
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5.4 Magnetostatische Feldenergie und Induktivitat

tischen Induktionsfeldes

=1+ (5.88)
] , ]
o kol D 1e (1= =) |3 153 — 4 (r. — D)
B () ==5,® of |27 16 DIk L
p [p)] i [p)] |
. , -
) ,QMO[(L) Ty (rz — rgL)) 3 15 37‘2L —4 (Tz — rgL))
By ) == ,m P 2716 0P L
p [p)] [pM)]
2
B it ™) 3t —2(r-— M)

E?)Tﬁ — 247& (rz — rgL)>2 +8 (rz — TgL)>4

o (D] L

Hieraus ergibt sich fiir die Feldstirke nahe des Mittelpunktes einer diinnen
stromtragenden Leiterschlaufe unter Vernachlassigung der Terme vierter Ordnung

2
_rmol® | srd —2(r - )

()
B () = 27 ; P 4. >0 (5.89)

Die Feldstirke |B(¥)(r)| steigt in radialer Richtung an, wihrend sie mit zunehmen-
dem Abstand |r, — 75| zur Ringebene abnimmt. Es befindet sich demnach am
Mittelpunkt r = r{Me, eines stromtragenden Rings ein Sattelpunkt der magneti-
schen Feldstarke.

5.4 Magnetostatische Feldenergie und Induktivitat

Wir betrachten die magnetostatische Feldenergie

y(mag) — 2;0 / &rB (r) - B (r) (5.90)
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5 Magnetostatik

einer stationdren lokalisierten Stromverteilung j (r). Ausgehend von der Identitét
div[A(r) AB(r)]=B(r) -rot A(r) — A(r)-rot B(r) (5.91)
substituieren wir die magnetostatischen Grundgleichungen

B (r) =rot A (r) (5.92)
rot B (r) = kpugj (r)

und erhalten
div[A (r) AB (1) = B(r) - B (r) — rjioA (r) - j (). (5.93)
Dann folgt nach dem GauBschen Satz
Agﬁﬂd{AUﬁAB@ﬂ (5.94)
:Aﬁ%mﬂAwAB@ﬂ

_ /Qd?’rB (r) B (r) _,WO/Qd?»rA (r)-j(r).

Dehnen wir das Gebiet €2 jetzt bis ins Unendliche aus, so verschwindet der Bei-
trag des Oberflichenintegrals auf der linken Seite. Demnach folgt die magnetische
Feldenergie jetzt zu

) F

mngQ/&ﬁ@yA@y (5.95)

Dieser Ausdruck fiir U™28) enthélt noch den Beitrag der magnetischen Selbstener-
gie der betrachteten Stromverteilung j (r).

Fir eine Anzahl N von einfach geschlossenen stromtragenden linienférmigen
Leitern C(™ schreiben wir die Stromdichte mittels (5.18) um und erhalten

N
(mag) _ B N~ p(n) j{ ds™ . A (g™
U 5 nzzjl ., ds (s™). (5.96)
Hier ist 1™ der Strom durch den Querschnitt des n-ten Leiters. GemaB (5.20) ist
das von allen solchen Ringstrémen I erzeugte Vektorpotential am Ort r gegeben
zu

N
Ko 1
Al(r) = 29 J(m) (m) =~
(x) 4 c(m) ds |r — s(m)|

(5.97)

m=1
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5.4 Magnetostatische Feldenergie und Induktivitat

Also folgt
2 N
(mag) __ [i"Ho (n) 7(m) j{ (n) | j{ m___ L
U I TR s (5.98)
Die Matrix
n,mée{1,2,... N} (5.99)

K2 1o 1
Lo = 7{ ds™ . 4 dstm™
T Jeo T Jewn T st — glm]

heilt Induktivititsmatriz. Offensichtlich ist die Induktivitdtsmatrix symmetrisch

Lom = Lyn. (5.100)

In SI-Einheiten (x = 1) ist die Mafeinheit fiir L,, ,, der Quotient {TT?F}, wobei

[T] = [%} (ein Tesla) die MaBeinheit der magnetischen Induktion ist. Die Werte
der Induktivitidten L, ,,, hangen nur von der Geometrie der betrachteten Anord-
nung von Leiterschlaufen C™ ab. Damit folgt fiir die magnetostatische Energie

jetzt

N
utme) = = N~ L, 1M1 (5.101)
m=1

DO | —
3

Die Induktivitdtsmatrix ist positiv definit, da U™®) gemaf (5.90) manifest positiv
ist. Die Diagonalelemente L, ,, der Induktivitatsmatrix heiflen Selbstinduktivititen.
Die Selbstinduktivitdten sind samtlich positiv

ne{l,2,...,N} (5.102)
L, >0.
Desweiteren léasst sich mittels der Cauchy-Schwarzschen Ungleichung leicht zeigen

n,mée {1,2,...,N} (5.103)
Lim S Ln,an,m-
Sehr niitzlich fiir die Praxis ist die folgende identische Umformung fiir die ma-

gnetische Feldenergie. Mit der Identitat (5.43) schreiben wir die Summe von Li-
nienintegralen in (5.96) um auf eine entsprechende Summe von Fléchenintegralen
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5 Magnetostatik

iiber alle Flichen ™, deren Rand 0F™ gerade mit den einfach geschlossenen
Pfaden C™ iibereinstimmt. Wir schreiben dann mit C = 9F™

N
[y(mag) _ F R . ds™ . A (S<n>> (5.104)
=1 OF(n
o Z 7™ 2r'n’ - rot A (r')

]-‘(n)

i (n) 2,01
E - d*r'n"-B(r').
Die Grofle

oM = - d?’'n’ - B (1) (5.105)

ist gerade der magnetische Fluss, der die n-te Flache F™ mit Rand C™ = 9F™
durchsetzt. Somit schreiben wir jetzt fiir die magnetische Feldenergie der betrach-
teten Anordnung von geschlossenen Leiterschlaufen

Umas) — Z 1Mo (5.106)

Vergleichen wir die Ausdriicke (5.106) und (5.101), so folgt zwischen den magne-
tischen Fliissen ®™ und den Stromen (™ der lineare Zusammenhang

1
oM == 3" L, I, (5.107)
K

Diese Relation kann die Berechnung von Gegeninduktivitaten erheblich erleichtern!

Zwei Beispiele zur Berechnung der Gegeninduktivitat

Gefragt wird nach der Gegeninduktivitét zwischen einem geradlinigen diinnen Lei-
ter (1) und einen kreisférmigen diinnen Leiter (2) mit Radius a. Beide Leiter sind
in der Ebene r, = 0 positioniert. Der Leiter (1) sei entlang der Koordinatenachse
e, orientiert, der kiirzeste Abstand des Leiters (2), der um den Ort r® = qe,
zentriert sein moge, von dem geradlinigen Leiter sei b, wobei gilt b > a, sieche Ab-
bildung 5.1. Gesucht ist die Gegeninduktivitdt Lo zwischen den beiden Leitern.

174



5.4 Magnetostatische Feldenergie und Induktivitat

Abbildung 5.1: Anordnung von zwei Leitern, deren Gegeninduktivitat bestimmt wird.

FlieBt in den Leitern (1) bzw. (2) jeweils ein stationdrer Strom V) bzw. I, so
geht durch die Kreisfliche |F?)| = 7a?, die vom Leiter (2) umrandet wird, ein
magnetischer Fluss

o [11, [?] = i (LoaI® + Loy IV) . (5.108)

Um die Gegeninduktivitét zu ermitteln, setzen wir jetzt I = 0 und erhalten

(5.109)

Nun verwenden wir, dass der Leiter (1) am Ort ' der vom Leiter (2) eingeschlos-
senen Kreisfliche |F?)| ein magnetisches Induktionsfeld

2 |r'| 7

(5.110)
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5 Magnetostatik

generiert. Somit ist der magnetische Fluss ®®[IM) ) = 0] des vom Leiter (1)
generierten Magnetfelds durch die Kreisflache des Leiters (2) gegeben zu

o™ [1V, 10 = o] = / L, B () (5.111)
f
B /i,uo[(l)/ d?/
N 2 ‘r’—r(0)|<a |r/|
AR a a? — z2
TPy R
27 —a b+
—r(bva?)

In Anhang D.1 wird vorgefiihrt, wie das Integral in der letzten Zeile berechnet
wird. Es folgt als Ergebnis fiir die gesuchte Gegeninduktivitét

Loy = w21 (b— VB2 = a?) . (5.112)

Gegeninduktivitat von zwei konzentrischen parallel orientierten
kreisformigen Leiterschlaufen

Abbildung 5.2: Zwei konzentrische, parallel orientierte Leiterschleifen im Abstand ¢
mit den Radien a® und a®.

Das zweite Beispiel betrifft die Gegeninduktivitit von zwei diinnen stromtragen-
den kreisférmigen Leiterschlaufen (1) und (2), die eine mit Radius aV), die andere
mit Radius a®. Die von den Leitern (1) bzw. (2) berandeten Kreisflichen seien
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5.4 Magnetostatische Feldenergie und Induktivitat

parallel orientiert, so dass die Flachennormalen beider Kreisflachen parallel zur ge-
meinsamen Achse ez orientiert sind. Ohne Beschrankung der Allgemeinheit befinde
sich der Kreismittelpunkt fir den Leiter (1) am Ursprung des Koordinatensystems,
der des Leiters (2) sei um eine Distanz ¢ entfernt am Ort r(® = ces positioniert,
sieche Abbildung 5.2. Trigt jetzt der Leiter (1) einen stationdren Strom I*) und
der Leiter (2) einen stationdren Strom I so gilt fiir den magnetischen Fluss ®®),
der die Kreisfliche des Leiters (2) durchsetzt

1
D@ (1MW @) = = (LypI® + Loy 1MW) . 5.113

( ) ) - ( 22 + Lo ) ( )
Diese Relation ist fiir beliebige Strome IV, I?) giiltig. Wir betrachten jetzt eine

Situation, bei der im Leiter (1) ein stationdrer Strom (V) fliet, wihrend im Leiter
(2) kein Strom flieBt, I = 0. Dann gilt insbesondere

o2 ([(1), 72 — 0)
)
Das magnetische Induktionsfeld B (r'), das ausgehend von dem ringférmigen Leiter

(1) jetzt die vom Leiter (2) umrandete Kreisflache durchsetzt, erzeugt dort einen
magnetischen Fluss

(5.114)

L21:/€

@ (10, 1? = 0) = o, &’ B(r) (5.115)
f

= | d*r'n’ - ot A (1)
f

— (2) . ()

—/6)f(2)ds A(s )
Hier ist das Vektorpotential A (s®) fiir s € 9F® nun gemas (5.75) auszuwerten:
s =aPcosg, P =aPsing, sH=c (5.116)

x )

s = \/[3&2)}2 - [85;2)}2 =a?.

Dann folgt mit

r) =0 (5.117)
P8 — g
4aMq®
m =
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durch Einsetzen in (5.75):

O [q) T9_— 9
(D)o q@)y = kel Jat) 12— m 2
folea™) = ———\—5 NG K (m) mE(m) (5.118)
(L) (¢ q®
(L) (@) — (@ @\ L (e a?)
AD (s?) = (=5, + sPe,) e
Somit
2. A (s@
/a;@) ds'? - A (s9) (5.119)
o D) (¢ g
B / dpa® (—e,sing + e, cos ¢) - al (—e, sin ¢ + e, cos ) f(f;)a)
0 a

=ds(2) =A(s(2))

— 971a® . f(L)(Q a(2))'

Das Ergebnis fiir die gesuchte Gegeninduktivitiat von zwei iibereinander im Ab-
stand ¢ positionierten konzentrischen kreisférmigen Leitern lautet

e ([(1), 72 — 0)

Lyt = K 7@ (5.120)
Jorer ds@ - A (S(2)>
- 10
2ma® - fO) (¢, a?)
- 0
— 2uVa@a - ltﬁmK (m) — \/QEE (m)
4a @

2 + (a® + a(l))2'

Wir diskutieren dieses allgemeine Resultat nun fir zwei extreme Grenzfille: (a)
m < 1 und (b) m =1—¢ mit 0 < ¢ < 1. Eine Reihenentwicklung der elliptischen
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Integrale liefert

(m) (5.121)

- Tz + O(m3) fir 0 <m < 1,
| -2+2mm2—-Llne+O(he) fir0<e=1-m< 1

Demnach gilt in fithrender Ordnung fiir die Gegeninduktivitéit

) Va@al) . T’%m% fir 0 <m < 1,
L21 = KR g 4 . (5122)
a@q) . {ln (ﬂ) 2] firo<1l-m< 1.

Der Fall (a) 0 < m < 1 tritt z.B. bei grofem Abstand ¢ der beiden Kreismittel-

punkte ein, oder auch fiir o/ < a® bzw. a®® < aV. Der Fall (b) 0 < 1—m < 1

liegt vor fiir aV) = a, a® = a+ e mit 0 < e < 1 und |¢| < a. Wir schreiben jetzt
4 4

VIi-m \/1 ___4a@ a®

c2+(a(2)+a(1))2

(5.123)

\/02 —+ (a(Q) —+ a(l))2
Ve + (a® — ah)?
2+ (2a +¢)

__8a \/(1+€>2+<C>2
N ) 2a 2a/)

=14+0O(small)

—4.

— 4.

Die Gegeninduktivitat fiir zwei konzentrische, nahe beieinander positionierte, kreis-
formige Leiter mit nur wenig unterschiedlichen Radien a") ~ a ~ a(!) ist somit in
fithrender Ordnung gegeben zu

e =|a® - a")| (5.124)
0<exka

el < a

8a

Loy = /€2u0a- [ln
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Selbstinduktivitat eines diinnen ringformigen Leiters

Abbildung 5.3: Modellierung des diinnen ringférmigen Leiters als Ringtorus, der aus
unendlich vielen infinitesimal diinnen Faden aufgebaut ist. Hier sind
exemplarisch zwei Faden C(r) und C(r’) eingezeichnet.

Wir betrachten einen ringférmigen Leiter mit Radius a, den wir als einen Ring-
torus 7 mit Radius @ und Querschnittsfliche 7b? modellieren, wobei b < a gelten
soll (Rettungsring), siehe Abbildung 5.3. Man kann die Oberfliche 7 des Ring-
torus T dadurch generieren, dass man die Randpunkte einer Kreisfliche Ky mit
Radius b um eine Achse e,, die in der Kreisebene liegt und im Abstand a zum
Mittelpunkt des Kreises positioniert ist, dann einmal um die Achse e, rotiert. Fur

180
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die Punkte im Inneren von 7 gilt demnach die parametrische Darstellung

0<a<2r (5.125)
0<op<2rm
0<p<b
0<b<a
e (pya, ) = (a+ pcosa)cos ¢
ry (p, 0, ¢) = (a+ pcosa)sing
T, (p,a, ) = psina.

Wir betrachten eine Querschnittsflache Ky des Torus in der Ebene y = 0, also
¢ = 0. Fliefit ein Strom [ mit homogener Stromdichte durch diese Querschnitts-
fliche, so flieBt durch ein um den Ort r € K, zentriertes Flichenelement d*r der
Querschnittsfliche ein Strom dI = [ %. Rotieren wir das kleine Flachenelement
d’r einmal um die Achse e,, so entsteht ein diinner stromtragender Faden C (r)
(siche Abbildung 5.3). Betrachten wir jetzt ein anderers Flichenelement d*', das
am Ort 1’ € Ky zentriert sein moge, und rotieren dieses Flachenelement ebenfalls
einmal um die Achse e,, so entsteht ein zweiter stromtragender Faden C’' = C (r'),
der jetzt den Strom dI[C'] = I jfbg’ triagt. Fir den magnetischen Fluss d® [C, (']
durch den geschlossenen Stromfaden C, der vom Strom dI” im geschlossenen Faden

C’" generiert wird, gilt jetzt

da[C,C = iL c.clarc). (5.126)

Hierbei ist L [C, ('] die Gegeninduktivitit zwischen den beiden betrachteten Faden.
Fir L[C,C'] diirfen wir, da die Radien von C [r] und C [r'] wegen b < a sehr nahe
beieinander liegen, die Naherungsformel (5.124) verwenden. Mit r,r’ € K, folgt
dann

r.(p,a,0) =7, (p,a,0) =c (5.127)
Ty (P7 «, O) — Tz (p,7 «, O) =&

Ac4et=r—r

L[C,C'| = K*upa - [ln8a 2] :

e—r]
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5 Magnetostatik

Insgesamt geht durch die vom Faden C [r] eingeschlossene Flache ein magnetischer
Fluss

O[C(r ZL c,c'dI|[C]
C/
— B dzr'i/ﬁ foa - |1n
K JKo b2

- 2] . (5.128)

v —r'|

Der mittlere magnetische Fluss ® durch den betrachteten Ringtorus ist somit

1 8a
2= | drele / / a2 ’7 1 ~9l.
b2 " ~ b2 i, Ko T e v — /|

Es folgt als Ergebnis fiir die Selbstinduktivitat des betrachteten ringférmigen diin-
nen Leiters mit Radius a:

P
L=k
T
[ 1
= K’ loa - —2—l—ln8a—(7rb2)2/lcod2r KOd%”ln\r—r’\]
Elnbfi
. [/8a 7
= k*ppa - |1 ()—} 5.129
K- loa _n ; 1 ( )

Fir die Berechnung des Integrals verweisen wir auf den Anhang D.2.

Bemerkung

Bei der Berechnung der Selbstinduktivitit eines (unendlich) diinnen leitenden Drah-
tes tritt nach dem Gesagten immer eine logarithmische Divergenz auf, wenn man
die Stromverteilung tiber den Querschnitt des Drahtes nicht berticksichtigt. Fiir
Wechselstrome spielt der Skineffekt eine Rolle, so dass die Stromdichte tiber den
Querschnitt eines Drahtes (in Abhéngigkeit von der Frequenz) dann zur Mitte des
Drahtes hin abnimmt, also auch nicht mehr homogen verteilt ist. Bei supraleiten-
den Schaltkreisen auf Basis von Dinnfilmtechnik ist neben der hier betrachteten
geometrischen Induktivitat zusatzlich noch die sog. kinetische Induktivitit zu be-
riicksichtigen.
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5.5 Materie im magnetischen Induktionsfeld

Selbstinduktivitat einer langen Spule

Wir betrachten ein Solenoid (zylinderférmige Spule) der Lénge [ mit Radius a,
wobei die Achse der Spule entlang e, orientiert sei. Flieit in der Spule mit Win-
dungszahl % ein Strom I, so ist die magnetische Feldenergie fiir eine lange Spule
[ > a hauptséchlich im Inneren der Spule konzentriert:

1
ylmag) — / &rB(r) B (r). (5.130)
2410 Jir 1 |<a
GemaéB (5.87) gilt dann
lri | <a (5.131)
2
B(r) B(r) |[B&9(0,0,m)] 1 ( ; N)2
= = — | K . — .
2410 210 210 Hol T
Demnach erhalten wir mit (5.101)
1 NN\? L
U(mag) =1 X 71'@2 X Tlm (FJ/L(]I . l) = 5[2, (5132)

d.h. die Selbstinduktivitat einer langen Spule mit N Windungen ist gegeben zu

2
L= I€2MO%N2. (5.133)

5.5 Materie im magnetischen Induktionsfeld

Das Antwortverhalten der Materie auf die Gegenwart statischer elektrischer Felder
wird mit dem Begriff der elektrischen Polarisierung erfasst. Entsprechendes gilt
fiir magnetische Materialien. An die Stelle der dielektrischen Konstanten tritt die
magnetische Permeabilitdt. Wir betrachten zur Illustration eine Anzahl N von
mikroskopisch kleinen permanenten magnetischen Dipolen ) in einem Volumen
Q. Die Dichteverteilung der ) in einem Volumenelement d*r’/, das um den Ort
r’ zentriert sei, werde durch eine Verteilungsfunktion M (r’) représentiert. Dann
gilt mit einer langsam verdnderlichen Testfunktion f (r'):

S f (r9) = /Q EM () f (). (5.134)
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5 Magnetostatik

Jedes permanente magnetische Dipolmoment p) am Platz r'/) generiert gema8
(5.45) ein Vektorpotential

@u(j) A (r _ r(j))

AW —
e Nk

(5.135)

Alle durch die Verteilungsfunktion M (r') représentierten magnetischen Dipole zu-
sammen generieren demnach ein Vektorpotential

p A (r—10)

Ho
A(r) = Ho 5.136
(I') 47’(’2 |r—r(j)‘3 ( )
_ﬁuo/dgﬁd@UA@—rU
3
47 |r—r’\
d3/ . AM /
/ [ |r—r’\ (r')
:@/ddl 1 tM,—@ d2/l/\M/ 1
47 T|r—r’|rO () arto© " (r)|r—r’|

=0, da M(r’)=0 fiir r' €02
rot M (r’
— @/ d3,r/ ( )
4 Ja lr — 1/
Fliefit im Volumen € zusétzlich noch ein stationédrer Strom freier Ladungstrager
mit Stromdichte j) (r), so gilt jetzt entsprechend dem Superpositionsprinzip fiir
das gesamte Vektorpotential

A(r): V s s \r—r/| +/d3 ot M (r )] (5.137)

v — /|

_M/&J”U+MM()

47 |r—r’|
_’Wo/d?,/.] ') + i (')
r—r/| '

Die Magnetisierung M (1) generiert folglich eine Stromdichte
req (5.138)

1
jM (r) = ~rot M ().
K
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5.5 Materie im magnetischen Induktionsfeld

Wir erhalten unter Verwendung der Coulomb-FEichung
divA(r)=0 (5.139)
dann die magnetostatische Maxwell-Gleichung zu

rot B (r) = rotrot A (r) = —V2A (r) + Vdiv A(r) (5.140)
T

= wpoj (r) = wppo [J) (r) + 0 (r)]

= o [/{j(f)(r) + rot M(r)} (5.141)
Dies schreiben wir um zu
rot [:OB (r)—M (r)] = ki (r). (5.142)
Das Feld
H(r) = :(JB (r) — M(r) (5.143)

wird Magnetfeld genannt. Es ist fiir den Experimentator von Bedeutung, da dieser
freie Ladungen und ihre Strome leichter kontrollieren kann als das magnetische
Induktionsfeld. Die magnetostatischen Grundgleichungen fiir die magnetisierbare
Materie lauten jetzt

rot H (r) = xj (r) (5.144)
divB (r) = 0.

Auf der Oberflidche 0f2 eines magnetisierbaren Materials mit Volumen €2 und nach
auBen orientierter Flachennormalen n gilt

r € 00 (5.145)
lilr(lgl+ nA[H(r+nn) — H(r+nn)] = IO (r)
n—
lim n-[B(r+mm)—B(r—nn)] =0.
n—0+

Hier bezeichnet J@9 (r) eine auf der Grenzfliche 99 flieende Flichenstromdichte
der freien Ladungen (sofern vorhanden).
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5 Magnetostatik

In vielen Metallen (z.B. Kupfer, Aluminium) ist die Magnetisierung M (r) nicht
permanent vorhanden, sondern ist proportional zum lokalen magnetischen Induk-
tionsfeld

oM (r) = x™®)B () . (5.146)

Den Koeffizienten y™28) bezeichnet man als die magnetische Suszeptibilitit. Mate-
rialien mit y™28) < 0 nennt man diamagnetisch, Materialien mit (™) > 0 heiBen
paramagnetisch.

Dem Gesagten entnehmen wir

:OB (r) = H(r) + M (r) = H (r) + X<mag>:oB (v) (5.147)
H (r) = [1— x(™#] %B (r)
() = =" g L () = po L ()
Die Materialkonstante ]
=T (5.148)

ist die sog. magnetische Permeabilitat. Haben wir es nicht mit einem Ferromagne-
ten zu tun, so gilt fiir die meisten Materialien 107 < |x(™28)| < 10=%. In solchen
Fallen macht es keinen grofien Unterschied, ob man H (r) oder % betrachtet. An-
ders liegt der Fall bei Materialien mit permanenter Magnetisierung (unterhalb der
Curie-Temperatur) wie z.B. Eisen, Cobalt, Nickel und verschiedenen Legierungen
wie Cobalt-FEisen, Silizium-Eisen oder Nickel-Eisen. Deren magnetische Suszeptibi-
litat x(™28) ist in der Tat eine nichtlineare Funktion der angelegten Feldstérke, die
insbesondere auch von der Magnetisierungs-Vorgeschichte abhéngt (Hysterese).

5.6 Magnetisches skalares Potential als Alternative
zum Vektorpotential

Wir betrachten nun einen Ferromagneten (z.B. Eisen) nahe der Sattigung. Auch
verlangen wir Abwesenheit von Stromen freier Ladungstrager, d.h.

i) (r) = 0. (5.149)
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5.6 Magnetisches skalares Potential als Alternative zum Vektorpotential

Dann lauten die magnetostatischen Grundgleichungen
rotH(r) =0 (5.150)
divH (r) = —divM (r).

In dem Fall existiert nach dem Vorbild der Elektrostatik ein sog. magnetisches
skalares Potential V(r) mit

H(r)=-V,¥(r). (5.151)

Ist die Magnetisierung M (r) eine gegebene Grofle, so ist das magnetostatische
Randwertproblem riickfithrbar auf die Poisson-Gleichung der skalaren Potenti-
altheorie:

V2V (r) = divM (r) . (5.152)
Im einfachsten Fall ist als Randbedingung gefordert, dass ¥ (r) im Unendlichen
mindestens wie |—]1F| abfallt. Dann lautet die Losung

U (r) = 1/d3r’

B div M (')
4 '

v —r'|

(5.153)

Der skizzierte Losungsweg funktioniert nicht, wenn das Magnetfeld auch noch
durch Stréme freier Ladungstriger generiert wird, d.h. fiir j¥) (r) # 0.

Gleichformig magnetisierter Zylinder

Ein Zylinder mit Radius a und der Lange [ > a sei gleichférmig entlang seiner
Achse magnetisiert. Wir legen die Achse e, des Koordinatensystems entlang der
Zylinderachse, den Mittelpunkt des Zylinders identifizieren wir mit dem Ursprung
des Koordinatensystems. Dann gilt im vorliegenden Fall

M (r')= MY (r,)e, (5.154)

©) £ 2 2
MO (1) — {M fir [r.| <gund \/r2+12 <a,

0 fiir |r.[ > 5 oder ,/r2 + 72 < a.
Folglich ist hier

M) = 20 ) =0 s (ro 1) =5 (ro - L) 0 o iEH )

(5.155)

N~ N|~
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5 Magnetostatik

Nur die beiden Stirnflachen des Zylinders tragen zur Losung der Poisson-Gleichung
bei

U (r) = - /d%’diVM(r,) (5.156)

dn Ir — 1/
4 Jo 0 -4 Z\/(rm—’f’:’r)QﬂL(%-%)24—(7‘2—72)2

M(O) 2 a
= — / de / dr'r’
4 Jo 0

1 1

[m B O o L R e

Wir werten das Integral fiir groffe Entfernung zum Ursprung aus

X

a <<l < |r| (5.157)

MO o a Ir MO 7ra?l r
U (r) = /d/d”—z L ma T 5.158
(r> 0 (10 0 rr |r|3 47'(' ’r|3 ( )

Dies ist das Potential eines entlang der Richtung e, orientierten magnetischen
Dipols mit Dipolmoment

= |ule. (5.159)
_ a0 2
| = MY ma®l .
Volumen
Also
1l pu-r 1 1

U(r)=— =—pn-|-V,—|. 5.160
0= = o ( M) (5.160)
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5.6 Magnetisches skalares Potential als Alternative zum Vektorpotential

Das zugeordnete Magnetfeld ist ein Dipolfeld

H(r) = —V,0 (1) - -, [w V) ‘1,]

1 1

13(p-r)r—plr|
o pr

Schliefilich ist )
_ Ho3(p-r)r—plr|

B (r) = b () = {255

in Ubereinstimmung mit (5.49).

(5.161)

(5.162)
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6 Energie- und Impuls-Bilanz fiir
elektromagnetische Felder

In der Elektrostatik war es zweckméfig, die gesamte Ladungsdichte p in den Anteil
pP) der freien Ladungstrager und den komplementiren Anteil der Polarisationsla-
dungen p")zu zerlegen. Die dort angestellten Betrachtungen lassen sich auf zeitlich
veranderliche elektromagnetische Felder tibertragen. Wir schreiben jetzt im Inne-
ren des Volumens (2 eines materiellen Korpers

p(r,t) = p(r,t) + p!"(x, 1)
PP (r) = —divP (r, 1)

und entsprechend fiir die Stromdichte in der magnetisierbaren und polarisierbaren
Materie

§rt) =30 (0 ) + 5 (0,0) + 3 (x, 1), (6.1)
wobei
(P ey = 9
() = 8tP(r,zﬁ) (6.2)
D (r,t) = irotl\/[ (r,t).

Solange es in der stabilen Materie keine Konversion von freien Ladungen in Po-
larisationsladungen gibt und umgekehrt, sind freie Ladungen und Polarisationsla-
dungen fiir sich genommen Erhaltungsgrofien

aatp(f)(r,t) + divj(f) (r,t) =0 (6.3)

;p(m(r,t) + divj(P) (r,t) =0
divj™ (r,t) = 0.
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6 Energie- und Impuls-Bilanz fiir elektromagnetische Felder

Durch Einsetzen in die Maxwell-Gleichungen folgt

div [E (r,1)] = p (r,t) = p(r,8) + p7(r, 1) (6.4)
div [sE (r,t) + P (r,1)] = p(r, 1)
rot B (r,t) — Hﬂoﬁgaat (r,t) = Kpoj (r,t)

0
= po [k§Y) (r,t) + maP (r,t) +rot M (r, )] .

Also

rot [B (r,t) — poM (r, )] — Ko 0 soE (r,t) + P (r,t)] = ki (r, ). (6.5)

8t[

Auch fur zeitabhédngige elektromagnetische Felder ist es tiblich, die Linearkombi-
nation

”OH (I‘, t) =B (I‘, t) - IUOM (I‘, t) (66)

als magnetisches Feld zu bezeichnen, und die Linearkombination

‘ D (r,t) = E (r,t) + P (v, 1) ‘ (6.7)

als Verschiebungsfeld. Demnach ergeben sich die zeitabhingigen Maxwell-Glei-
chungen in Materie mit frei beweglichen Ladungen p)(r, ) und Stromen j) (r,t)
als Quellen fiir D (r,t) und H (r,t) zu

divD (r,t) = p¥(r, 1) (6.8)

/-@QD (r,t) = Kj¥ (r,1).

rot H (r,t) — T

Im Inneren von 2 gilt natiirlich wie im freien Raum

divB (r, 1) = 0 (6.9)

rot E (r, ¢ )—i—/faat (r,t) = 0.
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6.1 Energie-Bilanz fiir zeitlich veranderliche elektromagnetische Felder

6.1 Energie-Bilanz fiir zeitlich veranderliche
elektromagnetische Felder

Wir betrachten jetzt polarisierbare und magnetisierbare Materie, wobei (abgesehen
von den freien Ladungen) der wesentliche Anteil der Materie (bestehend aus den
Atomriimpfen) im Volumen 2 (durch duflere Kréafte) fiz positioniert gehalten wird.
Dann kénnen sich in Gegenwart von dufleren elektromagnetischen Feldern E (r,t)
und B (r,¢) nur die freien Ladungstriager aufgrund der Lorentz-Kraftdichte

£ (r,t) = p) (r,t) B (r,1) + £j (r,t) AB (r,1) (6.10)

bewegen. Pro Zeiteinheit wird dabei durch die Bewegung der freien Ladungstréger
im Volumen ) eine Joulesche Energie £ mit der Rate

/ &r§D (r,8) - E (1, 1) (6.11)

dissipiert, d.h. dem System entzogen. Im stationaren Grenzfall entspricht dies der
n (4.2) gegebenen Definition der Jouleschen Warmeleistung fiir stromtragende
Materie.

Im Umkehrschluss muss dem System mit der Rate —%8 ) Energie zugefiihrt
werden, damit die Bewegung der freien Ladungstrager nicht zum Erliegen kommt.
Wir schreiben jetzt mit der Maxwell-Gleichung (6.8) fiir die dem System pro Zeit-
einheit zugeﬁihrte Energie

——5 / & (r,1) - E (r,1) (6.12)

ot

Nun gilt, wie man leicht zeigt, die folgende Identitat fiir zwei Vektorfelder u (r)
und v (r):

:E/ngr l—rotH(r,t)—i—HaD(I',t) ‘E(r,t).

diviu(r) Av(r)]=v(r)-rotu(r) —u(r)-rotv(r). (6.13)
Somit folgt jetzt
—[rotH (r,t)] - E(r,t) =div[E(r,t) AH(r,t)] — H(r,t) -rot E (r,¢)  (6.14)
0

=div[E(r,t) A\H (r,t)] — H(r,?) - [—liat (r,t)] .
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6 Energie- und Impuls-Bilanz fiir elektromagnetische Felder

In der letzten Zeile wurde verwendet, dass E (r,¢) und B (r, ¢) Losungen der Max-
wellschen Gleichungen (6.8) sind, somit tiber das Induktionsgesetz verkntipft sind.
Einsetzen von (6.14) in (6.12) liefert

_75 /d3m(f) E(r, 1) (6.15)
:/Qd?)rdiv {E (r,t)/\I:(r,t)
+A&TF@ﬁ.§Dmﬂ+H@ﬁ.;Bmﬂ.

Mit (6.11) schreiben wir (6.15) um zu einer lokalen Energiebilanz fiir (festgehalte-
ne) ruhende Materie mit frei beweglichen Ladungen

qUMLQ-E@J):idwwmrﬂA}urwy+E@¢)ng?w (6.16)
+H (r,t)- (9Ba(t )
Der Vektor
SmﬂEE@OAH%ﬂ (6.17)

ist der sog. Poynting-Vektor. Mit dem Satz von GauB} schreiben wir fiir (6.15) jetzt

d
—7dm:/<f'ﬂs’t 6.18
dt o0 m (r'.1) (6.18)

ot ) ot

Die dem Volumen (2 zugefiihrte Energie wird einerseits von den Feldern und der
Materie im Volumen 2 gespeichert, andererseits durch die Oberfliche 0€) des Vo-
lumens transportiert. Offensichtlich kann der Poynting-Vektor S (r,t) dann als die
Energiestromdichte des elektromagnetischen Feldes gedeutet werden, die durch die
Oberflache 0f) in das Innere des Korpers €2 gelangt.

Die Energiedichte u eines polarisierbaren und/oder magnetisierbaren Materials
héngt nicht nur von den Feldern D (r,¢) und B (r,?) in der Materie ab, sondern
z.B. auch von der Massendichte n() (r) der Bausteine der Materie

u=u|n (r,t),D(r,t),B(r1)]. (6.19)

+/Qd3r [E(r,t)-aD(r,t)%—H(r,t -QB(r»t) .
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6.1 Energie-Bilanz fiir zeitlich veranderliche elektromagnetische Felder

Wir sehen der Einfachheit halber davon ab, dass die Energiedichte u der Mate-
rie im Allgemeinen nicht nur von der Massendichte n¥, sondern auch noch von
den elastischen Verzerrungen (und gegebenenfalls weiteren thermodynamischen
Zustandsvariablen) der Materie abhidngen wird.

Fiir festgehaltene, also ruhende stabile Materie ist die Massendichte n(? zeitun-
abhingig, 22 = 0. In dem Fall gilt fiir die Anderung des Energieinhaltes U (t)

ot
im (fixen) Volumen €

Summenkonvention! (6.20)
AU d [,
- (@)
(0 =2 [ aru[n® (1), D (r,0),B(r,1)]
—/d3 su  On (r) N ou 0D, (r,t) N ou 0B, (r,t)
~ )o@ () ot 0D, (r,t) ot 0B, (r,t) ot |
—_———

=0

Die Arbeitsleitung gegen die inneren Kréfte, die die Materie in Ruhe halten, ist
gleich Null. In dem Fall ist dl{;tm allein durch die elektromagnetischen Felder
D, (r,t) und B, (r,t) bestimmt.

Da die (festgehaltene) Materie beztiglich einer Variation der Polarisationsladun-

gen im stabilen Gleichgewicht ist, gilt

ou
_ M _B(r.). 6.21
B~ B ) (6.21)
was bereits in (3.117) gezeigt wurde. Entsprechend ist

ou

5B, (r.0) =H,(r,1), (6.22)

siche [Bec82] und [LLP84|. Insgesamt lautet die Energiebilanz dann

d 0D (r,t) 0B (r,1)
2 eo() _ 2.0 / 3 Rt S AT et S AT
dtg mdrn S(r,t)—l—/gdr[E(r,t) P +H (r,t) P
dU@
_ d2 ' - S (¥t ) 2
& (r',t) + 7 (6.23)
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6 Energie- und Impuls-Bilanz fiir elektromagnetische Felder

Fiir ein lineares (isotropes) Medium mit zeitunabhéangiger Dielektrizitétskon-
stante ¢ und Permeabilitat p, siehe (3.19) und (5.147), folgt hieraus der Energi-
einhalt des betrachteten Mediums in Gegenwart elektromagnetischer Felder zu

A /Qd?’ru(o) [n(m (r)} (6.24)

1 1
— | & E(r,t)-E(r,t)+ —B(r,t)-B(r,t)| .
by [0 B @) B0+ LB Bir

Hier ist

O, (0] = i - ()
ulnt ()] = plim | lim et (), D (v ), B (r, 1)) (6.25)

die Energiedichte der Materie in Abwesenheit der dufleren elektromagnetischen
Felder.

Machen wir die einfache Modellannahme, dass sich im Volumen €2 ausschlieflich
freie Ladungstriger mit Stromdichte j)(r,#) und Ladungsdichte p/)(r,t) befin-
den, d.h. sehen wir von Effekten der polarisierbaren oder magnetisierbaren Materie
ab, so gilt

D (r,t) = goE (r,1) (6.26)

H(r,1) = MlOB (r.1).

In dem Fall ist in Gegenwart der elektromagnetischen Felder, die dieses Volumen
durchsetzen, die entsprechende Energiebilanz gegeben zu

_ C‘ljtg(ﬂ) (t) = — /Q Brj) (r,t) - E (r,t) (6.27)

d € 1
_ [ 3 3,. | €0 _ _
_/Qd rdle(r,t)—irdt/er[QE(r,t) E(r’t>+2M0B(r’t) B(r,t)|.

Mit der Energiedichte des elektromagnetischen Feldes

1
u (r, ) = CE(r,4) - E(r,8) + — B (r,t) - B (r, 1)
2 2410
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6.1 Energie-Bilanz fiir zeitlich veranderliche elektromagnetische Felder

folgt nach dem Gesagten die lokale Energiebilanz zu

3, 1) B, 1) = divS (1, 1) 4 S (e, 1) (6.28)
B (r,t)
S(r,t) = E(r,t) A =2

(0.0 =B A P

Beispiel: Poynting-Vektor fiir einen diinnen stromtragenden
Ohmschen Leiter

Durch einen diinnen langen Zylinder (Draht) mit Leitfahigkeit o flieBt ein Strom 1.
Dann herrscht langs der Zylinderachse e, pro Langeneinheit [ ein Spannungsabfall,
d.h. dem Ohmschen Gesetz entsprechend existiert im Inneren des Drahtes ein
konstantes elektrisches Feld

11 V(R

- e = 2

E
wenn a den Radius des Zylinders bezeichnet. Das magnetische Induktionsfeld,

welches der Strom I im AuBlengebiet r; > a des Drahtes erzeugt, ist geméaf (5.30)

gegeben zu

Kol
B (I') - 27TTJ_ “

(6.30)

Fiir den Poynting-Vektor des stromtragenden Drahtes im Auflengebiet finden wir
somit

L > a
B 174
Si)=Em A - e. Nea (6.31)
Ko I 2mr,
VBT 1
= — e, . 6.32
{ 27T7“J_e + ( )

Insgesamt flielt aus einem Segment der Lange [ durch die Oberflache eines strom-
tragenden Drahtes (mit nach aufien orientierter Fldchennormalen n') pro Zeit dt
eine Energie d€ mit der Rate
d&
e /r;:a d*r'n’ - S (1) = — g omasl = —Vv@®T (6.33)

[rl|<l
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6 Energie- und Impuls-Bilanz fiir elektromagnetische Felder

heraus, d.h. der Draht benétigt eine Ohmsche Leistung V(® 1, damit der Strom-
fluss auf Grund der Jouleschen Warmeverluste im Inneren des Drahtes nicht zum
Erliegen kommt.

6.2 Impuls-Bilanz fiir zeitlich veranderliche
elektromagnetische Felder

Die Impuls-Bilanz fiir die mit zeitabhédngigen elektromagnetischen Feldern wech-
selwirkende Materie aufzustellen ist deutlich schwieriger, denn anders als bei der
Energie-Bilanz tragen bei der Impuls-Bilanz alle Kréfte bei, also auch die Kréfte,
die einen realen (also polarisierbaren und magnetisierbaren) materiellen Korper €2
in Ruhe halten. Es ware natiirlich moglich, von einem kréftefreien Zustand auszu-
gehen, was allerdings voraussetzt, dass man die Kréfte, die in der Materie bei einer
Verschiebung ihrer Atome aus der Gleichgewichtslage wirken, tatsédchlich kennt!

Es ist daher viel leichter, die Impuls-Bilanz fiir elektromagnetische Felder in
einem Volumen () aufzustellen, in dessen Innerem eine nicht polarisierbare und
nicht magnetisierbare starre Modellmaterie, bestehend aus freien Ladungen mit
Ladungsdichte p'/) (r, ) und Stromdichte j/) (r,¢), den durch das Volumen € pro-
pagierenden elektromagnetischen Feldern ausgesetzt ist.

Um die ,,Atome* einer solchen Modellmaterie im Volumen €2 in Ruhe zu halten,
ist dann eine Kraftdichte f (r,¢) aufzuwenden, die der Lorentz-Kraftdichte (6.10)
das Gleichgewicht héalt

f(r,t)+ L (r,t)=0 (6.34)
f(r,t)=—p (r,t)E(r,t) — kjD (r,t) AB(r,1).
Mit (1.21) und (1.22) folgt nun
B (r,t)

f(r,t)=—[eodivE(r,t)|E(r,t) — [rotB (r,t) — muoeogE (r,t)| A

ot

B (r,?)
Ho

] —goE (r,t) A

E;B (r, t)]

=—rot E(r,t)

0
= Kok, [E (r,t) A

ey divE (r, )] E (r, 1) UO rot B (r, t)] AB (r,1)
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= liéoluog [E (I',t) VAN M

ot Ho

1 1
+ —B(r,t) Arot B (r,t) — [ div B (r, t)] B (r,t).
Ho Ho

=0

Nun gilt (Summenkonvention!)

a,b,c € {zx,y,z}
[E (r,t) Arot E (r,t)], — [divE (r,t)] E, (r,?)

= eapclly (1, 1) [rot E (r,1)],
—_—

=Ecmn %En

— [;Eb (r,t)| Ey(r,t)

Ty

0 0
= <6a,m(5i’n — (5a’n5b’m)Eb (I', t) %En — lam)Eb (I‘, t)‘| Ea (I‘, t)
19 9
= §6Ta [Eb (I‘, t) Eb (I', t)] - 877’13 [Eb (I‘, t) Ea (I‘, t)} .

Entsprechend schreiben wir

B (r,t) Arot B (r,t)], — [divB (r,t)] B, (r,t)
10

3o B (0.0) By (0.0 = - (B (1.0)- B (1)

87"1)

] +eoE (r,t) Arot E (r,t) — [eo divE (r, )] E(r,t)

(6.35)

(6.36)

(6.37)
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6 Energie- und Impuls-Bilanz fiir elektromagnetische Felder

Insgesamt
a,b,c € {z,y,z} (6.38)
0 B (r,t
Furt) = wzopo o [E ) AP )L

o { G o (B 00) B 1.0 = 57 1B (1) Ea (0]

_%1{18 wdandnwy—aJBMnﬂBAnm}

o 587"& or
0 B (r,?)
— 2 ’
= K Coto 5, [E (r,t) A p” L
L0 R, ( t)E(rt)+—1B(rt)B(rt)
ara 2 C ) c ) 2”0 C Y c Y

0 1
— — |eoEy (r,t) E, (r,t) + — By (r,t) By (r,1)] .
- 0B 5. By (1) LB 5,0 B (.0
Den ersten Term deutet man unschwer als zeitliche Ableitung der Impulsdich-
te p®(r, 1) fiir elektromagnetische Strahlung, die offensichtlich proportional zum
Poynting-Vektor ist:

B (r,t
p® (r, 1) = K00 [E (r,t) A (r,)] (6.39)
N—_—— /{'//4[/0 a
=1/c?
1
= ES (I'7 t) .

Somit ist die Impulsdichte der elektromagnetischen Strahlung bis auf einen Faktor
= gleich der Energiestromdichte!

Die Groflen
a,b,c € {z,y,z} (6.40)
Tap (r,t) = eoEp (v, 1) By (v, t) + /LloBb (r,t) B, (r,t)
- (5a,b; eoF. (r,t) E. (r,t) + ,ulOBc (r,t) B, (r,t)
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6.2 Impuls-Bilanz fiir zeitlich veranderliche elektromagnetische Felder

sind die Komponenten des elektromagnetischen Spannungstensors im betrachteten
Fall, dass im Volumen €2 nur freie Ladungen existieren.

Es folgt fiir die Komponenten der Kraft, die der Lorentzkraft im Volumen €2 das
Gleichgewicht hélt (Summenkonvention!), der Ausdruck

a,b,c e {z, y,z} (6.41)
/szdgrf“(’ /d3 robe (0t /d3 Bry Lo (1)

Umstellen liefert (fiir ein konstantes Volumen 2) das Ergebnis

A B (o) = [ B 3 ﬂ
dt/ﬂd rpy’ (r,t) —/Qd T fa (r,t)+/ d 3 Tab (r,t) (6.42)
:/Qd?’rfa( , / d2r anab r't).

In differentieller Form lautet die Impuls-Bilanz

A0 = ol + 5T, (6.43)

Die linke Seite ist die zeitliche Anderung des Strahlungsimpulses im Volumen
), die rechte Seite ist eine Summe von Kraften. Diese Kréfte sind erstens die
Gegenkraft zur Lorentzkraft, wobei diese ja im vorliegenden Fall den (als nicht
polarisierbar und als nicht magnetisierbar modellierten starren) Korper €2 in Ruhe
hélt, und zweitens das Integral iiber die Flachendichte njTy, (r',t) der wirkenden
Spannungskrifte iiber die Oberflache 0S). Der negative Spannungstensor —T,;, (r/, t)
entspricht, da nj gemaf der Konvention die nach auflen orientierte Komponente der
Flachennormalen auf der Oberfliche 0f2 ist, der a-ten kartesischen Komponente
des Impulsflusses durch die Oberflache in die b-te kartesische Richtung.

Zur realistischen Beschreibung von (nicht starrer) polarisierbarer oder magne-
tisierbarer Materie muss allerdings sehr genau definiert werden, was man unter
dem elektromagnetischen Spannungstensor im Inneren der Materie verstehen will,
da hiervon die Aufteilung in mechanischen Impuls und elektromagnetischen Im-
puls abhangig ist. Die Impuls-Bilanz fiir die polarisierbare und magnetisierbare
Materie realistisch zu behandeln wiirdet eine detaillierte Kenntnis der thermody-
namischen Zustandsgleichung der Materie im Volumen 2 erfordern, was aber nicht
Untersuchungsgegenstand dieser Vorlesung ist.
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6 Energie- und Impuls-Bilanz fiir elektromagnetische Felder

Drehimpuls

Ein elektromagnetisches Feld mit Strahlungsimpulsdichte p®) (r, ) im Volumen
tragt mit Bezug auf eine Drehachse durch den Punkt r(®) einen Drehimpuls

= [t et ) o2
Q

Wenn zum Beispiel ein magnetisches Induktionsfeld parallel zur Achse eines (dreh-
bar gelagerten) elektrisch geladenen Zylinderkondensators (plotzlich) eingeschaltet
wird, bewirkt dies ein Drehmoment $J (5)(¢), d.h. der Zylinderkondensator wird
um seine Achse in Rotation versetzt.

6.3 Arbeitsaufwand zum Verschieben einer
stromtragenden Leiterschlaufe

Wir betrachten zwei stromtragende Leiterschlaufen C™") und C?, wobei C® um den
Ort r® zentriert sein moge und C um den Ort (V). Dann gilt gemaf (5.37) fiir
die Kraft, die von einer stromtragenden Leiterschlaufe C? auf eine stromtragende
Leiterschlaufen C™) ausgeiibt wird

F[c™,c®;r® — @] (6.45)

_ K Mo W 1

a jém?{ [as - as®] v SONrM 4 s — r@ — 5@
_ K MO (1) (2)?{ j{ 1) 1.2) 1

a ] ! c) Je@) [dS ds } Vi) |r(1) —r@ 4+ g1 — 5(2)‘

1
Ji) M. 35®@
%(1) 7{@) ds } |r(1) —r®2 1 g2 — s

= J07® vrmL12 (r® —r®).

- vr(l)

Diese Kraft ist nach dem Gesagten proportional zum Gradienten der Gegenin-
duktivitdt Lio(r® — r®), siehe (5.99). Offensichtlich iibernimmt hier nicht die
Gegeninduktivitat Ly (r), sondern —Ljs (r) die Rolle eines mechanischen Poten-
tials! Das hangt damit zusammen, dass sich entgegengesetzt gerichtete Strome in
Leiterschlaufen abstoflen, wahrend sich entgegengesetzte Punktladungen anziehen.
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6.4 Energiebilanz fiir Systeme stromtragender Leiterschlaufen

Im Gleichgewicht, bei konstant gehaltener Gestalt der Leiterschlaufen C™) und
C® und konstant gehaltenen Stromen IV und I, ist demnach die magnetische
Wechselwirkungsenergie mazimal und nicht, wie die elektrostatische Wechselwir-
kungsenergie, minimal.

Die gegen die von C? auf CV) ausgeiibte Kraft F[CV),C?);r(M) — r()] zu leis-
tende Arbeit bei der Verschiebung von C") von einer Anfangsposition r'Y) hin zu
einer Endposition r!D) bei konstant gehaltener Gestalt der Leiterschlaufen C™)
und C® und konstant gehaltenen Stromen I und I® ist demnach allein durch
den Gradienten der Gegeninduktivitiat bestimmt. Wir erhalten

e

grlmeek) _ prlmech) _ / L, de-F e, c®;r] (6.46)
— _7M7® {Lm (r(H)) — Ly (r(f))}
- _ [U(W’W) (C§1)7c(2)) _gww) (CS),C@))}

I(")=const -

Das Negative der Wechselwirkungsenergie tibernimmt bei festgehaltenen Stréomen
die Rolle eines mechanischen Potentials. Dieses Ergebnis darf grofie Allgemeinheit
beanspruchen, wie im néchsten Abschmitt gezeigt wird.

6.4 Energiebilanz fiir Systeme stromtragender

Leiterschlaufen
V(em,n) Cn,m V(em,m)
= 5~
Lnn Rn Lm,m Rm
|| |
e \L/ o)
Cmn L Om,m

Abbildung 6.1: Kopplung von zwei stromtragenden Leiterschlaufen C™ und C(™.
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6 Energie- und Impuls-Bilanz fiir elektromagnetische Felder

Wir betrachten eine Anzahl von N geschlossenen Leiterschlaufen C™, die jeweils
eine Spannungsquelle V(™) (etwa eine Batterie, die chemische Energie in elektri-
sche Energie umwandelt), dazu Ohmsche Widersténde, Induktivitaten und Kapa-
zitdten enthalten. Spannungsquellen liefern aufgrund der wirkenden elektromoto-
rischen Kraft eine Spannung V€™ (Uberfiihrungsarbeit pro Ladung vom Minus-
zum Pluspol der Batterie), siehe Abbildung 6.1 FlieBt im geschlossenen Leiter C™)
ein Strom 1™, so fiihrt eine Spannungsquelle dem Leiter eine Leistung (Energie
pro Zeiteinheit) von V(™™ [ zu, Hat der Leiter einen Ohmschen Widerstand R,
so generiert dieser lings des Leiters einen Spannungsabfall V™) = [ R wobei
eine Leistung —I™V ) dissipiert wird. An einer zum Widerstand R in Serie
geschalteten Kapazitat C gibt es fiir zeitlich veranderliche Strome einen Span-
nungsabfall V(€ = ¢ , wobei zum Zeitpunkt ¢ die Ladung am Kondensator zu
¢ = f(f dt' 1™ (¢ gegeben ist. Fiir einen zeitlich verdnderlichen Abstand zwischen
den Leiterschlaufen oder fiir zeitlich veranderliche Strome 1™ wirken zusétzliche
elektromotorische Krafte auf die betrachteten Leiterschlaufe C™, z.B. die Induk-
tionsspannung

d
F@cp(“), (6.47)

wobei ®™ den magnetischen Fluss durch die von C™ umschlossene Fliche dar-
stellt. Dieser Fluss ist geméf (5.107) tber die Induktivitédtsmatrix L, ,, mit allen
Strémen 1™ die in den Leiterschlaufen C™ des Systems flieBen, gekoppelt.

Wir wollen nun die Energie eines Systems von stromtragenden Leiterschlaufen
bestimmen, indem wir aus dem Unendlichen kommend weitere Leiterschlaufe C™
in die ndhere Umgebung einer bereits vorhandenen fix positionierten stromtragen-
den Leiterschlaufe C™") verschieben. Bei dem Prozess dndert sich dann der relative
Abstand der Leiterschlaufen, und damit natiirlich die Gegeninduktivitat L, ,, als
Funktion der Zeit.

Die Rate, mit der sich die elektromagnetische Energie U(C™M,C®, ... ,c™) so
eines Systems édndert, ist im allgemeinen gegeben zu

V(ind,n) - _

(iU(C(”,C L) = ZI ) (viemm — V<R»">)+(iU<mech>, (6.48)

wobei %U (mech) die Anderung der mechanischen Energie des Systems bilanziert,
z.B. kinetische und potentielle Energie der Dréhte, mechanische Biegekraifte der
Dréhte, mechanische Federkrafte. Das Minuszeichen berticksicht hier Joulesche
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6.4 Energiebilanz fiir Systeme stromtragender Leiterschlaufen

Verluste aufgrund des Ohmschen Widerstands stromtragender Leiter. Die Energie
des Systems dndert sich demnach, weil aufgrund Joulescher Verluste irreversibel
Energie abgefiihrt wird (Minuszeichen!), wahrend die elektromotorischen Kréfte
sowie die mechanischen Kréfte dem System insgesamt Energie zufithren.

Die Kirchhoffsche Maschenregel besagt nun, dass beim Umlauf um eine Masche
herum (das ist in unserem Fall die betrachtete Leiterschlaufe C™) die Summe aller
elektromotorischen Spannungsabfalle gleich der Summe der iibrigen Spannungsab-

falle sein muss
V(em,n) 4 V(ind,n) — V(C,n) + V(Rvn). (649)

Diese Aussage ist dquivalent zur mikroskopischen Formulierung des Induktionsge-
setzes von Faraday.
Aus (6.49) ergibt sich die Identitét

V(em,n) . V(R,n) _ V(C’,n) . V'(ind,n)7 (650)
d.h.
i (c<1>,c<2>, . ,c<N>) =Y [y ©n) 5 )y tindn) 4 &U@lech% (6.51)
n=1 n=1

Die Influenzladung ¢ am n-ten Kondensator sei iiber eine Kapazititsmatrix Chm
mit den Spannungswerten V(¢ in allen Leiterschlaufen C™ verkniipft

N
¢ =3 Cpp V™ (6.52)
m=1
d
d o _
ar?

Entsprechend ist der magnetische Fluss ®™, der die geschlossene Leiterschlau-
fe C™ durchsetzt, iiber die Induktivitdtsmatrix L, ,, mit den Strémen in allen
Leiterschlaufen C™ verkniipft

1 N
oM = =-5N" L, 1™ (6.53)
Y
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6 Energie- und Impuls-Bilanz fiir elektromagnetische Felder

Halten wir die geometrische Form aller NV Leiterschlaufen sowie deren relative
Position und Orientierung zueinander konstant, so ist sowohl die Induktivitatsma-
trix L, als auch die Kapazitétsmatrix C,, ,, zeitlich konstant. Auch wird in dem
Fall am System der Leiterschlaufen tiberhaupt keine mechanische Arbeit geleistet,
da sich nichts bewegt

&Uﬁmh) = 0. (6.54)

Fiir eine konstante Kapazitdatsmatrix folgt jetzt

N
Z My (Cn) _ Z ((ifq(n)> v (Cn) (6.55)

Beim Ubergang zur vorletzten Zeile wurde die Symmetrie Chpm = Cpp verwen-
det. Dieser Term beschreibt offensichtlich die zeitliche Anderung der elektrischen
Feldenergie, die in dem System von N ruhenden Leiterschlaufen mit konstanter
Kapazitatsmatrix C,, ., gespeichert ist.
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6.4 Energiebilanz fiir Systeme stromtragender Leiterschlaufen

Fir eine konstante Induktivitatsmatrix L,, ,, folgt entsprechend

N : N d
— Y rmylndn = § 7 2 ) (6.56)
n=1 n=1 dt
SRR (m)
N ymE Nt pm
st

I
NE

()ﬁ: d ()
FLRD S A (]
2 B gy

=1
2 d

_ Lo 7 = p(m)
> L (14

n,m=1

1 X d d
—— Lnm [ = pm) 4 rim) =~ (n)
7,2 Lo ( @
d (1 X
R L, 7 p(m)

Beim Ubergang zur vorletzten Zeile wurde die Symmetrie Ly m = Ly, verwendet.
Dieser Term beschreibt offensichtlich die Anderung der magnetischen Feldenergie,
die in in dem System von N ruhenden Leiterschlaufen mit konstanter Kapazitéts-
matrix C, ,, gespeichert ist.

Nach dem Gesagten gilt jetzt fiir die ruhende Anordnung von N stromtragenden
Leiterschlaufen insgesamt

SU(C@ e, _d (1 i c yemyen 1 % L pm)
dt ) ) ) dt 92 n,m 9 n,m

n,m=1 n,m=1
(6.57)
Daraus folgt (bis auf eine unwesentliche Konstante) fiir die elektromagnetische
Feldenergie einer Anordnung von Induktivitdten und Kapazitaten der Ausdruck

1 1 Y

U(c,c®, ... e = 5 > ClpVEMY(©En) 5 > Ly ™10 (6.58)
n,m=1 n,m=1

Es ist hier nicht verlangt, dass Spannungen V(©™ oder Stréme I in den Leiter-

schlaufe C™ zeitlich konstant sind! Der gefundene Ausdruck fiir die elektroma-

gnetische Feldenergie ist demnach allgemein. Die Formel (6.58) dient uns jetzt als
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6 Energie- und Impuls-Bilanz fiir elektromagnetische Felder

Definition der elektromagnetischen Feldenergie fiir den allgemeinen Fall, bei dem
nicht nur Stréme und Spannungen, sondern auch Kapazitiaten und Induktivitédten
von der Zeit abhdngen diirfen.

Was geschieht, wenn einige der Stromkreise C™ gegeneinander bewegt werden?
Sobald sich die Abstdnde zwischen zwei Leiterschlaufen oder auch die Form jeder
einzelnen Leiterschlaufe zeitlich &ndern darf, ist natiirlich die mechanische Arbeits-
leistung am System nicht lénger gleich Null, %U (mech) 2£ 0 da Induktivititen L, ,
und auch Kapazitaten C,, ,, jetzt Funktionen der Zeit sind. Gema8 (6.51) folgt nun
unter Beachtung der Symmetrie C,, ,, = Cy, , und Ly, 1y, = Ly

N N
dﬂmmech) _ %U (c<1>,c<2> c<N>) SO I Cn 4 3 iyt (6.59)
t n=1 n=1
_d 1 N
(Cym)y/(C,n) - (n) (m)
d
_ 7 (Cn) _ 7 — )
Z g
1 L /d NN d
= 5 Z <dtCn"m> y(Cm)y(Cn) Z (Z Cn’mdtv(C,m)> (Cm)
= n=1 \m=1
al 1 XL /d
Ty (Cn) 4 = 2 7(n) p(m)
-y vy 3 ()
N N d N
Ln m I(n) I(n - Ln »,,LI(m)
5 () - 3 5 3 e
1 & /d N
= 3 Z (dtC" m) v (Cm)y/(Cin) + Z (Z CmmV(C’m)) y(Cn)
n,m=1 m=1
=J1(n)
N N N
Z n m V(C m) V(C n) Z I(n V(C n
n=1 [ =1 dt n=1
1 N N d
- o 7™ (m) Ll 7™ 7™
znzfdt ) *Z<Z )i

N

N
- Z ™ Z Lo, m—] Z ™y (iLn,m> I,
m=1

m=1 n=1

Alles zusammen genommen folgt die mechanische Arbeitsleistung am System
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somit zu

(mech) 1 al d (Cm)y/(C)n) 1 al d (n) 7(m)
—U :_§§: —Com |V 1% —§§: &Lm 11 (6.60)
1

n,m=1

Die rechte Seite ist hier gemafl (6.58) identisch mit der negativen Ableitung der
elektromagnetischen Feldenergie U(C™M,C?) ... CN)) des Systems nach der Zeit
bei festgehaltenen Spannungen V(™ und festgehaltenen Stromen I™ fir n €
{1,2,...,N}. Also erhalten wir fiir die mechanische Arbeitsleistung am System
die Relation

dwm@:_[dU@mﬂwwuﬂwg , (6.61)

I(™) =const
V(Cn) —const

Der mechanische Arbeitsaufwand zur Verschiebung eines induktiv bzw. kapazi-
tiv gekoppelten Systems von Leiterschlaufen C™ von einer Anfangskonfiguration
C}n) hin zu einer Endposition C}?) ist demnach gleich der negativen Differenz der

elektromagnetischen Feldenenergie fiir die betreffenden Konfigurationen C}") und

C}T}) bei konstant gehaltenen Spannungen V(™ = const und konstant gehaltenen
Stromen (™)1

mech mech 1 2 N 1 2 N
U —ufret = — U (e e, M) —u (e} e, el O—
V&) =const

(6.62)

Wir schreiben jetzt den Ausdruck (6.58) fiir die elektromagnetische Feldenergie
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6 Energie- und Impuls-Bilanz fiir elektromagnetische Felder

um auf die Variablen elektrische Ladung ¢ und magnetischer Fluss ®™:

U(ch,c®,....c™) (6.63)

=5 2 CupViemvien + Z Ly 11

n,m=1 n,m=1
1 N N
=52 > CamVE™ ZZ[ ', GV
n=1m=1
:5n,l
1 N N
P Lo ™S5 L7 L0
n—1m—=1 g "
=6

() par).

J

Mit (6.52) und (6.53) folgt schliefllich fiir die elektromagnetische Feldenergie um-
geschrieben auf die Variablen ¢ und ®™

1 N , k2 N .
1) 2 M) = = n) [o—1 O A (n) [7-1 ()
U(c®,c®, .. ¢ )—2n§1q [e Lw,q +2n;<1> Iz ]w@ .
(6.64)
Mit der fiir jede invertierbare Matrix U giiltigen Relation

d d -1 d
0= dt(UoU ) = (dtU>oU +Uo<dtU ) (6.65)

d d
—Ut=-U"'|=U|oU™
dt (dt ) °
ergibt sich nun fir die Ableitung der inversen Kapazitdtsmatrix und der inversen
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Induktivitatsmatrix
d _ i (d 1
d _ 1 (d -1

Wenn wir alle Influenzladungen ¢™ auf den Kondensatoren und alle magnetischen
Fliisse @™ durch die N Leiterschlaufen C™, die untereinander sowohl induktiv
als auch kapazitiv gekoppelt sein diirfen, jetzt konstant halten,

ne€{l,2,...,N} (6.67)
d
4 ) _
at?
d
— o) —
dt 0,

so ergibt sich fiir die am System geleistete Arbei bei einer Verdnderung der Form
oder relativen Lage der Leiterschlaufen der Ausdruck

[(167 C<U,(ﬂ2h...,c<N’)] (6.68)

q(") =const
(") =const

(
_ ]-§i<mkyq <ﬁ+“2§6¢me1} U
B I n.J I 2 n.J g™ =const

& (") =const

nj=1

N Y B SR S Y R
1 n,j nj=1 :

S 1 (d o)
n (' . - J
> o e () e

1
2 N d :
— M | L' =L]oL™ oW,
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Nun gilt in Umkehrung der Relationen (6.52) und (6.53)

N
SgmcT]  =vem (6.69)
n=1 m
N
kY WL =0,
n=1 M
Folglich erhalten wir
d. (ctn,c®,...,ct) (6.70)
dt ’ Y q("):const .

&(n) =const

- d n 1 & d ,
- _Z Cm) | , (Cem’) _ — 7 =r ) 7m)
2 2.V (dtc’”’m> v 2 2 (dt m’m>

m,m’=1 m,m/=1

:EW;U@mﬂ@wwﬂmﬂ

1(™) =const
V(1) —const

Ein Vergleich mit (6.60) zeigt dann

d d
L lem e (V) _ 4 7(meeh) 1
LJWC,C ,....C )qumt U (6.71)
& (") =const
:—AQU@mCm”.dM)
dt ’ 7 ’ I(™) =const

V(C:n) —const

Der mechanische Arbeitsaufwand zur Verschiebung des gekoppelten Systems der
Leiterschlaufen C™ von einer Anfangskonfiguration C}n) hin zu einer Endposition
C}T}) ist demnach gleich der Differenz der elektromagnetischen Feldenenergie fiir
die betreffenden Konfigurationen C}") und C}?) bei konstant gehaltenen Influenzla-
dungen ¢ und konstant gehaltenen magnetischen Fliissen ®, oder gleich dem

Negativen dieser Differenz bei konstant gehaltenem Strémen I und konstant
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6.5 Wechselwirkungsenergie fiir zwei stromtragende Leiterschlaufen

gehaltenen Spannungen V(¢):

U[(mech) B U](r[nech) (672)
1 2 N 1 2 N
e |:U (C} )765),,C§ )) _U<C§I)7C§I)77C§I ))}q(")zconst

& (") =const

=—[v(cf.c?.....cf")-u(c.c?.....ci)]

I(M =const *
V(C.n) =const

6.5 Wechselwirkungsenergie fiir zwei stromtragende
Leiterschlaufen

Ein System von zwei stromtragenden Leiterschlaufen mit konstanen Strémen ()
und 7 hat nach dem Gesagten eine Energie

U (C(l),C(Q)) _ [J(selbst) (C(l),C(2)> + gww) (C(l),C(Q)) (6.73)
1 2 1 2
— 1 il (2)
=5ln 1] + 5L 1)+
Demnach ist die Selbstenergie U™t (C1) C(2)) bzw. die Wechselwirkungsenergie
UWW)(cM €)Y der Anordnung gegeben zu

{7 (selbst) (C(l)’c(2)> _ ;Ln [[(1)}2 + ;ng [[(2)}2 (6.74)

W) (e, ¢ = ; (Lia + Loy) IVT.

Wegen der Symmetrie

Lis = Loy (6.75)
ist die Wechselwirkungsenergie einer am Ort r") zentrierten Leiterschlaufe CV) mit
einer am Ort r® zentrierten Leiterschlaufe C gleich

JW.w) (C(l),C(2)> — L IM @ (6.76)
2
1
_ I(1>I<2>Mf W, gs®__ >
4 Jew ds flt) S \s(l) — 5(2)|

— g j{ ds® . A® (S(n)
cm ’
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6 Energie- und Impuls-Bilanz fiir elektromagnetische Felder

wobei A®)(s(V)) das von der Leiterschlaufe C® generierte Vektorpotential am Ort
r = s bezeichnet:

_ KHo o) ]{ @_ L
A (r) . I o ds s (6.77)

Mit dem Satz von Stokes folgt jetzt mit OFY = € die dquivalente Darstellung

U (¢, ¢®) = O }{ ds(®) - A® () (6.78)
’ oFW
= kIO / &' (0 A V) - AD ().

F@
Ist die Leiterschlaufe nun um den Ort r zentriert, und &dndert sich das auflere
Magnetfeld B® = rot A® (r), das die stromtragende Schlaufe C®auf der Skala
des Durchmessers der Leiterschlaufe C") generiert, als Funktion des Ortes nur sehr
langsam, z.B. weil C®® weit entfernt von CV ist, so liefert die fiir v’ € F) giiltige
Taylor-Reihenentwicklung der kartesischen Komponenten von A (r’) um den Ort
r

a € {x,y,z} (6.79)
AP (1) = AD (r) + [(t'—x) - Vi AP (r) + -
Demnach (Summenkonvention beachten)
a,b,c € {z,y,z} (6.80)
(W) (C(l),C(Q))

0
= sIW [ d eaeny o — | AP ") VLA () 1
o /]-'(1> d " Eabe gy {Aa (r) + [(r'=r) - Vo] A7 (r) + }

0 1) (2
=kl [ & s AP (1) = B (x)
N———
:lu,gl) = [rot A2 (I‘)] b

= .B? (r).

Der korrekte Ausdruck fiir die Wechselwirkungsenergie einer einen konstanten
Strom tragenden Leiterschlaufe C mit magnetischem Dipolmoment g am Ort r
mit einem duferen magnetischen Induktionsfeld B (r) ist demnach gegeben zu

UWW) = - B(r). (6.81)
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6.5 Wechselwirkungsenergie fiir zwei stromtragende Leiterschlaufen

Weshalb ist dann die Wechselwirkungsenergie eines permanenten magnetischen
Dipols mit dem duBeren Feld gleich —UW-W)?

Wir beschreiben jetzt die Wechselwirkung zwischen zwei permanenten magneti-
schen Dipolen, in dem wir diese fiir n = 1,2 jeweils durch eine einen Strom (™
tragende Leiterschlaufe C™ modellieren, die einen konstanten magnetischen Fluss
®™ durch die von C™ = F™ umrandete Fliche F™ erzeugt. Zugleich sollen
die Selbstinduktivitdten Li;und Loy beide konstant sein.

Fiir einen derart konstant gehaltenen magnetischen Fluss (der Einfachheit hal-
ber ignorieren wir Kapazititseffekte) gilt entsprechend unserer oben dargelegten
Uberlegung (6.70) fiir die Rate der Energieinderung bei einer Verschiebung von
C™ relativ zu C® entlang einer Trajektorie r (t):

d d
(o e ] _ lU o, e ] (6.52)
[dt ( ) ®(n) =const dt ( ) I(m) =const
1 & d /
=— IO =Ly | 10,
2m%:l <dt , )

Da wir die Selbstinduktivitdten Ly, und Loy als konstant angenommen haben, folgt
dann mit

d d
&Lll — 0 — aLQQ (683)

und L9 = Loy sofort der Ausdruck

d d
wa>dqdm] S () (L S (6.84)
[dt ( ) & (") =const dt

Verschieben wir (bei konstant gehaltenen magnetischen Fliissen ®™ durch die
von C™ umrandeten Flachen F (”)) wahrend einer Zeitspanne At = t;; — t; die
Leiterschlaufe CY) entlang einer Trajektorie r () vom Ort r'Y) = r (;) relativ zur
festgehaltenen Leiterschlaufe C® hin zum Ort D = r(t;;), so folgt ein Ener-
gieunterschied, der allein durch die Ortsabhangigkeit der Gegeninduktivitit Lio
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6 Energie- und Impuls-Bilanz fiir elektromagnetische Felder

gegeben ist:

[U(WW) (C}}),C@)) _ygww) (C}l),C(Q))}

_ [ [dU(W,W) (C(n’(;(z))]

tr dt d(n) =const
— _Jyun [L12 (r(U)) — L (r(l))}

- _ [U(WW) (C}}),C(Z)) _ gww) (C}l),C@))}

(6.85)

&) =const

I(")=const

Die Energiedifferenz bei einer Verschiebung von C™) relativ zu C® bei konstant
gehaltenen magnetischen Flissen ist somit das Negative der Energiedifferenz bei
einer entsprechenden Verschiebung bei konstant gehaltenen Strémen!

Die Wechselwirkungsenergie eines (kleinen) permanenten magnetischen Dipols
p am Ort r mit einem dufleren magnetischen Induktionsfeld B (r) ist demnach

[PieeD] = —p-B(r). (6.86)

d=const

Der Beweis fiir die Richtigkeit der Relation (5.54) fiir permanente Dipole ist damit

erbracht.
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7 Elektromagnetische Strahlung

Ausgangspunkt sind die Maxwellschen Gleichungen (1.22) und (1.21). Mit der
Darstellung des magnetischen Induktionsfeldes B (r,¢) durch das Vektorpotential
A (r,t) geméaB

B (r,t) =rot A (r,t) (7.1)
folgt jetzt aus (1.22)
0
0=rotE(r,t) + /iaB (r,t) (7.2)
=rot |E(r,t) + naatA (r,t)

= rot [V, ¢ (r,1)].

Somit existiert ein Skalarpotential ¢ (r,t) mit der Eigenschaft

0

E (I‘,t) = _vr¢ (I‘, t) - K’a

A(r,t). (7.3)

Einsetzen dieser Darstellung fiir die elektromagnetischen Felder E (r,¢) und B (r, t)
in (1.21) ergibt

divE (r,t) = —V2¢ (r,t) — naat divA (r,t) = glp (r,t) (7.4)
0
rot B (r,t) — HNOEO;E (r,t)
0 0 .
=rotrot A (r,t) — fiko€o —Vi¢ (r,t) — IiaA (r,t)| = kuoj (r,t)
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7 Elektromagnetische Strahlung

und weiter
2 3 . ].
—Vip(r,t) — k—divA (r,t) = —p(r,t) (7.5)
ot €o
2 0
(rot rot +H2u06081§2> A (r,t)+ /ﬁuoaoavrqﬁ (r,t) = kpoj (r,t) .

Mit der fiir die kartesischen Komponenten A, des Vektorfelds A (r,¢) gultigen
Identitat

0 divA(r,t), a€{z,y,z} (7.6)

[rotrot A (r,t)], = —V2A4, (v, t) + 5
Tq

folgt nun

0? 0 0 :
(—Vz + K2’u0€08t2> o(r,t) — fof [/{pgeoat¢ (r,t) + div A (r, t)] = —p(r,t)

2
(—v,% " K?uoeoa) A+ L [fw@ao% (1) + div A (r, t>] — toga (5.1)

ot? ot
a€{x,y,z}. (7.7)

Die Darstellung (7.1) und (7.3) der elektromagnetischen Felder durch Potentiale
ist bekanntlich nicht eindeutig. Es gibt einen Eichfreiheitsgrad, der dazu verwen-
det werden kann, die Bestimmungsgleichungen fiir das Skalarpotential und das
Vektorpotential zu vereinfachen. Einem Vorschlag des danischen Physikers Ludvig
Valentin Lorenz aus dem Jahr 1867 folgend wahlt man fiir Strahlungsprobleme als
Eichbedingung

/{pgsogtqb (r,t) +div A (r,?) = 0. (7.8)

Es folgt zur Bestimmung der elektromagnetischen Potentiale ¢ (r,t) und A (r, ),
mit der Abkiirzung

1
- 7.9
©T Vil (7.9
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7.1 Losung der inhomogenen Wellengleichung in drei Dimensionen

fir die Lichtgeschwindigkeit im freien Raum, der folgende Satz von inhomogenen
Wellengleichungen

o2 L _ 1
( V24 5 503 ¢ (r,t) = EOp(I“, t) (7.10)
, 107 :
—VT + g@ Aa (I',t) = RloJa (I‘, t) , ac {x,y, Z} .

Bemerkung

Unabhéngig von dem schottischen Physiker James Clerk Maxwell (1831-1879) gab
der dénische Physiker Ludvig Valentin Lorenz (1829-1891) die Gleichungen fir
elektromagnetische Wellen und Licht an! Der Déne Lorenz wird oft verwechselt mit
seinem viel jingeren Zeitgenossen, dem Hollander Hendrik Lorentz (1853-1928),
einem der Wegbereiter der Relativitatstheorie, von dem ebenfalls fundamentale
Beitrége zur Elektrodynamik stammen. Die Lorenz-Eichung wurde lange Zeit we-
gen der Namenséahnlichkeit falschlicherweise dem Holldnder Lorentz zugeschrieben,
der Artikel [I1i08] geht ndher darauf ein. Erwédhnt sei, dass der deutsche Mathe-
matiker Bernhard G. W. Riemann (1826-1866) in seinen Vorlesungen bereits ab
1861 die gleiche Eichbedingung verwendete.

7.1 Losung der inhomogenen Wellengleichung in
drei Dimensionen

Wir betrachten die inhomogene Wellengleichung in D = 3 Dimensionen fiir eine
skalare Funktion w (r,¢) mit einer zeitlich und raumlich verdanderlichen Inhomoge-
nitat w (r, t) als Quelle

—V2+ia—2 u(r,t) =w(r,t) (7.11)
"2 ot? e T '
Zur Zeit t = 0 wird als Anfangswert vorgeschrieben
%g%u (r,t) =a(r) (7.12)

.0 _
%%&u(r,t) =0b(r).
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7 Elektromagnetische Strahlung

Da es sich um ein lineares Problem handelt, suchen wir die allgemeine Losung aus
speziellen Losungen der inhomogenen Gleichung mit homogenen Anfangsbedin-
gungen sowie aus speziellen Losungen der homogenen Gleichung mit inhomogenen
Anfangsbedingungen zu superponieren:

w(r,t) =u (r,t) + w0 (r,t) + D (r,t) | (7.13)

Hier sind u¥) (r,t) und u? (r,t) Lésungen der homogenen Wellengleichung mit
inhomogenen Anfangsbedingungen, und zwar

—V2+la—2 uD (r,t) =0 (7.14)
" ot? ’ '
im oD —
%g%u (r,t) =a(r)
0
im — D -
g% e (r,t)=0
-V + 1o uD (r,t) =0 (7.15)
"2 ot? ’ '
lim u (r,t) = 0
t—0
0
.9 _
lin S (2,1) = ()

wihrend u!!?) (r,t) eine Losung der inhomogenen Wellengleichung mit homogenen
Anfangsbedingungen ist:

1 02
2 I _
(—VT + c28152> w0 (1) = w (r,1) (7.16)
lim w10 (r,t) = 0
t—0
lim Qu(IH) (r,t)=0
t—0 Ot ’

Wir betrachten als erstes die Aufgabe, die homogene Wellengleichung mit der
inhomogenen Anfangsbedingung (7.15) zu lésen. Wir suchen kugelsymmetrische

Losungen
k(r,t) =K (rt) (7.17)
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7.1 Losung der inhomogenen Wellengleichung in drei Dimensionen

von (7.15), die nur vom Abstand

r=r|=/r2+r4r? (7.18)

zum Ursprung des Koordinatensystems abhangen sollen.
Eine elementare Rechnung ergibt

V2k (v, t) = Z %k‘(r,t) (7.19)

o[ o
= Z o _8TGK(T’t)]
t)0lr

ac{z,y,z}
_ Z 0 [O0K (r,t) ]
wcloms) Ore | Or  Or,
B Z 0 @K(r,t)ra]
welom s} ore | Or r]
_ Z 0 0K (rt) &+8K(r,t) 9 (ra
Or, Or |r] or  0Orq \r]
ac{z,y,z}
B 0 0K (r,t) ra &+8K(T,t) 9 (ra
N Z or  or |r|) |r| ar  Org \|r|
ac{z,y,z}
0K (,t) r2 9K (rt) r|? —r2
BRI R A
a€{z,y,z} ac{z,y,z}
=1 :%
9% 20
- ( rar) Kino)
10 0
= ;5 |:K (T, t) +7’EK(T’, t):|
10 0
oror [r- K (r,t)]
Nach dem Gesagten folgt
1 02 1 02 1 02
— 2 _
Dies ist aquivalent zu einer eindimensionalen Wellengleichung
o? 1 9
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7 Elektromagnetische Strahlung

Die allgemeine Losung der Wellengleichung in D = 1 Dimensionen lautet fiir x € R
mit zwei beliebigen (stiickweise) zweifach differenzierbaren Funktionen f(z) und
g(x), wie man leicht bestétigt

r-K(rit)=f(r—ct)+g(r+ct). (7.22)

Demnach ist

f(r—ct)+g(r+ct)

k(r,t) = K (r,t) = (7.23)

eine spezielle Losung der homogenen Wellengleichung in D = 3 Dimensionen. Die
derart konstruierte Losung beschreibt die Superposition einer vom Koordinatenur-
sprung auslaufenden Kugelwelle f (r — ct) /r mit einer hin zum Koordinatenur-
sprung einlaufenden Kugelwelle g (r + ct) /r. Wir beschréanken unsere Betrachtun-
gen zundchst auf auslaufende Kugelwellen und setzen g(x) = 0. Die auslaufende
Kugelwelle
) PA G k) (|r||r|_ t) (7.24)
ist demnach eine Losung der homogenen Wellengleichung in D = 3 Dimensionen.
Weitere Losungen erhalten wir, in dem die Kugelwellen jetzt nicht vom Koordi-
natenursprung auslaufen, sondern von einem anderen Punkt r’ # 0. Eine Uberla-
gerung solcher auslaufenden Kugelwellen geméafl

fllr=r'=ct)

v — 1’|

WD (r,4) = / d3ryp(r) (7.25)
mit einer beliebigen Gewichtsfunktion ¥ (r’) ist somit ebenfalls eine Losung der
homogenen Wellengleichung in D = 3 Dimensionen.

Die grofle Flexibilitiat bei der Wahl der Funktionen #(r’) und f (z) in (7.25)
kann nun in geeigneter Weise ausgenutzt werden, eine Losung der Wellengleichung
an die gestellten Anfangswertbedingungen anzupassen. Dazu wéhlen wir jetzt als
Gewichtsfunktion b(r)

r
=7 7.26
Y(r) = 7 (7.26)
und wéhlen fiir die Funktion f(x) die spezielle Form

{816 fir —e<xz<e, (7.27)

sonst.
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7.1 Losung der inhomogenen Wellengleichung in drei Dimensionen

Offensichtlich ist

oo 1 €
/ dzo.(x) = % dz =1,

—&

wobei fiir jede (stetige) Testfunktion ¢ (x) gilt

lim
e—0

| deq(@)6@) = 4(0).

(7.28)

(7.29)

d.h. 0.(x) strebt fiir e — 0 gegen eine Dirac-Deltafunktion. Weshalb die Gewichts-
funktion (r) in (7.26) zur Konstruktion der Lésung u?) (r,t) von (7.15) hier
proportional zum Anfangswert b(r) in der angegebenen Form gewéahlt ist wird

weiter unten klar werden.

Der Beitrag zum Integral (7.25) stammt bei der vorgeschlagenen Wahl fur f(x)
gemafl (7.27) aus einer Kugelschale der Dicke 2¢ und einem Radius ¢t um den
Punkt r als Mittelpunkt. Im Limes ¢ — 0 folgt dann, wenn wir noch r’ =1’ —r
substituieren, als spezielle Losung von (7.15)

U(H) (I‘, t) =

Es ist im vorliegenden Fall naheliegend, Kugelkoordinaten einzufiithren:

0<a<2r
0<v<m
0<7r"<o0

Dann folgt mit

und

— /d3r”b(r +1”)

" Are

1 5 (|r"| — ct)

|

r’ =" cosasind
r, = ' sinasiny
! = 1" cos .

N, = cosasin v
n, = sin asin 9
n, = cos v

d€2, = d¥sindda

(7.30)

(7.31)

(7.32)

(7.33)
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7 Elektromagnetische Strahlung

fir die gesuchte Losung der homogenen Wellengleichung die Darstellung

uldD (r,t) = 1/ r" (r'") /dﬁsml‘}/ dabr+rn5( _Ct)

47(:
2
ct/ dﬁsmﬁ/ dab(r + nct)
47rc
=t-(b),. (7.34)

Das Integral ist proportional zum Mittelwert (b), der Funktion b(r) iiber die Ober-
flache einer Kugel mit Mittelpunkt r und mit zeitabhdngigem Radius ct:

27
1 2b(r + nct) / dd Sln’l9/ dab(r + nct). (7.35)
s

Offensichtlich gilt fir ¢ — 0:

iy (b (), = b(x). (730
Also ist
i) (1) =l (b (), = 0 (737
und auch
i 7 () =iy £ 0+ 010 = iy [0, + 257 000 =0t
(7.38)

In der Tat erhalten wir unter Verwendung des Satzes von Gauf fiir eine beliebige
Gewichtsfunktion 1 (r) die Identitét

0 dQ2, 0
o W) = [ Sl 4 net) (739

dQy,

47
d2r'=(ct)?dn € 1

L “ A2 v +r
47 (ct)2 /r”|:ct Ylr )
1

_ 3.0 3:.! , /
= /|r’<ctd r' div' [Veah(r +1')]

1
= d*r'V2 ).
4met? /r’|<ct Vet (r4r)

o(ct)?

=C

+Y(r + net)
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7.1 Losung der inhomogenen Wellengleichung in drei Dimensionen

Da das Volumen des Integrationsgebietes |r'| < ¢t fiir t — 0 proportional zu (ct)®
gegen Null strebt, und wir annehmen wollen, dass V21 (r) beschriankt bleibt, gilt
somit 9

iy =+ (4 (1)), = 0. (7.40)

Damit ist bewiesen, dass die Funktion
) (v, 1) =t - (b(r)), (7.41)

eine Losung der in (7.15) gestellten Anfangswertaufgabe ist.
Wir zeigen jetzt, dass die Funktion

u (e,) = 2 (1 {a (), (1.42)

die in (7.14) gestellte Anfangswertaufgabe 16st. Aufgrund der obigen Ausfiihrungen
ist die Funktion ¢ - (a (r)), eine Losung der homogenen Wellengleichung in D = 3
Dimensionen

, 107 B
(—Vr + 028252) (t-{a(r)),) =0. (7.43)

Dann ist auch die Ableitung 2 (¢- (a(r)),) eine Losung der homogenen Wellen-
gleichung

, 19\ 0 0 , 1 O° _
(—vr + mp) o (t(a (D)) = o (—vr + CQW> (t-{a(r)),) = 0. (744)

Die in (7.14) gestellte Anfangswertbedingung wird in der Tat erfiillt:

limu'Y (r,t) = lim 9 (t-(a(r)),) = lim [(a (r)), + taat (a (r))tl =a(r) (7.45)

t—0 t—0 Ot t—0

.0 : .
fim ) (r.0) = lim 2 (¢ (a (1)) = V2 Tim (¢ (a (1)) = 0

In der letzten Zeile wurde verwendet, dass ¢ - (a (r)), der Gleichung (7.43) geniigt.
Nach dem Gesagten ist die Funktion

u® (r,t) = u® (r,0) + " (r,1) = (- (a(x)),) +t- (0 (1)), (7.46)
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7 Elektromagnetische Strahlung

eine Losung der homogenen Wellengleichung in D = 3 Dimensionen, welche die in
(7.14) und (7.15) geforderten inhomogenen Anfangswertbedingungen erfiillt

~V2+ 1o u™ (r,t) =0 (7.47)
"o ot? ’ '
im u® —
lim v (r,t) =a(r)
0
oy —
%g% pri (r,t) =b(r)

Wir suchen jetzt eine spezielle Losung der inhomogenen Wellengleichung zu ho-
mogenen Anfangswerten. Dazu bemerken wir, dass die Funktionenschar

v(r 7)) = —7)(w(r,7)), . (7.48)

fiir jeden Wert des Parameters 7 nach unseren obigen Ausfiihrungen eine Losung
der homogenen Wellengleichung ist

2

<—Vf + 16) v(r,t;7) = 0. (7.49)

c? ot?

Jede Funktion v (r,¢;7) gentigt, wie man mit Hilfe der obigen Ausfiihrungen fiir
die Losung u'!) (r,t) leicht zeigt, dabei der Anfangsbedingung

lim v (r,t;7)=0 (7.50)
lim pra (r,t;7) =w(r,7).

Wir betrachten nun, entsprechend dem Prinzip von Jean-Marie Constant Duhamel
(1797-1872), das Integral iiber den Parameter 7:

¢
udt (v 1) = 02/ drv (r,t;7) . (7.51)
0
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7.1 Losung der inhomogenen Wellengleichung in drei Dimensionen

Offensichtlich erfiillt u/I?) (r, #) homogene Anfangswertbedingungen zur Zeit ¢ = 0:

lim w1 (1) =0 (7.52)
0 a [t
LD _ 2y .
lg% prl (r,t)=c 115% 0t/0 dro (r,t;7)

t
=c %g% v(r,t;t)—l—/o dTgtv (r,t;7)

=0

=0.
Fir die zweite Ableitung nach der Zeit ¢ erhalten wir
1 9
(111
2 apl ) (r,t =50 / drv (r,t;7) (7.53)

0 t 0
=5 v(r,t,t)+/0 dTav(I‘,tﬂ')

at/ ars

—hm v(r,t;7) +/ d7‘ U (7).

=’LU(I', )
Die Funktion v (r,t; 7) ist aber Losung der homogenen Wellengleichung, das heifit
82
52V (r,t;7) = Vv (r,t;7). (7.54)
Damit folgt jetzt

102

Gt () =w () + 7
C

¢
02/ drv (I‘,t;T)]
0

=ull1D)(r,1)

= w (r,t) + V2 (r 1),

oder nach einer elementaren Umstellung

( Vit 1;) a0 (2, 8) = w (1, 1), (7.55)
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7 Elektromagnetische Strahlung

was zU zeigen war.
Die gefundene Losung (7.51) der inhomogenen Wellengleichung zu homogenen
Anfangswertbedingungen schreiben wir jetzt noch um zu

umﬂmwzééﬁm@¢ﬂ (7.56)
::c21fdr(t-7)@u<n7oh_7

t dQ,
:C2/0 dT(t_T)/?w[r—l—nC(t—T),T].
Mit der Substitution
" =c(t—1) (7.57)

dr” = —cdr
folgt dann die gesuchte spezielle Losung der inhomogenen Wellengleichung zu ho-

mogenen Anfangswerten (entsprechend einer Uberlagerung von auslaufenden Ku-
gelwellen) zu

ct dQn "
uTD (v, t) = /0 dr”r”/?w (r +nr’ t — TC> (7.58)

_ @ wome [An W (I‘ +nr',t - %H)
= [ dr" (") 7

0 4 r

oy "]

g e

A S <et x|

- o =)
A1 Jjr—r|<ct v — /| '

Anders als bei der Losung der Poisson-Gleichung triagt jedes um den Punkt r’
zentrierte Volumenelement d*r’, in dem die Quelle w(r’,#) von Null verschieden
ist, zum Wert des Integrals zu einem retardierten Zeitpunkt t' =t — |r — r'| /¢ bei.
Die eintretende Verzogerung ist die Laufzeit |r — 1’| /¢, die ein Signal benotigt,
um vom Punkt r’ zum Punkt r zu gelangen. Im freien Raum ist die zugehorige
Signalgeschwindigkeit gleich der Lichtgeschwindigkeit

1
vV ﬁQ@oMo'

CcC =

(7.59)
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7.1 Losung der inhomogenen Wellengleichung in drei Dimensionen

Insbesondere tragen nur Punkte r’ innerhalb des Horizonts |r — 1’| = ¢t zum Inte-
gral bei. Die zum Zeitpunkt ¢ hinter dem Horizont |r — r’| = ¢t liegenden Punkte,
fiur die gilt |r — /| > ct, tragen nicht zum Integral bei, selbst wenn die Quelle
w(r’; ') dort von Null verschieden ist. Da der Horizont proportional zu ¢ wéchst,
konnen Punkte r’, die zum Zeitpunkt ¢; hinter dem Horizont liegen, zu einem
spateren Zeitpunkt t, > ¢; innerhalb des Horizonts liegen.

Die entsprechenden Losungen der inhomogenen Wellengleichungen (7.10) mit
homogenen Anfangswerten fiir die elektromagnetischen Potentiale in D = 3 Di-
mensionen sind die sog. retardierten Potentiale

A |

d
¢ (r’ t) : /|rr/|<ct dgT/p (r & } ) (760)

e, Ir — /|

- [r—r']
bt g o (0t =2
Aa (1t :7/ d , ac{ny 2}

(r ) 47 [r—r’|<ct " ‘I‘ — I‘/‘ “ {x 4 Z}

Beispiel

Um den Retardierungseffekt zu veranschaulichen, betrachten wir eine leitende Ku-
gel mit Radius a, die zur Zeit ¢t = 0 plotzlich mit einer Ladung ¢ aufgeladen wird,
so dass die Flachenladungsdichte

W = 1 (7.61)

dma?

konstant bleibt. Die zugeordnete Ladungsdichte in D = 3 Dimensionen ist dem-
nach

p(r,t) = w8 (lr| — a) O (1) (7.62)

Das skalare Potential an einem Ort r auflerhalb der Kugel ist dann geméf (7.60)
gegeben zu

x| > a (7.63)
(2) o (| —a)© (t— =)
Wo / 3,/ c
t) = —— d .
¢ (r7 ) 4meg [r—r'|<ct " ‘I’ — I'/’

Wir fiithren Kugelkoordinaten ein, so dass die Polarachse den Mittelpunkt der
Kugel mit dem Punkt r verbindet. Den Ursprung des Koordinatensystems legen
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7 Elektromagnetische Strahlung

wir in den Kugelmittelpunkt. Dann gilt auf der Kugeloberfliche

0<¢<2r (7.64)
0<9<nm

= acos(p)sin (J

r,, = asin () sin (Y

. = acos (V)

vl =a

r —r1'| = \/\r|2+a2 —2a|r|cos (V) = R (V).
Folglich ist wegen a < |r|

lim R (V) = |r| —a (7.65)
9—0

lim R (V) = |r| + a.

Y-

Wir beobachten

d _alr[sin (V)
dﬁR(ﬁ) =T RW) (7.66)
) R
sin (V) d = —dR.
a|r]
Somit
(2 0 o - 5 (|| —a)@(t— R(ﬂ))
_ Wo AT . c
¢(r,t)—47rgo/0 dr' (') /0 dgo/o dﬁsm(ﬂ)[ =)
(2) ” (s} (t _ Lﬁ))
_ Wo 2 . c
= Ine 21a /0 dd sin () TR
@ S I
_ Wo 2 c
B 47r5027m /r|—a dRa|r| R
(2) Ir|+a
2 M 4Re <t - R) . (7.67)
20 |r| Jirj-a c
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7.2 Hertzsche Superpotentiale

Schliefllich folgt

0 fur ¢t < |r| —a,
Wi a(ct—|r|+a) -
¢(r,t) =455~ fur r| —a < ct <|r|+a, (7.68)
@)
o |“—r2| fir |r| +a < ct.

Zu einer fritheren Zeit ¢ < (|r| — a)/c liegt die Kugel hinter dem Horizont, das
Potential ist Null. Im Zeitintervall (|r| — a)/c < t < (|Jr| + a)/c wichst die Ku-
geloberfliche in den Horizont hinein, das Potential ist wahrend dieser Zeitspanne
zeitabhangig. Zur spéateren Zeit t > (|r| 4+ a)/c liegt die gesamte Kugel innerhalb
des Horizonts, das Potential ist dann identisch mit dem Resultat der Elektrosta-
tik, d.h. es ist identisch mit dem Coulomb-Potential einer am Kugelmittelpunkt
positionierten Punktladung ¢ = w(® 4ma?.

7.2 Hertzsche Superpotentiale

Wir verwenden SI-Einheiten, x = 1. Die Eichbedingung von Lorenz (7.8)

0 1 B
60a¢ (r,t) + m divA (r,t) =0 (7.69)

erinnert an die bekannte Kontinuitatsgleichung, die ja geméfl
0
Pk (r,t) +divj(r,t) =0 (7.70)

die Ladungsdichte p (r,¢) und die Stromdichte j (r,?) in jedem um den Ort r zen-
trierten Volumenelement d*r verkniipft. Wir schreiben jetzt mit

D (r,t) = gE (r,1) (7.71)
H (r,f) = MlOB (r,4)

fur die Maxwellschen Gleichungen (1.21)

p(r,t) =divD (r,t) (7.72)

j(r,t) =rotH (r,t) — aatD (r,t).
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Heinrich Rudolf
Hertz (1857-1894)

7 Elektromagnetische Strahlung

Diese Darstellung von p (r,t) und j (r,t) durch Strom-Ladungs-Potentiale H (r,t)
und D (r,t) gentigt manifest der Kontinuitatsgleichung.

In Analogie hierzu definieren wir (einem Gedanken von Heinrich Hertz folgend)
zwei Vektorfelder Z(®) (r,t) und Z™ (r,t), so dass gilt

09 (r,t) = —divZ® (r, 1) (7.73)
1 0

= S (m) —7()

,UOA (r,t) rot Z\"™ (r,t) + 8tZ (r,t).

Diese Darstellung der elektromagnetischen Potentiale ¢ (r,¢) und A (r,¢) durch
Hertzsche Superpotentiale Z(®) (r,t) und Z™ (r,t) geniigt manifest der Lorenz-
Eichung. Fur die elektromagnetischen Felder E (r,t) und B (r,t) folgt dann die
Darstellung

0
B (r,t) = rot A (r,t) = —pgrotrot Z™ (r,t) 4+ po— rot Z(© (r, t) (7.74)

ot
0
E (I’, t) - _vr¢ (I’, t) - aA (I‘, t)
1 0 0
- iv 7€ SR (m) (e
50Vr divZ' (r,t) Ho, rot Z\" (r,t) + 8tz (r,t)|.

Die Idee, die elektromagnetischen Felder E (r,¢) und B (r,¢) durch Vektorfelder
Z (r,t) und Z™ (r,t) darzustellen, geht auf Heinrich Rudolf Hertz (1857-1894)
zuriick. Dass diese Darstellung fiir Antennenprobleme sehr vorteilhaft sein kann,
wird im Folgenden klar werden.

Somit lauten die Maxwellschen Gleichungen (1.21) jetzt ausgedriickt durch die
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7.2 Hertzsche Superpotentiale

Superpotentiale Z( (r,t) und Z™ (r,t)
divE (r,t) (7.75)

= div{ V. divZ® (r,t) — uogt [— rot Z™ (r,t) + ;Z(e) (r,t)]} = —p(r,t)

rot B (r,t) — uoeogtE (r,t)

0
= rot [ p1o rot rot Z™ (v, t) 4 Hoz, rot Z® (r, )]
0 0 0
— Hofo, { V,divZ® (r,t) — Hozy [— rot Z™ (r,t) + aZ(e) (r, t)] }
= poj (r,t).
Elementare Umstellungen fithren nun mit der fiir die kartesischen Komponenten
Z&™) (r,t) des Vektorfelds Z(™ (r,t) giiltigen Umformung

a€{z,y,z} (7.76)

{rot rot Z(™ (r,t)} = —V2zlem (rt) + a@ iv Z&™) (v, t)
a ’r’a

div V, [divZ® (r,1)| = V2divZ" (r, 1) = div VZ (x, 1)
sowie der Beriicksichtigung der bekannten Identitdaten
divrot Z™ (r,t) = 0 (7.77)
rot Vy {div 7 (r, t)} =0

auf einen zu den Maxwellschen Gleichungen dquivalenten Satz von Differentialglei-
chungen

) -
div lVEZ(e) (r,t) — poco ;2 Z\ (r,t)| = p(r,t)
0? ]
rot [— rot rot Z™ (r,t) — prog0=— 5 7™ (r,t) (7.78)

2

—i—g rot rot Z (r,t) — V, div Z (r, )+80uoat2

ot

7€) (r,0) | = (1)

=—V2Z(e) (r,t)
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7 Elektromagnetische Strahlung

Weitere elementare Umformungen ergeben

0?
t |—rotrot ZU™ (r,t) — pioeo 752"
TO [ rot ro (r,t) ,uof?()atQ (r,1)

82

= rot [VEZ(’” (r,t) — Vo divZ™ (r,t) — Hoco s 5 Zm (r,t)]

82

_ 2rz(m
= rot [VrZ( ) (r,t) — u0€08t2 Zm )(r,t)] ,
denn rot V, {div Z™ (r, t)} = (0. Wir schreiben jetzt

p(r,t)=—divp(r,t)

Dann folgt

1 02
( V2+23t2>z 9 (r,t) =p(r,t)

o2
rot [V2Z(m (r,t) — Hofo 5 Zm (r,t)]

62

315

Dies ist aquivalent zu
a€{x,y,z}

—Vi+ 2ap Z39(r,t) = pq (r,1)

6 .
[ V2Z ( ,t) + 50”0@2(6) (I‘, t)] =1 (I', t) :

(7.79)

(7.80)

(7.81)

(7.82)
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7.3 Der Hertzsche Dipol

Die Hertzschen Vektorfelder Z(®) (r,t) und Z™ (r,t) geniigen somit der inhomo-
genen Wellengleichung in D = 3 Dimensionen. Die retardierten Losungen zu ho-
mogenen Anfangswerten lauten dann

a€{x,y,z} (7.83)
[r—r’|
1 . Dol t— 0
de> (r,t) = —/ d3r ( )
47 [r—r/|<ct |I‘ — I'/|
[r—1’|
1 Ha (rlvt - 7)
Z(m ,t:——/ 3 < J
“ (r ) 47 [r—r’/|<ct " |I‘—I‘/‘

Auf den ersten Blick ist die Frage berechtigt, weshalb es vorteilhaft sein soll, von
vier Potentialfeldern ¢ (r,t) und 4, (r,t) zu sechs Feldern Z{ (r,t) und Z(™ (r,t)
tiberzugehen, aus denen sich die elektromagnetischen Felder E, (r,t) und B, (r,t)
iiber komplizierte Linearkombinationen von zweiten Ableitungen der Hertzschen
Superpotentiale, siehe (7.74), darstellen lassen. Es gibt aber eine Vielzahl von Pro-
blemen mit intrinsischer Symmetrie, so dass nur drei oder weniger Komponenten
der sechs Felder Z(®) (r,t) und Z(™ (r,t) ungleich Null sind. Immer wenn sich die
Ladungs- bzw. Stromverteilung nur iiber einen im Vergleich zur Wellenldnge klei-
nen Bereich erstreckt, ist die Darstellung der elektromagnetischen Felder durch die
Hertzschen Superpotentiale sehr zweckméafig.

7.3 Der Hertzsche Dipol

Wir betrachten einen zeitlich verdnderlichen elektrischen Dipol p (t), der perma-
nent am Ort r(® lokalisiert sein soll,

p(r,t)=p(t)o® (r—r®) (7.84)
0,
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7 Elektromagnetische Strahlung

wobei p (t) = 0 fiir ¢t < 0. Dementsprechend folgt dann durch Einsetzen in (7.83)

_ =1 5B) (¢ — (O
z (r’ t) 1 /|rr’|<ct d37“/p (t } ) " (r/ - > (785)

T dn lr —r/|
r—r(®

e

dr o r—1O)]

Z™ (r.t) = 0.

Liegt die Position r eines Beobachters hinter dem Horizont, so muss dieser eine
Zeitspanne |r — ()| /c warten, bis er ein Signal registrieren kann, das von r(®
ausgesendet wurde.

Wegen Z(™ (r,t) = 0 vereinfacht sich die Berechnung der elektromagnetischen
Potentiale ¢ (r,¢) und A (r,t) erheblich. Eine elementare Rechnung fiihrt zu fol-
genden Ergebnissen

—r©
0_ 7t
n PO (7.86)
1
¢ (r,t) = ——divZ® (r,t)
€0
r—r(®
Lo |Lp (t— ===
= ——div |—
€0 47 v —rO)]
r—r(© r—r0)
1 [ ) - )
 dmeg v — 1) c It — 10
d lr—r(0)]
0 o &P (¢ )
A (r,t) = o2 = °
(I', ) /J’Oat ( ) ) At |I' . I'(O)|
Hieraus folgt dann
B (r,t) = rot A (r,?) (7.87)
d [r—r©)] a2 lr—r(0)]
__m [n0Agp (- ) i@ agep (i)
Am Ir — ) c r — )]
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7.3 Der Hertzsche Dipol

E(r,t) = =V (r,1) - ;A (r,1) (7.88)
L [3fm®-p (- ) —p - 2
" dneg r—rOf
1[0 (1 =) w0 (1 =)
¢ Ir —r©)?
= It — 1O

Wir betrachten jetzt ein zeitharmonisch veranderliches elektrisches Dipolmo-

ment
p(t) = p'¥ cos (wt) . (7.89)

Die Phasenlage und auch die Stérke der elektromagnetischen Felder sind verschie-
den, je nachdem man sich in der Nahzone |r — r¥| <« < oder der Fernzone
r—r®| > < befindet. In der Nahzone spielt die Retardierung kaum eine Rolle.
Das elektrische Feld gleicht im Wesentlichen dem eines elektrostatischen Dipols,
wobei das Dipolmoment allerdings zeitlich verdanderlich ist, so dass auch eine kleine
Komponente des magnetischen Induktionsfeldes existiert. In der Fernzone dagegen

ist [r — r®] > <, so dass dort in guter Néherung gilt
E (r,t) = E*™ (r t) + O (small) (7.90)
B (r,t) = B (r ¢) + O (small)
r—r(® r—r(®
11 [n(o) . %p (t _ %)} n® — j%p (t _ %)

 dmeg 2 r— 1O
1 1n@A [n(m AN D (t _ ﬂ)}
 dmeg? it — (0]
1
Bfern) (r,t) = —n@ A glfern) (r,t).
C

In jeder Richtung n®sind die Felder E (r,t) und B (r,t) in der Fernzone eines
elektrischen Hertzschen Dipols vom Ort r(® der Quelle auslaufende transversale
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7 Elektromagnetische Strahlung

Kugelwellen:

@) & (7.91)
w
[ (fern) (r,t) - n©® — o = Bfern) (r,t) - n©®

Bemerkung

In der Fernzone gilt auf den ersten Blick

dwﬂmwnwzo<‘ﬁ>¢o (7.92)

2| —rO)

Dies bedeutet natiirlich nicht, dass sich in der Fernzone |r—r(®| > < irgendwelche
elektrischen Ladungen befinden, sondern nur, dass die vernachlassigten Feldkom-
ponenten doch noch eine Rolle spielen, so dass tatsichlich fiir r # r(® iiberall
gilt

divE (r,t) = 0. (7.93)

Abgestrahlte Leistung beim Hertzschen Dipol

Wir stellen in der Fernfeldzone einen Detektor mit einer Querschnittsflache
df = d*n

auf, der sich relativ zur Position eines strahlenden Hertzschen Dipols (Sender) in
Ruhe befinden soll. Der Energiefluss pro Flacheneinheit, mit der die dem Sender
zugewandte Seite des Detektor die zuflieBende Energie pro Zeiteinheit und Fla-
cheneinheit df registriert, ist dann durch den Poynting-Vektor bestimmt zu

d’€ - B (r,t)

Qs r o (—n), (7.94)

wobei n die nach auen orientierte (d.h. die dem Sender zugewandte) Flachennor-
male der Detektorfliche df bezeichnet.
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7.3 Der Hertzsche Dipol

Bemerkung

Wiirde sich der Detektor im freien Raum mit (nicht relativistischer) Geschwindig-
keit v relativ zum Sender bewegen, so wire der Energiefluss gegeben zu

d’€ B (r,t)

Qi [E(r,t) + v AB(r,t)] A - vAgE (r,t)| - (—n). (7.95)
Larmor-Formel
Ohne groen Fehler fiir gf—d‘? diirfen in der Fernzone |r — r(®| > £ anstelle der

exakten Losungen fiir die elektromagnetischen Felder des Hertzschen Dipols die
asymptotisch fithrenden Fernfelder eingesetzt werden

B t B(fern) t
E(r ) A 200 g oy BEEED Loy (7.96)
Ho Ho
E(fern) I',t 2
I Ll 0] e
HoC

. 2
1 sin? (V) [ d? ) (t Cr—= r(0)|>] Lo

- 4meg el |I‘ — r(0)|2 @ c

Hier bezeichnet ¥ den Winkel zwischen der Polarachse, die wir in Richtung des
Dipolmomernts p = pe. legen, und dem Einheitsvektor n(®. Orientieren wir die
Targetfliche d f so, dass gilt

n® . (—n) =1, (7.97)

so folgt, dass ein Flachenelement der Kugel
df = d*mn® = dQ ’r — r(o)‘z n® (7.98)
(mit der Position r(® als Mittelpunkt) nun unter dem Raumwinkelelement
dQ = dvsin (V) dy (7.99)
pro Zeiteinheit eine Energiemenge

e o1 sw’@) [& (0 |r—r®) *do
atdf Y T dmey, & a2 A

; (7.100)
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7 Elektromagnetische Strahlung

registriert. Die Intensitit der abgestrahlten Wellen ist in der Aquatorialebene 9 =
5 des Dipols am grofiten.

Das Integral iiber die Oberfliche der Kugel mit Radius |r — r(®| = const >
< ergibt dann die insgesamt nach allen Richtungen abgestrahlte Leistung eines

elektrischen Hertzschen Dipols zu

pey_ (A2 1 s’ (@) [ (0 —x@\]7
) Amdmey A3 dtQp c

1 gem g 11 [a r—r®\1°
-~ [Ta / dYsin® (0)—— — | = pt -T2
47r/o v 0 sin” ( )47'('80 3 [dt2p< c

win

Wir erhalten also

1 2 [& O\
Pe = [d p(t—’rr‘>] . (7.101)

N 47?50@ de2 c

Diese Relation ist als Larmor-Formel bekannt. Fiir harmonisch schwingende Dipole
ist die Strahlungsleistung proportional zur vierten Potenz der Frequenz und zum
Quadrat des Dipolmomentes.

Der magnetische Hertzsche Dipol

Ein magnetischer Dipol wird z.B. durch eine kleine stromtragende Leiterschlaufe
realisiert. Wir betrachten jetzt einen zeitlich veranderlichen magnetischen Dipol
p (t), der permanent um den Ort r(®) zentriert sein soll,

p(r,t) = p(t) 6@ (r - r(o)) (7.102)
p(r,t) =0,
wobei p (t) = 0 fiir t < 0. Dementsprechend folgt dann durch Einsetzen in (7.83)
Z (r,t) =0 (7.103)
Z(m (r,t) = —1/ N sy
4 Jr—r'|<ct |r — 1|

-0
1t =)
4 |r —rO)]
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7.3 Der Hertzsche Dipol

Eine (langere) Rechnung geméaf (7.74) ergibt fiir die abgestrahlten elektromagne-
tischen Felder eines magnetischen Hertzschen Dipols das Ergebnis

—r©
o r—r?
lr — )|
B (r,t) = —pgrotrot Z™ (r, ) (7.104)
RO r—r(®
g Bl ) 0 g
4m Ir —r©)? ¢lr —rO)
r—r(0) r—r(®
41 |r — r(0)|3
d |I'_I'(O)| d |r—r(0)|
30 w0 (e e
clr —r@
n©® A {H(O) AN (t_ l—i@l)}
i e —rO)]
0 ot Zm
E(r,t) = Hoz, rot Z'"™ (v, t) (7.105)
0) A d [e—r(®)] 0) A 4 [r—r(©]
Am Ir — r©]? clr —rO)|

Fiir ein zeitharmonisch veranderliches magnetisches Dipolmoment
p(t) = p© cos (wt) (7.106)

gilt, dass die Phasenlage und auch die Stirke der elektromagnetischen Felder un-
terschiedlich sind, je nachdem ob man sich in der Nahzone |r — r(¥| < < oder der
Fernzone |r — r(®| > < befindet. In der Nahzone spielt die Retardierung kaum
eine Rolle. Das magnetische Induktionsfeld gleicht im Wesentlichen dem eines ma-
gnetischen Dipols, wobei das Dipolmoment allerdings zeitlich veranderlich ist, so
dass auch eine kleine Komponente des elektrischen Feldes existiert. In der Fernzone
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7 Elektromagnetische Strahlung

dagegen ist |r — (@ > <, 80 dass dort in guter Naherung gilt
E (r,t) = EF™ (r ¢) + O (small) (7.107)
B (r,t) = B®™ (r ¢) + O (small)

0 d2 lr—r(0)]
4t clr —rO)]

E(fern) (I‘, t)

1
Bfern) (r,t) = “n@ A Elfern) (r,t).
c

In jeder Richtung n(®sind die Felder E (r,t) und B (r,t) in der Fernzone eines
magnetischen Dipols vom Ort r(¥ der Quelle auslaufende transversale Kugelwellen:

-0 s < (7.108)
w
| (fern) (r’ t) .n® = o = Bfern) (r, t) .n©®

In volliger Analogie zum Fall des elektrischen Hertzschen Dipols berechnet man
fiir die abgestrahlte Leistung eines magnetischen Hertzschen Dipols

2 [d? lr —r©)| ?
pmag) _ Ho = 3¢, ITTE ) 7.109
47 363 | aret c ( )

7.4 Kurze Stabantenne als elektrischer Hertzscher
Dipol

Wir legen den Ursprung des Koordinatensystems in die Mitte eines zylinderférmi-
gen leitenden Drahtes der Lénge [ und orientieren die Zylinderachse entlang der
Richtung e,. Das Intervall —% <r, < % entspricht dann der Zylinderachse. Der
Leiter erstreckt sich somit iiber das Gebiet

{ )
_ 3 _ _ 2 2
Q_{reR 5 <7< /\[q/rx—i—ry<a}}. (7.110)
Die Stromdichte
jr,t)y=j(r,t)e, (7.111)
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7.4 Kurze Stabantenne als elektrischer Hertzscher Dipol

tiber den Querschnitt am Ort r, des Drahtes |F (r,)| = ma® des Drahtes sei kon-
stant, hangt aber wie bei einer stehenden Welle von der Zeit ¢ und vom Ort r, auf
der Zylinderachse ab, wobei an beiden Enden des Drahts der Strom gleich Null ist:

e <t 112
5 <7 <3 (7.112)

I(r,,t)= /F(r )er'ez j (' t) = wa*j (ra,t) = Iycos (7;7"2,) sin (wt) .

Die Kontinuitédtsgleichung besagt

0 0 .
&p(rz,t) + a—rzj (r,,t) =0, (7.113)

also folgt fiir die Ladungsdichte p (r,,t) entlang der Zylinderachse der Ausdruck

—— , < = 114
5 <7< 3 (7.114)
Iy T\ cos (wt)
p(r.,t)= ——57sin ( i r2> "

Fiir ¢ = 0 ist p (r.,?) am oberen Ende r, = L des Drahtes maximal, verschwindet
bei r, = 0, und wird am unteren Ende r, = —é minimal. Zur spéateren Zeit t =
ist es umgekehrt wie im Fall ¢ = 0, d.h. p(r.,¢) ist am oberen Ende r, = L des
Drahtes minimal, verschwindet bei 7, = 0, und wird am unteren Ende r, = —%

2
maximal. Dazwischen, zum Zeitpunkt ¢ = -, ist die Ladungsdichte tiberall auf
dem Draht gleich Null.

Das Dipolmoment der Anordnung ist dann gegeben durch das erste Moment der
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7 Elektromagnetische Strahlung

Ladungsdichte

p(t)=p(t)e, (7.115)
p()= [ drrp(r.t)

l
_ 22
=T7a /—é drr,p(r.,t)

T [z T cos (wt)
=Iy| — — dr,r, sin <7“Z>
lJ-L l w
_2
21l
= =% cos (wt)
w

Wellenlange und Frequenz der in den freien Raum abgestrahlten elektromagneti-
schen Signale sind gegeben zu

(7.116)

Fir [ < A ist die betrachtete Stabantenne in guter Naherung ein punktférmiger
Hertzscher Dipol. Die abgestrahlte Leistung ist dann geméaf (7.101) in der Fernzone
auf der Kugelschale mit Radius R = |r — r(®| > < gegeben zu

1 2 [ it —r®\1?
(el) _ i Bl B e |
P 4rey 3c3 [dﬁp (t c (7.117)

12 (21l e —x] ?
= —F § ——WCOS |W _— .
dreg3cd | 7 c

Gemittelt iiber eine Periode T = 2% folgt als mittlere Leistungsabgabe der be-
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7.5 Liénard-Wiechert-Potentiale

trachteten (kurzen) Stabantenne

/ dt PV
2 _ ¢(0)
2 2IO / dt cos® |r 7
47T60 3c3 c

1
2

L1 AWPIRP
" Ameg 3m2c3

Die Zahl

1
== P — 376,73 (0] ~ 1207 [

goC €o

ist der sog. Wellenwiderstand (Impedanz) im freien Raum.

7.5 Liénard-Wiechert-Potentiale

Wir betrachten eine Punktladung ¢(?), die sich entlang einer vorgegebenen Trajek-
torien r(®)(¢) (sog. Weltlinie) im Raum bewegen moge, egal ob gleichformig oder
beschleunigt. Die zugeordnete Ladungsdichte bzw. Stromdichte ist

p(r.t) = qV6@ [r— 2O (t)] (7.118)
a€{r,y, 2}
Ja (r,1) = V00 (£) 6@ [r — rO(1)]

dr(0(t)
0) () = @
Ua ( ) dt °

Die einer zeitabhangigen Ladungsdichte bzw. Stromdichte entsprechenden retar-
dierten elektromagnetischen Potentiale ¢ (r,¢) und A (r,t) sind in (7.60) angege-
ben. Um die betreffenden Integrale auszuwerten, verwendet man einen Kunstgriff
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7 Elektromagnetische Strahlung

und schreibt

'
1 (11— )
1) = / d&r’ - 7.119
¢ <r ) 4d7eq [r—r'|<ct " |I' — I',| ( )

1 00 - I
— / d37"// dt/5 t/—t+ |I' r | p(r7 )
4d7eg [r—r/|<ct —00 C |I‘ — I‘,|

1 00 - q(0)5(3) r/ — I'(O) tl
_ / dtl/ d3r15 <t/ —t + |I' r ’) |: ( >i|
—o0 [r—r'|<ct

4req c |r — 1|
r—x© (1)
g /oo 0 (' + == )
dmeg J—oo v — @ ()]

(0) 00 / _
q / d ot d(r—1t)

" drey Jowo O E — T O [ (r, 7)]|
Ebenso
a€{z,y, 2} (7.120)
R
Ko 3 sJa (r’t_T)
Aty =" [
(r ) 4 [r—r'|<ct " |I' — I'll

00 r—r'|\ j.(r',t
:@/ d37”// dt's t/_t+ | | J ( )
4 [r—r’|<ct —0o0 C |I' — I'/|

0),,(0 / 3 / 0) (4
— %/OO dt’/ 435 (t’_t+ |r—r,|> ¢ () 0% [r —r! )(t)}
—o0 [r—r'|<ct C

A lr — /|
/ @ )]
_ rptog"?” /°° /0 (t BN )U(m (t)
At J- v — ()] ¢

O poo 9 §(T—t)
_ Rlog ot ©) 1y
47 [m dr or ‘I‘ NG [Zf’ (I‘, 7_)] ’ Vg [t (ra 7')] .

Hier bezeichnet ¢’ (r, 7) eine Funktion der Variablen r € R3 und 7 € R, die implizit
iiber die Forderung

<7 (7.121)
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definiert ist. Wegen der Deltafunktion 6 (7 —¢) im Integranden miissen wir die
Ableitung %t; (zum Gliick!) nur an der Stelle 7 = ¢ bestimmen. Aus der zu (7.121)
fir 7 =t dquivalenten Forderung

c(t—t)=r—rO ) (7.122)
folgt jetzt mit der Abkiirzung
_ Oy
n© (r ror [ (nd) (7.123)

) = it — O [t (r, )]

durch Ableiten nach der Variablen ¢ auf beiden Seiten der Gleichung (7.122) der
Zusammenhang (Summenkonvention beachten)

ot 0
¢ (1 — at> =5 ‘r —r @) (7.124)
o) or®) (¢ ot
_ — O (¢ a -
o =) ot ot
_ Tq — Tc(zo) (tl) U(O) (t/) aitl
v — @ (¢)] @ ot
ot
— —n@ . vO 1y 2=
n® (1) VO () S
Auflésen nach der gesuchten Grofle % ergibt
ot 1
= (7.125)

ot 1_ QWO

[

Damit erhalten wir aus (7.119) bzw. (7.120) die gesuchten elektromagnetischen
Potentiale zu

q© 1 1
¢ (r,t) = Ameg |1 — 2O@~VOW) ¢ — p0) (¢)] . (7.126)
c t'=t'(r,t

(0) 1 1
_ FHog 0) (4
Aa (I', t) - Ar [1 _ n©) (¢)-v(0) (/) |I' _ I'(O) (tl>|va (t )] . .
t'=t'(r,t

C
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7 Elektromagnetische Strahlung

Eine elementare Umformung liefert unter Beachtung von (7.123) jetzt die sog.
Liénard-Wiechert-Potentiale:

q 1
o (r,t) = (7.127)
dne O ()]~ O) ()
" [je—r0 oy - O]
a€{zr,y,z}
(0) 0) (4
A, (r,t) = fohod Ve ()

[r—r O @)]-v(O) (#")
c t'=t/(r,t)

AT =0 ) -

Die hier auftretende orts- und zeitabhidngige Funktion ¢ = ¢ (r,¢) ist aus der
Forderung

¢ (7.128)

zu bestimmen. Fiir eine allgemeine Trajektorie r(® (#') ist # nur mit numeri-
schen Methoden berechenbar. Fiir ein ruhendes Teilchen ist die Geschwindigkeit
v(® (#) = 0 und man erhilt, wie zu erwarten war, das Coulomb-Potential einer
Punktladung.

Aus den Liénard-Wiechert-Potentialen kénnen wir nun die Felder einer bewegten
Punktladung berechnen, sieche Anhang E. Das Ergebnis lautet dann

oW’

0) 1 1— 0 (4
E(r,t) = ~ Ea— PO P ) (7.129)
4dmeq |I‘ — 1) (t’)‘ [1 . n(0>(t/)-v(0)(t/)} c
1 1 1
clr —r© ()] [1 B n(0>(t’)-v(0)(t’)}3
n© () ) () v(©) (t) . 19v® t)
n n — ——
c c ot
t'=t/ (v t)
1
B(r,t)=-nO [ (r,t)] AE(r,t)
C
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7.6 Strahlung beschleunigter Punktladungen

Die elektromagnetischen Felder, die von einer bewegten Punktladung erzeugt wer-
den, sind demnach eine Superposition von sog. Geschwindigkeitsfeldern und Be-
schleunigungsfeldern.

7.6 Strahlung beschleunigter Punktladungen

Aus dem Resultat (7.129) fur die elektromagnetischen Felder E (r,t) und B (r, )
einer beliebig bewegten Punktladung ist ersichtlich, dass der Beitrag des Geschwin-
digkeitsterms wie 1/[r — r(® (#')|? abfillt, wihrend der Beitrag des Beschleuni-
gungsterms wesentlich langsamer, nédmlich proportional zum inversen Abstand
1/|r—r(© (¢') | abfillt. Fiir die in den freien Raum abgestrahlte Leistung in groem
Abstand |r — (@ (¢') | 3> X zur Position der Strahlungsquelle ist somit nur der Be-

schleunigungsterm relevant, sofern % # 0 gilt. In groBem Abstand [r—r(© (¢) |
zur Strahlungsquelle am Ort r(® (#) kommt pro Zeiteinheit dt und pro Flichen-
element df der Oberfliche eines Detektors am Ort r die folgende Energiemenge

an

d’e l B(r t)]
dfdt = |E (r,t) A ’ - (—n)dfde (7.130)
dfdt o Jy—p (e
= <E (r,t) A L0 /\E(r,t)D - (—n) dfdt
CHo t'=t'(r,t)
= <|E (r, )| RSO E(rt) n)] E(r,t)) - (—n) dfdt
CHo t'=t'(r,t)
- [iE (1) —n. <—n>] aft,
CHo t'=t'(r,t)

wobei das Flachenelement df einen zur Strahlungsquelle hin orientierten Norma-
lenvektor n besitzt. In der zweiten Zeile wurde verwendet, dass der Geschwindig-
keitsterm in grofem Abstand zur Strahlungsquelle nur subdominant beitrégt, d.h.
[E(r,t) nOE (r,t) = O(1/|r—r© (#') [>). Je nach Orientierung von v(?) relativ zu
d‘(’i(:) ergibt sich eine sehr unterschiedliche Strahlungsleistung. Die folgenden drei
Spezialfille sind repréasentativ:

1. nicht relativistische Geschwindigkeit [v(?)|/c < 1, beliebiger Winkel zwischen

(0) dv(®
vi% und 5,
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7 Elektromagnetische Strahlung

2. v(O A d‘é—io) = 0, d.h. v(9 ist parallel oder antiparallel zur Beschleunigung

d‘(’;:) orientiert, beliebige Geschwindigkeit 0 < [v(?|/c < 1,

dv(®
dt

3. vO. d‘c'lim = 0, d.h. v ist orthogonal zur Beschleunigung

beliebige Geschwindigkeit 0 < [v(®]/c < 1.

orientiert,

Im ersten Fall [v(?|/c < 1 gilt fiir die retardierte Zeitfunktion ¢ = ¢ (r,t) ~ t.
Wir schreiben dann

o
— <1 (7.131)

d2€
dfde

dfdt = lyE(r,t) 2 1 o, (—n) df] dt

Clo t=t'(r,t)

2
¢® 10O A [nm) A%M} 1

- z ot i Y () B
4meg v — O ()] clio [n ( 1’1)} dfdt

a7 1 @) VN o gy - VOE) 1 [0 (o] dyar
B ot! ot’ cho  |r — O ()]

POIE I 0) (477 2 0) () 2
_ 111 <n<0>(t/).a" /<t)> _2<n<o>(t/).a" /(’5>>

_47r50 A1 egpig C° ot ot
<3V<o> (y))f [n© - (—n)| dfdt
+ / 2
Z r— 0 (1)

B [q(O)}2 11 [(a\;(o) (ﬂ))Q B (n(o) (). v (t’)>2] {n(O) ) (_n)] dfdt.

T dme 4n 3 o' o’ It — () (¢))?

250



7.6 Strahlung beschleunigter Punktladungen

Wegen |[v(9| < ¢ ist #' = t. Bezeichnet 9 (t) den Winkel zwischen n® () und

6"(802 ® 5o folgt jetzt

’V(O)‘ <Lc
aze ) 11 favo (1))? n® (1) - (-m)] dfdt
afat "= ey 47rc3< ot > (1= cos (9 (1)]) i — O ()

2 v(0) (¢ 2 .
[« (%) sin? 0 () [20 0 (o] |
dmeg c 47 v — 1) (1)
0] (2) sin 9 (0)]
T Adrwe c3
2
sin [0 (1)) e =0 O dfdt
X <in? [19 (0)] |I‘ _ (0 (t)|2 n (t) ( n } ‘r L0 (O)’Q. (7.132)

~1

Angenommen, die Bahnkurve r(¥ (¢) liegt (wihrend des Beobachtungszeitraums)
im Inneren einer Kugel mit Radius R(®) um den Mittelpunkt r® (0), deren Polar-

achse in Richtung von % orientiert ist. Dann ist mit ¥ (0) = ¥ die abgestrahlte
Leistung, die ein weit entferntes Flichenelement df = |r — r(® (0)|?dQ auf einer
Kugel mit Radius |r —r©® (0)]| > R©® um den Mittelpunkt r® (0) unter einem

Raumwinkel dQ2 = dpdd sin v detektiert, gegeben zu

=dQ
2 fovO )\ 2 . —_—
TE i 9] (252) " sin? 9 Qodd) sin 0 y (7159
dtdf T dmeg 3 47 ' '
Fiir die differentielle Strahlungsleistung unter dem Raumwinkel d€2 folgt somit
VO < e (7.134)
2 /v )\ 2 .
e 1 [dV] (PH?) sin®v
dtdQ  4r 4we, c3 '

Die Winkelabhingigkeit oc sin? 9 der detektierten Strahlungsleistung pro Flichen-
element df = |r —r® (0) |2dQ stimmt mit derjenigen fiir den Hertzschen Dipol
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7 Elektromagnetische Strahlung

(7.100) tiberein. Entsprechend folgt jetzt fiir die pro Zeiteinheit insgesamt in alle
Richtungen abgestrahlte Energie wieder die Larmor-Formel

VO < e (7.135)
o / avg)z( )) sin? ¥
4 471'60 c3
_ 12 govO )
 dmeg 3c3 1 ot '

Im zweiten Fall sind Geschwindigkeit v(® (#) und Beschleunigung VO ) par-

allel bzw. anti-parallel orientiert, wobei jetzt die Geschwindigkeit |[v(®)

relativistisch sein darf. Wegen

V(O) (t’)

o
(t') | auch

Cc C

1ovO (¢)
o

erhalten wir fiir die abgestrahlte differentielle Leistung in ein entferntes Flachen-

element df den Beitrag

d2e [ 1
dfdt = ||E

CHo

¢ 1 1

e O ——n® (¢ <—n>]
t=t/(r,t)

n® () A [n© () A 1200

ot’

Ameg ¢ v — O (1)

1

1- n<°)<t/>-v<0><tf>}3

C

x— 0@ () (—n)| dfdt

CHo

t'=t'(r,t)

Wie im vorherigen Fall legen wir die Polarachse in Richtung der Beschleunigung

v (¢

—+— und bezeichnen mit ¢ = ¢ (') den Winkel zwischen n® (') u

) (4
Bvait(t und v©

v (¢
nO (#) . v ¢y |1 2]

1 - ,
C 1+ |V<O)(t)|

cos [¢ ()]
cos[9 ()] fiix vO (¢') || (—2510).

nd 8";;,“ ) Da

) (t') parallel bzw. anti-parallel orientiert sind, gilt natiirlich auch

0 (¢ || 2oLt

fiir v 8t’ ,

(7.136)
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Dann erhalten wir

2/ 5v©@ )\ 2 ] , ,
dze dfdt — {q(o)} ( W(t )) sin? [9 (¢)] {n(o) (') - (—II)} dfdt
dtdf Atey O3 VO @) 4z v — v (1))
(1 F——cos[¥ (t’)]>
t'=1t(r,t). (7.137)

Wir stellen uns wieder vor, die betreffende Punktladung bewegt sich geradlinig
withrend der Beobachtungszeit ¢ € [t(*), +(!)] im Inneren einer Kugel mit Radius R(®)

um den Mittelpunkt r(® (0), wobei die Polarachse der Kugel entlang der Richtung
v ()

von —-— orientiert ist. Dann ist die abgestrahlte Energiemenge, die ein weit
entferntes Fliachenelement df = d*r = |r — r(® (0) |2dQ2 auf einer Kugel mit Radius
r —r©@(0)| > R® um den Mittelpunkt r(®) (0) unter einem Raumwinkel d§) =
dedd sind im Zeitintervall [t ¢(M] detektiert, gegeben zu

2 /v )\ 2
g2 @) (252) sin? ¥ 40
/ d—ar=[ a S0 (7.38)
1@ dtdf £(0) dreg 3 ( |+ [V 1) o 79) 4T
Wie schon vorher wurde verwendet
I () ~9(0) =9 (7.139)

0 () - (~n)]
Ar v — O (8))?

df ~ dQ,

was richtig ist, wenn sich das betreffenden Segment der Bahnkurve r(® (¢') der
beschleunigten Punktladung im Zeitintervall [t(®),t1)] ganz im Inneren der Kugel
mit Radius R® < [r — (@ (0) | befindet.

Ein subtiler Punkt ist hier, dass der Integrand von der Variablen ¢ nur implizit
tiber die Variable ¢ = ¢/ (r,t) abhéngt. Unter Verwendung der Relation (7.125)
erhalten wir nun durch Ubergang zur Variablen ¢’

2 /50 (1)) 2
/t(l) & d25 df B /(1) i ot [q(O)] (dait/(t)) sin? d(2 (7 140)
+(0) dtdf o #/(0) 8t, 4:7-‘-60 CS <1 T M COS 19)6 47T '
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2 7 9v(0 )\ 2
e [1 n® () - v <t'>] ) (*%) sin?y dQ
= — / r—
#(0) c 4reg c3 ( | T va)C(t)] cos 19> 4
2 v(0) () 2
TR wre o
= F—
#(0) 4reg 3 <1 - |v(0)c(t’)| o8 79) 47
(1) dQS
= dt’ d€.
#/(0) dt’dQ2

Die differentielle Strahlungsleistung, d.h. die Energie, die von der beschleunigten
Ladung pro Zeit dt’ unter dem Raumwinkel df2 abgestrahlt wird, ist demnach fir
parallele bzw. anti-parallele Orientierung von Geschwindigkeit und Beschleunigung
gegeben zu

v (t’)

Orientierung 4 v (¢ )|| (7.141)

V(O)
d2€ 1 {q( )} (6 [w( )) sin? ¥
ardQ 4 4d7eq c3 (1 - |v<0) ()] cos 79)5

Fiir anti-parallele Orientierung —v(@ (¢) || &’T,(/) spricht man von Bremsstrah-
lung. In Abbildung 7.1 werden die Amsotrople und die Zunahme der Strahlungsleis-
tung bei konstanter Beschleunigung |2 O )| fiir verschiedene Werte des relativis-
tischen Geschwindigkeitsparameters |v( 0% t') |/c dargestellt. In der Zelchnung ist ¢
jetzt sowohl fiir den Fall v(@ (') || & als auch fiir den Fall —v(© (¢/) || %i,(t)
definiert als der Winkel zwischen der Geschwmdlgkelt v (#) und dem Einheits-
vektor n® = —n. Fiir [v(® (#)] nahe der Lichtgeschwindigkeit ¢ ist die Strah-
lungskeule in Vorwdrtsrichtung extrem ausgeprégt.

254
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Die insgesamt in alle Richtungen emittierte Strahlungsleistung P’ ist

ovO (1)
+vO () || ==~ 7.142
VO (¥) | 2 (7.142)
p_dE_ rdo e
dt’ 47 dt'dS)
2 v(0) (¢ 2
[q(o)} (8Tz(t)> 1 p2r Q ) sin? 9
" dne c3 E/o dgo/o disind |v )] >
0 <1$VCCOSQ9>
2 v<0)
e (T CHY 1 1o
T Adrweg 03 2 ( \v<o> @] )5‘
u
_2 1 ]
(L)
Mit
1
¥ = —— (7.143)
[V(O)(t/)}
folgt dann
1 2 vO )\ 6
P = 022 (). 144
4rreg 3¢3 (q ot ) ™) (7.144)

Die Strahlungsleistung ist demach fiir ein bewegtes geladenes Teilchen mit relati-
vistischer Geschwindigkeit erheblich grofler als im nicht relativistischen Fall, z.B.
fir [v© (#')|/c = 0.99 ist (7)° ~ 126894. Man benétigt sehr dicke Bleiplatten zur
Abschirmung hochenergetischer Bremsstrahlung!

Der dritte Fall handelt von einer bewegten Punktladung, bei der die Beschleu-

nigung % orthogonal zur Geschwindigkeit v(® (') ist, also

t
vO ). ——2 =0, (7.145)
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7 Elektromagnetische Strahlung

wie z.B. bei der Bewegung auf einer Kreisbhahn mit konstanter Winkelgeschwin-
digkeit. In dem Fall spannen die Einheitsvektoren

v (¢
o — v (t) o _ —
|V(0) (t/)| ’ ‘av(O)(t/) :
ot/

ein rechtwinkliges Koordinatensystem in einer Ebene auf. In Bezug auf diese Ebene
gilt jetzt fiir den Einheitsvektor n(®) (¢') die Darstellung

n® (') = e; cos psin 1 + e, sin wsin 1 + e cos V. (7.146)
Somit
n© () - v (¢') = [vO ()| cos (7.147)
ovO (1) |ovO (¥
n@ (¢) . V@t’( ) = V@t’< ) cos @ sin .

Fiir einen Beobachter, der sich in grofler Entfernung zur Bahn des Teilchens be-
findet, ist wieder geméaf (7.129) der Beitrag des Geschwindigkeitsterms zum elek-
tromagnetischen Feld als klein gegeniiber dem Beschleunigungsterm anzusehen.
Dann folgt fiir die differentielle Strahlungsleistung, die ein Detektorflichenelement
(—n)df im grofilen Abstand zur Bahn des Teilchens registriert:

d2e l 5 1

dfdt = ||E (r,t)? —n© ') - (—n) df dt 7.148
T B0 Lon® 0 (mydf| (7.148)

v (¢ O )71\ 2
_arl [ 27 1@ () A [(n® (@) = ) A L2
dmeg ¢ It — O (¢)| [1 _ n(O)(t/);v(O)(t/)}S
x - (¢) - (~n)dJ
Clo

t'=t'(r,t)

®\?% 1 1 ©) (¢ v (#)71?
:dt<q ) : i [(n(m @y - Y )) A /( )]
471-50 c Lo [1 . n<0)(t/)‘V(0)(t’)i| c Ot

C

. <n<o> (t)- Kn«» ) - <t’>> \ WO)/@’)DQI n® (¢) - (-m)df

c ot |r — 10 (t’)|2

t'=t/(r,t)
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Wir stellen uns nun vor, die betreffende Punktladung ¢® bewegt sich wihrend
der Beobachtungszeit ¢ € [t ¢M] im Inneren einer Kugel mit Radius R auf
einer Kreisbahn um den Ursprung des Koordinatensystems, wobei die Polarachse
der Kugel entlang der Richtung es orientiert ist. Dann ist die abgestrahlte Ener-
giemenge, die ein weit entferntes Fléichenelement df =d*r = |r —r(© (0) 2d2 auf
einer Kugel mit Radius [r —r©® (0)| > R©® um den Mittelpunkt ©)(0) unter
einem Raumwinkel dQ2 = dpdd sin® im Zeitintervall [t() +(1)] detektiert, gegeben
zu

+(1) ng
/t(o) U g7 (7.149)
2
B (1) & [q(o)} i 1 n(O) (t,) B V(O) (t/) R aV(O) (t/) 2
= o dreg 3 [1_ n(o)(t’)v(o)(t’)}G c ot
© @)\ av® #)]\?] d
0@ iy (g gy Y s
R e e k-

t'=t'(r,t)

Wie schon bei der Diskussion der Bremsstrahlung schreiben wir hier

P () ~39(0)=9 (7.150)
0 (1) - (—n
(@ (#) - ( >deng
47 v — 1) (2)]
L
oo

was richtig ist, wenn sich das betreffenden Segment der Bahnkurve r® (#') der

beschleunigten Punktladung im Zeitintervall [¢t(®),¢M)] ganz im Inneren der Kugel
mit Radius R < |r —r©® (0) | befindet.
Nun gilt

n© K oF )(”) A a"gifﬂ (7.151)

at N [n Or(t) A (n“’) (t) — V(O)C(t’)ﬂ
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7 Elektromagnetische Strahlung

NO W) T o) VO ()
—‘at/'[“ ()N —2 ]

VO ) ovO(#)
— —nO . v
n () | c " ot ]
vO (1)) | ovl® (#
= —‘ c 8t’( ) II(O) (t/) - €3 A (S5}
=e2
vO ()] | ov O (¢
:—‘ c< ) V@t’( ) sin p sin 1.

Ebenso folgt unter Berticksichtigung der vorausgesetzten Orthogonalitit (7.145)
von Geschwindigkeit und Beschleunigung jetzt

2

Kn(o) (t') - V(O)C(t/)) A av(;;“')} (7.152)
_ <n<0> (t') — V(O)C(t/))Q av(;i/(t/) c Kn(o) (t') — Vm)c(t/)) . av(;i/(t/)r
_ (1 o ) Y |V(O)C§t')‘2> AMal) " {n@ (t)- f)v(;;(t’)} i
= (1 - QW cos ¥ + ‘V(O)Cgt/) |2> av(;i,(t/) 2 - av(;il(t/) 2c052gpsin219
= (1 - QM cos ) + 7"/(0) gt/)|2 — cos? psin® 19) ov (t') i
c : ot
Insgesamt finden wir
<n“” (') A Kn@ ) - V(O)c(t’)> A av(;i,(t')bg (7.153)
_ Kn«» ) - v<°>c<t’>) \ av(;;(t')r

2

_ <n(0> ) [(nm) ) — V(O)c(t’)> N f)v(;;(t’)D
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7.6 Strahlung beschleunigter Punktladungen

} 2

(0) (41 (0) (41

v t v t

= (1—2‘()’cosz9+‘g) — cos? psin 9
c

c

|V(0) (t) |2 2

- sin? psin? 19)
c
}2

(0) (4 (0) (4
= (1—2|V (t)’ cos19—|—7|v gt)
c c

| 2

v ()
o’

|v(© (t/)f

cos? ¥ + sin? 9 — cos? ¢ sin? ¥

|V(0) ) 2

c

v (¢)
v

sin? psin? 19)
ov (1) ?
ot’

2

(0) (4 2 (0) (4
X [(1 — L c(t )| cosﬁ) + (1 — gin? 80) 7|V cgt )|

2 0) (¢ 2 (0) (¢ 2
[(1—|V()|C0519> — (1—W> cos? psin? 9| .
c c

sin? ¥ — cos? @ sin? 19]

v (¢
v
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7 Elektromagnetische Strahlung

Damit ist
) 2
d“€
dt d 7.154
/t(m dtdf ! ( )

+(1)

B e @) !
47‘1’60 C3 +(0) 677

6
(1 — ‘VLC(”' cos 19)
VO (1] ’ VO ()] ag
X 1-+——Hcost| —|1—"1—"|cos?psin®d| —
c c2 4

t'=t/(r,t)
N
o dreg A Sy ot
NOYNE
) ) (1— |C(;)|) cos? @ sin? 40
, 4 , 6 ar '
(1— mcosﬁ> <1 - V(O)Cu)'(zosﬂ)
t'=t'(r,t)
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7.6 Strahlung beschleunigter Punktladungen

Durch Ubergang von der Integrationsvariablen ¢ zur Integrationsvariablen #' er-
halten wir wieder mit (7.125) den Ausdruck

(1)

de
dt d 7.155
‘/t(o) dtd f f ( )
(012 s ©) (¢ ©) (#y]?
= L } l/ dt' [ 1 - L ( )’ cos ¥ L/ *)
dweg 2 S0 c ot’

C

PN o2 ein?
1 (1 Y cos® psin® ¢ 49

4 6 f
v(O) (¢ v(0) (¢ T
(1— |Oc(t)|cosﬂ> (1— |Uc(t)|cosq9)
[T 1 /t“” v
o dmeg 3 +(0) ot

1 dQ

’ 3 ’ 5 Z171'

<1 - M cosz?) (1 — M (30519)

/(1)

de
!
p— Q.
/t/(0> dt dt’dQ d

C

0) ()2
<1 - v(zt)) cos? g sin? ¥

Der Integrand

(0) (41 2
2 1 (1 — |vc(2t)‘> cos? @ sin? ¥

3 5

besitzt fiir relativistische Geschwindigkeit |v(®) (#)|/c — 1 in seiner Abhéngig-
keit beziiglich des Winkels ¢ ein extrem ausgepriagtes Maximum in Vorwdrts-
richtung ¥ = 0, dhnlich wie der Scheinwerfer eines Autos, welches bei Nacht im
Kreisverkehr fahrt. Das ist ein typischer relativistischer Effekt (sog. Beaming).
In der Ebene ¢ = 0 besitzt der Integrand zwei Nullstellen fiir ¥ = £09(), wobei
cos ¥ = |v(® (¢)|/c. Da der Integrand keine negativen Werte annehmen kann,
ist fiir jeden Wert von 9 eine obere Schranke fiir d(tingQ durch den Beitrag fiir
p =75 bzw. p = 37“ gegeben. In den Abbildungen 7.2 und 7.3 ist die differentielle
Strahlungsleistung als Polardiagramm fiir ¢ = 0 und fiir ¢ = 7 fiir verschiedene
Geschwindigkeitsverhiltnisse [v(?|/c dargestellt.

e
araQ

v (¢')
at
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7 Elektromagnetische Strahlung

Die insgesamt in alle Richtungen emittierte Strahlungsleistung P’ zum Zeitpunkt
t' ist demnach im Fall v(® (¢/) L M gegeben zu

A [dQ d*¢

T — _
P= dt’ 47 dt’'dQ (7.156)
O
[qwq2 o7
= Ireo =3 / / d? sin
( “’(m ) 2 22
1 cos® psin® ¥
X

5
(1 |V(0){L )| cos 19) <1 |V(O)C (t )| cos '19)
) ov( (1) 2
I:q(o)} ot’ 1 ™
= - — dv sin ¥
dreg c3 2/0 S
v (¢ 2
. 1(1—' )l >sin219
3 9 5
v(0) (¢ 2 v(0) (¢
<1—|oc(t)|cosﬂ) (1—|Oc(t)|cosﬂ)

2 <a"(0) () ) ’
u=cos [ [q(O)} or

v(0 (¢ 2
. 1 1<1| C<2>|>(1u2)
- d _Z
dmeg c3 2 /_1 ! (1 B v<o>(t')|u)3 2 (1 B v(o)(t')Iu)5
v ()
(@1 \ "7 ) o 1
o 4dmeg c3 g (1 B v(0>(t’)|2>2'
Mit )
, —
V= —[v@)(t/)]z (7.157)
-l
folgt dann
2
1 2 0 aV ( ) 4
P'= s (q( el GO (7.158)

Die Strahlungsleistung ist demach fiir geladene Teilchen, die sich auf einer Kreis-
bahn mit relativistischer Geschwindigkeit bewegen, erheblich gréfler als im nicht
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7.6 Strahlung beschleunigter Punktladungen

relativistischen Fall, z.B. findet man fir [v® (¢)|/c = 0.99 den Wert (v)* ~
2525. Allerdings ist die Strahlungsleistung bei gleicher Geschwindigkeit fiir Syn-
chrotronstrahlung um einen Faktor (7 )2 kleiner als fiir Bremsstrahlung. Fiir nicht
relativistische Geschwindigkeit [v(?) (') |/c < 1 folgt wieder die Larmor-Formel.

Bemerkung

Ringbeschleuniger fiir Elektronen sind typische Quellen fiir Synchrotronstrahlung.
Um hohere Strahlungsintensitat zu erzielen, werden heutzutage Elektronen tiber
Wegstrecken mit alternierender Polaritat (Nord/Stid-Ausrichtung) von vielen Di-
polmagneten, sog. Wiggler bzw. Undulatoren, geschickt, wodurch die Elektronen
auf einen Schlingerkurs geraten. Bei diesen vielen abrupten transveralen Rich-
tungswechseln strahlen die Elektronen noch um ein Vielfaches intensiver als in
Ringbeschleunigern. Wird nun der Abstand der Magnete und die Geschwindigkeit
der Elektronen so aufeinander abgestimmt, dass die elektromagnetischen Felder
der Strahlungskeulen, die an jedem einzelnen Magneten von den Elektronen ab-
gegeben werden, konstruktiv interferieren, so spricht man von einem sog. Freie-
Elektronen Laser (FEL). Durch das phasenrichtige Addieren der Amplituden der
einzeln erzeugten Wellen steigt die Intensitat der emittierten Strahlung beim FEL
proportional zum Quadrat der Anzahl der emittierenden Elektronen, und nicht
einfach nur linear, wie es bei zufélliger Anordnung der Phasen der Fall ist. Ein
FEL ist demnach eine kohérente Strahlungsquelle mit extrem hoher Brillanz.

Auch im Weltall existiert Synchrotronstrahlung, z.B. immer dann, wenn sich
Elektronen oder Positronen mit relativistischer Geschwindigkeit in den Magnetfel-
dern der Uberreste von Sternexplosionen (Supernova) bewegen.

Elektromagnetische Felder, wie sie von einer mit konstanter
Geschwindigkeit bewegten Punktladung generiert werden

Fiir eine gleichformig bewegte Ladung gilt

v (t") = v(O = const (7.159)
rO () = v

1ovO (#)

-————==0.

c ot
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7 Elektromagnetische Strahlung

Dann fallt der Beschleunigungsterm in (7.129) weg und wir erhalten fir das elek-
tromagnetische Feld einer gleichféormig bewegten Punktladung

]

© 1 1 MOT 0
Br,1) = 4q 0) ()] © ;2 13 (n(o) (") — V)
o (e e O]
1
B(r,t)=-nO [ (r,t)]| AE(r,t). (7.160)
c

Fiir konstante Geschwindigkeit v(?) (#) = v(® = const kann die Funktion ¢ =
t' (r,t) aus (7.128) exakt berechnet werden. Aus der Forderung

e =@ @) Zc(t—t)>0 (7.161)

folgt sofort

2 2

v — @ (#) (7.162)

= ‘r — vy

2
= ’r ~vO v (-t
———
:r(o) (t)

!

=2 (t—t).

Dies ist aquivalent zu einer quadratischen Gleichung

 TOm O]
@—t)—zng@Fu—tylg_Wmf_o (7.163)
Somit
g = T VY h@“yv@i+ LNV (7.164)

& - op (¢ = [vO]?)
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7.6 Strahlung beschleunigter Punktladungen

Die Quadratwurzel hat hier das positive Vorzeichen, da t —t' > 0 verlangt war.
Fiir die Diskriminante schreiben wir

ERIOS V(o>}2 [x© (¢) 2

(02 — [V(O)]2)2 el [vO)*

(7.165)

Nun gilt
r® (1) Av = (r —v©®. t) AV =1 Av©, (7.166)

Also

(7.167)

Damit

r© (1) - vO 4 /[t © (1) 2 — [r AvO)?
I __
t—t = 5 O (7.168)

(r - V(O)t> v 4 \/(r —vO)? 2 — [r A VO]

Wir schreiben jetzt

n® (') = = (7.169)
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7 Elektromagnetische Strahlung

und formen (7.160) um zu

© | o or N0
E (r’ t) = 4 2 _|(n© (t/) A
Ameo | Jr =@ (1)f [1 - 207 c
¢ t'=t(r,t)
V(072
- q(o) 1 _ [ CQ] r— V(O)t/ B V(O)
Tdreg | @ (t—t)2 [ _r=—vOr o] \c(t =t c
’ ( ) |:1 c2(t—t") v } ( ) t=t/(r,t)
2
(0) _ ] (0)
— q c2 . r_V(O)t/_C(t_t/)L
dmeg | [ (t— ) — (x — vO) - v(O] c
t'=t/(r,t)
OIR
(0) 1 ]
- 4q 2 - 5 (r—v1)
™0 | (2 = OP) (t = 1) = (r = vOr) - vO)] B,

Nun gilt, wenn wir die Losung (7.168) der quadratischen Gleichung fir t — ¢/
einsetzen

(¢ = O] ) =) = (1= v%) -v© (7.170)

_ v . v (0) - 0 2 2 0 2
— (Cz _ {V(O)F) (r v t) v+ \/(r v0#)© 2 — (r AvO)
2 — [V(O)]2

— (r =) VO

= \/(r — v 2 — [t AvO)

Demnach erhalten wir fiir das elektrische Feld einer Punktladung, die sich relativ
zum Laborkoordinatensystem mit konstanter Geschwindigkeit v(*) bewegt

(0) 1 ["<0>]2
a 2 o (r—v®) (7.171)
Ameo [(r — v’ — (r A V(O))Q} ’

E(r,t)=
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7.6 Strahlung beschleunigter Punktladungen

Fiir das entsprechende magnetische Induktionsfeld gilt nach dem Gesagten

1
B(r,t) = -n9 [ (r,t)] AE(r,) (7.172)
c
NOIR
B ir — vO¢ . q(O) 1— [ 62] (r - V(O)t)
= 3
2 t—t 47'('80 [(I‘ _ V(O)t)2 2 (I' A V(O))Q} 2
Mit
_ vOu
r— v\t
—— A (r — V(O)t) =—— (" =t)rA v(® (7.173)
t—t t—t
= V(O) AT

= v A (r — V(O)t)
vOAv®D =0

folgt schlieBlich

1 4 1 [vo]?
B(r,t)=— d e VO A (r — V(O)t)
AT (e O 2 — (A V)7
1 0
= gv( JAE(r,t). (7.174)

Bestimmung der Transformation der elektromagnetischen
Felder einer Punktladung, die sich mit konstanter
Geschwindigkeit bewegt, ins Ruhesystem

Wir betrachten eine Punktladung, die sich relativ zum Laborkoordinatensystem
mit konstanter Geschwindigkeit v(?) bewegen soll. Die elektromagnetischen Felder
E' (r',¢) und B’ (', ') im Ruhesystem S’ der betrachteten Punktladung ergeben
sich dann, wie wir spater noch im Rahmen der relativistischen Elektrodynamik
zeigen werden, aus den Feldern E (r,t) und B (r,t), wie sie in S gemessen werden,
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7 Elektromagnetische Strahlung

zu
2
Pl o\ (0) _ v i (0) (0)
E (r',t) =7 [E(r,t) + v AB(r,1)] - (VO-E(r,t) (7.175)
B (r',t') =1~ [B (r,t) — lv(o) NE(r t)} _ lv(o) (V(O) ‘B (r t))
) ) C2 Y /7 _'_ 1 C2 Y )
wobei
1
V= —— (7.176)
11—

Wir iiberpriifen diese Aussage mit den oben gefundenen Losungen (7.171) fur
E (r,t) und B (r,t) (7.174) aus den Lii; 3nard-Wiechert-Potentialen. Einsetzen von
(7.174) liefert sofort

2
1
B (r,t) =7 |B(r,t) — -vO AE(r, t)} - 71 1gv(0) (v -B(r,1))

=0, (7.177)

was anschaulich ist, da wir im Ruhesystem einer Punktladung selbstverstandlich
nur ein statisches elektrisches Coulomb-Feld erwarten. Aus dieser Forderung den
Zusammenhang zwischen den Koordinaten (r’,t') und (r,t¢) aufzuspiiren, bedarf

allerdings einer gewissen Anstrengung, wie die folgende Rechnung zeigt. Einsetzen
von (7.174) ergibt

E (1) = [E (r,t) + v AB(r t)] " Lo (v<0> E(r t)) (7.178)
) 7 ) ) ’y + 1 C2 ) .
(0) — LO)]Z

_ 4 1 = - [V (r _ v(o)t)

O [ v - (e A v)?]

2
+’YV(O) A [ZV(O) A (r - v(o)t)] - 71 1 %V(O) [V(O) . (r - V(O)t)H
c 0l c

o)?
=1 e ['y (r — V(O)t> + v A (12v(0) A r)
meo [(r - V(O)t)2 = (rA V(O))ﬂ ¢

77;012‘,@ VO (- V(O)t)H

q© 1—

wleo
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VO

i (0) (0)
b
2 Cc Cc

4meo [(r - V(O)t)2 = (rn V(O))2

(0712 2 0 0 2 (0)12
[V ] r — 2 ﬁ T L_i_ v [V ] V(O)t
c? v+1\ ¢ c vy+1 2

© -l v
B 4dmeg 2 272 T\ c? '
[(r —v0§)" 2 — (rAv®) ]

¢ 1—

-

4O it [1+7(W>)w>
= § 71' —_— —_— I‘ —
dmeo [(r—v(o)t)202 - (r/\v(O))Q} A AN ¢

2
gl 1 )
1—— ) — .
+<7+1( v2> V)Vt

Nun gilt, wie man leicht einsieht

2
71 1 (1 - ;) — (7.179)
_ -l
-1 -
=7—1-7
— 1.
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Somit
E (v, t) (7.180)
0 L 0
_ g = 3 llr%— v (V()-r> V()—V(O)t]
4reg {(r B V(O)t)2 2~ (rA v(o))ﬂ 2|y y+1\ ¢ c
(0) 1 1 2 (0) (0)
4 33[” 71<V 'r>v _W(O)t]
TEQ [(r B V(O)t)Q 2 _ (I' A V(O))z} 2 7Y Y + C C

(0) 1 (0) (0)
!

Wir setzen jetzt

2 (0) (0)
=1+ L (V -r) M. v(0t (7.181)
y+1\ ¢ c
und beobachten
N2 (v v(© 2
o= [ 2 (Y ) ] (7.182)
2 \2 /(0 2 [ (0)]2 2 2 (0) 2
—r. v AN Vo 2 o] 2 7 (VT
=r r—|—<7+1> ( : r> =z + [v } t —|—27+1< . r>
2 0)12
_ 0) . _on T (S0 V]
2y (v r) t 277+ 1 (V r) =2 t
2\ 2 [(0)]2 2 (0) 2 2
o 2l [V } gl v 2 [ 0] ,2
Srrd (’y+1> c? +2’y+1 ( c r) 7 [V } t
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Weitere Vereinfachungen folgen aus den Identititen

2\ 2 2
Y 1 2y
R 7.183
<7+1>< vz) 7+l (75
_ X0y 2 0=+ 2
(v+1)* o+l (v+1)* v+1
Y-+ PO+,
v+1 v+1
und
2 2
g 1 7 -1 (- +1)
1 1—— | =141—"=1 —1+(y—1)=7. (7.184
+7—|—1< 72> +7+1 * v+1 oy =1 =7 ( )

Damit schreiben wir jetzt

N — 2 (V' o O] 2 _ 9+2 (40
Vo +7 [V } 15— 2y (V r)t (7.185)
= ;r-rJr(viO)-r)2+[V(O)]2t2—2<v(0)-r>t]
- 2
=~21- {V(c(;)} r-r+<vi0)-r>2—|—[V(O)}2t2—2(v(0)-r)t

] >
e fera e e Ml ()

= A2 [(r - V(O)t>2 - (r A V(O))Q] .

Somit ist gezeigt

It =~ - \/(r — V(O)t)2 2 —(rA V(O))2. (7.186)

Das elektrische Feld im Ruhesystem einer mit konstanter Geschwindigkeit beweg-
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ten Punktladung ist ein statisches Coulomb-Feld, wie eingangs behauptet!

¢© r+ 2 ("(O) : r) v v

E (I'/, t/> _ g y+1 02 ¢ — (7187)
0 [72 (r—vO) 2 —~2(r Av®) } :
_ 49
Ameg |r/[*

Die Transformation (7.181) ist eine Lorentz-Transformation, die die Koordinaten
(r',t') im Ruhesystem S’ durch die Koordinaten (r,t) des Laborsystems S aus-
driickt.

Bemerkung

Wird zur Zeit ¢ = 0 eine elektromagnetische Kugelwelle (Lichtblitz) am Ort
r(® = 0 im Laborkoordinatensystem S erzeugt, so gilt fiir die sich ausbreiten-
de Wellenfront

| = |et]. (7.188)

Da die Lichtgeschwindigkeit in einem mit konstanter Geschwindigkeit v(?) beweg-
ten Bezugssystem S’ den gleichen Wert ¢ besitzt wie in S, ist diese Aussage auch
richtig, wenn die Beschreibung der Wellenfront dieser Kugelwelle vom System S’
her erfolgt

It'| = |ct'] . (7.189)
Allerdings muss dazu die Vorstellung einer fiir die Bezugssysteme S und S’ giltigen
universellen Zeit aufgegeben werden. Es gilt fiir die Transformation der Zeit vom

Bezugssystem S zum Bezugssytem S’, wenn sich S’ relativ zu S mit konstanter
Geschwindigkeit v(©) bewegt

1
t =4y <t — gv“)) : r) : (7.190)
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Einsetzen von (7.181) und (7.190) ergibt

1 v(® ’ 01?2 0 2,2
72r~r—|—(c~r> +[v( )} t —2<v()-r)t—ct (7.191)

+2 (V(O) -r)t— <V(CO) ~r>2]
=77 LlQr T+ <[v(0)}2 - c2> tQ]
=r-r++° ([V(O)r —c2> t?

1 v©1? 9
:r~r—&—1 RoT <[ 02] —1| P =r-r—(ct)” =0.
y LAs

v v — () =2

Die Gesamtheit aller Koordinatensysteme, die durch alle moglichen Lorentz-
Transformationen auseinander hervorgehen, sind die Inertial-Systeme der moder-
nen Physik. Ihre Bedeutung beruht darauf, dass die Lichtgeschwindigkeit in allen

Inertialsystemen den selben konstanten Wert ¢ = —=— besitzt. Im Grenzfall klei-
Neym)

ner Relativgeschwindigkeit |v(?)| < ¢ gehen die Lorentz-Transformationen (7.181)
und (7.190) in Galilei-Transformationen iiber

o
— <1, =1+0
C C

o

(7.192)

2

=t

r' =r— v
Die bekannten Gesetze der klassischen Newtonschen Physik, der Statistischen Phy-
sik und Thermodynamik sowie der Quantenmechanik sind demnach giiltig fiir klei-

ne (nicht relativistische) Geschwindigkeiten, und bediirfen einer Revision, wenn
relativistische Geschwindigkeiten eine Rolle spielen.

Relativistische Geschwindigkeiten

Den angegebenen Transformationsgesetzen fiir Zeit und Ort entnehmen wir ein
entsprechendes Transformationsgesetz fiir Geschwindigkeiten. Bewegt sich eine
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Punktladung mit Geschwindigkeit v = % im Bezugssystem S, so ist deren Ge-

schwindigkeit im Bezugssystem S’ gegeben zu
+(© O
o dr' () _ dr + 25 ( - -dr) Y= — yvOdt
de’ v (dt A dr)
<v<0> dr) VO 0
1

(7.193)

'y+1 c

V(=05

v(0) v(0) 0
F+L (T'V T—W()

v (1 — v 'V)

Fiir den Spezialfall, dass die Geschwindigkeiten v und v(®) im Koordinatensystem
S parallel orientiert sind, folgt

v+ 2

v || v (7.194)
v]?
(1—1—7121[ 02] )V—'yv(o)
/

v fy(l—c%v(o)-v)

=7

2
vy 1
1+ 1— =) |v—av®
l v+1< vzﬂ !
Y

1—4vO -V)
0)

vt
71—C%v(0)-v

Sind v und v(®) im Koordinatensystem S dagegen orthogonal orientiert, d.h. v(%)
v =0, so gilt

v L vO (7.195)
v =Y O,
g

Dass v(¥ und v hier nicht symmetrisch auftreten, rithrt davon her, dass Lorentz-
Transformationen nicht kommutativ sind. Das Ergebnis der Hintereinanderausfiih-
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rung verschiedener Lorentz-Transformationen ist offensichtlich von deren Reihen-
folge abhangig.
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= |v| = 0.01c

= |v| =0.2c

= V| = 0.4C

= |v| = 0.45C

= |v| = 0.5¢c

Abbildung 7.1: Die Strahlungsleistung bei konstanter Beschleunigung. Dabei sind so-
wohl die Geschwindigkeit als auch die Beschleunigung parallel zum
Einheitsvektor e des Koordinatensystems, d.h. v(O(#') || i% I
€es3.
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d’E
= |v| =0.01c H (¢=0,9

dt’'dQ

= V| =0.2C

= |v| =0.4c

= |Vv| = 0.45¢C

= |v| = 0.5¢

|
-5

Abbildung 7.2: Die Winkelabhéngigkeit der Strahlungsleistung bei zur Geschwindig-
keit senkrechter Beschleunigung fiir o = 0.
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7 Elektromagnetische Strahlung

—  |v|=001c ?’E
r T (p=—,9
tdo 2
— V=02 -
5 |-
— |V =04c
0
—  |v| = 0.45¢ : n®
= |v| = 0.5¢
¢
\5 | | \5 eS
_5 L

Abbildung 7.3: Die Winkelabhéngigkeit der Strahlungsleistung bei zur Geschwindig-

keit senkrechter Beschleunigung fir ¢ = 7.
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8 Elektromagnetische Wellen

Spezielle Losungen der homogenen Wellengleichung

v2+182 (r,t)=0 (8.1)
— ——— | ul(r = .
T2 ot? ’
im freien Raum sind die monochromatischen ebenen Wellen

u(r,t) = upexp (tk - r —iwt) . (8.2)

Diese Losungen sind dadurch charakterisiert, dass sie zu einer festen Zeit t = t, fir
k - r = 0, also auf allen Ebenen senkrecht zum Vektor k, einen von t, abhangigen
konstanten Wert annehmen:

[u(r,t = to)]y o = Uoe ™. (8.3)
Bei ebenen Wellen sind die Ebenen konstanter Amplitude identisch mit den Ebenen
konstanter Phase. Diese bewegen sich mit Phasengeschwindigkeit ¢ = % = ‘% in

Richtung des Wellenzahlvektors k. Einsetzen in (8.1) ergibt dann im freien Raum
(Vakuum) die Dispersionsrelation

w=clk|. (84)

Die Wellenlange A und die Frequenz f einer monochromatischen ebenen Welle sind
iiber den Wellenzahlvektor k und die Kreisfrequenz w miteinander verkniipft

27
K== (8.5)
w =27 f.

Ebene monochromatische elektromagnetische Wellen besitzen demnach die Gestalt

0 e {n,9,7) (5.6)
E, (r,t) = Re {E&O) exp (ik - r — iwt)]

B, (r,t) = Re {BC(LO) exp (ik - r — iwt)} :
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8 Elektromagnetische Wellen

Damit dies auch Losungen der Maxwell-Gleichungen (1.21) und (1.22) im freien
Raum sind, miissen die im allgemeinen komplexen Feldamplituden E(®) und B{"
noch die folgenden Nebenbedingungen erfiillen (SI-Einheiten, x = 1):

k-E® =0=k.-B© (8.7)
k AE© = wBO
k A B(O) = —MoéowE(O).

Es handelt sich offensichtlich um Transversalwellen, denn die Amplituden E© und
B© sind orthogonal zur Ausbreitungsrichtung &. Desweiteren sind E@und B©

R
orthogonal, d.h. E© . B© = 0.

8.1 Elliptische, zirkulare und lineare Polarisation

Die zeitliche Abhéngigkeit des elektrischen Feldvektors E (r,¢) einer transversalen
ebenen Welle wird durch den komplexen Amplitudenvektor E(© charakterisiert.
Im allgemeinen Fall beschreibt der Endpunkt des Vektors E (r,¢) am Ort r als
Funktion der Zeit t eine Ellipse. Um dies zu zeigen, fiihren wir einen Phasenwinkel
x mit der Eigenschaft

E© . B0 2x > (8.8)
ein. Sei nun
EW = E@e=x, (8.9)
Dann gilt per definitionem
EX . EX >, (8.10)
Wir schreiben
EX = e z'e(H’X), (8.11)

wobei jetzt die kartesischen Komponenten e{/X) und e{//¥) der Vektoren e(/:X) und
eI reellwertig sind. Aufgrund der Eigenschaft (8.10) gilt

0 < EX.EX = eI . oIx) _ gULx) . o1x) 4 9eX) . gU1X) (8.12)

Da E® . EX reellwertig ist, miissen e/ und e/*) orthogonal orientiert sein,

also
e@X) . oUIx) _ (8.13)
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8.2 Energiedichte und Poynting-Vektor fiir ebene Wellen

Folglich gilt
‘e(H’X)‘ < ‘e(I’X)‘. (8.14)

Also ist

E(r,t) = Re [E® exp (ik - r — iwt)| (8.15)
= Re {E(X) exp (ik - r—zwt—kzx)}
:Re{(e“‘ —i—ze(HX)) [cos(k-r—wt—l—x)—i—isin(k-r—wt—f—X)]}
=e"™cos (k-1 —wt+x) —eT™sin(k-r—wt+x).

Der elektromagnetische Feldvektor E (r,t) einer ebenen monochromatischen (!)
transversalen elektromagnetischen Welle beschreibt demnach in der Ebene senk-
recht zur Ausbreitungsrichtung k eine Ellipse mit Halbachsen e!X) und e/ Im
Fall e/ = 0 zeigt E (r,t) immer in dieselbe Richtung, die elektromagnetische
Welle ist linear polarisiert. Im speziellen Fall [e!)| = |e1:¥)| beschreibt E (r,t)
am Ort r einen Kreis mit Radius |e(/"X)|, man spricht von zirkularer Polarisierung,
genauer liegt fiir (e A e!IX) .k > 0 eine linkszirkular polarisierte Welle vor,
fiir (e A eIX)) . k < 0 ist es eine rechtszirkular polarisierte Welle.

8.2 Energiedichte und Poynting-Vektor fiir ebene
Wellen

Die Energiedichte einer im freien Raum (e =1, u = 1; propagierenden monochro-

matischen elektromagnetischen Welle ist gemafl (6.24) gegeben zu
u(r,t) = % {50E (r,t)-E(r,t)+ ,uiB (r,t) - B(r, t)} (8.16)
0
= % Z eo Re [ ) exp (ik - T — zwt)} Re [E(O) exp (tk-r — zwt)}

a€{z,y,z}

1
+—Re [Béo) exp (ik - r — iwt)} Re [B[(LO) exp (ik - r — iwt)H
Ho

281



8 Elektromagnetische Wellen

1 T
=3 e{z: } {ZO [E((IO) exp (ik - r —iwt) + (E((IO)) exp (—ik -r+ iwt)}
ac{z,y,z

a

;
X [E((lo) exp (ik - r — iwt) + (E(O)) exp (—ik - T+ iwt)}
L A BO axp (5 , o\ . _
+ — | By exp (ik - r — iwt) + (Ba ) exp (—ik - r + iwt)
4po
+
X {B((IO) exp (ik - r —iwt) + (B((IO)) exp (—tk-r+ iwt)”

5 ) Ao o0)]

ac{z,y,z} Ho
+ L Re > (50E30>E50> + 1B§®>Bgo)) exp (2ik -t — int)] .
4 { Ho
a€{x,y,z}
Nun gilt
EO ( Egm)* _RO. (Ew))* (8.17)
ac{z,y,z}

acloms) KW Kw
k|? (0) O\ 1 (0) )1
= /{%ﬂE (E ) 7 ok B (k'E )

_ 1 po. (E(O>)T

— copoE® - (E(m)T

S BOBO — <k /\E<O>> . (k /\E(O)>

ae{zy,2} i hw

— 0B - BO).

Das Ergebnis fiir die Energiedichte einer im freien Raum propagierenden ebenen
monochromatischen elektromagnetischen Welle ist

u = %OE(O) : (E<°>)T + %Re [E© - E© exp (2ik - r — 2iwt)] . (8.18)
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8.2 Energiedichte und Poynting-Vektor fiir ebene Wellen

Die entsprechende Energiestromdichte fiir monochromatische ebene elektroma-
gnetische Wellen ist durch den Poynting-Vektor S gegeben zu

8.19
p” (8.19)

BO
E® exp (ik - r — iwt)] A Re [ exp (ik - r — iwt)]
Ko

[E(O) exp (ik - r — iwt) + (E(O)>T exp (—ik - r + iwt)]
BO) (BO)'

A |—exp (ik - r —iwt) +
Ko Ko

I
=
&

exp (—ik - r 4 iwt)

T
1 B®©) BO® 1 B©)
“EO A ( ) + (E(O))T AN ——| 4+ =Re [E(O) N —exp (2ik - r — 2iwt)| .
4 Ko Ko 2 Ko

Im zeitlichen Mittel gilt demnach fiir die Energiestromdichte einer monochro-
matischen ebenen Welle

T
S (r,t)) = = Re |E® A 8.20
(8 (r.0)) = 5 Re — (3.20)
Nun gilt
T
(0) T
E(O)/\(B ) _EO A (K AgO (8.21)
Ko K2 ow
_ ! [Ecm.(E(m)*]k_E<o>.k(E<o>>*
K2 flow K2 pow e
_ 1 [E(O) (E(0)>T]k
K2 pow
B©) k
g0 A BT _ (O>A< . /\E(0)>
Ko K= oW
_ 1 (E(O).E(0)>k
K2 pow
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8 Elektromagnetische Wellen

Einsetzen zeigt, dass die Energiestromdichte S einer im Vakuum propagierenden
ebenen momochromatischen elektromagnetischen Welle in der Tat proportional zu
deren Energiedichte u ist:

8.22
p” (8.22)

11 1 1
[Em) . (Em)ﬂ k + - Re l (E@ - EO) kexp (2ik T — ziwt)]

T2 K2 pow 2 K2 pow
_ L (Bg0o . (5O 4 5 Re [RO . O . Nk
k k -
= cu(r,t) — = Pu(r,t) K|
Die Energiestromdichte S (Poynting-Vektor) ist demnach
Kk _
S (r,t) = cmu (r,t) = cku(r,t) (8.23)

Die Energie stromt entlang der Ausbreitungsrichtung % der Welle, und zwar (im

Vakuum) mit Lichtgeschwindigkeit ¢. Die Impulsstromdichte der elektromagneti-
schen Welle ist geméaf (6.39) gegeben zu

1 ~U
%) = —§ =k-. 8.24
p 2 . (8.24)

8.3 Materialgleichungen fiir Ohmsche Leiter und
transparente Dielektrika

Beschranken wir die Diskussion zunachst auf den Fall, dass die Materie relativ zu
einem Inertialsystem ruht. Auch wollen wir hier nur isotrope Materialien betrach-
ten (keine uniaxiale oder biaxiale Symmetrie). Im Rahmen der Linearen Antwort-
theorie sind die sog. Materialgleichungen fiir ruhende polarisierbare bzw. magneti-
sierbare Materialen iiber materialspezifische Integralkerne x®V und y (™2 gegeben
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8.3 Materialgleichungen fiir Ohmsche Leiter und transparente Dielektrika

@0 = [a [~ o —r,t— ) EF.1) = [0 0B (r.0) (8.25)
/d3 ’/ dt'x ) ( —t)eE (X 1) = {X(el) oeoE] (r,t)

1 1
M (r,t) = / &3 / Aty (¢ — ¢/t — ') —B (¥, ) = lxmag) 0 B} (r,t).
- Ko Ko

Polarisierung und Magnetisierung im betrachteten isotropen linearen Medium
sind proportional zum lokalen elektrischen Feld E und zum lokalen magnetischen
Induktionsfeld B. Dabei ist fiir die betreffenden Integralkerne die Kausalitditsbe-
dingung zu beachten

o(r,t)=0firt <0 (8.26)

X (r,t) =0 fiir t <0

x®28) (¢, t) = 0 firr t < 0,
denn die induzierte Antwort des Materials (z.B. Stromfluss, elektrische Polari-
sierung, Magnetisierung) kann ja nur durch elektromagnetische Felder verursacht

sein, die zu einer fritheren Zeit ¢’ < t gewirkt haben!
Mit

D (r,t) = gE (r,t) + P (r,t) = [(1 + X(ED) o 50E] (r,t) (8.27)

H (r,t) = :OB (r,6) = M (r,£) = [(1 — ) o :OB] (r, 1)

erhalten wir dann zur Berechnung der elektromagnetischen Felder im Inneren der
ruhenden Materie den folgenden Satz von Bestimmungsgleichungen

divD (r,t) = p¥) (r,1) (8.28)
rot H (r,t) = j (r, t) + f?tD (r,t)

rot E (r,t) + E?tB (r,t)=0
divB (r,t) = 0.
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8 Elektromagnetische Wellen

Selbstverstandlich ist die Ladungserhaltung gewahrleistet, denn

0= divrot H (r,t) = divjY) (r,t) + aatdivD (r,t)

gtp(f) (r,t). (8.29)

Da der Zusammenhang (8.27) zwischen den Feldern D (r,¢) und H (r,¢) mit
den elektromagnetischen Feldern E (r,t) und B (r,t) im allgemeinen weder lo-
kal noch instantan ist, handelt es sich bei diesem Gleichungssystem (anders als
bei den Maxwell-Gleichungen im Vakuum) nicht um ein Systen von gekoppelten
partiellen Differentialgleichungen, sondern um ein System von gekoppelten Inte-
gro-Differentialgleichungen! Fir niederfrequente elektromagnetische Signale, deren
Wellenlénge A erheblich grofler ist als der Abstand a néchster Nachbaratome im
Festkorper, darf die Ortsabhdangigkeit der Integralkerne vernachléssigt werden. In
dem Fall schreiben wir

= divjY) (r,1) +

A a (8.30)
:/m Ao (t — ) E(r,t) = [0 0 E] (r, 1)
/ At (t — ) 0B (r,t) = [\ 0 5E] (r, 1)
O i) = [Xmg)olBl (r.1).
Ho Ho

Die Faltungsstruktur der Ausdriicke (8.30) legt es nahe, anstelle von zeitlich ver-
anderlichen Funktionen F'(r,t) mit

F(r,t) € {Eq(r,t), Ba (r,1), Da (r,t), Hq (v, 1), (8.31)
Py (x,1), My (v, 8), 39 (x,8) . o) (x,1) }

die Amplitudenfunktionen F (r,w) dieser Funktionen zu betrachten:

~

F(r,w) € {Ea (r,w), By (r,w), Dy (r,w), H, (r,w), (8.32)
By (r,), M, (1,0) 79 (1,0), 59 (1) ).
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8.3 Materialgleichungen fiir Ohmsche Leiter und transparente Dielektrika

Diese hangen mit den urspriinglichen zeitlich veranderlichen Funktionen F'(r,t)
iiber eine Fourier-Transformation beziiglich der Zeit t zusammen

o d DN
F(r,1) :[m %e‘“"tﬁ’ (r,w). (8.33)

Die inverse Fourier-Transformation liefert

F(r,w) = /OO dt' e F (r,t') . (8.34)

Allgemein ist F (r,w) eine komplexwertige Grofie, wobei notwendig gilt

~

F(r,—w)= [F’ (r,w)r, (8.35)
damit F'(r,t) reellwertig ist, d.h.
F(r,t)=[F(r,t). (8.36)

Mit dem Faltungssatz fir Fourier-Transformierte (siche Anhang F') erhalten wir
jetzt fiir die monochromatische Amplitude der kartesischen Komponenten der elek-
trischen Polarisierung

~ o d )
P, (r,w) = / X miwtp (r,4) (8.37)

00271'

= /oo 5 ¢ et Lm dt'x© (t — ') eo B, (r, 1)
=X (W) 2o Ba (r,0).
Eine entsprechende Uberlegung gilt fiir die Magnetisierung und die Stromdichte.

Die Amplituden der Stromdichte, der elektrischen Polarisierung bzw. Magnetisie-
rung sind somit gegeben zu

jéf)(r,w)za( ) a(r’w
ﬁa (r,w) = X(el( )€ Ea

)
(

r,w)
—~ ~(mag) 1 ~
M, (r,w) =X (W) — By (r,w) .
Ho
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8 Elektromagnetische Wellen

Hier bezeichnet & (w)
- / dteé'o (1) (8.38)

die (lineare) Wechselstromleitfihigkeit und ¥ (w) € {¥) (w), x™*®) (w)} ist dann
die Fouriertransformierte der entsprechenden materialspezifischen Integralkerne
x (1) € {x (), x™) (t)} zur Beschreibung der Polarisierung bzw. Magnetisie-
rung des Materials im Rahmen der Linear-Response-Theorie

— / Tty (). (8.39)
Demnach ist jetzt
D, (r,w) = [14 % (w)] coEa (r,w) (8.40)
—~ 1 ~
H, (r,w) = [1 = X" ()| o =B, (r,w).
Ho
Wir definieren
E(w) = [1+ % (w)] o (8.41)
1 1
= 1= ™) ()] 0 —.
i | @]
Dann folgt
D, (r,w) =& (w) E, (r,w) (8.42)

B, (r,w) = ji (w) H, (r,w).

Die Bestimmungsgleichungen (8.28) reduzieren sich nach dem Gesagten jetzt auf
Bestimmungsgleichungen fiir die entsprechenden Feldamplituden

divD (r,w) = oY (r,w) (8.43)
rot H (r,w):[ () — iwé (W)] E (r,w)
rotf}(r,w) wii (w) H (r,w)

E(r,w):
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8.3 Materialgleichungen fiir Ohmsche Leiter und transparente Dielektrika

Wir beobachten
0 = divrot H (r,w)
= div ([6 () — iwE (W) B (r,w)
= div [6 () B (r,w)| - iwdiv [¢ () E (r,w)]
= divjY (r,w) — iwdiv [ﬁ (r,w)}
= divjY (r,w) — iwp) (r,w). (8.44)

Dies ist die Fouriertransformierte der Kontinuitatsgleichung (8.29).
Die zweite Zeile in (8.44) impliziert

7 (w) N
= 5((w) —iw| div (6 (W)E(I‘aw))
= 8(@))_% ivD (r,w
- 20 _d D (r,w)
— _&(W) _Z‘w- /\(f) r.w
Sw) e

5
Fiir Frequenzen w mit & (w) /& (w) —iw # 0 bleibt nur die Moglichkeit pt/) (r,w) =
0.

Fiir dielektrische Isolatoren ist natiirlich & (w) = 0, und folglich ist p/) (r,w) = 0
fir w # 0. Aber auch fir Ohmsche Leiter (dotierte Halbleiter, Metalle, Elektro-
lyte) diirfen wir, solange wir nicht an zeitlich sehr rasch verlaufenden transien-
ten Einschaltvorgidngen auf der Zeitskala der inversen Plasmafrequenz interessiert
sind, siehe (4.6), zur Beschreibung monochromatischer elektromagnetischer Signale
die Fouriertransformierte der freien Ladungen pt/) (r,w) im Inneren des Materials
gleich Null setzen.

Es folgt, wenn wir nun p) (r,w) = 0 im Inneren der leitenden, elektrisch polari-
serbaren oder magnetisierbaren Materie setzen, mit der Definition der komplexen
Dielektrizitdatsfunktion

Fw) = £(w) + 12

» (8.45)
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8 Elektromagnetische Wellen

der folgende Satz von homogenen Bestimmungsgleichungen fiir die elektromagne-
tischen Felder

divD (r,w) =0 (8.46)
rot H (r,w) = —iwé (w) E (r,w)

rot E (r,w) = iwfi (w) H (r,w)

div B (r,w) = 0.

Bemerkung

In vielen organischen Substanzen, z.B. Aminosauren, DNA | Zuckerlosungen, ...,
sind die Materialgleichungen (8.27) aufgrund der chiralen Symmetrie unzureichend.
In dem Fall gibt es neben x(*) und x(™28) noch eine dritte Responsefunktion y/(chirab:

D (r,t) = &E (r,t) + P (r,t) = [(1 + ) 0 &E| (r,1) - [X@hirm) o ;Bl (r, 1)

B (r,t) = ll—/;(zmg) o H] (r,t) + [X@himl) o ;El (r,1). (8.47)
8.4 Absorption von Strahlungsenergie und Joulesche
Verluste

In Gegenwart monochromatischer (!) elektromagnetischer Felder
E(r,t) = Re [E (r,w) e ] (8.48)
H(r,t) = Re [ﬁ (r,w) e_i“t}
wird ein materieller Kérper € mit Oberfliche 0 einem Energiefluss E(r,t) A
H (r,t) ausgesetzt (Poynting-Vektor). Bezeichnet jetzt nsg den nach auflen orien-

tierten Normalenvektor der Oberfliche 02 des Korpers, so absorbiert der Kérper
Q) insgesamt Energie mit der Rate

© [ (nl) B0 AH )
_ —/Qd3rd1v [E (r,t) AH (r,t)].
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8.4 Absorption von Strahlungsenergie und Joulesche Verluste

Pro Einheitsvolumen des materiellen Korpers ist demnach die Absorptionsrate fur
Strahlungsenergie

dgdir) — _div[E(r,¢) AH(r,0)] (8.49)
= v (B o) A () + B () AH (1)

1. (= _ o _ |
— v {B (r,0) AH (r,0) €72+ B (r,00) AT (1) €21}

Im zeitlichen Mittel fallen die Terme proportional zu e*?“! weg. Es folgt somit fiir
die zeitlich gemittelte Absorbtionsrate fiir Strahlungsenergie pro Einheitsvolumen
des Korpers 2 der Ausdruck

<d5dir)> = —; Rediv [E (r,w) A H' (r,w)] (8.50)
= ; Re [E (r,w) - rot H' (r,w) — H (r,w) - 10t E (r, )]
= Re [ E @) Blr,w) B (1) + 2 [ @) B (r,0) B (r,0)]
_ “’I“f(“’)E(r,w) B (rw) + Wﬁ(r,w) S (r,w)
Hierbei wurde verwendet
rot H (r,w) = — [iwe (w)] Ef (r,w) (8.51)

rot BT (r,w) = [iwfi (w)] H' (r,w).

Absorption von Strahlung der Frequenz w findet demnach in einem Material statt,
wenn gilt
wImé (w) >0 (8.52)
wlm i (w) > 0.

In Metallen ist Imé (w) durch die Wechselstromleitfédhigkeit & (w) bestimmt, die
obige Formel beschreibt dann die Jouleschen Verluste.

291



8 Elektromagnetische Wellen

Bemerkung

Bei der Beschreibung von Materialien mit kleiner Leitfahigkeit & (w) ist es tiblich,
anstelle von & (w) den Verlustwinkel

tan o (w) = (8.53)

zu spezifizieren.

8.5 Ebene Wellen in transparenten und in leitenden
Materialien

Wir betrachten jetzt die Ausbreitung elektromagnetischer Wellen in der polari-
sierbaren und magnetisierbaren (stabilen) Materie. Dazu suchen wir Losungen der
Form

E (r,w) = Re [E(O)eik'r} (8.54)
H (r,w) = Re [ﬁ(o)e"k'r} :
Dann gilt notwendig
k AHO = —0z (w) E© (8.55)
k AE® = i (w) HY
k-D(r,w)=¢(wk-E(,w) =0
k-B(r,w)=fi(w)k-H(rw) = 0.

Folglich ~ - ~
kA (kAE?) = wji (w) k AHO =~ (w) fi (w) B, (8.56)

was aquivalent ist zu
k-k —w?(w) ji ()| EY = 0. (8.57)
Es folgt somit die Losbarkeitsbedingung
k- -k =w?w)jw). (8.58)
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8.5 Ebene Wellen in transparenten und in leitenden Materialien

Im Unterschied zum freien Raum (Vakuum) kann der gesuchte Wellenzahlvektor
k in einem dielektrischen Material komplere Werte annehmen

k = kD 4 kD, (8.59)
Dann folgt mit
k-k =kO. k0 _,UDH 0D 4 9 ) U (8.60)
aus der Losbarkeitsbedingung (8.58) nun

k@D k0 — kD kUD — (2 Re [£ (w) fi (w)] (8.61)
2kD . kD = (2 Tm £ (w) 1 (w)] -

Ist aber in einem Material Im [e (w) 1z (w)] # 0, so ist kD) £ 0, d.h.

~

E (r,w) = Re {E(O)eik'r] = Re [E(O)eikm're_k(m'r} . (8.62)

Fiir den Fall, dass k") nicht kolinear mit k() ist, handelt es sich um eine sog.
inhomogene ebene Welle. Bei solchen inhomogenen ebenen Wellen sind die Ebenen
konstanter Phase k) - r = 0 verschieden von den Ebenen konstanter Amplitude
kUD . r = 0. Die elektrische bzw. magnetische Feldstarke ist allerdings bei einer
inhomogenen Welle im allgemeinen weder auf den Ebenen konstanter Phase noch
auf den Ebenen konstanter Amplitude konstant. Inhomogene ebene Wellen spielen
in der optischen Nahfeldmikroskopie eine Rolle.

Im speziellen Fall, dass k' und kU9 parallel orientiert sind, handelt es sich
um eine geddmpfte ebene Welle. Die elektrische bzw. magnetische Feldstarke ist
dann auf den Ebenen konstanter Phase, die ja bei einer geddmpften ebenen Welle
identisch mit den Ebenen konstanter Amplitude sind, ebenfalls wieder konstant.

Fiir Im [£ (w) i (w)] = 0 ist das Medium transparent, d.h. kD = 0, die ebene
Welle propagiert ohne Dampfung. In dem Fall schreiben wir

k = k@ (8.63)
Re [ (w) i (w)] = ep.

Also
k| = wy/ep. (8.64)
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8 Elektromagnetische Wellen

n= 1/50110 =c/epn>1 (8.65)

spezifiziert fir transparente Materialien den sog. Brechungsindez. Die Lichtge-
schwindigkeit ¢ in transparenten Medien ist kleiner als im Vakuum

Die Grofle

, C
=—<ec. 8.66
c - c ( )

Fiir Im [£ (w) i (w)] # 0, jedoch k™ und kD kolinear orientiert, existiert ein
reeller Einheitsvektor k mit
k = k) + k"D = kk
k= kD 4+ ikD = (n +i5) 2
c

Hier bezeichnet jetzt n den Realteil und s den Imaginérteil des (dimensionslosen)

komplexen Wellenvektors % in einem absorbierenden Medium. Aus der Losbar-

keitsbedingung (8.61) folgt sofort
n? — > = Relg (W) i (w)]
2n3 = ¢ Im [£ (W) i (w)]

Dieses Gleichungssystem kann ohne weiteres nach den Unbekannten n und s auf-
gelost werden

2

= [Re +¢ Re £ (w) i (@)])? + (Im [5(w)ﬁ(w)])2] (8.67)
2 = 022[ Re[z +\/Re W)])? +(1m[g(w)g<w)])2]

Die entsprechende ebene Welle ist jetzt
E(r,t) = Re B (r,w) e | (8.68)
= Re [E(O)eikre—iwt}

~

— Re E (0) z(n—l—z% )2k re—iwt}

ﬁ
e

kr Re

E z(nkr ct)f] .
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In einem absorbierenden Medium ist s > 0, d.h. eine in Richtung von k propagie-
rende ebene Welle ist geddmpft. Deshalb bezeichnet man die Gréfle v = 2s¢ auch
als den Absorptionskoeffizienten des Materials, denn offensichtlich nimmt der Ener-
giefluss proportional zu e 2#<¥* ab. Die Gréfe n kann fiir schwache Dampfung
2 < 1 als Brechungsindex gedeutet werden.

Fiir Metalle (d.h. sehr hohe Leitfihigkeit, also starke Ddmpfung) ist fiir nicht zu

hohe Frequenzen (w < wy))

_ Relf()5 ()]

[Re & (w) i (w)]] < Im [&(w) 2 (w)] - (8.69)
In dem Fall gilt
 mE@R@)]
n =~ c\/ 5 oY (8.70)
2
- ¢ TRe[f ()7 (@) |
k=kD ik = (n + i) % = 1;%

Die Lénge A, ist gerade die Skin-FEindringtiefe, sieche auch (4.58).

Bemerkung

Interessanterweise kann eine in Richtung von k propagierende ebene Welle auch
dann geddmpft sein, wenn gilt Im [ (w) i (w)] = 0 und Re ¢ (w) fi (w)] < 0. In
dem Fall ist das Medium zwar transparent, aber es ist n = 0 und damit » =

¢\~ Re[E (w) i (w))

8.6 Kramers-Kronig-Relationen

Das Fourier-Integral

X (w) = [ O:O dte™"x (t) (8.71)
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8 Elektromagnetische Wellen

mit den GréBen x (1) € {o (t),x" (t),x™® ()} und den entsprechenden Fou-
riertransformierten ¥ (w) € {5 (w), XY (w), Y™ (w)} ist wegen der Kausalitéts-
bedingung x(¢) = 0 fiir ¢ < 0, siehe (8.26), vollstandig ohne irgendwelche Beitrage
von negativen Werten von ¢ gegeben zu

2w = /O Tty (1) (8.72)

Offensichtlich kann wegen ¢ > 0 die Suszeptibilitdt X (w) als Funktion der komple-
xen Variablen z = w + in in die obere Halbebene 1 > 0 der komplexen z-Ebene
analytisch fortgesetzt werden, d.h. X (2) ist fiir Im z > 0 eine analytische Funktion.
Nach dem Integralsatz von Cauchy gilt dann

- 1 X (¢)
X(2) =5 /CRdCC_Z, (8.73)
wobei z.B. Cg einen Integrationsweg bezeichnet, der auf der reellen Achse von z =
—R bis z = R geht, und dann auf einem Halbkreisbogen mit Radius R zuriick zum
Punkt z = —R lauft, und z ist ein Punkt im Inneren des von Cg eingeschlossenen
Gebietes. Im Limes R — oo ergibt das Integral iiber den Halbkreisbogen einen
Beitrag identisch Null, falls x (¢) fur [¢| — oo gegen Null strebt. Es folgt dann fir
2z = w + in die Darstellung

L I X (@)
= — dw/————— 8.74
X{w+in) 2m'/_oo Y —w—in (8.74)
Fiir infinitesimales 7 — 0™ bekommt man unter Verwendung der Identitét
L Pt 4 ind (W —w) (8.75)
= md (W —w :
w —w—1n w —w m
die Darstellung
- 1 X)L
X (w) = 5 lIP/_OO dw’ﬂ +irx (w)| . (8.76)
Es bedeutet dabei ein Zeichen P vor dem Integral, dass die Singularitit im In-
tegranden bei w’ = w im Sinn eines Hauptwertes (principal value) zu beheben
ist:
00 v () w—4 00 (0
P/ dw’X,(w):lim (/ +/ )dw/X<‘*’). (8.77)
—o0 w—w 60t \Joo w6 w —w
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8.6 Kramers-Kronig-Relationen

Demnach

2w = Lp [7aw XD (8.78)

™ J-x W —w

Dies ist aquivalent zu

1 R T ¥ (o
Reg (@) +ilmy () = —P [ dof 2dC O)JJF_Zme(w).

(8.79)
Es folgen die sog. Kramers-Kronig-Relationen, die den Realteil und den Ima-
ginarteil der Fouriertransformierten eines zeitabhéangigen kausalen Integralkerns
X (t — t') miteinander verkntipfen:

,Imx Im X (')
— 7]}1) .
,Rex Rex (')
Im — _f]p .
/ d w — W

Als Fouriertransformierte einer reellen Funktion y (t) besitzt Y (w) die Eigen-
schaft

£ (—w) = [ @) (8.81)
Re (~w) = Re ¥ (w)
Im § (~w) = —Im § ().

Ist der Imaginérteil der Suszeptibilitat (d.h. das Absorptionsverhalten) bekannt, so
kann der Realteil der Suszeptibilitit als Integral iiber deren Imaginérteil berechnet
werden:

e[ [Imx w) Im>z<—w'>]:2p [ s

w —w w +w w’)z—uﬂ
s (_ /
Im :——IP’/ , [Rex (') Re)f( w') _ QWP/ 4o ,Regi()
w —w w4+ w (W)” —w?
(8.82)
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8 Elektromagnetische Wellen

8.7 Reflektion und Transmission

Ausgangspunkt sind monochromatische ebene elektromagnetische Wellen. Mit

k = wy/El = n% (8.83)
_ ok
k=

k|

folgt dann als Losung von (8.46)

E(r,t) = Re [E®¢/ter—)] (8.84)

~k l/; A E(O) 6i(k-r—wt)
wit (w)

H(r,t) = Re [ﬁ(o)ei(k’r_“t)} = Re [

£~
=./—-kANE(r,t).
[

Der reziproke Vorfaktor \/g hat die physikalische Dimension eines Ohmschen Wi-
derstands. Im Vakuum ist

Ho

0~ 377[9). (8.85)

Wir betrachten eine (ruhende!) ebene (homogene) Grenzflache r, = 0, die einen
mit einem transparenten Medium A (mit Materialkonstanten €4, p4) homogen
gefiillten Halbraum r, < 0 von einem mit einem anderen Medium B (mit Materi-
alkonstanten eg, 1p) homogen gefiillten Halbraum r, > 0 separiert. Ebene Wellen,
die von A kommend auf die Grenzfliche r, = 0 auftreffen, werden dann zum Teil
in das Medium B transmittiert und zum anderen Teil in das Medium A reflektiert.
Dementsprechend lautet die Losung der homogenen Maxwell-Gleichungen (8.46)
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8.7 Reflektion und Transmission

in Materie jetzt
E(r,t) = Re [E (r,w) e '] (8.86)
H(r,t) = Re [H (r,w)e Wt}
E0in) gik™r | O gik®r gy r, <0,
B0k r firr, >0

H(O,in)eik<m>-r + H(O,r)eik(r)m fiir r, < 07

H(r,w) = HO ok -x far r, > 0.

H

Damit dieser Ansatz die homogenen Maxwell-Gleichungen in Materie 16st, gilt

notwendig

KO| = ks = wy/Emip = s

und insbesondere

fom _ [ K o (8.88)
pa k0| .
fqon _ [Ea K7 a0
pa k™|
HOH — [EB k® s
fip k@]

Die Forderung, dass die Tangentialkomponenten von E (r,¢) und H (r,¢) tiberall
beim Durchgang der ebenen Welle durch die Grenzflache r, = 0 mit Normalenvek-

tor n = e, stetig sein miissen, fithrt auf

[n /\ E (I', w)]rz:()_ = [Il /\ E (r7 w)]r220+ (889)
[n ANH (I', w)]r,z:(]* = [Il ANH (I‘, w)]rz=0+ :
Dazu ist es notwendig, dass auf der Grenzfliache gilt
(8.90)

ik(in). ik(r). ik(t).
[ezk r} — {ezk r} — {ezk r} ]
r,=0 r,=0 r,=0
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8 Elektromagnetische Wellen

Somit
kS, + ke, = kOr, + kr, (8.91)
ki, 4 kéi")ry = k"7, + ké’")ry

Damit dies fiir jeden Punkt der Grenzflache gilt, ist zu fordern

k@) = ) — O (8.92)

in r t
k) = k() = k(0.
Wir definieren als Einfallsebene die vom Wellenvektor k™ und dem Normalenvek-
tor e, der Grenzflache aufgespannte Ebene. Ohne Beschréankung der Allgemeinheit
wahlen wir jetzt ein Koordinatensystem, so dass die Einfallsebene der Ebene r, = 0
entspricht. In dem Fall gilt
in) _ 1.(r) _ 1.(t)
S = kD = kD = 0. (8.93)
Folglich liegen die Wellenvektoren k™, k™ und k® alle drei in der Einfallsebene
r, = 0. Wir schreiben jetzt, siche Abbildung 8.1:

k(W = kMe, + ke, = [k sinv™e, + [k cos v e, (8.94)
k() = ké’")ex + kgr)ez = ‘k(r) sindMe, + ‘k(’") cos¥Me,
k" = kWe, + kWe, = ’k(t)‘ sine, + ‘k(t)‘ cos Ve, .

Somit folgt

k,ff”’ = kasin 9 = TZAg sin (") (8.95)
c

kT = ky sing™) = na sin )
c

k;g(f) = kpsind® = nt sin 9.
c
Aus (8.92) folgt dann

sin 9™ = sin 9" (8.96)

nasin 9 = ngsin9®.
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8.7 Reflektion und Transmission

H@®)

K (in)

€y

Abbildung 8.1: Skizze zur lllustration des Zusammenhangs zwischen den Wellenvek-
toren k(" k() und k®.

Die erste Gleichung ist das Reflektionsgesetz, die zweite Gleichung beschreibt das
Brechungsgesetz der Optik fiir transparente Medien.

In der vorliegenden Geometrie verkniipfen die Stetigkeitsbedingungen (8.89) die
Amplituden der elektromagnetischen Felder auf beiden Seiten der Grenzflédche ge-

maf

(8.97)
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8 Elektromagnetische Wellen

Mit den Relationen

Ho_ [£X g0 1y g0 (8.98)
p k| W
1 . .
HO = — (k, E© — | EO
T wu( Y=z Y )
7o _ 1 (kB — £, EO)
— 1 ~ ~
HO = = (g EO© _ g FO
z WM( Y Yy~ )

wik NH® =k A (kAE?) = (k- EO) k— [k B

BO — _ e AHO — — Lk AHO
K we

~ 1 —~ —

0 _ _ 0) _ j. FO)
EY = —— (kyHO — k.H)
~ 1 —~ —~

0 _ _ 1 ) _ j. 7O
B = —— (kHY = ke, H)
~ 1 —~ —~

0_ _1 0) _ j. 77O
B = —— (ke H — b, H) .

folgen jetzt an der Grenzflache r, = 0, da ja im gewédhlten Koordinatensystem gilt
kl(f”) = kér) = kl(f) = 0, die folgenden Randbedingungen

B 4 FOn — 00
— —~ 1 o ~
(0,in) O,r) — = [ 1.in) ;p(0,in) (r) (0,r)
H%™ 1+ H( _qu( k(M ES kO EL)
_ 1 (—KOBOY) = FOD
wiig z x
ﬁéo,in) + ﬁéo,r) _ H\éO,t)
E(O,in) + E(O,T) - _ 1 ( k('m)H(O in) k(r)H(O m))
x x WE A
1 —~
_ _OFOHY) — p03)
oy (CHOHPY) = B

Dies sind zwei entkoppelte Blocke von linearen Gleichungen fiir unterschiedliche
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8.7 Reflektion und Transmission

Polarisation der elektrischen Feldstarke:

s-polarisiert (8.99)
El(,o’m) 4 Aé(),r) _ Ev@(lo,t)
JGim) Aéoﬂ'n) A0 AZSO’T) _ Ha 50 Eg(}o,t)
UB
p-polarisiert (8.100)
H@go,m) + H‘éo r) _ ﬁéo,t)
Join) 7 (0sim) 4 ki’”)ﬁéo””) _ Eikgt)HZSO,t)

Die Buchstaben s bzw. p deuten an, dass der Vektor der elektrischen Feldstérke
senkrecht bzw. parallel zur Einfallsebene orientiert ist. Auflosen der beiden 2 x 2-

Gleichungssysteme ergibt
s-polarisiert

7(0,t) k() — kG E(0.m)

y kgr) B “—Akg) y
HUB
73(0,r) _ kzr) B kgzn) 1 73(0,in) __
v k) — pagld !
KB

p-polarisiert

j_j(o,t) _ kgr) — kgm) ﬁ(o,m)

€B

O

Y Y

kgr) _ E—Akg) -
€B

(8.101)
(in) _ paL(t)
_kz s 2 73(0,in)
R — magl)
“B
(8.102)

r) _ 1.(in) - (in) _ eap(t)
( kz kz 1) H(O,in) — _kz EB kz H(O,in)‘

eB

Da im gewéahlten Koordinatensystem gilt k, = 0, folgen jetzt aus (8.98) die restli-
chen Komponenten der elektromagnetischen Feldstéarke zu

t
ﬁ;o,t) _ k,g) B
WHB
t
f_[‘(o,t) kg(n) EO.1)
: wip Y

(8.103)
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8 Elektromagnetische Wellen

E(O,'r’) _ kgr) EI(O,T)
wity Y
j_l\(O ) kg) E(O )
: wita Y
) __
pon _ K o
v weg Y
t
oo — K Foy
z weg Y
500 _ H Fon
v WEe A Y
B0 _ k) Fon
? wep Y

Was noch fehlt, ist die Bestimmung der Wellenzahlkomponenten k(™ k(") und
k. Diese GroBen sind wegen k(™ = k(") = k() = 0 gegeben zu

kL) = \/ [k(m]? — [k%‘”)f = %nA cos (91") (8.104)
k) = —\/ (k@) — [ké”f = —%nA cos (7))
KO = JkeP = K9] = Ikop? = [e6m)°

=Y 2 2 gin? (9@ = 2 n2 — 2 gin? (90) = & O
C\/nB n? sin® (¥0n)) C\/nB n% sin® (9®)) CnBcos( )

Das negative Vorzeichen von k(") beriicksichtigt, dass die Propagationsrichtung der
reflektierten Welle entgegengesetzt zur einlaufenden Welle ist.

Einsetzen dieser Ausdriicke fiir die Wellenzahlen &™), k() und k() liefert unter
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8.7 Reflektion und Transmission

Beachtung von (8.96) jetzt fir transparente Medien

s-polarisiert (8.105)
: (®) (in)
700 _ 2 sm‘(ﬁ ) CoS (19 ) A(0in)
sin (9®) cos (W) + £4 gin (Y(in) cos (V)
( KB
: t n)\ _ BA o} (t
500 _ sin (19( )) cos (19( ) Zg sin ( ) COoS (19 )) (0:in)
v sin (V1) cos (90m)) + &4 sin (9™)) cos (91)) y
p-polarisiert (8.106)
] (in)
HOb — §1n (219 ) F(0iin)
v +sin (200M) + ﬁf% sin (200) 7Y
i (in)) _ KB ¢ )
o M (219 ) s S0 (219 )g(o,m)_
Y sin (200m)) + B2 gin (291) ¥
HA

Fir die Zwischenschritte verweisen wir auf (G.1) und (G.2) im Anhang G. In
vielen transparenten Materialien gilt

fia = jtB = [io- (8.107)
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Man erhalt dann die sog. Fresnelschen Formeln:

s-polarisiert (8.108)
i ) (in)
F00 _ 2sin (19 ) COoS (19 ) £
Y sin (9 4 9ln))
i (t) _ 9@in)
EOr) — S (19 v ) F(0sin)
Y sin (9 + ()
p-polarisiert (8.109)
i (in)
O — SI? (219 ) F(0,in)
Y 3 sin (2007) + Zsin (200)) Y
in)
_ sin (219 ) f[\?goam)

sin (90 + 91 cos (9 — J®)
sin (219(1'")) —sin (219 ® ) oy tan (19(2'”) _ ﬁ(t))

| e G g0
sin (290™) + sin (200)) ¥ tan (90 + 9®) Y

77(0r) __
Hzg ) =

Mit den einfallenden, reflektierten und transmittierten elektromagnetischen Wel-
len einher gehen entsprechende Energiestromdichten

S (r,t) = EY (r,t) \AHY (r,1) (8.110)
Jj e{in,r t}.

Im zeitlichen Mittel gilt fiir monochromatische Wellen
(s9) _ 1 () ) f
(r,1)) = 5 Re BV (r,w) A HY (r,w)] (8.111)
J € {in,r t}.
Der auf die ebene Grenzfliche mit Normalenvektor n auftreffende (zeitlich ge-
mittelte) Energiestromdichte ist demnach (S® . n). Entsprechend ist (S® - n)

der (zeitlich gemittelte) transmittierte Energiefluss und (S - n) ist der (zeitlich
gemittelte) reflektierte Energiefluss. Als Reflektivitiat R bzw. als Transmissionsko-
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8.7 Reflektion und Transmission

effizienten T' der Grenzflache bezeichnet man den Quotienten

R= <<S(T) _n>> (8.112)
(s -m)
L s@

Fiir die hier betrachtete Grenzfliche r, = 0 ist die Flachennormale n = e,, d.h. es
gilt

<S(T) . ez> Re (E H(O Nt _ g, T)H(O,T)T)
h= S(in) - (0,in) (0 in)t lzo n) 77(0,in)t (8.113)
(St .e.)  Re (E HOMT_ gl o )

<s(t) e > Re (E(Ot HOOF — B0 t)H(O,t)T>
T= L= Y o
<S(zn) . ez> Re (E:go m)HgSO dn)t E?SO )Héo,m)T)

Die Koeffizienten R und 7" hingen noch von der Polarisation der einfallenden
ebenen Welle ab.

Ist der elektrische Feldvektor der einfallenden Welle zu 100% senkrecht zur Ein-
fallsebene orientiert (s-Polarisation), so gilt £ =0, E0" =0 und E®! =0 .
Demnach

s-Polarisation (8.114)
PO _ Re (E Héo )t ) _ ‘Efgo,r) 2 ) sin2 (19(15) _ ﬁ(in))
Re (B HST) | gPm]® sin® (00 4060
7o) — 1 (Bpomeo) o |Ep0]

Re (E(O sin) HJ(CO Z”)T) gm) ‘Eéo,m) ‘2
sin (Qﬁ(i")) sin (219(”)
sin? (9 + Plin))

Eine elementare Rechnung ergibt

R® 4+ T =1, (8.115)
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was ja aufgrund der Energieerhaltung zu erwarten war. Fiir eine ausfiihrliche Rech-
nung siehe (G.3) und (G.4).

Ist der elektrische Feldvektor der einfallenden Welle zu 100% parallel zur Ein-
fallsebene orientiert (p-Polarisation), so gilt Eéo’i”) =0, EéO’T) =0 und Ezgo’t) =0.
Demnach

p-Polarisation (8.116)
o Re (E " H () ) ‘H (0.r) tan? (19("‘) — ﬁ(t))
f " Re (BT HPTT) \H@mf tan? () 4 91)
o Re(B00H) A [HP0]

Re( (Om)Hé()m)) - M 7

sin (219“"”) sin (Qﬁ(t))
— sin? (90 4+ 9®) cos? (Yin) — PY@))’

Eine elementare Rechnung ergibt
R® 4 70 =1, (8.117)

in Ubereinstimmung mit der Energieerhaltung. Die fehlenden Zwischenschritte fin-
den sich in (G.5) und (G.6).

Es sei bemerkt, dass fir 0 < 90" < 5 gilt R® < R®) Natiirliches Licht, bei
dem s- und p-Polarisation mit gleichem Gewicht auftritt, wird somit bei Reflektion
an einer Grenzfliche zu einem transparenten Medium stets partiell polarisiert, so
dass der Vektor der elektrischen Feldstérke bevorzugt senkrecht zur Einfallsebene
orientiert ist, d.h. das Gewicht der s-Polarisation wird gegentiber der p-Polarisation
vergrofiert.

Brewster-Winkel

Sehr interessant ist der Spezialfall, wenn die Wellenzahlvektoren der reflektierten
und der transmittierten Welle orthogonal sind:

90 190 — T (8.118)

(\]
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Der zugehérige Einfallswinkel 9™ = 9\ kann dann aus den Brechungsgesetzen

(8.96) bestimmt werden zu

T4 Sin 19%”) =ngsind® = ngsin <72T — 19(”) = ngcos?™ = ngcos 19%)
ng

tan 9" =
na

(

Eine elektromagnetische Welle, die unter diesem sog. Brewster- Winkel 9 én) auf eine
Grenzflache auftrifft, hat im reflektierten Strahl keinen Anteil, der p-polarisiert ist:

. £0) tan? (19(7") — 19(”)
19(in)1_r>1;19g"> N ﬁ(r)ﬁgI(nt)Hg tan? (9(r) + 9(1))

— 0. (8.119)

Der reflektierte Strahl ist fiir 9™ = 19%”) somit vollstdndig s-polarisiert!

Totalreflektion

Fir ng > ny ist der Einfallsfallswinkel 9™ grofler als der Ausfallswinkel AQN
fir ng < ny ist es umgekehrt. Diese Eigenschaft folgt unmittelbar aus dem Bre-
chungsgesetz (8.96)

i ) — {Zisin 9O > sind®  fiir ng > ny,

Z—i sin9® < gin W fiir ng < na.
Erreicht der Einfallswinkel den speziellen Wert

. i nB
singy™ = =2 <1,
na

so ist die Ausbreitungsrichtung der transmittierten Welle parallel zur Grenzfléiche
orientiert,
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8 Elektromagnetische Wellen

Man nennt ﬁgn) den Winkel der Totalreflektion. Es gilt in der Tat fiir 9" = ﬁ?”),
dass der Reflektionskoeffizient gleich Eins ist:

RO) _ tan? (ﬁgfn) _ g) sin? (05@) _ g) cos? (1953"” n %)
102

Fiir 94" < 9lin) < 2 wird die Komponente k{" des transmittierten Wellenzahl-
vektors imaginar, d.h. die transmittierte elektromagnetische Welle wird evaneszent
(exponentiell abklingend). Da aber im vorliegenden Fall beide Materialien A und B
als optisch transparent angenommen sind, beruht diese Dampfung nicht auf Ener-
gieabsorption! Dementsprechend ist der (zeitlich gemittelte!) Poynting-Vektor der
transmittierten Welle gleich Null.

Der Effekt wird in Glasfasern (sehr langer diinner und flexibler Zylinderfaden
mit Radius r aus Glas oder Kunsttoff mit Brechungsindex ns > npg) zum Trans-
port von Licht der Wellenlange A\ < r technisch genutzt. Glasfasern bestehen aus
transparentem Material A, das optisch dichter ist als der umgebende Raum (im
Vakuum np = 1). In Faserrichtung kann sich eine elektromagnetische Welle nahe-
zu ungehindert ausbreiten, solange der Wellenzahlvektor nur einen kleinen Winkel
mit der Achse der Glasfaser einschlieft.
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8.7 Reflektion und Transmission

Senkrechter Einfall

Bei senkrechtem Einfall auf die Grenzflache, also fiir 9 = 9 = 9O = q,
erhalten wir aus (8.105)

s-polarisiert (8.120)
(0,t) 2 E(o,m)
Y 14+ 2B77Y
na
_ np
AZ(/OJ’) — na A@(Jo,m)
np
1+ ol
p-polarisiert (8.121)
— 2 o
H(O’t) — 71{(0,111)
Y ganp Y
1+
_fang
FOr) — Z_ =B na FF0,in)
Y eanp Y
L+ o

Fir die Reflektions- und Transmissionskoeffizienten folgt somit bei senkrechtem
Einfall auf die Grenzflache

s-Polarisation (8.122)
2 2
0,7‘ 0,7’ 'i' O,T‘ n
Rf):Re(E;)H; A>) :]E; IR
Re (E§" H&™T) - p0e|* 1450

Re (Eg(,ovt) Hg(ﬁovt”) O 4 48

T(s): - - = - = A
S Re(BPHESN) K L 1 ]
na na
p-Polarisation (8.123)
p_ Re(BOVH) (ARO[ (1o (e o f
R = o (Eg(co’i”)Hgso’m)T) - ‘ﬁéo,m)’? - 1+ £ana B 24 4]
o Be(BOOHPY) O] gman  gmm
G B T e
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8 Elektromagnetische Wellen

Nun gilt (wir setzen psq = g = po):

tBNa _EB [EA _ EB _ B (8.124)
EANB Ea\ €B €A nA' '

Dies bedeutet

o |Em ol |- o)
Rf - ;Zj—i—l - ng—i—l :RJ_ ERJ_ (8125)
EAMNB nA
EB A np
TJ(_P) — EANB _ 4nA _ TJ(_S) — TJ_
2 2 = .
moa” |22 4
€A MB nA

Bei senkrechtem Einfall der elektromagnetischen Welle auf eine Grenzflache zwi-
schen zwei transparenten Medien mit der Eigenschaft (8.107) existiert kein Unter-
schied zwischen s-Polarisation und p-Polarisation bei den Reflektions- und Trans-
missionskoeffizienten! Fiir ng — ny4 strebt natiirlich R, — 0, T, — 1.

Wir betrachten jetzt eine optisch transparente Schicht der Dicke d, die aus ei-
nem optisch transparenten Material B mit Brechungsindex ng besteht (z.B. eine
Glasplatte). Die beiden Grenzflachen von B zum optisch transparenten Medium
A mit Brechungsindex n, (z.B. Luft), beschreiben wir als r, = 0 und r, = d. Wie
viel Energie wird nun reflektiert bzw. transmittiert, wenn eine monochromatische
ebene Welle senkrecht von A aus dem Halbraum r, < 0 kommend auf die Grenz-
flaichen bei r, = 0 auftrifft? Offenbar wird ein Teil der Energie, die in B hinein
transmittiert wurde, an der Grenzfliche r, = c¢ reflektiert usw., d.h. es sind alle
vielfachen Reflektionen an beiden Grenzflichen zu beriicksichtigen.

Im vorliegenden Fall ist der Reflektionskoeffizient an der Grenzfliche r, = 0
gleich dem Reflektionskoeffizienten an der Grenzfliche r, = d:

2
"B _ 1 na 1
quzoy:(? ) :(? ) — Ry (r.=d). (8.126)
ne 4] A 41

Entsprechendes gilt fiir den Transmissionskoeffizienten:

np 4A
— — na I nB _ —
TJ_ (T’Z—O)— (%+1)2 = (%+1>2 _TJ_ (Tz_d) (8127)
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8.7 Reflektion und Transmission

Wir schreiben jetzt fiir den Bruchteil der insgesamt reflektierten Energie einer ein-
fallenden (stationdren) ebenen Welle, deren Wellenzahlvektor parallel zum Nor-
malenvektor e, der beiden parallelen Grenzflichen orientiert ist:

BED = Ry (r = 0) + Ty (r. = 0) Ry (r. = d) T, (r. = 0) (8.128)
+T (r,=0R, (r,=d)R, (r,=0)R, (r,=d) T, (r, =0)
+T (r.,=0R, (r,=d)R,(r.,=0)R, (r,=d)R, (r,=0)
XR (r,=d)T, (r,=0)+...
=Ry +T (RL+ R+ R+ R +...) Ty
=Ry + TR (1+ R+ R+ R +...) Ty

R,
- R?

:RJ_—FTJ_ TJ_

R,
=R T T, .
AT Ry —R)

Mit
T, =1-R, (8.129)
folgt der effektive Reflektionskoeffizient der Schicht zu

e @120
a1 2
2#n) (o)
ve(E) e ey
nB
(1)
()

Eine entsprechende Uberlegung ergibt fiir den effektiven Transmissionskoeffizien-
ten der Schicht

TN =T, (r, =0) T\ (r, = d) (8.131)
+T (r,=0)R, (r,=d)R, (r,=0)T, (r, =d)
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8 Elektromagnetische Wellen

+TL(TZ:O)RL(T,Z:d)RL(TzZO)RL(TZ:d)
XR (r,=0)T (r,=d)+...
=T (1+R} + R+ RS +..)T,
1
— T
1-Rr2H

—(1-R.)

-7,

1
(1+R,)(1—=Ry)

(1-R.).

Somit ist der effektive Transmissionskoeffizient der Schicht gegeben zu

-4 _1
1 (2
gl _ 1= Ry <n§“) 8.132
- 1+ R, 1+<§:>2 (8.152)
np
) B G
(1) + (a-1)" () +1

Naturlich ist

RD pple — e T g (8.133)
(22) +1
np
da weder im Material B noch im Material A Energie absorbiert wird.
N
Fiir eine Fensterscheibe in Luft gilt 24 ~ %, somit R, = (31) = L also
npg §+1 25
T ieﬁ) = % und R(fﬁ) = % Das erkléart, weshalb eine Person, die z.B. auf eine

durchsichtige Glastiir blickt, das eigene Spiegelbild (schwach) zu erkennen vermag.

Bemerkung

Die Formeln (8.130) und (8.132) fiir den reflektierten bzw. transmittierten Energie-
strom bei senkrechtem Einfall sind (im Rahmen der hier angestellten Uberlegung)
offensichtlich unabhangig von der Schichtdicke d. Das stimmt natiirlich nur dann,
wenn die Dicke d der Schicht grofl gegeniiber der Wellenldnge A des Lichtes ist, also
fiir d > A. Fir diinne Filme der Dicke d ~ % muss man in die Uberlegung die In-
terferenzeffekte bei der Transmission und der Reflektion der elektromagnetischen
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8.8 Metallische Grenzflachen

Wellen an beiden Grenzflichen der Schicht einbeziehen, d.h. man muss zuerst die
elektromagnetischen Feldamplituden E (r,w) und H (r,w) durch Lésen von (8.46)
fiir die vorliegende Schichtgeometrie bestimmen, und erst dann den zeitlich gemit-
telten Energiefluss geméf (8.111) berechnen. Man erhélt dann charakteristische
Transmissionsresonanzen, siche [LLP84, S. 299]. Andererseits ist fiir extrem dicke
Schichten zu berticksichtigen, dass es infolge von Jouleschen Verlusten (die es in
realen Materialien immer gibt) durch Absorption nicht zu Mehrfachreflektionen

kommt, d.h. R M 5 R, und Tieﬂr) — 0.

8.8 Metallische Grenzflachen

Wir betrachten eine ebene monochromatische elektromagnetische Welle, die aus
dem freien Raum r, < 0 kommend auf die ebene Oberfliche r, = 0 eines Metalls
trifft. Fir die in das Innere des Metalls (Halbraum r, > 0) transmittierte Welle
gilt dann, siehe (8.86):

|:E (0 t) Z k<t) r—wt):| (8134)
_ |:H Q t) z k®).r— wt):|
1

wobei der Wellenzahlvektor k® durch die Losbarkeitsbedingung (8.58) bestimmt
ist
k® . k® = e (W) p (w). (8.135)

Die in (8.101), (8.102) und (8.103) angegebenen Losungen fiir das elektromagneti-
sche Feld an einer ebenen Grenzfliche konnen wir sofort iibernehmen. Allerdings
ist der transmittierte Wellenzahlvektor k® jetzt komplex, da im Metall aufgrund
des Ohmschen Widerstands gilt Im [ (w) u (w)] # 0. Somit

k® = k@D 4 kD, (8.136)
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8 Elektromagnetische Wellen

d.h. die transmittierte Welle ist infolge der Jouleschen Verluste im Metall gedampft
E® (r,t) = Re [E )i “’t)} Re [E IR wt)} (8.137)
H(t) ( ) Re [H (0,t) z(k(f) r— wt):| Re [H (0 t) _kUD . z(k(l) r— wt):| .

Bei nicht zu hohen Frequenzen diirfen wir fiir ein Material mit grofler Leitfdhigkeit
(Metall) annehmen:

1
Re [e (w) p (w)] = €0 = = (8.138)
g
Im [e (w) p (w)] = uof-
Folglich
2
Re (k- k®) =k k@ — kD . kD = ?Refe (W) p ()] = 55 (8.139)
C
2
Im (k- k®) = 2k@ . k") = w2 Im [¢ (w) pt (w)] = poworo = A
Hier bezeichnert
2
Ao = (8.140)
HoW0Tg

die Skin-Eindringtiefe.

Wie schon vorher in der Uberlegung (8.90) gezeigt, folgt aus den Randbedin-
gungen (8.89) fiir die Tangentialkomponenten der elektromagnetischen Felder am
Ort der (flachen) Grenzflache r, = 0 des Metalls zum freien Raum die Eigenschaft

R R A R Sk (8.141)
Im Vakuum, hier der Halbraum r, < 0, gilt natiirlich
Im & = Im k(" = 0. (8.142)
Folglich ist
(8.143)
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8.8 Metallische Grenzflachen

Also
Re (k(t) : k(t)) — kO . kD _UD  {n (8.144)
2
— U plin) 4 (D) _ () | B (D) _ &2
x x z z z z c

I (K - k®) = 2k . KU — 2D — ;

w

Da die Wellenzahlvektoren k() und k) nicht (exakt) parallel sind, sind die
Ebenen konstanter Amplitude nicht identisch mit den Ebenen konstanter Phase,
d.h. die transmittierte Welle ist eine inhomogene ebene Welle:

~ i ('Ln)rz (I)rsz
E® (r, t) = Re [E(O7t)e_k£11>rze (kz 44l t)]

— i (in)rw g[)’,‘z—w
H® (r,t) = Re [H(O,t)e—kg”%ze (k:c +k t)]

fgon _ 1 (K + iKUD) A B0
Con 1

W&o ZU

Allerdings sind k') und k" fast parallel, solange die Wellenlinge A\(™ = ¢2T der
auf die Grenzflache einfallenden elektromagnetischen Strahlung deutlich grofer ist
als die Skin-Eindringtiefe A\, im Metall:

Ay < AT (8.146)
kD AkUD ~ 0.

Fir Metalle wie Kupfer oder Gold gilt tatsdchlich bis hin zu Frequenzen des sicht-
baren Lichts

~

ki < kD (8.147)

w? < 2
2 TN

o
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8 Elektromagnetische Wellen

Dann folgt in sehr guter Ndherung als Losung der Bedingungen (8.144):

1
kD = gUD — T (8.148)
KO — k0 4 xctn 1 ;r ‘e..

Wir schreiben jetzt n = e,. Die in das Innere eines Metalls transmittierten elektro-
magnetischen Wellen propagieren (in sehr guter Naherung) immer in Richtung des

(in das Innere weisenden) Normalenvektors n der Grenzfliche, unabhingig vom
Einfallswinkel!

_ 1 1+i -
O — me ;LG A BOD (8.149)
o0 — L oo

O'()/\w

Demnach sind beide transmittierten Feldamplituden, E©9) und /I-i(o’t), (in fiih-
render Ordnung) parallel zur Grenzfliche mit Normalenvektor n orientiert:

n-HO =0=n EO. (8.150)

Fiir die Normalkomponente der zeitlich gemittelten transmittierten Energie-
stromdichte am Ort r der Grenzfliche r - n = 0 folgt nach dem Gesagten (der
Normalenvektor n der Grenzfliche zeigt in das Metall hinein):

(816t = (e 00 ) 615

([ ) oy i )]

r-n=0

[H( ) kD, e%’(kgl)rz—wt) N [ﬁ(oﬂf)re_kgmrz@—i(kgl)?«z_wt)] > ‘n
r-n=0

AN
<[E ot (E(O,t))T emt] A |:ﬁ(0,t)eiwt + (/I_T(O,t))T eiwt:|> ‘n
R
R
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8.8 Metallische Grenzflachen

1 [ﬁ(&t) . (ﬁ(o,w)*] .

- 20'0 )\w
1 [pow — pow | 2 How
= = = Aos 8.152
00w 209 2\ powoy 2 ( )

d.h. fiir A, < A" = c%” stromt nur ein kleiner Bruchteil der Energie einer aus dem
freien Raum her einlaufenden elektromagnetischen Welle durch die Grenzflache

Nun gilt

00={reR|r-n=0} (8.153)

in das Innere r - n > 0 eines Metalls hinein. Da die Tangentialkomponente der
Magnetfeldamplitude H (r,w) beim Gang durch die Grenzflache stetig ist,

o~ o~

[H (r,w) A n} = {H (r,w) A n}

rn=0"

=HOY, (8.154)

rn=0"*

folgt hieraus, dass die Normalkomponente der transmittierten Energierstromdichte
auf der Grenzflache 02 proportional zum Quadrat der Tangentialkomponente der
magnetischen Feldstarke am selben Ort ist:

—~

<{S(t) (r,t) - nL€89> = 202/\0 ’H (r,w) An

2
r

oo (8.155)

Die entsprechende Rate, mit der Joulesche Verluste (bezogen auf ein Flachenele-
ment Fpq der Grenzflache 0€2) im Inneren des Metalls (also im Halbraum r-n > 0)
infolge des endlich groen Ohmschen Widerstands generiert werden, siche (4.71),
ist im zeitlichen Mittel gegeben zu

d .
SED = / oo B (GO @) EO (1)) (8.156)
r) €EFs0
— [ ar, / dr, (i) (r,8) - BY (x,1))
Foq 0
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8 Elektromagnetische Wellen

Nach dem Gesagten gilt fiir den Integranden

GD (r,8) - BY (r,0)) = (0oBV (r,) - BY (xr, 1)) (8.157)
- < [vaweki”)rz () gy ek.i“»ze‘i(’“i”’“rwt)]

. [ﬁ(&t)e—ké’”mei(”‘E‘I)”_“t) 4 (E(w))* oK rs e—i(ké”rz—wt)b

- 7 Re KE(G%ki’”rzé(’“g)’“rwt)> . ((E(o,n)f ek.&”»ze‘i(’#“‘z—“t)ﬂ

_ 90 oDy, {Em,t) . (E(o,wﬂ

2
= 20 -2 (Z —Le A ﬁ((’@) : (Z —Le A ﬁ“”’)T
2 O'())\w 0 Aw

1 an,_ = 2
6_2kz Tz H(Ovt)‘ .

0'[)/\2)

Damit erhalten wir fiir die Rate der Jouleschen Verluste bezogen auf ein Fléchen-
element Fjyn der Grenzflache

1
UOAZ; Foao
1 1 = 2
2 - s (0,t)
Faa " UO/\Z; 2/€gH) ‘H ‘

1
= d?
Faq = 200 >\UJ

= /FaQ d%r, <[S(t) <r’t)}u6f> .

Fallt eine im freien Raum r - n < 0 propagierende elektromagnetische Welle
mit Wellenlinge A auf ein Flichenelement Fyo auf der Grenzfliche 02 eines
Metalls auf, so induziert die in das Innere r - n > 0 des Metalls transmittierte
elektromagnetische Welle dort Strome, die wiederum Joulesche Verluste bewirken.
Nach dem Gesagten ist fiir A\ >> ), die Rate dieser Jouleschen Verluste bestimmt
durch das Integral der Normalkomponente der transmittierten Energiestromdichte
[S® (r,1)].nz0 iiber das Flichenelement Fpq. Demnach fliefit im zeitlichen Mittel

jté’(‘]) = d’r; /OO drze’%gl)’"z ﬁ(o’t)‘2 (8.158)
0

2

‘ﬁ(r,w) An

r, eF
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8.8 Metallische Grenzflachen

durch ein Fliachenelement Fyqn auf der Grenzfliche 02 pro Zeiteinheit dt eine
Energie [ d®ri ([S® (r,t)];n—0) -ndt in das Metall hinein, die dann als Joulesche
Wiérme dissipiert wird.

In der Realitét gibt es natiirlich keinen ganz mit Metall ausgefiillten Halbraum.
Eine Metallschicht mit Schichtdicke d deutlich grofler als die Skin-Eindringtiefe
A, dirfen wir approximativ als einen ganz aus Metall bestehenden Halbraum be-
schreiben. Ist aber d < A\, so wird nicht die gesamte transmittierte Energie in der
diinnen Metallschicht dissipiert, vielmehr wird ein merklicher Bruchteil des auf
Faa C 02 auftreffenden Energiestroms auf der Riickseite der Metallschicht wieder
austreten.

Wir berechnen jetzt

3 (rw) = B0 [T dre et (8.159)
0 0
_ 9% g0y
R —igtD
_ UO)\w E(O7t)
1—1
00/\w 11— 1 =
= A\ H(O9t)
1—iogh,
= —nA ﬁ(o’t).
Fir oy — oo, also% — 0, wird das Metall effektiv zum idealen Leiter. In

dem Fall ist das Integral (8.159) dquivalent zu einer effektiven Flédchenstromdichte
JO (v, w) auf der Grenzfliche 99:

r=r; +r.e,, r; o) (8.160)
IO (p ) = / drj¥ (r,w) = —n A HOD,
0

Da die Tangentialkomponente der magnetischen Feldstéarke beim Gang durch die
Grenzflache stetig ist, entspricht die Relation (8.159) der Randbedingung (5.13)
der Magnetostatik an der Oberfliche 0f) eines idealen Leiters 2 im Vakuum:

JON (r,w) =g A [H(r,w)| (8.161)

Das Minuszeichen in (8.160) erklért sich damit, dass in (5.13) verabredet war, dass
die Flachennormale nyq aus dem Metall hinaus in den freien Raum zeigt, also

Nyo = —N (8.162)
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8 Elektromagnetische Wellen

Den Relationen (8.98) entnehmen wir betreffend die Randbedingungen der elek-
trischen und der magnetischen Feldstirke an der Grenzflaiche r, = 0 zu einem
idealen Leiter unter Verwendung der Ergebnisse (8.101) und (8.102):

2
oy — 00, A, = —0, r,=0
HoW0oo

Ew@({O) _ EZ(IO,in) + E(O,r) _ EZ(IO,t) I E©

Yy kz'f') #—Al{;gt) Yy
“B
2¢ cos 9™
. (0,in)
@ cos (in) 4 L& By =0
N ,ﬁ(m) N
BgO) =1 H(O) =1 HéO in) +p H;EO r) _ k(t)Ez(,o’t) _ 2Slnc Eéo’t) 0
Unter Verwendung von
e(w) =ey+i2° (8.163)
w
N 2
N HoW0oqo
1 _ [Pow _ fow 2 :Now/\
Aw00 200 2 HowW o 2 Y
folgt dann
Ty — 00 (8.164)
KD 1+4d 01w 1+d pow? 141 0
e(w) A 50+i%—)\w00§050+i_ 2 wgioao—l—i '
Also
0p — 00 (8.165)
t t r m
BO _ poin 4 pon _ oo _ K goo _ K KK mem
x x x z we (w) Yy we (w) kzr) o k(gt)) Yy
elw
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8.9 Plasmaschwingungen

An der Grenzflache 0€) zwischen Vakuum und einem idealen Leiter €2 gelten somit
die Randbedingungen

50— (8.166)
Moo AE (r,1)].co0 =0
moq - B (r,1)],co0 = 0.

8.9 Plasmaschwingungen

Fiir die Leitungselektronen in Metallen nahe der Fermikante, mit kinetischer Ener-
gie 2’:2 - ~ Ep, definiert man eine inverse Stof3zeit zu % = “F, wobei vp = % die
Fermigeschwindigkeit und [ die mittlere freie Weglénge bezeichnet. Im einfachen
Modell von Drude-Sommerfeld ist die Gleichstromleitfahigkeit oq des Metalls dann

gegeben zu

(8.167)

wobei ng die Teichendichte der Elektronen im Volumen € und |e| die Elementar-
ladung bezeichnet. Mit der in (4.96) hergeleiteten Formel fur die Wechselstrom-
leitfahigkeit,

(8.168)
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8 Elektromagnetische Wellen

ergibt sich fir die effektive Dielektrizitdatsfunktion eines Metalls der Ausdruck

(8.169)

Die Grofle

Wyl = (8.170)

ist die sog. Plasmafrequenz.
Sichtbares Licht liegt im Frequenzbereich

2.4 x 10" Hz < w, < 5.5 x 10" Hz (8.171)

Y

wy = 27 f.

Fir Metalle liegt die Plasmafrequenz wy,; oberhalb dieses Frequenzbereichs, z.B. ist
fiir Gold wy ~ 1.38 x 10 [Hz]. Fiir reine Metalle (z.B. Gold, Silber, Kupfer) ist
die inverse StoBzeit infolge der Elektron-Phonon Wechselwirkung £ ~ 10 [He],
folglich ist w7 ~ 100. Dann diirfen wir Im & (w) fiir Frequenzen nahe der Plas-
mafrequenz als klein gegentiber Re € (w) ansehen und erhalten

|w — wp1| < Wwpl (8.172)

Re?(w):aeo( —wp1>+---

|Imé&(w)| < |Re& (w)] .
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8.9 Plasmaschwingungen

Grob gesagt gilt fiir Metalle fiir Frequenzen w nahe der Plasmafrequenz, dass die
dielektrische Funktion & (w) fiir w < wyp,) negativ und fiir w > wy, positiv ist. Da folg-
lich der Wellenzahlvektor k aufgrund der Losbarkeitsbedingung (8.135) fiir w < wy
rein imagindre Werte annimmt, konnen elektromagnetische Wellen mit Frequenz
w < wp im Inneren eines Metalls nicht propagieren, denn die Amplitude solcher
Wellen ist in Propagationsrichtung exponentiell abfallend. Metalle wie Gold, Silber
oder Kupfer besitzen im sichtbaren Spektrum den typischen metallischen Glanz,
weil eben die Plasmafrequenz deutlich grofler ist als die obere Grenzfrequenz des
optisch sichtbaren Spektrums, d.h. die Reflektivitat an einer metallischen Grenz-
schicht (fiir senkrechten Einfall des Lichts) ist nahe Eins. Metalle sind demnach
(im sichtbaren Bereich w < wy,) nicht optisch transparent.

Ausgehend von (8.101) erhalten wir fur den Reflektionskoeffizienten R, bei senk-
rechtem Einfall von monochromatischem Licht der Frequenz w = ck{™ = ¢ /\%f;)
auf eine ebene Metalloberfliche 02 (Grenzfliche zum Vakuum) mit

y_ L+

9 =g, g =2 g0 = gl (8.173)
c Aw
das Ergebnis
. 2
R, = [E K 2='i_&j ()
e AR BRI CYWR
2
(2X —1) +1
- 2
(£X+1) +1
42,
= - 2
(£X+1) +1
2
~1-2%\, 10 l(w&,) ] . (8.174)
C C

Dies ist die Hagen-Rubens-Relation. Offensichtlich ist die Reflektivitat R, von
Metallen fiir A\, < A nahezu 100%.
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8 Elektromagnetische Wellen

Physikalische Deutung der Plasmafrequenz

Wir betrachten ein (kleines) langwelliges dufleres Storpotential, an dem die Lei-
tungselektronen im Metall streuen:

3

Vst (v, 1) = / ngmxt (q,w) e, (8.175)
(2m)

Ein Resultat aus der Theorie der Metalle, das wir hier nicht herleiten wollen,

ist das Phanomen der Abschirmung. Aufgrund der Coulomb-Wechselwirkung der

Elektronen im Metall sehen diese namlich nicht das duBere Potential 5V, (q,w),

sondern ein effektives abgeschirmtes Potential

<> 5‘7@( 7(-"]
OVert (q,w) = gt(gl))

(8.176)
Fir w — wp wird das System resonant, weil eine longitudinale Eigenschwingung
der Ladungsdichte der Elektronen angeregt wird.

Zwischen der Fourieramplitude dp) (r,w) einer Ladungsdichteschwankung im
Inneren des Metalls infolge einer durch externe Einfliisse o ‘A/ext verursachten lokalen
Schwankung 0E (r,w) des elektrischen Feldes einerseits, und der entsprechenden
(longitudinalen) Fourieramplitude 6j/) (r,w) der Stromdichteschwankung anderer-
seits, besteht aufgrund der Kontinuitatsgleichung (8.44) der Zusammenhang

div 03 (r, w) = iwdp¥ (r,w). (8.177)

Fir Ohmsche Leiter mit Leitfahigkeit & (w) und Dielektrizitdtskonstante €y gilt
dabei R R
0 (r,w) =5 (w) 0E (r,w). (8.178)

Wiederum ist die lokalen Schwankung der elektrischen Feldstarke mit der Ladungs-
dichteschwankung verkntipft gemafl
v 6F Ls
divéE (r,w) = —dp"/ (r,w). (8.179)
€o
Es resultiert eine Eigenwertgleichung, bei der die Eigenwerte parametrisch von der
Frequenz w abhangen:
7 (w)

W

5p) (r,w) = g0pY) (r,w). (8.180)
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8.9 Plasmaschwingungen

Umstellen ergibt mit (8.169) die homogene Gleichung
g (w)dpY) (r,w) = 0. (8.181)

Die Bedingung fiir eine nicht triviale Eigenmode 6p) (r,w) # 0 der Ladungsdich-
teschwankungen in einem Metall lautet demnach

£ (w) = 0. (8.182)

Nach dem Gesagten kann eine kollektive Ladungsdichtemode §p/) (r,w) der Elek-

tronen nur existieren fur
W = Wy (8.183)

Fiir alle anderen Frequenzen, w # wyy, ist §p) (r,w) = 0.

e,
nl  H00)
777777777777777777777 lr,=a
Q
o b b b o o S S AAR SRR A
Ly, =0
n| o

Abbildung 8.2: Seitenansicht des Metallquaders.

Physikalisch kann man sich die Existenz einer kollektiven Ladungsdichtemode
an Hand eines einfachen Modells klar machen. Wir betrachten einen (flachen) Qua-
der © aus Metall der Dicke @ mit (sehr grofier) Boden- bzw. Deckelfliche Q).
Der von Innen nach Auflen orientierte Normalenvektor der Deckelfliche ist e,, der-
jenige der Bodenflache dagegen —e,, siche Abbildung 8.2. Im Gleichgewicht ist im
Inneren des Quaders die gesamte Ladungsdichte (Elektronen und Ionen zusammen
betrachtet) gleich Null, denn im Metall befinden sich eine Anzahl N von negativ
geladenen mobilen Elektronen, die sich vor dem Hintergrund von im Kristall fi-
zierten und Z-fach positiv geladenen Ionenriimpfe bewegen, wobei deren Anzahl
aufgrund der Ladungsneutralitit des Gesamtsystems zu % gegeben ist. Angenom-
men, wir bringen es fertig, zum Zeitpunkt ¢ = 0 das gesamte Elektronensystem
kollektiv um eine kleine Strecke Asy < a in Richtung e, relativ zu den in Ruhe
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8 Elektromagnetische Wellen

befindlichen Ionen auszulenken. In dem Fall entstehen sofort riicktreibende Kréfte,
denn an der Deckelfliche r, = a des Quaders befinden sich jetzt in einer diinnen
Schicht a < r, < a+ Asy eine Anzahl Np negative Ladungen, wihrend an der
Bodenfliche r, = 0 in einer diinnen Schicht 0 < r, < Asy genauso viele unkom-
pensierte positive Ladungen zurtick bleiben. Im Bereich Asy < r, < a dagegen
bleibt die Gesamtladungsdichte gleich Null, da dort nach wie vor Ladungsneutra-
litdt herrscht. Mit der instantanen Fldchenladungsdichte

_ Nel
€]
_ N
2]

As (t) = ng |e| As () (8.184)
Asgle| = —nq |e| As (1)

an der Bodenfliche 9Q() bzw. der Deckelfliche 9Q() einher geht jeweils ein in
das Innere hin orientiertes elektrisches Feld

E™ (t) = “’(;(t)ez (8.185)
W)
EC) () = 250(t) (—e:),

denn das elektrische Feld einer (eigentlich unendlich) ausgedehnten ebenen Flache
mit homogener Flachenladungsdichte ist parallel zum Normalenvektor der Grenz-
fliche orientiert und ortsunabhdingig, siehe (2.22). Da jedes einzelne der N Elektro-
nen im geschilderten Modell um die selbe Strecke As (t) in Richtung e, ausgelenkt
ist, wirkt demnach die resultierende riicktreibende Kraft

N (= le]) B (1) + EC) (1) (8.186)

Das fithrt nach dem Gesagten auf die Bewegungsgleichung

* 0 no |€| no |€|
Nm' 5585 (t) = N (= e]) [ 2 2 As(t). (8.187)
Umstellen ergibt
o el As(t) =0 (8.188)
ot? gom* S - ’
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8.9 Plasmaschwingungen

Dies ist die Bewegungsgleichung eines klassischen harmonischen Oszillators mit der

Plasmafrequenz wy, = \/ ng le|” /(egm*) als Eigenfrequenz. Die zugeordnete Eigen-
losung, auch Plasmon genannt, beschreibt eine kollektive harmonische Schwingung
des Elektronensystems relativ zu den Ionen im Kristall:

As (t) = Asgcos (wy - t). (8.189)

Das mit so einer Eigenschwingung einhergehende elektrische Feld E (t) ist longi-
tudinal.
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9 Hohlleitermoden

Ein Hohlleiter ist ein Rohr, meist mit rechteckigem, kreisférmigem oder ellipti-
schem Querschnitt, dessen Innenwénde aus Metall bestehen. Mit Hohlleitern kon-
nen elektromagnetische Signale, typischerweise im Frequenzbereich 3 GHz bis 200
GHz, sehr verlustarm tiibertragen werden.

Abbildung 9.1: Ein entlang der z-Achse ausgerichteter, unendlich fortgesetzter Hohl-
leiter.

Wir betrachten jetzt ein in Richtung e, translationsinvariantes, unendlich aus-
gedehntes Rohr €2 mit konstanter Querschnittsfliche F, siehe Abbildung 9.1. Die
Wiénde 0€) des Rohres bestehen aus einem Metall mit Leitfahigkeit . Das Innere
des Rohres ist mit einem homogenen und transparenten Material mit Dielektri-
zitatskonstante ¢ und Permeabilitat p gefiillt. Im einfachsten Fall (SI-Einheiten,
k= 1)ist ¢ = gg und pu = o, d.h. das Rohr ist hohl (Vakuum). Langs der
Rohrachse e, konnen dann elektromagnetische Wellen propagieren. Fiir den Expe-
rimentalphysiker ist der Existenzbeweis von Hohlleitermoden ganz einfach, denn
er weil aus dem Experiment, dass man durch ein langes Rohr der beschriebenen
Art hindurch schauen kann!
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9 Hohlleitermoden

Wir suchen Lésungen der Maxwell-Gleichungen (8.46), welche einer Uberlage-
rung aus in Richtung e, propagierender monochromatische ebener Wellen entspre-

chen:
E(r,t) = ReZE (ro, 7y; kzy ) €7FT=790 — Re {E (r,w) e’i“t} (9.1)
k2
H(r,t)=Re)_ H (r,, ry; ko, w) 90 = Re [ﬁ (r,w) e_i“t}
k-
Die Feldamplituden
E(r,w) = Zf} (1, 7y Kmy ) €27 (9.2)
k
H (r,w) = Z H (1, Ty kzyw) gthaT=
k-
geniigen somit den monochromatischen homogenen Maxwell-Gleichungen in Ma-
terie
rot H (r,w) = —iweE (r, w) (9.3)
rot B (r,w) = iwpH (r,w) .
Mit
D (r,w) = ¢E (r,w) (9.4)
B (r,w) = uH (r,w)
gilt dann im Inneren des Rohres
divD (r,w) = div {5]?] (r,w)} = " divrot H (r,w)=0 (9.5)
w
div B (r,w) = div {,uﬁ (r,w)] — " diviotE (r,w) =0.
w

Hinzu kommen die Randbedingungen auf den Wéanden 02 des Hohlleiters, die wir

zunéchst als ideal leitend (¢ — co) annehmen wollen:
(9.6)

~

{nag -B(r, w)}reag =
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9.1 Verschiedene Losungstypen: TEM-Moden, TM-Moden und TE-Moden

Somit folgt durch Einsetzen des Ansatzes (9.1) das folgende System gekoppelter
Differentialgleichungen fiir die kartesischen Komponenen F, und H, der Amplitu-

denfunktionen E (ry,ry; k., w) und H (1o, rys kpyw)

%I:{: — ik, H, = —iweE,
ikzﬁw — %ZZ = —iweEy
oOH, OH, o
87“5 B ory = ek
aaf; — ik, E, = iwpH,
zk‘ZE’I — 87‘; = iw,uf:f\y
OE, 0E, = =
87“: - o, = iwpdt.

9.1 Verschiedene Losungstypen: TEM-Moden,

TM-Moden und TE-Moden

Tranversal-Elektromagnetische Moden (TEM) sind gekennzeichnet durch die Ei-

genschaft

9.8)
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9 Hohlleitermoden

Damit folgt jetzt insbesondere

TEM (9.9)
—ikzﬁy = —iw&tﬁx
ikzi[\x = —iwsEy
OH, OH, _ 0
or,  Ory
—ikZEy = iw,uﬁx
zszx = iw,uf-f\y

0B, 0B, _
or, ar, o
Als Losbarkeitsbedingung folgt
TEM (9.10)
E.H, + Eyﬁy —E (rg, Ty kzyw) - H (r,, ryik.,w) =0
Wt = PR
~ 1
c=—

Insbesondere gilt

_9H, 0H, k, (0B, OE,
0 - (87}r + ary>
_ 0B, 0B, _ k. (0H, OH,
ory — Ory )

Nach dem Gesagten existieren fiir TEM-Wellen zwei skalare Potentialfunktionen
U=U (rg,ry;kzyw) und V =V (ry, ry; k., w) mit der Eigenschaft

= A1
or, ory, wy (9.11)

0

or,  Ory We

a€{z,y} (9.12)
~ o0V
E =
“ Or,
—~ U
H, = .
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9.1 Verschiedene Losungstypen: TEM-Moden, TM-Moden und TE-Moden

Diese geniigen auf einem Querschnitt F des Hohlleiters der zweidimensionalen
Laplace-Gleichung

9? 0?

(6 + ;) V remib =0 -
0? 0?

(87“:5 + 8@) U (rg,1y; kyyw) = 0.

Die Randbedingungen (9.6), namlich dass die Normalkomponente des Magnetfelds
und die Tangentialkomponenten des elektrischen Felds an der Wand 0f2 verschwin-
den, sind dquivalent zur Forderung

[V (7, 1y kizy )] g = const (9.14)

[nag -VU (rxa Tys kz7w)]r€89 =0.

Die Aquipotentiallinien von V sind orthogonal zu denjenigen von U.

Ist der Querschnitt F des Hohlleiters am Ort r,, wie im vorliegenden Fall an-
genommen, nun einfach zusammenhdngend, so ist notwendig V' (g, 7y ks, w) =
const bzw. U (ry,ry; k,,w) = const fir alle (r,,7,) € F. In einem Hohlleiter mit
einfach zusammenhdngender Querschnittsfliche existieren keine propagierenden
TEM-Moden.

Demnach existieren TEM-Moden nur dann, wenn die Querschnittsfliche nicht
einfach zusammenhéngend ist, z.B. wenn langs der Achse des Hohleiters zuséatzlich
ein diinner Metalldraht gespannt ist, der zudem auf einem anderen Potentialwert
liegt als die Wand des Hohlleiters. In dem Fall ist das Problem, die betreffen-
den TEM-Moden zu berechnen, dquivalent zum Problem, die Kapazitit in einer
zweidimensionalen Geometrie zu berechnen (Koaxialkabel).

TM-Moden
Transversal-Magnetische Moden sind gekennzeichnet durch die Eigenschaft
™ (9.15)
f{\Z =0
E. # 0.
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9 Hohlleitermoden

Aus (9.7) folgt dann

—ik, Hy, = —iwekF,
ik, H, = —iwel,

oH, OH _
y M _ —iweE,

or,  Ory

OE,

or, — ik, By, = iwuH,

. JE,
ik, B, — = wuH
or

Y
T

0E, 0B, 0
or, ory N

Umstellen ergibt zwei lineare gekoppelte 2 x 2-Gleichungssysteme

weE, — k., H, =0

_ —  10E,
szx - H - -
Wy 1 0ry
waEy + /fzj‘.]\m =0
- —  10E,
k'ZE Hx == - .
y T W © Ory
Mit der Definition
¢ = wiep — k2
lauten deren Losungen
- k,0F,
z = l—
q* Ory
o .wE 8EZ
v q*® Ory
-k OF.
Y g or,

(9.16)

(9.17)

(9.18)

(9.19)
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9.1 Verschiedene Losungstypen: TEM-Moden, TM-Moden und TE-Moden

r =

o, — —i% aEZ‘
q* Ory

Eine der verbleibenden Gleichungen ist identisch erfiillt:

OFE, OFE, .k, ( 0°E, O2E,
v _ = @'—2 ( — ) = 0. (9.20)
Ory ory q* \Ory0r,  Or,Or,
Die andere schreiben wir um zu
- 0H, O0H, .we (9*E, O°F
— iweE, = Yy _ r_ = z i 9.21
e or.  or, @ (arg or2 ) (9:21)

Dies ist eine Helmholtz-Gleichung fiir die Feldamplitude E. zum Eigenwert ¢*:

™ (9.22)
0°E. 0L,
+
or? or?

+ q2Ez =

Die Randbedingungen (9.6) sind fiir TM-Moden, siehe (9.19), dquivalent zur For-
derung

[E'Z (1, 7y Kz w)} = 0. (9.23)

redQ

Es handelt sich demnach um eine Dirichlet-Randbedingung. Fir eine vorgegebene
Frequenz w = 27 f kénnen nur solche TM-Moden léngs der Rohrachse e, propa-
gieren, deren Wellenzahlvektor k, = k, (¢) der Bedingung

0<k?=w?en—¢ (9.24)

geniigt, wobei ¢ > 0 die Eigenwerte des TM-Eigenwertproblems (9.22) und (9.23)
bezeichnet.
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9 Hohlleitermoden

TE-Moden

Transversal-Elektrische Moden sind gekennzeichnet durch die Eigenschaft

Aus (9.7) folgt dann

TE
B =0
H,#0
OH, _ _
ik, H, = —iweE,
ory
—  OH, .
ik, H, — ar. = —iweky,
0H, OH,
or,  Ory
ik:zEy = wuH,
ik, B, = iwpH,
OE, OE, =
— = iwuH,.
or, ory i

Umstellen ergibt zwei lineare gekoppelte 2 x 2-Gleichungssysteme

Mit der Definition

kZEx — wuﬁy =0

. — H
weE, —k,H, = z&
ory
/{;ZE’y + w,uf—[\m =0
- 7 aﬁz
welbly + k. H, = —1 o

¢ = wrep — k?

(9.25)

(9.26)

(9.27)

(9.28)
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9.1 Verschiedene Losungstypen: TEM-Moden, TM-Moden und TE-Moden

lauten deren Losungen

~ wi 0H,
B = qu e, (9.29)
— k. OH,
v Z? ory
—  k.0H.
" Z? ory

Eine der verbleibenden Gleichungen ist identisch erfiillt:

OH, OH, .k, ([ 0*H,  0°H,
v _ =i — =0. (9.30)
Ory ory q* \Or,0r,  Or,0r,
Die andere schreiben wir um zu
—  9E, OF wp (0*H, 02H,
wuH, = g _ A gl & . 9.31
1w Or,  Ory ! q? ( or? or? (9:31)

Dies ist eine Helmholtz-Gleichung fiir die Feldamplitude H, zum Eigenwert ¢*:

TE (9.32)

WE+WE
or? or

5 T QZEI\Z =0

y

¢ = wep — k?

ﬁz = ﬁz (1o, rys kayw)

Die Randbedingungen (9.6) sind fiir TE-Moden, siehe (9.19), dquivalent zur For-
derung .
oo - VH, (ry, vy ke, w)] =0, (9.33)

redQ)

Es handelt sich um eine Neumann-Randbedingung. Die Normalableitung von H,
muss demnach auf der Randkurve 0F der Querschnittsfliche F verschwinden.
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9 Hohlleitermoden

Orthogonalitatsrelationen fiir TE- und TM-Moden

TM- und TE-Moden sind nach dem Gesagten Eigenfunktionen der skalaren Helm-
holtz-Gleichung

r; =(rg,ry) €F (9.34)
ug = uq (r1)
—V2uq = q2uq

0? 0?
2 _
\V4 Ug = ((97’% + ar2> Uq (I‘J_)

zum Eigenwert ¢2, allerdings zu unterschiedlichen Randbedingungen. Fiir TM-
Moden ist gefordert, dass u, auf dem Rand OF der Querschnittsflache F ver-
schwindet,

™ (9.35)
[ug (1)), cor =0,

dagegen ist fiir TE-Moden gefordert, dass die Normalableitung nyr - Vu, auf dem
Rand 0F der Querschnittsfliche F verschwindet
TE (9.36)
[1’13]: : qu (I‘L)]“_ea}- =0.
Wir zeigen jetzt, dass fiir simtliche Eigenwerte ¢2, sowohl fiir TM- als auch fiir
TE-Moden, gilt ¢> > 0. Um dies einzusehen, betrachten wir eine auf dem Quer-
schnitt F definierte Eigenfunktion u, = u, (r ) zum Eigenwert ¢*, die entweder

den Randbedingungen fiir TM- oder den Randbedingungen fiir TE-Moden geniigt.
Dann gilt natiirlich

- /8.7-' ds {UZ <S)Le@}' {na]: ’ qu (S)]sea}' (937)

Bei der Umformung in der letzten Zeile wurde der Satz von Gaufl verwendet.
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9.1 Verschiedene Losungstypen: TEM-Moden, TM-Moden und TE-Moden

Mit der Identitat
div [uf (r1) Vg (r1)] = uf (r1) V2ug (1) + [Vug (0] Vg (r1)
folgt, da u, = u, (r,) Losung der Helmholtz-Gleichung ist,
(V2 + q2) ug (r1) =0,

jetzt
0= /fdQM div {ufl (r1) Vu, (rL)}
— / a2y {ul (010) P2 (1) + (Vg ()] Vg (r1) )
.
S, /F A2y (1) g (ry) + /f A2y [V (r0)]" Vg (r.).
Also
2 A Cre [Vug (r)]' Vg (x0)
JrdPriub (v )ug (v)
Da gilt

/JTdQMuf] (ri)ug(ry) >0

/ Ay [V, (r)]7 Vg (r1) > 0,
.

(9.38)

(9.39)

(9.40)

(9.41)

(9.42)

ist manifest ¢? > 0. Alle Eigenwerte ¢> von TM- bzw. TE-Moden sind positiv.
Sind w, (ry) bzw. u, (ry) zwei Eigenfunktionen zu verschiedenen Eigenwerten
¢*> bzw. p?, die beide entweder den Randbedingungen fiir TM-Moden oder den

Randbedingungen fiir TE-Moden geniigen, so gilt
0= /8]-' ds [U; (S)} scOF [Ila]: ' vuq (S)]sea}'

und ebenso

0= /8 _ds[uy (8)],eor Do - Vi (5)]

— /a]-‘ dTLnaj—' : [uq (rl) Vu; (rL)} )

SEOF

(9.43)

(9.44)
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Demnach

0= /6 dringr- [uf (r1) Vg (r1) = u (r2) Vi (1) (9.45)

_ /}_dZTL div [u; (I'i) qu (I‘L) — Uyg (I‘L) VU;; (I'L)} .

Bei der Umformung in der letzten Zeile wurde der Satz von Gaufl verwendet. Mit
der Identitéat

div [uf, (r1) Vg (r1) =, (r1) Vuf (r1)] (9.46)
= uf (r1) Vg (r1) — ug (ry) VZuf (ry)

folgt, da u, = u, (r;) und u, = u, (r;) Losungen der Helmholtz-Gleichung sind,

(V24 %) ug(r) =0 (9.47)
(V24 1p?) up (r1) =0,
nunmehr
0— / 42, { (10) V2u, (r1) — u, (r1) [V, (rl)r} (9.48)
— (p — ¢ /]__dQTLu;(rL)uq(rL).
Dem Gesagten entnehmen wir die Orthogonalitatsrelation
P # ¢ (9.49)
/f &7l (1) ug (r1) = 0.
Tatséchlich gilt jetzt aber auch
P #G (9.50)

/ferL [Vu, (r)]"- Vu, (rp) =0,
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denn

0= /aFdT’Lna]: [U; r, qu (I’L)] (951)

B / dQTL 1) Viug (r1) + [V, (rL)]T - Vg (ri)}

q /fdQHup (ri)ug(ry) + /FdQM [V, (r)]" - Vg (r))
=0, fiir p2#£q¢?

- /;dQH [V, (r1)]" - Vg (r1) .

Grenzfrequenz

Fiir eine vorgegebene Frequenz w = 27 f kénnen nur solche TE-Moden léngs der
Rohrachse e, propagieren, deren Wellenzahlvektor k, = k, (¢) der Bedingung

0<k?=w?en—q¢ (9.52)

geniigt, wobei ¢? > 0 die Eigenwerte des TE-Eigenwertproblems (9.32) und (9.33)
bezeichnet. Fiir k2 < 0 ist die Welle evaneszent, also nicht ausbreitungsfihig, weil
sie in Ausbreutungsrichtung exponentiell abfallt.

Fir jede einfach zusammenhdngende Querschnittsfliche F existiert nach dem
Gesagten eine kleinstmogliche Frequenz f,;, > 0, so dass Signale mit Kreisfre-
quenzen

W < Wnin = 27Tfmin (953)

nicht entlang der Achse des Rohres propagieren konnen! Die Groflenordnung der

Grenzfrequenz fu, ist iiber den Durchmesser D ~ /4 |F| /7 der Querschnittsfla-
che F abschétzbar zu

C
min — 2 min — ¢ mi ~ 27T —. 9.54
w Tf cmin [g] ~ 27 (9.54)

Bemerkung

Das im Beton der Wand einer modernen Tunnelrohre mit Innendurchmesser D ~ 8
m immer vorhandene Stahlgeflecht mit Gitterkonstante a < D ist fiir Wellen mit
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9 Hohlleitermoden

Wellenlange A > a approximativ eine leitende Oberfliche. Daher kann man im
Inneren einer langen Tunnelrohre z.B. keine Radiosignale auf der Kurzwelle (KW)
oder Mittelwelle (MW) mit Wellenldnge Aragio => D empfangen, weil die Frequenz
fRradio der Radiosignale dann bereits unterhalb der Grenzfrequenz “uin Jiegt:

Cc Wmin C

o = < ~—,
fRadlo )\Radio o D

(9.55)

9.2 Dispersionsrelation und Gruppengeschwindigkeit

Aufgrund von (9.41) ist gewdhrleistet, dass fiir die Eigenwerte ¢* von TM- bzw.
TE-Moden gilt ¢> > 0. Somit existiert fiir jeden solchen Eigenwert ¢* geméif (9.24)
bzw. (9.52) eine Dispersionsrelation

wy (ky) = k2 +¢? (9.56)
_ 1
= ——
VER
0 <k? < oo.

Zur Signalibertragung in Hohlleitern dienen Wellenpakete. Diese entstehen durch
Uberlagerung verschiedener Fourierkomponenten mit einer von &/ abhéngigen cha-
rakteristischen Gewichtsfunktion w, (%), die bei einem bestimmten Wellenzahlvek-
tor k. = kU™ ein ausgeprigtes Mazimum besitzt

E,(r,w) =EY (r;,w) [ O:O (;’jfei[ké%—wfz(k’z)ﬂ@q (K.). (9.57)
Dann liefert eine Entwicklung der Dispersionsrelation w, (k.) um die Stelle £, =
k™ in fithrender Ordnung

wy (k) = wy (K™ + vy (k) (KL = k™) 4+ (9.58)
k(m)) _ [&uq (kL)

p :
ok, ] ke, =k{™)

Wir schreiben dann

~ ~ i | ™ e —wg (K™ oo dkL ikl —k™) | r—vg (R
Eq (r,w) :E((IO) (I'L,Cd)@ [ ( t)t} / 2726( )[ g )t}wq (k’,)
—oo0 4T
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Das Integral ist (bis auf einen Phasenfaktor) gleich der Fouriertransformierten
der Gewichtsfunktion @, (k,), d.h.

dk;ilf(m)rfy —~ 7i(m)7.7v Oodk,/zi’rf,u N
/_ ?e (kL —ky")(r- gt)wq (k;) —e ky (rz—vgt) Lw - e kL (r gt)wq (k;) (960)
= ¢~k (”Z’”f’t)wq (r, —vgt)

=W, (r, —v,t).
Es folgt als Approximation fiir das betrachtete Wellenpacket

B —wg (k™) )t]

E, (r,w) = Ego) (ro,w) ei[ W, (r, —vgt). (9.61)

Offensichtlich bewegt sich die Einhiillende W, (r, — v,t) des Wellenpaketes, d.h.
das eigentliche Signal, mit Gruppengeschwindigkeit

Owg (K, ck, 2 (m)
vy = [ wg)q]{(; )] I — Cizm) (9.62)
7 =kl VE+ ¢ poplm) Y (k"’ )
Der Phasenfaktor e®("=) des Wellenpakets, mit der Phase
O (ryt) =kyr, —w, (k) t, (9.63)
oszilliert dagegen mit Phasengeschwindigkeit
37’Z> Wy (k,gm))
' ( ot ¢=const kz
Somit gilt die Relation
VU = (9.65)

Wiéhrend die Gruppengeschwindigkeit vy kleiner gleich der Lichtgeschwindigkeit ¢
ist, nimmt die Phasengeschwindigkeit v,;, Werte grofler gleich der Lichtgeschwin-
digkeit ¢ an. Fiir kleine Wellenldnge A\ = % nahern sich beide Geschwindigkeiten
der Lichtgeschwindigkeit ¢ an:

kllinoo vy (k) =¢= kll_r)rloo vpn (K2) (9.66)

1
VEoro

Ist das Innere des Rohres nun Vakuum, ¢ = ¢g und p = pg, dann ist ¢ =
gleich der Lichtgeschwindigkeit ¢ im freien Raum.
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9 Hohlleitermoden

Bemerkung

Wiirde man in der Entwicklung (9.58) der Dispersionsrelation w, (k) um die Stel-
le k, = kzgm) noch die Terme zweiter Ordnung beriicksichtigen, so wiirde man be-
schreiben, wie das Wellenpaket im Lauf der Zeit auseinanderflielt. Die angestellten
Uberlegungen sind also nur fiir kleine Zeitspannen sinnvoll.

9.3 Dampfung von TM- und TE-Hohlleitermoden

Die zeitlich gemittelte Energiestromdichte fiir eine entlang der Rohrachse e, pro-
pagierende TM- bzw. TE-Mode mit Frequenz w ist durch den Poynting-Vektor
S (r,t) im Inneren des Rohres gegeben zu

(S(r,t)-e,)=(E(r,t) A\H(r,1)) - e, (9.67)
= ;Re [E (r,w) AHF (r, w)} e,
= ;Re [Ex (r,w) f{\; (r,w) — E, (r,w) H! (r,w)} :

Fir TM-Moden folgt aus (9.19)

TM (9.68)
A A - .
1 k., OF, weOE, k. OF, weoF,
(S(r,t)-e,) §Re (Zq2 (973,;) <2q2 871,,3) — (ZqQ 87’y> (—2q2 8@)

 kowe <aE2 OET  OF, aE;)

—2¢* \ Or, or, * Ory Ory
k,we ~ 71 ~
=S VE.] -VE.,
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9.3 Dampfung von TM- und TE-Hohlleitermoden

entsprechend fiir TE-Moden aus (9.29)
TE (9.69)
= =\t = =1
1 Wi OH, k,O0H, W OH, k,0H,
S(r,t)-e,) =-R — — — | —i— —
seaer =g | (250) () - (o) (652
k

 kwp OH, 8ﬁl N OH. ﬁﬁl
B ory Or,  Ory Or,

Das Integral der Energieflussdichte (S (r,t) - e,) tiber die Querschnittsfliche F des
Hohlleiters ergibt nun unter Beachtung der Relation (9.41) fiir den Eigenwert ¢
das Ergebnis

™ (9.70)
2/ / . _ ng 2./ R
/fdr (S(r',1)-e,) = /d VE} VE,

= ng/dQ 'ET

TE (9.71)
/f A2 (S (r,1) - e.) =

_kw:u/dZ /HT

l{;w,u

/d2 ‘(v viL

Hier ist fiir w die Dispersionsrelation fiur die betreffende TM- bzw. TE-Mode ein-

zusetzen:
w=w, (k) = &\/k2 + ¢% (9.72)

Der Leistungstransport in einem Hohlleiter ist somit modenabhdingig.

In der Realitét ist die innere Wandoberfliche 0€) eines Hohlleiters nie ein per-
fekter Leiter, sondern besteht z.B. aus Kupfer oder Silber. In dem Fall kénnen im
Rohr des Holleiters befindliche elektromagnetische Felder durch die Grenzfliche
L) in das Innere der aus Metall bestehenden Wand transmittiert werden und dort
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9 Hohlleitermoden

Strome induzieren. Damit verbunden sind Joulesche Verluste, deren Rate %5 )
bezogen auf ein Fliachenelement Fyq C 02 der Wand, geméafl der Relation (8.158)
durch den zeitlichen Mittelwert der Normalkomponente der transmittierten Ener-
giestromdichte am Ort der Wand gegeben ist zu

g5(‘]) = d*r’ <S(t) (r',t) - n'>

1
_ d2 /
dt Foa "

r'eF Faq 20-)\0.)

— 2
‘H (r,w) An ver

(9.73)
Wir betrachten jetzt ein Segment ¥ (r,,,7.,) des Hohlleiters mit endlicher Lan-
ge L = r,, —r, > 0. Da die Querschnittsflache F konstant ist, ist das Volu-
men des Segments |3 (r,,,7,,)| = |F| L. Die Oberfliche 0% (r,,,r,,) des Segments
¥ (r.,,7,) besteht somit, wie bei einem Zylinder, aus einer Bodenfliche F; =
F (r,,), einer Deckelflache Fy = F (r,,) und der Mantelfliche 0% (r,,,r.,). Propa-
giert nun eine TM- oder TE-Mode entlang der Hohlleiterachse e, so fliefit bei r, =
r., durch die Fliche F; (im zeitlichen Mittel) ein Energiestrom [ d*r' (S (r',) - e.)
in das Volumen X (r,,7,,) hinein, der bei r, = r,, durch die Deckelflache F; hin-
ausflieBt, aber eben auch durch die Mantelfliche OS2 (r,,,7.,), die sich von r = r,,
bis r = r,, erstreckt, wieder abfliefit, falls Transmission in das Innere der Wand des
Hohlleiters nicht durch stringente Randbedingungen verhindert wird. Im Inneren
des Segments, das als optisch transparent angenommen wurde, kann aber weder
Energie erzeugt werden noch kann Energie verloren gehen. Deshalb

/fl (S (r',t) - e.) = /f (S (1) - e.) +

d*r’ <S(t) (r',t) - n’> :

(9.74)
Fiir infinitesimal kleinen Abstand dL > 0 der Deckelflache F (1, + dL) zur Boden-
fliche F(r,) folgt hieraus

0 2 1 / B ) Iat) (o )
“ /f(rz)d S (1) - eduern = jéf(rz)dl <S (r',t) -n>r/€af(Tz). (9.75)

Der Quotient

BQ<TZ1 7TZ2)

o $oreny (S (X', 1) 1) pcor
f]:(Tz) d2’r’/ <S (I‘/’ t) . ez>r/6_7.-(rz)
ist fiir propagierende TM- und TE-Moden, wie weiter unten gezeigt wird, von

der Koordinate r, unabhdngig. Diese Eigenschaft ist der Translationsinvarianz der
Querschnittsfliche F (r,) entlang der Achse des Hohlleiters geschuldet.

(9.76)
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9.3 Dampfung von TM- und TE-Hohlleitermoden

Demnach folgt

9 2./ / . 9 ,
- /f(rz)d P (S (1) e.) = a/f(rz)d P (S 1) e (9.77)

Die Losung dieser Differentialgleichung lautet
/ A2 (S (1) - e,) = e~ / A (S (1) e).  (9.78)
F(rz) F(r.=0)

Somit kann der in (9.76) definierte Quotient «, mit der physikalischen Dimensi-
on einer reziproken Léange, als Ddampfungsfaktor gedeutet werden. Man kann fiir
eine hinreichend dicke Metallschicht auf der Innenwand 02 des Hohlleiters den
Dampfungsfaktor a approximativ in fithrender Ordnung bzgl. des kleinen Para-
meters k., < 1 berechnen, in dem man das elektromagnetische Feld fiir die TM-
bzw. TE-Moden zunéchst mit der Randbedingung (9.6) fiir einen idealen Leiter be-
rechnet. Die diesen Ergebnissen entsprechenden Energiestromdichten (S (r/,¢) - n')
bzw. (S (r',t) - e,) konnen dann zur Berechnung des Quotienten v im Rahmen der
Storungsrechnung verwendet werden, da « proportional zum kleinen Parameter
k., ist. Dabei zeigt sich, dass der Dampfungskoeffizient o manifest modenabhén-
gig ist! Wir unterscheiden deshalb im folgenden o™ und o™,

Dampfung von TM-Moden

Einsetzen der Ausdriicke (9.73) bzw. (9.70) fir Zahler bzw. Nenner des Quotienten
a ergibt fiir TM-Moden den Dampfungsfaktor

—~ 2
dl' 2— H (v A’
(TM) _ $or 20\, ‘ (', w) n2 r'EQF (9.79)

k.we 2/
27 Jrdr r'eF

(67

E. (r',w)

Aber fiir den Normalenvektor n auf der Innenwand 0€2 des Hohlleiters gilt

n-e, =0 (9.80)

n=n;e, + nye,.
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9 Hohlleitermoden

o~

Da fiir TM-Moden keine longitudinale Magnetfeldkomponente existiert, H, = 0,
folgt unter Beriicksichtigung der in (9.19) angegebenen Ausdriicke

™ (9.81)

H(r,w)An= (nyHI — any) e,
| we ( OE, 8Ez>

Ng—— +N
2 or, v ory

Fir TM-Moden gilt fiir die longitudinale Komponente E,, wie bereits in (9.23)
gezeigt wurde, auf der Innenwand 0f2 des Rohres eine homogene Dirichlet-Rand-
bedingung, d.h. E, (r,w) lrean = 0. In dem Fall gilt fir zwei Punkte r und r’ der
(glatten) Oberflache 052 identisch

r, v’ € 90 (9.82)
r#r
0= E.(r',w) — E. (r,w) B E.(r+hT,w) — E. (r,w)
B v/ — r| B h ’
wobei b = | —r| und T = =% Im Grenzwert r' — r ist der Einheitsvektor

[r/—x|
T ein tangential zur Fliache 0f) orientierter Einheitsvektor t am Ort r. Mit der
Defintion

r—r

t=1lim T = lim —— (9.83)
r'—r r'—r |I" — I‘|
folgt jetzt
r € 00 (9.84)
0 = lim E.(r+hT ,w) — E, (r,w)
r'—r h
= lim T - VE, (r,w)
r'—r
—t-VE, (r,w).
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9.3 Dampfung von TM- und TE-Hohlleitermoden

Also ist VEZ\reaQ x n, wobei n der Normalenvektor der Flache 02 ist. Somit gilt

™ (9.85)
nAVE.|eor =0,

und weiter
0=[(nAVE.)-(nA VEI)LGW (9.86)
= (n:~1n) (VE.-VE!) - (n-VE.) (n-VE]).
Umstellen ergibt
[(n-VE.) (n-VE!)] _=|VE.. VEZLW. (9.87)
Es folgt
T™ (9.88)
)l 201% H (r',w) An’ f/w - 201/\w “’qj 7@ L V'El- v’Ez}r,W .

Einsetzen von (9.88) ergibt schliefflich fiir die Dampfungskonstante von propagie-
renden TM-Moden das Ergebnis

o 1w b [VELE]
.

r'edF
— o‘)\w kaq2 f]: d27“/ [E,i . EZ} . (989)

r'eF

Dampfung von TE-Moden

Einsetzen der Ausdriicke (9.73) bzw. (9.71) fiir Zéhler bzw. Nenner des Quotienten
a ergibt fiir TE-Moden den Dampfungsfaktor

2

RS W, /
TE) — 5%]: di'sox ‘H (I' ’w> An I"EB}—' (990)

20\
kow 2 It 11
ziﬂf]__d T’/Hz'Hz

2q¢2

a(
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9 Hohlleitermoden
Fir den Normalenvektor n auf der Innenwand 92 des Hohlleiters gilt
(9.91)

n-e,=0
n =n;e, + nye,.

Somit

[H (r,w) An o (9.92)
= (ﬁynz — ﬁzny) e, + (ﬁznx — ﬁxnz) e, + (ﬁxny — f{\ynx) e,
"= —H\znyem + fi\znmey + (ﬁrny — j{\ynx) e,

Da fiir TE-Moden als Randbedingung gefordert ist, dass die Normalableitung der
magnetischen Feldstarke an der Wand verschwindet, ist es naheliegend, den Aus-

druck mittels der Relationen (9.29) umzuschreiben:
OH,
) e.. (9.93)

= = = k. (OH,
[H (r,w) A n} reor =~ HeMwea + Hanaly + ¢ ( or, Y or,
Folglich
= 2
[H(r,w)An o (9.94)
= [H (r,w) A n} veor [HT (r,w) A n} reor
— . kX (0H,  OH, OH!  OH!
[ () 01, 02,
=1 ‘ 4 v Y redF
— . k2 [0H,0H! , OH, OH!
={H H + =2 220z )2 2%z 2
{ = q* [87} or Myt or, Or, e
OH, OH]

OH, OH!

Tty (87“35 ar, + dry, Ory )] }rea]-"
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9.3 Dampfung von TM- und TE-Hohlleitermoden

Der Randbedingung (9.33) fiir TE-Moden entnehmen wir die Identitat

— [n.-VH VI
0=[n-VH, (r,w)]rw In- VH! (r,w)LeaF (9.95)
K aﬁz+ aif;>< aﬁ;+ aﬁ;)l
= Ny n Ny n
or, v ory or, Y ory rCOF
OH, OH! | N OH, OH! 2 OH.OH! OH.OH!
= n n NN .
8Tx arx ! a"ny ary Y ! arﬂf ary 6ry arl’ redF
Somit
—~ 2
H (r,w) n (9.96)
B H.0H! 0OH,0H!
:{HzHi+kj (n2 +n2) <aa Z% Z+% Z% )]}
q T/ Tz Ty TZ/ Ty reOF
— . k*(OH,0H! OH,OH!
_|FE 4 b (9801 | OH. 0K
qg* \ Or, Or, ory Ory reoF
2
= (HZHJ + %VHZ -VH}!
q redF
Schlief3lich
TE (9.97)
/ 1 IT [/ /|2 1 A TarTa /f§ TF 7t
di H(r',w)An = ¢ dI'|H.Hl +“2VH, VH!
oF 20\, vedF 20N, Jor ¢ v eoF

Einsetzen von (9.97) ergibt fiir die Dampfungskonstante von propagierenden TE-
Moden das Ergebnis

/ —~ /\T é — ) /\T
a o\ kwu f dZT/AT.A %y .
w z A liZ liz

Bemerkung

Die hergeleiteten Formeln fiir die Dampfungskonstanten o™ und o™ stimmen
mit der im Lehrbuch [LLP84] auf S. 317 angegebenen (sehr knapp gehaltenen)
Mitteilung iiberein.
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9 Hohlleitermoden

Exakt losbares Beispiel: TM- und TE-Moden in Hohlleitern mit
rechteckigem Querschnitt

Wir betrachten einen Hohlleitern mit rechteckiger Querschnittsfliche F, mit Sei-
tenléngen a, und a,, also |F| = aza,. Ohne Beschrdnkung der Allgemeinheit sei
jetzt a, < a,. Losungen der Eigenwertaufgaben (9.22) und (9.23) bzw. (9.32) und
(9.23) sind dann Produkte von trigonometrischen Funktionen der Form

™
~ ~ Ny T Ny T
) _ 5(0) s x : y _
FE, (rm,ry, kz,wnhny) = Eg ) sin ( rm> sin | ——ry | = TM,, »,
Qg Qy
Ng, Ny €N
Ng,n 2 2
o az  ay
Wy Ny
Dnany . [12 2
E - kz + qnm,ny
TE
— — NgT Ty T
. _ 770 T y _
H, (rx,ry, k’z,wnmvny) = HO cos ( . rw) cos (ary> =TE,, »,
T y

Ng, Ny € No, Ny +ny >0

2 2
n n
2 _ .2 T Y
an,ny =T ( + )

az a2
a; ay,

Whg Ny /
) — 2 2
5 - kz + qnz,ny'

Zu beachten ist der unterschiedliche Wertevorrat fir die Moden-Indizes n, und
ny. Fiir TM-Moden ist der Wertevorrat von n, bzw. n, gleich N = {1,2,3,...},
fir TE-Moden ist der Wertevorrat gleich Ny = {0,1,2,3,...}, wobei allerdings
der Fall n, = 0 = n, auszuschlieflen ist. Der kleinstmagliche Eigenwert q&l = 2—;
wird demnach fir a, > a, von der TEy-Mode angenommen. Fiir einen Rechty—
eckhohlleiter mit a, > a, ist demnach die Breite a, der relevante Parameter zur
Charakterisierung ausbreitungsfahiger Wellen.

In Abbildung 9.2 sind die entsprechenden Dispersionsrelationen vs. k,

fir die tief liegenden Eigenwerte der Moden TE,, ,, und TM,,,, fiir (ng,ny) €

Wng SNy
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9.3 Dampfung von TM- und TE-Hohlleitermoden

Dispersionsrelation TE& TM—Moden
im Hohlleiter mit rechteckigem Querschnitt ay/a,=2.1

w
— = Vakuum
c = TEg:
10 — TEop
= TEg

= TE;1 & TM14
= TE;2 & TM1,
= TEyp

= TEy1 & TM24
= TEyo & TMy;

Abbildung 9.2: Dispersionsrelation im Hohlleiter.

{(0,1),(0,2),(1,0),(1,1),(1,2),(2,0),(2,1),(2,2)} dargestellt. Um die Entartun-
gen sichtbar zu machen, wurde dabei das Verhaltnis der Seiten a, und a, des
Rechtecks zu $* = 2.1 gewihlt.

Bemerkung

In Hohlleitern mit rechteckiger Querschnittsflache a, = 2a, ist die Dampfung der
TEp;-Mode am kleinsten. Den Beweis fiir diese Behauptung zu fithren, ist eine
instruktive Ubungungsaufgabe.
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10 Elektrodynamik als relativistische
Feldtheorie

Wir betrachten jetzt Inertialsysteme. Das sind Bezugssysteme, in denen sich jeder
kriftefreie Massenpunkt geradlinig und gleichférmig bewegt. Dass in einem einzi-
gen Koordinatensystem alle kraftefreien Bewegungen geradlinig gleichférmig sein
konnen, ist eine fundamentale Erfahrungstatsache. Raum und Zeit sind folglich
homogen und isotrop. Es existiert kein bevorzugtes Inertialsystem, denn alle rela-
tiv zu einem Inertialsystem geradlinig und gleichférmig bewegten Bezugssysteme
sind physikalisch dquivalent. Alle physikalischen Vorgéinge in allen Inertialsyste-
men gehorchen denselben Naturgesetzen.

Zwei Physiker, P und P’, experimentieren in zwei von einander entfernt positio-
nierten Inertialsystemen S bzw. S’ mit elektromagnetischen Feldern, wobei P bzw.
P’ verabreden, als MaBsystem SI-Einheiten zu verwenden. Beide stellen nun mit-
tels sehr genauer Experimente fest, dass die Maxwell-Gleichungen vollumfanglich
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10 Elektrodynamik als relativistische Feldtheorie

glltig sind:

Physiker P im Inertialsystem S (10.1)
1
divE (r,t) = —p(r,t)
€o
. 0
rot B(r,t) = po |j(r,t) + EO&E (r,t)
ot E (r,t) é)B(r t)
r = ——
Y at Y
divB (r,{) = 0
Physiker P' im Inertialsystem S’ (10.2)

1
div'E' (v/,t') = —p' (¢', 1)
o
/ /! !4l s/ ! 4l a / T
rot' B (r', ) = po |j (r,t)—i—s()%E (r',t")
/ / !4l a / T
rot' E (r,t):—%B (r',t")
div' B’ (¢, ') = 0.

Insbesondere stellen P und P’ fest, dass die Konstanten ¢y und g in beiden In-
ertialsystemen den gleichen Zahlenwert besitzen. Hieraus schlielen beide, dass die
Lichtgeschwindigkeit ¢ = \/;)% sowohl in S als auch in S” den gleichen Zahlenwert
c = 299792458 7 besitzt. Das ist insofern bemerkenswert, als zur Charakterisie-
rung der Inertialsysteme S bzw. S’ nicht verlangt war, dass der Koordinatenur-
sprung von S’ relativ zum Koordinatenurtsprung S immer in Ruhe ist. Es ist also
zuldssig, dass sich S’ relativ zu S mit konstanter Geschwindigkeit v bewegt. Da nun
P und P’ fiir jedes v # 0 zwar immer die gleiche konstante Lichtgeschwindigkeit ¢
messen, aber zu ihrem Erstaunen z.B. ganz unterschiedliche Feldstidrken E und E’
bzw. B und B’ messen, stellt sich die Frage, wie die elektromagnetischen Felder E,
B und ihre Quellen p, j ausgehend vom System S in die entsprechenden Grofien
E’, B’ und p/, j’ im System S” umgerechnet werden kénnen.

Die auf ein Inertialsystem S bezogene Bewegungsgleichung der Newtonschen
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Mechanik fiir N Massenpunkte unter dem Einfluss der Kraft [F]™ lautet

1<n<N (10.3)
d® (n) (n)
() gz T O = [F].

Die entsprechende auf ein zweites Inertialsystem S’ bezogene Bewegungsgleichung
der Newtonschen Mechanik lautet

m™ ldtaxJ(tU] = [F'] (10.4)
Handelt es sich bei den Kraften insbesondere um Paarkrifte,
F = > (10.5)
1<m<N
m#n

£ = ([r ()™ = [ (1)),

so gilt beziiglich einer Galilei- Transformation

¢ =t (10.6)
[ (@)™ = [r (1) — vt
VvV = const

die folgende Invarianzeigenschaft:

d2 " . d2
O = [ )

(n

Die Bewegungsgleichungen der Newtonschen Mechanik fiir eine Anzahl N von
Massenpunkten, die gemaf einer Paarkraft wechselwirken, sind demnach invariant
unter einer Galilei-Transformation.

Implizit liegt der Newtonschen Mechanik das Postulat der Existenz einer ab-
soluten Zeit und und das Postulat eines absoluten Raumes zugrunde. Rdumliche
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10 Elektrodynamik als relativistische Feldtheorie

Abstéande oder Zeitintervalle sind in der Newtonschen Mechanik unabhéngig von
der Wahl eines Inertialsystems. Diese Invarianz unter Galilei-Transformation ist fiir
die inhomogenen Maxwell-Gleichungen nicht gegeben, obwohl es ndherungsweise
fir kleine Geschwindigkeiten |v| < ¢ richtig ist.

Wir betrachten nun zwei Inertialsysteme S und S’, wobei sich S’ relativ zu
S mit Geschwindigkeit v bewegen moge. Der Einfachheit halber postulieren wir,
dass die kartesischen Achsensysteme in S” und in S zu einem Zeitpunkt ¢t = 0 =
t' deckungsgleich waren. Betrachten wir jetzt z.B. die Ausbreitung einer ebenen
monochromatischen elektromagnetischen Welle in Richtung ﬁ || v, einmal aus der

Sicht von P und einmal aus der Sicht von P’:

Physiker P im Inertialsystem S (10.7)
k
il
K|
E (r,t) = Re [E(O) exp (ik - r — iwt)]
B (r,t) = Re {B(O) exp (ik - r — iwt)}

Losbarkeitsbedingung fiir homogene Maxwell-Gleichung in S

BO _ K o
w

k-E® =0
2
k-k— 2 =0
¢
? = L
Eoto
Physiker P' im Inertialsystem S’ (10.8)
k/
[ v

E' (r',t') = Re [E'(O) exp (ik'-r’ — iw’t/)}
B'(r',t') = Re [B'(O) exp (ik'-r’ — iw’t’)}
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Losbarkeitsbedingung fiir homogene Maxwell-Gleichung in S’

g0 _ ¥ g
w
kK- -E®=0
w/2
/ / o

Kk —— =0
= —1 .
oMo

0.B.d.A. diirfen wir v = ve, wihlen, also k, = k, = 0 = ky, = k;,. Dann folgt
aus den obigen Losbarkeitsbedingungen fiir die homogenen Maxwell-Gleichungen
in S bzw. S’ insbesondere

B—— = k?——. (10.9)

Fiir vorgegene Wellenzahlen k, und Frequenzen w = ¢ |k,| im System S suchen wir
nun die Gesamtheit aller moglichen Inertialsysteme S’; in denen die betrachtete
propagierende elektromagnetische Welle durch Wellenzahlen £, und Frequenzen
w' = c|k.| beschrieben wird.

Die Bedingung (10.9) 148t sich durch hyperbolische Funktionen mit einem ska-
laren Parameter [ parametrisieren

BER (10.10)
k. =k, cosh B — = sinh 3
C

/

v —k,sinh 8 + v cosh f3.
c c
Wir bestatigen leicht
W2 w 2 w 2
K-S = (k cosh 8 — “ sinh 5) - (—kz sinh 8+ < cosh 5) (10.11)
c c c

) (k—w> cosh? (3) — sin? (3)

1
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10 Elektrodynamik als relativistische Feldtheorie

Obwohl die Physiker P und P’ in ihren jeweiligen Inertialsystemen S und S’ bei ein
und derselben ebenen elektromagnetischen Welle nicht die gleichen Werte fiir die
Amplituden E© und E'© bzw. B® und B'® messen, gibt es Ubereinstimmung
bei der Phase:

exp (ik - r —iwt) = exp (ik' - v’ —iw't"). (10.12)

Im von uns betrachteten Fall v = ve, fiithrt das auf die Bedingung

Korl — o't = kr, — wt. (10.13)

Die Parametrisierung (10.10) fur &, und % legt eine entsprechende Parametrisie-
rung fiir r/ und ¢ nahe

1. =r,cosh 8 — ctsinh 8 (10.14)
ct' = —r, sinh 3 + ct cosh 3.

Wir priifen leicht nach
Korl — o't (10.15)
= (kz cosh f — % sinh B) (r, cosh § — ctsinh j3)
— (—kz sinh 3 + % cosh 5) (—r, sinh 5 + ct cosh [3)

= (hor. —wi) [cosh? (9) — sinb (5)]

=1

+ (kzct + ucjrz> (— cosh 8 sinh § + sinh /3 cosh ﬁ)

=0

=k,r, — wt,

d.h. die Phase ist eine Invariante in allen durch den Parameter  gekennzeichneten
Inertialsystemen S’

Welcher Zusammenhang besteht zwischen dem Parameter § und der Geschwin-
digkeit v? Allgemein ist festzustellen, dass sich das durch S parametrisierte Inerti-
alsystem S’ von S aus betrachtet in Richtung e, mit konstanter Geschwindigkeit
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v = ve, entfernt. Somit ist die Position des Koordinatenursprungs des Bezugssys-

tems S’ von S aus betrachtet gegeben zu

r, = vt

ry =0=r,.

(10.16)

Von S’ aus betrachtet ist die Position des Koordinatenursprungs von S’ natiirlich

gegeben zu

H\g\ Nﬁ\
(1
o O
Il
<
<

Folglich erhalten wir jetzt den Zusammenhang

0 =1, =r,cosh 3 — ctsinh 3 = vt cosh § — ct sinh 3
N sinh
cosh 8

= tanh § = ?
c

Der Parameter § wird oft als Rapiditdit bezeichnet.

Unter Verwendung der Identitaten

1 1
cosh g = = -
J1—tanh?(8)  /1-%

sinh § = tanh § c

\/1—tanh2(6) - \/1C—Z§

(10.17)

(10.18)

(10.19)
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10 Elektrodynamik als relativistische Feldtheorie

schreiben wir dann fir (10.10) und (10.14)

K=k, (10.20)
kz/; = ky
1
k. =k, cosh g — gsinhﬂ = (kz - wv)
& _ % cc
w’ ] w 1 VoW
— = —k,sinhf+ —cosh g = —— (_kz + )
¢ c 2 c  c
ro=r,
ro=r
y =Ty
1
r, =r,cosh 8 — ctsinh f = = (r. —vt)
2
/ . 1 v
ct' = —r,sinh B + ctcosh f = —— (—TZ + ct) .
c

/1 _ v2
c2

Dies sind die bekannte Formeln der Lorentz-Transformation fiir den Spezialfall
v = ve,. Sie verkniipfen Wellenzahl und Frequenz sowie Ort und Zeit im Inerti-
alsystem S mit den entsprechenden Groflen im Inertialsystem S’. Fir allgemeine
Orientierung der Geschwindigkeit v, mit der sich das Inertialsystem S’ (von S aus
gesehen) bewegt, gilt dann

1
= (10.21)
1-
r=r+ L <V r) Yo Yt
N 1+v\e¢ c e

ct'zy(ct—v-r)
c

2
K=kt <V-k>v—va

1+~ ¢ c cc
/
w:7<w—v'k>. (10.22)
C C C
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Fiir kleine Geschwindigkeit |v| < ¢ folgt hieraus fiir Wellenzahl und Frequenz
die bekannte Doppler-Formel
v < ¢
K =k (10.23)
W=w-—v-k,

wahrend man fur Raum- und Zeitkoordinate wieder die Formeln fur eine Galilei-
Transformation erhalt:

V| < ¢
r'=r—vt (10.24)
t =t.

Fiir Geschwindigkeiten |v|, die gegeniiber der Lichtgeschwindigkeit ¢ klein sind, ist
eine Lorentz-Transformation von einer Galilei-Transformation nicht zu unterschei-
den!

Bemerkung

Die Formeln (10.22) beschreiben fiir k || v den longitudinalen und fir k L v den
transversalen Dopplereffekt. Unter Beachtung der Vakuum-Dispersionsrelation

w = clk| (10.25)
Ww'o= clK|

folgen dann die Formeln der Dopplerverschiebung zu

longitudinal (10.26)
k| v
V=yw-v-k)=uw C>:
-7 e\
transversal in S (10.27)
klv
W=
02
a2
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10 Elektrodynamik als relativistische Feldtheorie

Interessant ist noch der Fall, wenn nicht der Wellenzahlvektor k im System .S,
sondern der Wellenzahlvektor k’ im System S’ orthogonal zur Geschwindigkeit v
orientiert ist:

transversal in S’ (10.28)
k' lv

10.1 Kovarianter Formalismus

Da in der relativistischen Physik die Zeit nicht mehr eine Sonderstellung bean-
spruchen darf, fasst man die Zeit ¢t und die Position r eines Ereignisses im vier-
dimensionalen Zeit-Raumkontinuum zu den sog. kontravarianten Komponenten
eines Vierer-Vektors zusammen und schreibt

P =ct, 2t=r, 2*=r, 2*=r, (10.29)

in Kurznotation
¥ = (ct, Ty Ty, rz>y, ve{0,1,2,3}.

Griechische Indizes i, v, A usw. fiir Tensorkomponenten T#** besitzen im folgen-
den den Wertevorrat {0, 1,2, 3}, lateinische Indizes a, b, ¢ usw. fiir Tensorkompo-
nenten 7% besitzen den Wertevorrat {1, 2, 3}, der wiederum in lexikographischer
Ordnung den drei linear unabhéngigen kartesischen Basisvektoren {e,,e,, e} zu-
geordnet ist.

Weiter definiert man die kovarianten Komponenten z, eines Vierer-Vektors tiber

die zugeordneten kontravarianten Komponenten z” zu (Summenkonvention beach-
ten)

T, = gut” (10.30)
p,v €4{0,1,2,3}.
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10.1 Kovarianter Formalismus

Die g,, sind hier die Komponenten des metrischen Tensors in der flachen Min-
kowski-Raumzeit

1 0 0 O
0O -1 0 O
0O 0 0 -1
uv
wu,v €4{0,1,2,3}
det (g) = —1.

Die Komponenten der inversen Matrix zum metrischen Tensor bezeichnet man als
g"”. Man schreibt

9™ =9, (10.32)

5 ” 1 fir v =y,
gM = 5 =
0 sonst,

mit 0,” als dem Kronecker-Delta. Folglich (Summenkonvention!)

T, = g’ (10.33)

=gtz
Explizit bedeutet das fiir die kovarianten Komponenten (Minuszeichen beachten!)

T, = (ct, —Ty, =Ty, —7"2) (10.34)
ve{0,1,2,3}.

Generell gilt fiir den Wechsel von den kontravarianten Komponenten eines Tensors
T zu den kovarianten Komponenten die Regel (Summenkonvention!)

e T (10.35)

Das Skalarprodukt im Minkowski-Raum ist weder positiv definit noch negativ
definit. Es gibt insbesondere auch sog. Nullvektoren mit Skalarprodukt gleich Null.
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10 Elektrodynamik als relativistische Feldtheorie

Ein Beobachter im Inertialsystem S = (z#), der zur Zeit ¢ = 0 am Ort r = 0 eine
elektromagnetische Kugelwelle (Lichtblitz) aussendet, beschreibt die zugehorige
Wellenfront als die Menge aller Raumzeitpunkte x# mit der Eigenschaft

'z, = atg,a’ = —r -1 =0. (10.36)

Dies ist die Gleichung eines Doppelkegels (Lichtkegel). Ein anderer Beobachter in
einem Inertialsystem S’ = (z'*), welches sich relativ zum Bezugssystem S = (z#)
mit konstanter Geschwindigkeit v bewegt (wobei die Koordinatenachsen von S’
zur Zeit ¥ = 0 mit denjenigen von S als deckungsgleich angenommen werden)
beschreibt dieselbe Wellenfront jetzt als die Menge aller Raumzeitpunkte ' mit

der Eigenschaft
), =A% -1 r =0, (10.37)
)

da sich elektromagnetische Kugelwellen (Licht) in jedem Inertialsystem mit kon-
stanter Lichtgeschwindigkeit ¢ ausbreiten. Die lineare Transformation, die S" mit
S verkniipft, ist eine Lorentz- Transformation

't =LF x¥
f; = guxxl/\ = Q,ML’\UIU = guALAgg””xV =Lz,
wobei
L, = gunl’,g". (10.38)
Dann gilt notwendig
LML) =g, (10.39)
damit die Wellenfront der Kugelwelle unter Lorentz-Tranformationen invariant

bleibt:

ool = L a* Ly, (10.40)
= L’\ML Nk,
=g, 'y
= ztz, = 0.
Die zur Lorentz-Transformation L*, inverse Lorentz-Transformation L}f lesen
wir aus der folgenden identischen Umformung ab:

SL’)\ _ g)\l/xV — L,uVLH)\xV — L“)\ (LMV.TV) — LM)\I/‘M. (1041)
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10.1 Kovarianter Formalismus

Aus (10.39) folgt als Spezialfall (Summenkonvention!)

p=0=v (10.42)
LY, = g)" = 1.

Heraufziehen der Indizes liefert

A e {0,1,2,3} (10.43)
L)\O — L)\uguo — L)\O
a€{l,2,3}
L, = gap LM’ = —L%.
Somit )
1= L0, = L0 Ly + L% L0 = (L) — L*L°. (10.44)
Folglich ist
%] = (1+ LaOL“0)1/2 > 1. (10.45)
>0

Es gibt daher keine stetige Abbildung von einem Inertialsystem mit L% > 0 in
eines mit L% < 0.

Eigentliche orthochrone Lorentz-Transformationen

Man unterscheidet nun zwischen Lorentz-Transformationen mit L% > 0 und sol-
chen mit L% < 0 . Es gilt stets L% = (dt/dt’), _ .« d.h. eine im Bezugssstem
S" ruhende Uhr lauft fiir L% > 0 vom Bezugssystem S aus betrachtet im iiblichen
Uhrzeigersinn (Konvention!), wihrend sie fiir L% < 0 (bezogen auf die gleiche
Konvention) im Gegenuhrzeigersinn (riickwéarts) lduft. Im folgenden betrachten
wir nur Lorentz-Transformationen mit L% > 0 (orthochrone Untergruppe).

Ohne Miihe entnehmen wir der Identitdt (10.39) die Eigenschaft

9,0 = L)L\ = L} Lyg™ = L’\ugAﬁLﬁaga”. (10.46)

Fiir die Determinante dieser 4 x 4-Matrix folgt somit unter Verwendung des Mul-
tiplikationssatzes fiir Determinanten

1 = det (gu”) = det (LAug,\BLﬁaga”) = {det (LAM)}Q [det g]* . (10.47)
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10 Elektrodynamik als relativistische Feldtheorie

Wegen
detg =—1 (10.48)

ist dann
det (L*,) = +1. (10.49)

Lorentz-Transformationen mit der Eigenschaft

L% =1 (10.50)
det (L*,) =1

bilden die Untergruppe der eigentlichen orthochronen Lorentz-Transformationen.
Wir betrachten in dieser Vorlesung ausschlieflich die eigentlichen orthochronen
Lorentz-Transformationen. Jede eigentliche orthochrone Lorentz-Transformation,
die ein Inertialsystem S mit einem Inertialsystem S’ verkniipft, hingt im Allge-
meinen von sechs reellen Parametern ab. Drei Parameter dienen zur Spezifikation
derjenigen Drehmatrix, die zur parallelen Ausrichtung der kartesischen Achsensys-
teme von S und S’ fiihrt, die drei iibrigen Parameter entsprechen den kartesischen
Komponenten der Relativgeschwindigkeit v von S’ relativ zu S. Durch stetige
Verédnderung dieser sechs Parameter kann jede eigentliche orthochrone Lorentz-
Transformation in die identische Abbildung iiberfithrt werden.

Erwahnt sei, dass die elektroschwache Wechselwirkung nicht invariant unter den
eigentlichen orthochronen Lorentz-Transformationen ist, da Paritdt und Zeit-Um-
kehrsymmetrie verletzt werden.

Nach dem Gesagten folgt jetzt das Transformationsverhalten eines vierdimensio-
nalen Raumzeitvolumens unter (eigentlichen orthochronen) Lorentz-Transforma-
tionen zu

1
dt'd*’ = —dz°da"* dz"?d2" (10.51)
C
1 a(x107x/17x/27x/3) 0 1 2 3
= p 9 (29,21, 22, 29) dz”dx dx*dx

_1 A 073,.,.11,273,.3
= —det (L%, ) dz’da'da’da

1
= —dzdztda?da® = dtd®r,
C
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10.1 Kovarianter Formalismus

d.h. ein vierdimensionales Volumenelement dtd®r ist invariant unter (eigentlichen)
Lorentz-Transformationen! Eine skalare Grofle, die unter einer Lorentz-Transfor-
mation invariant bleibt, nennt man Vierer-Skalar. Das vierdimensionale Volumen-
element d*z ist demnach ein Vierer-Skalar.

Liegt der Geschwindigkeitsvektor v, mit dem sich das Bezugssystem S’ relativ
zum Bezugssystem S bewegt, jetzt z.B. parallel zur z-Achse, v = ve,, so sind die
Elemente der betreffenden Lorentz-Transformationsmatrix L*, bzw. ihrer Inversen
L, # gemaf (10.20) gegeben zu

vl 1
==, 7= 0,1,2,3 10.52
B=—" ek pv €{0,1,2,3} (10.52)
v 00 =By v 00 By
0 10 0 010 0
oo no_
Po=1"9 01 o0 b= 0 01 o
—fy 00 v/, py 00 v /,,

L)LY =g,” (Summenkonvention beachten.)

Man bezeichnet L*, = L* (v) auch als Lorentz-Boost. Eine allgemeine Lorentz-
Transformation setzt sich aus gewohnlichen dreidimensionalen Rotationen und
Lorentz-Boosts zusammen. Es gibt im allgemeinen drei Eulerwinkel fiir die Ro-
tation und drei Geschwindigkeitskomponenten fiir Boosts, d.h. es gibt insgesamt
3+ 3 = 6 unabhéngige Parameter fir eine allgemeine (eigentliche) Lorentz-Trans-
formation, siehe (10.21).

Fiir einen allgemein orientierten Lorentz-Boost L*, erhilt man aus (10.21):

vV = u,e,; +v,e, + vse, (10.53)
V. Vy v
gl e e e
otz 4 e 22wy 2 vave
IF = g c 1+v ¢ ¢ 1+v ¢ ¢ 1+v ¢ ¢
v T At 2wy 2wy 2 e
,yc 1+v ¢ ¢ 1+v ¢ ¢ 1+v ¢ ¢
v 2 v 2 v vy + 22 v
v c 1+v ¢ ¢ 1+v ¢ ¢ 1+v ¢ ¢ 7%,

Das stimmt fiir den Spezialfall v, = 0 = v,, also |v,| = ¢, mit der obigen Formel
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10 Elektrodynamik als relativistische Feldtheorie

(10.52) tuberein, denn

2 2
YU, U, v 1
1 —— =1 1—-— 10.54
+1+'ycc +1—|—’y< 72> ( )
=1+v-1

10.2 Relativitat der Gleichzeitigkeit

Betrachten wir im System S zwei Ereignisse X = (2#) und Y = (y*). Dann gilt
nach dem Gesagten fiir den ,Abstand“ der beiden Ereignisse

2:(33 —y) Ty — Yn) (10.55)
=<I‘ _y>g)\x0 0
= (¢ =) L7, L7 (2 — 90)

o
=" (a* =) L0 (:va ~ Yo)
= (@ —y") (¢, — )

Die Grole s? ist demnach ein Vierer-Skalar. O.B.d.A. positionieren wir jetzt das
Ereignis Y am Koordinatenursprung des Inertialsystems S, d.h. y* = 0 fiir A €
{0,1,2,3}. Dann ist
P =atry = —r-r. (10.56)
Fiir die Wellenfront einer sich mit Lichtgeschwindigkeit ¢ ausbreitenden elektro-
magnetischen Kugelwelle (Lichtblitz) gilt, siehe Abbildung 10.1,

s* =0, (10.57)

d.h. wenn ein Lichtblitz von einem Ereignis zum anderen lauft, so ist der ,,Abstand*
der beiden Ereignisse lichtartig, also s? = 0.

Fiir s? < 0 besitzen die beiden Ereignisse X und Y einen raumartigen Abstand.
Das bedeutet, es existiert ein Inertialsystem S, in dem das Ereignisse X = (z*)
und das Ereignis Y = (y'*) gleichzeitig statt finden kénnen, also

0 =0=y" (10.58)
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10.2 Relativitat der Gleichzeitigkeit

ct
s2=0
/////////////

s2>0

s2 <0

Abbildung 10.1: Die grafische Darstellung des Abstands s einer auslaufenden elek-
tromagnetischen Kugelwelle (Lichtblitz) ist der sog. Lichtkegel.

Ein Lorentz-Boost L, = L*, (v), mit der Geschwindigkeit v = ve, als noch zu
bestimmendem Parameter, setzt die Koordinaten z#* des Ereignisses X im System
S in Beziehung zu den entsprechenden Koordinaten z/# des selben Ereignisses X
im Bezugssystem S’:

v 1
8= = v = = (10.59)
2

v 0 0 —py ct
0 10 O r ur

r_ 10 _ 70 A _ x — __Z

ct =2" =L \x" = 0 01 o0 iy —7<ct c)
v 0 0 —pBy ct
0 10 O r

/A 2 R - R T .

ry=a" =L 1" = 0 01 o0 iy =Ty
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10 Elektrodynamik als relativistische Feldtheorie

v 0 0 —pBy ct
0 1.0 0 r
ro_ 12 12 A T .
r,=x° =L%a" = 0 01 o0 iy =Ty
v 0 0 —pBy ct
=2 = L2 = 8 (1) (1) 8 :;i =~ (r, — vt)

Der gesuchte Wert fiir die Geschwindigkeit v folgt jetzt aus der Forderung

t’io_y(t— ”2) (10.60)
c
Diese Forderung wird erfiillt fiir
2
t
b= (10.61)
Tz

r =~ (r, — vt) (10.62)
r, c2t?
= m <1 — 7
)
c2t?
=T, 1— Tg
=sgn (r,)/r2 — c2t?

Fiir zwei relativ raumartige Ereignisse X und Y kann man demnach immer ein
Inertialsystem finden, in denen beide Ereignisse gleichzeitig stattfinden. Dies ist
die Relativitat der Gleichzeitigkeit.
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10.2 Relativitat der Gleichzeitigkeit

Kausalitat

Fiir s? > 0 besitzen die beiden Ereignisse X und Y einen sog. zeitartigen Abstand.
Das bedeutet, es existiert ein Inertialsystem S’, in dem die Ereignisse X und Y
von S’ aus gesehen am selben Ort stattfinden. Ein Lorentz-Boost L") (v), mit der
Geschwindigkeit v = ve, als noch zu bestimmendem Parameter, setzt die Koor-
dinaten x* des Ereignisses X im System S in Beziehung zu den entsprechenden
Koordinaten " des Ereignisses X im Bezugssystem S’. Der gesuchte Wert fiir die
Geschwindigkeit v folgt jetzt aus der Forderung

2 =0 =7(r, — vt) (10.63)
7u r
v="2 (10.64)
Somit
or,
=t ) (10.65)
1 T,
VAR <t @ )
-5
2
ot ®)
Gr\ @
-
2
(%)
— A1 — 5
_sgn (t) 22
c
_sgn (t)\/? _ sgn ()
c c

Da s? > 0 ist, kann sich die zeitliche Reihenfolge von zeitartigen Ereignissen (unter
eigentlichen orthochronen Lorentz-Transformationen) nicht 4&ndern. Nur zeitartige
oder lichtartige Ereignisse X und Y koénnen in einer kausaler Beziehung zueinander
stehen, so dass die zeitliche Abfolge derartiger Ereignisse, z.B. die Feststellung X
ist frither als Y, unabhéngig vom gewéhlten Inertialsystem ist.
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10 Elektrodynamik als relativistische Feldtheorie

Eigenzeit

Als FEigenzeit eines Teilchens definiert man die Zeitspanne 7, die im Ruhesystem
des Teilchens verstreicht. Das Ruhessystem ist das (instantane) Bezugssystem S,
in dem sich das Teilchen als Funktion der Zeit wahrend der betrachteten Zeitspan-
ne relativ zum eigenen Bezugssystem S’ nicht vom Fleck rithrt. Nun ist nach dem
Gesagten (ds)® = da*dz,, definiert als der Abstand zweier infinitesimal benach-
barter Ereignisse X und Y = X + dX, ein Vierer-Skalar. Folglich ist auch das
Differential der Eigenzeit

2
L AT
& C

dt (10.66)

ein Vierer-Skalar, insbesondere ist d7 unabhéngig vom betrachteten Inertialsys-
tem:

dt/ dt”
Y Y
g—
1
7// _ 1
1 — |V';\2

Die Eigenzeit 7 eines Teilchens, das sich mit Geschwindigkeit v = %r (t) entlang

einer Trajektorie r (¢) vom Ort r (¢;) zum Ort r (¢;;) bewegt, folgt demnach zu

t Nk
r=[dn/1- |V(2)| . (10.68)
tr c

T S t[] — t[, (1069)

Offensichtlich gilt

die Eigenzeit ist nie grofler als die in jedem (!) Inertialsystem gemessene Zeit.
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10.2 Relativitat der Gleichzeitigkeit

Vierer-Vektoren und Vierer-Skalare

Transformieren sich vier Gréfien a# fiir p € {0,1,2,3} beim Ubergang vom In-
ertialsystem S zum Inertialsystem S’ wie die Raumzeit-Koordinaten x# und z'#,
d.h.

at =LF a", (10.70)

so bilden die a* einen Vierer-Vektor. Offensichtlich ist die sog. Vierer-Geschwin-
digkeit (Weltgeschwindigkeit)
_da*
S dr
eines Teilchens ein Vierer-Vektor, denn da das Differential d7 der Eigenzeit 7 ein
Vierer-Skalar ist, transformiert sich u* wie dz#* bzw. wie x*.

Gemaf (10.66) schreiben wir

ut

(10.71)

a1
dr [ P

c2

5 (10.72)

und erhalten als Komponenten der Weltgeschwindigkeit

dz* dt
o 10.73
at dr " (10.73)
wobel
da#
W= — 10.74
v P (10.74)
dz®  d(ct)
0—7: =
L TR T
a6{1,2,3}5{x,y,z}
. dr,
Codt

Offensichtlich ist die Grofle v* kein Vierer-Vektor, da dt kein Vierer-Skalar ist.
Wir beobachten
utu, = (02 — ]V|2) v = =uu, (10.75)
d.h. v*u,, ist ein Vierer-Skalar. Offensichtlich ist die Vierer-Geschwindigkeit zeit-
artig.
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10 Elektrodynamik als relativistische Feldtheorie

Das Skalarprodukt zweier verschiedener Vierer-Vektoren ¢* und p# ist natiirlich
auch ein Vierer-Skalar, denn

q"p, = L",q"L, px = L', L ¢"px = 9,”¢"pr = ¢ Dy (10.76)

Ist nun ¢”p, ein Vierer-Skalar, und ist ¢” ein beliebiger Vierer-Vektor (eines voll-
standigen Systems von Vierer-Vektoren), dann ist auch p* ein Vierer-Vektor. Um
das einzusehen, schreiben wir

0=q¢"p, — q/upii =q¢'p, — LﬂqupL = ¢ (p,, — L“VP;L) . (10.77)
Da die ¢” beliebig sind, gilt notwendig
/
pv=L",p,, (10.78)

d.h. die Gréflen p* = g*p, bilden die Komponenten eines Vierer-Vektors.
Die Komponenten der Vierer-Beschleunigung sind definiert zu

B du# B A2z

L 10.
v dr dr2 (10.79)
0_ a4V dv
v _fyc dt
wo — 2 [ o (Vo AV v
Tl T\ A ) e |
Demnach L L d
_+a _iad ooy
W'y, = 5 () = oo () =o0. (10.80)

Da die Vierer-Geschwindigkeit zeitartig ist, folgt hieraus dass die Vierer-Beschleu-
nigung raumartig ist, d.h. w#w, < 0. Im momentanen Ruhesystem eines Teilchens
gilt

u’ =c (10.81)
u® =10
w’ =0
. d
w" = &va
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10.2 Relativitat der Gleichzeitigkeit

Zeitdilatation und Langenkontraktion

Wir betrachten vom Inertialsystem S aus gesehen eine Uhr, die im bewegten Be-
zugssystem S’ ruht, d.h. fir die Position r’ der Uhr in S’ gilt r’ = const. Dann gilt
aufgrund des allgemeinen Zusammenhangs (inverse Lorentz-Transformation)

ot =L ", (10.82)
insbesondere fiir A =0 :
v 0 0 [y ct
c=a"=L"z"= 8 (1) (1) 8 :éj =7 (ct'+pr)).  (10.83)
By 00 v /o, N/,
Also
(), s
und weiter
At = (j;) At = yAt. (10.85)
r’=const

Offensichtlich geht eine in S’ ruhende Uhr, wenn man sie vom Bezugssystem S aus

betrachtet, langsamer
2
A = [1—Z At < At (10.86)
c

Das ist die sog. Zeitdilatation. Dieser Effekt ist z.B. durch die Beobachtung einer
(scheinbar) verlangerten Lebensdauer sich schnell bewegender Pionen und Myonen
in der kosmischen Hohenstrahlung nachgewiesen. Auch Experimente mit bewegten
Atomuhren (Hafele und Keating 1971, Maryland-Experiment 1976) bestatigen die
Zeitdilatation eindrucksvoll.

Ein Mafistab, der in S’ ruht, und der in Richtung von v orientiert ist, erscheint
verkiirzt, wenn er im System S betrachtet wird. Um dies einzusehen betrachten
wir die Lorentz-Transformation

o' = LMo (10.87)
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10 Elektrodynamik als relativistische Feldtheorie

Fiir die Komponente p = 3 gilt

v 0 0 —pBy ct
rl =" = L3 = 8 (1) (1) 8 Z:x = (r, —vt).
=By 00 v /4, ﬁi \
Offensichtlich ist /
(g:jtzmst = 1. (10.88)

Zu einer festen Zeit ¢t = const entspricht der Position der beiden Enden des Maf-
stabes im Bezugssystem S’ ein raumartiger Differenzvektor Ar’. Das bedeutet

or,

A 2
Ar, === 1= T A, (10.90)
~y c

Dies ist die sog. Lorentz-Kontraktion, wie sie 1905 von Albert Einstein in sei-
ner speziellen Relativitatstheorie durch seine geniale Umdeutung der Begriffe von
Raum und Zeit begriindet wurde. Ein im System S’ ruhender Maflstab der Lange
Ar’, der in Richtung von v orientiert ist, erscheint vom System S aus betrach-
tet wverkirzt, wihrend ein im System S’ ruhender MaBstab, der orthogonal zur
Bewegungsrichtung v orientiert ist, unverédndert erscheint.

Ar = (8“) Ar, = yAr,, (10.89)
t=const

oder auch

Bemerkung

Der irische Physiker George Francis Fitzgerald verdffentlichte seine These zur Lan-
genkontraktion bereits im Jahr 1889, der Hollander Hendrik A. Lorentz etwas spa-
ter 1892, um den negativen Ausgang des Interferenzexperiments von Michelson-
Morley aus dem Jahr 1887 zu deuten, das ja dazu gedacht war, den Bewegungs-
zustands des Planeten Erde auf seiner Bahn um die Sonne relativ zum (hypothe-
tischen) Ather festzustellen. Die moderne Deutung des negativen Ausgangs des
Michelson-Morley Experiments ist, dass kein bevorzugtes Bezugssystem (Ather)
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10.2 Relativitat der Gleichzeitigkeit

existiert. Alle durch Lorentz-Transformationen auseinander hervorgehenden Be-
zugssysteme sind gleichberechtigte Inertialsysteme, in denen die Lichtgeschwin-
digkeit unabhangig vom Bewegungszustand der Quelle immer den gleichen Wert ¢
besitzt. Die Naturgesetze und die Ergebnisse von Experimenten in zwei verschie-
denen Inertialsystemen sind unabhéngig von der Geschwindigkeit, mit der sich das
eine System relativ zum anderen bewegt.

Additionstheorem fiir relativistische Geschwindigkeiten

Wir betrachten in einem Bezugssystem S, das sich relativ zum Bezugssystem S
mit Geschwindigkeit v = ve, bewegen moge, ein mit konstanter Geschwindigkeit
v = vpe, fliegendes Teilchen. Das Bezugssystem S’ und das Teilchen haben somit
von S aus betrachtet dieselbe Flugrichtung. Wie grof§ ist jetzt die Geschwindigkeit
vy = vre, des betreffenden Teilchens von S aus gesehen?

Die inverse Lorentz-Transformation (10.82) impliziert

v 0 0 By ct’
0 1 0 O r!
e 3 e 3 /M: €z — / /
r.=az"=LSx 0 01 0 7"7; v (r, + vt (10.91)
Py 00 v /g, N7/,
v 0 0 By ct’
0 1 0 O r
— 0 __ 0,./n _ x _ / o
d=w=L2"=1 9 o1 0 v —C’Y<t+cg’”z)
Py 00 v /o, N1/,
Mit v} = :/f bzw. 1, = vjt’ folgt jetzt
r, = (vpt' + ot') (10.92)

v
t=r <t' + sz’Tt’> .

Die Geschwindigkeit v = vre, des betreffenden Teilchens von S aus gesehen ist
somit
/
T uptwv
Ur = — v

t_1_|_ 5

(10.93)
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10 Elektrodynamik als relativistische Feldtheorie

Fiir o/, = ¢ folgt insbesondere

c+w 1+
= = < = 10.94
vr =1 = T . c ( )
und im Fall v/, = —¢ bekommt man
_ 1_v
S —er—t = (10.95)
T2 T e

Die zusammengesetzte Geschwindigkeit vy kann nie grofler werden als die Licht-
geschwindigkeit ¢, denn es gilt

/ 2
2 r 4w
_UTzl_( c +) (10.96)
T

c? 1+ %
(1+2”/T;’+”TIZ)—(Q§+§+2”§”>
(%)
(%)
(1-%)(-%)
- (1+”;T—;’)2

2
Es ist 1 — 2 manifest positiv fir [v,| < ¢ und |v| < ¢, was zu zeigen war. Dem-
nach ist die Lichtgeschwindigkeit ¢ die universelle Grenzgeschwindigkeit in jedem
Inertialsystem S.

10.3 Vierdimensionale Formulierung der
Maxwellschen Theorie

In der relativistischen Formulierung der Elektrodynamik werden die Quellen fiir
die elektromagnetischen Felder, d.h. Ladungsdichte p (r, t) und Stromdichte j (r, t),
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10.3 Vierdimensionale Formulierung der Maxwellschen Theorie

zur Vierer-Stromdichte zusammengefasst

pe{0,1,2,3} (10.97)
3= (ep. oy d:),

Diese Grofle ist in der Tat ein Vierer-Vektor, d.h. j* transformiert sich unter
Lorentz-Transformationen so wie die Koordinaten z* eines Ereignisses. Um das
einzusehen, betrachten wir die Stromdichte einer Punktladung ¢, die sich im Be-
zugssystem S mit Geschwindigkeit v () = 4r (¢) entlang einer Trajektorie r (t)

dt
bewegen moge. Dann gilt

p(r,t)=qd® [r—r(t) (10.98)

Wir schreiben jetzt in Vierer-Notation fiir die Trajektorie, entlang der sich die
Ladung bewegt

' (t) = (et, ra(t), ry(t), a(1) )M (10.99)
und weiter
vt (t) = jtx“ (t) = (¢, valt), vy(t), va(2) )M (10.100)
_dztdr
dr dt
= ()1 - OL

wobei u* (1) die Komponenten der Weltgeschwindigkeit der Punktladung bezeich-
nen. Wir erhalten nach dem Gesagten
Jt=vp (10.101)

_NOF

=ut (1)1 2

Es wurde bereits gezeigt, dass die Weltgeschwindigkeit u* (1) der Punktladung
ein Vierer-Vektor ist. Damit j# ebenfalls ein Vierer-Vektor ist, sollte demnach das
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10 Elektrodynamik als relativistische Feldtheorie

Produkt {/1 — ‘V%NQ p ein Vierer-Skalar sein. Das ist in der Tat richtig, denn es gilt
im betrachteten Inertialsystem S fiir die Ladungsdichte
dg
= — 10.102

wobei d |V| das von der Ladungsmenge dg eingenommene Volumen des Teilchens
im Bezugssystem S bezeichnet. Die Ladungsmenge dg ist natiirlich ein Vierer-
Skalar, da beim Ubergang von einem Bezugssystem zum anderen keine neuen elek-
trischen Ladungen generiert werden koénnen. Aufgrund der Lorentz-Kontraktion
nimmt die gleiche Ladungsmenge jedoch in verschieden Inertialsystemen ein un-
terschiedliches Volumen ein. Sei etwa dr, die Kante eines quaderférmigen Volumen-
elements d |V| = dr,dr,dr, parallel zur Geschwindigkeit v = ve, im Inertialsystem
S. Dann besagt die Lorentz-Kontraktion

dr, = dr'y|1 - |V£§)‘2. (10.103)
Demnach
d|V| =dr,dr,dr, (10.104)
= drdr,dri\/1— |V£§)‘2
v ()

= d[V']y/1-

)
CZ

wobei d [V'| = dridr,dr/, jetzt ein entsprechendes Volumenelement im (instanta-
nen) Ruhesystem S’ des Teilchens bezeichnet. Es besteht zwischen der Ladungs-
dichte p im System S und der Ladungsdichte p’ im Ruhesystem S’ somit der
Zusammenhang

dq 1 dq 1 ,

p — — — p
dV| e d VY| P
1 v 1 - v

Weil (per definitionem) im Ruhesystem S” der Ladung ¢ diese sich nicht bewegt,
ist in S’ naturlich die (eigentliche) Stromdichte j’ = 0, d.h. die Vierer-Stromdichte

(10.105)
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10.3 Vierdimensionale Formulierung der Maxwellschen Theorie

ist j™ =6, 0cp’. Somit

3", =35 3§ (10.106)
— CQPIQ

23<Ljﬁg3ﬁ

— 0 — V()

=7%0—J"]

= jojo — 7 GabJ
= 7%Jo + 7"Ja

= juju-

Demnach ist j#j, ein Vierer-Skalar. Folglich ist die Ladungsdichte

1

/0/ = E \/ j 'uju
im Ruhesystem der Punktladung ebenfalls ein Vierer-Skalar. Dem Gesagten zufol-
ge ist

j“ = uM (7') pl (10107)
das Produkt eines Vierer-Vektors mit einem Vierer-Skalar, d.h. j# ist ein Vierer-
Vektor.

Die lokale Formulierung des Erhaltungssatzes fir elektrische Ladungen ist die

Kontinuitéatsgleichung

5 (r,t) +divj(r,t) =0. (10.108)
In Vierer-Notation lautet die Kontinuitatsgleichung (Summenkonvention!)
9,
—7" =0 10.109
8w“‘7 ’ ( )
denn
J 0 0
= = — 10.110
95 = 3l (cp) = 5.0 ( )
ac{r,y,z}
Jj¢ =divj.

ox®
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10 Elektrodynamik als relativistische Feldtheorie

Beim Ubergang vom Inertialsystem S = (z#) zum Inertialsystem S’ = (a/#) gilt
gemafl der Kettenregel die Transformationseigenschaft

0 ox¥ 0 0
= =LY 10.111
ox'm  Ox'm Oz ko Oxv’ (10.111)

d.h. die Ableitung nach einer kontravarianten Koordinate # transformiert sich wie
eine kovariante Koordinate z),. Umgekehrt gilt, dass sich die Ableitung nach einer
kovarianten Koordinate zj, wie eine kontravariante Koordinate z'* transformiert:

0 oz, 0 0
= =L', —. 10.112
axL 8% oz, YOz, ( )
Man verwendet daher die Notation
,= 0 — (18 0 o o 10.113
V_azy_(Eﬁvarm’aryvarZL ( ’ )
v 9 10 d ) d
T (28— o —o),
Wir notieren als Merkregel
10
=0y =-— 10.114
b= o ( )
a € {z,y, 2}
0
0y =
org
0% = —0,, Minuszeichen!

Also lautet das Transformationsverhalten der kontravarianten bzw. kovarianten
Ableitungen

9, =L,"0, (10.115)
o = LM,

Dann nimmt die Kontinuitdtsgleichung die folgende Gestalt an

0" = 0= j". (10.116)
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10.3 Vierdimensionale Formulierung der Maxwellschen Theorie

Die Vierer-Divergenz eines Vierer-Vektors ¢* ist immer ein Vierer-Skalar
d,q" = (Lul’a,,) (L“/\q)‘) =L"L)" L = 9,/0,¢" = 0,q". (10.117)

Entsprechend zur beschriebenen Zusammenfassung von Ladungsdichte p (r,t)
und Stromdichte j (r,t) zum Vierer-Vektor j* fassen wir jetzt das skalare Potential
¢ (r,t) und das Vektorpotential A (r,t) zum Vierer-Potential A* zusammen:

pe{0,1,2,3} (10.118)
A= (Lo, A, Ay, A)

r
Die in (7.8) angegebene Lorenz-Eichung fiir die elektromagnetischen Potentiale
schreiben wir mit

1
KJ2€0/L0 = 072’ (10119)

siehe (A.4), um zu

1071 |
P L{Cgb (r,t)} + div A (r,t) = 0. (10.120)

Also lautet die Lorenz-Eichung in Vierer-Notation
B, A" = 0. (10.121)

Die vier inhomogenen Wellengleichungen (7.10) zur Bestimmung der elektroma-
gnetischen Potentiale erhalten in Vierer-Schreibweise jetzt die kompakte Gestalt

0"0,A” = Kpoj”. (10.122)

Da j” ein Vierer-Vektor ist, und auch 0*0, das Transformationsverhalten eines
Vierer-Skalars besitzt, muss A” notwendig ein Vierer-Vektor sein. Das ist in der
Tat der Fall, wie die folgende Betrachtung zeigt.

Die in (7.60) hergeleitete retardierte Losung der inhomogenen Wellengleichung
lautet in Vierer-Notation

ve{0,1,2,3} (10.123)
vyt — [r—r’|
R
4 [r—r/|<ct |I‘ — I'/’
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10 Elektrodynamik als relativistische Feldtheorie

Diesen Ausdruck schreiben wir identisch um zu

00 R v(r
PﬁmWnﬂ:ﬂﬂffﬂ/ &%G_t+H H)J@,)

v —r|

47 c

Dabei haben wir verabredet, dass j”(r’,t') = 0 fiir ' < 0. Wir schreiben in Vierer-

Notation

8
=
|
—

Cta Tz, rya rz)
o
wo_ / / / /
Yyt = (ct s T s ry,rz>
o
und erhalten

8 [(a" — o) (2, —-yu)]==<5[(y°-— x°)2 + (" = 2") (Yo — 7a)

=9 {02(75 —t')? —|r — r’ﬂ :

Die Nullstellen der Funktion
f(t) =t =) —|r =2’
(bei festgehaltenem ¢ und |r — r’|) bestimmen wir aus der Forderung

f(ty) =0

zZUu
R Lt i
:l: _— .

c
Da die Funktion f(#') fir r # r’ zwei einfache Nullstellen besitzt, gilt

5(t =)

de/

/ 1 / / 1
5[f(t)]::’df5(t-—t+>—k‘df

at’ |y~

t/:t:,- dt/
=2t —t|,_, =2c|r—1'].
t=t!, *

df
dt’

(10.124)

(10.125)

(10.126)

(10.127)

(10.128)

(10.129)
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10.3 Vierdimensionale Formulierung der Maxwellschen Theorie

Somit

5|t —t) = |r—x'f?] (10.130)
1 / / / /
= gep = O —th) + o (Y 1))

_ / _ /
:1l5<t’—t—|r r’>+5<t’—t+|r r')].
2¢|r —r/| c c

Um den Beitrag von ¢/, auszublenden, verlangen wir ¢ > t’. Also folgt die Identitét

O (2% =) 3" = ") (, — yp)] (10.131)
=0 (ct—ct)d [t —t) —[r —1'|]

1 lr —r/|
=— [t —t— .
2¢|r — 1| ( c )

Mit Hilfe dieser Beziehung schreiben wir jetzt fiir die retardierten elektromagneti-
schen Potentiale (Uberlagerung von auslaufenden Kugelwellen gemi8 (7.60))

AV () zuo/dg ,/ dt5< - |r—r|> o (', ) (10.132)

c lr — /|

B /ﬁﬂO /d4 ) S [(@" —y") (v, — yu)] 3% (v) -

Das Integrationsmafl d4y ist ein Vierer-Skalar, (z* — y*) (x, —y,,) ist ein Vierer-
Skalar, die Stromdichte j* (y) ist ein Vierer-Vektor. Das Vorzeichen der Zeitdif-
ferenz 2° — y° bleibt fiir lichtartige Ereignisse (z* — y*) (x, — y,) = 0 unter (ei-
gentlichen orthochronen) Lorentz-Transformationen unverandert. Die retardierte
Losung fir das Vierer-Potential in der letzten Zeile ist somit manifest Lorentz-
invariant, d.h. [4*]" ist ein Vierer-Vektor.

Ersetzt man © (2° — 4°) durch © (y° — 2°), erhélt man die avancierte Losung

(Uberlagerung von einlaufenden Kugelwellen)
av R »
(A1) () = 22 [ 'y (5 =) (e =) (2, — )] " (). (10.13)

Dem Gesagten entnehmen wir, dass [A”]™) ebenfalls ein Vierer-Vektor ist.
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10 Elektrodynamik als relativistische Feldtheorie

Fir die 6 kartesischen Komponenten des elektromagnetischen Feldes gilt be-
kanntlich die folgende Darstellung mit dem skalaren Potential ¢ und dem Vektor-

potential A:

a€{x,y,z}
0
B, —A
= €abe 67'(7 c
0 0
Ea —ara(b — H&Aa
Demnach ist
_ 0 0 8342 2 43
B, = 8ryAZ aTZAy—aA 0“A
_ d 0 _ a1 43 341
By—a—TZAI 87AZ_8A 0°A
B, = iAy aa A, = 9*A! — 9t A?
A — 1A0 _
< e cat ) re(0
_ 7 v _ 2 40
( (97"y KC catAy> re(0°A
< or, ke c@tAz> re(0°A
Dies legt nahe, die Grofien
= orAY — 9V A+

(10.134)
(10.135)
A
— 9°4%)
80 A3).
(10.136)
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10.3 Vierdimensionale Formulierung der Maxwellschen Theorie

als die Komponenten des elektromagnetischen Feldtensors F* zu definieren

_ B By
O KC

Y — c Y
% B, 0 -B,
L -B, B, 0 ),
0 Ey
5 g
FMV_gMM'FH G = _@ B
_% —B,
0 SE LE,
LB, 0 B.
A =
ck Y z
Lp. B, -B,

Offensichtlich ist F** antisymmetrisch
Fr =

Wir schreiben jetzt

B (" _B, B

E.
Ke

_ Fvh

divE = ;Ea = kO, F®

a

0 0

tB] — Yp =B -
[rot B, FHoCo 5, Ba or, "
0 0
[rot BJ, — n,uoaany =

0

0
—F. = —8B
ot > Or,

[rot B], — kpioco

0

0

0

0 E,

0

ar, Y cdt ke
= 0, F*' + 03 F*' + 9 F"' = 9, F™
0
o, * 9r, T Ot ke
= 03 F* + O, F"? + 9y F" = 9, F"*

E,

Ey

e T

= W + 0, F% + 0 F® = 9,

nZ

(10.137)

(10.138)

(10.139)

(10.140)
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10 Elektrodynamik als relativistische Feldtheorie

Der Satz von vier (!) inhomogenen Maxwell-Gleichungen

divE =2 (10.141)
€0

0
rot B — nuoean = Kuoj (r,t)

besitzt nach dem Gesagten die dquivalente Darstellung

a€{l,2,3} (10.142)
peq{0,1,2,3}

50

ceo

O " = Kpog“.

kD, F*° =

Die 4 inhomogenen Maxwell-Gleichungen zusammen erhalten in eleganter Vierer-
Notation die Gestalt

w,v € {0,1,2,3} (10.143)
O " = Kkpog”.

Da F* antisymmetrisch bzgl. Vertauschen der Indizes p und v ist, und weil zweite
partielle Ableitungen vertauschen, ist die Kontinuititsgleichung fir den Vierer-
Strom manifest erfiillt
0 '”:iﬁﬁF’“’:L(Ga —0,0,) F* = ! (0,0, — 0,0,) F*" =0
v Kplo vUu 253,“0 vlu nYv 2/‘3?#0 vUpu vUpu .
(10.144)

Setzen wir die Darstellung des Feldtensors als Ableitungen der Vierer-Potentiale
ein, so folgt

O, (OMA” — 0" AM) = Kpoj”. (10.145)
In der Lorenz-Eichung,
0,A" =0, (10.146)
erhalten wir mit
0,0" A = 9"9,A" =0 (10.147)
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die bereits diskutierten inhomogenen Wellengleichungen fiir die Komponenten des
Vierer-Potentials
p,v €40,1,2,3} (10.148)
0,0"AY = Kpog”.

Ahnlich zu den inhomogenen Maxwell-Gleichungen schreiben wir jetzt die ver-
bleibenden vier homogenen Maxwell-Gleichungen in Vierer-Schreibweise:

0=divB = aa B, =0'F*? 4+ 9°F* + 0°F"? (10.149)
Ta
1 [ 0 ] 0 F 0 F 10
= — [rotE+x—B| = ——= — 4 4+ - _B,
0 KC _ro +H8t |, Oryrc Or.rkc  cOl
_ [32}730 + PFO? 4 80F23}
1 [ 0| 0 E, 0 E., 10
0=— |[rotE+x—B| = — — — 4+ -
KC ro +K@t 1y or, ke Ory ke cOt Y

:—[83F10+81F03+8OF31}
0B, 0E 10

= - LB,
. Org ke 8ry/<;c+cat

1 0
0=— [rot E+x—B
KC [ro +K@t ]

_ [81F20 + §2FO 4 80F12} .
Zusammengefasst
A\, v €{0,1,2,3} (10.150)
ONFM 4+ OMF + 0V FM = 0.

Diese Gleichungen sind nur fiir verschiedene Indizes A\ # pu, A # v, u # v nicht
trivial.

Dualer Feldtensor

Das Levi-Civita Symbol e"vo* (siehe Anhang H) findet zur Definition des sog.
dualen Feldtensors F' Verwendung:

~ 1
P o= 5EW‘”FM. (10.151)
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10 Elektrodynamik als relativistische Feldtheorie

Das Levi-Civita Symbol e#** ist invariant unter allen linearen Transformationen
mit Determinante Eins (H.8), d.h. insbesondere e#*°* ist invariant unter eigentli-
chen Lorentz-Transformationen. Mit Hilfe des dualen Feldtensors erhalt man fiir
die homogenen Maxwell-Gleichungen (10.150) den kompakten Ausdruck

9, F" = 0. (10.152)
Um dies einzusehen, schreiben wir
Fox = GoaF*? gsn (10.153)
= Goa (0°A% = 97 A°) g5,
= 9500 A’gg) — G000’ A%gs
= (90a0") (Ag5)) = (9920”) (A°gsa)
Wegen g, = g,,, ist dann
Fox = (9500) (A%52) — (9280°) (A%Ga0) = 05 Ay — OrA,. (10.154)

Wir erhalten (Summenkonvention!)

~ 1 1
0 =0, [3e P ] = 0, [ (0,4, - 014,)|. (10.155)

Im zweiten Term fiithren wir eine Indextransformation der Summationsvariablen
geméB (A, o) — (¢, \') vor, und nennen anschlieflend wieder ¢’ = o, ' =\ :

~ 1
a'qu,V _ 8“5 (EMVU)\ _ EHV)\U) aUA)\. (10156)

Da e**°* total antisymmetrisch gegen Vertauschen zweier Indizes ist,

— oA (10.157)

o eu,u)\cr

schreiben wir jetzt
O, F1 = 09,6720, A\ (10.158)
= 72,0, A\

= 9,0, Ay

1
= 56““” (0405 — 050,,) A

=0,
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was zu zeigen war.
Wieso nennt man F'* den zu F* dualen Tensor? Ein Blick auf die (kartesischen)

Komponenten zeigt
0 -B, —-B, —B,
B, 0 Z b

= B _E G (10.159)
B, & _BE
KC KC nv

Demnach sind die Komponenten F'*” des Feldstérketensors F' tiber die Substitution
(E,B) —» (—B,E) mit den Komponenten F*” des dualen Feldstirketensors F

verkniipft. Fiir den wiederum zu F dualen Tensor 1%7 folgt dann
F=-F (10.160)

Ausgehend von (10.137) beweist man jetzt leicht die folgenden niitzlichen Iden-
titaten:

1 y 1
1 ~ 1
-k, F"=——FE-B
4" KC
~ o~ 1
EpFY — FpFY = 50" s FP

- 1
FMF,, =6 —E-B.
KRC

Zusammenfassung

Die kompakte kovariante Formulierung der relativistischen Feldgleichungen der
Elektrodynamik lautet

w,v € {0,1,2,3} (10.162)
9, F" =0
O " = Kkpog”.

Mit der Darstellung
Fr = 9rAY — 9" A* (10.163)
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10 Elektrodynamik als relativistische Feldtheorie

werden die homogenen Maxwell-Gleichungen automatisch erfiillt. Insbesondere
wird zur Erfilllung der homogenen Maxwell-Gleichungen kein durch den metri-
schen Tensor g,, vermittelter Zusammenhang (im Sinne der Differentialgeome-
trie) zwischen Raum und Zeit benétigt (Bianchi-Identitédt). Die Antisymmetrie
= —FYF fihrt sofort auf die Kontinuitatsgleichung 0,5 = 0. Es dirfen so-
mit nur mit der Ladungserhaltung kompatible Vierer-Stromdichten j” vorgegeben
werden.

10.4 Lorentz-Transformation der
elektromagnetischen Felder und ihrer Quellen
Unter einer Lorentz-Transformation vom Inertialsystem S zum Inertialsystem S’

transformieren sich 0" und die Komponenten A" der elektromagnetischen Poten-
tiale bzw. die Komponenten j* der Quellen wie Vierevektoren, d.h.

w, v, A\ o€ {0,1,2,3} (10.164)
o = L
A/zz — LV}\A}\
j/V — LV)\‘].A.

Dann transformiert sich der elektromagnetische Feldtensor, wie man leicht zeigt,
gemaf

F'rv = grAY — g7 A (10.165)
- (220) (£0) ~ (122°) ()
= 1,17, (07A* = 02 A7)
= L' LY\ F*.
Einsetzen des Lorentz-Boosts (10.52) liefert, wenn sich das System S’ relativ zum

System S mit konstanter Geschwindigkeit v = ve, bewegt, und wenn beide Ko-
ordinatensysteme zur Zeit ¢t = 0 als deckungsgleich angenommen werden diirfen,
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10.4 Lorentz-Transformation der elektromagnetischen Felder und ihrer Quellen

nunmehr

Ev
KRC
E/
KC
E/
KC

E,
B, = F% =L’ [*\F™ = 57F°2+7F32—7< +B>

E,
= F" = L' L\ F7 = yF'" — By F" = 5 <KC — 53y> (10.166)

E,
_F/20 L2 LO FU)\—")/F2O 67F23_7( +ﬁB>

E. _E;
— 730 _ L3 LO oA — ( ﬁ7)2 FO3 7QF:ao _ 72 (1 o 52) T =
KC KC

Eac
KC

B/ — F/21 L2 Ll Fa')\ F21 — Bz-

Dies ist in Ubereinstimmung mit den Relationen (7.175), die wir dazu verwendet
hatten, das elektromagnetische Feld einer sich mit konstanter Geschwindigkeit
bewegenden Ladung vom Laborsystem in deren Ruhesystem zu transformieren.

Fiir die elektromagnetischen Potentiale (Skalarpotential ¢ und Vektorpotential
A) und die Quellen der elektromagnetischen Felder (Ladungsdichte p und Strom-
dichte j) folgen entsprechende Ausdriicke fiir einen Lorentz-Boost (10.53) mit all-
gemeiner Orientierung von v:

y=—— (10.167)

Fiir die elektromagnetischen Felder folgt (nach entsprechend ldngerer Rechnung)
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10 Elektrodynamik als relativistische Feldtheorie

dann

E/ E 2 E
:7(+VAB>_ v <V>Z (10.168)

KC kC C 1+~ \c ke
~2

B’:7<B—V/\E)— (V-B>V.

c KC I+~ \c c

Alle gestrichenen Groflien beziehen sich auf das Inertialsystem S’, alle ungestri-
chenen auf das Inertialsystem S. Also z.B. A’ = A’(r/,t'), aber A = A(r,t). Der
Koordinatenursprung des Inertialsystems S’ bewegt sich vom Inertialsystem S aus
betrachtet mit Geschwindigkeit v. Dann besteht zwischen den kartesischen Koor-
dinaten (r’,#) und den kartesischen Koordinaten (r,t¢) eines Ereignisses (z.B. ein

Lichtblitz), einmal von S aus betrachtet und einmal von S’ aus betrachtet, der
durch die Formeln des Lorentz-Boost (10.21) gegebene Zusammenhang.

10.5 Relativistisches Ohmsches Gesetz

Im Ruhesystem S’ eines Leiters mit Gleichstromleitfahigkeit o lautet das Ohmsche
Gesetz

j@ )y =00 -E(1',1). (10.169)
Bewegt sich der Leiter mit Geschwindigkeit v in einem aufleren elektromagneti-

schen Feld relativ zu einem Inertialsystem S, so ist die relativistische Verallgemei-
nerung des Ohmschen Gesetzes durch den Ausdruck

i (r.1) — p(r,1)v !
) - ) =00 —F——
J P 0 Iz VCTV
(10.170)

gegeben. Der Term p (r,t) v ist anschaulich, denn er beschreibt den Konvektionss-
trom, der natiirlich nicht dissipativ ist.

Zum Beweis von (10.170) verwenden wir die in (10.168) und (10.167) hergelei-
teten Transformationsgesetze und schreiben

C C

[E(r,t)—i—v/\B(r,t) ~ {V~E(r,t)] V]

2 2
. v \V v y v v

—j]—-— — =0y - E B) - —E)—]|.

J+1+v(c J)c 7(Cp>c a0 [7< +vAB) 1—1—7(0 )c}

=j’ =E/

(10.171)
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10.5 Relativistisches Ohmsches Gesetz

Es ist niitzlich, die folgenden Identitédten zu verwenden:

1
72_ |V‘2
1— 2
Sl A & -
— =] =~-1
147 ¢ 147 ~2
R v
vV=—
v

1+(y-Dved|v=

Dann schreiben wir fiir die linke Seite
2

o/ . Y v \V A%
_ M v 10.172
j J+1+7<c J)C v (ep) - ( )
VP
_J+1+7672(V®V )J—ypv

=[1+ (-1 G- pv)

und fiir die rechte Seite wegen v - (v A B) = 0 entsprechend:

2
ooF = oy [7 (E+vAB) - 117 (‘c’ - E) Z] (10.173)
Y

00{7(E+V/\B)— 1—:7 [Z-(E+V/\B)]Z}

=0 [11-(r-1)vev|(E+vAB).

Folglich
1+ (y=1)ve¥|G-p) =0[1l-(v-1)vav'|(E+vAB) (10.174)
und weiter

j-pv=o[1+ (- 1)ve¥] [1-(y-1)ve](E+vAB).
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10 Elektrodynamik als relativistische Feldtheorie

Nun gilt

[1 + (1 — 1) Ve le [1 +(y-1)v® C—T} (10.175)

=1+ (—1)—1—(7—1)—1—(1—7)—(7—1) ve vl
=0
d.h. die inverse Matrix ist gegeben zu
- 1
1+ (y-1)ve?] 1=1+<7—1>@®\7T. (10.176)
Also folgt jetzt
1+ -Dved] [H1-(-1)vev] (10.177)
—[1+<— >6®GT] M-y -D)vev]
Y
1 1 " T
=14+ |(—-=-1|v—-(vy=-1)—=(—-=1](v=1)| vV
Y Y
1 o o T
=~1+ 5—1 —(y=1|vevV
1

2
:7<1—VQ|A®\A’T>
C
C C
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10.6 Lagrange- und Hamilton-Formalismus fiir geladene Teilchen

Schliefllich erhalten wir

v vl
j—pv =00y (1_c®c> (E4+vAB) (10.178)
:O'O’y[E—i-V/\B— (VE) V],
c c

was zZU zeigen war.

Der Konvektionstrom pv spielt fiir das Innere eines Metalls eigentlich keine Rolle,
da im Inneren eines guten Leiters immer in sehr guter Néherung p (r,t) = 0 gilt,
sofern die relevante Zeitskala fiir Ladungsdichte-Fluktuationen langsam gegeniiber
der inversen Plasmafrequenz ist. Im nicht relativistischen Grenzfall geht (10.178)
tiber in das zuvor erhaltene Ergebnis (4.112) fiir bewegte Ohmsche Leiter.

10.6 Lagrange- und Hamilton-Formalismus fiir
geladene Teilchen

Wir betrachten jetzt vorgegebene elektromagnetische Felder E (r,t) und B (r,t)
in einem Inertialsystem S. Ein geladenes Teilchen mit Masse m und Ladung ¢,
das sich mit Geschwindigkeit v () = &r (¢) relativ zu S bewegt, erfihrt dann fiir
nicht relativistische Geschwindigkeit |v| < ¢ eine Beschleunigung, die durch die
Lorentz-Kraft (1.5) gegeben ist (SI-Einheiten, x = 1):
d2

m st (t)=qE[r(t),t] +qv(t) AB[r(t),t]. (10.179)
Die Lagrange-Funktion, die dieser Bewegungsgleichung tiber die Stationaritéitsbe-
dingung des Wirkungsfunktionals

2
Slr ()t te] = dtLr (t),v (t),t] (10.180)
t1
bzgl. einer Variation T (t) = r(t) + en(t) der tatsachlichen Teilchenbahn r (t)
zugeordnet ist, lautet

m

Lir(t),v(t),t]= 2V(zf)-v(zf) —qor(t),t]+qv(t)-Alr(t),t], (10.181)
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10 Elektrodynamik als relativistische Feldtheorie

wobei gilt

v(t) = —r(t) (10.182)

Das Wirkungsintegral (10.180) ist ein Funktional der Teilchenbahn r (t). Die tat-
séchliche Teilchenbahn r (¢) ist diejenige, die das Wirkungsintegral S [r (-);t1, to]
unter den Nebenbedingungen

r(t) =r® (10.183)

stationdr macht, d.h. die wahre Teilchenbahn r (¢) ist aus der Forderung zu be-
stimmen, dass bzgl. einer benachbarten Trajektorie T (t) = r (t) + em (f) mit

n(t1) =0 =mn(t2) (10.184)

gilt

SE() +en()itnt] = SE()in b L0(2).  (10185)
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10.6 Lagrange- und Hamilton-Formalismus fiir geladene Teilchen

Es folgt nach dem Gesagten

Se()+en ()it to] = S[r();ty,to] (10.186)

a,b € {x,y,z} , Summenkonvention beachten!

= 5/: dt {mva (t) d(ina (t) — qWﬁa (t)

(1) + qus (1) 22D (t)} +0(2)

d
e[ (1), 1] 3 -

dtﬁa
e t dt d {mve (£) + gAu v () 1]} jt”“ 0

+ [_qagf) [g:‘z) 7t] + qup (t) W} MNa (t)} —+ O (82)
{

L e () + 0 [e 1) 2] (1))

d
#0280 gy 220 i, 0+ a0, 0

+0(?).

Mit (10.184) folgt dann

STr() +en ()it ts] — S ()it ta] (10.187)
. /tt N {_qa¢ [g it) A g 2 [arr(t) 1]

—m((ftva (t) — q((iitAa [r (1) ,t]} Na (t) + O (52) .
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10 Elektrodynamik als relativistische Feldtheorie

Die Stationaritétsforderung (10.185), namlich dass der Koeffizient proportional zu
¢ in (10.187) gleich Null sein soll, ergibt jetzt eine Differentialgleichung fiir die

gesuchte Bahn

m(iva 1) =% [gg) s o) bara —qgAr (1)1, (10.188)
Wir schreiben mittels der Kettenregel
d CO0A [ (t), t)Ory(t) O
ORI R g+ oy Al (1) 1] (10.189)
— 0A, gr(bt) 1] L 94 [g t(t) 1
Also
mjt’va (1) = —qW +quy (1) W (10.190)
p— 04, grit) o (O [g t(t) 1]
_ [_&b[r(t)at]_8Aa[r(t),t]1
1 dr, ot
tou (0 [aAb grit) 4 04 grit) ,t]] |
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10.6 Lagrange- und Hamilton-Formalismus fiir geladene Teilchen

Nun gilt

a,b,c,m,n € {z,y,z} ; Summenkonvention! (10.191)

o (8 (aAb [r(t),t]  0A.[r () ,t]>

87"a ('3?"1,
= (5am(5bn - (S(m(sbm) Up (t) W
oA,
O
0A, [r (1), 1]
O
=Be[r(t),1]
= €abclb (t> B, [I' (t) ’t]
= (v(t) AB[r(1),1])

= €abc€emnUb (t)

= €abcUb (t) €emn

ferner gilt fiir die kartesischen Komponenten des elektrischen Feldes

_99[r(t),t]  0A.[r(t), 1]

Ealr(0). ] ===, ot

(10.192)

Die gesuchte Differentialgleichung, die das Wirkungsfunktional (10.180) stationar
macht, lautet demnach

mjtva () =q l— 9% [gg) 94, [gt(t> ’t]] (10.193)
T [aAb grit) ] 0A, ([;ﬁit) ,t]]
=qE,[r(t),]+q(v()ABIr(t),1]),
a€{x,y,z}
) = 1)

Dies sind gerade die kartesischen Komponenten der Newtonschen Bewegungsglei-
chung mit der Lorentz-Kraft, siehe (10.179).
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10 Elektrodynamik als relativistische Feldtheorie

Ausgehend von der Lagrange-Funktion (10.181) erhalten wir jetzt den kanoni-
schen Impuls fiir ein massives geladenen Teilchen zu

po () = 2EIE (t(;;v 8 e (8) + g A [r (1) 1] (10.194)

Somit ist, wenn wir v, () durch die kartesischen Komponenten p, (¢) und 7, (¢)
ausdriicken,

L (e () — qAu[r (1).1) (10.195)

wlr (1), p (1)1 =

Es folgt fur die Hamilton-Funktion H [r (t),p (t),t] als Legendre-Transformierte
der Lagrange-Funktion L [r (¢),v (t),t| der Ausdruck

He (). p ().t = () VI (). p ().~ Lr (). v [ (1), p (1)1, (10190
=pa(t) — (Pa(t) = qAalr(t),1])

o (pa(0) — A (0),1) - (b (1) — aAu [ (1) 1)

Fa8r (1) 1]~ - (o (1) — q Al (1), 1) aAu I (1) 1
— (= 5 ) (e () = aAu ()8 (0 ) — 0 a e (1)) + 0 e (0) ).

Die Hamilton-Funktion der klassischen Newtonschen Mechanik fiir ein geladenes
massives Teilchen im &ufleren elektromagnetischen Feld ist demnach

Hlr(t),p(t),1] (10.197)

(P (1) —qA[r(t),t]) - (p(t) —qA[r (1), 1) +qo[r(t),t].

1
2m

Die zugeordneten kanonischen Hamiltonschen Bewegungsgleichungen lauten

a € {x,y,z} (10.198)
4 OHE).p (0.
dtra N Opa
4, = 00,1
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10.6 Lagrange- und Hamilton-Formalismus fiir geladene Teilchen

Konkret bedeutet das im vorliegenden Fall

drgt(t) _OH[r (g)];ap (t).1] _ nl%(p“ (£) — g A [r (1) .4]) (10.199)

a,b € {x,y,z} ; Summenkonvention!
dpalt) __OH[r().p().1

ST o (10.200)
= L) - gl (o), 1) et 2RO
dry (t) 0Ap[r () ,t]  09[r(t),¢]
N dt or, q or,
dry (t) (A [r(£),8]  0A.[r(1),1] d 0, [r (1), 1]
B Cblt ( b@ra B ory ) +a <dtrb (t>> oryp
_ 09[r(t),1]
or,
= qdrgt(t) (aAb grit) 2 grit) J]) + qifla [r(t),1]
A [r (t),t]  9¢[r (1),
— 4 ot — 4 or,
Elementare Umstellungen liefern
& 0 6) ~ aAu[r ().1) (10.201)
B (_aAa v (t),1] 0[r (t),t]) N dry (1) <aAb [r(t),1] OA.r (t),t])
- ot or, " o, ar, '

Mit (10.191) und (10.192) folgt dann unter Beachtung von (10.199) wieder die
(nicht relativistische) Newtonsche Bewegungsgleichung fiir ein massives geladenes
Teilchen, welches entsprechend der Lorentz-Kraft im aufleren elektromagnetischen
Feld beschleunigt wird:

a€c{zr,y, z} (10.202)
jt <mdrgt<t)> —q <E (1), 1] + dzét) ABIr () ,t]) .
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10 Elektrodynamik als relativistische Feldtheorie

Bemerkung

In der Quantenmechanik lautet die entsprechende Bewegungsgleichung fiir den
Ortsoperator 7, im Heisenbergbild

@€ nv.7) (10.203)
5 () =0 (B0 55 B0 - B R0 )

Relativistische Lagrange-Funktion fiir ein geladenes Teilchen

Die Lagrange-Funktion (10.181) beschreibt die nicht relativistische Bewegung ei-
nes geladenen Teilchens mit Ladung ¢ und Masse m im &ufleren elektromagneti-
schen Feld gemafl der Newtonschen Mechanik. Um die entsprechende relativistische
Lagrange-Funktion zu konstruieren, miissen wir das Wirkungsfunktional (10.180)
zu einer Lorentz-invarianten Form abédndern:

SO 1 (Y sty = [ AELOD e (1), v (1) 1] (10.204)

t1

= tht [—mcg\/l—w—ng[r(t),t]+qv(t)-A[r(t),t]

t1 62

lt) = a0
a€{x,y, z}.

Nun besteht zwischen den Komponenten der Geschwindigkeit v, (), einerseits, und
der in (10.66) definierten Eigenzeit 7 bzw. der in (10.71) definierten Weltgeschwin-
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10.6 Lagrange- und Hamilton-Formalismus fiir geladene Teilchen

digkeit u* andererseits, der Zusammenhang

pe{0,1,2,3} (10.205)
det [t (r)] da* dt
I — — -
wH(T) dr dt dr
) = ——
dr VT oo
02
u’ (1) = ;T (ct) = c((ji =ve
ac {17273} = {xvya Z}
" dz? dt
u (1) = T = Y04 (1)

Unter Beachtung des Minuszeichens bei den kovarianten Komponenten,

Ay=(2, -4, -4y, -4, ),

I

schreiben wir jetzt

to T2
[t (1) 1) +qv () - Al ()8} = —q [ drut (1) A fa” (7).
1 T1
(10.206)
Der an das duBere elektromagnetische Feld koppelnde Term in der Wirkung (10.204)
ist demnach manifest Lorentz-invariant.
Der kinetische Term in (10.204) ist ebenfalls manifest Lorentz-invariant:

/t2 dt [—?7162\/1 - V(t)v(t)‘ = —mc® /T2 det\/l IRAORU)
t c? nodr c?

E— / " dr. (10.207)

Das Lorentz-invariante Wirkungsfunktional fiir ein geladenes Teilchen im dufleren
elektromagnetischen Feld lautet demnach

SUV e (Ysti,ta) = — [ dr {me? + gd, [ (7))t (1)} (10.208)

T1
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10 Elektrodynamik als relativistische Feldtheorie

Dem Gesagten entnehmen wir als relativistische Lagrange-Funktion eines mas-
siven geladenen Teilchens, dass sich relativ zu einem Inertialsystem S in einem

duBeren elektromagnetischen Feld mit Geschwindigkeit v (t) = <1 (t) bewegt, den
Ausdruck
LED e (8) v (1) ,1] (10.209)

:—mCQ\/l—W—q¢[r(t),t]+QV(t)-A[r(t),t].

c2

Fiir kleine Geschwindigkeiten |v (t)| < ¢ ergibt sich hieraus (bis auf eine Konstante
—mc?) die zuvor betrachtete nichtrelativistische Lagrange-Funktion (10.181).

Die Stationaritédtsbedingung des Wirkungsfunktionals

SED [ (Y ity o] = [ LD e () v (£) 4 (10.210)

t1

bzgl. einer Variation T (t) = r(t) + em (t) der tatséchlichen Teilchenbahn r (%),
wieder unter der Nebenbedingung (10.183), fiihrt in volliger Analogie zu den im
nicht relativistischen Fall angestellten Uberlegungen (siehe die Rechnungen im
vorigen Abschnitt) jetzt auf die relativistische Bewegungsgleichung

d m 2=l dr (¢)
T 2| =g {E [r(t).1)+ — = ABr(?) ,t}} . (10.211)
1 — T'QT

Skalare Multiplikation der Bewegungsgleichung (10.211) mit der Geschwindig-

keit v (t) = dg—(tﬂ eliminiert den Beitrag des magnetischen Induktionsfeldes:

v S (fjv(f}()) = qv() {Blr(t).4 +v() AB[ (1)1} (10.212)

c2

=v(t)-qEr(t),t].

410



10.6 Lagrange- und Hamilton-Formalismus fiir geladene Teilchen

Die linke Seite lasst sich als zeitliche Ableitung darstellen:

d mv (t)
t) — | ——— 10.213
v g [ L v(t);(t)] (10.213)
dv(t) dv(t
v (t v(t) - =
=mv () EOrD Y a
1— 5 (1 . v(t)c2v(t)) 2
dv dv
| YOt v v v
1 — ¥Ox@ (1 B v(t)c-Qv(t)>% 2
dv (t) (1 i v(t)c;;(t)) + v(t)c-Qv(t)
=m|v({®): dt v(t)-v(t)) 3
(1-=4)
1) . v
RN
(1 v(t)c-2v(t))§

o d mc?
ot \ - v® |
c2

Wir definieren jetzt als relativistische Bewegungsenergie die Grofie

Ex [V (1) = ———. (10.214)

Fiir nicht relativistische Geschwindigkeiten |v (¢)| < ¢ folgt
Ex [v ()] ~ me + %v (t)-v(t). (10.215)

Demnach besitzt auch ein ruhendes Teilchen der Masse m eine konstante Energie
Ex [0] = & = mc™. (10.216)

Diese Ruheenergie & ist fiir ein einzelnes Teilchen nicht zu beobachten, tritt aber
bei StoSprozessen in Erscheinung, bei denen sich zwei oder mehr Teilchen (am
gleichen Ort) in andere umwandeln kénnen.
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10 Elektrodynamik als relativistische Feldtheorie

Aus (10.212) und (10.213) folgt demnach

;th V()] = v () qE[r ()1 (10.217)

Dies ist das relativistische Analogon zur Relation (1.7). Die Anderung der Bewe-
gungsenergie E [v (t)] eines geladenen Teilchens im dufleren elektromagnetischen
Feld erfolgt allein durch das elektrische Feld!

Wir schreiben die relativistische Bewegungsgleichung jetzt noch um zu

G{E[(t),]+v{)AB(t),1} = jt (%) (10.218)
d [&x [v(1)]

- 3 |5

-~ ((i&( v (t)]) v (p) + A

— 612 {v(t) - qEIr(t),t]}v(t) + 1 _Wz(t).;,(t) d\(fitt)

Elementare Umstellungen fiithren schliefllich auf die relativistische Bewegungsglei-
chung

dr(t)
B _ (10.219)
dzit) _ ;IMl_ V(?f)CQV(t) [E[r(t),t] +v(t) AB[r(t),1]

_ (Vit) E[r (t),t]) Vit)] ,

die natiirlich zur urspriinglichen relativistischen Bewegungsgleichung (10.211) aqui-
valent ist.
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10.6 Lagrange- und Hamilton-Formalismus fiir geladene Teilchen

Relativistische Hamilton-Funktion fiir ein geladenes Teilchen

Ausgehend von der relativistischen Lagrange-Funktion (10.209) berechnen wir zu-
erst den relativistischen kanonischen Impuls:

a€{x,y, 2} (10.220)

OLEY [r (t),v (), 1] muy, (t)
= D0, = F—ow qAa[r (t) 1]

Pa (t)

Auflésen nach der Geschwindigkeit v, (t) ergibt (wir lassen die Argumente ¢ bzw.
[r (t),t] zwecks Vereinfachung der Schreibweise weg)

T _ p, — A (10.221)

Wie man leicht sieht gilt
% (P—qA)-(p—qA)

= - (10.222)
C2

vov (pquzzégqu)

= & T 14 ®ArbiA)
1 v-v 1

= 2 14 (P—gA)-(p—gA)

VoV
= 1-— =

me
¢ \/m2+ (p—qA)- (p—qA)
Also insgesamt

U:l 1_u(p —QA):C (pa_qAa) )
Jm2+ (p—qA) - (p— qA)

m c?

Fiir die relativistische kinetische Energie (10.214) eines geladenen massiven Teil-
chens im auferen elektromagnetischen Feld diirfen wir dann schreiben

2
Ex [r,pt] = e (10.223)

c2

= \/(mc2)2 +c2(p—qA)-(p—qA).
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10 Elektrodynamik als relativistische Feldtheorie

Im nicht relativistischen Limes |p — ¢A| < mec folgt hieraus die kinetische Energie
eines geladenen Teilchen im elektromagnetischen Feld zu

1
Ex[r,p.t] =mc® + o~ (p—gA)- (p—qA). (10.224)

Entsprechend der kanonischen Vorschrift konstruiert man die relativistische Ha-
milton-Funktion H ) [r, p, ] nun als Legendre-Transformierte der relativistischen
Lagrange-Funktion (10.209)

H(rel) [I'y p, t] =p-v [I‘, p, t] - L(rel) [I‘, v [I', b, t] ’ t]
9 V-V
— {p M V - (—mC \/762 : >}v:v[r(t),p(t),t]
¢p=0[r(t),t]

A=A[r(t),1]
V-
= \/ -(p—qA)+q9
V- V
\/ —qA)-(p—qA)+q9o

1

= 1= C2 [mc +(p —qA) (P —qA)}+q¢
_ M+ (p—qA) - (P—qA)
\/m202+(p—qA)~(p—qA)+q¢

= /(me)? + ¢ (p — qA) - (p — ¢A) + ¢ (10.225)

Die relativistische Hamilton-Funktion eines geladenen massiven Teilchens im &u-
Beren elektromagnetischen Feld lautet demnach

H(rd) [r7 P, t] - gK [r7 b, t] + ng [r’ t]

= J(m)? + 2 (p—qA) - (p—qA) +qo [r.1]. (10.226)

10.7 Relativistische Verallgemeinerung der
Newtonschen Bewegungsgleichungen

Albert Einstein revolutionierte im Jahr 1905 die moderne Physik durch die Ein-
sicht, dass die Invarianz physikalischer Gesetze unter Lorentz-Transformationen ein
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10.7 Relativistische Verallgemeinerung der Newtonschen Bewegungsgleichungen

ganz allgemeines Prinzip ist, dessen Giltigkeitbereich nicht auf die Elektrodyna-
mik beschrinkt ist. Nach Einstein miissen deshalb auch die Gesetze der Mechanik
von Newton so abgeandert werden, dass diese immer Lorentz-invariant sind. Ein
Hinweis darauf, wie das zu machen ist, wird durch die in (10.211) hergeleitete re-
lativistische Bewegungsgleichung fiir ein Teilchen mit Ladung ¢ und Masse m im
aufleren elektromagnetischen Feld gegeben. Mit der Definition

() p g — (10.227)

als relativistischer Verallgemeinerung der Beziehung zwischen Impuls und Ge-
schwindigkeit fiir ein Teilchen lautet die betreffende Bewegungsgleichung (10.211)
nun

d

&p(“ﬂ) ) =q(E[r (1), +v (&) AB[r(t),t]). (10.228)
Offensichtlich ist %p(rel) die vom aufleren elektromagnetischen Feld auf das Teil-
chen ausgetibte Kraft. Die dabei an das Teilchen abgegebene Leistung ist gleich
der Rate, mit der die relativistische kinetische Energie £k des Teilchens (10.214)
sich zeitlich dndert, siehe (10.217):

d

a&( =v(t)-Elr(t),t. (10.229)
Mit den kovarianten Komponenten der Teichenposition
7, (t) = (e, —ra(t), =1y (1), —7:(t)) (10.230)
schreiben wir jetzt
d d
7% (t) = g (t) = —v, (). (10.231)
Mit den Definitionen
Ex me

my (t) ¢ (10.232)
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folgt dann die Bewegungsgleichung fiir ein geladenes Teilchen im dufleren elektro-
magnetischen Feld F*” in eleganter Vierer-Schreibweise zu

w,v € {0,1,2,3}; Summenkonvention! (10.233)
d d
—pH(t) = qF" —ux, (t).
P = g ()
Die rechte Seite entspricht fir 4 = 1,2,3 den kartesischen Komponenten der

Lorentz-Kraft, wie man durch explizites Einsetzen der Komponenten F'* des elek-
tromagnetischen Feldtensors (10.137) leicht bestatigt:

a€{z,y,z} (10.234)
d o1 d 02 d 03 d
— t)=q |F"" — t e — t F7°— t
ETid (t)=q dtxl( )+ dthQ( ) + dtxg( )

o(litpl (t)=gq [ mixo (t) + FlQ(ix (t) + F13jtx (t)]
= q[E; + B.vy (1) — Byv: (t)]
—[E+v (1) AB,

d

d d d
d 9y 20 d 21 d 23 d
? (t)=gq [F g %o (t) + F h (t)+ F s (t)]

q[Ey — B,v, (t) + Byv, (t)]
qE+v(t) /\B]y

d 3 30d 31 d 32d

— t) = o — t For— t For— t
P (t) Q[ dtxo()+ dﬁl()*’ dt@()
q[E, + Byv, (t) — By, ()]

q(E+v(t) AB],.
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10.7 Relativistische Verallgemeinerung der Newtonschen Bewegungsgleichungen

Die Kraft $p”(t) und auch die Geschwindigkeit Sz, (¢) sind allerdings keine
Vierer-Vektoren, da das Differential d¢ auf das Inertialsystem S bezogen wird,
also kein Lorentz-Skalar ist. Multiplikation mit g—: = ~ auf beiden Seiten und
Beachten der Kettenregel beseitigt diese Schwierigkeit:

d dt d dt
M R — v | el
[dtp (t)] = l e (t)l T (10.235)
=grpW[t(r)] =, [t(r)|=un ()
Die Grofie
Pl (1) =p"[t(1)] = mu" (1) (10.236)
d
ut (1) = e [t (7)]

definiert den sog. Vierer-Impuls. Es folgt somit eine durch die Eigenzeit 7 repara-
metrisierte Bewegungsgleichung eines geladenen Teilchens im aufleren elektroma-
gnetischen Feld:

d
md—u“ (1) = qF"u, (7). (10.237)
T
Dies ist eine manifest Lorentz-invariante Bewegungsgleichung, da die Ladung ¢ als

individuelle Teilcheneigenschaft ein Vierer-Skalar ist. Die Grofle
d d
() — 1
dTP (1) Mo (1) (10.238)

T

ist ein Vierer-Vektor, dessen Komponenten fiir einen Massenpunkt mit Ruhemasse
m den pro Eigenzeitintervall dr zugefithrten Impuls P* bzw. die pro Eigenzeitin-
tervall dr zugefithrte Energie P° = ETK bestimmen.

Bewegung im konstanten elektromagnetischen Feld

Fiir ein konstantes elektromagnetisches Feld F** kann die exakte Losung der Be-
wegungsgleichung (10.237) leicht berechnet werden. Dazu schreiben wir

uy (1) = goau (7) (10.239)
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also

d
(1) = %F“”gmu* (7). (10.240)

Sei €' die 4 x 4-Matrix mit Elementen

0 Ey Ey E,
E KC KC KC
N q qg | = 0 B, -B
C = —F"g,=— fie g Y 10.241
[ :|,u,1/ m G m % _Bz O Bw ( )
E B - 0o ),

und sei u (1) = <Lz (7) ein entsprechender Spaltenvektor. Dann erhalten wir fiir

die relativistische Bewegungsgleichung (10.237) ein System gekoppelter Matrix-
Differentialgleichungen:

d
0 (1) =u(r) (10.242)
d .

Eu (1) =Cu(r).

Zu Anfangswerten u* (0) und x* (0) lautet die (formale) Losung fir ein konstantes
elektromagnetisches Feld

4, (1) = u(r) = exp (C7) u(0) (10.243)

dr
exp (6’7’) -1

T /d no__
(1) =2 (0) = [ dr' () = >

u (0).

Ein Beobachter im Inertialsystem S méchte gerne die Bahnkurve r (¢) des Teilchens
parametrisiert durch die Zeitkoordinate ¢ beschreiben. Er muss dann lediglich fiir
jedes 7 die Kurven r, (1) = 2% (7) fir a € {z,y,2} = {1,2,3} gegen t (1) = 2

auftragen. Das ist einfacher, als die Umkehrfunktion 7 = 7 (¢) aus der Forderuilg

rOT(T) L t zu berechnen.
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10.7 Relativistische Verallgemeinerung der Newtonschen Bewegungsgleichungen

Beispiel

Wir untersuchen die Bewegung eines geladenen Teilchens im homogenen konstan-
ten elektrischen Feld E = F.e,, B = 0. Dann gilt nach dem Gesagten

0001 000 1
A_qEz 0 00O A—l_]- 00 0 0
C=wc|0oo0o0o0 | © ZE |00 0 0 (10.244)
1000 100 0
1 000
ce A A (24BN 0000
C=CeC= (m /sc) 0000
0001
Somit
(@)= 70 =1+ 3 Zn (C)+ ¥ gy ()7 eC
o ' —nfo n' a m=1 (2m)| m=0 (2m+1)'
(10.245)
cosh (% = 7') 0 0 sinh (% E, 7-)
_ 0 10 0
B 0 01 0
sinh (% %7’) 0 0 cosh (%EZ 7-)
und weiter
Cto lexp (Cr) — 1] (10.246)
000 1Y cosh(ZZr)—1 0 0 sinh(LE7)
1 0000 0 00 0
S4B | 0000 0 0 0 0
1 000 sinh (%H—ZT) 0 0 cosh (%%ﬂ-l
sinh (%K—ZT) 0 0 cosh (%%7) —1
_ ! 0 00 0
ok 0 0 0 0
cosh (%%T) —1 0 0 sinh (%%7)
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10 Elektrodynamik als relativistische Feldtheorie

Als Losung folgt in dem Fall

ot (1) =2 (0) + (6'_1 o [exp (éT) - TDM u” (0) (10.247)
20 (r) = 2 +smh573:fc7'>uo " cosh (%%’27) _1u3 )

zt (1) = ' (0)
2? (1) = 2° (0)
cosh (L E=7 1 sinh (L 2z71
23 (1) =2 (0) + (n; . ) u + gmzm )u3 (0).

Die Geschwindigkeit des Teilchens vom Bezugssystem S aus gesehen ist

d 43 (1) 43 (1) u? (1)
v,(t)=—r. (t) =& =cdr =c . (10.248)
dt dth (1) %xo (1) ul (1)
Zur Zeit t=0 war das Teilchen in Ruhe:
2 (0)=0 (10.249)
u’ (0) = c
u? (0) =0

Somit folgt als Losung (in parametrischer Darstellung)

sinh (% )
ct =2° (1) = —E (10.250)
re =0
Ty =
cosh (%%7) 1
rt(r)] =" (r) = ¢ E ¢
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10.7 Relativistische Verallgemeinerung der Newtonschen Bewegungsgleichungen

Schliefilich

Die Geschwindigkeit des Teilchens nédhert sich demnach fiir ¢ — oo der Lichtge-
schwindigkeit ¢ an, ohne diese je zu iiberschreiten! Fiir kleine Zeiten |£Z2¢] < 1
nimmt der Abstand r, (t) — r, (0) unter dem Einfluss der konstanten Kraft ¢F,
quadratisch zu, so wie beim klassischen , Fallgesetz“ der Newtonschen Mechanik.

Aquivalenz von Energie und Masse

Dem allgemeinen Gedankengang von Albert Einstein beim Aufbau der relativisti-
schen Mechanik folgend erwarten wir im Ruhesystem S” eines Massenpunkts (Teil-
chen) fiir die Komponenten seines Vierer-Impulses P die Darstellung

PP = @, Pt=0, P?=0, P®=0, (10.252)
C

wobei &) die Ruheenergie bezeichnet. Dieses Inertialsystem S’ ist mit einer speziel-
len Boost-Transformation (10.52), mit v = ve, als Geschwindigkeit des Teilchens,
mit demjenigen Inertialsystem S verkniipft, von dem aus betrachtet sich das Teil-
chen mit einer Geschwindigkeit v = ve, bewegt:

= = (10.253)
-5
v 00 =%
0 10 O
/1L — I v __ v
P L, P 0 01 0 P
-7 00 v
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10 Elektrodynamik als relativistische Feldtheorie

Umkehrung liefert

vy 00 +2%y
e T P, (10.254)
+E’7 00 Y v
Also
0 50 1 2 3 50
P"=~y—, P =0, P"=0, P’°= — Y. (10.255)
c c

Die Beziehung gilt, wie man leicht zeigt, auch fiir eine allgemein gewahlte Ge-
schwindigkeitsrichtung v = v, e, + vye, + v.e;:

&
P° = C—S’yc (10.256)
Pt = évv

2

a€{1,2,3} ={x,y,2}.

Fiir nicht relativistische Geschwindigkeiten v ~ 1 folgt hieraus

v < e (10.257)
po _ 5—3% .
C

In dem Fall sollte der Impuls P® mit dem Impuls der Newtonschen Mechanik fir
eine Punktmasse iibereinstimmen, also

&

Pt = L = Mu,. (10.258)

Hieraus folgt die berithmte Gleichung von Albert Einstein

& = mc’. (10.259)

Die Ruheenergie eines Massenpunktes ist proportional zu seiner Masse. Dies ist ei-
ne fundamentale Erkenntnis der modernen Physik. Beobachtbar sind Differenzen
von Ruhemassen bei (inelastischen) Streuprozessen (an ein und demselben Raum-
zeitpunkt!), bei denen mehrere Teilchen beteiligt sind. Dies ist z.B. der Fall bei der
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stellaren Kernfusion. Ist die Masse der bei der Fusion entstandenen Kerne oder
Teilchen geringer als die Summe der Masse der Ausgangskerne, wird die Massen-
differenz Am in Form von Energie AE = Am-c? freigesetzt (als kinetische Energie
der Reaktionsprodukte und als Strahlungsenergie). In der Sonne fusionieren jede
Sekunde 5.64 x 10! kg Wasserstoff zu Deuterium und (iiber weitere verschiedene
Zyklen) schlieBlich zu Helium.

Fiir ein Teilchen der Masse m (Massenpunkt) gilt demnach im Inertialsystem S

£
P’ =mye=E (10.260)
C

P = mnyv,
a€{1,2,3} ={x,y,z2}.
Es folgt jetzt, ausgedriickt durch die Vierer-Geschwindigkeit
no_
ut = (fyc, YUz, YUy, ’yvz%, (10.261)

fiir den Vierer-Impuls P* des Teilchens im Inertialsystem S der Ausdruck

P* = mut. (10.262)
Mit (10.75) impliziert dies sofort
PP, = m*u'u, = m*c?, (10.263)
d.h.
22 " 512{ 2
mPc* = PUP, = I — [P (10.264)
P =myv.
Somit )
Ex = (me2) + 2 PP = 2 (10.265)
1- 4

was mit (10.214) tibereinstimmt.
Die relativistische Verallgemeinerung des Kraftgesetzes von Newton lautet
d

D) =K (r), (10.266)
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10 Elektrodynamik als relativistische Feldtheorie

wobei der Vierer-Vektor

KW =~F* (10.267)
_da_ 1
T= dr 1_%

die sog. Minkowski-Kraft ist. Um dies besser zu verstehen, betrachten wir ein
Inertialsystem S und schreiben

a€{r,y 2z} ={1,2,3} (10.268)
d_, dtd, . d

EP = ga(mw ):7& (myv?).
Nach Kiirzen des Faktors v auf beiden Seiten folgt in der Tat

4 (mAyv?®) = F°. (10.269)
dt
Fiir nicht relativistische Geschwindigkeiten ist v ~ 1 und es ergibt sich Uberein-
stimmung mit dem Kraftgesetz von Newton.

Da die duflere Kraft F'* die Ruhemasse m des Teilchens nicht verdndert, ist die
Minkowski-Kraft K* bzgl. der Metrik (10.31) orthogonal zum Vierer-Impuls

0= ;T (m*e*) (10.270)

d
— PP
dT( M)

d d
—(—=pP*) P+ P[P
(i) o (1)
— K'P, + P'K,,
— 2K"P,.

Diese Beziehung legt die Komponente K° = vF° der Vierer-Kraft fest:

0=K'P,=K'Py— (F) - (myv) =0 (10.271)
_ o 0OF) -P(mW) _F-(wv)
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Aus der relativistischen Bewegungsgleichung

d
— P’ = K" 10.272
dr ( )
folgt dann
dt d F-vi(t)
— —PY =~ (t 10.273
SR = (1) (10.273)
und weiter nach Kiirzen des Faktors v (t) = 4 auf beiden Seiten:
d F-v(t)
—PY = 10.274
dt c ( )
d 2
= = my (t) | =F-v (t).
Fiir eine konservative Kraft
F(r)=-VU(r) (10.275)
folgt
to d 9
Ex[v(t)] = Ex[v ()] = | " dt my (t) ] (10.276)
to dr l‘(tQ)
— th.fz—/ dr - VU
t dt r(t1) g ()

=Ulr(t)] = Ulr (t2)]-

Dies ist der Erhaltungssatz der Energie fiir ein relativistisches Teilchen, das sich
in einem konservativen Kraftfeld bewegt:

Ex [V (t)] + Ulr(t)] = const. (10.277)
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10 Elektrodynamik als relativistische Feldtheorie

10.8 Lagrange- und Hamilton-Formalismus fiir
elektromagnetische Felder

Ein Lorentz-invariantes Wirkungsfunktional fiir das elektromagnetische Feld hat
die Gestalt

S[AF[],07 A" []] = /_ Z AL (A" (ct',-), 8" A" (ct', )] (10.278)

L [ e o) 0 o)

c

_ i [atwe(ar @), o ar @),

GemésB (10.51) ist das Volumenelement d*z’ ein Vierer-Skalar. Die Lagrange-Dichte
muss dann ebenfalls ein Vierer-Skalar sein. Variation nach den Potentialkompo-
nenten A” (2') soll auf die inhomogenen Maxwell-Gleichungen fiithren. Es ist daher
naheliegend, den folgenden Ansatz zu machen

1

L[A* (2), 0" A" (2)] = _4TL0FW (') ™ (2)) — k5" (2') A, (2) (10.279)
= —4;0 [0u Ay () = 0, A, ()] [0" A (2f) — 0" A" ()] — k)" () Ay (o).

Hier ist j* (2') eine vorgegebene Ladungsdichte bzw. Stromdichte. Da jetzt die
Lagrangedichte £ wie auch das Volumenelement d*z’ Vierer-Skalare sind, ist

S[A*[], 07 A" [[]] = i/d%” l_zllm)F“" () F™ (2') — k5" (2') A, ()| (10.280)

ein Lorentz-invariantes Wirkungsfunktional (bzgl. der eigentlichen orthochronen
Lorentz-Transformationen).

Die Bestimmungsgleichung fiir das physikalisch realisierte Vierer-Potential A* (z”)
zur vorgegebenen Vierer-Stromdichte j* (z') ergibt sich dann aus der Forderung
der Stationaritét des Wirkungsfunktionals S [A* [-], 0¥ A [-]] unter einer Variation
Ar (z') = A* (2') 4 ea” (2'), d.h. es ist gefordert

S[AM[] +ea" [],0" A" [ +e0%a" []| - S[A*[],0" A" []] = O (?) . (10.281)
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Der Koeffizient proportional zum kleinen Parameter ¢ muss also fiir das physika-
lisch realisierte Vierer-Potential A* (z') gleich Null sein, woraus man die gesuchte
Bestimmungsgleichung fiir A* () abliest.

AS () = S[A*[] +ea" ], 0" A*[] +e0”a” []] — S[A*[], 0" A*[]]  (10.282)
__i/&y{—Jmpﬁguq—&Aﬂ@q+a%h@0—g@%4fﬂ
X [8“14” (') — " AF (2') + edta” (2') — €0 a (:v’)]
- w’”( )AL (2') + eay ()]

i pA() aA(ﬂpmww—yM@ﬂ+mwwAmw}

/&’{ F,, (af) [0"a” (a) — 0"a" (o) ]

N 410

Ap [auau (2') = Ovay (xl)}FW (') — K" (2") ay (x’)} +0 (52)
= %/d‘lx/ {_2[8 a/y( ) o aya# (JJ/)}F'IW (xl) . Iiju (I/) a, (l’/)} + O (82) '

Ho
Der Wert einer Summe édndert sich nicht, wenn der Summationsindex unbenannt
wird:

F (') d,a, (z') = FY'* (') Opay (') . (10.283)
Mit F¥'# = —F*" folgt dann

AS (g) = . /d4 ! [—Moa a, (') F* (2") — k3" (2') a, (x')] +0O (52) (10.284)

=2 [0t {010, ) P ] 4 0P ) = it (] ()} + O
0

Der erste Term in der geschweiften Klammer fithrt mit dem Satz von Gaufl auf

einen Oberflichenterm, der im vierdimensionalen Raum aufgrund entsprechender

Randbedingungen fiir die Felder a, (z') im Unendlichen gleich Null ist. Die Forde-

rung
!

AS () = O (%) (10.285)
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10 Elektrodynamik als relativistische Feldtheorie

impliziert dann die inhomogenen Maxwell-Gleichungen
0, F" (x) = Kuog” (). (10.286)
Die homogenen Maxwell-Gleichungen
9, F" =0 (10.287)
sind wegen der aus der Darstellung
FH (x) = 0t AY (z) — 0" A* (x) (10.288)

folgenden Antisymmetrie F* (z) = —F"* (x) identisch erfillt (Bianchi-Identitét).

Im kanonischen Formalismus gelangt man von der Lagrange-Funktion L(r,v,t)
eines Teilchens zur Hamilton-Funktion H (r, p, t) durch eine Legendre-Transforma-
tion, in dem man anstelle der drei Geschwindigkeitskomponenten v, (t) = $rq (t)
eines Teilchens nun die Komponenten p, (t) = w des kanonischen Impul-
ses als Variablen einfiihrt, siche (10.194). Das im Voarigen Abschnitt betrachtete

Lagrange-Funktional
L[A* (ct,-),0" A" (ct, )] = /d3r'£ [A* (2'), 0" A (2)] (10.289)

des elektromagnetischen Feldes ist vom Vierer-Potential A*, den raumlichen Gra-
dienten 9*A* sowie den Zeitableitungen 9°A* abhingig. Es ist daher naheliegend,
als Impulsdichte des elektromagnetischen Feldes die Grofie

pe{0,1,2,3} (10.290)
m, () = oL
MO [00AH ()]

zu betrachten. Allerdings ist my = 0, denn im Funktional £ kommt 0°A° gar nicht
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vor! Es folgt dann mit z = (ct,r) und 2’ = (ct, r’) fiir den kanonischen Impuls

ae{l,23} (10.291)

Unter Beachtung von

FOa = 80Aa - a(114() == (10292)
KC
folgt somit
O0Aa = Foa + 0sAo = —poTa + 0 Ao (10.293)

aOAa :F0a+8aA0 — _/L(]'ﬂ'a‘i‘aaAO-

Die Komponenten des kanonischen Impulses 7, sind demnach als entsprechende
Komponenten der elektrischen Feldstarke gegeben:

ac{l,2,3} ={x,y,z} (10.294)
E,
Ty =
HoRC
a Ea
T =— .
HokC
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10 Elektrodynamik als relativistische Feldtheorie

Gemaf der kanonischen Vorschrift folgt die Hamilton-Dichte nun zu

H[A* (), 0" A" () , 74 ()] (10.295)
= 70 (0"A%) = L[A" (), 0" A (2)] g0 g0y (g p40)

4y

1 1
= 7a (0°A") + o= FugF* + ——FoF* + k5" A,
240 4410

1
=T, (’30A“> @WGW“ + —F, F® + kj¥ A,
2 4410

1
=T, (—,U,Oﬂ'a + 8“140) + @mﬂra + — F,,F* + kj" A,
2 410

(

=7, (0°4%) + LFWFW + K" A,
(
(

1
= —@mﬂr“ + 0% AY + —F, F% + kj7 A,
2 44t

Es gilt unter Beachtung von (A.4):

Ho a 1 EaEa - €0

— " = e e §E - E. (10.296)
Ebenso
a€{z,y,z} (10.297)
T, 0" A® = E. 09 =¢gE- Vo

fokc Org KC

und zu guter Letzt

a,b € {x,y,2,} (10.298)
41#0 WwFe = 4}1“) (B2+B2) + (B2 + B2) + (B2 + B)| = Q;OB ‘B.
Mit
kYA, =k (40— - A) = <cg/jcgz5 _j. A) —ob—rj-A  (10.299)

430
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folgt somit fiir die Hamilton-Dichte des elektromagnetischen Feldes
H[A* (), 0" A" () , 7y ()] (10.300)
- %E(r,t) E(r,t)+ 2;0B (r,t) B (r,t) — Kj(r, 1) - A (r,1)
+eE(r,t) - Vo (r,t)+ o(r,t) ¢ (r,t).

Das Coulomb-Gesetz besagt nun

o(r,t) =eodivE (r,t), (10.301)
folglich
goE (r,t) - Vo (r,t)+ o(r,t) o (r,t) (10.302)
=& [E(r,1)- Vo (r,t)+ ¢ (r,t)divE (r,1)]

— 2 div[6 (r,6) E (r,1)].

Folglich ist die Energie H des elektromagnetischen Feldes in Gegenwart vorgege-
bener Stromdichten j (r,t) und Ladungsverteilungen o (r,t) gleich dem Volumen-
integral der Hamilton-Dichte

H- / BrH AP (P, 1), 0°A" (¢ 1), 70 (1 1)] (10.303)

1
— /d3r’{620E () (', 6) + 5 B (r',) - B (x'1

Ho
R () - A () + eodiv]e () E (¢, 1)] }

Der letzte Term in der geschweiften Klammer ist aufgrund des Satzes von Gaufl
aquivalent zu einem Oberflachenintegral, das wir gleich Null setzen.

Auf den ersten Blick wirkt es befremdlich, dass die Coulomb-Wechselwirkung
der Ladungsverteilung o (r,t) in dem Ausdruck fiir die Energie des Feldes nicht
manifest in Erscheinung tritt. Dieser Beitrag ist aber tatsédchlich bereits im Qua-
drat der elektrischen Feldstérke berticksichtigt. Um dies einzusehen, zerlegen wir
das Vektorfeld der elektrischen Feldstarke E (r,t) in einen transversalen und einen
longitudinalen Anteil:

E(r,t) = EY (r,t) + EV (r,1). (10.304)
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10 Elektrodynamik als relativistische Feldtheorie

Der transversale Anteil ist quellenfrei:

div E® (r, ) = 0. (10.305)
Der longitudinale Anteil ist wirbelfrei:

rot EY (r,1) = 0. (10.306)

Dann gilt aufgrund des Coulomb-Gesetzes

t
divE (r,t) = divE® (r,¢) = £ (gr’ ), (10.307)
0

Aufgrund von (10.306) existiert ein skalares Potential ¢ (r,¢) mit der Eigenschaft
EY (r,t) = V6 (r,1), (10.308)

d.h. die vorgegebene Ladungsdichte o (r,t) legt den longitudinalen Anteil EY (r, t)
der Feldstérke als Losung der Poisson-Gleichung fest

t
V) = 200 (10.309)
€0
Gemaf (2.9) ist dann ¢ (r,t) gegeben zu
1 3,0(r',1)
t) = 4 = 10.31
o) = e (10.310)
Es folgt nach dem Gesagten
/d?’r’%E (t',1) - E (1) (10.311)

— / d%@ [E<tr> (.t) +EO (,0)] - [EW (', 1) + EO (o', 1)]
— /d3 / ( E(tr ) X E(tr) (I'/, t) + EEOE(I) (I‘l, t) i E(l) (I‘l,t)

+eoEY (1) - EO (¢, 1) ) .
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10.8 Lagrange- und Hamilton-Formalismus fiir elektromagnetische Felder

Dabei gilt die Orthogonalitatsrelation

/ EEO (1) - E® (1) (10.312)
= [ @ [=Vwo (1)) - BS (1,1

— / &' div [¢ (0, ) E© (¢, )] + / &' (¢, 1) divE® (¢, 1)

denn der erste Term ist dquivalent zu einem Oberflachenintegral, das wir wieder
gleich Null setzen. Der zweite Term ist identisch Null, da der transversale Anteil
E®) quellenfrei ist.

Fiir den Beitrag der longitudinalen Feldstarke zur Energie schreiben wir jetzt

/ d%’%E“) (r',1) - EO (', 1) (10.313)
_ / di”r'% Voo (', 1)] - EO (', 1)
=3 [ [aiv [0 () BO (', 0)] = 6 (0 1) divEY (v,1)
1
= /d?’r' [—é;) div [qﬁ (v, t) EO (¢, t)} + §¢ (r';t) o(r, t)}
&g /d3?",/d37"//9 (r”7t) 0 (IJ?t) )

‘I" _ I.//|

= —50 d*’ div [¢ (', ) EV (', 1)] +

87'('80

Der erste Term verschwindet wieder, da er ein Oberflichenintegral reprasentiert.
Der zweite Term stellt die gesuchte Coulomb- Wechselwirkungsenergie einer durch
die Verteilungsfunktion p (r’,t) beschriebenen Ladungswolke dar.

Wir erhalten nach dem Gesagten (falls die diskutierten Oberflichenintegrale auf
dem Rand des betrachteten Volumens verschwinden) fiir die Energie des elektroma-
gnetischen Feldes in Gegenwart vorgegebener Stromdichten j (r,t¢) und Ladungs-
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10 Elektrodynamik als relativistische Feldtheorie

verteilungen o (r,t) den Ausdruck

1
H= /d%' BOE (1) B(,t) + 5B, 0) - B(r,t) = nj (',t) - A(t'.1)

Ho
1 o(r',t)o(r" 1) €0
_ d3 //d3 " ) ) /d3 / 7E(tr) 't _E(tr) !t
87r€0/ " " v/ — 1| + "1 (r',?) (r',?)
—I—Z—B (r',t)-B(r',t) — kj(r',t) - A (r’,t)] : (10.314)
Ho
Mit 5
E™ (¢, t) = —ro A (x',t) (10.315)
folgt unter Beachtung von
2 2
1
SO SOl (10.316)
2 240 2p0c?

fiir die elektromagnetische Feldenergie H einer vorgebenen Verteilung von Ladun-
gen und Stromen schliellich der Ausdruck

£) o (r",t)
H= /d3 ’/d3 "8 r|r (x /d?’m (6 A, t)  (10.317)
TEQ

r// |

+ 5 /d3 ’[A 1) - 1§A(r t) + 1ot A (r',t) -Tot A (v',1)] .
Ho c

Diese Darstellung der Feldenenergie H dient in der Quantenelektrodynamik als
Startpunkt zur Quantisierung der transversalen Freiheitsgrade des elektromagne-
tischen Feldes.

Bemerkung

Wegen der Eigenschaft (10.305) gilt fiir das Vektorpotential A (r,t), das iiber (7.3)
mit dem elektrischen Feld gemafl

0

E(r,t) = EV®™) L EO (r4) = V.6 (r, 1) — /{aA( 1) (10.318)
verkniipft ist, notwendig die Bedingung der Coulomb-Eichung:
divA(r,t) =0 (10.319)
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10.9 Verschiedene Eichungen

10.9 Verschiedene Eichungen

Die tiber (10.163) gegebene Verkniipfung von elektromagnetischem Feldtensor F'*
und Vierer-Potential A” ist nicht eindeutig. Die Eichtransformation

AY — A" + 0 (10.320)
belasst den elektromagnetischen Tensor F* invariant:

F™ s 9 (A 4 07Y) — & (A" + 9"Y) (10.321)
= O"AY = OV A"+ (010" — 0V O")

=0

= .

Eichinvarianz bedeutet, dass das lokale Vierer-Potential A* selbst nicht beobacht-
bar ist. Allerdings sind Integrale des Vierer-Potentials iiber geschlossene Pfade
beobachtbar, z.B. als quantisierter magnetischer Fluss, der einen supraleitenden
Ring durchsetzt.

Unter einer Eichtransformation (10.320) dndert sich das Wirkungsfunktional
(10.280) fiir das Maxwell-Feld gemé&s8

S[AF[],0"A*[]] = S[A* ]+ 0*x [-], 0" A" [-] + 0¥ 0" x []] (10.322)
1

_i/&fyﬁﬁmmwwww—mmwmxw+@mwﬂ

= S[AM[] 0" [ = = [ d @) D (@)

= S[A[] A () = 5 [ o, [ @) x @)+ 5 [ i @) a (@)
Das Integral [ d*z'd, [7* (2') x (2')] ist dquivalent zu einem Oberflichenintegral im
vierdimensionalen Minkowski-Raum, dessen Wert fiir lokalisierte Quellen, die zu-
dem in der fernen Vergangenheit und in der fernen Zukunft ausgeschaltet sind,
gleich Null gesetzt werden darf. Das Integral % [ d*a’y (z') 8,7" (') verschwin-
det identisch, sofern die vorgegebenen Quellen j” (z’) der Kontinuitétsgleichung
(10.116) geniigen (Ladungserhaltung). Das Wirkungsfunktional (10.280) fir das
Maxwell-Feld ist demnach nicht nur Lorentz-invariant, es ist auch eichinvariant.
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10 Elektrodynamik als relativistische Feldtheorie

Der Erhaltungssatz fiir Ladungen ist eine notwendige Bedingung fiir die Eichinva-
rianz des Wirkungsfunktionals 10.280) fiir das Maxwell-Feld.
Neben der gebrauchlichen
Lorenz-Eichung (10.323)
pe {0,1,2,3}
0,A" =0

und der fiir die nichtrelativistische Quantenmechanik wichtigen

Coulomb-Eichung (10.324)
a€{ry,z}
0, A" =0
kommen in der QED (Quantenelektrodynamik) noch die folgenden (dquivalenten)
Eichbedingungen zum Einsatz:
Lichtkegel-Eichung (10.325)
pe{0,1,2,3)
n, A" =0

"o
n,nt =0,

Temporale Eichung (10.326)
A° =0,

Axiale Eichung (10.327)
A® =0,

Fock-Schwinger Eichung (10.328)
pe{0,1,2,3)
x, A" =0,

Poincaré-Eichung (10.329)

a€{x,y,z}
1, A = 0.
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Jede dieser Eichbedingungen erfiillt den Zweck, Berechnungen der elektromagne-
tischen Felder zu vereinfachen. Selbstverstédndlich darf das Endergebnis nicht von
der verwendeten Eichung abhangen.

10.10 Energie-Impuls-Tensor des
elektromagnetischen Feldes
Ausgangspunkt sind die in (6.28) und (6.43) hergeleiteten Bilanz-Gleichungen fir

Energiedichte und Impulsdichte (ohne Beitrage der polariserbaren oder magneti-
sierbaren Materie), die wir jetzt in der folgenden Form schreiben wollen:

Rate der Anderung der Energiedichte (10.330)
0 1
—j(r,t)-E(r,t) =divS(r,t) + — E—OEC (r,t) E.(r,t) + — B, (r,t) B.(r, 1)
Rate der Anderung der Impulsdichte (10.331)
a€{z,y,z}
orl 0
_ (D) R -
F ) = 5 | 58 (0,)| -t (1.1).

Hier ist S (r,¢) der Poynting-Vektor, t,, (r,t) der elektromagnetische Spannungs-
tensor und f*)(r,t) die Lorentz-Kraftdichte:

S (r,t) = E(r,t) A Bé;’ t) (10.332)
£ (r, ) = pY) (r, ) E (r,t) + j¥ (r,t) AB(r, )

a,be{zr,y, 2z}
1
Lab (I', t) = 6(]E|b (I', t) Ea (I', t) + 7Bb (I', t) Ba (r7 t)
Ho

1
—bup | 2B, (r,t) B. (r,t) + — B, (r,t) Be (v, 1) | .
T2 2410

In Analogie zur Definition der Vierer-Beschleunigung (10.79) suchen wir jetzt einen
entsprechenden Vierer-Vektor fiir die Lorentz-Kraftdichte zu konstruieren. Dazu
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10 Elektrodynamik als relativistische Feldtheorie

definieren wir die Vierer-Kraftdichte f* zu

a € {z,y,z}; Summenkonvention (10.333)
pe{0,1,2,3)

= (%jc(bf) - E,, fggL)7 fzSL)’ fZ(L) )u'
Mit der Definition

—($EuE. + 5-BuB,) —1S. —18, -15.

1
—=25, 12 e 125

™ = ¢ Y (10.334)
- %Sy tyw tyy tyz
- % Sz tzac tzy Zfzz

ng

fiir den Tensor der elektromagnetischen Energie-Impuls-Dichte folgt, wenn die Bi-
lanzgleichungen (10.330) und (10.331) in Vierer-Notation zusammengefasst wer-
den, die folgende Darstellung der Vierer-Kraftdichte f# als Divergenz des Tensors
TH.

fr=0,T". (10.335)

Dass dies stimmt, ist leicht durch eine explizite Rechnung zu zeigen. Mit

ve{0,1,2,3} (10.336)
8 9 8 0
8V:(%E’%’877"y787’2)y
folgt
1
0l By = f7 = 00T + 0T + 0,7 + 05T (10.337)
10 0 0 0
_ 2900 9 0 9 g0 9 ps0
c ot + ory + ory + or,
10 |eo 1 1] 0 0 0
- 2|9 B+ —BB.| - -|-Z85, +- 25, +-
cot|2°° C+2,u0 ¢ 01 [arxS”EJrarnyJrarzs””
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10.10 Energie-lmpuls-Tensor des elektromagnetischen Feldes

und
%= 00T + 0,7 + 0,1 + 05T (10.338)
_lg (_1S>+at _|_it +it
Ccot\ ¢ or, “ or, ™ or, "
0 (1 0
= ar <625a> + 877“1,%(”

was zU zeigen war.

Wir konnen aus der angegebenen Gestalt von 7" aber noch nicht so leicht
erkennen, wie sich 7" beim Ubergang vom Inertialsystem S zum Intertialsystem
S’ transformiert, ob also T"” wirklich ein echter Vierer-Tensor ist.

Geleitet durch die Analogie zur Bewegungsgleichung fiir ein geladenes Teilchen
im elektromagnetischen Feld, siehe (10.233), driicken wir jetzt den Vierer-Vektor
der Lorentz-Kraftdichte f# durch die Vierer-Stromdichte j, und den elektroma-
gnetischen Feldtensors F* aus:

=5, F*. (10.339)

Zur Priifung setzen wir die Definitionen der Vierer-Stromdichte und der Kompo-
nenten des elektromagnetischen Feldtensors, ein:

go=(ep\?, =i, =50, _j£f>)y (10.340)
0 —E= _B, _E.
B, KRC KC KRC
v — ke 0 _BZ By

2B, 0 -B,
E _p, B, 0
puv
In der Tat ist
_ j(gf)Ea _ i E
c c

0= (GoF™ + jiF™ + joF*2 + js ™) (10.341)

' =w(JoF" + i P + joF + s )
. (Cpm +i0B, — i By)
RC

_ p(f)Ex 4k (j(f) A B)x
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10 Elektrodynamik als relativistische Feldtheorie

2 _ m<j0F20+j1F21 +j2F22—|—j3F23)
E,
_ (Cp< Ly _ 0B, 440 )Bx>

— P(f)Ey + K (J(f) A B)y

=k <j0F30 + 1 F5 4 o P2 4 )
:pf)Ez+ ((f)/\B) :

was zu zeigen war.

Unter Verwendung der inhomogenen Maxwell-Gleichungen (10.143) folgt nun
die Darstellung
= Kj, P (10.342)
=K (jl/gl/’u) FH

0,F" g0,)

Der zweite Term in der letzten Zeile kann als Ableitung eines Skalars geschrieben
werden. Um dies einzusehen, kommen wir auf die homogenen Maxwell-Gleichungen
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(10.150) zuriick und schreiben

0=F), <@AF‘“’ + OMFN 4 a”FM) (10.343)
=0
= F\O'F" + F),0" F* + Fy, 0" F"

! ! 1
= F)\Va/\F#V + Fu’)x/a)\ F7E 56# (FAVFV)\)
1
_ Ay | Ap VA
= 253, 0°F" + 50 (P ).

Hieraus folgt die Identitat
1
— P\ O P = i (P F™) . (10.344)
Setzen wir diese in (10.342) ein, so folgt jetzt
1 A v 1 v\
fr=— [a (Fy ™) + 20" (Fuy F )} (10.345)
Ho 4

1 1 "
=9 [F JEM 4+ Zg M (Fy, PV ]
1o A + 49>\ ( A )

1 1 I\
= —,97 [F oW 4 =g ! (P 72 ]
1o 9 A + 49>\ ( A )

1 1 N
:8J|:U)\FVF}LV RPN’ F,V/FZ/)\ :|
o g N T 1979 ( A )

_ 1y, [F"VF“” + i g (FAF*)} :

Ho
Beachten wir noch die Antisymmetrie F* = — F"* so folgt das Resultat
1 1 N
W= —0, |—F% F" + —g"" (Fyx, F"* ] 10.346
f o [ AT+ (F ) ( )
< 9,TH.

Ein Vergleich mit der Bilanzgleichung (10.335) fiir den Vierer-Vektor f#* der Lor-
entz-Kraftdichte ergibt dann fiir die Komponenten des Energie-Impuls-Tensors das
Resultat

1 1 o
1= [-r e L (Fyw P )} . (10.347)
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10 Elektrodynamik als relativistische Feldtheorie

Das Verhalten des Energie-Impuls-Tensors 7"° unter Lorentz-Transformationen
ist somit identisch mit dem Transformationsverhalten des Feldstiarketensors F“#
unter Lorentz-Transformationen:

T = LF L7, T (10.348)

Der Tensor T#° der Energie-Impuls-Dichte ist eine Messgrofle, die zudem an das
Einsteinsche Gravitationsfeld koppelt.
Dass (10.347) mit der oben aufgestellten Formel (10.334) fiir T+ tibereinstimmt,

wird im Anhang I explizit gezeigt.
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11 Ausblick auf die
Gravitationstheorie von Einstein

Die mit der Masse
M= /d3r’M (r') (11.1)

eines Planeten mit (rdumlich begrenzter) Massendichte-Verteilungsfunktion M (r’)
verbundene Gravitation ist Ursache der Beschleunigung, die ein frei fallender Mas-
senpunkt (Testteilchen mit Masse m) tiber der Planetenoberfliche erfahrt, wenn
auBer der Gravitation keine weiteren Krafte auf das Teilchen wirken. Ein Gravita-
tionsfeld

r—r

g(r)= —G/d3r'M (r') 5 =—Vi0(r) (11.2)

v — |

bewirkt unabhédngig von der Masse m des Testteilchens die gleiche Beschleunigung
(Isaac Newton, 1686):
d2
Mot (t) =mglr(t)]. (11.3)

In SI-Einheiten ist die universelle Gravitationskonstante G' gegeben zu

2
G =6.674x 1071 [N—|. (11.4)
kg?

Von allen Naturkonstanten ist die Gravitationskonstante G am wenigsten genau
bekannt, was damit zusammenhéngt, dass die Gravitationskraft im Vergleich zur
Coulomb-Kraft sehr klein ist, so dass genaue Messungen sehr schwierig sind.

Das von einer Massenverteilung M (r’) erzeugte Newtonsche Gravitationspoten-
tial ist demnach
M (')

v —r'|’

¢ (r) = —G/d3r’ (11.5)
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11 Ausblick auf die Gravitationstheorie von Einstein

Die skalare Funktion ¢ (r) ist offensichtlich eine Losung der Poisson-Gleichung
V26 (r) = 4rGM (1), (11.6)

wenn als Randbedingung gefordert wird limy|—,o ¢ (r) = 0.

In einem infinitesimal kleinen Gebiet kann auch ein inhomogenes Gravitations-
feld (z.B. das Gravitationsfeld des Planeten Erde an der Oberfliche) als homogen
angesehen werden. Es gibt dann stets ein lokales Bezugssystem (Einsteins fallen-
der Aufzug), in dem der Einfluss der Gravitation gar nicht nachweisbar ist, da
trage Masse und schwere Masse exakt gleich sind, was experimentell sehr genau
untersucht wurde. Somit kann prinzipiell die Wirkung eines Gravitationsfeldes [o-
kal nicht von einem Beschleunigungsvorgang unterschieden werden. In Gegenwart
von inhomogenen Gravitationsfeldern hat die spezielle Relativitatstheorie somit
nur noch lokal Giiltigkeit, da die Inertialsysteme der speziellen Relativitéatstheorie
selbst auch nur noch lokal realisierbar sind.

11.1 Einsteinsche Bewegungsgleichung

Die Idee von Albert Einstein war es, die Bahnkurve eines (ungeladenen) Testteil-
chens der Masse m in einem insbesondere auch inhomogenen Gravitationsfeld als
Paralleltransport (eine Art Trégheitsbewegung) auf einer Riemannschen Mannig-
faltigkeit entlang einer Geoddtenlinie x* (s) im vierdimensionalen (gekriimmten)
Raumzeitkontinuum zu beschreiben:

d2zm , da” da?
+ T ————
ds? Y ds ds

=0. (11.7)

Hier bezeichnen die T, die sog. Christoffel-Symbole 2. Art

1 oy | 9gpr  0gy
Iy =59" (apr + a;j — 895:) (11.8)

die mit den Ableitungen der Komponenten des metrischen Tensors g, = g, (27)
verkniipft sind. Wegen g¢,,, = g,,, gibt es i.A. zehn unabhéngige g,,. Der metrische
Tensor g, bestimmt die geometrischen Absténde ds (infinitesimal) benachbarter
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11.1 Einsteinsche Bewegungsgleichung

Punkte z# und y* = x* + dx* auf einer Riemannschen Mannigfaltigkeit, die durch
Koordinaten x7 parametrisiert sei, zu

ds® = dz,d2" = g, (27) dz#da”. (11.9)

Physikalisch beschreiben die ', den Einfluss der Raumzeitkrimmung und damit
implizit das Gravitationsfeld, falls die Komponenten g,, des metrischen Tensors
als Funktion der Koordinaten z° vorgegeben sind. Die g,,, werden somit zu einem
dynamischen Feld, analog zum Vierer-Potential der Elektrodynamik. Wie in der
speziellen Relativititstheorie gilt fiir die Ausbreitung von Licht ds® = 0.

Bemerkung

Auch in der gekriimmten Raumzeit kann man an jedem fest gewahlten Punkt 27,
aber eben nicht global fir alle Punkte gemeinsam, neue Koordinaten £ (z7) ein-
fihren, so dass am Punkt 27 die Metrik g, (%), ausgedriickt durch die neuen
Koordinaten &% (z7), mit der Minkowski-Metrik der flachen Raumzeit tiberein-
stimmt. Physikalische Aussagen iiber ein am Ereignispunkt z° der gekriimmten
Raumzeit positioniertes kleines Objekt, entlang dessen Ausdehnung sich die Me-
trik nur infinitesimal &ndert, und zeitliche Ablaufe von Ereignissen, wihrend derer
sich die Metrik nur infinitesimal andert, sind daher lokal kompatibel mit allen
Aussagen der Speziellen Relativitatstheorie, wie sie fiir den flachen Raum giiltig
sind. Insbesondere ist die Lichtgeschwindigkeit in einer geniigend kleinen Umge-
bung eines Ereignispunktes x7 lokal als konstant anzusehen. In der gekrimmten
Raumzeit gibt es global aber keine , konstante Lichtgeschwindigkeit®, z.B. wird ein
Lichtstrahl durch das Gravitationsfeld eines Sterns abgelenkt.

Newtonsche Bewegungsgleichung als Grenzfall der
Einsteinschen Bewegungsgleichung

Um das Gesagte besser zu verstehen, betrachten wir jetzt die Einsteinschen Be-
wegungsgleichungen (11.7) fiir ein Testteilchen mit Ruhemasse m, und zeigen, wie
im Grenzfall schwacher Gravitationsfelder und kleiner Geschwindigkeiten aus den
Einsteinschen Bewegungsgleichungen die Newtonschen Bewegungsgleichungen fiir
das Testteilchens in einem (statischen) Gravitationspotential folgen.
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11 Ausblick auf die Gravitationstheorie von Einstein

Die Annahme schwacher Gravitationsfelder bedeutet, dass nur eine kleine Ab-

weichung eh,,, (¢7) mit einem Kontrollparameter € < 1 von der konstanten, flachen
Minkowski-Metrik

1 0 0 0
0 -1 0 0

O _

=10 o -1 o (11.10)
00 0 -1

n

der speziellen Relativitatstheorie vorliegen soll. Wir postulieren daher die Existenz
eines Koordinatensystems

SL’UI{Ct, Tw, Ty, Tz | , (11.11)

(e

in dem die Metrik g, (z”) diagonal dominant ist, d.h. nur wenig von der Minkow-
ski-Metrik des flachen Raums abweicht:

Guv (27) = g8} + ehyu, (). (11.12)

Folglich ist in Bezug auf dieses Koordinatensystem das Abstandsquadrat gegeben
zu

ds* = [gffy) +ehy, (:c")] dztdz” (11.13)
= Adt* — dr? — drj — dr? +eh,, (27) datdz”

1 (dr,\* 1 (dr,\> 1 [dr.\’
2342 T Y Z o v
Mit der Geschwindigkeit im flachen Raum,
a € {x,y,z} (11.14)
dz® dr,
Ull = = TR
dt dt
schreiben wir jetzt in fithrender Ordnung
ds? = 2dt? <1 Y 'QV) +eckd? [hoo N0t 4 g 220 | (11.15)
c c c c

446



11.1 Einsteinsche Bewegungsgleichung

Fir Geschwindigkeiten v,, die gegeniiber der Lichtgeschwindigkeit ¢ klein sind,
% < 1, folgt dann in fithrender Ordnung

2
ds? = 2dt* (1 + ehgo) + O <€|Z|> +0 <|Vcl) . (11.16)

Dies impliziert fiir die rAumlichen Komponenten der Tangentialableitung entlang
der (noch zu bestimmenden) Geodéten in fithrender Ordnung

Ae{0,x,y,z2} (11.17)
dz? N ldx)‘ 1
ds o cdt 1+ %hoo

dax®
—~14+0
P + O (¢)
a€{x,y,z}
de? Y g
ds ¢
A2z 1 A%z
= — O (e).
ds? c? dt? +0(e)

Einsetzen des Ausdrucks (11.12) fiir die Komponenten des metrischen Tensors
in die Definitionsgleichung der Christoffel-Symbole (11.8) ergibt

B E (0)]HH ahwj 8hu,\ - ah,,)\ 9
N Q[g | (8:17’\ s - +0(?). (11.18)

Hier wird nicht iber p summiert, da bereits ausgenutzt wurde, dass gfg)

matrix ist!
Die gekoppelten Einsteinschen Bewegungsgleichungen (11.7) lauten, wenn wir
deren Komponenten nach Zeit und Ort sortieren:

Diagonal-

a,b,t/ € {x,y,z}  (11.19)

d*z° o dx?dz? dx® dz° dz® dz"
—_— _ o2 —— 479 — = —

ds? +hoo ds ds + ( bo Ob) ds ds t e ds ds

2z dx® dzf dx? dz? dz? dz¥
re re+1réy) — —4+ 1, —— = 0.

ds? * oo ds ds + (T + TG,) ds ds t b ds ds
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11 Ausblick auf die Gravitationstheorie von Einstein

Fir nicht relativistische Geschwindigkeit ©¢ < 1 des Testkorpers folgt dann in fiih-
render Ordnung, da nun bereits I'},, proportlonal zu € klein ist, fiir den rdumlichen
Anteil der Bewegungsgleichung

a,b,b’ € {z,y,z} (11.20)
d?z® dz? da® v| v|?
— &% pa SO M
0= ds?2 T %ds ds +O< c>+0<02

Fir ein statisches Gravitationsfeld sind die h,, von der Koordinate 20 = ¢t
unabhangig:

Oh
3 ;0 = 0. (11.21)
Dies impliziert unter Beachtung von [g(o)]aa =—1:
I, =0 (11.22)
a€{x,y 2z}
re — € (_3h00> _ fahoo
00 2 ox® 2 Jro

Wir setzen jetzt den Kontrollparameter ¢ = 1. Der rdumliche Anteil der nicht rela-
tivistischen Bewegungsgleichung des Testteilchens ist somit in fithrender Ordnung
gegeben zu

a€{r,y 2z} (11.23)

2z _ _02 Ohoo

de? 2 Ox¢
Augenscheinlich entspricht dies der Newtonschen Bewegungsgleichung fiir ein Teil-
chen der Masse m, das sich im Gravitationsfeld ¢* (r) = —a%a (r) einer z.B.

um den Ursprung des Koordinatensystems zentrierten (isotropen und homogenen)
Massenverteilung mit Gesamtmasse M bewegt, wenn wir identifizieren
2¢
hoo (r) = (r) (11.24)

C
2¢ (r
gon (5) = 989+ oo (1) = 1+ 2207
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11.2 Die Einsteinschen Feldgleichungen

Zu beachten ist, dass fiir grofien Abstand |r| zum Schwerpunkt der Massenvertei-
lung das Potential verschwindet, d.h. die Metrik geht asymptotisch fiir |r| — oo
iiber in die flache Minkowski-Metrik gff)y) der speziellen Relativitatstheorie. Damit
diese Indentifikation wirklich zuléssig ist, muss allerdings der Nachweis gefiihrt

werden, dass

C2

¢ (r) = S hoo (1) (11.25)

eine Losung der Laplace-Gleichung im Aufengebiet G4 = {r' € R® | M (r') = 0}
der Massenverteilung ist:
rega (11.26)
Vid (r) = 0.
Dies ist tatséachlich der Fall, wie im folgenden am Beispiel der Schwarzschild-Metrik
gezeigt wird.

Lorentz-Kraft

Wirkt auf ein Testteilchen mit Masse m und Ladung ¢ neben der Gravitation
zusétzlich noch ein elektromagnetisches Kraftfeld F*, so lautet die Einsteinsche
Bewegungsgleichung fiir das Teilchen

d2aH dz” da? q dz”

” — = —F* . 11.27

ds? i ds ds m Y ds ( )
Der Term auf der rechten Seite ist die Lorentz-Kraft (10.233). Man kann diese
Bewegungsgleichung auch umschreiben zu

2 .u A v
dar (‘ZF“V _pe 42 ) de (11.28)

ds? m s ) ds
In einem rotierenden Bezugssystem beschreibt der Term I') )\% (bei Beschréankung
auf nicht relativistische Geschwindigkeiten) z.B. den Einfluss der Coriolis-Kréfte.

11.2 Die Einsteinschen Feldgleichungen

Albert Einstein gelang es im Jahr 1915, die von ihm zuvor im Jahr 1908 aufgestellte
Frage nach den universellen dynamischen Bestimmungsgleichungen fiir die Felder

Albert Einstein
(1879-1955)



11 Ausblick auf die Gravitationstheorie von Einstein

g zu beantworten, die das Gravitationsfeld festlegen. Dabei spielte der Tensor
T,, der gesamten Energie-Impuls-Dichte eines Systems fiir seine Uberlegungen
eine zentrale Rolle, insbesondere die Eigenschaft, dass die Vierer-Divergenz dieses
Tensors gleich Null sein muss.

Wie bereits in den vorherigen Abschnitten dargelegt wurde, ist der Tensor [T(™)],,,
der elektromagnetischen Energie-Impuls-Dichte eine Messgrofie. Jedoch nicht nur
die elektromagnetischen Beitrédge, sondern alle Formen der Energie wirken geméfl
dem Aquivalenzprinzip als Quelle des Gravitationsfeldes. Fiir ein einfaches (nicht
wechselwirkendes!) Modell der Materie, entsprechend einer idealen Flissigkeit, ist
z.B. der Tensor der Energie-Impuls-Dichte durch die Komponenten u,, der Vierer-
Geschwindigkeit gegeben zu

[T(mat)} — [p(o) +p(0)} Uty — P9 g0, (11.29)

no

wobei p(® die Massendichte im Ruhesystem der Fliissigkeit und p(® den Druck
bezeichnen. Im allgemeinen gibt es natiirlich eine thermische Zustandsgleichung
P = p(p®, 7)), die den Druck p'® (r,t) mit der Dichte p(? (r,#) und der (loka-
len) Temperatur 7(® (r,¢) im Ruhesystem der Materie verkniipft.

In der Gravitationstheorie von Einstein iibernimmt deshalb ein allgemeiner (um
den Beitrag des Materiefeldes erweiterter) Tensor

Tho = [TC™] 4 |Tm20)] (11.30)

po po

die Rolle des Tensors der (gesamten) Energie-Impuls-Dichte. Dieser Tensor wirkt
dann als Quellterm fir die rechte Seite der allgemeinen Finsteinschen Feldglei-
chungen:

Gro = gl (11.31)

Die Komponenten des Einstein-Tensors
1
G,uo' = Rycr - ig,uo'R - Ag,w (1132)

bestimmen die ortsabhingige Metrik ¢*°(z*) im vierdimensionalen (gekriimm-
ten) Raumzeitkontinuum, die durch den Ricci-Krimmungstensor R, und den
Kriimmungs-Skalar R geméfl den Rechenvorschriften der Differentialgeometrie als
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11.2 Die Einsteinschen Feldgleichungen

ein nicht lineares System partieller Differentialgleichungen fiir die 10 Komponenten
g"° (2*) des metrischen Tensors implizit gegeben ist:

R, = R),, (11.33)
or’ or?
A _ 14 o T o A
Rupv - (’9;’ o axpy# + F#vrop B Fumef
R=g¢"R,,.

Die Konstante A (insbesondere ihr Vorzeichen!) spielt in der modernen Kosmologie
eine Rolle.

Der numerische Wert der Einsteinschen Kopplungskonstanten r, folgt aus einem
Korrespondenzprinzip. Im flachen Raum soll das Einsteinsche Gravitationsfeld in
das Newtonsche Gravitationsfeld iibergehen. Diese Forderung (was wir hier nicht
zeigen wollen) legt die Kopplungskonstante fest zu

&G

1

Ky = (11.34)

c

Materieverteilung und Raumkriimmung bedingen sich gegenseitig. Die Materie
mit ihrer Energie-Impulsdichte verursacht die Krimmung des Raumes, und der
Raum bestimmt die Bewegung der Materie. Die durch den metrischen Tensor g+”
implizit definierte Raumzeit schreibt der Materie geméfl der Begungsgleichungen
(11.7) die Bahnkurve vor, und die Materie wiederum bestimmt die Kriimmung der
Raumzeit geméfl den Einsteinschen Feldgleichungen (11.31). Das ist die Quintes-
senz der Gravitationstheorie von Einstein.

Da Sterne oder auch Planeten mit ihrer grofen Masse eine Kriitmmung der Raum-
zeit verursachen, werden Photonen (Licht) oder auch massive Bausteine der Ma-
terie dazu gezwungen, auf ihrer Bahn der Raumkrimmung zu folgen. So wird
der Effekt einer augenscheinlich anziehenden Kraft verstédndlich, die im Grenzfall
schwacher Kriimmung und langsamer Geschwindigkeit mit der ,,Schwerkraft® der
Newtonschen Theorie tibereinstimmt.

Eine sehr gute Einfithrung in die Differentialgeometrie, wie sie zum préazisen Ver-
standnis der Gravitationstheorie von Einstein erforderlich ist, enthélt das bekannte
Lehrbuch ,,Gravitation® von Misner, Thorne und Wheeler [MTW73].

Losungen der Einsteinschen Feldgleichungen sind im allgemeinen nur mit nu-
merischen Methoden zu ermitteln. In einer Reihe hochsymmetrischer, aber physi-
kalisch relevanter Spezialfille existieren analytisch exakte Parametrisierungen fiir
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11 Ausblick auf die Gravitationstheorie von Einstein

die g". Wir wollen in dieser einfithrenden Vorlesung nur auf den Fall einer kugel-
symmetrischen Raumzeit naher eingehen.

11.3 Schwarzschild-Metrik

Wir stellen uns eine kugelférmige isotrope (nicht rotierende) Materie-Verteilung
am Ursprung des Koordinatensystems mit Ruhemasse M und Radius Rj; vor, und
fragen nach der Bewegung eines Testteilchens gemafl der Einsteinschen Gravitati-
onstheorie im Abstand r > 0 zum Zentrum der Massenkugel. Demnach suchen wir
im Aufenraum der Materieverteilung , wo gilt T},, = 0, eine Losung der homogenen
Einstein-Gleichung

G =0, (11.35)

die mit der Annahme der Zentralsymmetrie kompatibel ist.
Zur Beschreibung eines isotropen Systems ist es naheliegend, Kugelkoordinaten
zu verwenden:

pe{0,1,2,3) (11.36)

x“:{ct, r, 1, a} .
m

Mit zwei unbekannten Funktionen v (r) und A (r) kann man dann fir das Qua-

drat des Abstands ds zweier infinitesimal benachbarter Punkte auf der gesuchten
Mannigfaltigkeit den folgenden (statischen) Ansatz' machen

ds* = g, (r) datdz” (11.37)
= e’M2dr? — AMdr? — 2 (dﬁ2 + da? sin? 19) )

Beitrdge zum metrischen Tensor proportional zu drdt wiirden die Symmetrie
t — —t zwischen Vergangenheit und Zukunft brechen, entsprechend wiirden Bei-
trage proportional zu drda, ddda und drdd nicht vereinbar mit der postulierten
Kugelsymmetrie sein. Um hervorzuheben, dass die Koeffizienten von c2dt? bzw.
dr? immer positiv sein sollen, schreibt man e”") bzw. e*") fiir die Koeflizienten

!Dass der statische Ansatz (11.37) allgemein ist, belegt das Theorem von Birkhoff, das wir in
dieser Vorlesung nicht beweisen wollen. Es besagt, dass jede kugelssymmetrische Losung g,,.,
der homogenen Einsteinschen Feldgleichungen notwendig statisch ist.

452



11.3 Schwarzschild-Metrik

von c?dt? bzw. dr? mit reellen Funktionen v (r) bzw. X (r). Fir r — oo ist als
Randbedingung gefordert

lim v (r)=0= Jlim A (r), (11.38)
damit die Koeffizienten des metrischen Tensors g,, () im Unendlichen mit der
flachen Metrik des Minkowski-Raumes in Kugelkoordinaten iibereinstimmen.

Aus dem Ansatz fiir ds? liest man unschwer die kovarianten Komponenten des
metrischen Tensors ab:

ev(r) 0 0 0
0 —eM) 0 0
G () = 0 0 2 0 (11.39)
0 0 0 —r?sin?9d

Die kontravarianten Komponenten sind dann die Elelemente der zugeordneten
inversen Matrix

e v 0 0 0
y 0 —e 0 0
g (z) = 0 0 1 0 : (11.40)
0 0 0

r2sin?9 d pu

Damit kann man jetzt die oben definierten Christoffel-Symbole T', berechnen, und
daran anschliefend Differentialgleichungen fiir die Funktionen v (r) und A (r) aus
der Forderung aufstellen, dass der Einstein-Tensor G, gleich Null ist (wir setzen
die ,kosmologische* Konstante A = 0):

1
Guo = Ruo = 590 R = 0. (11.41)

Nun bedingt das Verschwinden des Einstein-Tensors notwendig das Verschwinden
des Ricci-Tensors, und umgekehrt, denn

1
0=g""G,, = g" (Rw — 2gwR) (11.42)
=R-2R=—-R.
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11 Ausblick auf die Gravitationstheorie von Einstein

Die gesuchten Bestimmungsgleichungen fiir die Metrik kénnen daher (im materie-
freien Raum) genauso gut aus der (einfacheren!) Forderung

A A

| o o
0=R,, =— ax*; + 15,12 + 8;’ —-17,1%, (11.43)

hergeleitet werden. Die Feldgleichungen fiir die g"? im materiefreien Raum sind
das Analogon zur klassischen Laplace-Gleichung fiir das Newtonsche Gravitations-
potential im Auflengebiet einer Massenverteilung.

Da ¢g" im vorliegenden Fall diagonal ist, konnen bei der Berechnung der Chri-
stoffel-Symbole nur solche I'),, von Null verschieden sein, bei denen zwei Indizes
iibereinstimmen:

(keine Summenkonvention!) (11.44)
n#Fv&v#Fo&ko#pu =T, =0
o __ 1 0'0'8900’
[M#V&V:a]irua_ig Ot
[uzy&y#a]éfwz—gg 87#‘5
1 ,,0g
— — B up ZIn
[u—y&y—a]jfw—z D
Wir schreiben im folgenden
V= aary (r) (11.45)
0
N=—X\(r).
5 (1)

Es folgt durch Einsetzen der kovarianten und der kontravarianten Komponenten
des metrischen Tensors fiir die von Null verschiedenen Christoffel-Symbole das
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11.3 Schwarzschild-Metrik

Ergebnis
/
o, =2 (11.46)
2
/
Lo =€
)\/
r, ==
=5
Iy, =—er
I3, = —e *rsin?d
2, = —sind cos?
1
I}, =-
12 =
1
s, ==
137
I3, = cot¥

Wir erhalten dann (nach einer langeren elementaren Rechnung) fir die Diagonal-
elemente des Ricci-Tensors

V/Q + V” V/2 V’)\, l/’
}%:JA< 5 —4—-4+T> (11.47)
R I/'2—|-V”+I/l2+1//)\/+)\/
e 2 4 4 oy
TN 1
R -1 2 _—A _V _
22 e ( 2r r2

R33 = R22 Sin2 9.

Die auflerdiagonalen Komponenten p # o des Ricci-Tensors R, verschwinden im
vorliegenden Fall identisch (langere elementare Rechnung):

p#o (11.48)
R, =0.

Der tiefere Grund hierfiir sind die sog. Bianchi-Identitéten, siche [MTW73].
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11 Ausblick auf die Gravitationstheorie von Einstein

Fiir die Diagonalelemente des Ricci-Tensors ergeben die Forderungen
Ry, =0 (11.49)

jetzt insbesondere
vV 4+ N

0=e " Roo+ Ryy = (11.50)

vV 4+ N =0.

Aufgrund der geforderten Asymptotik (11.38) beim Ubergang zur flachen Minkow-
ski-Metrik fiir » — oo folgt hieraus

v(ir)=-=X(r). (11.51)
Es folgt zur Bestimmung der Funktion v = v (r) nun die Differentialgleichung
| V/Q + V// ]//2 VIAI A/
0=Rpy=-— — — 11.52
H > T Ty (11.52)
V/Z + V// I/,
T2

Eine elementare Umformung liefert

V=T P (11.53)
T
7 2
= —=-=-—
v r
= In(re) = —2In () —v
To
= ro' = T—ge_”
r
= e=1-2
r
= v(r) :1n<1—m>
r
Somit folgt nach dem Gesagten jetzt
e =1-"2 (11.54)
r
1
Ar)
e =T
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11.3 Schwarzschild-Metrik

wobei die Integrationskonstante rq > 0 zunéchst ein freier Parameter mit der
Dimension einer Lange ist.
Die gefundene Loésung ist widerspruchsfrei:

ro = —e* Ry =0 (11.55)

R22 = 1—'-7"26_)\ <—V/_)\/ — 1)

2r 72

s, (1 Vv
=1—-re |5+ —
r r

=1—e"—rve

=1—¢"—r(e)

To To
r 72
=0

R33 = R22 sin2 ¥ =0.
Das Resultat ist die bertithmte Schwarzschild-Metrik:

ds? = (1 — TO) Adt? —

r

mdﬂ —r? (d192 + da? sin? 19) : (11.56)
Diese wurde 1916 von dem deutschen Astronomen Karl Schwarzschild entdeckt.
Die Konstante rq ist der sog. Schwarzschild-Radius.

Die statische Schwarzschild-Metrik (11.56) ist eine exakte Losung der homoge-
nen Einsteinschen Feldgleichungen, und ist deshalb giiltig im Aufengebiet? einer
homogenen (nicht geladenen und nicht rotierenden) Massenverteilung mit Kugel-
symmetrie.

Im Limes schwacher Gravitationsfelder, d.h. in groler Entfernung zum Ursprung
des Koordinatensystems, ist der Wert der Koordinate r gleich dem physikalischen

2Das augenscheinlich singuliire Verhalten der Koeffizienten goo(r) und gq1(r) in der Schwarz-
schildmetrik fiir » — 7¢ ist ein Artefakt der gewéhlten Koordinaten (ct,r, 9, @), und kann bei
geschickter Wahl von anderen Koordinatensystemen vermieden werden, sieche [MTWT73]. Die
Frage, ob zwei durch verschiedene Koordinatensysteme parametrisierte metrische Tensoren
physikalisch dquivalent sind, ist allerdings nicht leicht zu entscheiden.
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11 Ausblick auf die Gravitationstheorie von Einstein

Radius 7 = |r|, und es kommt gemaf (11.24) nur auf den Koeffizienten

goo (1) =1— ] (11.57)
des metrischen Tensors an. Dieser ist mit dem Newtonschen Gravitationspotential
GM

x|

¢ (r) =

(11.58)

bei kleiner Abweichung von der flachen Minkowski-Metrik verkniipft gemafl
20 (r) 2GM

c? Al

goo (r) =1+ (11.59)

Der Vergleich mit dem Newtonschen Gravitationspotential zeigt, dass der Schwarz-
schild-Radius ry durch die Ruhemasse M der Gravitationsquelle festgelegt ist:
2GM

5

(11.60)

g =

c

Fiir die Sonne erhdlt man mit Mgope = 1.989 x 10% [kg] den Wert 79 sonne =

2.952 [km], ein sehr kleiner Wert im Vergleich zum Radius der Sonne Rgopne =

6.96 x 10° [km]. Der Schwarzschild-Radius des Planeten Erde mit Mg.q. = 5.9742 X

10%* [kg] ergibt sich zu winzigen rg grqe = 8.87 [mm)]. Das verdeutlicht, wie schwach

die Effekte der Gravitationstheorie fiir die Himmelskorper in unserem Sonnensys-
tem sind.

Schwarzes Loch

Bei einer mit einer inkompressiblen Fliissigkeit gefiillten Kugel (Modell-Stern) mit
endlich grofem Radius R, bei der der Druck an der Oberfliche r = R verschwin-
det, existiert eine duflere und eine innere Losung der Einsteinschen Feldgleichun-
gen. Die duflere Losung ist im AuBengebiet R < r definiert und 16st die homoge-
nen Einstein-Gleichungen, die innere Losung ist im Gebiet » < R definiert und
16st die inhomogenen Einstein-Gleichungen. Beide Losungszweige sind iiber Stetig-
keitsbedingungen fiir g,,, und %g;;\, an der Oberfliche r = R der Massenverteilung
miteinander verkniipft und definieren insgesamt die Schwarzschild-Metrik einer
Massenkugel der beschriebenen Art.
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11.3 Schwarzschild-Metrik

Die innere Losung, die wir in dieser Vorlesung nicht weiter diskutieren wollen, ist
allerdings nicht notwendig statisch, denn man kann sich bei der innneren Losung
aufgrund des Einflusses des Energie-Impulsdichte-Tensors nicht auf das Theorem
von Birkhoff berufen. Die duflere Schwarzschild-Metrik besitzt im Fall rp < R
nirgends eine Singularitét, sie ist im Gebiet R < r jetzt tiberall regulér.

Von besonderem Interesse ist der Fall R < ry, wenn der Radius R der Ma-
terieverteilung kleiner ausfillt als der Schwarzschild-Radius ry. Fiir » — ry hat

die Komponente g1 (r) = —L5 des metrischen Tensors im gewihlten Koordina-

-7
tensystem eine Singularitat. Bei Wahl anderer Koordinaten tritt im metrischen
Tensor auf der Flache r = ry allerdings kein singuldres Verhalten in Erscheinung
(z.B. Kruskal-Losung). Die Fliache r = 1y (sog. Null-Hyperflache) tritt bereits im
Gebiet der aufleren Schwarzschild-Metrik als der geometrische Ort eines sog. Ereig-
nishorizontes in der Raumzeit physikalisch in Erscheinung. Wenn man die radiale
Fluchtgeschwindigkeit ausrechnet, die ein Projektil ausgehend von einer Position
r1 im Auflengebiet r > ry mindestens haben muss, um aus der Einflusszone der
Masse M in radialer Richtung ins Unendliche zu entkommen, so ist diese zwar
immer kleiner als die Lichtgeschwindigkeit ¢, aber sie ndhert sich von unten der
Lichtgeschwindigkeit an, wenn man die Startposition 71 des Projektils (von aufien
kommend) in die Ndhe des Ereignishorizontes bei r = rq verschiebt, r; — 1o+ 07.
Umgekehrt kann ein Projektil, dass in der Zone r < ry abgefeuert wird, der Ein-
flusszone der Masse M nie entkommen. Man spricht deshalb im Fall R < ry von
einem ,,Schwarzen Loch®, weil sogar elektromagnetische Signale, insbesondere auch
das Licht, nicht mehr entkommen konnen.

Hinter dem Horizont, in der innen liegenden Zone r < rq, ist die Schwarzschild-
Metrik zwar augenscheinlich frei von Singularitéten, allerdings verbirgt sich eine
nicht behebbare Singularitit des Kriimmungsverhaltens am Ursprung, denn dort
divergiert die Riemannsche Invariante® bei Annnéherung an das Zentrum. Fiir die
innere Schwarzschild-Metrik berechnet man

1

Ao DUV
RMV R o o 7"76.

(11.61)
Die durch die Raumkriimmung generierten Gezeitenkréfte steigen bei Annaherung
an den Ort der Singularitat extrem schnell an. Mit unseren alltdglichen, in schwach
gekrimmten Ré&umen entwickelten physikalischen Vorstellungen kénnen wir das,

3Eine Invariante ist von der Wahl von speziellen Koordinaten unabhingig!

459



11 Ausblick auf die Gravitationstheorie von Einstein

was ein hinter den Ereignishorizont reisender Beobachter wahrnehmen wiirde, zwar
mathematisch beschreiben, aber es ist sehr unanschaulich.

Hervorzuheben ist, dass weder der Ereignishorizont, noch die Singularitat in ei-
nem Schwarzen Loch bis heute in einem Experiment iiberzeugend bestéatigt werden
konnten, obwohl es in der Astronomie viele Indizien dafiir gibt, dass sehr kompak-
te, extrem massereiche, dunkle Objekte im Zentrum von Galaxien existieren. Diese
y,Schwarzen Locher” besitzen mit Sicherheit noch eine Reihe dunkler Geheimnisse,
iiber die heutzutage in der Theorie der Quantengravitation nachgedacht wird. Tat-
séchlich konnen ,,Schwarze Locher” z.B. massive Elementarteilchen wie Elektronen
bzw. Positronen emittieren, wenn aufgrund von energiereichen Fluktuationen der
quantentheoretische Prozess der relativistischen Paarbildung nahe am Ereignis-
horizont r = 1 stattfindet. Die von Stephen Hawking 1974 entwickelte Theorie
besagt, dass eines der bei der Paarbildung erzeugten Teilchen ins Gravitationsfeld
gerat und hinter den Ereignishorizont r < ry gezogen wird, wahrend das Partner-
Teilchen in den Raum r > ry entkommt. Dies ist der Mechanismus fiir die sog.
Hawking-Strahlung von ,Schwarzen Lochern®.

Bemerkung

Der Mathematiker und Astronom Pierre Simon de Laplace (1749-1827) vermutete
in seiner Publikation aus dem Jahr 1795 mit dem Titel , Exposition du Systeme
du Monde* bereits die Existenz von derart masssereichen Sternen, dass korpusku-
lares (teilchenartiges) Licht nicht entkommen kann. Seine Uberlegungen basierten
allerdings noch auf der Gravitationstheorie von Newton.
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11.3 Schwarzschild-Metrik

ErhaltungsgroBen bei der Bewegung in der
Schwarzschild-Raumzeit

Fiir die zur Berechnung der Bahnkurve eines Massenpunktes in der Schwarzschild-
Raumzeit benotigten Christoffel-Symbole erhalten wir nach dem Gesagten:

v ro 1 1 r
M == - — 11.62
10779 " gp21 — o 2rr—rg ( )

T ="y =53 1w =37
Fh:_z:_i);:_i "o

2 2r21 — 1 2rr—rg
F§2:—e”r:—<1—?>r:—(r—ro)
I3, = —e'rsin® 9 = — (r — rg) sin® ¥
2, = —sind cos v
F?2:i
=
I3, = cotd
I, =17,

Die Einsteinschen Bewegungsgleichungen (11.7) fiir die Komponenten der Trajek-
torie

aH(s) = ( ct(s), r(s), 9(s), al(s) ) (11.63)

I
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11 Ausblick auf die Gravitationstheorie von Einstein

in der Schwarzschild-Metrik schreiben wir jetzt:

Koordinate t (s) (11.64)
0= d?20 (s) o dz¥ (s)da? (s)
C ds? YA ds ds
A0 (s)
 ds?
. [th (s) N 1 ro  dt(s)dr (s)]
ds? r(s)r(s)—ro ds ds

Koordinate 7 (s) (11.65)
0— d’z' (s) ., da¥(s)da’(s)
- ds? YA ds ds

2l (s) oy (d2®(s)\? o, [(dat(s)\" g (da?(s)\ ., [dad(s))’
o ds? Lo ds 1 ds 1o ds 1 ds

d2r(s) r ats)\2 1 o dr(s)\ 2
a2 T 2[7’((;)]3 [r () = ro] (C ds ) O ( ds )

—[r (s) — ro] (digS))Q  r () — ro] sin? [0 (s)] (diis))2

Koordinate 9 (s) (11.66)
&% (s) ., dz¥(s)dz? (s)
0= ds? MR ds ds
d?z? (s) ) 5\ da! (s) dz? (s)
T ds? * (F12 + F21> ds ds ds ds
_d (fs(j) +- (25) dz(;) dif) —sin[9 (s)] cos [9 (5)] (doéis)>

da? (s) da® (s)

+ I3
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11.3 Schwarzschild-Metrik

Koordinate « (s) (11.67)
0= d2§;(3) s dxgs(s) dx;S(s)

_ dQE;(S) N (Fi’g N F§1) dx;;s) da:;gs) N (Fgg N ng) dx(j;s) dleS(S)

R i

Wir wihlen eine Ebene, in der sich der Koordinatenursprung befindet, als Aqua-

torialebene o) (s) = 7 aus. Das ist wegen der Annahme der Kugelsymmetrie im-
mer moglich. Offenbar wird die Differentialgleichung fiir ¥ (s) mit dem Ansatz
Y (s) = § identisch erfiillt, d.h. die Bewegung findet 0.B.d.A. in der dquatoria-
len Bahnebene statt. Das entspricht dem Erhaltungssatz von der Orientierung des

Bahn-Drehimpulses.

Man erhélt aus der Differentialgleichung fir « (s) dann sofort ein erstes Integral
der Bewegung

d*a (s) N 2 dr(s)da(s)
ds? r(s) ds ds
= (i In [sodo(;f:)] = —Q(i In [&%]
da (s) l\/ﬁr

—0 (11.68)

So =

ds r(s)
= [r(s) do(;is) = lp = const.

Dies ist die Entsprechung zum Erhaltungssatz des Drehimpulses beim Kepler-
Problem.

Die Differentialgleichung fiir die Zeitkoordinate ¢(s) lasst sich ebenfalls integrie-
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11 Ausblick auf die Gravitationstheorie von Einstein

ren:

d?t (s) 1 ro  d(r)dt(s)

=0 11.69
ds? +r(s)7’(s)—ro ds ds ( )
d?t (s) dv(s)dt(s)
= ds? + ds ds 0
i v(s) di (8) =0
ds ds
SR dt s) = by = const
ds
dt (8) b()
ds 1 — 2o

r(s)

Die Integrationskonstante by kann im Prinzip jeden Wert annehmen. Fiir eine ra-
diale Bahn r (s), die fur grofien Abstand zum Zentrum asymptotisch in den flachen
Minkowski-Raum miindet, so dass dort im Unendlichen die Bahngeschwindigkeit
gleich v, ist, folgt zwischen der Endgeschwindigkeit v,, und dem Parameter by der
Zusammenhang

dt (s) 1dt 11

o=l =g = g = o (.70)
Fiir Bahnen, die nicht bis ins Unendliche reichen, gilt das natiirlich nicht.
da(s) d(et

Setzt man die erzielten Ergebnisse fiir =3 und T) in die Bewegungsgleichung
fur die Radialkoordinate r (s) ein, so findet man unter Berticksichtigung des Um-
stands, dass die Bewegung in der Aquatorialebene 9 (s) = 7 stattfindet, nun die
folgende Differentialgleichung:

d3r(s) r _ d(ct) 2
a2 T Z[T(%)])S [;(5) ol () e
1 r dr(s da(s
T 2r(s) T(S)O—ro ( ds ) = [1(s) = 7o) ( ds )
d27‘(s) c2r . bor(s) 2
2 T 2[7«({)]})3 [J (8) = 7o) (r(s)—ro) )
1 dr(s l
2r r(s)(lro ( ds ) o [T (S) N TO] ([T(E)F)

0= (11.71)

Folglich ist

dr(s) 1 n dr(s)\? o Abtrg o7 (8) — 10
ds? 2rr(s) —ro < ds > 20 ()] [r (s) — o] i r(s)]* (11.72)
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11.3 Schwarzschild-Metrik

Nach Multiplikation mit dem integrierenden Faktor (T@TO folgt hieraus

d r(s) dr(s) _ r(s) B Abirg o7 (8) — 10
ds [ r(s)—ro ds ] r(s) — 70 { 2r (s) [ (s) — ro] *th [r (3)]4 } 7
(11.73)

und weiter

d [ r(s) dr (s)]
ds |\ r(s) —ro ds

dr (s) r(s) bgro 27 (8) — 70
[ )~ ds ] G rare = e
2biro 57 (8) — 1o
ds T(S)—To{ 2r (s)[r (s) —ro] ° [r(s)" }
Abrg dr(s)+ 202 dr(s)
[7“(5)—7‘0}2 ds [7"(5)]3 ds

_d 2h2 12

Cds [r(s)—r0  [r(s)?]’
Also folgt mit der Integrationskonstanten ko der Erhaltungssatz fiir die radiale
Funktion 7 (s) zu

r(s) (dr(8)>2_lko+r(02537”0 I ] (11.74)

r(s)—ro \ ds s)—ro  [r(s)

dr\? 22
() b g B

ds 72 73

Die Integrationskonstante ky kann im Prinzip jeden Wert annehmen. Fiir eine ra-
diale Bahn r (s), die fir grofien Abstand zum Zentrum asymptotisch in den flachen
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11 Ausblick auf die Gravitationstheorie von Einstein

Minkowski-Raum miindet, so dass dort im Unendlichen die Bahngeschwindigkeit
gleich v, ist, folgt zwischen der Endgeschwindigkeit v,, und dem Parameter kg
der Zusammenhang

ar\’ 1dr)”
= lim (— | = lim [ ~— 11.
0<ko Tg&<ds> Tgfglo<cd7> (10.75)
2 v2
. 1dr dt =
=lm{-——] = .
r—oo \ ¢ dt dr 1_%

Mit (11.70) folgt somit im flachen Raum die Relation

r— 00 (11.76)
ko =-1+ Cng.

Fiir Bahnen r (s), die nicht bis ins Unendliche reichen, gilt die Aussage (11.76) aber
ebenfalls! Das folgt aus einem Erhaltungssatz, der direkt aus der Schwarzschild-
Metrik folgt, in dem wir (11.56) durch ds? > 0 ,dividieren“. Unter Beriicksichti-
gung der Erhaltungssitze (11.74), (11.69) und (11.68) folgt dann

ds > dz* dz”
S) = G (11.77)

ds ds

<
) 0 [ e
(

2 2
o cbo 1 9.9 ro 12 I2rg L (1o

1_7")( —m) . —mlkoﬂc%_ko)rﬂaﬂa 2

R~k — (PR — k)2 + 1§l p2

1— 1o 2’
T

V2]

T

Diese Beziehung muss fiir jeden beliebigen Wert r gelten. Fiir r — oo folgt hieraus
bz — ko = 1. (11.78)

Fir eine Bahnkurve r (s), die nicht bis ins Unendliche reicht, ist allerdings im
Unterschied zu (11.75) jetzt auch ko < 0 moglich.
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11.4 Perihel-Rotation

Den Erhaltungssatz (11.74) fiir die radiale Koordinate 7 (s) diirfen wir nach dem
Gesagten umschreiben zu

dr\? ro 12 rg
— ) =kg+——2 402 11.
(ds) o+t r o or? + 73 (11.79)
q 2
= ko= [ iiis)] + Ve (3 Lo, 70)

l% To
V;ﬂf(r;lo,ro)E ﬁ—i_l <1_7°> — 1.

Fiir rg < r ist eine enge Analogie zum Kepler-Problem erkennbar, doch fiir r < rg
wird Veg(r;lo,70) < 0. Im letzteren Fall existiert kein stabiler Orbit mehr, das
Testteilchen stirzt auf einer Art Spiralbahn bis ins Zentrum.

11.4 Perihel-Rotation

Von Interesse ist die parametrisch definierte Bahnkurve [r (s), « (s)] eines stabilen
Orbits, den wir jetzt mit dem Erhaltungssatz (11.68) berechnen wollen, in dem wir
den Parameter s eliminieren und die Radialfunktion r = r (a) auf der gesuchten
Trajektorie als Funktion des Winkels o ausdriicken:

d?“(Oé) _ d:ii(sS) _:l:\/ko—l-%)—% 1(27)1% (11 80)
o~ da) Iy ' '

Ein stabiler Orbit ist eine gebundene Bahnkurve r («), charakterisiert durch eine
untere Grenze r; und eine obere Grenze 19, so dass stets gilt

ro <11 <71(a) <ro. (11.81)

Fir jeden Wert 7 («) gibt es zwei Werte von %, die sich nur im Vorzeichen
unterscheiden. Somit schwankt r () periodisch zwischen seinem minimalen Wert

r1 und seinem maximalen Wert 5. An den Umkehrpunkten der Bahn, die durch die

Forderung r (o) L ry > 0 und 7 (ag) L r9 > 0 zu bestimmen sind, verschwindet
die erste Ableitung:

lim dr (a) =0= lim dr (oz)'

a—a1  da a—a2  dao <1182)
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11 Ausblick auf die Gravitationstheorie von Einstein

Es folgt so aus (11.80):

dr («) 2 r? ro 12 3o
_ vear | =2 ko+— -2 422 11.
[ do | 1] 0 ot ror? + r3 (11.83)
2
02[dr<&)|aa2] :71§<k00+7’0_l(2;+lg7;0>‘
do 0 Te T3 T3

Man erhélt aus den Forderungen (11.83) fiir das Verschwinden der Ableitungen
an den Umkehrpunkten ryund ro nun zwei lineare Gleichungen, die es erlauben,
die Integrationskonstanten k., und 2 durch den minimalen Radius r; und den
maximalen Radius r9 auszudriicken:

L d—m\(* -
(17{)_f><l§>:<_;5). (11.84)
r‘; r% 0 o
Also
ro <11 <12 < 00 (11.85)
ko= —79 . 0(r1 T22 <0
(=) (1-2) =
12 UL >0

1
— 11.86
(o) = o (11.56)
folgt dann
du 1 dr
— = 11.87
da r2 da ( )
Somit, ,
CL“ _ 92,2, 12, 3
lod = ko + rou — l5u” + [5rou’. (11.88)
Q
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11.4 Perihel-Rotation

Es gilt jetzt, den Einfluss der Raumkriimmung auf die Periode dieser radialen
Oszillation abzuschétzen. Ableiten nach dem Winkel a ergibt nach Kiirzen des
Faktors dZ—(Of‘) # 0 auf beiden Seiten der Differentialgleichung

2
,d7u
Oda?

21 = 1o — 2l5u + 3l5rou’. (11.89)
Umstellen liefert schliellich die zum Kepler-Problem analoge Differentialgleichung
des Einkorperproblems fiir die Trajektorie eines Teilchens im Gravitationsfeld eines
kugelformigen Himmelskorpers nach der Theorie von Einstein zu

du o . 370 o
— = — + —u”. 11.90
do? U Top T (11.90)

Wir gehen zu dimensionslosen Grofien iber und schreiben

Ul(a)=ru(a) (11.91)
_ o
o2
c= 3o
a 27’1.
Dann folgt
d°U )
E‘FU:CL—FEU . (11.92)

Der nichtlineare Term proportional zur Konstanten e auf der rechten Seite re-
préasentiert den Effekt der Raumkriimmung. Fiir ¢ = 0 beschreibt der Planet die
bekannte Bahn einer Kepler-Ellipse mit Periode 27:

1

U(Oz,eS:O):a—l—bcosa:m.

(11.93)
Der Parameter b ldsst sich leicht durch r; und 79 ausdriicken. Fiir ¢ # 0 ist die
Periode wegen des nichtlinearen Terms u? zunéchst unbekannt. Andert sich die
Periode der radialen Ostzillationen gegentiber dem Fall ¢ = 0, ist die Bahn zwar
periodisch, aber nicht ldnger eine Ellipse.

Wir betrachten jetzt ausschlieflich Bahnen, die zum Schwarzschildradius einen
groflen Abstand haben, also e = g%) < 1. Dann kann die Abweichung der Bahn von
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11 Ausblick auf die Gravitationstheorie von Einstein

einer Kepler-Ellipse in Storungsrechnung nach dem Parameter ¢ ndherungsweise
berechnet werden. Mit einem noch zu bestimmenden Parameter p und einer noch
zu bestimmenden beschréankten (!) Funktion W («) machen wir den Ansatz:

Ula,e) =a+bcos|a(l+ep)+eW(a)+ O (52) (11.94)
Es folgt mit
OFUd((;m = —(1+ep)’beos|a(1+ep)| + 60502/ (11.95)
und
e[U (a,e)]® =ela+ beos|a (14 ep)] + W] (11.96)

=c (a2 + 2ab cos a + b? cos? a) + 0 (52>

durch Einsetzen in die Differentialgleichung (11.92):

d*U d*w
F+U_a+b[1 — (1—{—gp)2} cos [a (1 +ep)] +€<da2 +W> +(9(52)
(11.97)
—a—|—5<a + 2ab cos a + b? cos a)—i—(’)( ) (11.98)

Koeffizientenvergleich bzgl. der Potenzen von e ergibt nun die gesuchte Differenti-
algleichung fiir die Funktion W («):

2

d? b b
W +W = <a2+2> +2b(a+p) cosoz+§cos2oz. (11.99)

da?

Die allgemeine Losung einer inhomogenen Schwingungsgleichung

d2
W—l—w— Zb cos (wy (11.100)
lautet -
Z 5 €08 (Wnx) + ¢o cos (@ — ) - (11.101)

n
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11.4 Perihel-Rotation

Wenn der treibende Term mit einer Eigenfrequenz w,,, = 1 der homogenen Losung
der Differentialgleichung oszilliert, kommt es bekanntlich zur ,Resonanzkatastro-
phe®, d.h. es gibt im vorliegenden Fall fiir a + p # 0 eine linear mit dem Winkel
a ansteigende Amplitude in der Losungsfunktion W («), letztere wire dann unbe-
schréankt. Um das zu vermeiden, bestimmen wir den Parameter p aus der Forderung

p+a=0, (11.102)

so dass der gefahrliche Term in (11.99) verschwindet. Somit lautet die Bestim-
mungsgleichung fir W (a) jetzt

p=—a (11.103)
d*w , bV
= _ _ 2
da2+w a —|—2—|—2cos Qo
, b b?
= _ _— 2
= W(a)=a"+ 5 +2<1_4)cos a
2 b? (1 008204)
= Qa _— —_
2 3

Fir Bahnen mit groflem Abstand zum Schwarzschildradius ist ¢ < 1. Die ge-
suchte periodische Losung lautet demnach in fithrender Ordnung, wenn wir die
(nach Beseitigung der Resonanzkatastrophe) jetzt stets kleine Korrektur eW ()
unberiicksichtigt lassen:

Ul(a,e) =a+bceos|a(l —ea)l + O(e). (11.104)

Aus der Forderung
Ula+Qe) =U (o) (11.105)

folgt somit die gesuchte Periode €2 der radialen Oszillationen in fiihrender Ordnung
zZu

Q1 —ea) =27 (11.106)
2T

= =
1—ca

~ 21 (1l +ea).
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11 Ausblick auf die Gravitationstheorie von Einstein

Die gesuchte Bahnkurve r () nach der Gravitationstheorie von Einstein lautet
dann in fithrender Ordnung

r1

ria) = a+beos|a(l—ea) +0() (11.107)
. 37”0
T
__Tory
=28

In kartesischen Koordinaten ist die Position des Planeten in der Ebene ¥ = 0
gegeben durch den Vektor

r(a)= [ r(a)cosa, r(a)sina } , (11.108)

siehe Abbildung 11.1.
Aufgrund der Periodizitatseigenschaft der Radiusfunktion,

ria+Q)=r(a), (11.109)

ist die Verschiebung der Position des Planeten am Umkehrpunkt r (ay) = o (dem
sog. Perihel) nach einem Umlauf gegeben zu
r(ag+ Q) —r(a) (11.110)
=r(az+ Q) { cos (g + Q) , sin(az + Q) } —r(ag) [ cos (ag), sin () }
= ry[cos (ag + ) — cos (az) , sin (g + Q) — sin ()]
= ry[cos (ag + 27 4 2mea) — cos () , sin (ag + 27 + 2mea) — sin (o)
= ry[cos (ag + 2mea) — cos (az) , sin (e + 2mea) — sin (ay)]

= 2mea - ro [— sin g, cos ag| + O (&?2) )
Der sog. Perihelshift ist demnach

As=r(ay+ Q) —r(ag)| = rAa (11.111)

2
Aa:Q—ZW:Qﬂaezg—ﬂr—o.
2 2
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11.4 Perihel-Rotation

,20 -

Abbildung 11.1: Ausschnitt der Bahn eines Planeten im Orbit um einen Stern nach
der Gravitationstheorie von Einstein.

Bemerkung

Dass die Umlaufbahn von Merkur keine exakte Kepler-Ellipse ist, sondern eine
Perihelrotation aufweist, das war in der Astronomie schon langer bekannt, und
wurde zunéchst gravitativen Einfliissen zugeschrieben, die insbesondere vom Qua-
drupolmoment der Massenverteilung des Nachbarplaneten Venus und den grofien
Planeten im Sonnensystem herriihren. Nach Abzug dieses konventionellen him-
melsmechanischen Effekts, der etwa 532" pro 100 Jahre betrigt?, blieb aber noch

4Die in der Astronomie iibliche Einheit fiir kleine Winkelinderungen ist

2T 2

= 1076,
360 x 60 x 60 1.296

1 [Bogensekunde| = 1=
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11 Ausblick auf die Gravitationstheorie von Einstein

eine Differenz von etwa 43" pro 100 Jahre iibrig. Diese Perihelanomalie von zu-
satzlichen ca. 43" pro Jahrhundert beim Planeten Merkur kann iiberzeugend mit
der Gravitationstheorie von Einstein erklart werden.

11.5 Ablenkung eines Lichtstrahls im Schwerefeld
einer Massenkugel

Die scheinbare Verschiebung der bekannten Position von Sternen am Nachthim-
mel, deren Lichtstrahl wihrend einer Sonnenfinsternis dicht am Rand der Sonne
vorbeigeht, ldsst sich als die Ablenkung des Lichts im Schwerefeld der Sonne deu-
ten. Um den Effekt zu beschreiben, betrachten wir zunachst ein massives Teilchen,
dass bereits im (fast) flachen Raum in grofler Entfernung zur Sonne mit grofier
Geschwindigkeit |v..| < ¢ startet, wobei die Orientierung von v, so gewahlt ist,
dass die Bahn des Teilchens bis auf den Abstand a > ry an die Sonne herankommt,
bevor es sich dann wieder von der Sonne entfernt und zurtick in den flachen Raum
fliegt, siehe Abbildung 11.2. Handelt es sich bei dem Teilchen um ein Photon, so
ist am Ende der Rechnung der Limes |v,,| — ¢ zu bilden.”

Nach dem Gesagten gilt am Punkt des kiirzestens Abstands der Bahnkurve r ()
des Testteilchens zum Ursprung des Koordinatensystems

T (84) = a (11.112)

dr ro 13 Bro
=|— =\ko+—— =+ —.
<ds>s=sa \/ oF a a? * al

a zu

2'a (11.113)

®Eigentlich miisste man auf Basis der (kovarianten) Maxwell-Gleichungen eine Rechnung ma-
chen, bei der sich elektromagnetische Signale in der gekriimmten Raumzeit der (duferen)
Schwarzschild-Metrik ausbreiten.
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11.5 Ablenkung eines Lichtstrahls im Schwerefeld einer Massenkugel

An den iibrigen durch s # s, gegeben Punkten r = r (s) der Bahn gilt dann

2 2 2
(dr> k0o oo (11.114)
r

r2 r3

ko + 2 a®

r 1 -1 2
a

a?l—-" To al—"
=ko|1l—-— - — |1+ - L.
(LEED) )
Dem Erhaltungssatz (11.68) entnehmen wir jetzt fiir die Bahn des Winkels « als
Funktion der Radialkoordinate r die Differentialgleichung

a5 4
ds ds

ko+22

1 a? 1O—Lg

_ a

r? _no N
\/kro (1-%5) +2 (1+2%)
GeméB (11.76) gilt aber kg — oo fir |ve| — ¢. Demnach lautet die gesuch-

te Bahngleichung fiir ein an der Massenkugel M vorbeifliegendes Photon in der
Schwarzschild-Metrik

[Voo| = € (11.116)
da B a l 1
dr_\/l—?ﬂ\/l_izt;g
B a 1 1
i e
a 1

M) e (-2

475



11 Ausblick auf die Gravitationstheorie von Einstein

;\/Tz — a? \/1 + roa(a®—r3)

a?r(r2—a?)

1

r \/712 — q2 \/1 __rg_r3—ad

a r(r2—a?)

1

; \/7“2 — a2 \/1 T (r—a)(r2+ra+a?)

1

a

a r(r—a)(r+a)
1

;\/72 —q2 \/1 1o r24rata?’

a r(r+a)

Hieraus folgt insgesamt die Anderung des Winkels o zwischen der einlaufenden und
der auslaufenden Bahn eines Photons (Orientierungsianderung des Lichtstrahls) im
Schwerefeld einer Massenkugel M zu

o da oo 1
A :/ d 7:/ dr- .
=l T ar —o0 TT\/TQ—az\/ oy I

Mit der Substitution

a 1

@ 2(G+)

_a
~ cosy

dr sin vy

dy - aCOSQ’y

(11.117)

(11.118)

476
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folgt dann

3 . asinycosy 1 1
Aa = d~ 5 = -
T

a coiw (co£w+1>

(11.119)

/_, \/1 0 1+cos 14-cosy+cos? v

a 1+cos~y

dy

_/_w

Fir a > rg ergibt sich der Wert des Integrals in fithrender Ordnung bzgl. des
kleinen Parameters ** zu

A :/ TR (. To) 11.12
a _gdv[ +2a <1+COSV+COS’Y>]+O<GQ> ( 0)

Die verbleibende Integration ergibt

+ cos 7)

o
a 1+cosw

Tdy=n1 (11.121)

1
dy | —— =4.
/_g 7(1%—00574_%87)

Es folgt in fithrender Ordnung das Ergebnis

N

Wl

27“0 2
Aa=m+=2+0(5). (11.122)
a

Die Grofle des Ablenkungswinkel Ao — 7 eines vom flachen Raum her einfallenden
Lichtstrahls (hin zum Zentrum der Sonne) ist demnach proportional zum Kehr-
wert des kleinsten Abstands a, den die Bahn des Lichtstrahls vom Zentrum der
kugelférmigen Massenverteilung entfernt ist.
Fiir Photonen, die bei einer Sonnenfinsternis streifend am Rand der Sonne vor-
beifliegen, gilt
a = Rsonne = 6.96 x 10° [km] . (11.123)
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15

1.0

-10

-15

1.0

Abbildung 11.2: Ablenkung eines Lichtstrahls durch eine Massenkugel

Hieraus folgt mit dem Schwarzschild-Radius der (kugelférmigen!) Sonne

7o = T0Somne = 2.952 [km],

(11.124)
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11.6 Gravitative Rotverschiebung

dass in der Umgebung der Sonne ein den Rand der Sonne streifender Lichtstrahl
um den Winkel

270 Sonne 2 x 2.952 1.296 . ¢ <27r
= : = 0° x

Ao —m = = X
T T T Re T 696 x 10° 27 1.296
2m 2m 10-6

360 x 60 x 60 1.296

10—6) =1.75" (11.125)

1" = 1[Bogensekunde] =

aus seiner urspriinglichen Flugrichtung abgelenkt erscheint.

Bemerkung

Zur Sonnenfinsternis am 29. Mai 1919 reisten englische Astronomen zur Vulkan-
insel Principe vor der westafrikanischen Kiiste. Wéhrend der Phase der Sonnen-
finsternis machten sie photographische Aufnahmen des sich zur damaligen Zeit
in Sonnenumgebung befindlichen Sternhaufens der Hyaden, und es wurden die
Positionen der darauf erkennbaren Sterne mit Aufnahmen des gleichen Himmels-
ausschnitts verglichen, die etwas spdter im Juli 1919 angefertigt wurden, als sich
die Sonne aus der betreffenden Himmelsregion geniigend weit entfernt hatte. Die
Auswertung zeigte, dass das Sternenlicht tatséchlich vom Gravitationsfeld der Son-
ne abgelenkt worden war (damals mit einem Messfehler von ca. 20%), und wurde
als in guter Ubereinstimmung mit den Vorhersagen von Albert Einstein gewer-
tet. Als um 1920 bekannt wurde, dass die Beobachtungen mit den Vorhersagen
iibereinstimmten, wurde Albert Einstein zum medialen Superstar.

Mit dem ESA Satelliten Hipparcos wurden zwischen 1989 und 1993 die Posi-
tionen von mehr 100 000 Sternen jeweils 100 Mal vermessen. Ein Ergebnis dieser
Mission war die Bestatigung der Ablenkung des Sternenlichts im Gravitationsfeld
der Sonne nach der Theorie von Einstein im Rahmen eines Fehlers von ca. 3%.

11.6 Gravitative Rotverschiebung

Im allgemeinen ist der physikalische Abstand ds; zweier Beobachter P; und P,
die sich zur Koordinatenzeit ¢ = 0 auf der Kugelschale mit Radius » = r; bzw.

r = ry = r1 +dr in der Schwarzschild-Metrik (11.56) am Ort ¥ = § und a = 0
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befinden, gegeben zu

dt=0& d0=0& da=0 (11.126)
dr
1-m

1

d51 =

Die Koordinatendifferenz dr gibt jedoch in der Nahe von ry iberhaupt nicht den
tatsdchlichen Abstand ds; der beiden benachbarten Kugelschalen am Ort r = r;
an! Erst wenn die Kugelschale mit Radius r = r; einen groflen Abstand zu r( be-
sitzt, ro < ry, strebt die Schwarzschild-Metrik gegen die flache Minkowski-Metrik,
so dass gilt ds; = dr. In der gekriimmten Raumzeit miissen physikalische Abstan-
de zwischen verschiedenen Ereignispunkten immer mittels der Metrik berechnet
werden!

Entsprechend (11.56) muss zwischen einem Intervall At der Koordinatenzeit und
einem Intervall A7y der Figenzeit auf der Kugelschale » = r; unterschieden wer-
den. Fiir die Beobachter P, und P, gilt dann jeweils

dr=0&dd=0& da=0 (11.127)

Ar = [1— At
(&1

Ary = [1— At
]

Man erhélt nach Elimination der Koordinatenzeitspanne At fiir die beiden Eigen-
zeitintervalle A7y und A7y den Zusammenhang

o
ATy = i:jml (11.128)
T1

To >T1 :>A7'2>A7'1.

Uhren in verschiedenen Entfernungen zum Zentrum einer Massenkugel ticken dem-
nach unterschiedlich schnell. Eine weiter entfernt positionierte Uhr tickt schneller
als eine ndher am Zentrum liegende.

In einem Experiment sendet ein auf der Kugeschale r = ry ruhender Beobachter
P, wihrend eines Figenzeitintervalls A7 eine Anzahl N von Wellenziigen eines
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11.6 Gravitative Rotverschiebung

monochromatischen Lichtsignals der Frequenz v; in radialer Richtung hin zum
Beobachter P,. Der auf der Kugelschale » = ry ebenfalls ruhende Beobachter P
registriert dann wéihrend der Zeit A1, die gleiche Anzahl N von Wellenziigen wie
der Beobachter Pj, da der zeitliche Abstand At (ausgedriickt in der Koordina-
tenzeit) von zwei aufeinanderfolgenden Wellenbergen entlang der Trajektorie des
Lichts von 71 nach ry in einer statischen (!) Raumzeit konstant bleibt. Dann diirfen
wir schreiben

v _ o _An_ylTW (11.129)
41 ;]\; ATy 1—;—2 .

To >T1 = Vy < Uq.

Die Frequenz einer am Ort r; in Ruhe befindlichen Strahlungsquelle (z.B. ein
angeregtes 5"Rb-Atom) erscheint hin zu kleineren Frequenzen verschoben, v, < v,
wenn man sich das ausgesendete Licht des Atoms von einem ruhenden Ort 75 aus
anschaut, fiir den gilt ro > 7. Das ist der Effekt der gravitativen Rotverschiebung.

Befindet sich der Beobachter P; z.B. auf der Erdoberflache, r; = Rg.qe, und der
Beobachter P, in der Hohe z < Rg.qe iiber dem Erdboden, ro = Rgqe + 2, so gilt
mit 7 grde als Schwarzschild-Radius (11.60) der Massenkugel Erde:

1 _ T0,Erde

2oV n (11.130)
]/1 1 _ T0,Erde
T2
Tokde (1 1 ) 22
=1 —_)rolZ=
2 (T‘Q 1 <R2
GMErde z 22
=l o <R
Mit der Erdbeschleunigung
GMErde
9="p (11.131)
folgt dann
T 97 (11.132)

141 g
Dieses Ergebnis ist anschaulich. Steigt ein Testteilchen mit Ruhemasse m im
Schwerefeld der Erde vom Erdboden ;1 = R auf zu einer Hohe ro = R+ z, so muss
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dazu eine Energie

AE =mgz = fggz (11.133)

aufgewendet werden. Bei der letzten Umformung wurde die Aquivalenz von Masse
und Energie verwendet (10.259). Handelt es sich bei dem Teilchen um ein Photon,
das am Boden die Frequenz vy besa8, so ist dessen Energie am Ort r; geméafl der
Quantenmechanik mit der Planckschen Konstante h gegeben zu & = hiy. Also
folgt die Energiedinderung eines bei r = r; emittierten Photons beim Aufstieg

nach oben zu b
h(vy — 1) =AE = %gz, (11.134)

C

was zu (11.132) dquivalent ist. Dieser gravitative Energieverlust eines im Schwe-
refeld der Erde aufsteigenden Photons (Gammastrahlung) wurde von Pound und
Rebka 1959 mit dem Mossbauer-Effekt sehr genau gemessen, in volliger Uberein-
stimmung mit der Vorhersage von Einstein betreffend die Rotverschiebung von
elektromagnetischer Strahlung im Gravitationsfeld.

Gravitationswellen

Kleine zeitlich verdnderliche Fluktuationen der Raumzeit-Kriimmung mit Bezug
auf eine flache Hintergrundmetrik, breiten sich, wie man durch Linearisieren der
Einsteinschen Feldgleichungen (11.31) zeigen kann, mit der Vakuum-Lichtgeschwin-
digkeit ¢ aus. Dies sind die von Einstein vorhergesagten Gravitationswellen. Diese
experimentell nachzuweisen ist ein hochaktuelles Thema in der astrophysikalischen
Forschung.
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A MaBsysteme der Elektrodynamik

Der Betrag der elektrostatischen Kraft, die zwei Punktladungen ¢; und ¢y im Ab-
stand |rj»| aufeinander ausiiben, ist gemafl dem Coulomb-Gesetz gegeben zu

o 1 |q1q2| q1 q2 (Al)

- . o ———O
Aeg |rya°

’F(el)
|712]

Der entsprechende Betrag |F(™2®)| der magnetostatischen Kraft, die zwei diinne
geradlinige, sehr lange und strikt parallel orientierte Dréhte im Abstand |ri5| auf-
einander ausiiben, wenn der eine Draht einen Gleichstrom I; und der andere Daht
einen Gleichstrom [y trégt, ist pro Linge L der beiden Dréhte gegeben zu

/€2M0 ’[1[2‘
= ——2L . A2
4 7 || Lt 1719] L2 (4-2)

Der Quotient dieser beiden Kréfte ist eine dimensionslose Zahl, ganz unabhingig
davon, auf welches Einheitensystem zur Messung einer Kraft oder einer Ladung
man sich verstandigt hat,

’F(mag)

’F(mag) 2L|‘h]2||
.2 12
‘F(el)‘ = K flofo X |Q1Q§| : (A?’)
|12]

Da die Dimension des elektrischen Stroms I bekanntlich als elektrische Ladung ¢
pro Zeit t gegeben ist, hat das Produkt w./upeg notwendig die Dimension einer

inversen Geschwindigkeit:

1
K2 logy = = (A.4)

483



Anhang

Die Geschwindigkeit
1

Ky/f10€0

ist dabei eine universelle, vom Maflsystem unabhdngige charakteristische Konstan-
te. Wie wir den Ausfithrungen in Kapitel 7 entnehmen konnen (siehe (7.9)), ist ¢
gleich der Ausbreitungsgeschwindigkeit der elektromagnetischen Wellen im Vaku-
um.

Unter Zugrundelegung dieser Erkenntnis kann man die gebréuchlichen Einhei-
tensysteme in zwei Klassen einteilen.

CcC =

(A.5)

e Bei den symmetrischen Mafisysteme wahlt man

k=1
1
Mogozcj-

Das hat augenscheinlich den Vorteil, dass der Ausdruck fiir die Lorentz-Kraft
und auch das Faradaysche Induktionsgesetzt die in der Experimentalphysik
iibliche Gestalt besitzen. Nachteilig ist allerdings, dass die elektromagneti-
schen Felder E und B unterschiedliche physikalische Dimensionen haben. Das
Transformationsverhalten der elektromagnetischen Felder in der Relativitats-
theorie sieht dann leider in symmetrischen Mafsystemen nicht so elegant aus.

e Bei den asymmetrischen Mafisystemen wéhlt man

1
= =
c
togo = 1.
Dann haben die elektromagnetischen Felder E und B die gleiche physikalische
Dimension, alle Geschwindigkeiten werden in Einheiten von ¢ gemessen. Alle
zeitlichen Ableitungen der elektromagnetischen Felder erhalten einen Faktor
%, so dass sie die gleiche Dimension wie die rdumlichen Ableitungen der elek-
tromagnetischen Felder haben. In der Technik tibliche Geschwindigkeiten v
sind allerdings selten relativistisch, so dass gilt © < 1. Die Verwendung so
extrem kleiner Zahlen wird in der technisch orientierten Physik allerdings
eher als unpraktisch angesehen.
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Sl-Einheiten

Das allgemein iibliche Mafisystem in der technisch orientierten Physik sind die SI-
Einheiten (Systéme International), ein symmetrisches Mafisystem. Die Einheit des
elektrischen Stroms ist das Ampere [A], gemessen als Kraft der Stérke 2 x 1077 [N],
die ein zeitlich unverdnderlicher elektrischer Strom in zwei geradlinigen, unendlich
langen Leitern mit einem vernachléassigbar kleinen, kreisférmigen Querschnitt elek-
trodynamisch erzeugt, wenn die beiden Leiter strikt parallel orientiert sind und
einen Abstand von 1 [m] zueinander haben. Zur Erinnerung: 1[N] = 1 [kgs%] Die
Einheit der Ladung ist dann abgeleitet, d.h. das Coulomb [C] wird gemessen als
Ampeére-Sekunde

Gemafl der Definition der Einheit [A] gilt somit

k=1

107 1 [A?
W= |x
to = 4w - 1077,

GauBsche Einheiten

In der theoretischen Physik wird oft das Einheitensystem von Gaufl verwendet,
ein asymmetrisches Maflsystem. Es gilt vereinbarungsgemafl

1
K= —
C
1
€0 = —
07 4r
u0:47r.

Als Dimension der elektrischen Ladung ) ergibt sich {(Kraft)% Lénge}.
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Heaviside-Lorentz-Einheiten

Dieses elegante Einheitensystem, das urspriinglich auf Heaviside und Lorentz zu-
riick geht, wird oft in der Quantenfeldtheorie verwendet:

k=1
50:1
po = 1.

Konversionsfaktoren \/% bei den Feldern und /47 bei den Quelltermen bei der
Umrechnung von Gauf-Einheiten auf Heaviside-Lorentz-Einheiten fithren aller-
dings dazu, dass z.B. die Kapazitidt C' eines Plattenkondensators mit Flache |A|
und Abstand d zwischen den beiden parallelen Platten (Zwischenraum sei Vaku-
um) unterschiedliche Darstellungen besitzt. Zum Vergleich

SI C = 50%
Gauf C = ZIL«T:;I
Heaviside-Lorentz C = %

In Gaufischen Einheiten hat die Kapazitiat die Dimension einer Lange! Die Umrech-
nung in das SI-System erfolgt mit dem Faktor 47ey. Somit lem= % -10711 [A'S} =

Volt
S [pF] .

B Zur Eindeutigkeit eines Vektorfeldes aus
gegebener Rotation und Divergenz

In den Maxwellschen Gleichungen wird die Divergenz und Rotation der Vektor-
felder E (r,t) und B (r,?) durch deren erste zeitliche Ableitung sowie durch die
gegebenen Quellen p (r,t) und j(r,t) ausgedriickt. Ein solches Gleichungssystem
legt E (r,t) und B (r,t) eindeutig fest.

Der Grund hierfir ist, dass ein Vektorfeld C (r) (mit geniigend schnellem Ver-
schwinden fir |r| — oo) allein durch Vorgabe seiner Divergenz n (r) = div C (r)
und seiner Rotation m (r) = rot C (r) eindeutig bestimmt ist.

Angenommen es giibe zwei verschiedene Losungen C™ (r) und C® (r) mit

divCY (r) = n (r) = divC® (r) (B.1)
rot CV (r) = m (r) = rot C? (r) .
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Dann erfiillt die Differenz
CH (r) = CWY (r) — C (1) (B.2)
die homogenen Gleichungen
div C*? (r) = 0 (B.3)
rot C1? (r) = 0.

Letzteres bedeutet, es gibt eine skalare Potentialfunktion ¢(*? (r) mit der Eigen-
schaft
C"? (r) = =Vl (). (B.4)
Zugleich 16st ¢1?) (r) aufgrund der ersten der beiden Gleichungen in (B.3) nun die
Laplace-Gleichung;:
divC®? (r) = =261 (r) = 0. (B.5)
Eine im ganzen Raum regulire Losung ¢("?) (r) der homogenen Laplace-Gleichung,
die im Unendlichen nicht ansteigt, ist aber eine Konstante. Um dies einzusehen

verwenden wir den Satz von Gaufl fiir eine Kugel mir Radius R, und betrachten
anschliefend den Grenzwert R, — co. Es gilt namlich immer

/|r|<Rc d*rdiv [ (r) Vo (r)] = /

R, dZ'n’- {¢(1,2) (r) Vo2 (r’)} . (B.6)

Andererseits ist im vorliegenden Fall

div [¢1? (r) Vo2 (r)] = 612 (r) V2612 (r) + Vo!'? (x) - Vo' (r). (B.T)

=0, siehe (B.5) >0
Somit folgt
lim Brvet? (r) - Vot (r) (B.8)
Re—o00 Jir|<R.
>0
= lim a7’ ¢ (1) Vo' ()] = 0.

RC—>OO |1‘/|:Rc

Es bleibt nur der Schluss ¢™? (r) = const, anderenfalls wire die linke Seite der
Gleichung positiv, wahrend die rechte Seite den Wert Null liefert. Nach dem Ge-
sagten ist

0=-Ve'? (r)=C"? (r)=CW(r) - C?(r), (B.9)
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womit die Eindeutigkeit der Losung gezeigt ist. Viel schwieriger ist der Nachweis
zu fithren, dass eine Losung tiberhaupt existiert. Aber immerhin, wenn eine Losung
existiert, dann ist sie eindeutig.

Ausgehend von der bereits bewiesenen Identitat (2.14) folgt fiir ein Vektorfeld

1

v —r'|

F(r) = C(r') (B.10)
r' =const = C(r') = const,
dargestellt in kartesischen Koordinaten, die Relation
— V2F (r) = 470® (r — 1) C (1) . (B.11)
Mit der Identitat
rotrot F (r) = —V2F (r) + V, [div F (r)] (B.12)
folgt sofort durch Umstellen der Terme
476 (r — ') C (r') = rot rot F (r) — V, [div F (r)] . (B.13)

Elementares Differenzieren nach den kartesischen Komponenten r, des Vektors r
liefert

_ /
rot F (r) = C (r') A rirg
r— 1|
—

divF (r) = —C(r)) ——.
v —r'|

Also erhalten wir

I —r
476 (r — 1) C (') = rot [c(r’)/\”,,]+vr [C(r’)-”g]. (B.14)
r—r r—r
Sei jetzt
1 r—r
=—— [d¥C@r) —=
o) =~ [drCw)
1 r—r
A :7/ 3.7 / [
(r) gy drC(r)/\|r_r/‘3
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C Nachweis, dass ein Verschiebungsfeld notwendig solenoidal ist

Wir wollen annehmen, dass das Vektorfeld C(r) fiir |[r| — oo geniigend rasch
abféllt, so dass die Intergrale existieren. Es folgt gemafl (B.14) durch Integration
tiber die Variable r’ eine Darstellung von C (r) als Linearkombination von zwei
Vektorfeldern:

C(r)=—-Viop(r) +rot A(r). (B.15)

Das erste Vektorfeld hat verschwindende Rotation, das zweite eine verschwindende
Divergenz:

rot [_vr¢ (I‘)]

0
divrot A (r) = 0.

Gleichung (B.15) liefert die gewtinschte Zerlegung eines fiir |[r| — oo geniigend
rasch abfallenden Vektorfeldes C (r) in ein rotationsfreies und einen divergenzfreies
Vektorfeld. Wie eingangs gezeigt wurde, ist diese Darstellung eindeutig, wenn wir
setzen

n(r) =-V;¢(r)
m (r) = rotrot A (r).

C Nachweis, dass ein Verschiebungsfeld notwendig
solenoidal ist

Sei n(Y (r) die Teilchendichte eines elastischen Korpers 2 in Abwesenheit von &u-
Beren Kraften. Wirken nun (im adiabatischen Prozess) auere Kréfte, so wird jeder
Punkt im Inneren des Korpers von der Gleichgewichtsposition r nach ' = r+n (r’)
verschoben, wobei sich dann auch das Gebiet 2 zum Gebiet €2’ deformiert, d.h.
die Teilchendichte n(¥ (r) im Gebiet Q geht iiber in die Teilchendichte n(?¥) (v') =
n® [r' — n (r')] im Gebiet . Da bei der betreffenden Verschiebung keine neuen
Teilchen entstehen konnen, gilt fiir die Teilchenzahl Ng im Gebiet €2

No = / Ern® (r) = / Er'n® (1) = Nov. (C.1)
Q Q

AuBerhalb des Gebietes € ist die Teilchendichte n(® (r) = 0, entsprechend ist
auferhalb des Gebietes ' die Teilchendichte n*) (r') = 0. Somit folgt jetzt mit
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der Stufenfunktion Oy (z)

Op () 5 (C.2)
die Identitét
0= No — Ng (C.3)
_ / @) ( / BErn@ (¢
_ /d3 n®) ( Q)( )} n® (1) Oy {n(ﬂ) (r)]}‘

Bei einer kleinen Amplitude |n| der Verschiebung n (r) ist
n@ (1) =@ [r—n @) =0 (r) =0 () Ven' (£) + O (In]*) (C4)
On [ (1)] = O [0 (r) = n(x) - Vel () + O (Inf*)] .

Mit der Relation d
Oy (x) =8 (2) (C5)

entwickeln wir die Stufenfunktion formal in eine Taylor-Reihe und schreiben

Oy [n®) (1)] = Oy [0 (1)] = [n(x) - Ven® ()] 6 [n@ ()] + O (Inl*) . (C.6)

Dann folgt
0= Now — Ny = / d&r {n® (r) O [0 (r)
_/d3{ n(r)- Vi@ (r) + O
x [0 [n® @ﬂ—[@»Vm@@ﬂ
— (1) O [0 (x)] }
= [ @ {0 (1) 0 [0 ()] = [1.1) - Venl® ()] 0 (1) 8 [0 ()]

S T
3
—~
L]
~
[}
N———
[

= [n) - Ve ® @] €4 [0 (1)] + O (Inf*) = 0 (1) O [ (1] }
_ / &r [ (x) - Ven® ()] O [0 (1)] + O (I]n (0)?). (C.7)
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Es folgt in fithrender Ordnung fiir ein Verschiebungsfeld n (r) mit infinitesimaler
Amplitude

_/ d*rn(r) - Ven@ (r) ©8)
_ _/ d37’d1V /dgrn r)divey (r)
S S,
90 %/—’ Q
=0 fiir r' €00

—/d3rn r)divny (r).

Die Aussage gilt fiir beliebige Gebiete €2 mit endlich grofien Teilchendichten
n® (r). Hieraus folgt, wie eingangs behauptet, dass das Vektorfeld i (r) solenoidal
sein muss:

divy (r) = 0.

Der Grund hierfiir ist die Teilchenzahlerhaltung.

D Berechnung zweier Integrale fiir die Bestimmung
der Gegeninduktivitat

D.1 Erstes Integral

Wir berechnen das Integral in (5.111), namlich

O<a<b (D.1)
a a2 — r2 a 0 1
I(a,b) = dxH:</ + >dx\/a2—x2
—a b+ x 0 —a b+ x
a 1 1
:/ dx\/aQ—x2< + )
b+x b-ux
VaZ =12
=2 ["ar¥; var— ot
2—z
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Substitution:
r=a-sint, dr=acos?-dv
0<z<a & 0<19<g.
Es folgt
us 2
I@Jﬁ:Zb/Qdﬁwaﬁlg.
0 & —sin® 4
Verdopplung des Winkels durch
o) — 1+ cos (219)7 <0 — 1 — cos (219)‘
2 2
Somit
3 1 20
b =2 [ a0, o cos (20)
0 2% — [1 —cos (20)]

r_ 7T 1 /
19;21917/ ' + cos (V)
0 2% — 1+ cos (V)
_ b "4 21—|—COS<19/) ‘
2 J—x (22—2 — 1) + cos (V)
Das Integral berechnen wir mit Hilfe des Residuensatzes zu

Q7
Z:€M9

1 1+t
E D+

z = Pol im Inneren des Einheitskreises |z| = 1.

:Zl

I(a,b) :2-27TZRGS
!

Wir erhalten nach elementaren Umformungen

1 1+3(z+))
M e ) i)
1 2242241

2224 (28 —1)22+1
1 (z+1)?

z(z—21) (2 — 22)

(D.2)

(D.7)
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Die betrachtete rationale Funktion r (z) hat fir 0 < a < b drei einfache Pole

20 = 0 <D8)

2 2 2
21:—<2Z2—1>+ <2b—1> —1
b2 b2 2
z2:—<2a2—1>— (2@2—1> —1
9 2

Z1R9 = 1.

Die Polstellen zy und z; sind wegen unserer Annahme 0 < a < b im Inneren des
Einheitskreises positioniert, 2z liegt aufien. Wir erhalten dann

Res[r(z);z = z) = [(z _(;J)r(i)i Z2)LZ =1 (D.9)
Res[r(2): 2 = 21] = tijiﬂ - ﬁ;i;

1_
2:32 21+2+22

Z1 — %9
—2 (2% 1) +2

2\/(2;‘; ~1) -1
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Fiir die Summe der Residuen der rationalen Funktion r (z) iiber alle Polstellen im
Inneren des Einheitskreises folgt somit

> Res[r(z);z=2z]=1-4/1-—. (D.10)
le{0,1}

Das Integral hat demnach den Wert
Ia,b)=m(b— V> —a?), (D.11)

was zU zeigen war.

D.2 Zweites Integral

Zur Berechnung des Integrals in (5.129)

1

(wrg)”

Iy = / d* [ d*'In|r — 1’|
Ko Ko

verwenden wir die oben definierten Toruskoordinaten (5.125) und schreiben

Injr —r'| =In \/[rz (p,a,0) =7 (¢, 0/, 0))° + [ (p, @, 0) — 74 (o, o, 0)]

=In \/[psina — p'sina’]®> + [(a + peosa) — (a + p' cos o)]?

=In \/p2 (cos? a + sin® @) + p"2 (cos? o +sin® o) — 2pp’ (sinasin o’ + cos avcos o)

=1In+\/p? + p'2 — 2pp’ cos (a — ).

Somit

1 21 0 2 0
Iy=— / da / dpp / da / dp'p' Iny/p? + p2 — 2pp/ cos (a — o)
(mrd)” Jo 0 0 0

1 ) 0 .y 2T 5 P ;
:(mﬂz)Q/o dpp/o dpp-27r/0 dxln\/p + p'? — 2pp’ cos (x).
0
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Nun gilt
p>p

2 /2 / — . ’07/2_ ﬂl
Iny/p?+p 2pp'cos(x) =In|p- (/14 2— cos (x
PP

{5 (-5

1 a 1 b
=lnp+ =In <1 — pe”) +—In (1 — pe‘”‘)
2 p 2 p

Es folgt mit
2
dycos(ny)=0firn=1,2,...

fiir das Winkelintegral

Inp firp>p,

27
dyIlni/p? + p2 — 2pp’ cos =27
/0 X \/,0 p PP ) {ln P fur p < p.

Nach dem Gesagten erhalten wir

4

Iy=— [ dpp / " dp/p Inmax (p, o)
7"0 0 0

4 T r
- 74/0 O dpp {/OP dp'p' Inmax (p, o) +/ ’ dp'p' Inmax (p, p')
0 p

4 fro P 0
=5/ dpp [lnp- / dp'p" + / dp'p'In p’}
0 0 P

To
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und schliefilich

p'=p
4 o fp? 0 o/ P
—— [ dppd B mp+ Dy -2 - L &
rg‘;/o pp{ R B

4 2 2 2 47 P=T0
[y, ) 2
Ty 2 4 ) 2 16 -0
4 TS‘ 7“8‘

Z 129 _ 1o

rélél nro 16

1

zlnro—z.

E Berechnung der E- und B-Felder mithilfe der
Liénard-Wiechert-Potentiale

Aus den Liénard-Wiechert-Potentialen (7.127) berechnen wir die Felder einer be-
wegten Punktladung. Zunéchst ist

a€{x,y,z} (El)

0 ¢ (I‘,t) - éf4a (I‘, t)

E, (I‘,t) - ot

Ta
B q© o 1
dteg | Org ‘I’ _ 1(0) (tl)’ _ [r—r(0>(t’)]~v(0)(t/)

C

C

L10 o8 ()
2 ot r—r0) (¢)] v (¢
c? ot |I‘ _ (0 (t’)‘ _ [rer@ @] v @) bt
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E Berechnung der E- und B-Felder mithilfe der Liénard-Wiechert-Potentiale

4© )
o . 2
(|f — O ()] - WWW))

471'50

0 [r _r (t’)] . v(® (t)
_(0) (4|
% Org [ r—r (1) p
1 0w (1) 1
ot

v — 20 (p)| - OO

c

! v (1)

i 2
c [|r—r<0> t)] - Mﬂ“}

C

0
— _ n(0) (y|
ot “r r ()

[r—1©® (#)] -v© (t’)]

c

t'=t’ (I‘,t)
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und

B, (r,t) = [rot A (r,t)], = abe 68 Ag (r,t) (E.2)
Tb
_ ripog@ 9 { v ()
T T ar %y = ()] v (1)
P =@ @) - : c] =t/ (r,t)
©) o) 1
_ Klog ) (4 ]
= Eabe sV, (t
47 {{ b ory () ’r _ 10 (t’)\ _ [r—r(o)(t’c)]-v(o)(t’)
0 1
+eabe | 5— wmw%
or O () www} ¢
|7 e =@ @) - [ c} =t/ (r,t)
K“Oq(o) . 8U¢(30) (tl) it/ 1
. b0 Oy I — O (#1)] [r—r(U)(t’c)].v(o)(t/)
r—r(® (¢)]-v© (¢
Birb |:‘I‘—I'(O) (t/)’— [ ( 2} ( ):|
—Eabe 0 0 2 O (t/)
[|r —r© ()] — [r—x WC)]-V( (t )}
) t'=t'(r,t)
Eine Uberlegung analog zu (7.125) ergibt
a€{ry 2} (E.3)
875’ nt(z())(t/)

c
n(0) (¢).v(O) (/)
c

e 1-—
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E Berechnung der E- und B-Felder mithilfe der Liénard-Wiechert-Potentiale

Folglich ist (Summenkonvention beachten)

9 [ ) (4 (r =@ () - v (t')l
— [t =" ()| -
Ora ‘ t=t/(r,t)

(E.4)

Cc

:CﬁJ@—*WﬂGNAWWH_ﬁl@—&wﬂ%Wm”
t'=t'(r,t)

‘r —r(0) (t’)’ or

arO (¢ ’
(re=r® ) (b - 25003

B ) - < 5 o) 8t’> o (t)

‘r —1(0) (t’)’ ot Org

Cc

100 (') ot
(O (ry) L O0e
(Tc re” (¢ )) c Ot Or,

t'=t’(r,t)

_ {[néo) ) — vﬁo)c(t’)] (5“ — 0O () gﬁ' )

(0) (s /
1 due
_ (Tc —r® (t’)) (‘)v(t)@t}
=t/ (r,t)

c Ot  Or,

2 v (¢
. i OO o) 2O )
| _ 2O ~vO @) 2 2

C

_@_n@w»wmwvv@wq} |
C C
t'=t/(r,t)

Entsprechend

gt [‘r —r @)

= {@at’ [‘I‘ —r©® (t/) _

n(o) (t/) . V(O) (t/) —+

(E.5)

Cc

[r_rmmyﬂ.vayq
t'=t'(r,t)

C

h—r®@ﬂ-wmw15y}
ot
t'=t/(r,t)

v(0) (¢ 2 ’
ML L [ r0 ()] 1200

1— n(0) (t’);v(o) ()
=t/ (r,t)
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Ebenso
o) ovl0 (t') ot
©) (¢) = e V77 E.6
Eabcarbvc ( ) Eabe ot (97“() ( )
0 8v§0> !
m (#) 225

= 5abc1 O ) vO )
C

Einsetzen der berechneten Ableitungen (E.4), (E.5) und (E.6) in die Ausdriicke
(E.1) und (E.2) ergibt nach weiteren elementaren Umstellungen fiir die elektroma-
gnetischen Felder einer bewegten und beschleunigten Punktladung das Ergebnis

(0) 1 1— [V<O)(t,)]2 ©) (¢
E(r,t) = - E n® (y = Y)Y g g
dmeg | |r — r© (t/)‘Q [1 B n(0>(t’)~v<0>(t/)}3 c
1 1 1
+ - 0) (4 3
¢ r—x® ()] [1 - nQwv O]
e (t') A (o (t’) B v (t/) . laV(O) (t’)
c c ot
t'=t'(r,t)
1
B(r,t) = —nO [t (r,t)] AE (r,1).
c

F Fourier-Transformation einer Faltung

Wir betrachten quadratintegrable Funktionen f(¢) und g(¢) auf der reellen Achse.
Das Integral

flw)= [ ater ) (F.1)

heifit Fourier-Transformierte der Funktion f (¢). Wir berechnen jetzt die sog. Fou-
rier-Riicktransformierte Funktion. Dazu betrachten wir das Integral

Flrw) = [ e fw) (F.2)

—We 27'('
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F Fourier-Transformation einer Faltung

Einsetzen der Definition (F.1) fiir die Fourier-Transformierte und anschliefende
Vertauschung der Reihenfolge bei der Integration ergibt

Fltw) = [ 2o [T avesry ) (F.3)

~—L/ ¢’ L/ (kde4““—“ﬁ ft).

Nun gilt
We d . / ]_ We
/_wc %e"w(t_” =— dw cos [w (t —t')] (F.4)
1 sinfwe (t — 1)]
Tttt

Mit der Darstellung

1 C(t—1
lim 1 sin [we ( )]
We—00 T t—t

=0(t—1t) (F.5)

fir die Dirac-Deltadistribution erhalten wir

1 sin [w, (t — )]

i Fltsed) = i [ d'ﬁ ) (F.6)
- / At's (t—t') f ()

= /().

Qemnach ist die Fourier-Riicktransformierte der Fourier-Transformierten Funktion
f(w) wieder gleich der urspriingliche Funktion f ()

f= [ P i) (F.7)

Eine niitzliche Eigenschaft der Fourier-Transformation betrifft die Fourier-Trans-
formierte des Faltungsintegrals (convolution) von zwei Funktionen f (¢) und g (¢):

_ [ O:O d'f (t — ) g(t"). (F.8)
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Die Fourier-Transformierte C (w) einer Faltung C' (t) ist dann gegeben zu

O (w) = [ Z dtetC (¢) (F.9)
= /_ O:O dte™! /_ O; dt'f (t —t)g(t)

0 . o0 o0 d ! -’ n o
— / dteit / dt / zie‘“" = Fw)g(t)
—00 —00 — 00 T

oo du’ 00 . , —~ o] -
-/ = [ / et ﬂ Fw) [ " are (0,

T
Das Integral tiber die Variable t' ist gerade die Fourier-Transformierte g (w’) der
Funktion g(t):

[ O:O e g(t') = § (o). (F.10)

Fiir das Integral iiber die Variable ¢ folgt in volliger Analogie zu (F.5):

oo . / T - ’
dte’@=t = lim [ dte!@ )t (F.11)
— 00 T—o0 J_T
=270 (w—w').

Einsetzen ergibt dann

C(w) = _O:o dw's (w — ') f(w)§ () (F.12)
= (@) ().

Nach dem Gesagten gilt somit

/_O:O dte™? [/_O:O dt'f (t—t) g(t’)} = f(w)g (w) (F.13)
[ e g = [t - 1) gt

Dies ist der Faltungssatz fir Fourier-Transformierte.
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G Nebenrechnung zur Reflektion und Transmission elektromagnetischer Wellen

G Nebenrechnung zur Reflektion und Transmission
elektromagnetischer Wellen

Im Folgenden holen wir die Berechnung einiger trigonometrischer Identitaten aus
Kapitel 8.7 nach. Als Erstes zeigen wir (8.105) und (8.106):

s-polarisiert (G.1)
—%n 4 cos (19(’“)) — “ny cos (ﬁ(in))
—“n, cos (V) — asng cos (9®) ¥

B 2 cos (ﬁ(in)) E(O in)

cos (Ym) 4 EARE cos (Y1) ¥

_ Zsin ( ) cos ( ) E(O in)
sin (9()) cos (9()) + &2 25 sin (9(1) cos Y

B 2sin ( ) cos ( yn) E(O in)

sin (1) cos (90m)) + &4 sin (9(m) cos (91))

E;O,t) _ E(O in)

EZ(JO”") B _%nA cos (ﬁ(i")) “—Aﬂn cos (19 ) Om)

—%n 4 cos (V) — “A A¢np cos (19(t))

(in)\ _ panp (t)
o (0)— 458 con ()
cos (9in)) 4 BARB g (Y1) Y

UB M
sin ( ) cos (19(”3) BARD sin ( haG )) cos (19“)) ~0.n)
sin (V) cos (9m)) + B4 28 gin (Y1) cos (V1) Ey”

)) ”“A sin ( )) cos (19( )> F(0m)

sin ( ) cos (19(1”)
sin (9®) cos (9(m)) + ’“‘A A sin (90") cos (V) Y

+

p-polarisiert (G.2)
HOH _ — A cos (ﬁ(r)) — Znacos (ﬁ(m)) (0 in)
Yo —pycos (V) = EA¥npcos (V)

503



Anhang

2sin (19("‘)) cos (19(1'”))
sin (J0)) cos (90 + B2 24 sin (90m)) cos (91)
2sin (19 ) cos (19 ) = (0.in)
sin (907)) cos () + 22 sin (Y1) cos (J1)) ¥
sin (219(i”))

— 0,in
— Lsin (200) 4 bo 1 sin (200 )H( )
2

T7(0,in)

o _ (Wn)) — iy COS (ﬁ(t)) 77(0,in)

~ cos (V) + + A %E cos (V1) Y

sin ( A ) cos ( (m)) BB A sin (ﬁ(i”)) cos (ﬁ(t)
(9m) + B2 24 gin (90n)) cos (I1)

sin ( A ) cos (19(1”)) — £ sin (19( )) Ccos (19(t)) -
s (90im)
b g

) ﬁéo,m)

sin (90)) cos

H(O,in)
sin (90) co MB sin (90) cos (9O) Y

sin (219 in ) ( 29®) ) = (0.in)
sin (200m)) + Zi sin (20®)) ™

Als néchstes berechnen wir (8.114) und (8.115):

s-Polarisation
RO _ Re (E HJEO )t ) B ‘El(/o,r) 2 B sin2 (ﬁ(t) _ ﬁ(m)>

Re (B ST~ | g0 sin® (90 4 9]

Re (EPOHOD) ko B2
Re (B HO™T) 1) Pl

_ i cos () [2sin (9) cos ()

nacos (V™) [sin (0 + m))]

i 0o (9 [2sin (9 co ()

~ sin (9®) cos (VM) [gin (9O + 9Gin))]?

T() —
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G Nebenrechnung zur Reflektion und Transmission elektromagnetischer Wellen

B [2 sin (19“’”) Ccos (19(i”))} [2 sin (19(t)) oS (ﬁ(t))]
[sin (9(®) + 9n))]?

_ sin (219 in ) sin (Qﬁ(t))

© sin? (9O 4 Yin))

~ sin? (90 — 9 4 sin (2007 sin (200))

R 4 7 ST R (G.4)
B %—% (219 —219(m>+51n (219 m)sm( )
sin? (9®) + i)

B 1 —1cos (219 > cos (2 ) 1sin (219(“) sin (219(i”)> + sin (219“’”) sin (219(t)>
- sin? (9 + (in))
B 3 — 3 cos (219( )> cos (Qﬂ(i”)) + 3 sin (219(t)> sin (219(”‘))
N sin? (9 + P(in))

s — 3cos (219(t) + 219(”"0))
B sin? (9 + (in))
B sin? (1905) + ﬁ(i")> _,
~ sin? (9O 4 Y(in) '

Nun zeigen wir (8.116) und (8.117):

p-Polarisation (G.5)

Re (EONHOO)  [HOO[ tan? (960 — 90)

y = g
Re (E(O’M)H(O’m)T) o ‘j_féo,m) 2 tan2 (19(1”) + 19(75))

R —

e _ 2 (BOOmPOT) e

Re (ES™ HP™T) \H;’ )

4 B COS (19“)) sin (219 in )
" egngcos (90) sin? (9 4 9®) cos? (Yin) — Y®)
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_ macos (ﬂ(t)) sin ( )
ng cos (V) sin? (9(in) 4 (1) cos? (Y(n) — Y®)
_ 2sin JI® cos (19( )) sin (2 )
2 sin 90" cos (V) sin? (90 4 9®) cos? (Y — Y®)

sin (219 in ) sin (219(“)
— sin? (90 4 9®) cos? (Yin) — PY(®))’

tan (19 _ ) sin (219 in ) sin (219 )
R®) + T® = tan? (ﬁ(m) i ﬁ(t)) sin ( 9lin) 19(15)) cos? (19 ) (GG)
_ sin ( —9®) co ( 9 49 t)) + sin ( 29 ) sin (279('”)

sin? (9(n) + Y1) cos? (Y(in) — Y1)
[1 — cos? (19(”‘) - ﬁ(t))] {1 — sin (19 n) 4 9t )} + sin (2?9 ) sin (219(lt )
cos? (9 — Y1) gin? (Y(n) 4 Y®)
cos? (ﬁ(i") - 19(t)) sin? (19(”‘ + 9 ) }
29®

+1 — sin? (ﬁ(i") +9®) — cos? (19(“"“) -
+ sin (219(i”) sin (219(“)
cos? (9(m) — Y1) sin? (Yin) 4 Y®)

cos? (19(”‘) — ﬁ(t)) sin2 (ﬁ(in) + 19(15))
)]

+1— 3 [1 = cos (200 4 200)] — 1 [1 + cos (200 — 290
+ sin (219 m)) sin (219(t))
cos? (W) — 1) sin? (Y + 9®)
cos? (9 — ) sin? (P + 9) }

3 €08 (219(m) + 29 ) 1cos (219 (in) _ 29(t)
+sin ( 9 ) sin (219“ )
o (9 — 90 s (0 -+ 30)
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H Levi-Civita-Symbol

cos? (90 — 19(t)) sin? (19(1'”) + 19(t)>
3 cos (219("”) cos (219(” — $sin (219“’”) sin (219(t))
—3 COs (219“”0 oS (219(t)> — $sin (219(i")) sin (219(“)
+ sin (Qﬁ(i”)) sin (219(t))

cos? (90 — Y1) sin? (Y1) + 9(0))

cos? (ﬂ(i”) — 19“)> sin? (19(’“) + 19“))

cos? (9(n) — Y1) sin? (Yin) 4 9®))

=1.

H Levi-Civita-Symbol

Die Determinante einer (nxn)-Matrix M = (M, ;) kann mit dem n-dimensionalen
(euklidischen) Levi-Civita-Symbol €5, j, dargestellt werden. Dieses Symbol héngt
eng mit der Signatur sgn (7) der insgesamt n! verschiedenen Permutationen 7 der

symmetrischen Gruppe S,, von n Objekten {1,2,... n} zusammen:
det (M) = > sgn (1) My x) M) -+ My ey (H.1)
WESn
= > Ejrgamin Mgy Ma,jy - - - My j,,.

J1,325e-Jn€{1,2,...,n}

Hier ist verabredet

81»2 ::::: n = 1 (Hz)
und unter Vertauschung zweier beliebiger Indizes jx, 71 € {j1,72,...,Jn} andert
€j1jo...jn das Vorzeichen:

Ejraeieicdn = T ChLdze i Greein
Demnach
Z €j1j2...jan1,j1 Mk27j2 Ce Mkmjn = det (M) Ekyks.. ke - (H3)

J1:J25e0 jne{l,Q ..... n}
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Setzt man in diese Beziehung fir die Matrix M die Einheitsmatrix ein, My, ;, =
Oky.1» SO folgt wegen det (M) = 1 sofort

Chika.kn = 2 EsnninOkr g1 Ok o~ O i (H.4)
J1,J25-dn€{1,2,...,n}
Orgr v Oty
= det :
Sk - On
= det (eklaekw s 7ekn) .
Hier ist ey; € {e1,ez,...,€,}, wobei {ej, ey, ..., e,} die Menge der kartesischen,

orthogonalen, linear unabhéngigen, auf Eins normierten Basisvektoren bezeichnet,
die den euklidischen n-dim Raum aufspannen (kartesische Standardbasis):

ezej = 5k,j- (H5)
Somit folgt
EjrineinEkika. kn = A€t (€4, €1y ..., €, ) det (e),,€j,,...,€;,) (H.6)
T
= det [(ejl,ej2, coy€j) (eky, €k, .. ,ekn)}
5‘]‘1’](:1 o .. 5j1’kn
= det : ) :
Sinkr - i

Mit dem Determinanten-Entwicklungssatz folgt dann die niitzliche Beziehung un-
ter Beachtung der Summenkonvention

5jm+l7km+l 5jm+17kn

€12 e rdmsdimt1se--dn €102 osdimskma 1ok — T det

O fon

5jn:k'm+l
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| Berechnung der Kompononenten des Energie-lmpuls-Tensors

Als niitzliches Werkzeug zur Formulierung der relativistischen Theorie hat sich das
vierdimensionale kontravariante Levi-Civita-Symbol bewahrt

w,v,o, N € {0,1,2,3}, (H.7)
0 falls zwei oder mehr Indizes gleich sind,
o =81 falls p, v, 0, \ eine gerade Permutation von 0, 1,2, 3 ist,

—1 falls u,v, 0, A eine ungerade Permutation von 0, 1,2, 3 ist,
60123 - 1.

Dieses bleibt unter eigentlichen Lorentz-Transformationen S — S’ invariant

LY >0, (H.8)
det L =1,
eluua)\ _ L!L/LVV’ LUU,L)\NEM/V/UI)\/ _ det(L)e'uVJ)\a
~——

=1

d.h. die Komponente e**°* des vierdimensionalen kontravarianten Levi-Civita-
Symbols transformiert sich fiir diese eingeschrankte Klasse von Lorentz-Transfor-
mationen zwischen Bezugssystemen S und S’ (beide mit kartesischer Orthonor-
malbasis und positiver Orientierung) wie ein Viererskalar. Zu erwéahnen sind die
Eigenschaften

E/WU)\EIWJ)\ = 4! (H.9)

'Vl N vo Vo
Cuvor — g,uu’gw/’gaa’g)\)\’eu = det (g) e = —¢" .

| Berechnung der Kompononenten des
Energie-lmpuls-Tensors

Zur expliziten Berechnung der Komponenten des Energie-Impuls-Tensors setzen
wir die in (10.137) gegebene Darstellung fir die Komponenten F”* und F7, ein.
AuBerdem verwenden wir die Identitédt (10.161):

1 1/ 1

W o (E E,— B, Ba) . L1
4" 2 \ Kk2c2 (L.1)
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1 1 o
00 __ ~ | _ 10 ;w0 - . VA
T _MO[ FOF +4(FMF )}
1 1/ 1

:[—FOVF”M(EQ-EG—BQ-BQH

Lo 2 \K2c?

1 1
= 5 (_Ea : Ea - Ba : Ba)
219 \ K22

1
- _(2®E,.E,+—B,-B, |,
2 240
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| Berechnung der Kompononenten des Energie-lmpuls-Tensors

T20 _ ulo [—F%/FVO}

1 E E

= —|B,—~—-B,—=
o KC KC

:_1<E/\B> :_é’
Y

c Kflo

Ho
1 E, E
Fa ()
Lo KC KC
1 B -
BAYAS AP,
c Ko ) c
1 1 Iyt
Tll — |:_F1VFV1 - (F)\’V’FV)\ ):|
Ho 4
1 [E, E 1 1
— = |Z22 _B.B.—(~B,)(~B,) — = (3 Fa- B — Ba- B,
Lo [cn KC (=By) (=By) 2 </{202 )]
1 o 1
= 50Ea:Em + 7B3:Ba: - [EaEa + BaBa‘| )
o 2 2410
12 1 1 v2
T = = [~ F, P
Ho
1 1 E
V[ (B) )
po L ¢k KC

1
=¢eol, By + —B,B,,
Ho

511



Anhang

Ho
LA (E)-ncn)

1
= el By + — B, B,,
Ho

-2 (<) - B-na)]

o
1

= EOE$EZ + 7Ba:Bza
Ho

1

T3 [_FBVFVl]
Ho
1 1 E
() cmn)
o L cK KC

1
= €0EzEz + 7Bsza
Ho

1 1 I\
T”——[—FiFﬂ-(waFVAﬂ
Ho 4
1 E. E 1 1
= |:_y <_y> - (_Bz) (_Bz) - BZBZ I (Ea : Ea - Ba : Ba>:|
Lo L ¢k ke 2 \ k22
E,E,+ - B,B PEE+1BB]
=€ - — | 5 Palia o Palal s
0~y y 110 Yy 92 21to
23 1 2 w3
T = = [~ F% P
Ho

LB (- cnn)

1
=eb B, + —B,B.,
Ho
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| Berechnung der Kompononenten des Energie-lmpuls-Tensors

Mo
LB (B )
140 cK KC

1 1 N
T33 — { F3VFZ/3 - (F)\’U’F A )}
Ho 4
1 E ) 1 1
= |-—=(-=)-B,B,— (-B,)(-B,) —~|(—-=E,-E,— B,- B,
Lo { CK ( /{c) vBy = ( ) ) 2 (/-@%2 )}
1 o 1
=¢b,E.+—B.,B, — | —E,F, + —B,B,| .
o 2 2410

Offensichtlich gilt T#? = T?". Diese Symmetrie hitte man natiirlich auch direkt
aus (10.347) ersehen konnen, was eine instruktive Ubung ist.
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