Skript zur Vorlesung
Statistische Physik

und Thermodynamik
Wintersemester 2011/12

Prof. Dr. Nils Schopohl
Institut fur Theoretische Physik
Universitat Tubingen

3. Mai 2012

Gesetzt von: Martin Schmidt
Lektorat: Simon Mayer






Inhaltsverzeichnis

1 Zentrale Konzepte

1.1 Die Dichtematrix . . ... ... ... ... .......
1.1.1 Beispiel: Ensemble von Neutronen in einem Strahl . . . .
1.2 Anwendungen der Wahrscheinlichkeitstheorie . . ... ... ..
1.2.1 Diskrete Wahrscheinlichkeiten . . . ... ... ... ...
1.2.2 Kontinuierliche Wahrscheinlichkeiten . . . ... ... ..
1.3 Zeitliche Evolution der Dichtematrix . . . . ... ... ... ...
1.3.1 Stationdre Gesamtheit . . . ... ... ... ... .....
1.4 Korrelationen und Schwankungen. . . . ... ... ... .....
1.4.1 Thermodynamischer Limes . . .. ... ..........
1.4.2 Beispiel: der isolierte Paramagnet . . . . . ... ... ...
1.4.3 Beweis der Moivre-Stirling Formel . . ... ... ... ..
1.4.4 Wahrscheinlichkeitsverteilung Wy(n, N) . ... ... ...
1.4.5 Zentraler Grenzwertsatz . . . . . ... ... ... .....
1.4.6 Gesetz der groflen Zahlen. . . . .. ... ..........

Mikrokanonisches Ensemble
2.1 Vorbetrachtung . ... ... ... ... ... ... .. ... ...
2.2 Ununterscheidbare Teilchen im Kasten . . . . .. ... ... ...
2.3 Pauli-Prinzip . . . . .. . ... o
2.4 Mikrokanonische Zustandsdichte des idealen einatomigen klass-
sischenGases. . . ... ... ... ...
2.5 Die Maxwellsche Verteilungsfunktion. . . . . ... ... ... ..
2.6 Zustandsgleichung des idealen klassischen Gases . . . . . . . ..
2.7 Virialsatz und Zustandsgleichung wechselwirkender Gase im sta-
tiondren Ensemble . . . . . .. ... oo oL
2.8 Entropie und Sackur-Tetrode Gleichung . . . .. ... ... ...

Kanonisches und groBkanonisches Ensemble

3.1 Kanonisches Ensemble . . .. ... ... ..............
3.2 Klassischer Grenzfall der Zustandssumme . . . . . ... .. ...
3.3 Barometrische Hohenformel . . . . . ... ... ... .......
3.4 Maximum der Entropie und Zweiter Hauptsatz . . . . ... ...

11
12
12
14
16
17
18
22
24
30
35
37
42

45
45
47
49

58
66
70

74
79




Inhaltsverzeichnis

4

6

3.5 Maximalwert-Approximation . .. ... ... ... .. ...... 95
3.6 Gleichgewichtsbedingung fiir das kanonische Ensemble . . . . . 97
3.7 Warmekapazitat und Schwankungsquadrat der Energie im ka-
nonischen Ensemble . . . . . . ... ... ... .. 99
3.8 Entropie im kanonischen Ensemble und dritter Hauptsatz . . . . 101
3.9 FreieEnergie . . . ... .. ... ... o o 105
3.10 Grof3kanonisches Ensemble . . ... ... ... .......... 109
3.11 Gleichgewichtsbedingungen fiir das groSkanonische Ensemble . 118
3.12 Erster Hauptsatz und Gibbs-Duhem Relation . . . ... ... .. 120
3.13 Thermodynamisches Potential und Entropie im grofkanonischen
Ensemble . . . . ... ... 121

3.14 Fluktuationen der Teilchenzahl im groflkanonischen Ensemble . 122
3.15 Das einatomige ideale klassische Gas im groflkanonischen En-

semble . .. ... ... . 125
Thermodynamische Relationen 131
4.1 Maxwell-Relationen und thermodynamische Identitaten . . . . . 131
4.2 Thermodynamische Stabilitat . . .. ... ... .......... 139
4.3 Adiabatische Zustandsgleichung des klassischen idealen Gases . 146
4.4 Legendre Transformation und Thermodynamische Potentiale . . 148
4.5 Ein allgemeines Variationsprinzip fur das grofskanonische Poten-

tial . .o 150
Ideale Quantengase 155
5.1 DasPhotonenGas . . .. ... ... ... ... ........... 155

5.1.1 Elektromagnetische Moden im Hohlraum . . .. ... .. 156

5.1.2 Zustandsgleichung fur thermische Photonen im Hohlraum 166
5.2 Ideale einatomige Quantengase . . .. ... ... ... ...... 178

5.2.1 Teilchenzahl, Energie und Entropie fiir ideale Quantengase 180

5.2.2 Korrektur zum klassischen Grenzfall . . . . ... ... .. 182

5.2.3 Fluktuationen der Besetzungszahl im Quantengas . ... 184
5.3 DasidealeBose-Gas . . . ... ..... . ... .. ... . ... 185
54 Dasideale FermiGas . ... ... ... ... ............ 199
5.5 Molekiilgase . . . ... ... .. 211
Wechselwirkende klassische Vielteilchensysteme 229
6.1 Klassische Gase und Flussigkeiten . . . . . ... ... ... .. .. 229
6.2 VanderWaalsGas . . . ... ... .................. 234
6.3 Phasengleichgewichte . . . . . ... ... ... ... . ... ... 248
6.4 Verschiebung des Gleichgewichts in verdiinnten Losungen . . . 255




Inhaltsverzeichnis

7 Magnetismus, Molekularfeld-Naherung und Landau-Theorie 261
7.1 Paramagnetismus . .. ... ... ... .. ... 262
7.2 Perromagnetismus . . . . . ... ... ... ... ..., 267
7.3 Ising-Modell . . .. ... ... ... .. L o oL 276

7.3.1 Vereinfachtes Ising Modell mit langreichweitiger Wech-
selwirkung. . . ... ... oo o oo 278
7.3.2 Molekularfeld-Theorie . . ... ... ... ... ...... 285
7.3.3 Statische Suszeptibilitat . . ... ... ... ...... .. 286
7.3.4 Landau-Entwicklung . . .. ... ... ... ....... 288
7.3.5 Warmekapazitat . . . ... ... ... 0oL 292
7.3.6 Spin-Spin-Korrelationsfunktion . . . . . . ... ... ... 293
7.4 Landau-Theorie der Phasenuibergange . . . ... ... ... ... 295
8 Boltzmann-Gleichung und zweiter Hauptsatz 303







1 Zentrale Konzepte

Einfihrung und Motivation

In dieser Vorlesung werden wir Gesetzmafliigkeiten der makroskopischen Phy-
sik kennenlernen, die zwar auf den mikroskopischen Gesetzen der Teilchen-
physik beruhen, aber dennoch in qualitativer Hinsicht vollig verschieden sind.
Kennzeichnend fiir thermodynamisch statistische Systeme sind eine grofle An-
zahl N von typischerweise N ~ 1023 mikroskopischen Teilchen, und ein im Ver-
gleich zu mikroskopischen Lingenskalen ) riesig groes Volumen V > N A3,
Begriffe der Thermodynamik wie Druck P oder Temperatur T sind fiir einzelne
Teilchen auf der mikroskopischen Skala sinnfrei, aber sind eben sehr sinnvoll
zur Charakterisierung einer makroskopisch groflen Gesamtheit von Teilchen in
einem Volumen V. Das grofle Ganze ist demnach mehr als die Summe seiner

Teile. Der Nobelpreistrager P.W. Anderson hat einmal treffend gesagt: ,more is
different.

Typische Fragestellungen

* Wie hangt in einem Gas der Druck P von der Temperatur T und dem
Volumen V ab?

* Wieviel Energie wird benotigt, um 1 Liter Wasser zu verdampfen?

* Wie andert sich das Temperaturprofil T(z) in der Troposphare des Plane-
ten Erde mit zunehmender Hohe z iber dem Erdboden?

* Wie wird das Wetter morgen, wie wird es in einem Monat?

* Weshalb haben verschiedene Aggregatzustande der Materie so verschiede-
ne Eigenschaften, z.B. warum hat Eis vollig andere Eigenschaften vergli-
chen mit Wasser oder Dampf?

* Wie hangt die Energieflussdichte der Hohlraumstrahlung von der Tempe-
ratur T ab, wie lautet ihre spektrale Verteilung?

* Wie hangt die Warmekapazitat von Molekulgasen wie Wasserstoff H, oder
Methan CH, von der Temperatur ab?
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o Wieso ist *He flussig bei tiefen Temperaturen T < 4.2 K, fur T < 2.17 K
sogar suprafliissig, und warum ist das Isotop *He erst bei T < 2.17 x 1073
K supraflissig?

* Wie erklart sich die Temperaturabhangigkeit der spontanen Magnetisie-
rung in einem Ferromagneten?

Auf einige dieser Fragen kennt man bereits die Antwort, an anderen wird
intensiv geforscht und bei einigen ist es sehr unwahrscheinlich, dass sie jemals
beantwortet werden.

1.1 Die Dichtematrix

Die statistische Physik beruht auf den mikroskopischen Gesetzmafligkeiten der

* Mechanik
* Elektrodynamik

¢ Quantenmechanik

Die statistische Physik macht, dhnlich wie die Quantenmechanik, Aussagen
mit Wahrscheinlichkeitscharakter, die auf zeitlichen und raumlichen Mittelun-
gen uber schnell fluktuierende Felder in der Materie beruhen. Typische Mess-
grofien sind der Druck, die Temperatur, die magnetische Suszeptibilitat, die
Warmekapazitat, die Warmeleitfahigkeit, die Schallgeschwindigkeit, oder z.B.
die Absorption und Streuung von Licht in einer Flussigkeit. Immer ist dabei
eine immens grofie Anzahl von sog. Mikrozustianden des betrachteten Systems
im Spiel.

Kennzeichnend fur die statistische Methode ist nicht die Betrachtung einzel-
ner Mikrozustande, sondern die Betrachtung eines Ensembles von Mikrozustan-
den. Bei statistischen Gesamtheiten, die durch Erhaltungsgrofien wie gesamte
Teilchenzahl N oder die gesamte Energie E charakterisiert sind, handelt es sich
um Gesamtheiten von Mikrozustanden, die alle zum gleichen Makrozustand ge-
héren. Ein Makrozustand (E, N, V) eines physikalischen Systems mit N = 1023
Teilchen reprisentiert somit eine riesige Zahl (Aquivalenzklasse) von individu-
ell verschiedenen Mikrozustinden in einem Volumen V, die alle die Energie
E haben. Zur Bestimmung der Eigenschaften eines Makrozustands werden al-
le moglichen Mikrozustinde betrachtet, die zum gleichen Makrozustand fiih-
ren. Das Ziel der Statistischen Physik ist eine statistische Beschreibung von sol-
chen makroskopischen Systemen, da eine mikroskopisch exakte Beschreibung
schlicht unmoglich ist.




1.1 Die Dichtematrix

Ein bestimmter Mikrozustand des betrachteten physikalischen Systems sei
gegeben durch einen Vielteilchenzustand |\W,), der als Erwartungswert fur die
Energie E des Systems, oder die Teilchenzahl N, die Werte

(H)s,
(N,
liefert. Wir wissen aber gar nicht, ob der Zustand [\¥,;) mit Sicherheit vorliegt.

Alles was wir wissen ist, dass verschiedene Mikrozustinde |\¥,) mit einer Wahr-
scheinlichkeit p, auftreten:

(W, |A|w,)=E (1.1)

(W, [N, ) =N

pn € [0,1] (1.2)

an = L

n

In der Quantenmechanik werden Messgrofien dargestellt durch hermitesche
Operatoren, auch Observablen genannt. Wir nehmen eine Observable A. Der

Erwartungswert
Z o, 4| W, (1.3)

ist gegeben durch eine doppelte Mittelwertbildung. Die individuellen Erwar-
tungswerte (P,|A|¥,)im jeweiligen Mikrozustand |\, ) sind die quantenmecha-
nischen Mittelwerte, die wiederum gemaf; der Verteilung der Wahrscheinlich-
keiten p,, statistisch gemittelt werden. Die Zustande |\V,,) sind zunachst einfach
nur eine beliebige Gesamtheit von Mikrozustanden, die mit n durchnummeriert
werden. Wir brauchen dabei nicht anzunehmen, dass verschiedene Zustinde
|W,) und |\W¥,)) orthogonal sind, oder dass diese ein vollstandiges System bilden
sollen. Wir wollen nur annehmen, dass diese Zustande auf Eins normiert sind:

(W) = 1. (1.4)

Wir nehmen nun die Existenz eines vollstandigen Orthonormalsystems (VONS)
im Hilbertraum des Systems an und bezeichnen es mit |¢j>. Ein VONS hat fol-
gende FEigenschaften:

Z|¢j><¢j| =1, (1.5)
]

<¢J’ | ¢J”> =9j,

Der statistische Operator, auch ,Dichtematrix’ genannt,

P=) Pul¥u (W, (1.6)
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charakterisiert den Erwartungswert einer Observablen A bezogen auf die Zu-
stainde im Ensemble:

(A)p =Tr(pA). (1.7)

T (C)=) (#j]¢]95) (1.8)

]

Dabei ist

die ,Spur‘ (Englisch ,Trace‘) genannte Summe tiber alle Diagonalelemente eines
Operators C.

Die Identitat 1, siehe (1.5), kann jederzeit als Faktor zu einem Operator hin-
zugefuhrt werden. Wir erhalten

(4) JZ;pn@nlAlqu)(qui%) (1.9)
P CARATACAER

jn
j n
=
= Tr((ﬁA)

Mit dem statistischen Operator wird kein neuer physikalischer Sachverhalt be-
schrieben. Es ist aber nutzlich, dass man den Erwartungswert <A> einer Ob-

servablen unabhingig von der Auswahl einer bestimmten (vollstindigen) Basis
berechnen kann.
Der statistische Operator ist hermitesch und positiv semidefinit:

o = ¢ (1.10)
(x|olx) = ) pukTulx) 20
Tr(p) = 1,

wobei | x) ein beliebiger Zustand ist. Da p hermitesch ist existiert zu jedem sta-
tistischen Operator eine (von der ursprunglichen Darstellung verschiedene) so-
genannte Spektraldarstellung

p= melxm><xm|-

10



1.1 Die Dichtematrix

Hier bezeichnet |x,,) eine Orthonormalbasis von Eigenzustanden von ¢ mit den
ublichen Eigenschaften (1.5). Die p,, sind die Eigenwerte des statistischen Ope-
rators.

0 < pu<l (1.11)
Tr(p) = mezl.

Zum Abschluss noch eine Definition: Ein reiner Zustand, also kein Gemisch von
Zustanden, liegt vor, wenn eine der folgende Bedingungen erfiillt sind:

po= [l (1.12)
{1 fur genau ein Label m,

Pm = 0 sonst
p =9
Tr(plng) = O
Tr(ﬁZ) = 1.

Der Beweis der Aquivalenz dieser Relationen ist elementar.

1.1.1 Beispiel: Ensemble von Neutronen in einem Strahl

Wir betrachten einen Neutronenstrahl, wie er in Kernforschungsinstituten wie
zum Beispiel in Grenoble erzeugt wird. Wir konzentrieren uns dabei auf die
Spinpolarisation. Der Strahl habe folgende Wahrscheinlichkeiten:

* p; in +z-Richtung polarisiert

* p, in +x-Richtung polarisiert

Die Dichtematrix ist demnach

A

p = pil+z)(+zl+pal+x)(+x] (1.13)
pitpy = L

Wie werden nun die Zustande dargestellt? Neutronen haben Spin 1/2, der Spin-

operator S, = gaa wird beschrieben durch die Pauli-Spinmatrizen

0 1

o, = 1 0) (1.14)
(0 —i
9% = \i o
1 0
92 = {o 21

11
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Wir nehmen jeweils die Eigenvektoren von o, und o, zum Eigenwert Eins

+z) = ((1)) (1.15)
1 (1
|+X> = 6(1)
Also
o,l+z) = |+2) (1.16)
Oy l+x) = |+x).

Setzt man dies ein, ergibt sich fir die Darstellung der Dichtematrix

0 = p1l+z){+z|+pa|+x)(+x] (1.17)
+P2 P2
2 2

Offensichtlich gilt Tr(p) = 1, wie es auch sein muss. Die Eigenwerte der Matrix
p sind

1
P12 = §(P1+P2+ P1+P2) (1.18)
1
= 5( 1tp2* P1+P2) —2p1p2)
1 1
= — 4+ _—_—
2 4 2

p1+p2 = Tr(p)=1.

1.2 Anwendungen der Wahrscheinlichkeitstheorie

Wir geben einige Beispiele zu Anwendungen der Wahrscheinlichkeitstheorie,
wie sie in der Statistischen Physik vorkommen.

1.2.1 Diskrete Wahrscheinlichkeiten

Das Standardbeispiel fiir eine diskrete Wahrscheinlichkeitsverteilung ist der
Wiirfel. Jede Moglichkeit (1 bis 6 Augen) besitzt dieselbe Wahrscheinlichkeit.
Die Wahrscheinlichkeit p eines geforderten Ereignisses berechnet sich tiber

_ Anzahl gunstiger Moglichkeiten = M (1.19)
~ Anzahl aller Moglichkeiten —~ N '

12



1.2 Anwendungen der Wahrscheinlichkeitstheorie

m | W(m)
1 p

2 1qp
3 |q*p
4 | ¢-p

Tabelle 1.1: Die Anzahl der Wiirfe m aufgetragen gegen die Wahrscheinlichkeit
W (m) fur 6 im m-ten Wurf.

Beispielsweise betragt die Wahrscheinlichkeit, mit einem (nicht gezinkten) Wiir-
fel eine 6 zu wirfeln

p(6) = —. (1.20)

Die Wahrscheinlichkeit, keine 6 zu wiirfeln, wird Gegenwahrscheinlichkeit g (6)
zu dem Ereignis genannt und berechnet sich tiber

q(6)=1-p(6)=_. (1.21)

Mochten wir die Wahrscheinlichkeit fiir eine gerade Anzahl an Augen errech-
nen, so ist diese 3

p(gerade) =p(2) +p(4) +p(6) = = = . (1.22)
Nach diesen einleitenden Beispielen stellen wir eine andere Frage. Wie oft soll-
te man wurfeln, bis zu erwarten ist, dass eine 6 erscheint? Die Wahrschein-
lichkeit, dass die 6 beim ersten Wurf erscheint, betragt W(1) = p. Damit die 6
erst beim zweiten Wurf erscheint, muss notwendig beim ersten Wurf die Ge-
genwahrscheinlichkeit q eingetreten sein und beim zweiten Wurf die Wahr-
scheinlichkeit p, also W(2) = gp. Damit die 6 erst beim dritten Wurf erscheint,
muss notwendig beim ersten und zweiten Wurf die Gegenwahrscheinlichkeit
g eingetreten sein und erst beim dritten Wurf die Wahrscheinlichkeit p, also
W(3) = g?p. Um uns einen Uberblick iiber die eintretenden Wahrscheinlichkei-
ten zu verschaffen, stellen wir diese in einer Tabelle 1.1 dar.
Es gilt

p+q=1 (1.23)

Y W(m)=p+ap+a’p+q’p+..

m’=1
-{iifqp——Lm
= 1-q

=1.

13
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Bei unendlich vielen Wirfen ist mit Sicherheit zu erwarten, dass die 6 erscheint.

Nun summieren wir uiber m-W(m), das heifdt uber die Anzahl der Wiirfe mul-
tipliziert mit der Wahrscheinlichkeit, dass in diesem Wurf die 6 erscheint. Dies
ergibt den Erwartungswert (m)y, fir die Anzahl der Wiirfe, bis eine 6 erscheint:

(m)w

i m’ - W(m’)
m’=1

p+2pq+3pq2+4pq3+...

d
p-d—q(1+q+q2+q3+...)

pe Lt P
dgl-q (1-9)?

1
- =6
p

(1.24)

Wie gut ist diese Prognose? Dazu berechnen wir fur die Verteilungsfunktion
W(m) das Schwankungsquadrat. Diese Funktion, auch Varianz genannt, gibt an,

wie stark die Zufallsvariablen um den Mittelwert schwanken (Streuung).

[Aw(m)? = (m?), —(m)iy .

Man erhalt

<m2>w = Z (m’)*- W(m') = ! + 3

m’=1

Somit

<m2>—<m)2 = l(1—1):30

p\p
Aw(m) V30 _
Iy = 5 = 0.91.

(1.25)

(1.26)

(1.27)

Es ist also riskant, darauf zu wetten, dass nach bereits m = 6 Versuchen eine 6

gewiurfelt wird.

1.2.2 Kontinuierliche Wahrscheinlichkeiten

Das Rechnen mit kontinuierlichen Wahrscheinlichkeiten funktioniert nach den
selben Prinzipien wie das Rechnen mit diskreten Wahrscheinlichkeiten. Dabei
wird die Summe durch ein Integral und die diskrete Wahrscheinlichkeit durch

eine Wahrscheinlichkeitsdichte ersetzt.

14



1.2 Anwendungen der Wahrscheinlichkeitstheorie

¢+Ad
¢

0=0

Abbildung 1.1: Gltcksrad

Als einfiithrendes Beispiel betrachten wir ein Gliicksrad mit Radius r, das
vollstdndig beschrieben ist durch eine Angabe des Winkels 9§ € [0, 27t] zwischen
einem Zeiger und der x-Achse, und fragen, wie grofy die Wahrscheinlichkeit p
ist, dass der Zeiger zwischen ¢ und ¢ + A¢ stehen bleibt, wobei ¢ ein beliebiger
Winkel ist.

Die Wahrscheinlichkeit ist fiir alle Winkel gleich, die Wahrscheinlichkeitsdich-
te ist also konstant. Damit ist

P+AP
T’LI) d8 _%

r OzndS 21

(1.28)

Hier wird die Wahrscheinlichkeit p als ein Verhiltnis von zwei Bogenlangen
beschrieben.

Als nachstes Beispiel nehmen wir ein Muster paralleler Linien, alle im glei-
chen Abstand a. Eine Nadel der Lange L < a wird geworfen, so dass diese zu-
tallig auf dem Muster liegen bleibt. Wie oft wird die Nadel eine der Linien
schneiden, wenn die Nadel bei einer Anzahl N von Versuchen zufallig geworfen
wird? Dieses Problem geht auf eine Untersuchung von G. Buffon aus dem Jahr
1730 zuruck. Die Lage der Nadel beschreiben wir uber die Parameter y und ¢,
wobei y der Abstand des Mittelpunktes der Nadel zur nachsten unteren Gitter-
netzlinie ist und ¢ der Winkel der Nadellage zu den Gitternetzlinien, vgl. Abb.
1.2. Samtliche Moglichkeiten, wie die Nadel fallt, so dass sie die Linien nicht
schneidet, konnen dann in einem Konfigurationsdiagramm abgebildet werden
(hier fur L = a). Dabei bezeichnet der gefarbte Bereich die Konfigurationen, bei
denen Nadel und Balken keinen Schnittpunkt haben. Die Bedingung fur diese
Konfigurationen sind leichter zu bestimmen, daher werden wir den Weg tiber
die Gegenwahrscheinlichkeit nehmen. Folgende Bedingungen miissen simultan

15
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¢ =-n/2 T s T TR
Abbildung 1.2: Nadel (links) und entsprechende Konfiguration (rechts).
erfullt sein, damit die Nadel keine der Linien schneidet
L .
y+5|sm(p| < a (1.29)
0 < yp- %lsin(j)l.

Dann ist die gesuchte Gegenwahrscheinlichkeit

7/2 a—Llsin¢|
I—TZ/Z d(i) lesfn¢| dy

2
qg = — , (1.30)
f—n/2d¢f0 dy
1 TZ/2
= — d¢ (a—L|sin ¢|)
a7 J_n/2 (P ¢
2L
= 1-—.
Tca
Also
2L

Setzt man L=aund p = ]I\\]—/I, mit M = Anzahl der Treffer, N = Anzahl der Wirfe,
so ergibt dies eine Methode zur Bestimmung der Zahl 7 uiiber die Beziehung

T %, wenn auch keine sehr brauchbare.

1.3 Zeitliche Evolution der Dichtematrix

Ein thermodynamisches Ensemble eines makroskopischen Systems wird tiber
den statistischen Operator p definiert. Um seine Zeitentwicklung zu bestim-

16



1.3 Zeitliche Evolution der Dichtematrix

men, mussen wir also die Zeitentwicklung von g herausfinden. Dafiir betrach-
ten wir die Schrodinger-Gleichung und ihre Adjungierte

a _i A
El\yn> - ?Hl\plﬁ (1-32)
0 i A

fur die Mikrozustande |W,) des Ensembles. Betrachten wir nun die Zeitablei-
tung der Dichtematrix

d d
2:0= ) pug ()T (1.33)

und setzen fiir die Zeitableitungen der Zustinde die jeweils passende Schro-
dingergleichung ein, so ergibt sich die sog. Von-Neumann-Gleichung

d —1 A
=60 =—[H.p(0)]. (1.34)

Die aus der Quantenmechanik bekannte Bewegungsgleichung fiir Operatoren
im Heisenbergbild, mit konservativem, also zeitunabhidngigem Hamilton-Ope-
rator H , o o

AH(t)ze%Htvoe_%Ht (1.35)

hat das positive Vorzeichen:

d . it «
EAH(t) = %[H;AH(t)]- (1.36)
Mit . -
pr(t) = el o §(t) 0 e nH!
folgt dann
J % Ll A -ift A
= pn(t) = E(eh op(t)oe ): 0. (1.37)

Der statistische Operator eines konservativen abgeschlossenen Systems ist im
Heisenbergbild zeitunabhangig!

1.3.1 Stationare Gesamtheit

Ein Ensemble von Mikrozustanden wird eine stationdre Gesamtheit genannt,
wenn die betreffende Dichtematrix gg; zeitlich konstant ist. Daraus folgt

[H,ps5:] =0. (1.38)

17
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Betrachten wir nun die Energiedarstellung mit dem VONS |D,,)
H|®D,) = E,|P,) (1.39)
so konnen wir folgende Gleichung aufstellen
(@l Hpse = s H [Py) = (Eyy = En) (Pl b1 [P} = 0. (1.40)

Nehmen wir E,, # E, fur n # m an, es soll also keine Entartung der Energie-
zustande vorliegen. Dann folgt daraus, dass der statistische Operator pg; eines
stationaren Ensembles diagonal sein muss

n + m
<CDm|pASt|ch> = 0. (1-41)
Demnach ist
Pse= ) p(En)|Dy)(®D,]. (1.42)

Bei diesem Ansatz ist angenommen worden, dass gs; auflerhalb des diskreten
Spektrums von H verschwindet, da anderenfalls die Spur von g, nicht endlich
sein konnte. Wir beschranken uns daher auf ein endlich grofles Volumen. Bei
einer aufgrund der Dichte der Zustande wahrscheinlichen Entartung gibt es
eine Blockdiagonalisierung.

Bei Problemen der statistischen Physik werden sehr viele Teilchen behandelt,
typischerweise betrigt die Teilchenanzahl N =~ 10%3. Diese grofle Zahl entwi-
ckelt sich zu einer ,Monsterzahl‘, wenn man auf die Anzahl verschiedener Kon-
figurationen der Teilchen schaut, die dann durch N! gegeben ist. Die Methoden
der Statistischen Physik haben viel mit dem Bandigen von solchen Monsterzah-
len zu tun.

1.4 Korrelationen und Schwankungen

Wir betrachten eine Observable A mit einem zugehorigen VONS | )(]-> von Eigen-

zustanden mit den uiblichen Eigenschaften (1.5), wobei die Wirkung des Ope-
rators gegeben ist durch

A

A

Xj>:a]'|)(]‘>. (143)
Dazu betrachten wir die Wahrscheinlichkeitsverteilung W;(a) dafiir, dass die
Observable A bezogen auf die Dichtematrix p den Messwert a besitzt:

Wi =) (x;]6]x;)(a—a). (1.44)

]

18



1.4 Korrelationen und Schwankungen

Hier bezeichnet a; den zum Eigenvektor |)(]-> zugehorigen Eigenwert des Ope-

rators A. Das Integral

a+Aa
f da’W;(a')

a+Aa
f da’Z(Xj|(5|)(j>5(a’—a]-) (1.45)
¢ j
Z aj(xi0]x;)

]

aSaJ-Sa+Aa

ergibt dann die Wahrscheinlichkeit dafiir, dass die Messwerte der Observablen
A im Intervall [a,a + Aa] liegen.

Die Wahrscheinlichkeitsverteilung Wj(a) konnen wir auch basisunabhangig
schreiben. Dazu betrachten wir ausgehend von der Spektraldarstellung

j
der Observablen A die entsprechende Spektraldarstellung der n-ten Potenz A" =

AoAo...oA. Zunichst fiur n =2
[

n-mal

A? [Xajlxjxxji][i%'l%j')(

j J’

= Za]-a]v |Xj><Xj|Xj’><Xj"
iy’

_ 2
= )l
j
dabei lost sich die Doppelsumme auf wegen der Orthogonalitat der Zustande

%)

Allgemein fur n € IN

) ] (1.47)

J
Somit folgt fiir eine beliebige (formale) Potenzreihe von A

f(4) ;fnfi” Z[an

~—_—

=f(a;)

Zf |XJ X]i

|)(] )(]| (1.49)
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1 Zentrale Konzepte

Insbesondere

1A — Zeiqaj |X].><X].| (1.50)

J
Mit der Darstellung fiir die Dirac Delta-Distribution

©dq ..
J_OO ﬂe 9] =(a;j) (1.51)

folgt
o] d A (Se] d .
IS X 152
Zé |XJ XJ|

_5(4)

Also erhalten wir die Spektraldarstellung

al A Zéa a;) |)(] )(]| (1.53)

Es folgt die gesuchte von der Basis unabhangige Darstellung fir die Wahr-
scheinlichkeitsverteilung der Messwerte einer Observablen A :

Wj(a) = Tr[(ﬁ S(ai —A)] (1.54)

Es ergibt sich als Erwartungswert des Operators A bezogen auf den statistischen
Operator ¢ der Ausdruck

<A>p =Tr(pA) = jw daW;(a)-a. (1.55)

Fur das Schwankungsquadrat finden wir
[a6 (A = (47),~(4), (159
_ J da WA(a)(a —(A)ﬁ)z. (1.57)

Die GroBe Ay (A) gibt die (halbe) Breite der Verteilung an, ist also ein Mafl
dafiir, wie wahrscheinlich es ist, dass zufallige Einzelmesswerte a vom Erwar-
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1.4 Korrelationen und Schwankungen

WA(a)

r S a
l / . . . L . . | . }

_2 2 4 6

Abbildung 1.3: GauB3kurve

tungswert <A>(5 stark abweichen konnen. Ein Beispiel fiir so eine Wahrschein-
lichkeitsverteilung ist die Gauftkurve (Abb 1.3), die gebildet wird uber

1 (-(4),

wy(a) = exp —_—A .
onfa ()| 2

A
(1.58)
(

Zwei Observablen A und B, fir die wir die Existenz eines gemeinsamen VONS
annehmen wollen,

Blx;) = bilx;),

konnen ohne Beachtung der Reihenfolge gemessen werden, d.h. der Kommuta-
tor verschwindet

[A,B] = 0. (1.60)

Fir solche Observablen wird die Zahl

K (A B)= <A1§>ﬁ - <A>¢ (B)ﬁ (1.61)
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1 Zentrale Konzepte

der Korrelator von A und B genannt. Falls Kﬁ (A,B) # 0 nennt man die Obser-

vablen A und B korreliert, fiir Kﬁ (A,B) = 0 unkorreliert. Die Wahrscheinlich-
keitsverteilung der Korrelation lautet

Wig@b) = ) (xj]p|x;)o(a—aps(b-b) (1.62)
j
= Tr[ﬁ 5(ai —A) 5(bi —B)]
= <5(ai—A)5(bi—B)>p

Mit dieser Wahrscheinlichkeitsverteilung lassen sich natiirlich auch die ubli-
chen Eigenschaften bestimmen

(F(A), = [ do| aswiyan:fiab) (1.63)

p

(A- B)ﬁ Jw dafo dbW; s(a,b)- ab.

Fir den Spezialfall
W 5(a,b) = Wy(a)- Wg(b) (1.64)

heiflen die Observablen A und B statistisch unabhingig. In dem Fall gilt
Ks(AB)=0. (1.65)

Achtung! Die Ruckrichtung gilt nicht notwendigerweise.

1.4.1 Thermodynamischer Limes

Observablen in der statistischen Physik sind oft Summensignale, es wird also
uber eine grofle Anzahl von individuellen Signalen aufsummiert beziehungs-
weise Uber eine Dichte integriert. Beispielsweise ist die Teilchenzahl N in einem
Volumen V das Integral der Teilchenzahldichte n(r),

N = J; d3r n(r). (1.66)

Die Magnetisierung M, einer Probe (kartesische Komponenten a € {x,y, z}) mit
Volumen V ist das Integral der Magnetisierungsdichte m1,(r)

M, = Ld% m,(x). (1.67)
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1.4 Korrelationen und Schwankungen

Man nennt Dichten wie n(r) bzw. m,(r) intensiv, die zugehorigen Integrale N
bzw. M, extensiv. Damit ist gemeint, dass die betreffenden Dichten nicht von
der Grofle des Systems abhangen, wohl aber ihre Integrale tiiber das Volumen
V (abgesehen von Oberflacheneffekten) proportional zur Grofle des Systems
anwachsen.

Allgemein stellen wir eine extensive Observable A der Quantenmechanik

durch ihre intensive Dichte d(r) als Integral iiber das Volumen V des Systems
dar

A= Ld% a(r). (1.68)

Wir driicken nun das Schwankungsquadrat der Observablen A durch die Kor-
relationsfunktion Ky[d(r), d(r’)] der Dichteoperatoren 4(r) und d(r’) an verschie-
denen Orten r und r’ im Inneren des Volumen V aus

[Aﬁ (A)]Z <AA>¢ Bl <A>(5 <A>(5 (1.69)
= [ | e faman e, (awy

L d3r J; d°r'K; [4(x), 4(r')].

Die Korrelation Ky[d(r),d(r)] der Dichteverteilung hangt von der vorhandenen
Wechselwirkung zwischen den Teilchen an den Orten r und r’ iiber eine cha-
rakteristische Funktion ab, die nur eine Funktion des Abstands |r’—r| der wech-
selwirkenden Teilchen ist:

Kpla(r),a(r')] e« k(|r" ~1]). (1.70)

Die Wechselwirkung zwischen zwei Teilchen im Inneren eines Volumen hat (in
Gegenwart aller Uibrigen ebenfalls wechselwirkenden Teilchen) in der Regel ei-
ne endliche Reichweite &, d.h. die Korrelationsfunktion k(|r’ — r|) nimmt bei
wachsender Entfernung |r'—r| > & sehr rasch ab. Im allgemeinen ist die Korrela-
tionslange kurz, d.h. £ ist von der Groflenordnung der Reichweite der effektiven
(abgeschirmten) Wechselwirkung zwischen den Teilchen. Nur in unmittelbarer
Nahe eines (kontinuierlichen) Phasenubergangs konnte & stark anwachsen. Sol-
che kritischen Phanomene wollen wir aber vorerst nicht betrachten.

Fiir ein grofles Volumen |V| > N &2 folgt mit der Substitution

v’ =1 -r (1.71)
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1 Zentrale Konzepte

fur festgehaltenes r somit die Eigenschaft
(A (A)]2 j d%f B3k’ - |) (1.72)
v 1%
J d%j d>rk ("))
v 1%
VI [ dkien,
1%

Aber auch das Summensignal selbst als Erwartungswert einer extensive Obser-
vable wachst proportional zur Grofie |V| des Volumens,

A, |V, 1.73
(4), <1V (1.73)
Daraus folgt fur die relative Fluktuation pro Erwartungswert

Ao(A) vl 1

— = . (1.74)
<A>ﬁ VI V[V
Der Grenzwert
N — o0 (1.75)
V]| - oo
N
m = const.

heiflt thermodynamischer Limes. Im thermodynamischen Limes stimmt dem-
nach der Erwartungswert <A>(5 einer extensiven Observablen A der geschilder-

ten Art praktisch immer mit dem Messwert uberein.

Allgemein gilt, in grolen Systemen spielen die Fluktuationen von Summen-
signalen statistisch unabhangiger, zufallig verteilter Summanden (mit endlich
groflem Schwankungsquadrat) keine Rolle. Die zugeordnete Wahrscheinlich-
keitsverteilung strebt im thermodynamischen Limes gegen eine Gaufikurve.
Dies ist eine Manifestation des zentralen Grenzwertsatzes, den wir im Rahmen
der nachsten Vorlesung diskutieren werden.

1.4.2 Beispiel: der isolierte Paramagnet

Ein fundamentale Erkenntnis der Quantenmechanik ist, dass z.B. die z-Kompo-
nente des magnetischen Moments iz eines Atoms mit Blick auf die Eigenzustan-
de des Drehimpulsoperators nur diskrete Werte annehmen kann. Im einfachs-
ten Fall fur Spin S = % gibt es in Gegenwart eines magnetischen Induktionsfeld
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1.4 Korrelationen und Schwankungen

B = Be, nur zwei Einstellmoglichkeiten

i, |T) = pup(T) (1.76)
mz|l> = —HUB |l>

Hier ist pug das Bohrsche Magneton, sein Zahlenwert betragt

g =9.274x107% [H (1.77)

Wir betrachten das Modell eines Paramagneten, bestehend aus einer Anzahl
N von isolierten, nicht wechselwirkenden magnetischen Momenten i1, (xj) von
Atomen, die z.B. entlang einer eindimensionalen Kette auf diskreten Gitter-
platzen x; angeordnet sind. In Gegenwart eines (homogenen und statischen)
magnetischen Induktionsfeld B = Be, ist der Hamilton-Operator des Systems
dann gegeben zu

N
H:—Zmz(xj) B. (1.78)
j=1

Ein Mikrozustand des Paramagneten ist eine individuelle Spineinstellung |j, T)
oder [j,]) an jedem Gitterplatz x;. Es gibt N Gitterplitze, also 2N verschiedene
Spinkonfigurationen |1,01) ®12,0,)®... ® [N,oy) mit o; € {1,]} auf der Kette.
Den Operator der Magnetisierung am Gitterplatz x; schreiben wir

mz(xj) ={0ei@. il Veneilitg. oI, (1.79)

j—1 Faktoren N-j Faktoren

Hier bezeichnet 1) fir1=1,2,...,N jeweils eine 2 x 2-Einheitsmatrix im zwei-
dimensionalen Unterraum der Spineinstellungen |/, T) oder |/, | ) am Gitterplatz

x;. Die Observable rh,(zj) wirkt auf die Eigenzustdnde |j, T) und |j, | ) gemaf3 (1.76).
Der Hamilton-Operator H ist demnach eine 2N x 2N Matrix, die auf dem 2N-
dimensionalen Raum der Mikrozustande |1,07) ®12,0,)®...® N, o)) der mog-
lichen Spineinstellungen operiert. Mit dem Operator der Magnetisierung des
Systems

N
M, = Zrﬁz(xj) (1.80)
j=1
folgt dann
H=-M,B. (1.81)
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1 Zentrale Konzepte

Wir nehmen jetzt an, dass nur eine Wahrscheinlichkeitsverteilung fiir die
Spineinstellung am Gitterplatz x; bekannt ist. Dann lautet die Dichtematrix
fur das betreffende Atom

=pli, DG T+4qli b G U (1.82)
p+tqg=1.

Der statistische Operator des gesamten Systems ist wegen der angenommenen
statistischen Unabhangigkeit der magnetischen Momente rﬁg "an den einzelnen

Gitterpldtzen x; durch das Tensorprodukt der einzelnen statistischen Operato-

ren gegeben:
N .
5 = ® pl). (1.83)
j=1
Es folgt fur den Erwartungswert der Magnetisierung am Platz x; das Ergebnis

<m2(xf)> = Tr[ i (x;)] = Te[p Vs V) = uplp - 9). (1.84)

Fur das Schwankungsquadrat entsprechend

[0 0m (o= (o)) =) sy, c185)
gt gl )

= (up)*(p+q)—(up)*(p—1q)°

= (up)* (p+q)° - (up)*(p — )

= 4p pq.
Die Energie des betrachteten Paramagneten im dufleren B-Feld ist demnach
E = <H>p = —<MZ>pB (1.86)
N
(M), = ;(mz(xj»ﬁ =Npg(p-q).

Aufgrund der Annahme, dass die magnetischen Momente fiir verschiedene Git-
terplatze statistisch unabhangig verteilt sind, gilt

* X (1.87)
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1.4 Korrelationen und Schwankungen

Dann erhalten wir das Schwankungsquadrat der gesamten Magnetisierung zu

[Aﬁ (MZ)]2 - <MZMZ>p B <Mz>p <M7~>p (1.88)

(=) ¢
=0 =0
N
=) [Ao( ()]
j=1
=N -4y pq.

Von Zeile vier auf Zeile funf wurde wieder die statistische Unabhangigkeit be-
nutzt. Das relative Schwankungsquadrat der Magnetisierung verschwindet im
Grenzfall N — oo :

1
P 3 (1.89)

Ap(M.)  N-4uppa  2.\pg

= —0 fur N — co.

(Mz>ﬁ ~ Nw(p-9) VN(p-q)

Im Grundzustand des Systems liegt auf allen N Gitterplatzen der Spinzu-
stand |T) vor. Die Energie des Systems ist dann

Ec = -NpugB. (1.90)

Im maximal angeregten Zustand liegt auf samtlichen N Gitterplatzen der Spin-
zustand ||) vor, die entsprechende Energie des maximal angeregten Zustands
ist NugB, das ist der negative Wert der Grundzustandsenergie.
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Die Wahrscheinlichkeit dafir, dass bei einer bestimmten Spinkonfiguration
(von den insgesamt 2N moglichen Spinkonfigurationen) die Atome auf n Git-
terpldtzen im Spinzustand |T) und auf N —n Gitterpldtzen im Spinzustand ||)
sind, ist zu p"gN~" gegeben. Die Anzahl der Mdoglichkeiten, bei insgesamt N
Gitterpldtzen auf eine Anzahl von n aufwarts zeigenden Spins zu kommen, ist
der Binomialkoeffizient
(N) N(N-1)---(N-n+1) N!

- ! T u(N—n)l’ (1.91)

n

Die Wahrscheinlichkeit Wy(n, N) dafiir, dass auf einer Kette mit N Gitterplatzen
sich genau n der Atome im Spinzustand |T) befinden, ist demnach

Wi(n,N) = (ZZ)p”qN_”. (1.92)

Summiert man uber alle 1, so muss die Gesamtwahrscheinlichkeit 1 betragen.
Das ist in der Tat der Fall

N N N
Wi(n,N) = ( )p”qN‘”z(pw)N:l- (1.93)
; ; n —_—

=1

Als nachstes fragen wir nach dem Ewartungswert fur n. Wie viele Spins zeigen
also bei einer Messung im Durchschnitt den Spin |T)?

Zn OWT n,N N N-
(n) = Wi(n,N) n = np"g™ " (1.94)
Yneo Wi(m,N) Z’ ;
Diese Formel schreiben unter Verwendung eines Kunstgriffs um zu
. N n _N-n
(n) = 11n(1) ; np+x) g " (1.95)
=
Es gilt
de(p+x)" = np+x)"! (1.96)
n-(p+x)" = (p+x)di(p+x)".

Also durfen wir das obige Ergebnis umschreiben zu
- (N
IRT n _N-n
ny = }gg)l<p+x>axn§zo(n)<p+x> g ] (1.97)

= lim (p+x)8x(p+x+q)N].

x—0
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1.4 Korrelationen und Schwankungen

Wir rechnen die Ableitung aus und setzen danach wieder p + g4 = 1 ein. Man
erhalt das erwartete Ergebnis

(n) =N -p. (1.98)

Fur den Erwartungswert des Quadrates ergibt eine ganz ahnliche Betrachtung

N N
<n2> = ZWT(n,N) n’ = Z( ) )nzp”qN_” (1.99)

Damit ist das Schwankungsquadrat zu
[A(m))* = (n?) - (n)* = Npg (1.100)

gegeben.

Wir betrachten nun eine leichte Abweichung vom Erwartungswert Np fur
Atome im Spinzustand |T), die wir mit v kennzeichnen wollen:

n=Np+v (1.101)
N-n=¢gN-v.

Fur grofle Zahlen n ist der Satz von Moivre-Stirling zur Approximation von n!
sehr niitzlich:

n € IN (1.102)

1 n! 1
elZ(nJrl) S - S elan,

()"V2mn

Die Tabelle 1.2 zeigt die hohe Genauigkeit dieser Approximation schon fur klei-
ne Werte von n.
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1

e 12(n+1)

n!

Varen (2

1

10
20
30
40
100
1000

1.042546905189991
1.007604526229409
1.003976137913081
1.002691788417230
1.002034587294788
1.000825422982457
1.000083253548634

1.084437551419228
1.008365359132400
1.004175010867765
1.002781536243090
1.002085461494518
1.000833677872012
1.000083336802874

1.086904049521229
1.008368152207447
1.004175359291119
1.002781639377196
1.002085504980048
1.000833680652026
1.000083336805652

Tabelle 1.2: Genauigkeit der Moivre-Stirling Formel

1.4.3 Beweis der Moivre-Stirling Formel

Zuerst schreiben wir die Fakultatn! =1-2-3-...-n, wie man leicht durch Aus-
multiplizieren bestatigt, in der Form

n!:(
n

(1.103)

. 1 M
n—1 l)ﬁf
j=1 (1 T

Jetzt formen wir diesen Ausdruck mit der Exponentialfunktion identisch um
zu

(1.104)
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1.4 Korrelationen und Schwankungen

Die Konstante .
1 1V 1
=— 1+-— - — 1.105

gilt es jetzt auszurechnen. Der Index ,s* kommt von Stirling, der den Wert dieser
Konstanten als Erster exakt berechnen konnte. Es ergibt sich fiir den Wert der
Fakultdt somit der folgende exakte Ausdruck

-1
Vi (n\" 1Y"2 1
=Y (Z) . il L
= (e) ]_[ 1+], =t (1.106)
j=n
Es ist nutzlich, das unendliche Produkt durch eine Summe darzustellen

4

ﬁaj = exp [iln(aj)].

j=n

> 0 (1.107)

Demnach

Iﬁ[[(1+%)j+2-é] = exp(S,) (1.108)
j=n
il(] + %)ln(l + %)— 1].

j=n

wn
2
Il

Wir sehen, dass % im Produkt auf der linken Seite unbedingt fur die Konvergenz
der Reihe im Exponenten auf der rechten Seite erforderlich war! Elementare
Umformungen fir n > 1 fuhren auf

:i[(]+ ) [1 (”1”2)] 1] (1.109)

2(j+1/2)

und damit auf die Reihe

Sn = —* ——+ . (1.110)
JZ 3:22j+3)? 524 +a)t 72043 ]
Offensichlich gilt
lim S, = 0. (1.111)
n—o0
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Wir werden weiter unten genauer abschatzen, wie schnell S, mit wachsendem
n gegen Null strebt.

Nach dem Gesagten erhalten wir nunmehr fir n! den exakten Ausdruck

nl=—. (1.112)

Cs

e

e

Jetzt muss noch die Konstante C; bestimmt werden. Dazu betrachten wir den
Quotienten

1 {2m\_ @m)! 1-3:-5---(2n-1)
P”_22”(n)_22”-(n!)2_ 2:4-6---(2n) ' (1.113)
und bilden den folgenden Limes mit dem Quadrat P? :
n
lim (2 + 1)P2 = Tim | [ ZA2D2k+ D) (1.114)

n—oo n—oo (2k)(2k)

= lim - [1 ! ]
N n—00 212 |
k=1 (2k)

Das unendliche Produkt ist ein Spezialfall der aus der Funktionentheorie be-
kannten Relation

sin(z) .. T z?
= lim 1-—]. (1.115)
Tz n—>00 k2
k=1
Es folgt
- 1
Ji_)ngo(2n+1)Pnz = lim [1—(2]()2] (1.116)
g Fis (W‘)}
k=1 z=1
B sm(nz)l
| Tz Z:%
2
=

Einsetzen der obigen exakten Formel (1.112) fur die Fakultat liefert andererseits
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den exakten Ausdruck

(2n)!
B 221 (n!)?
\/ﬂ 2n 2n Sz
o = e n
e (%) . (1.117)
n
2o () e
2
=Cs- —exp (S2n—2S,)
Wegen lim,, ,,, S, =0:
2
Z = lim(2n+1)P? (1.118)
TC n—o0
2
= lim [(2n+ 1)C2 = exp (255, -45,)
n—-o0
= 4C2? lim exp(2S,, — 4S,,)
n—o00
= 4C2.
Somit ist |
Cg=—. 1.119
5= o ( )
Als Resultat fir n! erhalten wir demnach die exakte Darstellung
NN LA
= — =) e 1.120
" C; (e) ¢ ( )
n
= 27111-(2) e,
e
Wir schatzen jetzt noch die Summe §,, ab. Sei
1 1 1
f(x):3-22x2+5-24x4+7-26x6+”" (1.121)
Offensichtlich gilt
c 1\ 1 1 1
5=f(j+—)=[ bt
" JZ 2 ]Z 3:-22(j+3)? 5-24(j+ %) 7-25(j+ )
(1.122)
Uns interessiert die Differenz zwischen dem Integral
I”:J dxf(x) (1.123)
n
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und der Summe §,, als Funktion von n. Dazu stellen wir das Integral I, als
Summe von Integralen tiiber unendlich viele Teilintervalle der Lange 1 dar:

In:Lmdxf(x):gj_ll/;dxf(j+%+x) (1.124)

Nun entwickeln wir die Funktion f (j+3+x) um den Mittelpunkt x = 0 des j-ten
Intervalls in eine Taylor-Reihe

| .1 AT 12
fliegex)=flieg)rafO(ivg)s 5 2+5)  @129)
3 4
x7 <3>(~ l) X" (4)(- l)
+3' ]+2 +4‘ ]+2 +... .

Bei der Integration uber das j-te Teilintervall liefern die ungeraden Potenzen
von x keinen Beitrag:

1/zdxf('+l+x)—f('+l)+if(2)('+l)+if(4)('+l)+ (1.126)
ISt U ey A U ) ATy PR U Y AT T U AR

Summation uber alle Teilintervalle liefert

I, :Lmdxf(x): ;f(j+%)+ﬁ§f<2>(j+%)+ ﬁf(4)(j+%)+... .
(1.127)

Damit konnen wir den Wert der gesuchte Reihe S, fir vorgegebenes n jetzt
abschétzen zu

Snzln—ﬁgﬂz)( ) 5'24Zf (]+ ) (1.128)

Die angestellten Betrachtungen fur den Unterschled zwischen dem Integral

Joo dxf(x) und der Summe S, =) o U+ ) konnen anstatt mit der Funktion
f(x) ebenso mit den Ableitungen der Funktion f(")(x) durchgefiihrt werden:
c 1 1 1, 1 1
Sy _ @i 2y — O i I
Zf(“z)_L 4xf (x) 3!22,Zf (”2) 5!24,Zf (”2)
j=n j=n j=n
(1.129)
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Wir sind hier nur an Termen bis einschliefllich der Ordnung # interessiert,
weshalb wir Terme, die von hoherer Ordnung sind, nicht betrachtet haben. Also

F(i3) = | e = (1.130)

I~

n

-
I

L I e WA () B B

7

j=n j=n
Schliefdlich finden wir
=[x g [0 )= g [rPm] sy
=[x+ g+ [# - (3!;2)2]f‘3)(n)

1 1 1 ( 1 )
- + +ol—).
12n 360n3  1260n° n’
Das Ergebnis unserer Betrachtungen ergibt fur n! die asymptotische Darstel-
lung

n\" 1 1 1
I~ 2 (—) : ( - + ) 1.132
" T\Z) P\T20 T 36013 T 126010 ( )

Die Qualitat dieser Naherung ist bereits fur kleine Werte von n vorzuglich. Fir
n = 2 ist der relative Fehler 3.55x 107, fiir n = 7 ist der relative Fehler 7.02827 x
10710,

1.4.4 Wahrscheinlichkeitsverteilung W;(n,N)

Setzen wir nun die Moivre-Stirling Formel in die Wahrscheinlichkeitsvertei-
lung der magnetischen Momente der Atome auf der Kette ein, so ergibt sich als
Approximation

Wi(n,N) (IZ)p"qN_” (1.133)

N-n

1R

=0 ) (=)

N -n N-—n —N+n
) (qN) '

n
N S P
2nn(N —n) \ pN
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1 Zentrale Konzepte

Mit v als Mafs fir die Abweichung vom Mittelwert (n) = pN ergibt sich

n=pN+v (1.134)
N-n=¢gN-v.
Dann folgt
—-pN—-v —qN+v
Wi, N)~ | ——— 14+ 2 1- 2 . (1.135)
e 2ntn(N —n) pN gN

Es ist Fy(0,N) = 1. Wir entwickeln jetzt die Funktion Wy(n,N) = W;(pN +v,N)
um v = 0. Da diese fur pN > 1 und gN > 1 sehr schnell variiert, entwickeln
wir den Logarithmus

InFy(v,N) = (—pN —v)ln(l + I%)Jr (=gN + v)ln(l - qlN) (1.136)

4 V2 V3
(—pN—V)(p—N—W'FW—...

Ein nicht trivialer Limes ergibt sich, wenn wir die Abweichung v vom Mittel-
wert pN von der Teilchenanzahl N abhdngig machen und annehmen

v o VN. (1.137)

Dann ist der Term mit VW konstant, wahrend die weiteren Terme mit zuneh-
mender Teilchenanzahl N vernachlassigbar klein werden. Wir finden demnach

2

1
PN(V,N):eXp(—%Vﬁ+...). (1.138)
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1.4 Korrelationen und Schwankungen

Fur den Vorfaktor der Verteilungsfunktion Wi(n, N) ergibt sich entsprechend

N N
\/2nn(N —n) - \/2(pN +v)(gN —v) (1.139)

B N
\2N2(p+¥)g-%)

1 v
 \2mpgN ’ O(N)'

Als Resultat folgt fiir N > 1 die Wahrscheinlichkeitsverteilung

1 v?
Wir(n,N) = —— - 1.140
10 ) 2repgN eXP[ 2pqN l (1140
1 ] (n—Np)?
= ———exp|-—————|.
V2npgN 2pgN
Diese entspricht einer Gaufs-Verteilung
1 (n—(m))*
Wir(n,N) = —_— 1.141
T(n ) Wexp[ 20_2 ( )
um den Erwartungswert (n) = Np mit einer Varianz o,
0% = <n2>— (n)? = pqN. (1.142)

Die Wahrscheinlichkeitsverteilung Wi (n, N) ist demnach fiir gN > 1 und pN >
1 als Gaufi-Verteilung durch nur zwei Parameter, naimlich Ewartungswert (n)
und Varianz o, vollstindig festgelegt.

1.4.5 Zentraler Grenzwertsatz

Wir zeigen nun ganz allgemein, dass die Wahrscheinlichkeitsverteilung eines
Signals, welches aus statistisch unabhadngigen Grofien additiv zusammenge-
setzt wird, (fast) immer zu einer GaufSkurve fiithrt. Dazu betrachten wir (eine
fast) beliebige Wahrscheinlichkeitsverteilung w(a) einer Observablen A dafir,

als Messgrofle fur den Erwartungswert <A>p den Wert a zu liefern:

w(a) =Tr[p §(al - 4)]. (1.143)

Dieser Verteilung ordnen wir eine sogenannte charakteristische Funktion zu,
die als Fouriertransformierte von w(a) gebildet wird

x(q) = foo dae'w(a). (1.144)

-0
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1 Zentrale Konzepte

Da die Wahrscheinlichkeitsverteilung auf 1 normiert ist, gilt

lim x(gq) = 1. (1.145)
q—0

Mit der inversen Fouriertransformation folgt die Darstellung der Wahrschein-
lichkeitsverteilung durch ihre charakteristische Funktion

w(a) = Lo ﬁe—w x(q). (1.146)

Die charakteristische Funktion erlaubt es, die Momente der Verteilung

(a"y, = J‘oo da w(a)a" (1.147)

—00

durch entsprechende Ableitungen der charakteristischen Funktion darzustel-
len:
(@ = )| gxta)| (1.148)

q=0

Dieses ist leicht einzusehen, denn einerseits gilt nach Taylor

1" [ ] (1.149)
— 1! dq 4=0

n

Andererseits ergibt eine Reihenentwicklung der Exponentialfunktion

x(g) = deaw i 'n')n (1.150)

& n=0
:i(ig')nj da w(a)a"
n=0 =~ Y7
= ij{l_ <an>w
n=0

Uber die Reihenentwicklung des Logarithmus der charakteristischen Funktion
Xx(q) werden die sog. Kumulanten C,, der Wahrscheinlichkeitsverteilung w(a)

definiert
q"
In x(q § —m (1.151)
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1.4 Korrelationen und Schwankungen

Wir geben hier die ersten vier Kumulanten der Wahrscheinlichkeitsverteilung
w(a) an

Ci =(a), (1.152)
C = <ﬂ2> —(ays, = o,
C; = <a3>w - 3<a2>w (a), +2(a)>
2
Cy= <a4>w - 4<a3>w (a), —3 <a2>w + 12<a2>w (a)ﬁ, -6 (a)ﬁ,.
Es ist offensichtlich, dass durch einen Koordinatenwechsel
a—a—{ay, (1.153)

der Erwartungswert der Verteilung w(a) immer auf den Wert Null gesetzt wer-
den kann, d.h. C; = 0.

Wir betrachten jetzt zuféllig verteilte Groflen ay,...,a,, mit Wahrscheinlich-
keiten w(a;). Von Interesse ist die charakteristische Funktion des (speziell nor-

mierten) Summensignals
ap+...+an

= (1.154)
TTTUN
Das arithmetische Mittel der Grofien aj ist dann
g = 1% _(Zl+...+(5lN (1155)

VYW N
Wie sieht die Wahrscheinlichkeitsverteilung w,(y) fiir so ein speziell normiertes
Summensignal aus?

ws(y):j_ dal...J_ daNé(y—%)w(al)...w(aN).

Diese Verteilung ist auf Eins normiert, da die Wahrscheinlichkeitsverteilung
w(a) fur das Einzelsignal bereits auf Eins normiert ist:

°° "> o °° a;+...+a
J dy wy(v) dal...J daNJ dyé(y—l—N)w(al)...w(aN)

VN
= | dal...ﬁ day w(ay)... w(ay) (1.156)

_ dmw(al)---j dayw(ay)

J—00 —00
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1 Zentrale Konzepte

Wir berechnen nun die charakteristische Funktion der Verteilungsfunktion wg(p)
des betrachteten Summensignals

(oo ,
XS(Q) = dy elqyws(y) (1-157)

("> . & & a;+...+a

= d e””’f da J da 6( —1—N)wa ...w(a
). v . 1 . N O|Y \/N (a1) (an)
(O 00 an1+.“+uN

= dal...J daNe VN w(al)...w(aN)
J -0 —00
(" i-Lg o0 i-Lg

= daje W lw(al)...f daye W Nw(ay)
J-c0 —co

=il ) ()

|
=
L —
=
=
zZ

Bilden wir den Logarithmus, so erhalten wir die Kumulantenentwicklung der
charakteristischen Funktion x(g), die der Verteilung ws(y) des Summensignals
zugeordnet ist, nun ausgedruckt durch die Kumulantenentwicklung der cha-
rakteristischen Funktion x (gq), die der Verteilung w(a) des Einzelsignals zuge-
ordnet ist:

In x.(q) Nlnlx(i)] (1.158)

) \/Nm
- N;(\/iﬁ) zm%’”'l

Setzen wir C; = 0 (was aufgrund der obigen Bemerkung tuber einen Koordina-
tenwechsel, siehe (1.153), immer erlaubt ist), so beginnt die Reihe mit m = 2:

O m
Inx.(q) = Z%Nl—%imcm. (1.159)

m=2

Der erste Term der Reihe, m = 2, ist demnach unabhangig von der Anzahl N
der Summanden, die restlichen Terme m = 3,4,... werden bei groflem N ver-
nachlassigbar klein. Damit folgt fur N > 1

Cy+.... (1.160)
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1.4 Korrelationen und Schwankungen

Im Limes N — co mit C, = <a2>w—(a>5, = o2 ergibt sich jetzt die gesuchte Vertei-

lungsfunktion wy(y) des Summensignals yy = % als die inverse Fourier-

Z

transformation der charakteristischen Funktion x,(q):

= 4 »
w)= | e W) (L161)
hfmﬂ

27

2
; q° 2
e 'Y e 7 %w

G

1 2

\/27’(0142, 20y
Die Verteilungsfunktion wy(y) des Summensignals yy ist demnach eine Gaufi-
verteilung, obgleich die Verteilungsfunktion w(a) der einzelnen Messwerte a;

der Observablen A nicht niher als eine besondere Verteilung spezifiziert ist.
Vorausgesetzt wurde lediglich, dafy das erste und das zweite Moment der Ver-
teilung w (a) existieren sollen.

Abschlieflend geben wir noch eine fir die Praxis nutzliche Formulierung des
zentralen Grenzwertsatzes, und betrachten dazu anstelle von y die Variable

y
S-Sy = (1.162)
VN
zur Beschreibung der Abweichung vom Erwartungswert des arithmetischen
Mittels

Sy = <5Lii¢ifﬁ> (1.163)
w

ap+...+ayn
N

der statistisch unabhédngigen Zufallsvariablen (mogliche Messwerte) a;. Die zu-
geordnete Verteilungsfunktion

2
W(S) = N expl—gi&i:jﬁill (1.164)

2102 202

S
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1 Zentrale Konzepte

ergibt sich aus der Gleichheit der Wahrscheinlichkeiten fur die betreffenden
Teilintervalle der Lange dy bzw. dS :

W(S)dS = wy(y)dy. (1.165)

Dann gilt (fur N > 1 mit exponentiell kleinem Fehler) gleichmaf$ig in jedem In-
tervall [u,v] C R fur die Wahrscheinlichkeit P, dass das Summensignal (arith-
metischer Mittelwert) S vom Erwartungswert Sy abweicht, die Darstellung

v
P:P(uSS—SNSv):j dz W(z). (1.166)
u
Der (arithmetische) Mittelwert S einer grofSen Anzahl N von statistisch unab-

hingigen Messwerten a; einer Observablen A sind demnach universell gemaf3
einer Gaufskurve verteilt

exp |- (S=Sn)* (1.167)
ZGN

A /27wN
mit dem Zentrum der Verteilung beim Erwartungswert (S),, = Sy und einer
Varianz (Halbwertsbreite)

oy = 2 (1.168)

VN’
die im Vergleich zur Varianz o, der Verteilung w(a) einer Einzelmessung fur
eine grofle Anzahl von Summanden N > 1 um den Faktor —= W deutlich verklei-

nert ist.

1.4.6 Gesetz der groBen Zahlen.

Wir betrachten die Varianz o, einer Verteilungsfunktion w(a) und schreiben

ol = <a2>w—<a>§, (1.169)
- [ davt@-@.r

Ein Intervall der Breite 2L > 0 um den Mittelwert wird jetzt bei der Integration
ausgespart. Der Integrand ist positiv, daher

<a>w_L 00
0> da w(a)(a—(a),)* + da w(a)(a-(a),)’. (1.170)
0. J:OO awl\a)\a a LQ>W+L aw\a)la a

Offensichtlich gilt fur beide Integrationsgebiete
(a—{(a),)* > L>. (1.171)
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1.4 Korrelationen und Schwankungen

Somit schatzen wir ab

(@),~L 00
szzl daw(a)+ daw( )]. (1.172)
(0} J: awl\a J; awla

o0 ay,+L

Die Integrale in der Klammer geben die Wahrscheinlichkeit dafiir an, dass |a — (a),,|
um mehr als L vom Erwartungswert (a),, abweicht. Diese Wahrscheinlichkeit
bezeichnen wir mit Py (|a —(a),| > L) . Nach dem Gesagten gilt

2
107
P,(la—(a),|>L) < L—g’ (1.173)
Die Wahrscheinlichkeit daftr, dass |a — (a),,| > L wird, nimmt also mit wachsen-
dem Abstand L proportional zu # ab.

Betrachte jetzt das Summensignal S = —a1+'1'\',+aN

wobei die Zufallsvariable aj

das j-te Messergebnis fiir den Erwartungswert (a),, einer Observablen A sein
soll. Dann gilt, da ja aufgrund des zentralen Grenzwertsatzes die Verteilung
W(S) eines Summensignals S fur N > 1 eine GaufSkurve mit Varianz 013, ist,
aufgrund der eben vorgetragenen Argumentation die Abschatzung

2
(0}
pw(|5—sN|>L)gL—§. (1.174)

Aber nach dem zentralen Grenzwertsatz ist oy = \‘;—va, also folgt

2
[0}

Fur N > 1 und o, < co wird die obere Schranke beliebig klein

lim Py (S~ Sy|> L) =0. (1.176)

Der Mittelwert vieler unabhangiger Zufallsereignisse nahert sich mit wachsen-
der Anzahl N von Zufallsereignissen seinem Erwartungswert immer weiter an.
Diese statistische Gesetzmaf3igkeit nennt sich ,Das Gesetz der grofien Zahlen*.

Beispiel: Beim Wurf einer Miinze existieren die Zufallsereignisse , Kopf“ oder
»Zahl“. Die Wahrscheinlichkeit z.B. fiir das Ereignis ,,Zahl“ liegt dann bei 50%.
Je ofter die Miinze geworfen wird, desto eher tritt bei 50% aller Wiirfe tatsach-
lich das Ereignis ,,Zahl“ ein. Wird die Miinze beispielsweise 10°-mal geworfen,
so ist eine Abweichung von 50% nur noch bei den hinteren Dezimalstellen nach
dem Komma festzustellen.
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2 Mikrokanonisches Ensemble

2.1 Vorbetrachtung

Wir betrachten ein Vielteilchensystem mit Energie E bestehend aus einer An-
zahl N von identischen Atomen in einem Volumen V. Fur die Eigenzustande
|W,) des Hamilton-Operators H des Systems gilt

H|\Pn> = Enl"yn> (2-1)
<\I]n|\pn’> = 6n,n’

A AREEE

Der statistische Operator py;x des mikrokanonischen Ensemble umfasst eine
Teilmenge aller Zustande |¥,) aus dem Hilbertraum mit der Eigenschaft, dass
die den |W¥,) zugeordneten Eigenwerte E,, von H in einem kleinen Intervall um
den vorgegebenen(!) makroskopischen Energiewert E liegen sollen:

E-A<E,<E. (2.2)

Dabei ist die Breite der betrachteten Energieschale A einerseits grofy im Ver-
gleich zur mittleren Energie eines Atoms,

E
A== 2.3
A= g (2.3)
aber andererseits sehr klein gegentuiber der gesamten Energie E des Systems:

ea << A<E. (2.4)

Im mikrokanonischen Ensemble herrscht nun gewissermafien Demokratie unter
den Zustanden in der betrachteten Energieschale, denn jeder solche Zustand
wird gleich gewichtet

1
Sviw = Oni(E,N, V)= —— — W) (W, |. 2.5
Puix = Pux(E,N, V) ZMK<E'N’V>E_A<ZE,1<E' AIEA (2.5)
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2 Mikrokanonisches Ensemble

Der Normierungsfaktor Z g wird aus der Forderung Tr (g)sx) = 1 bestimmt zu

Zyk(E,N, V) = Z 1, (2.6)
E-A<E,<E

d.h. Zy(x zahlt die Anzahl der Zustande |W¥,) mit Eigenwert E,, in der Energie-
schale
E-A<E,<E. (2.7)

Fur die Rechnungen ist es vorteilhaft, zunachst alle Zustande zu zahlen, deren
Eigenwerte E, kleiner sind als E. Mit der Heaviside Distribution

1 furx>0,
O(x)=43 firx=0, (2.8)
0 furx<0
definieren wir die Zahlfunktion
Qui (E,N, V) = Z@(B—En), (2.9)
E,

welche die Anzahl aller Eigenzustdnde |\¥,) mit Energie-Eigenwert E,, < E zahlt.
Dann folgt sofort

ZMK(E,N,V):QMK(E,N,V)—QMK(E—A,N,V). (210)

Wir schreiben jetzt

AN A

E-A<E,<E

) [O(E-E)-O(E-A-E)%)XT|  (211)
E,

[@(E-i—H)—@((E—A)-i—H)]Z|\Ifn><\Pn|

|
=i

= O(E-1-H)-O((E-A)-1-H).

Es folgt eine von der urspriinglichen Basis der Zustande |\V,) unabhangige Dar-
stellung des statistischen Operators fur das mikrokanonische Ensemble

pmk(E,N,V) = m[é(E-i—H)—é((E—A)-i—H)] (2.12)
Zux(E,N, V) = Tr[@(B-i—H)—@((E—A)-i—H)].
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2.2 Ununterscheidbare Teilchen im Kasten

Formal kann man wegen A < E die Differenz der Stufenfunktionen (unter ei-
nem Integral und angewendet auf eine Testfunktion) mit Hilfe der Dirac Delta-

Distribution p
- = 2.1
dx® (x) =0(x) (2.13)

auch aquivalent umschreiben zu
O(E-1-H)-O((E-A)-1-H)=A-5(E-1-H)+0(A?). (2.14)

Damit folgt fiir A <« E eine fir die Durchfihrung von Rechnungen besser ge-
eignete Darstellung fiir den statistischen Operator des mikrokanonischen En-
sembles zu

(E-1-H)
pAMK(E,N, V) = " N n . (215)
Tr[$(E-1-H)]
Die Berechnung der Zustandsdichte
wpk (EN, V) =Tr[§(E-1-H)]| = (;LETr[@(E A -H) (2.16)

ist ein zentrales Problem der statistischen Physik, wie wir noch an einer Reihe
verschiedener Beispiele sehen werden.

2.2 Ununterscheidbare Teilchen im Kasten

Bevor wir uns mit der Berechnung der mikrokanonischen Zustandsdichte fur
wechselwirkende Systemen befassen, untersuchen wir zuerst ein einfaches Sys-
tem ohne Wechselwirkung, namlich das einatomige ideale Gas in einem Volu-
men V, bestehend aus N ununterscheidbaren Atomen der Masse m, mit Spin
fis. Der Hamilton-Operator eines einatomigen idealen Gases im dufleren ma-
gnetischen Induktionsfeld besteht dann aus der kinetischen Energie und dem
Zeeman-Term

N
. 1 (i) 517/ ()
B =) |om, 2 pepdis s B8 (2.17)
j= ag{x,y,z}
- h d
ﬁy) = % (2.18)
1 ara]

Wir wollen der Einfachheit halber voraussetzen, dass sich das Gas in einem
Kasten (Wiirfel) mit Kantenlidnge L befindet, also |V| = L. Die Eigenzustinde
zum Hamilton-Operator H sind N-Teilchen-Wellenfunktionen

Dy (r<1>,r<2>,...,r<N>), (2.19)
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2 Mikrokanonisches Ensemble

die aus den Eigenfunktionen ¢y, ¢ (r) des Hamilton-Operators zum Eigenwert
€m,s, fur ein Teilchen (N = 1) im Kasten zusammengesetzt sind:

1 A A A
W Z papals +g,”BB -S (Pm,sz(r) = Em,sz(Pm,sz(r) (2-20)
ae{x,y,z}
[SAW SAb]_ = 6azchAc
Is = Einheitsmatrix zum Spin S.

Dirichlet-Randbedingungen zu erfiillen bedeutet, dass ¢, ;_(r) auf der Oberfla-
che dV des Volumens V den Wert Null annimmt. Im Fall unseres Kastens mit
Kantenlange L ist das gleichbedeutend mit der Forderung

a € {x,v,z} (2.21)
[(Pm,sz(r)]razo = 0= [¢m,sz(r)]ra:L-
Die moglichen Eigenfunktionen ¢, (r) und Eigenwerte ¢, ;. des Schrodinger-

Eigenwertproblems (2.20), die zugleich die Randbedingungen (2.21) erfullen,
lauten dann fir ein konstantes magnetisches Induktionsfeld B = Be,:

0 < r,<L (2.22)
B 2 . (m 2 2 (T
Pms,(r) = Zsm(fmxrx) Zsm(fmyry) Zsm(fmzrz)-ls,sz)
h? ()2
Ems, = m(f) (m§+m§+m§)+g//tBBhsz

m, € IN={1,2,3,...} furacxy,z}

[ Z §a§a]|5,sz) = h%s(s+1)[s,s,) mit s € Ny/2

ae{x,y,z}
S,ls,s,) = hs,ls,s,)mits, € {—s,—s+1,...,s—1,5}.
Durch die Theorie der Fourier-Reihen ist gesichert, dass die Gesamtheit der Ei-

genfunktionen ¢, 5 (r) zu allen moglichen Wellenzahlvektoren k = 7 (i, m,, m;)
ein VONS bilden

Jvd3r (P;rn,sz(r) qu',sé(r) = 6m,m’6sz,5; (223)
) ) b dh ) = P -r)- s
—5§<5,<s m
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2.3 Pauli-Prinzip

Ein Eigenzustand des N-Teilchenproblems zum Eigenwert E, kann als (Tensor-)
Produkt-Wellenfunktion dargestellt werden

Dy (r, 1@, Ny = (e V) - e (1) - o (fV). (2.24)
Hier ist {n} ein Multi-Index der Lange (3+1)N

{n} = {n(l),n(z),...,n(N)} (2.25)
i = 1,2,...,N.

Die Einteilchen-Quantenzahlen n'/) fiir das j-te Teilchen sind zusammengesetzt
(7)

aus den Modenindizes m zum Abzahlen der Wellenzahlen des Teilchens und

)

seiner Spin-Quantenzahl S(z] , also

o) = (mﬁg>,m;;>,mgf>,s<f>) (2.26)
mgj) € Nfurae{xy,z}

s(zj) € {-s,—s+1,...,s—1,s}.

Jeder méglichen Folge {1} entspricht ein Vielteilchen-Eigenzustand @y, (rV),r?), ..

siehe (2.24). Der diesem Eigenzustand q){n}(r(l),r(z),...,r(N)) zugeordnete Eigen-
wert Ey, ist die Summe der Einteilchen-Eigenwerte ¢

H @{n}(r(l),r(z),...,r(N)) = E{n}q){n}(r(l),r(z),...,I'(N)) (227)
Ep = euntéget... e

Die Eigenzustinde (2.24) zum Hamilton-Operator H sind in der angegebenen
Form leider unphysikalisch, da sie nicht dem Axiom des Pauli-Prinzips genii-
gen.

2.3 Pauli-Prinzip

Das Pauli-Prinzip ist ein fundamentales Axiom der Quantenphysik zur Beschrei-
bung von Vielteilchensystemen. Es besagt, dass jede Losung der Schrodinger-
gleichung fur N > 1 identische (ununterscheidbare) Teilchen mit ganzzahligem
Spin fis mit s = 0,1,2,... notwendig symmetrisch unter Austausch der Positio-
nen r'!) r(?  r(N) der Teilchen ist. Jede Losung der Schrodingergleichung fiir
N > 1 identische Teilchen mit halbzahligem Spin hs mit s = %, %, ... ist notwendig
antisymmetrisch unter Austausch der Positionen r!),r(?),... r(N) der Teilchen.
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2 Mikrokanonisches Ensemble

Man spricht im Fall einer symmetrischen Vielteilchenwellenfunktion von Boso-
nen, im Fall einer antisymmetrischen Wellenfunktion von Fermionen. Das Pauli-
Prinzip ist nach dem Nobelpreistrager Wolfgang Pauli benannt, der fur seinen
Scharfsinn auf allen Gebieten der Physik beruhmt war.

Der Nobelpreistrager Richard Feynman bemerkt dazu in seinen ,Lectures
of Physics“, Band III: ,An explanation has been worked out by Wolfgang Pauli
from complicated arguments from quantum field theory and relativity. He has shown
that the two must necessarily go together, but we have not been able to find a way to
reproduce his arguments on an elementary level. It appears to be one of the few places
in physics where there is a rule which can be stated very simply, but for which no one
has found a simple and easy explanation.This probably means that we do not have a
complete understanding of the fundamental principle involved. For the moment, you
will just have to take it as one of the rules of the world.”

2)

Unsere (mathematisch korrekten) Eigenfunktionen CD{n}(r(l),r( yer, v N))

zum
Hamilton-Operator H fiir N ununterscheidbare Atome mit Masse m, und Spin
his mussen demnach noch symmetrisiert bzw. antisymmetrisiert werden, je nach-
dem ob die Teilchen Bosonen oder Fermionen sind. Dazu ist es erforderlich, alle
moglichen Vertauschungen (Permutationen) der Teilchenpositionen D@ ¢
zu betrachten.

Sei Sy die sog. symmetrische Gruppe, die aus allen Permutationen P; einer
Menge von N Elementen besteht, z.B. {1, 2, 3,..., N}. Die Gruppenmultiplikation
ist die Hintereinanderausfuhrung von Permutationen. Die Gruppe Sy enthalt
insgesamt N! verschiedene Permutationen F;. Zum Beispiel fur N = 3 gibt es
N!=1-2-3 =6 Permutationen der Objektmenge {1, 2, 3}:

11213 ]-)2;3 1,2,3
P = . Py= , Py= ) 2.28
! (1,2,3) g (1,3,2) > (2,1,3) (2.28)
1,2,3 1,2,3 1,2,3
P4: y P5: y P6: .
2,3,1 3,1,2 3,21

Man schreibt auch

N)

R(1) P(2) P(3)
I € {1,2,3,4,5,6).

pl:( L2 3) (2.29)

Im Beispiel ist die Permutation P; die Identitat, also das Einselement der Grup-
pe S3. Die Anzahl der Elemente der Gruppe Sy ist durch die Zahl N! gegeben,
wachst demnach extrem stark an. Erwahnt sei noch, dass jede der N! Permu-
tationen P; € Sy als Produkt von aufeinander folgenden Transpositionen (das
sind Zweier-Vertauschungen) darstellbar ist.
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2.3 Pauli-Prinzip

Die Vielteilchenwellenfunktion

B (1) () L (Ny_ 1L (B(1)] [RB(2)] (AN

O, (e e, YY) = — > Dy (r T PO § ) (2.30)

{n} {n}
. \/N!PlesN

ist offensichtlich symmetrisch unter Austausch zweier Teilchenpositionen rl/)
und r¥) und geniigt somit der Symmetrieforderung des Pauli Prinzips fiir Bo-
sonen. Hier bezeichnet @y, das in (2.24) definierte Produkt von Einteilchen-
Wellenfunktionen.

Jede Permutation P; € Sy kann als Produkt von Zweierzyklen dargestellt wer-
den. Ein Zweierzyklus ist eine Permutation, die genau zwei Elemente vertauscht,
wahrend die ubrigen N — 2 Elemente unverdndert bleiben. Eine Permutation
P, heif3t gerade, wenn sie aus einer geraden Anzahl von Zweierzyklen zusam-
mengesetzt ist. Sie heif3t ungerade, wenn sie aus einer ungeraden Anzahl von
Zweierzyklen besteht. Man definiert als Signatur einer Permutation die Zahl

1 fur P
sgn(P) = o gerade, (2.31)
—1 fir P, ungerade.
Man uberzeugt sich leicht, dass gilt
sgn(P) = sgn(P) (2.32)
sgn(P)sgn(Q;) = sgn(PoQ)
Ijll Ql € SN

Nach dem Gesagten ist die Vielteilchenwellenfunktion

(F) (1) () (Ny__1L (B()] [AR)] BN
o, (r e = — sgn(Py) Oy, (r ,T PO ¢ ) (2.33)
{n} /—N!PZGZS;] {n}

antisymmetrisch unter Austausch zweier Teilchenpositionen r'/) und /") und ge-
nugt somit der Symmetrieforderung des Pauli Prinzips fur Fermionen.

Zur Vereinheitlichung der Schreibweise fiir Bosonen und Fermionen schrei-
ben wir

oy = 1 (2.34)

N
~=
Il
2
QaQ
=
av
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2 Mikrokanonisches Ensemble

Da der Hamilton-Operator H in (2.17) invariant unter Vertauschen der Rei-
henfolge der Teilchenlabel j € {1,2,..., N} ist, gilt naturlich

H q){n}(r[Pl(l)],r[Pl(z)]’”"r[P](N)]) (236)
= H (i)n(l)(r[Pl(l)]) . ¢n(2)(r[Pl(2)]) v q)n(N)(l'[Pl(N)])
= (gn[Pl(l)] + gn[PZ(2)] +...+ gn[Pl(N)])(Pn(l)(r[Pl(l)]) . (Pn(z)(r[Pl(2)]) . (Pn(N)(I'[PI(N)])

— (gn[Pl(l)] + gn[PZ(z)] + ..+ gn[Pl(N)] )q){n}(l'[Pl(l)], r[Pl(z)]’ e, r[Pl(N)])_
Eine Summe ist invariant unter einer Permutation der Summanden, also

€ [Am) T E @] T TE [RN] = Eq) F Eq@) Fooo F EqN) = Eyy.- (2.37)

nl

Somit

B’F)(r(l),r(z),...,r(N)) (2.38)

Jetzt gilt es, eine vollstandige orthogonale Basis fiir den Unterraum der sym-
metrischen bzw. antisymmetrischen N-Teilchen-Wellenfunktionen mittels des voll-
staindigen Orthonormalsystems fir die Einteilchen-Wellenfunktionen ¢, (r) an-
zugeben. Alle moglichen verschiedenen Konfigurationen von Quantenzahlen fir
N-Teilchen mit Wellenfunktion CD{(f}’F )(r(l), r?),...,rN)) werden systematisch und
vollstindig abgezahlt, wenn wir verabreden, z.B. die Quantenzahlen nﬁj) = (mEZ), s(j))
fur die einzelnen Teilchen j =1,2,...,N der folgenden Simplex-Restriktion zu
unterwerfen:

Bosonen: mﬁ}’ < mﬁf) <...< mSCN) (2.39)
Fermionen: mscl) < mﬁf) <...< mﬁCN). (2.40)

Fur Bosonen kann in der Simplex-Restriktion das Gleichheitszeichen angenom-
men werden, fur Fermionen naturlich nicht.
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2.3 Pauli-Prinzip

Einsetzen der Produktdarstellung (2.24) fur (D{n}(r[Pl(l)],rm(z)],...,r[Pl(N)]) lie-
fert fur qD{(f}’F)(r(l),r(2),...,r(N)) jetzt die Darstellung:

qD{(f}’F)(r(l),r(z),...,r(N ) (2.41)
_ Z 5 R p[A@] (BN
PIESN
- Z (PO g o (e gy (e BN,
PIESN

Man kann anstelle uber alle Permutationen P, € Sy zu summieren ebenso gut
uber alle inversen Permutationen Pl_1 € Sy mit Po Pl_1 = 1 summieren, d.h. es

gilt mit Q; =
q)(B,F)(r(l)lr(Z), - .,1,<N)) (2.42)

1 BF
VN D 30 Bt @yloe ) o (F )
T QIESN

Eine derart aus Produkten von Einteilchen-Wellenfunktionen aufgebaute Wel-
lenfunktion (D(f'F) ist demnach bei fest gehaltenen Positionen D @ N
der Atome offensichtlich symmetrisch bzw. antisymmetrisch beziiglich einer
Vertauschung der Einteilchen-Quantenzahlen n), n@ . n®N)in der durch {n}

vorgegebenen Folge. Fur eine zweite Folge {7i} geben wir den Satz der Quanten-

zahlen zu (Y, i@, ... #N) an. Dann schreiben wir
B,F
cp{‘n} ’( MW @) .,r<N>) (2.43)
Z o, Darermn®™)- @ ropen(®) - ¢ o0 (¢
Qz'GSN

und erhalten fir das Skalarprodukt im Hilbertraum der symmetrischen Funk-
tionen

B,F B,F
<c1>{(n} g cD{‘ﬁ )> (2.44)

3 3 [ 2 ] o 2
d d CD{n}(r ) CD{ﬁ}(r e
.y

-y ¥ o5 0p, st )j d3r(2)..'fd3r(N)
|
QieSn QredSn N? v v v

T 1 + 2 + N
g [¢n[Ql(1’1(r( N feum () @ o ))]
* [(Pﬁ[Ql’(”] (r(l))(i)ﬁ[Qz'(z)] (). Palorm)] (I‘(N))]
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2 Mikrokanonisches Ensemble

S PEDS 58’%“ 0] 0 (1D) o (“))]

Q€SN QreSy

[ L (1) 620 x| [ 007 0 () g ()|

Z Z 5Q;oQ,/ Q] 510y ] X O[] glop@)] X -+ X O [an] zlop)]
QZGSNQVGSN

N' Z Z QzOsz

Q1SN QredSn

X..

X O -1 X 0 -1 . X0 -1 .
nl@eQpteerm] Hlopay] ™ € [Qeptoar@)] Hlop )] nl 29 Q] Sl (V)]

Jeder der insgesamt N! Terme in der Summe ZQ;eSN liefert den gleichen Anteil,
alsomit P, = Qo Ql‘,1

ny = (2.45)

{
(B,F) +(B,F)
<CD{11} ,CD{ﬁ} > = Z 6 5 [Pl Xé [ ] A2 x"'X6n[PI(N)],ﬁ(N)'
beSy

Fur {n} # {71} ist mindestens eines der Kronecker-Deltas o _p() () gleich Null,
d.h. zwei symmetrische Basisfunktionen q){(f}’F)(r(l), 2 .., r(N)) und qD{(:}’F)(r(l), @, ..., r(N))

mit verschiedener Folge von Quantenzahlen {n} und {7} sind orthogonal:

n il (2.46)

i) -

Fur {n} = {71} folgt dagegen

<(D{( ,q) > Z 6 n[Pl X 611[Pl(2)],n(2) X... X 6n[Pl(N)],n(N)' (247)
PeSy

Bei Bosonen kann der Fall eintreten, dass eine oder mehrere der Moden n'/) in
der durch {n} reprasentierten Folge von Quantenzahlen mehrfach vorkommen,
sagen wir mit einer von der gegebenen Folge {n} abhdngigen Vielfachheit v, €
{0,1,2,...,N} fur den betreffenden Einteilchenzustand ¢ (r), wobei naturlich

gelten muss

N

Z V) = (2.48)
=1
E{n}
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2.3 Pauli-Prinzip

Bei Fermionen liegt der Fall einfacher, da die mehrfache Besetzung eines Ein-
teilchenzustands ¢ (r) ausgeschlossen ist, also v, ;) € {0, 1}.
Somit folgt fur das Quadrat der Norm einer symmetrischen Wellenfunktion

N

_[aB 5B
Viny = <cp{n},cp{n}> = l_[ [V ]! (2.49)

j=1
Da unsere Eigenzustande ‘q){(f})> zwar orthogonal sind, aber offensichtlich nicht

auf 1 normiert sind, ist demnach jeder Zustand |CD{(5}) > noch durch \Vin} ZU tei-

len, um einen orthonormalen Basiszustand zu konstruieren. Bei Fermionen ist
V{n} =1.

Die N-Teilchen-Wellenfunktionen qD{(f})(r(l),r(z),...,r(N )) sind, wie wir gezeigt
haben, symmetrisch bzgl. einer Vertauschung der Einteilchen-Quantenzahlen
n®, .. n™) in der Folge n bei fest gehaltenen Positionen D@ N,

Sei

o = 1 falls die Folge {n} der Simplex-Restriktion (2.39) genuigt,
"0 sonst.

Eine Summe } ) w(;F(;; Uber alle Folgen von Quantenzahlen {n}, die der Sim-
plex-Restriktion (2.39) unterliegen, ist demnach fiir jede Funktion Fy,, die bzgl.

einer Permutation der Einteilchen-Quantenzahlen n),...,n™) in der Folge {n}
invariant (!) ist, um den Faktor N!kleiner als die entsprechende Summe }_ 1) 1)

ohne jede Restriktion:
Vin)
{n}

Ohne jede Restriktion bedeutet hier, dass fiir j = 1,2,...,N der Wertebereich,
{iber den die Indizes n!/) = (mﬁj), m(y]), m(z]),s(]))
mg]) e N fura € {x,y,z} , wahrend der Wertebereich der Spin-Quantenzahlen ge-

geben ist zu s,(zj) €{-s,—s+1,...,5s—1,s} . Der Faktor v, dient dazu, identischen

summiert werden, gegeben ist zu

Konfigurationen, die aufgrund der Vielfachheit einer Quantenzahl n) in der
Folge {n} auftreten konnen, bei der Summation das richtige Gewicht zu geben.

Die Beziehung (2.50) erleichtert viele Rechnungen erheblich, insbesondere
auch die Prufung der Vollstandigkeitsrelation:

0,22, ) [ BP ) @) ]

(B,F
(0} .

Y w2 u (2.51)

{n) v{”} v{”}
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2 Mikrokanonisches Ensemble

.....

.....

1 BF , ’ ’
Z 622,” baicnmi (D) duiowen () Ppionon(t™)

n(l),n(Z) ’’’’ nN) VN' PeSy
1.
1 (B,F) /P, (1)] [P (P,(N)]
% Z Pm ¢n1( " ) ¢ ( ( " ) (Pn ( m )
VN! Pocsy
_1 (B,F) <(B,F) ) +
" NIN! Y ) o en Y a1 )]
PZGSNPMGSN n(l)

/ t / T
x| 2 Oa (1N [ ()] ] XX [Z<Pn<N>(r[P’(N)]) [ (1) ]
n@ n®)
_ 1 (BF) (3) (([P(D] _ p/[Pu(1)]
~ NINI > ) T

) P[ESN PmESN
x 500 (P pPA) s 503) (RO BN

P,=Po(P,)" 1
=" !

PeSn
x% Z 5;81?) 5(3)(r[P,1(1)] r(1))(5(3)(r[P,1(2)]_rf(z))>< xé(?))(r[P,,(N)]_r/(N))
P,eSn
:i! Y OB o) (ol 00) 50) (B2 D) 3 (PN )
P,eSn

Die Summe in der letzten Zeile stellt offensichtlich im Unterraum der symme-
trischen bzw. antisymmetrischen N-Teilchen Funktionen den Einheitsoperator
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2.3 Pauli-Prinzip

1(BF) in der Ortsdarstellung dar:

<r<1> {2 B

g ),r'(z),...,r'(N)> (2.52)

= Nl Z 5 (B,F) p[Pa(1)] _r/(l))5(3) (r[P,,(Z)] _r/(2)) % x&® (r[Pn(N)] —r'(N)).
PeSy

Eine beliebige symmetrische bzw. antisymmetrische Funktion W) (r(l), r2, N ))
ist nach dem Superpositionsprinzip stets als Linearkombination der vollstandi-

'CD{(E}'F) > darstellbar

1
VV(n)

O, 2.
B,F
\1!<B,F)(r<1>,r<2>,...,r<N>):Zw{n}C{(H}) ) . (2.53)

Wir bestatigen dann durch direktes Einsetzen die Identitat:

de, Jda f P(N) (2.54)

N)[{(BF) [(1) 42) ,r’(N)>\IJ(B:F)(r’(1),r’(z) 3

geese

(B.F)  s(1) (2) /(N)
= Zw ) d3 d3 00 St T 1)
N' V{n}

P,eSn
Xégﬂé( (r[Pn )]_r/u))é(s)(r[l’,,(z)]_r(2))Xmx5<3>(r[Pn<N>]_rf<N>)

(BfF)(r[Pn(l)]’ r[Pn(z)]’ ceey r[Pn(N)])

(B.F) 1 (B,F) ~ (n)
= ) wmCh w1 2 Ok —
;’ ooN P;N Vin)

(BF) (1) (2 N
_ oen P )
= §1 2 |2 wmC :
"Pesy\ () )
—_——
=1
_ WBA) ) )

Die symmetrisierten Vielteilchenzustande (8 F)>, die bzgl. der Folge der

1 |p®
7 |2l
Quantenzahlen {n} der in (2.39) bzw. in (2.40) vereinbarten Simplex-Restriktion
unterliegen, bilden demnach ein VONS im Unterraum der symmetrischen bzw.

der antisymmetrischen Funktionen.
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2 Mikrokanonisches Ensemble

Es folgt nach dem Gesagten fir den Ensemble-Erwartungswert einer Obser-
vablen A fir ein System von Teilchen die folgende Summe von diagonalen Ma-
trixelementen, gebildet mit dem VONS der symmetrisierten und auf Eins nor-

mierten Vielteilchenzustinde — ’(D{(f}’F)>:

VViny
A,

Tr(p o A) (2.55)

[l
| —_
—
eA
os]
s
—
=3
o
N
N —
e’\
(o~ ]
)
~—

,,,,,

Beim Ubergang von der zweiten zur dritten Zeile kommt wieder die Relation
(2.50) zum Einsatz.

Die gegebene Darstellung eines statistischen Erwartungswertes <A> . mit sym-
p

metrisierten bzw. antisymmetrisierten Wellenfunktionen als Summe ohne jede
Restriktion (2.39) an die Quantenzahlen n), n@ . n) stellt eine bedeutende
Vereinfachung dar. Der Faktor % vor der Summe ist dem Umstand geschuldet,
dass wir es mit identischen Teilchen zu tun haben, die dem Pauli-Prinzip genii-
gen. Dieser Faktor ist fiir die Begriindung der Thermodynamik des Gleichge-
wichts mit den Prinzipien der statistischen Physik von fundamentaler Wich-
tigkeit, wie wir noch sehen werden. Er wurde bereits vor der Entdeckung der
Quantenphysik von dem amerikanischen Physiker Josiah Willard Gibbs (1839-
1903) im Jahr 1874 postuliert, um das sog. Gibbssche Paradox bei der Mischung
von Gasen zu vermeiden. Die Ideen von Gibbs wurden in Europa erst bekannt,
als er im Jahr 1902 sein Lehrbuch , Statistical Mechanics“ veroffentlichte.

2.4 Mikrokanonische Zustandsdichte des idealen
einatomigen klasssischen Gases

Wir betrachten ein Gas von N identischen nicht wechselwirkenden Atomen
mit Spin S = 0 (Bosonen) in einem Kasten mit Kantenldnge L und Volumen-
inhalt |V| = L3, beschrieben durch den Hamilton-Operator (2.17). Die in die-
sem Abschnitt erzielten Resultate fiir die Zustandsdichte eines idealen Gases
in einer speziellen Kastengeometrie diirfen aber groflere Allgemeinheit bean-
spruchen und gelten genauso fur Quader, Zylinder, Kugeln, und andere Kor-
per gleichen Volumeninhalts, in die eine makroskopische Vollkugel eingebettet
werden kann.
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2.4 Mikrokanonische Zustandsdichte des idealen einatomigen klasssischen Gases

Die mittlere kinetische Energie ¢4 = % eines Atoms in der Gaswolke betrach-
ten wir als Parameter des Problems. Ein typisches Atom des Ensembles ist dann
ein quantenmechanisches Wellenpacket mit Ausdehnung 1, und de Broglie
Impuls %. Da sich das Atom im Inneren des Kastens in D = 3 raumlichen Di-
mensionen frei bewegt, gilt

E h?

E = — =
A N ZmA/\i

/ 3h?
Ay = .
A ZmAeA

Wir berechnen jetzt die Zustandsdichte (2.16) des Sytems im mikrokanoni-
schen Ensemble unter der Annahme

x 3 (2.56)

Aa < L. (2.57)
Mit Hilfe der Identitat (2.55) folgt dann
wyk (E,N, V) = Tr[S(E 1 —H)] (2.58)

[l
e
g
=
—
B
3_

.....

Hier ist Ey,,, Vielteilcheneigenwert des Hamilton-Operators H zum (nicht auf 1

normierten!) Eigenzustand 'CD{(Z)>:

Yl B\ (B)
Alol) = Ewlo)) (2.59)
N
Epy = ng(”
=1
1"12

N YR o L
= —(f) (mgc])mgcj)+m§])m§)’)+m§])m(]))
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2 Mikrokanonisches Ensemble

Es ergibt sich aus der fritheren Berechnung (2.49) fir das Skalarprodukt
B B) .
<(D{(n})’ CD{(H} > = Z 6m[Pl(1)],m(1) X 6m[PI(2)],m(2) X... X Om[Pl(N)],m(N)' (260)

Wir betrachten jetzt zur Illustration ein , Gas“ mit nur N = 3 identischen
Atomen im Kasten. Einsetzen der in (2.28) angegeben Liste von Permutationen
P, € S5 ergibt

(B) 5(B)
<q){n}’cp{n}> = Z O [P (1) X O [BE)] @) X O (B3] ) (2.61)

PeS;
[ Om)m) X 0@ m@ X On(3) ;M)
+Om() m) X 0p(3) (2 X O(2) m(3)
| H0m@ m) X Om1) m@) X O (3) ;m(3)
| HOm@ m) X Om3) m(@ X Om() ;)
+0m3) m1) X Om1) m@ X O (2) )
+0mG3) m) X Op(2) (2 X (1) m(3)

Dann folgt fiir die mikrokanonische Zustandsdichte der Ausdruck

1 B B
ouk (E.3,V) = 5; Y SIE- ) — e —Eme) ]<c1>{<n}’,c1>{‘n})> (2.62)

" m(1),m?2 m®)

[ Y )m@ m® O[E —€qnn) —€ne) —eno)] |
+ Ym0 m@ O [E—énm —2eq0]

1 + X m0,m® O [E—=2en0) = €p3]
+2mm O[E = 3eqm]

+ 2 mm O[E —3¢epm]

+ Zmu)’m(z) O[E —2e,0) — €4 |

[ Y ) m@ m® O[E —€qnn) —€ne —ene)] ]

== +3 ) m@ O [E = 26,0) — €]

+2) ) O[E—3e,m]

Wir schatzen nun die einzelnen Beitrage ab.
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2.4 Mikrokanonische Zustandsdichte des idealen einatomigen klasssischen Gases

Dazu berechnen wir zuerst fir den allgemeinen Fall einer beliebigen Anzahl
N von Teilchen die spezielle Zahlfunktion

N
E—Zé‘m(]‘)] (2.63)
j=1
Tt

OEN V)= ) O

Diese zahlt die Anzahl aller Eigenwerte Ey,,, < E von H , wobei Teilchen Nr. 1 die
Energie ¢ 1) hat, Teilchen Nr. 2 die Energie ¢, , und schlie3lich Teilchen
Nr. N d1e Energle €m(), ANZ SO wie bei einem kla351schen System von unter-

2
scheidbaren Tellchen' Fur 27? < E ersetzen wir dann mit einem Verschwm—

dend kleinen Fehler die Summation uber diskrete Modenindizes ma durch ein
Integral

®(E,N, V)

14
|':
5]

3
=
SO
@v

I
— =
e & ]
N
S ‘ —
=H
8
INW
Yy
=

Il
—_——
N
Q|
3“‘

Iill_[_[dpa

€{x,9,z}

In (verallgemeinerten) Kugelkoordinaten folgt dann mit dem (vollen) Raum-
winkel Q3 in D = 3N Dimensionen fir das 3N-dimensionale Integral ®(E, N, V)
nur noch ein einziges Integral tiber die radiale Variable p:

L VN . 3N-1 p*
(%) Q3NJ; app G(E_2mA)

[ 3N N N
(—) Q3NJ dp p
0

®(E,N, V)

2mh
L 3N Q3N
- (2nh) 3N (2maE)* (2.65)

Den Raumwinkel )3y bestimmen wir, indem wir das Integral iiber eine geeig-
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2 Mikrokanonisches Ensemble

nete isotrope Funktion in D = 3N Dimensionen auf zwei Arten darstellen:

[ N 3
dza exp|— Z(za ) ] (2.66)

j=1 a=
[ 12
dza exp —(zg])) l

=v7 (GauB-Integral)

8

e

Iiy =

8

[ee]

- 17
— 3

jiy
|

8

-.
Il
—_
[
1

—_

= T2,

Andererseits folgt in Kugelkoordinaten mit dem (vollen) Raumwinkel Q35 in
D = 3N Dimensionen

o Q %) ~
I3N = QSNJ dp p3N_1€_p2 = % ds Sye_s.
0 0

Der gesuchte Raumwinkel ist demnach

3N
TC 2

Q3N:2 ds 5(3N 1)

(2.67)

Das Integral im Nenner kann mittels der Gammafunktion explizit berechnet
werden. In der Tat durfen wir fir x > 0 schreiben
1 ">
- = dse™. (2.68)
x Jo

Es folgt durch n-maliges Ableiten nach der Variablen x

n! "
— = ds s"e™. (2.69)
n+1
X JO
Also fur x — 1 -
n! = J‘ ds s"e™®. (2.70)
0

Diese Formel ldsst sich in die komplexe Ebene analytisch fortsetzen gemafd n —
ze C\{-1,-2,-3,...}. Es entsteht die komplexe Gammafunktion

z!=T(z+1), (2.71)
die fiir Rez > 0 und |z| > 1 ebenfalls sehr gut mit der Moivre-Stirling-Formel

approximierbar ist. Nach dem Gesagten folgt

(2.72)
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2.4 Mikrokanonische Zustandsdichte des idealen einatomigen klasssischen Gases

Die gesuchte Zahlfunktion ist demnach gegeben zu

(L)3N2 n

3N
R - @ 2
e ) N [GT) (2m4E) (2.73)

O(E,N, V)

L\3N % 3N
(E) (m)l(zmAE)z'
N

Diese Funktion wachst als Funktion der Energie E fur eine grofSe Teilchenzahl
N extrem rasch an.

Wir erhalten somit fur unser Beispiel mit N = 3 identischen Bose-Atomen die
folgenden Ergebnisse:

Z O(E—€m) —Em@ —Em®) (2.74)

d
- " ®(E3,V),
IF ( )
X S(E—2¢e 1) — &) (2.75)
m m@
d
- °F O (E-2¢e,0) —€m®)
m( m®

. w2 2
Fur 5

i << E wurde mit einem verschwindend kleinen Fehler wieder die

Summation uber diskrete Quantenzahlen mg] ! durch ein Integral ersetzt. Mit
der Substitution

(2.76)

folgt somit
1 d
E O(E—-2¢e,0)—€q0) = —E(D(E, 2,V). (2.77)
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Ahnlich liefert die Substitution

(
m_, 2 2.78
p N (2.78)
das Ergebnis
E O(E—-3e,m) (2.79)
m
_ 4 E O (E-3¢,0))
~ dE !
1 d
= ——O(E,1,V).

Insgesamt folgt

| =

WMK (E, 3, V)

i(CD(E, 3,V)+ %(D(E, 2,V)+ %CD(E,LV)) (2.80)
dE 23 32

W

!

1d 3 ®(E,2,V) 2 OE,1,V)
T 3dE [®(E'3’V)X(l+2§CD(E,3,V)+3§CD(E,3,V) '

Fur N =3ist ey = % Mit der mittleren Ausdehnung A4 eines atomaren Wellen-
packetes (2.56) folgt somit nach elementarer Rechnung

®(E,2,V) 35145 (2.81)
®(E,3,V)  192m L3 '
P(E,1,V) 35 1 A§

®(E,3,V) 64813 L6’

Aufgrund unserer Annahme 1, < L spielt der Beitrag dieser Terme offensicht-
lich keine Rolle und kann komplett vernachladssigt werden, d.h.

3
L—g‘<<1 (2.82)
(E,3,V) = 1dCD(E3V)
OMKAE 2 V)= g

Die fur N = 3 angestellten Uberlegungen gelten entsprechend auch fiir grofle
Teilchenzahl N > 1 und liefern fur ein ideales, verdiinntes (hinreichend heifSes)
Gas von N ununterscheidbaren Atomen mit Spin S = 0 das Resultat, dass die
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2.4 Mikrokanonische Zustandsdichte des idealen einatomigen klasssischen Gases

mikrokanonische Zustandsdichte in fithrender Ordnung unter Vernachlassi-
3

gung von Korrekturen proportional zu )L‘—g‘ als Ableitung einer klassischen Zahl-
funktion ®(E, N, V) darstellbar ist:

A
3N L 3N
1 d 1 (0% (FV2maE)
EN,V) = — 2 ®EN,V)=—
Ok { ) NidE ! ) NI 1) E

Der Hauptbeitrag zur Zustandsdichte wyx (E, N, V') des mikrokanonischen En-
sembles gemaf3 der exakten Relation (2.59) rihrt im diskutierten Grenzfall 14 <«

3
L von der identischen Permutation her, d.h. <®{(f}),(1){(f})> ~1+4o0 (2—?), was dann so

aussieht, als waren die Teilchen unterscheidbar. Allerdings ist der Faktor % auf
Basis der klassischen Mechanik nicht zu erklaren.

Wir zeigen jetzt noch, dass fur ¢4 < A < E fast alle Zustande des mikroka-
nonischen Ensembles innerhalb der diinnen Energieschale E — A < Ey,;) < E mit
Breite A liegen:

E4 < AE (2.84)
3N
®(E-AN,V) I A\ 2
®(E,N,V) E
= e%ln(l_%)
_3NA
S e 2 E
_3A
= e %,

Aufgrund unserer Annahme ¢4 < A ist die obere Schranke in der Tat winzig

klein. Somit

D(E-A,N,V)
®(E,N,V)

®(E,N,V)-D(E-A,N,V) CD(E,N,V)[l— ] (2.85)

_3A
CD(E,N,V)(I—e ZEA)
O(E,N, V),

1R

was zu Zeigen war.
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2.5 Die Maxwellsche Verteilungsfunktion

Die Wahrscheinlichkeit fiir das Vorliegen eines symmetrisierten (auf Eins) nor-

mierten Vielteilchen-Eigenzustands > zum Eigenwert Ey,) = Z?]:l Emi)

1 (B)
7 20
eines idealen Gases von N ununterscheidbaren Atomen mit Spin S = 0 ist im
mikrokanonischen Ensemble (E,N, V) gegeben zu

Dann gilt unter Beachtung der Identitat (2.50)

{n}

(B) (B
1 <®{n}'q’{n} >

= @ — winO|E —Ef) )| X ————
wpk (E,N, V) {;’ ) ( {”}) VV{n}VV{n)
S —

=1 fiir (2.39)

239 ! ! (B) 4,(B)
- mm%é(“ﬂn})@{n}%})-

—_
Il

Wie im vorherigen Abschnitt ausgefuhrt wurde, gilt unter der Voraussetzung

2«1 dann (0®, 0"\ ~ 1 und V)~ 4 Ld(E N, V). Also erhal
L—3<<1 ann (@, @, ~ 1 und wyk (E,N, )—mﬁ (E,N, V). Also erhalten

wir nach Kurzen des Faktors N! fiir ein gentigend verdiinntes heifses System

1
E,) = —— Y s(E-E 2.88
;mn}l’( {n}) %CD(E,N,V); ( {n}) (2.88)
1 N
= s|E-
diECD(E;N,V) Xm(l)’m(ZZ)’:"m(N) [ jZl,ém(])]
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2.5 Die Maxwellsche Verteilungsfunktion

Es kann demnach die Verteilungsfunktion

N
1
(1) 1,(2) (N)y — ,
m/ m“,. .., m = -— - £ () 2.89
o ) fEO(E,N,V) Z“"] (289
j=1
h? (1
Em = m(z)(ﬂ’liﬁ'm;'ﬁ‘m%)

m, € INfurae({x,vyp,z}

bei einer Summation ohne Restriktion (2.39) an die Folge der Quantenzah-
len {n} als eine Wahrscheinlichkeitsverteilung dafur angesehen werden, eine
Konfiguration von N Teilchen mit Gesamtenergie E anzutreffen, so dass Teil-
chen Nr. 1 die Energie ¢,,1), Teilchen Nr. 2 die Energie ¢,,..., und Teilchen
Nr. N die Energie ¢ ) besitzt. Der quantenmechanischen Verteilungsfunktion
p(m(l),m(z),...,m(m) fur ein ideales, verdunntes (heifles) Gas mit Spin S = 0
entspricht eine klassische Wahrscheinlichkeitsverteilungsfunktion p (x;p) im
6N -dimensionalen Phasenraum der analytischen Mechanik.

Die Wahrscheinlichkeit W (x;p) dafiir, in einem Volumenelement d3N pd3N x
des Phasenraums fur j =1, 2,...,N Teilchen Nr. j am Ort x) mit Impuls p(j) =h
k) = h%m(j) anzutreffen, ist dann gegeben zu:

a2

()
Pa d3di3Nx
2mA h3N

(2.90)
(1)
Folglich ist die Wahrscheinlichkeit w(p(l)) dilial, z.B. Teilchen Nr. 1 im Inneren

des Volumens V mit einem Impuls p'!) anzutreffen, bei beliebiger Verteilung
der uibrigen N —1 Teilchen im selben Volumen, gegeben zu

A3 (1)
w(p) :3 (2.91)
2
(J))
N N
d3p3(l) : 1 fd3x(1)HId3x(1)Jd3z(])5 b Z (Pa
h*> LO(EN,V) i h ‘= 2my
ae{x,y,z}
2 2
d3p(1) L3N ﬁJ‘d%;(i) Z (pal)) i (pa]))
— 6 _ _
3 d 3
h>  L®O(EN,V) i h wlig) 2my = 2my
ae{x,y,z}
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Das Integral uber die Impulse konnen wir als Ableitung einer Zahlfunktion
D(E’,N’,V) wie in (2.64) darstellen, mit umdefinierten Argumenten

W\
E_ Z (pal) (2.92)

E/

N/

N-1.

Wir schreiben jetzt p{!) = p und erhalten fiir die Wahrscheinlichkeitsverteilung
w(p) des Impulses p eines Atoms in einem idealen, verdunnten (heifSen) Gas
das Ergebnis

PxtpPytpP:
w(p) Pp_ Prps fE®E- "5 N -LY) (2.93)
h3 h3 LO(E,N,V)
" (b)Y
d3 3(N*1)_1 | E’
= 3pL3 : ( - 3N) 3N
h ()2 (§V2ZmaE)
(5-1) g E':E——p}%;ﬁp%
3N _5
3N petpytpz \ 2 2
_ d3p 1 . (7_1)! E- 2’”Vll)A
r? (2muE)? (2 1)) E
Mit Hilfe der Moivre-Stirling Formel schreiben wir fur N > 1
(1) oy
= oN ) (2.94)
3(N-1) 2/ '
EE
also
3 3N _35
VE 3N 2 2 + 2 + 2\72 "2
w(p)—p:d3p- 2 1_M . (2.95)
h3 27zmAE ZmAE
Mit der Definition des Parameters g tiber die Relation
E 3
Z—e = — 2.96
N A 28 ( )
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2.5 Die Maxwellsche Verteilungsfunktion

erhalt man fur grofse Teilchenzahl N eine Gauf3-Verteilung

N > 1 (2.97)
3N_5 3N_5
1_p§+P§+p§ 7 1_p§+p§+p§l 22
2myE B 2mapepn N
(3N 5 pz+py+p:1
— exp (———)ln l-———
2 2 2mA€A N
[ 3pi+p;+pl
= exp|l-z———
2 2mA€A
[ 2 2 2
+ps+
~ exp _ﬁpx p; pz].
ZmA

Das Ergebnis fur die Verteilungsfunktion f (p) des Impulses p = my v eines
Atoms mit Masse m, und Geschwindigkeit v ist die Maxwellsche Verteilungs-
funktion

3 2 2 2
w(p) B \? px + P, +p;
— = = g 2.
2= o) (2nﬂM) exp| - (2.98)
1 _ 2 _2E
B~ 343N
Diese ist tatsachlich auf Eins normiert
fd3p flp)=1. (2.99)

Wir berechnen die mittlere kinetische Energie eines Atoms mit Impuls p fir
ein verdiinntes ideales Gas im mikrokanonischen Ensemble (E,N, V) bzgl. der
Maxwellschen Verteilungsfunktion zu

2 2 2
<P_2> _ <m> (2.100)
ZmA f 2mA f
2 2 2

px+p,+p:
_ 3 Y
- [ap e

3

BN (e _ﬁp§+p§+p§ pz+p, +p?
- 27zmA p p ZmA ZmA

B\ d p2+p2+p?
() (351 d3pexp{‘ﬁ—zm ]

69



2 Mikrokanonisches Ensemble

Abbildung 2.1: Gasdruck auf einen Stempel

Entsprechend finden wir (fur ein isotropes Gas)

R

ZmA f 2mA f 2mA f 3 ZmA f Zﬁ 3

2.6 Zustandsgleichung des idealen klassischen
Gases

Wir betrachten die Situation von Bild (2.1). Ein ideales verdiinntes (genuigend
heifses) Gas von N Atomen der Mass m, befindet sich in einem Behalter mit
Volumeninhalt |V|, mit fest vorgegebener Gesamtenergie E. Der Gasdruck im
Behilter erzeugt pro Einheitsfliche der Oberfliche dV des Volumens V eine
konstante Kraft. Der Druck P wird dann als diejenige Kraft gemessen, die auf
den Stempel ausgetiibt werden muss, um diesen in Ruhe zu halten.

Nach den Vorstellungen der kinetischen Gastheorie entsteht diese Kraft durch
den Impulstubertrag der (elastisch) stolenden Atome, die pro Zeitintervall At
auf die Oberflache A des ruhenden Stempels auftreffen. Wir betrachten zu-
nachst nur Atome mit Geschwindigkeitskomponente v, = % > 0 innerhalb ei-
ner kleinen Saule mit Volumen F - v, At direkt iiber der Flache |A| des Stempels.
Innerhalb der Zeit At wird dann eine Anzahl dN (p,) = n(py)-A-v,At von Ato-
men auf den Stempel auftreffen, wobei sich die Impulskomponente p, > 0 der
auf die Oberflache des Stempels auftreffenden Atome umkehrt, wahrend die
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2.6 Zustandsgleichung des idealen klassischen Gases

beiden tangentialen Komponenten p,, p, des Impulses unverandert bleiben:
Px — —Py (2.102)
Py — Dy
p: — Pz

Die Impulsdichte n(p,) ist dabei als Integral der Maxwell Verteilungsfunktion
uber alle tangentialen Impulskomponenten zu berechnen

n(py) = |V|J dpyf dp, f (2.103)
- P g P
B |V|(27'cmA P /32mA '
Offensichtlich gilt
n(=px) = n(px). (2.104)

Nach dem Gesagten ist wahrend der Zeit At der Impulsiibertrag Ap, = Ap, (py)
aller derjenigen Atome, die mit einer bestimmten Geschwindigkeitskomponen-
te v, > 0 unterwegs sind, gleich dem Impuliibertrag (p, —(—py)) = 2p, eines
Atoms multipliziert mit der Anzahl dN (p,) der betreffenden Atome:

Apy (px) = (px - (_px)) -dN (px) =2py- n(px) -|Al- v At (2-105)
Al:'y (px) =0=Ap, (px)

Der totale Impulsiibertrag wahrend der Zeit At ist dann das Integral uber alle
moglichen (einlaufenden) Impulse p, > 0:

APy = J:) dprpx (px) (2'106)

Nach Newton ist die resultierende Kraft [F auf den Stempel gleich der zeitlichen
Anderung des Gesamtimpulses

IF_hm&

2.107
At—0 At ( )

Den Druck P auf den Stempel (im Gleichgewicht) erhalt man dann als den Quo-
tienten von Kraft pro Flache zu

F
P = ﬁ (2.108)
f 2px (px) ’ |A| ' %At
= — lim
|A| At—0 At

pi
= 4| dp.n(p,
L p (p)zmA
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Unter Beachtung der Symmetrie (2.104) folgt dann ein einfacher Ausdruck fur
den Druck

o0 2
P = ZJ dpn(py) Px

oo 2mA
(o) N (o) 0 pZ
= 2 — Lx
| | ey [ aprmfe
_ 2N< pi > _N1
Vi\2ma/, = VIB
N 2E
- N2E 2.1
V|3 N (2.109)
Es folgt die Zustandsgleichung
1 2
P.[V|=N--==E. 2.11
VI=N-z=3 (2.110)

Diese beschreibt, wie sich in einem idealen (einatomigen, verdunnten) Gas im
Gleichgewicht die Zustandsgrofien Druck P, Volumeninhalt |V|, Teilchenzahl
N bei festgehaltener kinetischer Energie pro Teilchen €4 = % andern.

Es ist empirisch sehr gut bestatigt (Boyle 1662 und Mariotte 1676), dass die
Zustandsvariablen Druck P, Volumeninhalt |V| und Temperatur T eines ver-
dinnten idealen Gases im Gleichgewicht uber die sog. thermische Zustandsglei-
chung verknuipft sind:

P-|V|=N -kzT, (2.111)

wobei
kg =1.381x10723 [%] (2.112)

die sog. Boltzmann-Konstante ist. Letztere dient dem Zweck, Temperaturen T
(gemessen in Grad Kelvin K) in dquivalente Energiewerte (gemessen in Joule J =

kg?—;) umzurechnen. Demnach kann der Parameter f als inverse Temperatur
eines idealen Gases gedeutet werden:
B = 1 (2.113)
kT’ '
Dementsprechend ist die Temperatur eines idealen Gases direkt proportional
zum Erwartungswert der kinetischen Energie E der Atome:

E 3 p?
= —=kgT=(=—) . 2.114
€4 =17 = ks <2mA>f ( )
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2.6 Zustandsgleichung des idealen klassischen Gases

Der Temperaturbegriff der Thermodynamik ist somit nichts anderes als ein
Ma¢ fur die kinetische Energie von Atomen.
Die innere Energie des einatomigen idealen Gases ist dann

3
E=N-ZksT. (2.115)

Bei gleicher Temperatur T und gleichem Druck P enthalten gleiche Volumi-
na |V| verschiedener (idealer, verdiinnter, hinreichend heifler) Gase die gleiche
Anzahl N an Atomen (Lorenzo Avogadro 1811):

Py Vi _ P | Vs
Ni N,

= kyT. (2.116)

In der Chemie ist es iiblich die Masse einer Substanz in der Einheit [Mol]
anzugeben, wobei 1 [Mol] dquivalent der Masse von 12x 1073 [kg] des Elements
Kohlenstoff !2C ist. Die in 1 [Mol] einer Stoffmenge enthaltene Teilchenzahl N,
ist die Avogadro Zahl

Ny =6.02214129 x 1023, (2.117)

Die enorme Grofie dieser Zahl besagt, dass Atome und Molekiile extrem klein
sind. Die Anzahl der Sandkorner an allen Stranden der Erde zusammen genom-
men ist deutlich kleiner, ,nur” etwa 1018. In einer Galaxie wie der Milchstrasse
befinden sich vielleicht 10!! Sterne. Aber in einer einzigen Tasse Kaffee befin-
den sich mehr als 1023 Molekiile H,O.

Die Konstante

J
K- Mol
ist die sog. universelle Gaskonstante. Die Boltzmann Konstante kg ist also des-
halb so klein, weil die Anzahl N, der Atome in 1 [Mol] einer Stoffmenge so grof3
ist. Die Gaskonstante R als Produkt einer sehr groflen Zahl N, mit einer sehr
kleinen Zahl kg (in den Einheiten des SI-Systems) ist besser geeignet, die typi-
schen makroskopischen Skalen (in SI- Einheiten) im Alltag der menschlichen
Erfahrung fur Temperatur und Energie dquivalent umzuformen, so dass in et-
wa auf beiden Seiten der Gleichung vergleichbare Groflenordnungen stehen. So
ist die typische Temperatur in einem Zimmer ca. 300 [K], wahrend die Energie
eines vom Baum fallenden Apfels einige [J] betragt.

Ist die Teilchenzahl N in einem Gas bekannt, so ist die Anzahl n,; der Mole
des Gases (seine Masse) gegeben zu ny; = N%' Die thermische Zustandsglei-
chung des Gases lautet dann

R:NAkB:8.3166[ (2.118)

P-|V|=nyR-T. (2.119)

Oft wird in den Anwendungen, z.B. in der Meteorologie, der Astrophysik,
der chemischen Verfahrenstechnik, der Festkorperphysik anstatt eines globalen
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Gleichgewichts nur lokales Gleichgewicht angenommen. Der Druck P (r), die
Teilchendichte 7 (r), die Temperatur T (r) sind dann ortsveranderliche Grofien.
Fur verschwindend kleinen Gradienten auf der Skala mikroskopischer Stofs-
prozesse schreibt man dann die thermische Zustandsgleichung (eines realen
Gases) auf einer Zeitskala, die natiirlich als sehr kurz gegentiber der Zeitskala
von Ausgleichsvorgangen anzusehen ist, auch in der Form

P(r)=n(r)kgT (r). (2.120)

2.7 Virialsatz und Zustandsgleichung
wechselwirkender Gase im stationaren
Ensemble

Sei A eine beliebige Observable. Ist |¥,) Eigenzustand des Hamilton-Operators
H zum Eigenwert E,,,

H|W,) = E,|\¥,) (2.121)
<\Pn|H = <\Pn|En)

so verschwindet immer das Matrixelement des Kommutators von A mit H im
Zustand |W,) :

(WA H] W)

(Wl (AoH-HoA)W,) (2.122)
= <\I]n| (A E,- EnA) |\yn>

= By (Wl(4 -A)w,)
= 0

Diese Eigenschaft iibertragt sich auf jeden statistischen Operator

Psi =) pul W) (W,

eines stationaren Ensembles:
<[A’H]—>@St = Tr(pp,, o[A H] ) (2.123)
Y pn(Wil[AA] 1w
n
= 0.

Insbesondere ist diese Aussage dann auch fiir das kanonische oder das mikro-
kanonische Ensemble richtig.
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Sei nun A speziell gegeben zu
A7) 5G) A
fa Do +Pa ta ). (2.124)

In der Himmelsmechanik (Astronomie) nennt man so ein Produkt von Impuls
und Ort das ,Virial“. In der Quantenmechanik geniigen die Observablen fiir
Impuls und Ort den kanonischen Kommutator-Regeln

() A h 5
[pa]), Y )] = =5 9 1. (2.125)

Wir betrachten einen Hamilton-Operator H, wie er fur wechselwirkende ato-
mare Gase typisch ist, die in einem Volumen V eingeschlossen sind:

H = H,+ Vo +H;py (2.126)

N A7) A(7)

s SO Pa Pa

Hyin = Z Z 21,
j=1 ag{x,y,z}
N

Vext = Zvext(f(]))
j=1
1 N

H, = 3 Z U(f'(])—r(] ))
]'I']]'l/':
]’i]”

Es bezeichnet dabei N die Anzahl der Teilchen, H;;, die kinetische Energie, Vot
das Potential der aufleren Krafte, z.B. solche, die von den Wanden eines Behal-
ters mit Volumen |V| auf die Teilchen ausgeubt werden, und H;,; ein (allgemei-
nes) Paarpotential, das die Wechselwirkungskrafte zwischen je zwei Atomen im
Inneren des Behalters beschreibt.
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Wir berechnen den Kommutator zu

A,Hmt]_ (2.127)
7! p +p r ]
_ i Pi a “ - (') _ +G7)
L x 3 3 v
j=1 ae{x,y,z} ij’=1
]‘/I]‘ll _
N N
_ hl () Il _4i”) RSP
) Z Z ’ 0[611’ U - Hé]]"WU(r -t
7,i7=1 j=1 ae{x,y,z} Ta Ta
j’ij”
N
_ hl ) AN 9 ) a7
- l a ra (]/) (r )
ij"=1ae{x,y,z} arﬂ

Die letzte Zeile beinhaltet das Reaktionsprinzip von Newton (,actio” gleich ,re-
actio”). Die Wechselwirkungskraft zwischen zwei Teilchen, nummerieren wir
sie j" und j”, ist gleich grofy und entgegen gerichtet der Wechselwirkungskraft
zwischen Teilchen j” und Teilchen j’.

Fiir den Kommutator von A mit dem 4uferen Potential V,,; der Wand folgt
entsprechend

[A Vet (2.128)
N A7) A7) () A7) N
_ a Pa TPa 'ty (')
L e
j=1 ae{x,y,z} j’=1 _
N
_ h A0 A(j’
- ;Z a 3 (])Vext(r )
j’=lae{x,y,z Ta

)
Fi) = = Veulr) (2.129)
a € {xvz}
aus. Mit der Kraftdichte
N . .
fum) =) By (r-x) (2.130)
j’=1
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folgt dann

(A Vert] == Z Jd?’ . (2.131)

ae{x v,z}

Schlie8lich berechnen wir noch den Kommutator von A mit der kinetischen
Energie Hy;, :

A7) A7)
[Z Z Ta pa +pa Té)],[z Z %” :_?'2Hkin- (2.132)

j=1 aef{x,y,z} j’=la’e{x,y,z}

Es folgt aus dem Gesagten somit fur die entsprechenden Erwartungswerte bzgl.
jedes stationdren Ensemble der sog. Virialsatz

0 = ([A,H —>p5f (2.133)
= ([AAa] ), + (A Vel ) (A Bm] ),
=
0 = —2<I:Ikin>ﬁ5t_J‘ d31”< Z T‘; a(r’)>
v ag{x,y,z} A
pst
N i’ ” 7 4
+% 2 < Z (ﬁ(l])_ Ac(zj ))85(’],) #U) —3U ))>
].,’] :’1 ae{x,y,z} a bse
7]

Diese Identitat schreiben wir um zu

Z Jd3 rfo(x’ pSt (2.134)

ae{x,y,z}
N
- (i) - 1 y (Y (fo”)_f(j")) I — )
kinfs 7% 4 PN
7,j7=1 \aelxy.z) a st
jlij’,

Den Term auf der linken Seite deuten wir physikalisch. Die Kraft, die die Wand
auf die Teilchen ausiibt, ist gleich und entgegengerichtet der Kraft, die die Teil-
chen auf die Wand ausiiben. Diese Kraft pro Flacheneinheit df n, der Ober-
fliche dV des Volumes V ist gleich dem Druck P, wobei n, die kartesischen
Komponenten der nach auflen orientierten Flachennormalen n der Oberflache
des Volumens V bezeichnet. Demnach ist

Z fd3 p Z L df n,P r,. (2.135)
st 1%

ae{x,y,z} ae{x,y,z}
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2 Mikrokanonisches Ensemble

Da der Druck P eine von r unabhangige Konstante ist, konnen wir ihn aus dem
Integral herausziehen, und es folgt jetzt mit dem Satz von Gaufs

Z Lvdfnpra PLV df[ Z nuru]reav (2.136)

ae{x,y,z} a€{x,y,z}
- [ 3 (o
ae{x,y,z} a
—,————
=1+1+1=3
- 3P|V].

Hier bezeichnet |V| den Inhalt des Volumen V. Das Ergebnis unserer Betrach-
tungen ist eine allgemeine Zustandsgleichung fiir ein wechselwirkendes ato-
mares Gas:

N
P|V|= <Hkm>p D) < ) (r;”—r;] )) U -0 >)> . (2.137)

6
]’]”—1 ag{x,y,z} a1 .
j'#” Por

Diese Zustandsgleichung gilt Kraft ihrer Herleitung fiir jedes stationare Ensem-
ble, insbesondere auch fir das mikrokanonische, kanonische und grofSkanoni-
sche Ensemble.

Wirken zwischen den Teilchen nur abstofSende Krafte, so nimmt das Poten-
tial zu, wenn sich der Abstand |f(j )¢l ")l verringert. Dieser Sachverhalt wird
in (2.2) schematisch dargestellt, wobei die obere Kurve das Potential U(r) und

die untere Kurve rdg(r) als Funktion von r = |r’ - dU(r)

negativ, und auch rau) d ) ist kleiner gleich Null. Demnach ist bei gleicher k1ne—
tischer Energie <Hkin>f5 der Druck in einem Gas mit einer abstofSenden Wech-
St

selwirkung zwischen den Teilchen grofier als in einem idealen Gas (d.h. ohne
Wechselwirkung). Fiir ein verdinntes (genugend heifles) Gas hatten wir fiir das
mikrokanonische Ensemble bereits gezeigt, siehe (2.110):

T > Ty (2.138)

%(Hki”>MK = NkgT

In dem Fall folgt die klassische Variante der Zustandsgleichung zu

N
~ 1 ) 0\ 9 el _ el
P|V|_NkBT—E.§ < ) (ra 4 )WU(r —#)) L (2.139)
’]”. 1 ‘ae{x,y,z} Ta MK

J'#j
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2.8 Entropie und Sackur-Tetrode Gleichung

4,
2+ X(p}
L L L L L L L r
0.4 0.6 0.8 1.0 12 1.4
2L
[ du ()
r
dr
_qL

Abbildung 2.2: Potentialverlauf fur abstolRende Teilchen-Teilchen
Wechselwirkung.

2.8 Entropie und Sackur-Tetrode Gleichung

Wir betrachten jetzt den Ausdruck (2.59) fiir die Zustandsdichte wy g (E,N, V)
eines idealen einatomigen Gases im mikrokanonischen Ensemble. Die Zahl der
1
VVin
halb der Energieschale E — A < E,) < E ist dann zu wyk (E,N, V) - A gegeben.
Wie wir in (2.86) gezeigt hatten, sind fur ¢4 < A < E tatsdchlich fast alle Zu-
stainde mit Energie E,, < E bereits in so einer diinnen Energieschale enthalten.
Da wpyk (E,N,V)- A fur groie Teilchenzahl N eine extrem rasch veranderliche
Funktion der Energie E des Systems ist, ist es vorteilhaft, den Logarithmus die-

ser (dimensionslosen) Funktion zu betrachten:

Eigenzustande

‘CD{(E}’F) > des Hamilton-Operators zum Eigenwert Ej,;, inner-

wpmk (E,N,V)-A = exp[kiS(E,N,V)] (2.140)
B
Wir erhalten ausgehend von (2.83)
S(E,N,V) = kgln[wpg (E,N,V)-A] (2.141)
3N
(% (7V2maE)
= kBln ﬁ IN E -A
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2 Mikrokanonisches Ensemble

fur N > 1 sofort die aus der Thermodynamik des Gleichgewichts bekannte

Relation
dS(E,N,V) 3N 1

= =, 2.142
OE P2ET (2.142)
womit klar ist, dass die Funktion S(E, N, V) physikalisch als Entropie zu deuten

ist. Fur konstante Teilchenzahl N und konstantes Volumen V folgt hieraus
dE = TdS, (2.143)

wenn man (im reversiblen Prozess) von einem Gleichgewichtszustand mit Ener-
gie E zum benachbarten Gleichgewichtszustand mit Energie E’ = E + dE uber-
geht. Demnach ist TdS die Wirmemenge, die dem System zugefihrt wird.

Die statistische Definition der Entropie proportional zum Logarithmus der
Anzahl der Zustande des mikrokanonischen Ensembles (2.141) wurde in dieser
Form ubrigens zuerst von Max Planck eingefiihrt, der in dem Zusammenhang
vom Boltzmannschen Prinzip sprach. Ludwig Boltzmann entwickelte um 1880,
unabhangig von James Maxwell und unabhangig von Josiah Gibbs, die kineti-
sche Gastheorie.

Wir schreiben E = Ney und formen den obigen Ausdruck fir die Entropie
unter Verwendung der Stirling Formel (1.102) identisch um zu

3N

B [ 1 (0)7 3N (L 3N
S(E,N,V) = kgln —!(%)!E(E\/%ME) A (2.144)
1 N2 3 (L 3N
= kBln ﬁ(%)'E(EVZTCmAEA) -A
1 1 (L SN 3A
= kpln|—= N (—\/ZHmAeA) -— .
(M) (1)7 h 2ep
[\ ¢ 2e
Mit der thermischen de-Broglie Wellenlange A7 , gegeben zu
h? 3
Ep = -3 ==kgT 2.145
A ZmA/\Izq P B ( )
e = Aa |1 h? 3 h? | 2mh?
r- 27 B 27 ZmAeA B 27(mAkBT B mAkBT
_
-2
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2.8 Entropie und Sackur-Tetrode Gleichung

folgt mit |V| = L3 der Ausdruck

L3 1 1 3A
S(E,N,V) = kzgN-{=+In|— —In|l— i
( ) B 2+ N Tt +N n(ng) (2.146)
() | —=

—0 fur N>1

1
T
>
=
~—
E
E
N —

Dies ist die Sackur-Tetrode Gleichung fir die Entropie des einatomigen idealen

Gases mit einer Teilchendichte |N7| Sofern fur die thermische de-Broglie Wel-
lenlange Ar der Atome gilt

IVl s

2

A3 < N

ist die gegebene Beschreibung einatomiger Gase korrekt. Dass die Formel fir
die Entropie von atomaren idealen Gasen das Plancksche Wirkungsquantum h
enthalt, galt bei ihrer Entdeckung im Jahr 1913 als wissenschaftliche Sensation.

(2.147)

Die Temperatur Ty, fur die gilt |N7|A%O ~ 1, ist die sog. Entartungstemperatur:
2
h? (N\?

kgTy = — . 2.148

o= g (1) (2.148)

Fur T < T liegt ein sog. Quantengas vor.
Offensichtlich andert sich bei einer Skalierung der Systemgrofie mit einem
Faktor A gemaf3

E — AE (2.149)
N — AN
VI = AV
die Entropie S entsprechend:
5
AlV] e3
S(AE,AN,AV) = kgAN: -In| —— 2.1
( ) = ks n( W ] (2.150)
= A-S(E,N,V).

Man sagt S(E,N, V) ist eine homogene Funktion vom Grad n = 1. Physikalisch
bedeutet das die Entropie S ist fiir makroskopisch grofie Systeme eine extensive
Grofle, so wie die Energie E, die Teilchenzahl N und das Volumen V.
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3 Kanonisches und
grol3kanonisches Ensemble

3.1 Kanonisches Ensemble

Die Entropie S eines makroskopischen Systems ist eine extensive Grofie. Somit
gilt fiir zwei identische (makroskopische) Teilsysteme mit Energie %, Teilchen-

zahl % > 1 und Volumeninhalt % die Relation
(ENV)+ (1’5NV)_2 (ENV
27272 27272) T\27 272
Die gleiche Uberlegung kann man fiir mehr als zwei Systeme anstellen. Wir
betrachten eine Anzahl j von identischen (makroskopischen) Teilsystemen im

thermischen Gleichgewicht, alle mit Energie E,, Teilchenzahl N,, Volumen |Vj|.
Fur das Gesamtsystem gilt dann

): S(E,N,V). (3.1)

E = j-E (3.2)
N = j-Ny
Vi = j-1Vol,
und damit
S(E,N,V)=j-S(Ey, Ny, V). (3.3)

Dies schreiben wir um zu

N E Vv
S(E,N,V Z—S(N —, Ny, N —) 3.4
( ) Ny o5y No-Nog (3.4)
Die Funktion E v . E v
—- — :—S(N —,Ny, N, _) 3.5
SO(N N) N, \Non ooy (3-5)

hangt fir fest gewahlte (makroskopisch grofie) Teilchenzahl N, demnach nur
von den intensiven Variablen Energie pro Teilchen % und der reziproken Teil-

chendichte |N1| ab. Damit erhalten wir eine Darstellung der Entropie des Ge-

samtsystems als manifest extensive Funktion
EV
S(E,N,V):N-so( )

83



3 Kanonisches und groBkanonisches Ensemble

Hi, N,V Hi, Ny, Vi

Abbildung 3.1: Aufteilung eines isolierten Systems in zwei Teilsysteme, ge-
trennt durch eine Wand.

Wir betrachten das in Abbildung 3.1 abgebildete System mit Hamilton-Operator
H;, Teilchenzahl N;, Volumen V;, und ein zweites System mit Hamilton-Operator
Hj;, Teilchenzahl N;;, Volumen V;;. Vom System II nehmen wir an, dass es ein
ideales Gas bei der Temperatur T sein soll, und dass | V| > |V;| und Nj; > N; >
1 gilt. Man sagt dann, das System I befindet sich im Warmebad des Systems I1.
Beide Systeme sind durch eine Wand vollig getrennt, so dass keine Teilchen
zwischen den Systemen ausgetauscht werden konnen. Der Hamilton-Operator
des Gesamtsystems ist dann

H:I:I[®in+il®HH+W. (37)

Hier sind 1; und 1;; die Einheitsoperatoren in den Hilbertriumen zum jeweili-
gen Untersystem I bzw. II, und W ist der Wechselwirkungsoperator mit der
Wand, der beide Systeme energetisch koppelt. Der Operator W erlaubt also
einen Austausch von Energie, aber keinen Austausch von Teilchen. Wir nehmen
an, dass die Beeinflussung des Spektrums in beiden Untersystemen durch W im
thermodynamischen Limes keine Rolle spielt, was gerechtfertigt ist, wenn die
Wechselwirkung zwischen den Teilchen und der Wand eine kurze Reichweite
hat.

Da die beiden Untersysteme keine Teilchen austauschen, ist ein VONS von
Eigenzustinden des Gesamtsystems dann gegeben durch die Gesamtheit aller
Zustande

I nn) = W, ) ® Wy, ), (3.8)
wobei

Hi|W,,) = E,|%,) (3.9)

HH|\I]nH> = E”HI\I’”H>

<\I]n1|\yn}> = 6711,11}

= 9 ,
11> Ny
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3.1 Kanonisches Ensemble

|
—_
—

1) (| = 1
ny
Z|\I’nn><\l’nn| = iII-

ny

Fiir den Fall, dass das System II mit dem Hamilton-Operator Hj; ein verdiinn-

tes ideales Gas von Nj; Atomen mit Spin S = 0 ist, sind die Eigenzustande zum
L |p®

Vg 1t 7

siehe (2.41). In dem Fall bezeichnet n;; eine Folge von Einteilchen-Quantenzahlen

nyIHa) mit j;; = 1,2,...,Nj, die der Simplex-Restriktion 1 < n(lpx < nﬁ)x <...<

n(IZI\T;I ) unterliegen miussen, damit die |\I’nn> fur den Hilbertraum des Systems I

ein VONS bilden.
Demnach

Hamilton-Operator H;; gerade die symmetrisierten Eigenfunktionen

7:(|n1,n11> (HI®iH+iI®I:IH)"'Pn[>®'\IInH> (310)
(Enl + E”H) |\Il”1>® |\Ijnn>

(Enl +Enn)|”1;”11>-

Das System [ ist allgemein und beschreibt z.B. ein wechselwirkendes System
von N; Teilchen (Atome, Molekiile, usw.) im Volumen V;. Wir wollen ledig-

lich postulieren, dass die Eigenfunktionen |\Ifn1> zum Hamilton-Operator H; ein
VONS im Hilbertraum des Systems I bilden. Somit durfen wir annehmen

(npnplnp ) = Ouw Oy, (3.11)

ZZ|”D”H><”I,”H| ;ely

np npp

<\P”;1|n1’nn> = 5”1p”}1 |‘Il”1>
<nlrnll|\yn}1> = 6n11,n}[<qjm'~

Wir betrachten nun das Gesamtsystem als ein mikrokanonisches Ensemble (E, N, V)
zum Hamilton-Operator

ﬂ:HI®iH+i[®HH, (312)
wobei
N = NI-I—NH (313)
VI = Vil +[Vil.
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3 Kanonisches und groBkanonisches Ensemble

Fur den statistischen Operator pyx(E, N, V) des mikrokanonischen Ensembles
zum Hamilton-Operator H des Gesamtsystems erhalten wir dann

S(E-1-A)
Tr[é E.i—ﬂ)]
ZZ okl EIN ;I)I)|”1:”H><n1,nu|-

np nyp

Pmx(E,N,V) (3.14)

Wir bilden nun einen reduzierten statistischen Operator g, in dem wir uber alle
Eigenzustande |\I’nu>des Hamilton-Operators H;; summieren, bei fest gehalte-

nen Zustanden |\I/n1> des Hamilton-Operators H;:

Or = Trr1 [pmr (E,N, V)] (3.15)
Offensichtlich ist §; normiert:
Try(01) = Trp{Try [pmk(E,N,V)]} (3.16)
= Tr[pmk(E,N,V)]
= 1.

Wir erhalten

E E
pAI = Z ny; [ZZ wMK ]ZIN ‘;’)’)|nbnn)<n1,nn|]|\lfnh> (317)

n n
1y, 1 n

IRl o I PR YR A

n n
I 11 nU
”}p”[[l ny ﬂ[l

Z[m Y 5(E-E,, En,,)]|\pnl><qjm|,

nyp

=)

Die Summe tber die Folgen von Quantenzahlen n;; ist nach (2.59) identisch
mit der mikrokanonischen Zustandsdichte des Systems II zur Energie E-E,, ,
also
Zé(E —Ey, — Eyyy) = opii(E = Euy, Npp, Vi), (3.18)
nir

Damit folgt fiir den reduzierten statistischen Operator der Ausdruck

z wmk(E = Ep, Nip, Vir) - A |‘I’n1><\ynf | '

3.19
a)MK(E,N,V)A ( )

01 =

ny
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Mittels der Entropie S;; des Sytems I schreiben wir

1
wmk(E = Ey,, Nip, Vir) - A = exp lESH(E —Eu, N, VU)]- (3.20)
Wir nutzen jetzt aus, dass die Entropie eine extensive Grofie ist (3.6), und schrei-
ben E_E
- Vi
Si1(E—=E,,,Nip, Vir) :NII'SO( NHnI’N_H)' (3.21)

Halten wir £ und +Z fest, und betrachten wir N > N; > 1, so folgt durch
Nig Nip

Entwickeln in eine Taylor Reihe bzgl. der kleinen Grofie i]—”li :

Su(E—Ey;, Nip, Vin) (3.22)
E E, V
= N~ 50(—— nl,l)
Nip Ny Npg
V) 2 E V
E Vy aSO(Nn NZ) E”I 19 SO(N_H’%) E”I ’
= Ni-{so| + += |- +
Npp Nip Q(Eﬂ) Ny 2 a(EnI) Ny
Npg Nip
E Vi E Vi) 2
= NH-SO( - VH)_QSO(NH’NH)E +la 50(1\1,,' H)E”I
Ny’ Niy 3(&) "2 a(En, )2 Nir
Nip N,

Wegen unserer Annahme einer sehr grofSen Teilchenzahl Nj; sind jetzt nur die
beiden ersten Terme der Reihenentwicklung relevant:

9S,1(E,Nyj, Vi)
Sir(E~E,, Ni,Vir) = Sp(E,Npp, Vi) — —2 aEH E,  (3.23)
= Su(E, Ny, Vir) - TnI

Die letzte Zeile folgt aus der Relation (2.142), da wir das System II als ideales
Gas mit Temperatur T angenommen hatten. Somit

wmr(E=E,, N, Vir)-A = exp kBSH(E E, N1 VII)] (3.24)
= exp k_SII(E N Vi) -
= exp k—SH(E NH, VH l an%l

v

wpmk(E, Ny, Vi) - A- exp(
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Entsprechend folgt jetzt

omx(EN,V) = ) N wy (- Ey ~Ey,) (3.25)

nr {npr}

= ZwMK(E —E,,, N1, Vi1)
g

= wpmk(E, Ny, Vip) - Zexp (—kEn% )

ny B
Also
En
wmk(E=Ey, N, Vi) - A wmi (E,Nip, Vir)- A-exp (_kg_%)

3.26
Q)MK(E,N,V)A ( )

En
wmk(E,Nip, Vi) - A}, exp (_ks% )
Enl
exp _kB_T)
Ey \
an exp (_kB% )

Es folgt fuir den reduzierten statistischen Operator das Ergebnis

o = Zil Zexp(—li—n}) |, (W | (3.27)

ny

E
ZI = Zexp(—k;%).

ny

Nur ein einziger Parameter, namlich
g= 1 9Sy(E, Ny, Vi) _ 1
kg JE kgT’

ist vom System I, dem grofien Wamebad, tibrig geblieben. Wir lassen jetzt den
Index I fort und schreiben

(3.28)

H = H (3.29)
'\I]n1> = W)
NI = N
VI = V
HY,) = E,[\¥,) (3.30)
i

A AR

<\I]n|\yn’> = 6n,n’-
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Der statistische Operator gk

px = ZLK;e-ﬂEnmxw (3.31)
_ exp(—ﬁH)
Tr[exp(—ﬁﬁ)]
1
P o BT

beschreibt jetzt das sog. kanonische Ensemble. Die Summe Zg heifst kanonische
Zustandssumme:

Zx = ZK(T,N,V):Tr[exp(—/sH)]:Ze—ﬁEn (3.32)
J— 1 '
p = T

Die Wahrscheinlichkeit p,, dafiir, im kanonischen Ensemble den Zustand |\¥,,)
zu besetzen, ist durch den sog. Boltzmann-Faktor gegeben

e_ﬁEn 3 33
pn - ZK ( ° )

Tr(px) = ) pu=1
n
P = ) pa (W,
n

Eine Besetzung von hoch angeregten Zustanden mit Energie E,, > kT ist dem-
nach unwahrscheinlich.
Fur den Erwartungswert einer Observablen A im kanonischen Ensemble schrei-

ben wir
(A

Tr (pxA) (3.34)

Y pu(Wa]A| W)
n

ZLK Ze—ﬁEn (W, A|w,).

n
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3.2 Klassischer Grenzfall der Zustandssumme

In der Quantenmechanik hat ein Teilchen der Masse m14 im konservativen Kraft-
feld mit Potential V,,; (r) den Hamilton-Operator

A A A

H = Hijn+ Veut (3.35)
A2
Hyiy = %
ae{x,y,z} A

Vet ' = Vext ().
Die kartesischen Komponenten #, des Positionsoperators und p, des Impuls-
operators des Teilchens sind konjugierte Groflen, die den kanonischen Kom-
mutatorregeln gentigen:

ab € {xvz (3.36)
Poisl = Toul
In der Quantenmechanik gilt also
|[Flkins Vest|_ # 0. (3.37)

Wir berechnen jetzt die kanonische Zustandssumme
Zg (T,1,V) = Tr (e 1) (3.38)

fur N =1 Teilchen im Hochtemperatur-Limes T > T,. Dazu nutzen wir aus,
dass wir die Spur in jeder Basis ausrechnen durfen, also insbesondere auch in
der Basis der Orts-Eigenzustande |r) bzw. in der Basis der Impuls-Eigenzustande

[p):
falr) = 1) (3.39)
palP) = palp)-
Diese Basiszustande haben bekanntlich die Eigenschaft
exp (%pxrx) exp(%pyry) exp (%pyry) exp %p : r)

(i) = V21th V2rh V271ch B h3 (3-40)

fd3r|r><r|
fd% p)(pl

ey = ¥ -r)
(') = o (p'~p).

i

—>
Il
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3.2 Klassischer Grenzfall der Zustandssumme

Also lautet die kanonische Zustandssumme fur ein Teilchen

Zx (T, 1,V) = fd3r(r|e_ﬁH ). (3.41)

Der Operator der kinetischen Energie H;;, kommutiert nicht mit dem Opera-
tor der potentiellen Energie V,,;. Man kann aber fiir hohe Temperaturen T > T,
eine Magnus-Reihenentwicklung machen, wobei eine Folge von iterierten Kom-
mutatoren entsteht. In fihrender Ordnung ist

e—ﬂH _ e—ﬁ(Hkin+Vext) (342)

A A 20 A
— e_ﬁHkirL e_IgVexte_ﬁT[Hkin:Vext]7+"'

e_ﬁHkin e_lgvext +0 (ﬁz) .

1R

Es folgt formal fur g — 0

Zx(T,1,V) ~ fd3r(r|e_ﬁH’“’"e_ﬁVm r). (3.43)
Nun gilt
VextIt) = V(1)[r) (3.44)
e_lgvext |I'> — e_ﬁvext(r) |I'> .

Also findet man fur g — 0

1R

Zx(T,1,V) Jd3r<r|e_ﬁﬂki” |r) e B Vext(r) (3.45)

fd3r<r|e—ﬁﬂkm(fd3p |p><p|)|r> ¢ P Vext(x)

| —
=i

= [ [ o p) e et

Mit
A p2
Hiinlp) = E Py njA Ip) (3.46)

ag{x,y,z}

2
o _ Pa
e_ﬁHkm |p> = e ﬁzﬂ 2mp |p>
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folgt dann die Darstellung

T > T (3.47)

2

_Pa_
Ze(0,) = [ dr | dpiaip) pine P TP
[ ——
=35
2
1 - Lo ex
- X darjd3peﬁ[2a2”1A+V 0]

Die klassische Zustandssumme des kanonischen Ensembles ist nichts anderes
als der Hochtemperatur-Limes der entsprechenden quantenstatistischen Zu-
standssumme.

Fur ein System von N ununterscheidbaren Atomen mit Paawechselwirkungs-
potential U(r —r’), die sich im Potential V,,, (r) eines dufleren Kraftfeldes befin-
den, folgt entsprechend die klassische kanonische Zustandssumme zu

[p(j)]

2 -
e {Za i+ Veut (11 ))]

1
Zg (T,N,V) = NN deNrfd3Np expi —p
+%Z§'\,]j’:1 U@\ — ()

’

J#]

(3.48)
Der Faktor J\IT ist dabei der Ununterscheidbarkeit der Teilchen geschuldet, wie
wir im Abschnitt zum Pauli-Prinzip bereits gezeigt haben.

Fiir ein ideales klassisches Gas in einem Kasten mit Volumen |V| bei der Tem-
peratur T, ohne zusatzliches dufSeres Potential, also Vext(r(j)) = 0, folgt dem-
nach mittels der thermischen de-Broglie Wellenlange (2.145) die kanonische
Zustandssumme zu

3N
VN (1
Ze(T,N, V) = L | — 3.49
K ( ) N\ 1o (3.49)

hZ
/\T B 27zmAkBT'

3.3 Barometrische Hohenformel

Die Wahrscheinlichkeit, in einem verdiinnten (gentuigend heiflen) Gas das erste
Atom an der Position r'Vmit Impuls p(l), das zweite Atom an der Position r?
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3.3 Barometrische Hohenformel

mit Impuls p(z), usw. anzutreffen, ist demnach

()]?

a .
Za 2mp +Vext(r(]))]

—
=

~BLL

(1) .(2) (N). (1) 5(2) (N)) = € 3.50
o BN = e (330

Es gilt
fd3NrJd3Npp(r(l),r(z),...,r(N);p(l),p(2),...,P(N)) =1 (3.51)

o P L Vet (1)

ANpo(rM,r?), .t N p1) 52 5N~ .
J po( p".p?,...p") [ e PR Tl

Wir berechnen jetzt den thermischen Erwartungswert (n(r))y der Teilchen-
dichte

N
n(r) = 25(3)(r—r(j)) (3.52)

j=1

bei der Temperatur T fiir ein klassisches ideales Gas im aufSeren Kraftfeld, z.B.
im Schwerefeld eines Planeten. Das Integral der Teilchendichte ist natiirlich
gleich der Anzahl der Teilchen:

N .
Jvd3rn(r) - fvd3r;6(3)(r—r(])) (3.53)
N
ZJ 416 (r—10))

1

N
- Zl:N.

-
Il
<

j=1
Es folgt
(n(r))x (3.54)
N
_ Jd3NTJd3Npp(r(l)’r(2)’ N (1) 5(2) ,p<N>)Zé<s>(r_r<n)
j=1
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Aber p(r(l),r(z),...,r(N);p(l),p(z),...,p(N)) ist unabhangig von der Reihenfolge

der Ortskoordinaten ¥V, r?, ... ™) und Impulskoordinaten p(l),p(Z),...,p(N).
Damit folgt nach geeigneter Umbenennung der Integrationsvariablen insge-
samt N-mal das gleiche Integral, also

(n(r)y = Nfd3(N_1)rJd3Np p(r,r(z),...,r(N);p(l),p(2),...,p(N)) (3.55)

N e—ﬂV(I‘)‘
f ds r’e_lgvext(r,)

Mit N
ng = Id3r/€_ﬁVeXt(r,) (3.56)
folgt fiir den Erwartungswert der Dichte
(n(r)yg = noe Ple® (3.57)
1
p = T

Im Spezialfall des Schwerefeldes der Erde wirkt auf ein Teilchen der Masse
my in einer Hohe z > 0 uber dem Boden (im erdnahen Bereich z < Rg) eine
(konstante) Anziehungskraft proportional zu Erdbeschleunigung gr nach un-
ten:

0
Fy=—mugp=—— (magez). (3.58)

Es folgt mit

Vext (r) = mgpz (3.59)
die sog. barometrische Hohenformel, die aufgrund der gemachten Annahmen
aber nur fur isotherme Bedingungen gultig ist:

mgE 2

(n(r))g =nge *T . (3.60)

3.4 Maximum der Entropie und Zweiter Hauptsatz

Wir berechnen die mikrokanonische Zustandsdichte des Gesamtsystems wyx (E, N, V)
jetzt noch auf eine zweite Art, um die Bedingung des Gleichgewichts zwischen
System I und System II zu analysieren.

wpk(E,N,V) = %exp [kl—BS(E,N,V)l (3.61)
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3.5 Maximalwert-Approximation

)_) d(E-Ey=Ey)

np nyg

- [ dE’Joo dE”S(E-E' —E”) Zé(E’ —EnI)Zé(E” ~E,,)

J— —
i * np np

oo

= dE,J dE”(S (E — E/ —E”) C()MK(E,,NI, VI)C()MK(EH,NH, VH)

J —00 —00
oo
= dE" wpk(E—E”,N, VI)wpmk (E”, N1, Vir)
J —00
1 © 1) 2 7
= A2 dE” [wmk(E—E”,Np, Vi) - Allwmk (E™, Nip, Vi) - A].

Der Integrand ist das Produkt einer Funktion wyx(E”, Ny, Vi1)-A = exp [kl—BSI(E —E”,Nj, Vz)];

die als Funktion von E” ungeheuer rasch ansteigt, mit einer Funktion
wyk(E—E”, N, Vi)-A = exp[éSH(E”,NH, VH)], die als Funktion von E” ent-
sprechend ungeheuer schnell abfillt. Demnach existiert ein extrem scharfes
Maximum des Integranden bei einer Energie E” = E;;. Um dieses Maximum zu
finden, dricken wir die beiden mikrokanonischen Zustandsdichten der Sub-
systeme ebenfall durch ihre entsprechende Entropie aus und schreiben

wymk(E,N,V) = %exp [kiS(E,N,V)] (3.62)
B
= L OodE”eXP[iSI(E—E” Np Vl)]eXP lLSII(E/, Np; VII)]
A2 . kB ’ ’ kB ’ ’
= L OodE”eXp liSI(E—E/’ N] V[)+iSII(E” NII VH)]-
A? ), kg S kg Y

Bringt man zwei makroskopische Systeme mit Energie E’ und E” zusammen,
so wachst die Anzahl der Mikrozustande des Gesamtsystems mit Energie E =
E’ + E” ungeheuer stark an. Das Gesamtsystem geht dabei von den weniger
wahrscheinlichen Zustanden zum Makrozustand mit der grofsten Wahrschein-
lichkeit uber.

3.5 Maximalwert-Approximation

Es ist ein typisches Problem in der statistischen Physik des Gleichgewichts,
dass man das Faltungsintegral von zwei mikrokanonischen Zustandssummen
berechnen muss. Der Integrand ist typischerweise das Exponential exp[F(j, N)]

einer extensiven Funktion
F(j,N)=N-£(j) (3.63)
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darstellbar. Wir geben jetzt eine allgemeine Abschatzung fir den Wert einer
Summe von Exponentialen mit einer extensiven Funktion als Argument

v(N)

) explF(j,N)] (3.64)
j==v(N)
v(N) = N";m>0.

o (N)

Die obere bzw. untere Summationsgrenze v (N) kann dabei eine beliebige posi-
tive Potenz von N sein.
Es gilt offensichtlich

exp[F(j,N)] < expl max F(j,N)l, (3.65)
0<jl<v(N)
und weiter, da alle Glieder der Summe o (N) manifest positiv sind:
i < < ] . .
exp [Oslr;gﬁN)P(]’N)l <o(N)<[2v(N)+1]exp [OsﬁsﬁN)F(]’N)l (3.66)

Wir nutzen jetzt aus, dass der Logarithmus eine monoton steigenden Funktion
seines Arguments ist und erhalten mit (3.63):

N-f(j)<Ino(N)<In[2v(N)+1 N-f(j). 3.67
0T f(j)<Ino(N)<In[2v(N)+ ]+os|r]ﬂ?5§m f(j) (3.67)

Also nach Division durch N :
Ino (N) - In[2v(N)+1]

N < ). 3.68
osﬁgv)%m )= N N +0SIIJ¥I1Sa1§N)f(]) ( )
Aber
m, —m —m
In[2v(N)+ 1] _ In[N"- 2+ NTD]_ min(N)+In@+ NTH) g0 5y,
N N N
(3.69)
Somit
Ing(N) ~ N ' 3.70
no (N) Osﬁgﬁmf(]) ( )
= max F(j,N).
0<[jl<v(N) UN)

Fur den Wert der Summe finden wir demnach fiir N > 1 in fuhrender Ordnung
den Wert

v(N)
o(N)= exp[F(j,N)] ~ex max F(j,N)|. 3.71
= 3 eneletiv p|,max M| G

Dieser Sachverhalt rechtfertigt die Bezeichnung Maximalwert-Approximation.
Der Wert der Summe ist bereits durch den grofiten Summanden festgelegt!
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3.6 Gleichgewichtsbedingung fiir das kanonische
Ensemble

Mit den im vorherigen Abschnitt angestellten Uberlegungen folgt jetzt

wyk(E,N,V) = %exp[leS(E,N,V)l (3.72)

1 ® ’) V2
= pf dE” exp kBSI(E E”, NI,VI)+kBSH(E NH;VH)l

1R

A Z eXP[ SH(E-j- ANI:V1)+k—5H(] ANHfVH)]

]_—V

1R

1 1
—~exp _SI(E —Er, N, Vi) + —Si1(Er, Nig, Vip) |
AP P

Die vorletzte Zeile approximiert das Faltungsintegral gemafl der Trapezregel
als Summe von Funktionswerten multipliziert mit einer Intervall-Lange A. Ge-
mafs der im vorherigen Abschnitt begriundeten Maximalwert-Approximation, die
fur N > 1 extrem genau ist, da die Entropie eine extensive Funktion der Teil-
chenzahl N ist, folgt jetzt, wenn bei E” = E;; das Maximum der Summe S;(E —
E”,Ny, Vi) + S;1(E”, Nyp, Vip) als Funktion von E” positioniert ist, das Ergebnis

S(E,N,V)=Si(E~E;,Np, Vi) + Si1(Epn, Ny Vip). (3.73)

An der Position des Maximums bei E” = Ej; gilt notwendig

a 7’
Eh_% 8E”[SI(E E”,Np, Vi) + Si1(E”, Nyp, Vip)] = 0. (3.74)

Wenn wir das Minuszeichen im Argument von S; beachten (!), so folgt hieraus

[aSII(E”:NH: VH)] _ lgSI(E,INI’ VI)]
E”=Eq; E =E;

i T (3.75)

EI-I—EH = E.
Da das System II als ein ideales Gas mit Temperatur T angenommen wurde,

folgt somit fur das kanonische Ensemble die Bedingung des Gleichgewichts im
thermischen Kontakt zu

EI + EH

[asI(E',NI, V,)l
JE’ E'=E,

E (3.76)
1

1_ [9511(5"; Ny, VII)]
T GE" pp
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Fur andere Werte E’ und E” der Energie, die von den jeweiligen Gleichge-
wichtswerten E; und E;; abweichen, folgt hieraus die fundamentale Unglei-
chung

S(E,N,V) > SI(E/,NI,VI)+SH(EU,NH,VH) (377)
E'+E” = E.

Ist zu irgendeinem Zeitpunkt die Entropie S(E,N,V) eines abgeschlossenen
Systems von ihrem Maximalwert verschieden, so nimmt sie in den folgenden
Zeitpunkten nicht ab! Diese Aussage ist der Kern des zweiten Hauptsatzes. In ei-
nem adiabaten Prozess (ohne Warmezufuhr von auflen) kann die Entropie nicht
abnehmen. Im Gleichgewicht, am Ende des Prozesses, ist die Entropie maximal.
Dies ist der Prototyp einer thermodynamischen Stabilitdatsaussage.
Angenommen, es ist T; # Tj;. Dannist E’ = E;+dE’ und E” = E;;+dE”. Beide
Systeme tauschen Energie aus, wobei wegen der konstanten Gesamtenergie E =
E’+ E” gelten muss
dE’ =—-dE". (3.78)

Die Anderung der Entropie (bei fest gehaltenem Volumen V; und V;;, und kon-
stanten Teilchenzahlen N; und Nyj) ist dann

qs - (951(5)1\/71;‘/1)) dE’+(aSII(E JIXH;VH) dE” (3.79)
JE EI=E, JE Er=E,;
1 1
= S dE'+ —dE”
Tr Trr
1 1
= |—-—]dE’.
(TI TH)

Aufgrund des zweiten Hauptsatzes ist aber dS > 0 fuir nicht-reversible Prozesse,
folglich muss immer gelten

1 1\,

(TI TH)dE > 0. (3.80)
Angenommen es ist z.B. T} > Tj;, dann ist notwendig dE’ < 0, d.h. das System I
gibt Warme ab, die dann das System I aufnimmt. Die Energie flief3t also immer
vom warmeren System zum kalteren, nie umgekehrt!

Der Astrophysiker Sir Arthur Eddington hat es auf den Punkt gebracht: ,If
someone points out to you that your pet theory of the universe is in disagreement with
Maxwell’s equations—then so much the worse for Maxwell’s equations. If it is found
to be contradicted by observation—uwell these experimentalists do bungle things so-
metimes. But if your theory is found to be against the second law of thermodynamics
I can give you no hope; there is nothing for it but to collapse in deepest humiliation.”
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3.7 Warmekapazitat und Schwankungsquadrat der
Energie im kanonischen Ensemble

Wahrend im mikrokanonischen Ensemble ein Makrozustand des Systems durch
die Vorgabe von drei extensiven Werten (E,N, V) spezifiziert ist, wird ein Ma-
krozustand des kanonischen Ensemble durch einen Satz von drei Parameter-
werten (T, N, V) charakterisiert, wobei die Temperatur T eine intensive Variable
ist.

Im kanonischen Ensemble hat der Hamilton-Operator den Erwartungswert

E

(H>K =Tr(pxH) (3.81)

I
g
2
I

|
!
|
5
N
~

0
2
= kBT _8T anK'

Die innere Energie, d.h der Erwartungswert E = <ﬁ >K, ist demnach eine Funk-

tion von f = kBLT' N und |V|.

Wird das System mit der Rate Q wahrend einer Zeitspanne dt geheizt, so
wird dem System bei konstantem Volumen V und konstanter Teichenzahl N eine
Energiemenge

Qdt = dE = CydT (3.82)

proportional zur Temperaturanderung dT zugefiihrt, wobei der Koeffizient Cy,
die sog. Warmekapazit des Systems bei festgehaltenem Volumen V und konstan-
ter Teilchenzahl N bezeichnet:

JE
Cy = (ﬁ)m. (3.83)

Damit einher geht ein Anwachsen der Entropie des Systems um

ds = <. (3.84)
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Fur das ideale klassische einatomige Gas berechnen wir sofort das Ergebnis
aus (2.115) zu

3
CV = EkBN (385)
3 3
Cmol,V = EkBNA:ER;

in Ubereinstimmung mit der Regel von Dulong und Petit, die 1819 experimen-
tell feststellten, dass zahlreiche von ihnen untersuchte Substanzen praktisch
dieselbe molare Warmekapazitat hatten. Die klassische statistische Thermody-
namik (die noch keine Quanteneffekte kannte), fand spater (wie wir noch zei-
gen werden) fur die molare Warmekapazitat eines idealen Molekiilgases bei
(nicht zu) hohen Temperaturen den Wert

R
Cmol,V = E(3+J[rot)1 (3'86)

wobei f,,; die inneren Freiheitsgrade eines mehratomigen Molekiils beschrei-
ben. Zum Beispiel gilt fur das Gas H, bei Raumtemperatur f,,; = 2. Fur ein
mehratomiges Molekiil wie Methan CHy ist f,,; = 3.

Wir betrachten jetzt im kanonischen Ensemble einen allgemeinen Ausdruck
fur die Warmekapazitat Cy, in dem wir die innere Energie

E=E(T,N,V)= <H>K (3.87)

nach T ableiten, und dabei wieder das Volumen V und die Teilchenzahl N kon-
stant halten:

JE
Cy = (— (3.88)

aT |, v

9B I,

= a—Tﬁ@K
1 1 02

= Eﬁg—ﬁzanK

_ 1[92z 19z

~ kgT?|Zx 9p> 7%\ 9B
L' 1 (/42 A\2

= @ﬁ((H >K‘<H>K)
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Die Warmekapazitat Cy, im kanonischen Ensemble ist demnach proportional

A 12
zum Schwankungsquadrat [AK(H)] der Energie. Da die innere Energie E als
auch die Warmekapazitat Cy des Systems beides extensive Grofien sind, gilt fir
die relative Schwankung der Energie bei grofier Teilchenzahl N

Ax(H) +kgT2Cy, VN 1 o (3.89)
= (0 ¢ = . .
E E N /N

Die innere Energie E als Erwartungswert <ﬁ >K ist demnach im kanonischen
Ensemble fiir grofle Teilchenzahl N wohldefiniert. Man kann deshalb bei fest-
gehaltenen Werten fiir N und |V| einen Wert T vorgeben und den zugehorigen
Wert E berechnen, und umgekehrt, man kann E vorgeben und dann das zuge-
horige T berechnen. Die Resultate, die man bei der Berechnung von makrosko-
pische Observablen im kanonischen Ensemble erzielt, sind demnach aquiva-
lent zu den entsprechenden Berechnungen im mikrokanonischen Ensemble. Al-
lerdings sind viele Rechnungen im kanonischen Ensemble erheblich einfacher
durchfiithrbar, z.B. entfallen bei der Berechnung der kanonischen Zustandss-
umme Zg die fur das mikrokanonische Ensemble typischen kombinatorischen
Uberlegungen zum Abzihlen der zuldssigen Mikrozustidnde fiir einen vorgege-
benen Makrozustand mit Teilchenzahl N und Gesamtenergie E.

3.8 Entropie im kanonischen Ensemble und dritter
Hauptsatz

Befindet sich das System im Mikrozustand |\¥,) mit Energie E,, so bewirkt eine
(extrem langsame) Verdanderung der Kantenlange L — L + dL unseres Kastens
eine Volumeninderung um dV = L?dL, womit eine Anderung des Energienive-
aus E, um dE, = %dL einhergeht. Dazu ist eine Kraft F, = —dd%l in Richtung e,
erforderlich. Der statistische Mittelwert dieser Kraft pro Fliche L? des Kastens

ist dann der Druck P im Volumen V :

1 dE,
P = ﬁzp"'(_ﬁ) (3.90)
n

zpn.(_ffvn).

n

Ausgehend von

E=(H) = anEn (3.91)
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erhalten wir

dE

denEn + andEn (3.92)
;dpnﬂﬁ(;pn%]dv

denEn —Pdv.

Diese Relation besitzt im ersten Hauptsatz der phanomenologischen Thermody-
namik (hier fir ein System mit konstanter Teilchenzahl) ihre Entsprechung

dE = TdS - PdV. (3.93)

Der erste Hauptsatz besagt, dass die Energie eine Erhaltungsgrofie ist. Die Giil-
tigkeit dieser Aussage folgt aus den entsprechenden Erhaltungssatzen der Me-
chanik, Quantenmechanik und Elektrodynamik fir zeitlich translationsinvari-
ante Systeme. Historisch gesehen war zu Anfang bei der Formulierung der Ge-
setze der Warmelehre nicht klar gewesen, dass Warme nichts anderes ist als
eine Energieform. Daher auch die Boltzmann Konstante kg zur Umrechnung
von Temperatur T gemessen in [K] auf eine dquivalente Energiemenge kgT.
Also durfen wir jetzt identifizieren

TdS = denEn. (3.94)
n

Die Anderung der Entropie ist demnach allein durch die Anderung dp,, der Be-
setzungswahrscheinlichkeit p, fiir die Mikrozustande |\V,) gegeben. Wir bilden
jetzt den Logarithmus des Boltzmann-Faktors (3.33) und schreiben

E,=—-kgT-(InZg +1np,). (3.95)
Dann
TdS = —kzT den (InZx +1Inp,) (3.96)
n
= —kBT[anK den + den lnpn].
n n
Wegen

an =1 (3.97)

n
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ist naturlich
d(an] = den = 0. (3.98)
n n

Also bekommen wir nach Division durch T
s = —kg denlnpn (3.99)
n

-k Z[d (puInp,) - pud (Inp,)]

n
= —kp denlnpn—an(pidpn)]
L n ’ n

= _kB denlnpn_den
n n

~—_—
=0

d[—kB anlnpn]-

Somit folgt (bis auf eine Konstante) die statistische Entropie S des kanonischen
Ensembles zu

S(T,N,V)

—kg anlnpn (3.100)
n

_kB TI'(pAK 11'1 pAK)

Die Entropie S(T,N, V) ist eindeutig durch die Wahrscheinlichkeiten p,, (3.33)
fur die Mikrozustande |\V,) des kanonischen Ensembles bestimmt. Wegen 0 <
pn < 1 ist die Entropie nie negativ. Die Entropie wiirde nur dann gleich Null
sein, wenn ein Eigenwert p, von pg gleich 1 ist und die uibrigen p,, gleich Null
sind. Dieser Fall entspricht einem reinen Zustand. In einem System sei E, die
Energie des Grundzustands,

Ey <E, fur alle n = 0. (3.101)

Bei Anndherung an den absoluten Nullpunkt, T — 0% bzw. f — o0, ist nur noch
der Grundzustand des Systems relevant. Ist dieser nicht entartet, so folgt wegen

_ e_ﬁEn e_ﬁEn e_lg(En_EO)

P g T e PRy, e PR 14y, o Pl )

(3.102)
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nunmehr
lim p, = 571,0'

p—o0

Folglich verschwindet die Entropie am absoluten Nullpunkt:

lim S(T,N,V)=0. (3.103)

Liegt Entartung des Grundzustands vor, dann gilt eine schwachere Aussage (die
wir hier nicht beweisen wollen):

1
lim — li T,N, =0. 104
NI_I&NTLHOES( N,V)=0 (3.104)

Dies ist der sog. dritte Hauptsatz.
Fur praktische Rechnungen ist es zweckmaflig, die Entropie aus der kanoni-
schen Zustandssumme Zx zu berechnen

S(T,N,V)

—kp anlnpn (3.105)

|
o

|
3
5
N
z

Die gegebene statistische Definition der Entropie ist, wie Ludwig Boltzmann
zuerst fur klassische Systeme gezeigt hat, zur thermodynamischen Definition
aquivalent. Halten wir das Volumen V und die Teilchenzahl N fest, so wird im
reversiblen (extrem langsam ablaufendem) Prozess nach dem ersten Hauptsatz
(3.93) eine Energieportion dE nur in Form von Warme

dE = Qdt = TdS = CydT (3.106)

zu- oder abgefuhrt:

ds = Q—dt:%dT (3.107)

T
ds JE
o - (3,
T )y \9T )y
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Wir erhalten

9°S d (dS
[55:),,, = ol
1 9 (dS
B %a_T(a_E N,V
1 91
= & arlt)
~ 1
T Cy - TY

Da die Entropie S (E,N, V) eines Systems im Gleichgewicht bei der Energie E

95 )N v <0, also Cy > 0. Die Warme

kapazitiat Cy eines Systems im Gleichgewicht ist fur Temperaturen T > 0 also
stets positiv.
Mit

ein Maximum besitzt, folgt notwendig (

dS dS
ds _(ﬁ)wdm(ﬁ)wdv (3.109)

und der aus dem ersten Hauptsatz (3.93) folgenden Relation

dE P

ergibt sich unmittelbar
35) 1
22 == (3.111)
(BE ey T
und
dS
P:T(—) . (3.112)
AG

3.9 Freie Energie

Die Wahrscheinlichkeit dafiir, das System in einem bestimmten Mikrozustand
|WV,,) mit Energie E, anzutreffen, ist durch den Boltzmann-Faktor p, gegeben.
Dann ist die Wahrscheinlichkeit pg (E) dafur, irgendeinen Mikrozustand des
kanonischen Ensembles im Intervall E — A < E,, < E anzutreffen, dadurch gege-
ben, dass wir p,, mit der Anzahl der Zustande im betreffenden Intervall multi-
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plizieren:
px(E) = pu-wpk(E,N,V)-A (3.113)
e PEn ZS(EN,V)
ek

Zg
¢ BE-TS)

Zk
e PF
Z.
Die Grofse
F=E-T-S (3.114)

heifst nach Helmholtz die freie Energie des Systems. Die wahrscheinlichste Ener-
gie E eines Systems ist demnach derjenige Wert, der die freie Energie F zum
Minimum macht.

Der erste Hauptsatz (im kanonischen Ensemble) besagt

dE = TdS - PdV. (3.115)

Alsoist E = E(S,N, V) eine Funktion der drei extensiven Variablen Entropie S,
Teilchenzahl N und Volumen V. Fir das Differential der freien Energie erhalten
wir
dF = d(E-TS) (3.116)

= dE-d(TS)

= TdS—-PdV -dT S-TdS

= -SdT-PdV.
Demnach ist F = F(T,N, V) eine Funktion der intensiven Variablen Temperatur
T, und der zwei extensiven Variablen Teilchenzahl N und Volumen V. Man
sagt, F ist eine Legendre-Transformation von E.

Nach dem Gesagten konnen wir die Entropie S und den Druck P auch als
Ableitung der freien Energie F darstellen:

OF
S = —(—) (3.117)
T |y

_(9_F)
AV |y

Betrachten wir z.B. eine Volumendnderung eines Systems bei konstanter Tem-
peratur T. Dann ist die am System verrichtete Arbeit

P

Vg Fp
—f dV-P:j dF = F(T,N, Vg)— E(T,N, V). (3.118)
V4 F4
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Demnach liefert das Integral der freien Energie ein Maf3 dafur, welche nutz-
bringende Arbeit ein System bei endlicher (konstanter) Temperatur T zu leisten
imstande ist.

Mikroskopisch besteht gemaf3 (3.81) und (3.105) zwischen der freien Energie
F und der kanonischen Zustandssumme Zg der Zusammenhang

F = E-TS (3.119)

% d
= —%IDZK - TkBa_T(T IHZK)

= kBTz%anK - kBT% (T InZg)

= —kBT anK'
Umgekehrt gilt dann
Zx =e P, (3.120)

Ferner erhalten wir fiir den Erwartungswert E = (H >K die Formel

0
_ 2

Jd | F
—kT?——=|.
BT oor (kBT)
Wir schauen uns die obige Behauptung, dass die freie Energie F(E’,N, V) als
Funktion von E’ im Gleichgewicht ein Minimum ist, noch etwas genauer an.
Ausgehend von der Definition der kanonischen Zustandssumme Zg schreiben

wir jetzt
Ze (T,N, V) = Ze—ﬁEn (3.122)
n
- J dE’e—ﬂE’Z(s(E’—En)
oo -

- f dE’e PE wy ik (E,N, V).

Demnach ist die kanonische Zustandssumme Zg (8, N, V) die Laplace-Transfor-
mation der mikrokanonischen Zustandsdichte

1 Lg
wyk (E,N,V) = KekBS(E AY) (3.123)
Also
]_ o0 , 1 ’
Zg (T,N,V) = KJ dE e PE orgSE-NY) (3.124)

_ lfoo JE e~ BIE-T S(E'NV)]
A

—00
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3 Kanonisches und groBkanonisches Ensemble

Aufgrund eines mathematischen Theorems sind Laplace-Transformierte ein-
deutig, d.h. die kanonische Zustandssumme und die mikrokanonische Zustands-
dichte enthalten die selbe Information! Der Hauptbeitrag zum Integral kommt
von demjenigen Wert E” = E, fiir den die Funktion

F(E',N,V)=E'-T S(E’,N, V) (3.125)
(bei festen Werten fiir N und V') ein Minimum besitzt. Es folgt

o= (2F(ENV) :1_T(M) , (3.126)
aE’ E’=E aE, E’=E
Folglich
dS(E’,N,V) 1
(T)y:g = . (3.127)

Diese Relation definiert die Position des Minimums der Funktion F(E’,N, V) an
der Stelle E’ = E als Funktion der Temperatur T, d.h. E = E(T). Fir die zweite
Ableitung erhalten wir unter Verwendung von 3.108

d*F(E’ N,V d%S(E’,N,V
(%) - ‘T(%) (3.126)
E’=E E’=E
1
= _T.[=
( CV'TZ)
1
= > 0.

Cy-T
Also liegt an der Stelle E’ = E(T) aufgrund der Positivitat der Warmekapazitat
Cy tatsdchlich ein Minimum vor! Wir entwickeln jetzt die Funktion F(E’,N, V)
um die Stelle E’ = E(T) in eine Taylor-Reihe
d
F(E',N,V) = F(E(T),N,V)+ (8_]:’)
E' g _pr)

|
=0

(E'-E(T))
1({d*F , 2

+E(W)E,:E(T)(E —E(T)) +...

’ 2

= ]-"(E(T),N,V)+w+.... (3.129)

2Cy-T
Es folgt unter Vernachlassigung der Terme hoherer Ordnung

Zx

1 (e (E'-E(T))*
e—ﬁf(E(T»N,wZJ AE'e oy T? (3.130)

—00

~BFEMN,Y) N27kpCy - T2'

A
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3.10 GroRkanonisches Ensemble

Hi, N,V Hi, Ni, Vi

Abbildung 3.2: Aufteilung eines isolierten Systems in zwei Teilsysteme, ge-
trennt durch permeable Wand.

Schlief3lich

F(E(T),N,V)=—kgT InZg + (3.131)

kBT (ZﬂkBCV'Tz)
In .
A2
Fur grofle Teilchenzahl N > 1 skalieren In Zx und die Warmekapazitat Cy bei-
de proportional zur Teilchenzahl N . Demnach ist der erste Term auf der rech-
ten Seite proportional zu N, der zweite Term liefert einen Beitrag proportional
zu In N sowie eine Konstante. Im thermodynamischen Limes gilt somit

F(E(T),N, V) =—kgT InZ, (3.132)

was mit dem eingangs hergeleiten Ergebnis iibereinstimmt. Anstelle von 7 (E(T),N, V)
schreiben wir kiirzer F(E(T),N,V)=F(T,N, V). Irreversible Prozesse bei kon-
stanter Temperatur T und konstantem Volumen V gehen immer einher mit ei-

ner Abnahme der freien Energie!

3.10 GroRkanonisches Ensemble

Die zentrale Idee ist es, wie schon beim kanonischen Ensemble, ein mikroka-
nonisches Gesamtsystem zu betrachten, das aus zwei Teilsystemen I und I mit
konstanten Volumina V; und V;; besteht, mit konstanter Gesamtenergie E und
konstanter Gesamtteilchenzahl N. Der Hamilton-Operator des Gesamtsystems
ist dann

ﬂ:H[@)iII-FiI@I:IH-l-W (3133)

Hier sind i; und 1;; die Einheitsoperatoren in den Hilbertrazumen zum jewei-
ligen Untersystem I bzw. II, und W ist der Wechselwirkungsoperator mit der
Wand, der beide Systeme energetisch koppelt. Im Unterschied zur Betrachtung
beim kanonischen Ensemble ist jetzt zusatzlich angenommen, dass die Wand
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3 Kanonisches und groBkanonisches Ensemble

permeabel ist, d.h. der Operator W der Wand-Teilchen-Wechselwirkung erlaubt
nicht nur den Austausch von Energie, sondern auch den Austausch von Teil-
chen, siehe Abbildung 3.2. Uber die Teilchenzahlen N; und Nj; der Untersyste-
me ist nichts ausgesagt, aufler dass gilt

NI+NH:N. (3134)

Die Wechselwirkungsenergie zwischen den Teilsystemen I und II skaliert pro-
portional zur Wandflache und ist gegen den Beitrag der Energie, der proportio-
nal zum Volumen der Systeme I und II ist, verschwindend klein, so dass die
Beeinflussung des Spektrums von H; und Hj; durch die Wechselwirkung der
Teilchen mit der Wand im thermodynamischen Limes keine Rolle spielt. Vom
System II nehmen wir an, dass es ein ideales Gas bei der Temperatur T ist und
dass |Vj7| > |Vi| und Nj; > Nj > 1 gilt. Man sagt, das System I befindet sich im
Warmebad des Systems I1.

Da die beiden Untersysteme I und II neben Energie jetzt auch noch Teilchen
austauschen, ist ein VONS von Eigenzustanden des Gesamtsystems dann gege-
ben durch die Gesamtheit aller Zustande mit allen moglichen Teilchenzahlen
N;und Ny, die die Nebenbedingung (3.134) respektieren:

|nr, Npsnpp, Nip) = |\I]n1,NI> ® |\I]n11,NH>' (3.135)

Die Mikrozustande |\I’nI;N1> des Sytems I bzw. |\Ian;NH> des Systems II sind

jetzt Eigenzustinde der Hamilton-Operatoren H; bzw. H;; und sind wegen

[HI,NI]_ = 0 (3.136)
[HII'NH]_ = O

zugleich simultan Eigenzustinde der Teilchenzahloperator N; bzw. Nj; :

A

B %) = En” W) (3.137)
N; "I’n,,N,> = Np |‘I’n,,N,>

Hip |\I]”IIrNII> = E’(fl\?l) |\I]’7H:NH>

NH |\Iln > = Np |\II”11:NH>'

Die Orthogonalitatsrelationen der Mikrozustande werden jetzt auch auf die
Teilchenzahlen bezogen:

1N11

<\IIHI,NI |\I]1/l;,NI’> = 671[,11;6NI,NI/

<\I]I’ZH,NH '\IIH}I,NI’I> = 6”[[,11;[5N]],NI/1'
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3.10 GroRkanonisches Ensemble

Die Zustande |\yn1,N1> bzw. |\Pnu,Nu> bilden ein vollstandiges System fur jedes
der Systeme I bzw. II mit fixer Teilchenzahl N; bzw. Nj; :

Z|\I]”I:NI><\I]111;NI| = i([NI) (3.138)
ny

Z|\I]”11,N11><\I]nu,l\]u| = i(IZI\TH).

nr

Demnach gilt fiir den Hamilton-Operator 7 des Gesamtsystems

7:( n[,NI;VlH,NH> (ﬁ[@i[['i‘i] ®I:III)'\I]HI,N[>®|\I]HU,NU> (3139)
(Ei(é\]]) + EL]I\?I)) |\II”I,N1> ® |\II”111NU>

(E,(/IN ) + E(NH))li’lI,NI;nII,NH>.

I
I ny

Entsprechend folgt fiir den Operator N der gesamten Teilchenzahl

N |ng, Np;np, Nyp) = (NI ®1+1; ®NH) |‘I’n,,NI>® |\PnH,NH> (3.140)

= (NI+NII)'\I]TII,NI>®|\IITIH,NH>
= (Np+Nyp)|n;, Np;np, Nip).

Das System [ ist allgemein und beschreibt z.B. ein wechselwirkendes System
von Nj Teilchen (Atome, Molekiile, usw.) im Volumen V;. Wir wollen lediglich

postulieren, dass die Eigenfunktionen |\Pnz,N1> zum Hamilton-Operator H; und

zum Teilchenzahloperator N (fiir eine Anzahl von N; Teilchen) ein VONS im
Hilbertraum des Systems I bilden. Somit durfen wir annehmen

(np, Npnp Niglng, Nnp Nip) = O Oupnt ONy N ON Ny (3-141)
~(Np) _ #(Npp)
ZZ'”I’NH”IDNII><”I:NI}77H:NH| = 1§ ' ®1§1H

nyp nyp

<‘P / N,’,|”1’NI$”H:NH>

np

6”[1:”}[51\]]],1\]1’1 |\IInI,NI> (3.142)

<nI’NI;nH’NH|\P”}pNI,I> - 6”111”216N11'N1’1<\I]”I'NI|'

Wir betrachten jetzt das Gesamtsystem (wie schon beim kanonischen Ensem-
ble) als ein mikrokanonisches Ensemble (E, N, V) zum Hamilton-Operator

ﬂ:ﬁl®ill+il®ﬁlb (3143)
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3 Kanonisches und groBkanonisches Ensemble

wobei

N
14

N1+NH (3144)
Vil + [Vl

Fir den statistischen Operator gy (E, N, V) dieses mikrokanonischen Ensem-
bles zum Hamilton-Operator H des Gesamtsystems erhalten wir dann

S(E-i—ﬂ)

PurlEN. V)= Tr[S(E A —H)]

(3.145)
N N

. oo 5(5 — BN )

= Z Z Z Z(SN:NI+NU o BN, V) [ng, Np;npp, Nip)<np, Ny npp, Nyl

NI:0 ny NH:O nyr

Wir bilden nun einen reduzierten statistischen Operator p;, indem wir die Par-
tialsumme der diagonalen Erwartungswerte mit allen Eigenzustande |an,,N,>
des Hamilton-Operators Hj; bilden, bei fest gehaltenen Zustanden |\I’n1,N1> des
Hamilton-Operators H;:

pr =Ty [pux(EN V) = ) Y (B ny [ omax (BN, V)W ). (3.146)
Nj;=0 nj;

Offensichtlich ist §; normiert:

TII {TrII [pAMK(E,N, V)]} (3147)
Tr[pmK (E,N, V)]
= 1.

Tr; (0r)

Wir erhalten

= Z ) Z ) oNN wMK(E N VI)I (3.148)

N=0 n; Np=0 njg

Z 2 (i,

N{;=0 np;

ny, Ni; nII:NH><nI:NI' np, Ny [® N,’I>

=0 gy Ny N7, [Ny N Wy ;| siehe (3.142)

Z Z[wMK E,N,V) Z Z(SN NI+NHO(E E( - ”IEH )]|\P"1 NI><\I]”I:NI|'

NH—O nry
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3.10 GroRkanonisches Ensemble

Die Summe tber die Folgen von Quantenzahlen n;; ist nach (2.59) identisch

mit der mikrokanonischen Zustandsdichte des Systems II mit Teilchenzahl Np;

zur Energie E — ELZ;TI), also

N N
Zé(E E LIIII’):wMK(E—ELI“,NH, Vi). (3.149)

nyy

Damit folgt fiir den reduzierten statistischen Operator der Ausdruck

o0 (o) (NI)
. wpyk(E—Ey, ", Nip, Vi)
= o
pr=) Z[ ) ONNN o —E R

nr,INy 14N
W (W | (3.150)

Nr=0 n; \N;=0
a)MK E En ),N NIIVH
_I\;)HZI’ wpk IE N, V) '\II”I!NI><\P”17NI|
- Z, ZP |‘Il"1 NI "1 NI|
N;=0 np

Wir erhalten

o0 (o0} ] N N
wyk(E,N,V) = ZZ Z 5N,N1+NHZa(E—ELI’)—ELH’”) (3.151)
NIZO ny NH_O nrr
= ZZCUMK (E- EnI ,N Ny, Vip).
N[ 0 ny
Also
(N)
w E-E,"”,N-N;,V,
N Mk (E — Ey, Vi) (3.152)
wmk(E;N, V)

wpyk(E - Eiz; /N - N, Vi) - A
2N =0 Ly, @Mk (E = E,(n LN -NLVip)-A

Mittels der Entropie S;; des Sytems II schreiben wir jetzt

C‘)MK(E ELI ),N NI, VH) A:exp SH(E Ei(’lI ),N NI, VH) (3153)

kg
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Wir nutzen wieder aus, dass die Entropie eine extensive Grof3e ist (3.6),

(Ny) N El_\f%w A(X;Nll 1
Si(E=En,",N =N, Vij) = [Vyl- v |SII N i | (3:154)
Vi1l Virl Vil
(N7)
_ |VH|-SO E—EnII N - N;
Vi1l [V1rl
wobei s eine intensive Funktion ihrer Argumente ist:
(Ny)
N E_En N-N,
s E_EI(HI) N - Np _ N S |VIII| |VII|I 1 (3.155)
0 s - II ’ ’ .
V \% V N 7 N
Val Wil )T vl T D
Wir halten nun die Verhaltnisse |‘f_11| und I‘I/\]_HI konstant und betrachten den
(NT)
E

P« Eound N« N - -
Grenzfall'|VH| > |YI|, so dass gilt VT < v und vl < Wil Dann liefert eine
Taylor-Reihenentwicklung

1 N
gSH(E—E,(”’),N—NI,VH) (3.156)
L E-EN NN
= —|Vil-so ,
kg [Virl Vi1l
E N
SO(W'W)
L L )
_E I _N 11
) i)
1 2
= _|VH|' 1 8250 —E:Z]\TI)
kg +73 e 2\ Vil
oy
e i ()
_E N 11 11
a(Ian)a(ZIVH ) 5
1_9% (=Nt
+23(N)2(|VH|) *
Vi1l
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3.10 GroRkanonisches Ensemble

éSII(E;N, Vi)

1 9Si(E,N,Vip) (N1) 1 9Su(EN,Viy)
= | T JE (_E”I T JN (=N7)

7l
+0<|VH|

Vom Einfluss des Reservoirs (System II) auf das System I bleiben im Grenzfall
|Vi1| = co nur zwei Parameter ubrig:

1 dSy(E,N, Vi) 1

. 2 _ kBT_ﬁ (3.157)
1 8SII(E;N:VII) _ —

kg oN = A=

Der Parameter u, das sog. chemische Potential, wurde von J. W. Gibbs in die
statistische Mechanik eingefithrt. Wie wir noch sehen werden, spielt das che-
mische Potential eine wichtige Rolle bei allen Arten von Phasenumwandlungen
sowie bei chemischen Reaktionen.

Somit erhalten wir

1 N 1
511(5 E1(1[ IN-NLV) = _SII(E’N’VH)_/?)(EI(WI)_VNI)+0(_)-
kg kg Vil
(3.158)
Es folgt dann fur den Quotienten
(N1)
E-E, ", N-N.V,
pg]\]’) _ wpmk( 1y 1 Vin) (3.159)

wnx(E = ELI N =Np, Vi) A
2N =0 Ly @Mk (E = El(’ll LN =Ny, Vi) A

exp[ Si(E,N, Vip) - ﬂ(E(N /‘NI)J“O(IVII)]
7350 L, exp i Su (£, Vi)~ B(ERY i) o )]

N,
e_ﬁ(Eilll)_”lNI)

N
_ﬁ(Ei(qI)_l"NI)

Z})\IOI 0 an
—/3( —VNI)

’

Zck
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Zok = i Ze_ﬂ(E’(“IIVI)_"NI). (3.160)

NI:O ny

Fur den reduzierten statistischen Operator p; des Teilsystems I ergibt sich somit
fur |Vi;| > |V;| die Darstellung

. ZZ(UMK (E- EnI "N =N Vi) A

pr = N;=0 nj wymk(E,N,V)-A |\P”I:NI><\P”I'NI| (3.161)
Ejy —HNI)
= ZZ |\Ijn1,N1><\P”1'NI|'
N;=0 np

Wir lassen jetzt den Index I fort und schreiben

H = H (3.162)
Won) = [Pn)

NI = N

Vi =V
AW, = BN W0 (3.163)

Z|\P”:N><\Pn,N| = i(N)
n

<\Pn,N|\Pn,N> = 5n,n’6N,N’-

Die Wahrscheinlichkeit dafiir, im groSkanonischen Ensemble den Zustand |\I/nN)
vorzufinden, ist

et
_ 164
Pn Zer (3.164)
1

ksT

=)
|

Diese Wahrscheinlichkeit ist abhangig von der (absoluten) Temperatur T = ﬁ
und vom chemischen Potential p. Der statistische Operator

pox = Y ) P [Wn) (W] (3.165)

stx;[—/s (H - VN)]
Tr[exp[-p (H - )]
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charakterisiert jetzt das sog. grofflkanonische Ensemble. Die Summe Zgg heifst
entsprechend die grofSkanonische Zustandssumme:

Zex (T, 1, V) Tr[exp [—/5 H—yN)” (3.166)

ZZ o)
— BuN _ﬂEn
szé e ;e

o0

- Zeﬁl‘NZK(T, N, V).
N=0

Das grofskanonische Ensemble ist fiir Anwendungen besser geeignet als das ka-
nonische Ensemble, da die exakte Teilchenzahl in einem System in den meisten
Fallen nicht zu ermitteln ist. Insofern ist das groffkanonische Ensemble realisti-
scher als das kanonische Ensemble. Auf3er fiir Systeme, die mit der Umgebung
Teilchen austauschen, ist die grolkanonische Gesamtheit sehr niutzlich zur Be-
schreibung von Systemen, in denen Teilchen erzeugt oder vernichtet werden, z.B.
Photonen-Gas oder Elektron-Positron Plasma.

Fiir den Erwartungswert einer Observablen A im kanonischen Ensemble
schreiben wir

(A)GK = Tr(pckA) (3.167)

= ZZP;N) <\I]n,N|A|\I]n,N>
N=0 7
= y (N')
- zlﬂ Y ety e
n

N’=0

A, N7).

Das grof’)kanonische Ensemble dient der Beschreibung von Systemen im Gleich-
gewicht, die Energie und Teilchen mit einem Reservoir austauschen konnen,
wobei das Reservoir durch zwei Parameter, namlich Temperatur T und chemi-
sches Potential y charakterisiert ist. Die Erwartungswerte fiir die innere Energie
E und die mittlere Teilchenzahl N sind dann gegeben zu

N = <N> _ Zﬁ,zoN/eﬁyl’\f’ZK(T,Nf,V) 10 InZex (T V) (3.168)
GK Yo ePHN' 7 (T,N’, V) B 8
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Bei fixer Teilchenzahl ist die Energie eines Systems nur bis auf eine willkurliche
addidive Konstante bestimmt. Bei variabler Teilchenzahl wird diese Konstante
durch den Wert des chemischen Potentials festgelegt. Ein groflerer Wert von u
beguinstigt eine grofiere mittlere Teilchenzahl, wie wir noch zeigen werden.

3.11 Gleichgewichtsbedingungen fiir das
grolBkanonische Ensemble

Wir analysieren nun die Bedingung des Gleichgewichts zwischen System I und
System II. Dazu schreiben wir (sehr ausfiihrlich)

1 1
= — —S(E,N,V
AeXplkB ( )l
[e) o) N/ N’
= Z Z Z 6N’NI’+NI/I Zé(E —E;S} I) _Er(l}ln))
N/=0 n; N{;=0 ny;

— Z dE/J dEl/é(E_EI_EI/)Zé(E/_E’gl}V_NH))Zé(EU_EiZH))

N _ad 0 —00 ’ ’
N;;=0 ny np

S 0O (o]
- Z dE’f dE"S(E—E —E")wyk(E',N =N/1, Vi))wyx (E”,NJ;, Vir)

NI;}:O\J—OO —00
00 0o
= Z dE”Cl)MK(E—E”,N—NH, V[)C()MK(E”,N”, VH)
Nf/_O\J—OO
1 = Poo V2 77 7’ V2 V2
= A2 AE" [wpg(E-E”,N -N",V;)-Allwopmk(E”,N”, Vir) - A]
NII:OJ—OO
1 «— [ 1 1
- = Z dE”exp[—SI(E—E",N—N”,Vl)lexpl—SH(E”,N”,VH)l
A N//:OJ—OO kB kB
1 « [ 1 1
= — dE” ex —SI(E—EH,N—N”,VI)-F—SH(E”,N”,VH)].
A2 NZ:'OJ_OO p[kB kg

Wie schon beim kanonischen Ensemble beobachten wir, dass der Integrand das
Produkt von zwei Faktoren ist, wobei ein Faktor die Funktion wyx(E”,N”, V;1)-
A ist, die als Funktion von E” und N” ungeheuer rasch ansteigt, und der an-
dere Faktor die Funktion wyx(E —E”,N — N”,V;)- A ist, die als Funktion von
E” und N” entsprechend ungeheuer schnell abfallt. Demnach existiert ein ex-
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trem scharfes Maximum des Integranden bei einer Energie E” = E;; und ei-
ner Teilchenzahl N” = Nj;. Es folgt dann, in dem wir die gleiche Argumen-
tation wie schon beim kanonischen Ensemble im Rahmen der Maximalwert-
Approximation anfiihren:

S(E,N,V)=S;(E—-E,N =Ny, Vi) + Si1(Er, Nip, Vip). (3.170)

An der Position des Maximums bei E” = Ej; und N” = Nj; gilt notwendig

. a V24 V24
lim ——[S;/(E—E",N —Nj, Vi) + S (E”, N1, Vi1)]

= 0 3.171
E”—)EH aE// ( )
. a V24 V2
N,l,l_{fll\]H SN [SI(E-Ei, N-=N",Vi)+Si1(E;, N, Vir)] = 0.

Wenn wir das Minuszeichen im Argument von S; beachten (!), so folgt hieraus
mit der Definition von E; und N; gemaf3

EI+EH E (3172)
NI -l-NH = N,

und insbesondere aus (3.157), als notwendige Bedingung fur das Auftreten ei-
nes Maximums bei E” = E;; und N” = Nyj:

las,(E',N',v,)l _ l_[aszz(E”,N”,Vn)l

JOF’ ey, T oE” E"=Ey1,N"=Nj;

l&SI(E’,N’,VI)l _ _g:lf?Su(E”,N”,Vu)] (3.173)
IN™ ppey, T 2 P

Dies ist die Gleichgewichtsbedingung fiir das groffkanonische Ensemble. Der
Parameter T bestimmt den Erwartungswert der Energie E;, der Parameter u
bestimt den Erwartungswert der Teilchenzahl N; im Teilsystem I. Im Zustand
des thermodynamischen Gleichgewichts sind die intensiven Grolen T und u
gleich in beiden Teilsystemen.

Nach dem Gesagten gilt dann bei einer Variation E; — E;+dE;, Nf — N;+dN;
und V; — V; +dV; fiir die entsprechende Anderung der Entropie im System I:

S[ = S[(E/,N’, V/)

851 851 aSI
0 = (G5 ) 4B () N (G5 v 7
N’=N; N’=N; N’=N;
V'=V; V=V V=V
1
= T(dEI—]/ldNI-I—PdVI) (3175)

Die Ableitung der Entropie S; nach dem Volumen V ist im Gleichgewicht pro-
portional zum Druck P, siehe (3.112).
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3.12 Erster Hauptsatz und Gibbs-Duhem Relation

Zur Vereinfachung der Notation lassen wir jetzt an allen Variablen des Systems
I den Index I fort. Wir schreiben fiir ein System im Kontakt mit einem Reservoir
der Temperatur T, mit einem chemischen Potential y, und bei einem Druck P,
den ersten Hauptsatz fiir das grofskanonische Ensemble in der Form

dE = TdS + udN - PdV. (3.176)

Offensichtlich ist E = E(S,N, V) eine Funktion der drei extensiven Variablen
Entropie S, Teilchenzahl N und Volumen V. Bei konstanter Energie E und kon-
stantem Volumen V ist demnach

dS
y:—T(—) . (3.177)
ON /.,
Umgekehrt ist bei konstanter Entropie S und konstantem Volumen V
JE
,u:(—) . (3.178)
IN /sy

Diese Beziehung ermdglicht eine Deutung des chemischen Potentials als dieje-
nige Energie, die ein Teilchen mitbringen muss, damit das Gleichgewicht (eines
homogenen Systems!) bei fester Entropie S und festem Volumen V ungestort
bleibt. Anschaulicher ist es, sich vorzustellen, wir figen dem System eine An-
zahl dN Teilchen gleicher Qualitét in einem Volumen 4V mit Energie dE hinzu,
ohne dabei irgendeine der intensiven Variablen T, P oder y zu dndern. Dann gilt
notwendig fiir ein homogenes System:

\4 dN
dV = —dN=—|V 3.179
E dN
dE = —dN=—E.
N N
Da die Entropie S extensiv ist, gilt jetzt auch
S dN
dS =—dN =—S. 3.180
N N ( )
Insgesamt
dN
—E = dE 3.181
N ( )

= TdS+udN-PdV

= %N( S+uN—P|V)).
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3.13 Thermodynamisches Potential und Entropie im groBkanonischen Ensemble

Folglich muss (fiir homogene Systeme) gelten
E=TS+uN-P|V|. (3.182)
Nach p aufgelost liefert diese Relation das chemische Potential des Systems zu

_E-TS+P|V|

5 (3.183)
Die sog. Gibbs-Duhem Relation besagt
SAT + Ndu—|V|dP =0. (3.184)
Ihr Beweis folgt unschwer aus
dE = d(TS+uN-P|V|)=TdS +udN - PdV (3.185)

AT -S+TdS+du-N+pudN —dP-|V|-PdV
(SAT + Ndpu—|V|dP)+ TdS + udN - PdV.

3.13 Thermodynamisches Potential und Entropie
im grolBkanonischen Ensemble

Die Funktion
Q(T,u,V)=-P|V|=—kgT - InZgx (T, u, V) (3.186)

nennt man groflkanonisches Potential, oft auch das thermodynamische Potential.
Es gilt aufgrund der Homogenitatsrelation (3.182)
dQQ = d(-P|V|)=d(E-TS—-puN) (3.187)
= dE-TdS-SdT —pudN —Ndu
= TdS+pudN —-PdV —-TdS -SdT —udN —Ndu
= —-SdT-Ndu—-PdV.
Somit sind Groflen wie die Entropie S, die Teilchenzahl N oder der Druck P ei-

nes Systems als Ableitungen des thermodynamischen Potentials nach den ent-
sprechenden konjugierten Groflen darstellbar

S = — M (3.188)
oT ”
22
8Q 1 424
N - _(QTrY)
Ip T,V
dQ(T,u, V)
P = —|———F7-— .
A% T
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3 Kanonisches und groBkanonisches Ensemble

Wie bereits im kanonischen Ensemble, siehe (3.100), stellen wir jetzt die Entro-

pie im groSkanonischen Ensemble dar. Aufgrund der Homogenitatsrelation (3.182)

gilt

E-uN+P|V] E-uN-Q
T a T

ks [_/5 <H B /”N>G1< ~In ZGK]

) <1 e—ﬁ(H—ﬂN)>
= - n—m—m—m—
B ZGK GK

= —kp{Inpck)ck
= —kgTr(pckInpck)-

(3.189)

3.14 Fluktuationen der Teilchenzahl im
groBkanonischen Ensemble

Wir schreiben jetzt ausgehend von (3.183) fiir das chemische Potential eines
homogenen Systems

JF
Ce-Ts+pv] F () (3.190)
- N - N ' '
Fur die Ableitung folgt hieraus sofort
J 9°F V| _|V]|oP
8_":_(_2) Uzua_, (3.191)
v \av2),y N NV
Unter einer Skalentransformation
N — A-N (3.192)

Vv — AV

kann sich das chemische Potential in einem homogenen System (!) aber nicht
andern:

w(T,N,V)=u(T,AN,AV). (3.193)
Folglich
_ (dp\ _du . oy
0 = (ﬁ)/\zl = WN'F WV (3194)
ok _ _9nlVi
ON oV N’
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3.14 Fluktuationen der Teilchenzahl im groBkanonischen Ensemble

Fur den Kehrwert bekommt man unter Beachtung der Relation (3.191) das Er-
gebnis

?Q(T,pu, vV ON N 1
_ g 2” ) _ 50 = VT3 (3.195)
I # 5
_ N1
v Mer
N oV
_ NV
- V)P oP
N2
"
Hier bezeichnet k1 die sog. isotherme Kompressibilitit
1 (dV
=——==] - 3.196
Y ( oP )T (>:1%6)
Diese ist zu unterscheiden von der sog. adiabatischen Kompressibilitat
1 (9dV
=——|== . 3.197
ks = 1y ( 5P )s ( )
Eine einfache Rechnung ergibt nun fir das grofkanonische Ensemble
ON 0 ) /N’ePN"Z(T,N", V
&= = 2Ny =2 Zfo e Zk ) (3.198)
8]/1 a”l GK al/l ZN’:O eﬁ’/‘N ZK(TI N,l V)

5 YO _oN2ePN' Z (TN, V) [ER_g NePN Z (T, N, V) |
Y 0PN Zyg(T,N’, V) Y _oePN' Zyg(T,N’, V)
a2 A\2
B (<N >GK _<N>GK)'
Demnach ist das Schwankungsquadrat der Teilchenzahl proportional zur iso-
thermen Kompressibilitat «r

[k (N = (¥2)c, ~ ()5 = kT (3.199)

Fur die relative Fluktuation der Teilchenzahl in einem grofsen Volumen |V| — oo
folgt somit
Ack(N) VT
- ( )= KT o, (3.200)
(Mo v
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3 Kanonisches und groBkanonisches Ensemble

d.h. Teilchenzahlfluktuationen spielen im groflkanonischen Ensemble keine Rol-
le, falls die isotherme Kompressibilitat x; des Systems fir |V| — oo beschrankt
bleibt.

Ein Sonderfall stellt das Phanomen der kritischen Opaleszenz dar, worunter
das extrem starke Ansteigen der Intensitat von Streulicht, z.B. bei einem Pha-
seniibergang erster Ordnung in einer Flussigkeits-Gas Mischung, als Folge des
Auftretens einer Singularitat von k1 am sog. kritischen Punkt zu verstehen ist.

Im Rahmen der Maximalwert-Approximation erhalten wir fiir die Zustands-
summe im grofSkanonischen Ensemble

In Z PN Z (T,N', V) (3.201)
N’=0
In[eF*N Zg (TN, V)],

InZgg (T, 1, V)

1R

wobei N = <I\7 >GK demjenigen Wert unter allen Teilchenzahlen N’ entspricht,

fur den gilt
max PN 2 (T,N’, V) = PN Z,(T,N, V). (3.202)
Also
InZgg (T, 4, V) = BuN +InZg(T,N, V). (3.203)

Mit (3.119) und (3.114) schreiben wir dies um zu

InZg (T, 1, V)

B[uN —E(T,N, V)] (3.204)
B(uN —E+TS).

Aus (3.183) folgt jetzt der Zusammenhang

ksT

P=P(T,u V)= manGK(T:%V)- (3.205)
Desweiteren gilt
d
N:N(T,,u,V):kBT-a—”anGK(T,y,V). (3.2006)

Dies ist eine parametrische Darstellung der tiblichen Zustandsgleichung P (T,N, V),
indem P(T,u, V) und N (T, u, V) jeweils (bei festen Werten fur = kBLT und |V])
als Funktion von y aufgetragen werden.
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3.15 Das einatomige ideale klassische Gas im groBkanonischen Ensemble

3.15 Das einatomige ideale klassische Gas im
groBkanonischen Ensemble

Die grofl)kanonische Zustandssumme des einatomigen idealen klassischen Ga-
ses berechnen wir mit Hilfe des entsprechenden Ergebnisses (3.49) fur die ka-

nonische Zustandssumme:
o0

Zox (T,w V) = ) ePN'Zg(T,N',V) (3.207)
N’=0

00 ) VN’ 1 3N’
- ZeﬂﬂN %(_)
= Nl \Ar

= exp (eﬁ”g)
At

h2
Ar = _
T 27zmAkBT

Q(T,u, V) = —kgT-InZcg (T, 1, V) (3.208)
V]|

A7

Demnach

—kgT - eP¥

Also

N = —(M) (3.209)
iz T,V

Vi
5
/\T

Umgekehrt folgt, wenn wir nach dem Parameter p auflosen:

— P

y:kBT-ln(l%)\%)w. (3.210)

Unter Beriicksichtigung unserer Voraussetzung N - A3 < |V| ergibt sich, dass
das chemische Potential p des idealen klassischen Gases bei gentigend hohen
Temperaturen negativ ist.

Der Druck P folgt nach dem Gesagten zu

PIV| = -Q(T, V) (3.211)
\4

3
/\T

kgT - ePH

ksT -N.
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3 Kanonisches und groBkanonisches Ensemble

Das ist wieder die bekannte thermische Zustandsgleichung des klassischen idea-
len Gases.
Die kalorische Zustandsgleichung betrifft den Erwartungswert E = <H>GK. Wir

berechnen jetzt

. N %
(H—,uN)GK :—a—ﬁanGK(T,y,V) (3.212)

J \4
= —%lnexp (eﬁ"/\—%)

E—-uN

_9 ePH Vi

Ip ( h2pB )3

21tmy

ePH|V| +31 ePH|V|

- h2lg % 2ﬁ hZﬁ %
(2nmA) (2nmA)

(e 2
2B ,\%

(—,u+%kBT)N.

Also folgt die kalorische Zustandsgleichung fur das einatomige (!) ideale klassi-

sche Gas zu 3
E=-N kT (3.213)

Dieser Ausdruck ist von der Dichte des Gases unabhangig!
Die Warmekapazitat bei konstantem Volumen und konstanter Teilchenzahl
folgt hieraus zu

OF 3
Cy = (ﬁ)m =N -kp. (3.214)
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3.15 Das einatomige ideale klassische Gas im groBkanonischen Ensemble

Wir berechnen jetzt noch die isotherme Kompressibilitat des idealen klassi-
schen Gases:

1 (9|V] kyT @ (N
o = _M(a_P)T:_ITI'a_P(?) (3.215)
kgT N
vl p2
NV

|V|* P2

N|V|

N2 (kpT)’

1 |V

kgT N

- B

= kT

Damit ergibt sich die relative Teilchenzahlfluktuation des idealen klassischen
Gases zu

Aok (N) VKT %p _ b (3.216)

(VMo i N2

Im thermodynamischen Limes spielen demnach Fluktuationen der Teilchen-
zahl keine Rolle. Bei grofler Teilchenzahl und grofiem Volumen ist es gleich-
wertig, ob man ein ideales Gas im Rahmen des mikrokanonischen Ensembles,
des kanonischen oder des grofSkanonische Ensembles beschreibt.

Zur Illustration des Gesagten berechnen wir noch die Entropie des einatomi-
gen klassischen idealen Gases im groflkanonischen Ensemble:

S = _(M) (3.217)
oT y
2
0 \4
= — LePrlt
= .ﬁﬂm 8_[31 pu_ VI
kp-e /‘\%+kBT T 9p e (hz,s )2
2mmy
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3 Kanonisches und groBkanonisches Ensemble

1 3
kB -N + T(—[/I-l— EkBT)N

Il
Z
=

o+
———

| o

[

=
~—

[l
Z
=

o]
| o1
5
|
|z
P
—w
~—
S

I
S
Z
5
|
|

Das ist wieder die Sackur-Tetrode Gleichung. Offensichtlich nimmt die Entropie
S als Funktion des Volumens |V| zu.

Fur unsere Zwecke ist es zweckmaflig, die Temperaturabhangigkeit der Entro-
pie explizit anzugeben:

3 4 3(
S —kBN ln[ N (kBT)2

27zmA%%
- )e.

Die Warmekapazitat bei konstantem Volumen und konstanter Teilchenzahl
ist

dJS 3
CV = T(—) ==-N- kBl (3218)
aT |, 2

was naturlich mit dem aus der kalorischen Zustandsgleichung (3.213) berech-
neten Wert (3.214)fur die Warmekapazitat bei konstantem Volumen tiberein-
stimmt.

Setzen wir nun die thermische Zustandsgleichung (3.211) in den Ausdruck
(3.219) fur die Entropie ein, so folgt jetzt

S:kBN-ln

3 3
(ks T)® (anf‘)zei . (3.219)

p h?

Dieser Audruck ermoglicht es, fiir das einatomige ideale klassische Gas die
Warmekapazitat Cp bei konstantem Druck und konstanter Teilchenzahl anzu-
geben:

dJS 5
Cp = T(—) = —N . kB' (3220)
T ),y 2

Aber weshalb ist Cp > Cy ? Fur gewohnlich dehnt sich ein System (Korper) aus,
wenn seine Temperatur T bei konstantem Druck P um dT erhoht wird. Wah-
rend sich das System aber ausdehnt, leistet es zugleich Arbeit an der Umge-
bung des Systems. Somit ist klar, dass wenn ein System bei konstantem Druck
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3.15 Das einatomige ideale klassische Gas im groBkanonischen Ensemble

um dT erwarmt wird, eine entsprechende Energiemenge CpdT benotigt wird,
die grofler ist als die Energiemenge CydT, die benotigt wiirde, das System bei
konstantem Volumen |V| um den gleichen Wert dT zu erwarmen, da jetzt kei-
ne Arbeit an der Umgebung zu leisten ist. Wie wir noch sehen werden, ist die
Ungleichung Cp > Cy eine allgemein guiltige (notwendige) Bedingung fur ther-
modynamische Stabilitat.
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4 Thermodynamische Relationen

4.1 Maxwell-Relationen und thermodynamische
Identitaten

Die im (reversiblen) Prozess wahrend einer Zeitspanne dt mit der Rate Q uber-
tragene Warme Qdt verandert die Entropie S = S(T,N, V) eines Systems um
Qdt

==

Wir schreiben dann den ersten Hauptsatz (3.176) um zu

ds (4.1)

ds = %(dE+PdV—;4dN). (4.2)

Im kanonischen Ensemble ist E = E(T,N, V), also

JOE JE JE

Einsetzen des Ausdrucks fiir dE ergibt die sog. Gibbs-Gleichung;:

s = 1l(a—E)dT+(8—E)dN+(a—E)dV+PdV—del (4.3)

T\ oT ON oV

eHr G o) o

dS dS dS

Entsprechend gilt jetzt der Zusammenhang
oF (4.4)
T |y v
[ OE
L IN T,V 4
[( OE

-— Pl.
(...

5
oT NV

CIN
oN TV

Sl= Sl -

s\
IV )y B
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4 Thermodynamische Relationen

Die in der Thermodynamik ubliche Schreibweise ( gfl; ) dAmitA,B,Ce{T,N,V}

soll andeuten, dass bei der Differentiation einer Funktlon ® =d(T,N, V) nach
der Variablen A die komplementaren Variablen B und C festgehalten werden.

Gemischte zweite Ableitungen sind vertauschbar. Also folgt unter Beachtung
von (4.4) der Zusammenhang

%S d dS a9 ds 225

dVAT ~ OV OT dT oV _ 9aTaV (4.5)
e, ] = bl el
— == = +P||,
oV |T\aT |y, aT | T |\ oV
und ebenso
P _ 995 995 P e
IOINIT  ONJIT OJTIN JTON ’
| 7(57).,| = Flell5),, o)
ON|T\JT )y, oT ON
2 2
08 _ 995 _ 9 9IS _ IS (4.7)

dVIN dVIN JINIJV JINIV

solrliaw),, ) = als L&), vl

Nach weiteren elementaren Umstellungen folgen die sogenannten Maxwell-

Relationen
0P dS
a_T)V,N ) (W)T,N (48
7 = 1N
oT VN ON v.T
), = o]
WV )y ON v.T

Obwohl die Maxwell-Relationen nicht trivial ausssehen, steckt dahinter ledig-
lich die Erkenntnis, dass gemischte zweite Ableitungen vertauschbar sind.
Einsetzen von (4.4) liefert uns die folgenden nutzlichen Identitaten

(7 ).,
IV lrn T

JE B u
(m)m - T(aT)

~P+ T( (4.9)
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4.1 Maxwell-Relationen und thermodynamische Identitaten

Die erste Gleichung setzt die kalorische Zustandsgleichung E = E(T,N, V) in
Beziehung zur thermischen Zustandsgleichung P = P(T,N, V).

Wahrend die experimentelle Bestimmung der thermischen Zustandsgleichung
relativ einfach ist, gestaltet sich eine direkte experimentelle Bestimmung der

kalorischen Zustandsgleichung vergleichsweise aufwendig, weil man im Expe-

. . aE
riment nur Anderungen (W)T,N

die Energie selbst. Die Energie E eines makroskopischen Systems ist keine (ein-
fache) Mess grofie und (im abgeschlossenen System) ohnehin nur bis auf eine
additive Konstante eindeutig festgelegt.

Betrachten wir das Beispiel einer Fliussigkeit in einem Behalter. Um die ka-
lorische Zustandsgleichung im Experiment zu bestimmen, fithrt man wahrend

und (3—?) der Energie E messen kann, nicht
N,V

eines Zeitintervalls dt mit einer festen Heizrate Q dem System die Energie-

menge Qdt zu und misst die dadurch verursachte Erwarmung des Systems als
entsprechende Temperaturanderung dT. Wenn man sorgfaltig darauf achtet,
dass dabei keine Flussigkeit verdampft, ist AN = 0. Dann gilt nach dem ersten
Hauptsatz

Qdt = dE + PdV (4.10)
OF OE

Halt man das Volumen V bei der Warmezufuhr konstant (was experimentell
schwierig ist), so ist

TdS

V = const. (4.11)

: OF
TdS = th_(a—T)VdT_CVdT.

Nun muss noch ein Zusammenhang zwischen 4V und den Differentialen dT
und dP hergestellt werden

A% A%
Also
: JE JE A% A%

ar), [(5), -+l -

JE
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4 Thermodynamische Relationen

Halt man den Druck P wahrend der Warmezufuhr konstant, setzt also dP =0,
so ist der relevante Koeffizient bei der Erwarmung des Systems die Warmeka-
pazitat Cp:

P = const. (4.14)
TdS = Qdt=CpdT.

Es folgt, wenn wir bei konstantem Druck P in den Ausdrucken fur th die
Vorfaktoren der Temperaturanderung dT indentifizieren:

95
JT),

R
o] ),

Also erhalten wir nach einer elementaren Umstellung die Relation

aE) Cp—Cy
22 - - (4.16)
d
(BV T (%)p
_ Cp-Cy
V| ap

Damit sind die Ableitungen der Energie (aE) und (av) durch die Messgro-

Ben T, P, Cp, Cy und den Volumenausdehnungskoeffizienten ap = |‘1/| (av)

ausgedriickt. Fur jedes Wertepaar T, V mussen die Warmekapazitaten Cp und
Cy jetzt experimentell bestimmt werden, offensichtlich ein muhseliges Unter-
fangen.

JE

8V)T
direkt aus der thermischen Zustandsgleichung, ohne dass eine Messung von Cp

notig ist. Es folgt namlich aus (4.9)

Die Maxwell-Relation (4.9) ermoglicht zum Gluck die Bestimmung von (

d (JE\ 0 JP 9°P
ﬁ(av) 8Tl P T(&T)l T(W)' (417)
Gemischte zweite Ableitungen sind vertauschbar,
d (JE d (JE
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4.1 Maxwell-Relationen und thermodynamische Identitaten

somit
JdCy\ . (9°P
( Vv )T_T(aTz)V. —

Die Abhangigkeit der Warmekapazitat vom Volumen ist also auch durch die
thermische Zustandsgleichung P(T,N, V) festgelegt. Als einzig zu messende
Grof3e bleibt Cy als Funktion von T bei einem einzigen (!) festgehaltenen Wert
des Volumens V. Die Zahl der notwendigen (experimentell schwierigen) kalori-
schen Messungen zur Bestimmung von E(T,N, V) kann demnach aufgrund der
fundamentalen Maxwell-Relation (4.9) erheblich reduziert werden.

Wir stellen jetzt eine uUbersichtliche Methode zum Aufspiiren von Identi-
taten zwischen verschiedenen thermodynamischen Mef3grofien vor. Exempla-
risch betrachten wir die Warmekapazitaten Cy,, Cp, die Kompressibilitaten «r,
ks und den Volumenausdehnungskoeffizienten ap. Diese Groflen sind definiert
zZu

dS
Cy = T(a_T)V (4.20)
dS
- T(ﬁ)P
I 4
T = Tvi\ap ),
_ _1fov
= Tvi\ar ),
_ 1oV
@ = w\ar),
Es gilt zwar
JE
Cy = (ﬁ)vw’ (4.21)

die entsprechende Relation fir Cp gilt aber nicht. Stattdessen ist (fiir N = const.)

TdS = dE + PdV = d(E + P|V|)-|V|dP. (4.22)
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4 Thermodynamische Relationen

Fur P = const. folgt demnach

dJs
Cr = T(ﬁ)m

[ 0
= —(E+P|V|)l
| JT PN

],
T |p N T by

aE)
= [=] +P|V]ap. (4.23)
T | N

Die Ableitung (%)P N ist also nicht gleich Cp, sondern
JE
— =Cp—-P|V]|ap. 4.24

(8T )P N P [V]ap ( )

Wir betrachten jetzt sog. Funktionalmatrizen und ihre Determinanten. Ge-
geben sind etwa drei Funktionen f;, f,, f;5, die jeweils von Variablen uy,u,, us
abhangen, wobei diese wiederum jeweils Funktionen der Variablen x;, x,,x3 € R
sind:

i € {1,2,3) (4.25)
fj = fj[ul(x1:x2:x3);u2(xl;x2rx3)xu3(xlxx2:x3)]-
Gemaf der Kettenregel ist
mn € {1,2,3} (4.26)
afm — afm aul + afm a”2 + afm 8143
ox, du, dx, du, dx, OJuszdx,
Fur Funktionalmatrizen impliziert die Kettenregel dann eine Darstellung als
Matrixprodukt von Funktionalmatrizen:

dh 9 9h dh I A duy  dwy Jduy
8x1 ’ 8x2 4 8X3 8u1 auz 8u3 8x1 QXQ 8x3
9h dh 9h |_| 22 9h Ih [,f w2 du Ouy (4.27)
Bxl ’ 8x2 ’ 8x3 - 8u1 8142 9143 axl (9}62 aX3 ' :
9 s 9b 9 9s I Jdus  Jduz  dus
3x1 ’ 93(2 ’ 8X3 8141 Buz 3u3 8x1 axz 9x3
Es ist weitverbreitet, die Determinante einer Funktionalmatrix mit
g’i gi gi
Xl, .XZ’ X3
d(fi,farf3) _ oh s Ih
d(x1,%y,Xx3) det Ix;”  dxy’  dx3 (4.28)
223 9 s 9

9x1 ’ aX2 ’ QX3
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4.1 Maxwell-Relationen und thermodynamische Identitaten

zu bezeichnen. Vertauschen von je zwei Spalten (oder zwei Zeilen) bei einer
Determinante fuhrt (selbstverstandlich) zu einem Vorzeichenwechsel, z.B.

8(x1,x2,x3) 8(x1,x2,x3) 9(x2,x1;x3)'

dffofs) _ dhfif3) _ dfifo f5) (4.29)

Nach dem Multiplikationssatz fiir die Determinanten eines Produktes von (qua-
dratischen) Matrizen folgt jetzt sofort, dass sich beim Ineinandersetzen von dif-
ferenzierbaren Funktionen die zugeordneten Funktionaldeterminanten multi-
plizieren:

(f1, f f5) d(fi,fo f3) 9 (uy,up,u3)

= . ) (4.30)
d(x1,%2,x3)  d(uy,upuz) d(x1,%,x3)
Wir notieren noch eine nutzliche Identitat:
: HERE A
LB gl G5 TG :(ai) | (4.31)
(xllx21 x3) 0, 0’ 1 xl X2,X3

Die thermische Zustandsgleichung besagt V = V(T,N,P). Damit wird die
Entropie mittelbar uiber das Volumen V zu einer Funktion des Drucks P, also
S=S[T,N,V(T,N,P)]. Wir finden

dSs dSs dS A%

:r(_) :T(—) +T(—) (_) (432)
IT |p T )y N IV I \OT [y

dS 1 [(dV

)

VN IVINIT |y

dS
= Cv+T(—) '|V|'C¥p,
T,N

Cp

|
®)
<
+
)§]
——

1%

mit ap als dem Volumenausdehnungskoeffizienten. Aufgrund der Maxwell-Relation
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4 Thermodynamische Relationen

(4.8) und der Identitat (4.31) ist jetzt

dS ) (aP)
- = |— (4.33)
(8V TN dT V.T
_ d(P,N,V)
~ J(T,N,V)
B 9(P,N,V)_ d(P,N,T)
~ Jd(P,N,T) 9(T,N,V)
_ (V) (2
AT oy \ IV iy
1 (BV) 1
~ v\aT 19V
|V|\JT PN (_m_P)T,N
1
— ap._
KT
Insgesamt
ap
Cp = Cv+ T- |V| —. (434)
KT

Da wir bei der Diskussion der Teilchenzahlfluktuationen im groflkanonischen
Ensemble bereits gezeigt haben, dass k1 > 0, folgt somit ganz allgemein die
Gultigkeit der Ungleichung

Cp>Cy (435)

fur thermodynamisch stabile Systeme.
Wir stellen jetzt noch einen Zusammenhang zwischen den Warmekapazita-
ten Cp, Cy und den Kompressibilitaten x7, kg her. Dazu schreiben wir

d(P,S,N) _ 9(P,S,N) J(V,S,N)

Jd(V,T,N) — 9(V,S,N) 9(V,T,N) (4.36)
- ()., (57
A% SN oT V.N
Andererseits ist
J(P,S,N) _ d(P,S,N) I(P,T,N) (4.37)
o(V,T,N)  d(P,T,N) 9(V,T,N) '
() (2
JoT PN A% TN
Also folgt die Identitat
dS oP oP dS
L I O PR
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4.2 Thermodynamische Stabilitat

Dies ist aquivalent zu

88) (8V) (8V) (85)
) (22} (22} (Z2) . (4.39)
( JT P,N JP S,N opP T,N dT V,.N

(), (7 Homlae), )
- (mlae), ) 7)1 (G),

Einsetzen der Definitionen (4.20) liefert nach Kiirzen eines Faktors (T) das
Ergebnis

Demnach gilt

Cp *Kg =KT- Cv. (440)

Einer der vier Koeffizienten Cy, Cp, k1, kg kann demnach immer durch die drei
anderen ausgedriickt werden. So folgt z.B. nach dem Gesagten

KT —Kg = KT(l_:_i) (4.41)
o5
- kLt
2
= T'|V|'g_1;'

Offensichtlich ist die isotherme Kompressibilitat x stets grofer als die adiaba-
tische Kompressibilitat «g:
KT > Kg. (442)

4.2 Thermodynamische Stabilitat

Die im vorangegangenen Abschnitt hergeleiteten Ungleichungen fur die War-
mekapazitat (4.35) und fur die Kompressibilitat (4.42) betreffen universelle
Eigenschaften der Materie im Gleichgewicht. Es existieren keine materiellen
Substanzen, fir die diese Ungleichungen nicht gultig waren, denn anderenfalls
konnten in solchen Materialien Prozesse ablaufen, die den zweiten Hauptsatz
verletzen.
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4 Thermodynamische Relationen

Wir betrachten zur Illustration z.B. eine Flussigkeit oder ein Gas mit Ener-
gie E und Teilchenzahl N, welche(s) sich in einem perfekt von der Ausenwelt
isolierten Zylinder mit Volumen V befindet. Eine durch aufiere Krafte fixierte,
aber im Prinzip mobile Trennwand (Kolben) unterteilt das Volumen des Zy-
linders in zwei Teilvolumen V’ und V”, jeweils mit Energie E’ und E”, und
Teilchenzahl N’ und N”. Dann gilt

V=Vv'+V" (4.43)

Wegen der als kurzreichweitig angenommenen Wechselwirkung der Gasatome
mit der Trennwand gilt auch

E=E +E". (4.44)

Da wir die Trennwand fiur Atome als undurchldssig betrachten wollen, bleibt
die jeweilige Teilchenzahl in den Teilvolumina V’ und V" unabhdngig von der
Position des Kolbens konstant:

N = N (4.45)
N” = Np
N = N;+Nj.

Die Entropie S des Gesamtsystems setzt sich fiir makroskopisch grofie Teil-
volumina V' und V” mit groflen Teilchenzahlen N; und Nj; additiv aus den
Entropien der beiden Untersysteme zusammen:

S(E’,N’,V’;E”",N”, V") = S;(E’,N’, V') + Sy;(E",N", V"). (4.46)

Lassen wir den Kolben los, strebt das System dem thermischen Gleichgewicht
zu, d.h. der Kolben wird eine Ruhelage einnehmen, bei der die Gesamtentropie
S(E’,N’,V’; E”,N”,V"”) des Systems unter Bertiicksichtigung der Nebenbedin-
gungen (4.44) und (4.43) maximal wird. Um diese Gleichgewichtsposition des
Kolbens zu finden, verwenden wir die Methode der Lagrange-Multiplikatoren.
Dazu betrachten wir das Funktional

CD(E/JN/; V,;E”y NU: V”; /\E; /\V) (447)
=S{(E,N", V) +S(E",N",V") = Ap - (E'+E"—E) = Ay - (V' + V"= V),

das noch von zwei Lagrange-Multiplikatoren A und Ay abhidngt. Die Bedin-
gungen zur Bestimmung der Gleichgewichtsparameter E;, E;; und V;, Vi lau-
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4.2 Thermodynamische Stabilitat

ten jetzt
[ 0D ] [ 0S;(E’,N’, V)
0= = -1 4.48
l&E’ E’=E, JoE’ Elp—g, ( )
V=v; V=V,
[ 0D ] [9S,(E/,N’, V)
0= = - Ay
JV’ |E'=E, oV’ E'=E;
V=V, V=V
0L oD | ~ [9Su(E”,N", v
- JE” E”=E;; - JE” E E’=Ej;
- V”:VH V”:VH
0l oD | _ [9Su(E”,N", V")
oV |Er=E; ov” Vi er=g,
- VII:VII VII:VII
1| oD
0=|— = E-E;-E
la/\E E'=E; =i
EII:EII
1| 0D
0=|=— = V-V,-V.
la)\v V'=V; =i
V/I:VII

Die beiden letzten Stationaritatsforderungen reproduzieren (per constructio-
nem) die obigen Nebenbedingungen (4.44) und (4.43). Die ersten vier Forde-
rungen fihren auf die Bestimmungsgleichungen

raSI(E/’N;’ V/)' QSII(E",N”, V/)

= Ap= 4.49
aE’ E/:E] E [ aE” E”:EH ( )
V=V V=V

[0S, (E',N’,V")] - S (E”,N”, V")
oV’ E'=E, - vV = oV E"=E}; .
V=V V=V

Mit den Relationen (3.111) und (3.112) folgt hieraus als notwendige Bedingung
fur thermisches Gleichgewicht

A (4.50)

Sl -

Ay

Somit sind im thermischen Gleichgewicht jeweils die Temperaturwerte T; und
Ty als auch die Druckwerte P; und Pj; in beiden Volumina V; und Vj; gleich:

T;
P

Ty =T
PII :P.

(4.51)
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4 Thermodynamische Relationen

Eine hinreichende Bedingung fiir das Vorliegen eines Maximums der gesam-
ten Entropie S ist die negative Definitheit der aus den zweiten Ableitungen von
® gebildeten quadratischen Form Q = Q(dE’,dV’;dE”,dV"”;dAg,d)y) an der

Position des thermischen Gleichgewichts, d.h. fiir E’ =
VH! N/:NI, NU:NH, /\E = %, /\V = %Z

Vll —

OFE 72

+2(
+2(

Q
Il

+2(
+2(

+2(
+2(

8/\ 9V’

aE aE”

E/Iavl

+(22)@ap)? +

JdAg 8E’

3/\ aV’)
dAy 8E’

)

E[; E/I

(F%)(E) +2(525 ) aE'av + (%) (av')

+( 22D )(dE//)

(aEa,i;DV”)dENdV//_’_( RO )(dvn)Z

)dEuE”+2(
)dE%ﬂW+2(

)dEdV”
)dVdV”

(&\ax)dAEdAV+(aA2ydAv)

)AAEd V' +2

(3
)dAEdE’+2(
(

)dAVdE’+2(

V//
Ez

dAy <9E ”

)dAgdv”
)dAgdE”

d/\vdv’-i— 2 W)d/\vdv”

)dAydE”

= EH/ V/ = VI}

(4.52)

Negative Definitheit der quadratischen Form Q an der Position des Gleichge-
wichts bedeutet die Eigenschaft Q < 0 fur alle dE’, dV’, dE”, dV"”, dAg, d)y.
Der Nachweis der negativen Definitheit von Q ist leichter als es auf den ersten
Blick aussieht, denn zum Gliick sind die meisten gemischten zweiten Ableitun-
gen in (4.52) gleich Null:

925,

9°S \2 , 'y
(%éﬂdE)+2(%aVJdEdV (

)(w')z

Q= | (524 ) @B + 2 (55 | aE d v + (55 ) (v (4.53)
—2dAp(dE'+dE”)-2dAy (dV'+d V")
Da die Gesamtenergie E und die Teilchenzahl N beide konstant sind,
dE’'+dE” = 0=dE (4.54)
dv’'+dv” = 0=4dV,
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4.2 Thermodynamische Stabilitat

treten Terme mit den Differentialen d A\ und d A der Lagrange-Multiplikatoren
an der Position des Gleichgewichts nicht in Erscheinung.
Wir schreiben jetzt

Q= Q(dE’,dE”,dV’,dV") = Q;(dE’,dV’) + Q;;(dE”,d V"), (4.55)

wobei

’ ’ 8251 aZSI ’ ’ 8281
Q[(dE",dV’) = (aE,z)(dE) + (aE,aV,)dEdv (av )(dv) (4.56)

2 2 2
QH(dE//'dV//) — (8 SH)(dE”)z+Z(ﬂ)dlf"dv’#(ﬂ)(dv”)z.

JE”? JE"QV” IV

Umstellen der gemischten Ableitungen fithrt auf

Qi(dE’,dV’) (4.57)
ISI(E',N"V')\ 11/ 9S;(E’,N",V’) A
|55 (25 ap + 2 (2B ) av | dE
ISHE' N V)\ 317, 9 (9SIE N,V AR
% '97)” + o (PG )av]av |k
N’=N;
Jd (1 , 1 , ,
P\AE’ ik Nav’ |E=E
+[3E, T )dE + aV’(T’)dV ]dV V’:VII
N’=N;
[ (1 P’
=d(g)aE +d| = )av'| 1
| \T (T) ]52%
N’=N;
Entsprechend finden wir
Qi(dE”,dV”) (4.58)
dS;(E”,N”,V=V") 7 d dSi(E”,N", V") ” ”
T S )dE +8V”(HT)‘ZV ]dE
= A 95 (E”,N”,V”) . 9 S (EH’NH N Py ’ E'=E
| +[8E”( H oV )dE +(9V”( = oV dv ]dV V/ :VIIII
N//:NH
[ 1 P//
- d(—)dE”+d av’| . .
(ol
N//:NH
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4 Thermodynamische Relationen

Mit
. 9E ., OF .,
dE’ = —dT'+=dV (4.59)
P’ dp’ P, 1/9P" ., JP' ., , P .,
d(?) = T = G T GV - T
=dP’
1 AT’
i(5) = -7
folgt dann
/ Vi 1 ] P, 7
QﬂdE,dv’):ld(i;)dE +d(§;)dv'l£E£ (4.60)
N’=N;
[ dT’ (JE’ JE’ 1 9P’ oP’ P’
= - — T’ 4 . T’ ’ - TI ’ )
_ Tﬂ(aT”i +av”ﬂ/)+T‘aT”i N IZEA v )dvlg;g
N’=N;
[ 19 o 1P .., 1 9E _,oP _\. ., .
__—ﬁﬁ(dT) +F8V,(dV) +ﬁ(_aV’+T aT’_P)dT dVl;:ig .
N’=N;

Aufgrund der Identitat (4.9) zwischen kalorischer und thermischer Zustands-
gleichung ist der Koeffizient des gemischten Terms dT’d V"’ an der Position des
thermischen Gleichgewichts gleich Null! Es gilt demnach

, N 1 JE’ o 1 JdP’ 2
Q[(dE’,dV’) = 7237 dT’)" + 3y (dVv’) lT’:T (4.61)
- p’=p
~ 1 9 _,, 1 1 )
| V7 o /=T
P'=p
(Cv); "2 1 N2
= —— 2 dT)) —-——(dV)“.
T2 @T’) T|VI|'(KT)1( )
Hier bezeichnet
OE’
(Cy); = (QT)% (4.62)
oo = (5 )
o Vil\ P |,
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4.2 Thermodynamische Stabilitat

die Warmekapazitat Cy und die isotherme Kompressibilitat x der Materie im
Volumen V;.
Vollig analog erhalten wir fur die quadratische Form Qy; :

” 7 1 JE” IN2 1 dP” IN2
QI[(dE ,dV ) l—ﬁw(drr ) +Wav,/ (dV ) —_— (463)
P’=P
(CV)II IN2 1 N2
= - adT”")y — —————(dV")",
T? @1”) Tlvlll'(KT)H( )
wobei
JE’
(Cv)p = (QT) (4.64)
Vi1
o = (5 )
e [Virl\ dP |

entsprechend die Warmekapazitat Cy und die isotherme Kompressibilitat xp
der Materie im Volumen Vj; bezeichnet.
Nach dem Gesagten gilt dann an der Position des Gleichgewichts

Q= Q(dE,dE",dV’,dV") = Q(dE’,dV’) + Qi ;(dE”,dV") (4.65)
(CV)I N2 1 N2 (CV)H IN2 1 IN2
=— AT’y = — (dV’) - AT’y ——— (dV")".
2 T ey, Y T Y e ey, @Y

Wenn die Ungleichung Q <0 firalledT’,dT”, dV’und dV"” erfullt sein soll, so
muss die Warmekapazitat Cy und die isotherme Kompressibilitat x in beiden
Teilsystemen positiv sein! Zusammen mit den Identitaten (4.35) und (4.42) des
vorherigen Abschnitts folgen damit fiir ein System im thermischen Gleichge-
wicht die universellen Stabilitatseigenschaften

Cp > Cy>0 (466)
Kt > KS>0'

Komprimiert man ein System bei konstanter Temperatur T, so wird es Warme
abgeben. Komprimiert man dagegen bei konstanter Entropie S, verbleibt die
Warme im System, so dass diese extra Warme einer weiteren Kompression jetzt
einen hoheren Widerstand entgegensetzt, d.h. die adiabatische Kompressibili-
tat «g ist kleiner als die isotherme x 7.
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4 Thermodynamische Relationen

4.3 Adiabatische Zustandsgleichung des
klassischen idealen Gases

Das Verhaltnis c
K
=L _ZT (4.67)
CV Ks
siehe (4.40), nennt man den Adiabatenexponenten.
Wir betrachten einen reversiblen adiabatischen Prozess fur ein einatomiges
klassisches ideales Gas. Dem System wird wahrend so eines Prozesses (z.B. eine

Volumenanderung unter perfekter thermischer Isolation) weder Warme zuge-

fuhrt noch wird Warme abgefuhrt, somit Qdt = 0. Dann gilt

TdS=0=dE+PdV. (4.68)
Also iE

Fur den Adiabatenexponent des idealen einatomigen klassischen Gases folgt mit
den bekannten Ausdriicken (3.218) und (3.220) fur die Warmekapazitat dann

C éI\r'k]{a 2
%:C—‘I::EN'k =1+3 (4.70)
2 B

Anmerkung: fur zweiatomige ideale klassische Gase (bei Zimertemperatur) ist
der Adiabatenexponent kleiner als beim einatomigen Gas: x =1 + %, wie wir
noch zeigen werden.

Mit der kalorischen Zustandsgleichung, siehe (3.213), und der thermischen
Zustandsgleichung, siehe (3.211), schreiben wir fur das einatomige ideale klas-
sische Gas dann

E = CT (4.71)
2 E T

P = —= -1Cy—.
s =D

Somit folgt aus (4.68) jetzt

T e, T

I = CVW - — Tk (4.72)
und weiter iT v
L (x—-1)—. 4.7
=D (473)
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= Adiabaten
P/Po
3'Of
2'5} = |sothermen
20}
15
10
L T/Tp=0.75
05
- T/To=0.05
L L L 1 L L L 1 L L L 1 L L L I I I T T T T V/VO
0.0 0.2 0.4 0.6 0.8 1.0 12
Abbildung 4.1: Adiabaten sind steiler als Isotherme
Schliellich
T \4
In— = —-(x-1)In— (4.74)
Ty Vol
%1
T (@)
Ty \4
T VP = Ty Vot = const.

Mit der thermischen Zustandsgleichung (3.211) formen wir dies um zu

T.lvl}t—l zll |}t: P|V|% — P0'|V0|% — TO
V| (x-1)Cy  (x=1)Cy |V
PV =Py -|Vy|* = const.

Vol = Ty - [Vol* ™t (4.75)

Da x > 1 gilt, wachst der Druck bei adiabatischer Kompression starker an als
bei isothermer Kompression. Dargestellt in einem (P, V)-Diagramm sind Adia-
baten steiler als Isothermen (siehe Abbildung 4.1). Demnach kiuihlt bei einer
adiabatischen Expansion das Gas ab, wahrend es sich bei einer adiabatischen
Kompression erwarmt.
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4.4 Legendre Transformation und
Thermodynamische Potentiale

Fur die meisten Anwendungen der Thermodynamik ist die innere Energie E =
E(S,N,V)unbequem, da es in der Regel leichter ist, intensive Grofien wie Tem-
peratur T, chemisches Potential p oder Druck P zu messen. Obgleich die in-
nere Energie als Funktion der extensiven Variablen S, N, V alle Informationen
enthalt, betrachtet man in der Praxis besser sog. Thermodynamische Potentia-
le wie die Freie Energie F = F(T,N, V), die Enthalpie I = I(S,N,P), die Gibbs-
Energie G = G(T,N, P) oder das GrofSkanonische Potential (Q(T, u, V). Diese Gro-
Ben gehen durch eine sog. Legendre-Transformation bzgl. der konjugierten Va-
riablenpaare (S,T), (V,P) und (N, u) hervor. Das Konstruktionsverfahren der
Legendre-Transformation (vgl. mit Abbildung 4.2) ist aus der Analytischen Me-
chanik bekannt. Die Hamilton-Funktion

H= Z pata—L (4.76)
ae{x,y,z}
eines Teilchens entsteht durch eine Legendre-Transformation aus der Lagrange-
Funktion L = L(r,r,t) des Teilchens, wobei
_ dL(r, 1, 1)
or,

der kanonische Impuls des Teilchens ist. Auflosen dieser Definitionsgleichung
fiir p, nach der Geschwindigkeit r, des Teilchens liefert diese als Funktion des
kanonischen Impulses

Pa (4.77)

ra=1.(p,1,t). (4.78)

Einsetzen ergibt dann die Hamiltonfunktion H = H(p, 1, t).

In der Thermodynamik ist die Freie Energie F = E—TS definiert als Legendre-
Transformierte der inneren Energie E = E(S,N, V) bzgl. der konjugierten Varia-
blen S und T. Mit Hilfe des ersten Hauptsatzes

dE = TdS + ydN — PdV (4.79)
folgt dann

dF = —SdT+ udN —PdV (4.80)
F = F(T,N,V).

Das chemische Potential y erhalt man hieraus als Ableitung der freien Energie
F nach der Teilchenzahl N zu

JF
Y= (W)T,v. (4.81)
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4.4 Legendre Transformation und Thermodynamische Potentiale

10~
I O@=sUpl X1 () f00

X

f(x) g#X

g@

15 2.0

Abbildung 4.2: Die Funktion g(q) = sup,[gx—f(x)] definiert die Legendre-
Transformation der Funktion f(x).

Entsprechend ist der Druck P als Ableitung der freien Energie F nach dem

Volumen V gegeben zu
F
pP= —(g—) . (4.82)
14 T,N

Die Enthalpie I = E + PV entsteht als Legendre-Transformierte der inneren
Energie E = E(S,N, V) bzgl. der konjugierten Variablen V und P :

dl = TdS+udN +|V|dP (4.83)
I = I(S,N,P).

Die Gibbs-Energie G = F+ PV entsteht als Legendre-Transformierte der Freien
Energie F = F(T,N, V) bzgl. der konjugierten Variablen V und P :

dG = -SdT +pudN +|V|dP (4.84)
G = G(T,N,P).

Die Druckabhingigkeit der Gibbs-Energie einer Substanz folgt aus der Forde-
rung

d
(a—G) =|V|. (4.85)
P T,N
Entsprechend erhalt man die Temperaturabhangigkeit aus der Forderung
(Q_G) =-S. (4.86)
dT |7y
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4 Thermodynamische Relationen

In einem einkomponentigen (homogenen) System kann man aufgrund der Gibbs-
Duhem Relation (3.184) auch schreiben

G = uN. (4.87)

Besteht ein System dagegen aus mehreren verschiedenen Sorten von Teilchen,
z.B. eine Mischung von N4 Molekiilen der Sorte A und Ny Molekiilen der Sorte
B, so lautet die entsprechende Verallgemeinerung

G= ) WN; (4.88)
j€{A,B}

Allerdings ist sorgfaltig darauf zu achten, dass fur Mischungen in der Regel gilt
Hj# ]4;0) , wobei ;4;-0) dasjenige chemische Potential bezeichnet, dass sich einstel-

len wirde, wenn man ein gleich groSes System mit nur einer Teilchensorte, z.B.
j = A, betrachtet!

Das Grof$kanonische Potential (J = F-uN entsteht als Legendre-Transformierte
der Freien Energie F = F(T,N, V) bzgl. der konjugierten Variablen N und p:

dQ} = -SdT-Ndu—-PdVv (4.89)
Q = (T,u V).

Man kann aufgrund der Gibbs-Duhem Relation (3.184) fiir ein homogenes Sys-
tem auch schreiben
Q=-P|V]|. (4.90)

Es existiert jedoch kein thermodynamisches Potential, das nur von inten-
siven Variablen T,u, P abhangt. Versucht man die entsprechende Legendre-
Transformation, so erhalt man in Ubereinstimmung mit (3.184) ,Null”.

Potentiale wie E-uN oder E-uN+P|V|zu konstruieren ware logisch moglich,
jedoch sind diese Potentiale in den Anwendungen der Thermodynamik nicht
gebrauchlich.

4.5 Lin allgemeines Variationsprinzip fiir das
groBRkanonische Potential

Wir beweisen jetzt ein sehr nutzliches Variationsprinzip der statistischen Phy-
sik. Sei p ein beliebiger statistischer Operator. Dann gilt fiir das Funktional

Q[p]=Tr[po(H-pN+ksT Inp)| (4.91)

das Variationsprinzip
Qlpck] = Qlp], (4.92)
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4.5 Ein allgemeines Variationsprinzip fiir das grokanonische Potential

wobei pgk der statistische Operator des groflkanonischen Ensembles ist, sie-
he (3.165). Oft wird die Ungleichung (4.92) auch als das Variationsprinzip von
Gibbs-Bogoliubov bezeichnet. Wie wir noch sehen werden, ist (4.92) eine Ver-
allgemeinerung des bekannten Variationsprinzips der Quantenmechanik fur
den Grundzustand |\;) eines Hamilton-Operators H:

(We, H W) (W,H W)

Eq = < : 4.93
O WV (W) (493
Einsetzen von pgkx gemaf (3.165) in das Funktional liefert sofort
Qlpek] = (H-pN)_, +ksT (Inpcx)ex (4.94)
= —kBT 'II'IZGK = Q(T,]l, V)
= E-uN-TS,
wobei
(A)GK = Tr(pcx o A) (4.95)
E-pN = <FI_P[N>GK
S = _kB (lnﬁGK>GK = _kB 'TI'(pAGK Oll’lpAGK).
Elementare Umstellungen ergeben
Q[p] = Tr[po(H-pN+ksT Inp)] (4.96)
H-uN
= kBT-{—Trlﬁolnexp( ” ) +Tr(poln(3)}
kT
—Tr[po(ln[—exp( )]+ln ZGK) i)]
= kgT
+Tr(polnp)
—Tr[po Inpgk +1n(Zgk) i)]
- kBT
+Tr(polnp)
—Tr[p]In(Zgk)
~——
= kgT -1

+Tr(polng)-Tr(polnpgk)
= Q[pgr]+kpT -[Tr(polnp)—Tr(polnpgk)].
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4 Thermodynamische Relationen

Somit ist gezeigt

Qpcr]-Q[p] = kgT - Tr[p o (Inpgk — Inp)]. (4.97)

Wir betrachten jetzt die Spektraldarstellung des statistischen Operators p. Da
p ein hermitescher positiv semi-definiter Operator ist, existiert eine Spektraldar-
stellung der Gestalt

b= ) PmlPu) (Pl (4.98)
0 < pu<=l

) pow =1

<q)m’q)n> = 5n,m

f.

10 (D

Dann gilt wegen der Projektoreigenschaft von |®,,) (®,,| die Spektraldarstellung
Inp =) In(pu) [0y} (P (4.99)
m

Ebenfalls betrachten wir die Spektraldarstellung des statistischen Operators
PGk, siehe (3.165):

pox = ) ) P [V (Wan] =) pr (W (4.100)
N n I

I = (N,n).

Hier bezeichnet | = (1, N) einen Multiindex. Die Zustande |\V;) bilden als Eigen-
zustinde des hermiteschen Operators H — uN ein VONS. Dann folgt wegen der
Projektoreigenschaft von |W)) (V)| die Spektraldarstellung

Inpgx = ) In(py) [9)(¥]. (4.101)
)

Wir berechnen jetzt alle Spuren als Summe von Diagonalmatrixelementen in
der Basis der Zustiande |\,,), die ja laut Voraussetzung ein VONS bilden:

Tr(plnpox) = ) (Wlplnpox|¥)=) ) KW, @) pulnps (4.102)
1 ] m

) (lpnplEy =) Y (B, D) plnpy
1 m

I

Tr (pInp)
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4.5 Ein allgemeines Variationsprinzip fiir das grokanonische Potential

Einsetzen ergibt

Tr[po(inpex-Inp)l= Y Y KU ®@lpulnp~lng,).  (4103)

1 m

Nun gilt immer fur z> 0
z
lnz:J dC—C<z—1, (4.104)
1

denn wegen % <1 fir € > 1 folgt fir z > 1 sofort

lnz:f d—C<J dc=z-1. (4.105)
1 C 1

Die Eigenschaft —% <-1fur 0 <C <1 impliziert fir 0 <z <1 entsprechend
A __ (e
1 C B z C

Mit z = = erhalten wir dann aus (4.104) sofort

1
Inz= <—J dC=—-(1-2z)=z-1. (4.106)

x-(Iny-Inx)<y-x. (4.107)

Dementsprechend diirfen wir jetzt schreiben

Tr[po(inpex—Inp) = ) ) K¥,®,)pu(lnp ~Inp,) (4.108)
) m

Y Y KW@ (o= ).
) m

Nun gilt gemaf3 unserer Voraussetzungen

Y KEPE = (Dl ) [T IDy) = (P D) =1 (4109)
) )

|
=i

(B Y (@) (D [91) = (T, B = 1.
l

D ——
=i

Y Y K (pr-pw)=) pi=) pu=1-1=0. (4.110)
I m 1 m

IA

) I, D)

Dann ist
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4 Thermodynamische Relationen

Es folgt
Tr[po(Inggx —Inp)] < 0. (4.111)

Das Gleichheitszeichen gilt nur fiir den Fall p = ggk.
Einsetzen in die Identitat (4.97) ergibt sofort

Qlpex]-Q[p] <0, (4.112)

was aquivalent zur eingangs aufgestellten Behauptung ist. Das Variationsprin-
zip von Gibbs-Bogoliubov fiir das grofSkanonische Potential ist damit bewiesen.
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5 Ideale Quantengase

5.1 Das Photonen Gas

Bemerkung: Wenn man z.B. eine Glithfadenlampe einschaltet, wird tiber den
Ohmschen Widerstand des Fadens elektrische Energie in Joulesche Warme um-
gewandelt. Mit zunehmender Temperatur fangt der Faden an zu gliuhen, es er-
scheint sichtbares Licht. Um diese Strahlung im thermischen Gleichgewicht zu
untersuchen, werden in der experimentellen Physik geschlossene Hohlraume
mit spiegelnden Randbedingungen fur elektromagnetische Wellen betrachtet.
Im 19. Jahrhundert war diese Strahlung, wie sie durch eine kleine Apertur (ein
Loch) aus dem Inneren solcher Ofen austritt, im Fokus der Aufmerksamkeit
der Physiker, weil die beobachtete spektrale Verteilung dieser ,Hohlraumstrah-
lung® mit Vorstellungen der klassischen Elektrodynamik tiberhaupt nicht zu
erkldaren war. Weil von aufien einfallendes Licht praktisch nicht mehr aus dem
Hohlraum austreten kann, erscheint die Apertur einem Betrachter (wenn die
Temperatur des Hohlraums hinreichend niedrig ist) von aufSen wie ein schwar-
zer Korper. So ein schwarzer Korper bezeichnet im allgemeinen Sprachgebrauch
einen (fiktiven) Gegenstand, der kein Licht reflektiert, der also die gesamte auf-
treffende Strahlung absorbiert. Die emittierte spektrale Verteilung der Schwarz-
korperstrahlung ist erstaunlicherweise tiberhaupt nicht vom Material der Wan-
de im Hohlraum abhingig, sondern nur von deren Temperatur. Oberhalb von
ca. 900 K erscheint ein schwarzer Korper rot, bei noch hoheren Temperaturen
weifd glithend.

Im Jahr 1899 fithrten Otto Lummer und Ernst Pringsheim sorgfaltige Mes-
sungen zur Hohlraumstrahlung durch. Thre experimentellen Resultate bildeten
ein Jahr spater die Grundlage fiir die revolutionare Quantentheorie von Max
Planck, der sich entschloss, zur Erklarung der spektralen Verteilung der aus
einem Hohlraum emittierten Strahlung mit den Vorstellungen der klassischen
Physik radikal zu brechen. Planck stellte sich vor, dass elektromagnetische Fel-
denergie bei einer Frequenz f nicht gleichformig, sondern nur in Form diskreter
Energiepakete E = hf von den Winden des Hohlraums absorbiert bzw. emittiert
wird. Dies ist der Kern der Quantenhypothese von Max Planck, die im Jahr
1905 Albert Einstein dazu anregte, die Lichtquantenhypothese aufzustellen, nach
der jetzt die Energie der elektromagnetischen Strahlung selbst gemafs E = hf
gequantelt ist. Die eigentliche Quantenfeldtheorie des Lichtes wurde ab dem
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5 Ideale Quantengase

Jahr 1925 beginnend mit Arbeiten von Max Born, Pascual Jordan und Werner
Heisenberg entwickelt. Die Pionierarbeiten zur Licht-Materie Wechselwirkung
gehen auf die Arbeiten von P. Dirac aus dem Jahr 1927 zuruck. Die bis heute
gultige Theorie der elektromagnetischen Strahlung, welche auch die relativisti-
sche Licht-Materie Wechselwirkung beschreibt, ist die Quantenelektrodynamik
(QED), die unabhingig von Richard P. Feynman, Julian Schwinger und Shini-
chiré Tomonaga zwischen 1946 und 1950 begrundet wurde.

5.1.1 Elektromagnetische Moden im Hohlraum

Wir betrachten einen metallischen Hohlwirfel V mit Kantenlange L. Wir ver-
abreden, den Nullpunkt des kartesischen Koordinatensystems in die untere lin-
ke Ecke des Wiirfels zu positionieren. Uns interessieren Losungen der Maxwell-
Gleichungen fiir das elektrische Feld E(r,¢) und das magnetische Induktions-
feld B (r,t) im Inneren des Hohlwtrfels. Der Einfachheit halber betrachten wir
das Innere des Hohlwtrfels als Vakuum:

divE(r,t) = 0 (5.1)
rot E (r t)+lzB(r t) = 0
ceat VT
divB(r,t) = 0
10
rot B(r,t)— EEE(L” 0

Die Wande 0V des Hohlraums sehen wir als ideale Leiter an, d.h. die Randbe-
dingungen fur E und B lauten, wenn der Einheitsvektor n jeweils den Norma-
lenvektor auf einer der sechs Wande des Hohlwurfels bezeichnet:

(en)

n-B(r,0)]cy = (5.2)

[II NE (l‘, t)]reBV =

e

O.B.d.A. zeichnen wir jetzt die Achse e, aus und zerlegen das elektrische
Feld E(r,t) und das magnetische Induktionsfeld B (r, t) jeweils in zwei Anteile,
und zwar den transversal elektrischen Anteil (TE) und den transversal magne-
tischen Anteil (TM) :

E(r,t) = ETE) (r,t)+ ETM) (1, 1) (5.3)
B(r,t) = BTE (r,1)+BT™)(r,1),
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5.1 Das Photonen Gas

wobei

E™)(r,t) = rot rot [u(TM)(r;t)ez] (5.4)
10

(TM) v (TM)

BU W (rt) = —o rot [u (r,t)ez]
14

ETE) (r,1) = ~— = rot ) (x, e, |

B"E (r,t) = rotrot [u"E)(r,t)e,].

Die Felder E™™) (r,¢) und BT™) (r, t) bzw. E'TE) (r, t) und B(TE)(r, t) sind Losun-
gen der homogenen Maxwell-Gleichungen, falls «T™) (r,t) und uTF)(r,t) Lo-
sung der homogenen skalaren Wellengleichung sind:

2 92 9% 1 9? 1
] LTI >3
A € {TM,TE}.

Um dies einzusehen beachten wir

divrot v(r,t) = O fir jedes Vektorfeld v (r,t)

AP P
e, arxey u(r,

rot [u(r,t)e,]

ary
[0 0 J 9 ? 92
rot rot [ll (r,t)ez] = 8_1’28_1’xex-|-a_1’za_1’yey+ —a—r%—a—r; €, I/I(I',t)
d (3> . 22 ]

rot rot rot [u(r,t)e,] = +5

Dann folgt naturlich

(5.6)

(oW
-
<
524
H
o
=
=
+
2R
Pﬂ
=
)
=
|
o
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5 Ideale Quantengase

Ferner
14
rot B9 (1,1) + = =B 1, ) (5.7)
10 10
= —Zarotrot uT (r,t)eZ]+Z§rotrot [u(TE)(r,t)ez]
=0
(TM) 1 9 pirm)
rot E (r,t)+ ——B (r,t) (5.8)
c ot
= rot rot rot [u(T ]+ 35, 2rot [ (TM) (¢, t)ez]

d d 2 9* I 1 9?
- i Z 2 7 -7 |,TM)
( dr o ey)(é’rzz " ors " or} 2 ot? (r.1)
=0

rot BTE) (¢, 1) - = =—ETF) (1, 1) (5.9)

1
= rot rot rot [u(TE) (r,t)eZ] + ——=—=rot [u
c

9 9 2> | 9> , 9%\, (TE)
(—Wex+a—rxey)(—+—+ )u (r,t)

— _ie +ie 8_2 82 +a_2_ia_2 M(TE)(I' t)

- ary * arx Y 81’22 ai’x 8ry c? dt? ’

=0
rot BTM) (¢, 1) - %%E(TM) (r,t) (5.10)
14 10

= -3 —rot rot [ M) (¢ ,t)ez]—zzrot rot [u(TM) (r,t)ez]

= 0.

Die kartesischen Komponenten von ETM)(r,t) und B"™™)(r,t) bzw. ETE) (r, 1)
und B(TE) (r, t) sind demnach als Ableitung nur einer skalaren Funktion u(T™) (r, t)
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bzw. u!T™) (r, t) darstellbar:

TE)

und entsprechend

Fur transversal magnetische Felder ist B
elektrischen Feldern gilt EéTE

BYE (1) = 5o () (5.11)
Jd d
B;TE)(”) = oo (TE)(M)
z 0Ty
(TE) - 92) (TE)
BTE) (¢,1) [———— u(TE) (¢, 1)
or? 8@%
(TE) _ 19 9
B m) catar,” )
10 0
E}(}TE)(r,t) — Eaa_rxu(TE)(r,t)
EgTE)(r,t) = 0,
E (1) = %%NW(M) (5.12)
d d
E;}TM) (I', t) WWM(TM) (I', t)
z 0y
(TM) 9° 9° (TM)
E; (¢ ——— - t
(x. 1) [ or? Qrf ! (x. 1)
10 4
BECTM) (r,t) = =33, u ™M) (1, 1)
v
10 4
B;TM)(r,t) _ ‘Zﬁarx (TM)(r,t)
B (r,t) = 0.

QTM’ = 0, wahrend bei den transversal

) = 0. Dieser Eigenschaft sind die eingangs ge-

wahlten Bezeichnungen TM (transversal magnetisch) und TE (transversal elek-
trisch) geschuldet. Deshalb lauten auch die Randbedingungen fur die beiden
skalaren Funktionen uT™) (r,t) und u'TF)(r,t) auf den Seitenflichen des Wiir-
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fels jetzt unterschiedlich:

[ (TM)( ,t) o = 0= -u(TM) (I', t)]r N (513)
(TM) ] _ o_I, (™)
[u (1', t).ry:O = 0= _I/l (1', t)]ry:L
1% %
_— ,(TM) _ 0=|2 (TMm)
larz u (r,t) - 0 _arzu (r, t)L:L,
und
% ] [ o
_~ (TE) - 0=|2,,(TE) 14
lé’rxu (r.4) r =0 0 _arxu u t)L:L (514
laiu(”) (r,1) = 0= aiu(TE) (r,t)l
Ty r,=0 [ 9Ty ry=L
[u(TE)(r’t).rz:O - 0= :u(TE)(r’ t)]rZ:L'

Allgemeine Losungen der Wellengleichungen (5.5) zu den Randbedingungen
(5.14) und (5.13) besitzen die Form

(o] (o]

- Z Z i’u,(EE)(t)cos(mfZ

my=0m,=0m,=1

m, T
rx)cos( z ry)sin(mTﬂrz) (5.15)

=3 ) 3w sin %

my=1m,=1m,=

TC
4 ry)cos(mTanz). (5.16)

Die Indexmengen fir die TE-Moden und die TM-Moden sind offensichtlich un-
gleich (!), was den unterschiedlichen Randbedingungen geschuldet ist.

Nach dem Gesagten werden die homogenen skalaren Wellengleichungen (5.5)
offensichtlich erfiillt, wenn nur die Amplituden ug E) (t) und ug M) (t) beide der
Differentialgleichung (DGL) eines harmonischen Oszillators geniigen:

? L\ _
(ﬁ+w )u (r,t) = 0 (5.17)

A € {TE,TM)

T
Oy = czw/m,% +my + m2.
Wir verabreden jetzt

Zf { = 0Xm OZ _1fm fur TE-Moden,

5.18
me_l Z’my—l Zm Ofm fur TM-Moden. ( )
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5.1 Das Photonen Gas

Offensichtlich bilden die erlaubten Wellenzahlen k = Fm :%(mx, ny, mz) fur

die Moden ugE) und u,(EE) ein Gitter im ersten Oktanten des kartesischen Raum-

es R®. Hervorzuheben ist hier, dass die kleinstmogliche Eigenfrequenz fiir TE-
Moden sich von derjenigen fur TM-Moden unterscheidet!

Einsetzen der Modenentwicklung (5.15) ergibt jetzt fur die zugehorigen elek-
tromagnetischen Felder:

BIE (r,1) = %a%u(m(r,t)
= Z—EZ I(EE)(t)mxmzsm(menrx)cos(mznry)cos(mTﬂrz)
m
B;TE)(,t) _ %%M(TE)(L”
= Z—jZugE)(t)mymzcos(&rx)sin(mznry)cos(%rz)
m
BTE (r 1) (_ 922__22)u(m(r’t)
dry  dry

TE 19 d
EJ(C )(l',t) = —Eaa—ru(TE)(r,t)
v
e d (TE M, TC . (T . (M,
= Z;Eu,(n )(t)mycos(%rx)sm( z ry)sm(%rz)
(TE) 1 J d (g
E ) = — =——=— ,
y (1) T (r,1)
% m, T
= —%;Euﬁnm)(t)mxsm(&rx)cos( I}j ry)sin(mz rz)
(TE)

E; 7 (r,t) = 0,
und entsprechend

TM) 0o d

( _ (TM)
E ) = —— Lt 5.19
X (r ) arz arxu (r ) ( )
2
TC ™ m, Tt . (T . (m,Tt
= I mE ull )(t)mxmzcos(—z rx)sm( I}j ry)sm(—z rz)
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T™ 0o o
E;’ )(;t) = gﬁu(TM)(l‘,t)
27y
s T™ M, TC
= ﬁ;um )(t)mymzsm( rx)cos( y r}’)sm(Trz)
T™ 0? 2
) = [
x v
’ m,T
= %; ,(EM)(t)(m +my)sm(m_rx)sm(%ry)cos(Trz)
™ 10 o
Bgc )(l';t) = Ezﬁu(TM)(r,t)
v
ny~ 19 (rm e my T .
- —Z;C—zgum (t)m, 1n( 3 rx)cos(Try)cos( z rz)
T™ 10 4
B = - o™y
X
oy 1 d (tm mym
— Z;C_Zgum (t)m, os( rx)sm( ry)COS(TVz)

TM)

Wir priifen leicht nach, dass die Randbedingungen (5.2) fur die elektromagne-
tischen Felder E(r,t) und B(r,t) auf den 6 leitenden Innenwanden des Hohl-
wirfels erfillt sind.

Die zugeordnete elektromagnetische Feldenergie H der Moden im Hohlraum
ist das Integral uiber die Energiedichte

H = 2;()] d3r Clz (r,t)-E(r,t)+B(r,t)-B(r,t)]. (5.20)

Mit Hilfe der Orthogonalitatsrelationen

; IN
L
m,Tt L
fo dracos( [ Ta cos( ) = Eémam
L

L
m, T m’
dr s1n(Lr )sm( a”® ) = =56, .
L a L a L 2 mgy,mMgy

folgen jetzt fiir die elektromagnetischen Felder die Orthogonalitatsrelation:

f d3rBTE) (r, 1) ETM) (1, 1) (5.22)
1%

Mg, m (5.21)
My

162



5.1 Das Photonen Gas

(TE)

_ f d%[ELTE) (r, ) E™ (1, ) +
1%

(TE)

[ 1
T(}
mcat

(TM)
X L2 Zm, U

L L L
J drxj dryf dr,
0 0 0

+[-F m%%ugm(t)mxsin(mf”rx)cos Try)sin(
X 75—5Zm,ug,M)(t)m;m;sin(m;’i”rx)cos #ry)sin(
\3(L\3 19 (tp),.. (T™M) 19 (rp),,. (T™m)
- (2) 3) ;’”X’”y'mlzz m o () im T (1) =t (0t ()
= 0,
und entsprechend:
J d3rBTE) (r,1) - BTM) (1, 1) (5.23)
1%
_ Ld3 [ TE)(r,t)BgcTM)(r,t)+B§,TE)(r,t)B;TM)(r,t)]
= 0.
Demnach besteht die Feldenergie aus zwei Anteilen
H = HTE 4+ nT™ (5.24)
1
HTE) = S [ ST (1,7 (1, 1) + BT (5,6)- BT (11|
2;40 c
mrw o 1 Jd3 [ . <TM>(r,t>-E<TM>(r,t)+B<TM>(r,t)-B<TM>(r,t>].
2]/10 c

Wir erhalten unter Verwendung von (5.21) nach langerer Zwischenrechnung
das Ergebnis

TE)

TE e VBT (1) ] ]
(TE)

.| E
CZ

H(TE)

1
= — | d3
210 JV

(5.25)
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L\3 ey
(5) X :
m 2 2

und

(TM)

Ex (r t)ELTM’ (r,t)
5| +E < HEy; < f
(M) _ LJ FED +E M (1) E é (1, 1) (5.26)
210 Jv
+BIM (1, 1) BIM (1, 1)
B (1, ) BY™M (x, 1)
2\2[ (TMm 2
» <%) [ (1 )(t)] (m§+m§)(m§+m§+m§)
B
L (5) [l 0] (2 +m))
Insgesamt folgt
H = HTE L (TM) (5.27)
2
9 ,,(1)
I\3 2 M2 +m} [9tum (t)]
- (E) Z Z 2 (2 2
Ae[TE, TM) +[u1(n)(t)] 2 (m rm24m )
L3 m+m V(19 o, T o[ ]
-G Y e | |d o) ekl o)
Ae(TE,TM) m
S
= = Pm | T Wp|dm
Ae(TE,TM} m
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Hier ist

wi = c2-n—2(m2+m2+m2) (5.28)

m = 12 X Y z :

A € (TE,TM)
3 2+ m3

() Lynvmx VoW

= V2 (2) = X—

= Ve (5) Tl )
3 2 2

W _ 3. E)zz_\/’”"w.ﬁ ()

pm = V2 (2 I ¢ grtm ().

Die Hamiltonschen Bewegungsgleichungen fiir diese ,Impulse” und ,,Orte” pf{l\ ) )

qf{,\) lauten jetzt

d oy 9

Jd () J 2 )

oPm = ——pH=—0ndm
IIm

82
(ﬁwfn)qﬁ?)(t) = 0.

Die verallgemeinerten Koordinaten qg)(t) sind demnach Losungen der DGL ei-

nes harmonischen Oszillators. Zwecks Quantisierung des elektromagnetischen

) (1)

Feldes ordnen wir den kanonisch konjugierten Grofien qﬁ{l\ und py’ nun einen

Satz von hermiteschen Operatoren zu:
A A(A
am = dm (5.30)
A (A
W A
Fur diese Operatoren fordern wir die kanonischen Kommutatorrelationen der
Quantenmechanik:

LA e {TE,TM)

AA) (A A AA) (X))
] - o]
() h R

[Pin):qin')]_ = ;5)\ v Omm’1

In der QED werden so aus den kartesischen (transversalen) Komponenten der
elektrischen Feldstarke E, (r, t) bzw. der Feldstarke der magnetischen Induktion
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B, (r,t) nun Feldoperatoren E, (r) bzw. B, (r) mit Kommutatorrelation

» / h a N /
[, By = Zeupey -0 (x-r)

a,b,c € {xv,z}.

Nach dem Gesagten ist jetzt klar, dass der Hamilton-Operator fiir das Licht-
quantenfeld in der Besetzungsdarstellung fiir den harmonischen Oszillator die
folgende Gestalt annimmt:

me_o Zm -0 Zmz_l hwp, [(n,gE) + % . i(TE))(g) i(TM)]

A(TM A
+me—lz my=1 Zmz Ohwm[ TE)@(”En )+%-1(TM))]

A

A= (5.31)

Die Besetzungszahloperatoren ﬁg B und ﬁgM) haben ganzzahlige Eigenwerte
nd® M e10,1,2,3,...).

Das quantisierte elektromagnetische Feld ist somit aquivalent zu einem System

von entkoppelten harmonischen Oszillatoren. Der konstante Term proportional

zu 1(TE) @ 1(TM)mit Besetzungszahl Null, nllE) — g = p{TM)

»Vakuum-Energie:

DI I T ) 3D I

my=0m,=0m,=1 my=1m,=1m;=0

, bezeichnet die sog.

Das Auftreten einer unendlich grofien ,Vakuum-Energie“ in der Theorie der
Lichtquanten war zu Beginn der Quantenelektrodynamik ein berithmtes Pro-
blem.

Fir die im Jahr 1905 aufgestellte Lichtquantenhypothese wurde Albert Ein-
stein 1921 mit dem Nobelpreis ausgezeichnet. Der Begriff Photon wurde erst
1926 durch den Chemiker Gilbert Newton Lewis fiir die elementare Anregung
des quantisierten elektromagnetischen Feldes eingefiihrt.

5.1.2 Zustandsgleichung flir thermische Photonen im
Hohlraum

Wie wir gezeigt haben, gibt es im Strahlungshohlraum zu jedem Wellenzahl-
vektor k = Fm zwei orthogonale Moden, genannt TE und TM, mit Energie
ek = hclk| = hwy,. Da Photonen von der Materie, aus der die Wande des Hohl-
raumes ja bestehen, emittiert und auch absorbiert werden konnen, gibt es keine
Teilchenzahl-Erhaltung fir Photonen.
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Wir ziehen jetzt die Vakuum-Energie ab und schreiben fur den Hamilton-
Operator der Photonenanregungen:

AP = Zh (m 21T >+i<TE>®ﬁ£EM’). (5.33)

Das Exponential des Hamilton-Operators ist demnach ein Kroneckerprodukt
der Exponentiale fiir TE-Moden und TM-Moden:

(TE)

A ) A A(TM
L e—ﬁzmhwm(nm &1 (TM) 11 (TEgn!T ))

B Lm0 T —ﬁzmhwm( Py ™)

AP Em e oA T Tl Y o™
oe

(e—ﬁzmhwmnn? ®1<TM>) (1<TE>®eﬁzmhwmnn?M))

TE) (TM
= e ﬂ Zm hwm ngn ® e_ﬁ Zm hwm nm )

Dann folgt die groSkanonische Zustandssumme des Photonengases zu

Tr(e_ﬁH(ph)) (5.34)

A(TE A(TM
Tr [e_ﬁ ZmEI(TE) hwmﬂin ):| -Tr [e_ﬁ ZmEI(TM) hwmns'“ )]

[ ofert') [l

Zgk

mel(TE) mel(TM)
- 11 = L
- _ —ﬁhw ]_[ _ —ﬁhw ’

mer@n L €™ N epam L€

wobei

1(TE) = {(mx, y,mz)|[0<mx<oo /\[O<m <oo]/\[1<mz<oo]} (5.35)

[(T™) — {(mx, 3,,mz)|[1 <m, <oo]| A [1 <my < oo]/\ [0<m, < oo]}
die zugehorigen Indexmengen fiir die TE- bzw. die TM-Moden bezeichnet. Mit

e {TE,TM) (5.36)

A
- ’ 1
( ~Bhwmia ) ;(e ,shwm)n -
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folgt dann

Zok =

1 1
| | m][ [ | )m]- (5.37)

mel(TE) mel(TM

Somit erhalten wir fir das grofSkanonische Potential des Photonengases das Er-
gebnis

—Q = PlVleBTanGK (538)
1 1
=kt YL ) ¥ ln(_l_eﬁhwm)]
mel(TE) mel(TM)
= —kgT Z + ln(l—e_ﬁh‘”m).
mel(TE)  mel(TM)

Fur Hohlraumstrahlung mit gentigend kleiner Wellenlange, % < 1, kommt es

auf den Unterschied der Indexmengen I'T®) und I'™) fiir die TE- und TM-
Moden nicht an. Dann folgt

P|V| = —2kBTJ. dPmin(1 - Fhom) (5.39)
1my>0,1m,>0,m,>0

L 3
—2kBT(—) f d*kIn (1 - e Pre),
T ky>0,k,>0,k,>0

Einfuhren von Kugelkoordinaten liefert nach Kurzen des Volumenfaktors |V| =
L3:

pP= —kBTi dk K> In (1 - e '), (5.40)
7'(2 0
Mit der Substitution
s = Bhck (5.41)
folgt sofort
4 IeS)
p=teT) 1 [_J ds s2In (1 - e_s)l. (5.42)
(he)” ™ 0
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Wir berechnen jetzt das Integral:

o] © [ —5j
- ds s’In(1—e”%) = J ds s2¢ : (5.43)
Jo Z’ 0 J

|
T, =Te=2=2
—C(4)=T5
45
Hier bezeichnet
= 1
C(n) = Z].—n (5.44)

die Riemannsche Zetafunktion.
Fur gerade natuirliche Zahlen n = 2m mit m € IN sind die Werte der Riemann-
schen Zetafunktion exakt bekannt. Sie folgen z.B. aus der bekannten Identitat

= 1
tz = . 5.45
cotz ._E_ in ( )
Diese schreiben wir um zu
Z-C0SZ - 222
=1+ _ 5.46
sinz Z 2?2 —j2m? (5.46)

Wir nehmen jetzt an |z| <« 1. Eine Taylor-Entwicklung bzgl. der Variablen z auf
beiden Seiten liefert

2 (ee]
1+ ZL =1- Z 2(:71(22mm)22m (5.47)
=1

z-cosz _, L, 1 4 iz6+o(zg).

=1-—-z"——z "=

sinz 3 45 945

169



5 Ideale Quantengase

Es folgt durch Koeffizientenvergleich der Potenzen 22" far m = 1,2,3,... auf
beiden Seiten

|
N

C(2) = = ~164493 (5.48)
C(4) = T 1.08232

90
c(6) = 101734

945 '

Fur ungerade natuirliche Zahlen n = 2m + 1 sind die Werte von C (2m + 1) nicht
in geschlossener Form bekannt. Numerisch berechnet man unschwer

1.20206 (5.49)
C(5) =~ 1.03693.

o
C
1R

Die Gammafunktion
[(z+1) = z!:f dt t?e”! (5.50)
0
[(z+1) = z-T(2)

als Verallgemeinerung der Fakultat ist uns ja bereits an anderer Stelle begegnet.
Fur z = —% gilt

—
—_——
N =
~—

I

f dt t72¢7! (5.51)
0

2 [o¢]
2—[ ds e
0
J ds e

V.

W
i

Hieraus folgt sofort

Vr (5.52)

Demnach ist der Strahlungsdruck der Photonen im Hohlraum (unabhéngig vom
Volumen) gegeben zu
(ksT)* > _ 404

pP= =
(he)®> 45 3c

(5.53)
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5.1 Das Photonen Gas

Die Konstante o heif3t Stefan-Boltzmann-Konstante

214
1°ky g[ W
_ —5.67x10 . 5.54
0= somie X [mz K] (5-54)

Die kalorische Zustandsgleichung des Photonengases ergibt sich aus dem ther-
mischen Erwartungswert zu

\ Tr (e FAP"e A (PH))
E = (AWM) = ] (5.55)

= TzaiTanGK

d (P|V|
— 2.7
=1 aT( T )

4
= 2t
c

Dann folgt die Beziehung

1
P|V| = 3E. (5.56)

Der Faktor % folgt aus einer zum Virial-Satz (2.137) analogen Uberlegung, wenn
man anstelle eines idealen Gases massiver Teilchen mit quadratischer Dispersi-

onsrelation ¢p = % nun ein ideales Gas von Teilchen ohne Masse mit relativis-
tischer Dispersionsrelation ¢, = c|p| betrachtet.

Die Wahrscheinlichkeit py, (1) daftr, dass z.B. eine TE-Mode bzw. eine TM-
Mode mit Energie fiwy, genau n-fach besetzt ist, ergibt sich mit dem Boltzmann-

Faktor e Pm@m zy
(i
L Rmperon A i
nw=0|€ m

Daraus folgt die mittlere Besetzungszahl fiir TE-Moden (entsprechend fiir TM-
Moden) zu

A € {TE,TM} (5.58)
<ﬁ§2)>GK = r;)pm(n’) e
(1 _ e—ﬁha)m) i [e—ﬁhwm]”/ o

n’=0

Mm (T)
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1 — e Phom) (o= Phom | 2o=2fM0m | 3o=3fN0m
( I )

= ¢ Phom 4 o72Phom § o3pROm 4

o0

e—ﬁhwm Z [e—ﬁhwm ]nm

nm=0
e_lghwm

1-— e—ﬁhwm
1
ehom 1’

Die Funktion ny, (T) ist die Bose-Verteilungsfunktion. Fiir hohe Temperaturen
phwy, < 1 geht sie in die Boltzmann-Verteilungsfunktion uber.

Die mittlere Photonenzahl (TE- und TM-Moden zusammen betrachtet erge-
ben im thermodynamischen Limes einen Faktor 2) ist dann

Ny = Z Z< > (5.59)

Ae{TE,TM}mel(*

- 2Ze/3h‘*’m -1
|V| kgT *© s2
— e dses 7

Wir berechnen jetzt das Integral:

=) 2 00 2 ,-s
ds—— = | ds—— (5.60)
0 es—1 0 1-e

[l
[T
%
QL
©n
&n
N
Q

=
(oe) 1 (o)
- 2—3 J dt t2et
—/ 0
]_ A/_/
- —I(3)=2!=2
—((3)~1.202

Also folgt die mittlere Anzahl von Photonen zu

2C
Ny =1V ( e ) n(z) (5.61)

Die Entropie der Hohlraumstrahlung folgt aus dem groflkanonischen Potential
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Qzu

Q9
S = ~5- =5z (PV) (5.62)

d (1
= —|(=E
BT(S )
16
= T,
3¢
Mit den obigen Ausdriicken im thermischen Gleichgewicht durfen wir jetzt
schreiben:

3
kgT
Ny, = 0.244-|\V|-|=— 5.63
S = 3.6:-kp Ny,
P-lV| = 0.9-Np-kpT.
Die Gibbs-Duhem Relation (3.183) fir homogene Systeme ergibt
PNy, = E-TS+PV (5.64)
16 4\ o 4
= (4-—+-|—-|VIT
( 3 i 3) c M

= 0.

Da die mittlere Photonenzahl N, fur endlich grofe Temperatur T ungleich
Null ist, folgt somit
p=0. (5.65)

Das chemische Potential y fiir die Photonen der Hohlraumstrahlung ist im ther-
mischen Gleichgewicht demnach identisch Null.

Wir konnen diese Aussage unmittelbar im Rahmen der Thermodynamik ve-
rifizieren. Das Ergebnis ist nicht unerwartet, denn die Zahl Nph der Photonen ist
durch keinen Erhaltungssatz eingeschrankt. Photonen entstehen oder vergehen
spontan (Emission und Absorption). Die Photonenzahl adjustiert sich immer
so, dass die Entropie S im thermischen Gleichgewicht maximal wird:

dS i
0= (—) =-L (5.66)
aNph TV T

Stefan-Boltzmann Strahlungsgesetz Die Strahlungsenergie dE, im Volu-
men |V|= L3 pro Frequenzintervall dw ist mit

Wy = c%|m| — |k (5.67)
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gegeben zu

dE, = fhwg- 20 (T)-d3m (5.68)
Zh(u 4:7—( 2
= o < -|m|“d|m|

~——
Raumwinkel 1. Oktant

2hw m , L?

- eﬁhw_la‘w c37z3dw
h w3
= |V|n263eﬁhw_1da)
= |V]'u(w, T)dw.
Hier ist
h w3
,T) = —— 5.69
u(w,T) 72¢3 ol _ 1 (5.69)
B 1
po= kgT

die berihmte spektrale Verteilung der Energiedichte der Schwarzkorperstrah-
lung, wie sie von Max Planck im Jahr 1900 entdeckt wurde. In Abb. (5.1) ist die
dimensionslose Funktion 7c2c*#%83 - u (w, T) = efjl aufgetragen gegen x = fhw.
Im Experiment wird der spektrale Energiefluf I (w,T) gemessen, wie er aus
einer (infinitesimal kleinen) Offnung des Hohlraums (5.2) in die Aulenwelt ab-
gestrahlt wird. Die Strahlungsenergie mit Frequenz zwischen w und w + dw
in einem bestimmten Volumenelement d3r = r2drdQ = r?dr-sin9-d9-d¢p im
Abstand r vom Ursprung ist gegeben zu d®r - u (w, T) dw. Diese propagiert mit
Geschwindigkeit c in alle (!) Richtungen. Betrachte jetzt ein kleines Loch (Aper-
tur) in einer Wand des Hohlraumes, mit Flaichenelement AF und Normalen-
vektor n = cos 9 - e,. Wir legen den Mittelpunkt des Flichenelements mit dem
Ursprung zusammen, so dass jetzt das betrachtete strahlende Volumenelement
d3r von der Apertur mit Fliche AF einen Abstand r besitzt. Nur der Bruchteil
% der vom Volumenelement d°r emittierten Strahlung kann {iberhaupt
bei AF ankommen, und somit in die Auflenwelt gelangen. Dann ist die gesamte
Strahlungsenergie dE,, = I (w, T)dw - AF - dt, die durch die Flache AF wahrend
einer Zeit dt hindurch flie3it, gegeben durch eine Integration tiber die Halbku-
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14

1.2

1.0

0.8

0.6

0.4

0.2

Abbildung 5.1: Die von Planck vorgeschlagene spektrale Verteilungsfunktion.

Kasten mit
i Temperatur
)

Innenraum

R=cdt

AF

Abbildung 5.2: Hohlraum mit Apertur
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gel r, > 0 mit Radius R = cdt :

dE,,

cdt 3 27 F
J drrzf a9 sinSJ do2 Cois-u(w,T)dw (5.70)
0 0 0 47cr

cdt 1 z 21
J dr-—-J d?d sind COSSJ dpAF -u(w,T)dw
0 4t Jo 0

=Tt

cdt-%-u(w,T)dw.

Also folgt die in den Halbraum (Auflenraum) abgestrahlte spektrale (!) Strah-
lungsleistung pro Aperturflaiche AF zu

1 dE, c

Damit ergibt sich fur den spektralen Energiefluss I (w, T), der durch die Aper-
turflache AF in den freien Raum abgestrahlt wird, der Wert

[(w,T) = %u(w,T). (5.72)

Die gesamte Energieflussdichte der Hohlraumstrahlung folgt dann zu

o

(T) = J;mdwl(w,T):%j do u(w,T) (5.73)

0

1 0 hw3
= 1aa | de o
4rtec g ephw _ 1

1 h J‘O" 53
= ——— ds
Ar2e? (phy* Jo es—1
_ n’ky -
60h3c2"
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Das Integral berechnen wir (der oben vorgestellten Methode folgend) zu

00 3 0o 3,-s
ds—— = ds—— (5.74)
0 es—1 0 1-e

[l
QU
»
»

w
N
1%
~

. (5.75)

Es folgt schliefilich die Gesamtenergieflussdichte der Hohlraumstrahlung in
einen Halbraum (!) zu
I[(T)=0T* (5.76)
Dies ist das beruhmte Stefan-Boltzmann Strahlungsgesetz. Die Flache unter der
Planckschen Kurve u (w, T) wichst proportional zu T*.
Fur kleine Frequenzen ergibt sich das aus der klassischen Physik bekannte
Ergebnis von Rayleigh-Jeans

ho < kgT (5.77)

kgT
u(w, T) — uR](a),T):];—3a)2.
ads

Die Position wy,,, des Maximums der Planckschen Kurve auf der Frequenzach-
se ergibt sich aus der Forderung

lim i( X )éo (5.78)

x—>Xmax dx \ X —1

numerisch zu

Xy = 2.82144. (5.79)
Demnach ist wy,,, proportional zur Temperatur
hwmax = 2.82 - kgT. (5.80)

Dies ist das sog. Verschiebungsgesetz der Hohlraumstrahlung, das von Wien
aufgrund experimenteller Befunde postuliert wurde. Fiir hohe Frequenzen folgt
die von Wien aufgrund empirischer Befunde hergeleitete Asymptotik

ho > kT (5.81)

u(w, T) — uW(a),T):iw%_ﬁhw.

mt2c3
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5.2 ldeale einatomige Quantengase

Wir betrachten ein einatomiges Gas, bestehend aus einer Anzahl N von identi-
schen Atomen mit Masse m4 und Spin s. Die Eigenwerte und Eigenfunktionen
sind uns bereits im Kapitel 2.2 , ununterscheidbare Teilchen im Kasten“ be-
gegnet. Man kann fiir den Hamilton-Operator eines nicht wechselwirkenden
Systems in der sog. Besetzungszahldarstellung auch schreiben

H= Z Zem,szﬁmysz, (5.82)

—5<5,<SmeN3

wobei der Operator 7iy, o zdhlt, wie oft ein Einteilchenzustand ¢y, ¢, (r) mit Ener-
gie-Eigenwert ¢, o besetzt ist.

Atome mit ganzahligem Spin s € {0, 1, 2,...} sind Bosonen, die mit halbzahli-
gen Spin s € {%, %, %,} sind Fermionen. Somit sind die Eigenwerte von fim,s,»
die sog. Besetzungszahlen ny,  , fur Bosonen nattrliche Zahlen (Null einge-
schlossen), also ny s, € Ng = {0,1,2,3,...}, wiahrend fir Fermionen aufgrund
des Pauli-Prinzips die Besetzungszahl nur den Wert Null oder Eins annehmen
kann, d.h. ny, 5 € {0,1}. Der Anzahl N der Atome ist in der Besetzungsdarstel-

lung der Teilchenzahl-Operator N zugeordnet

N = Z Zﬁm,sz. (5.83)

—5<5,<S melN3

Zur Berechnung der groflkanonischen Zustandssumme ZéBIgF) fur Bosonen bzw.

Fermionen muss jetzt fiir jeden Einteilchenzustand ¢y, ,, (r) mit Quantenzahl
(m,s;) uber alle moglichen (!) Besetzungszahlen np, 5. summiert werden. Dieses
Problem ist uns bereits bei der Diskussion des Photonen Gases im Hohlraum
begegnet, weshalb wir uns jetzt kurz fassen wollen. Unter der Annahme ¢y, 5. —
p > 0 folgt nun fur die groflkanonische Zustandssumme das Ergebnis

ZéBIl — Tr[e‘ﬁ(H—ﬂN)]: Z expl—ﬁ Z Z (sm’sz—,u)ﬁmlsz (5.84)

Mm,s, —5<5,<SmeIN3
o
= | | | | E e_ﬁ(sm,sz_,’/‘)”m,sz = | | | | 1
—Ble —
_SSSZSSmGN:’, nm,SZZO _SSSZ<SmEN3 1 —e lg( m,S; ll)
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Z0 - Tr[e‘ﬁ(H—ﬂN)]: S expl—ﬁ Y oy (em,sz—,u)ﬁm,sz} (5.85)

—5<s5., < 3
N s, 55555 melN

[T 11 Y etemems|= [T [] (1+e—/5(€m,52—#)),

—5<5,<S meIN3 anSZe{O,l} —5<5,<S meIN3

)

Aus der Kenntnis von ZéBI’(F ergibt sich das grofkanonische Potential Q) zu

QBH =y TInz5) = 2k T Y ) ln(l ¢e—ﬁ(em,52—u)). (5.86)

—5<5,<SmeN3

Das obere Vorzeichen gilt hier fiir Bosonen, das untere fur Fermionen. Wir be-
rechnen als nachstes die mittleren Besetzungszahlen <ﬁm’SZ>GK fiir Bosonen bzw.
fur Fermionen.

Thermische Besetzungszahl fiir Bosonen. Die Wahrscheinlichkeit p](fs) (n)
dafiir, dass z.B. ein Einteilchenzustand ¢, ;_ (r) mit Energie-Eigenwert ¢, 5 in
einem Bose-Gas genau n-fach besetzt ist, ergibt sich aus dem Boltzmann-Faktor
zu

o) (n) = = [1 —e—ﬂ(fm,sz—ﬂ)] [e—ﬂ(em&_#)] | 5,87
E5p_o e Plems)]

Somit folgt fiir Bosonen als thermische Besetzungszahl fir den Einteilchenzu-
stand ¢, (r) der Erwartungswert

(ims) o = )P ()0 (5.88)
n’=0
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e—ﬁ (sm,sz _V)

1 —_ e_lg(em,sz_}‘)
- _,m
eﬁ(gm,sz_l") -1 sz

Die Funktion n hEIBt Bose-Verteilungsfunktion.

Thermische Besetzungszahl fiir Fermionen. Die Wahrscheinlichkeit pl(fs) (n)
dafir, dass z.B. ein Einteilchenzustand ¢, ;_(r) mit Energie-Eigenwert ¢, ;_ in
einem Fermi-Gas genau n-fach besetzt ist, ergibt sich aus dem Boltzmann-Faktor
Zu

n e {0,1) (5.89)
I:e_ﬁ(em,sz_/‘)]n

(F) n = .

pm,sz( ) ]__+_e_/3(5m,sz_”l)

Somit folgt fir Fermionen als thermische Besetzungszahl fiir den Einteilchen-
zustand ¢y, ¢ (1) der Erwartungswert

(ms)oy = 2 L (n (5.90)
n’e{0,1}
1 [ —ﬁ(g —Iu):|n, /
— e m,s; n
1 + e_ﬁ(gm,sz_ﬂ) Tl';’l}
_ e_ﬂ(gm,sz_l‘)
a 1 + e_lg(gm,sz_ﬂ)
1 F)

— =4
= =n .
ePlemsp) 4 ™

Die Funktion nngil heiflt Fermi-Verteilungsfunktion.

5.2.1 Teilchenzahl, Energie und Entropie fiir ideale
Quantengase

Der thermischen Erwartungswert N der Teilchenzahl fiir ein Bose- bzw. Fermi-

Gas ist
JQBF)
DI I LT M B e gL

—$<5;<5melN3 —5<5;<5meIN3
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Fur den Erwartungswert des Hamilton-Operators folgt

DY emalime)= Y ) eman® (592)

—5<5,<S meIN3 —5<5,<s meN3

Im idealen Gas tragt jedes Atom mit Quantenzahlen (m,s,) zur Energie einen
Wert ¢y, 5, bei. Die Entropie S folgt gemaf3

dQ
S=-—== 5.93
aus dem grofSkanonischen Potential Q:
JQBF)
sBH = - 5.94
gm s, — l,[ e_ﬁ(gm,sz_”‘)
= kg Z Z Fln 1+eﬁ5m5z ))+ -
—5<5,<S meIN3 kT 1+ e_ﬁ(g‘“’sz_”)
Ems, M
= kg [+ln 1+e Plems.—p ))—i-n(B'F)L].
—s<Zs,Z'<s mg\fa T kgT
Wir zeigen nun, dass die Entropie durch die mittleren Besetzungszahlen n | (B F)
allein dargestellt werden kann. Dazu beobachten wir
1 1
= =1 Flems) (5.95)
T+n® 1y
m,sz ePlems; =) _q
o 1+ ! =1+ e Plemsn),
1—n® R
m,sz eﬁ(fm,sz*ﬂ)+1

Wir schreiben fur Bosonen

. (B)

€m,s, MK — _ nmS

ms: P n e Blems, #)]:_1 -~ |=_1 = | .
kT n[e n Tn i n T (5.96)

m,s;

und entsprechend fur Fermionen

s, I (emes1) ! "
e P = — -B Ems, M) | = _ _ - _ m,s;
kT ln[e ] ln[l—n(F) 1‘ ln[l—n(F)]' (5.97)
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Also ist die Entropie des idealen Bose-Gases gegeben zu

sB — kg Z Z F—ln(l—e_ﬁ(‘gmrsz_”))+nnf)'€m;;;yl (5.98)
—5<5,<SmeN3 - - B
' 1 N
< T el el )
= kg Z Z (1+n( ))ln(l—i-n( )) (fz)ln(nn(lfz))].
—5<5,<SmeN3

Ein entsprechender Ausdruck folgt fiir die Entropie des idealen Fermi-Gases:

i | —
SP = ks ) ) 1n(1+e—/”(émfsf”))+nlg>%”l (5.99)
—5<8,<SmeN3 + 72 BT
i . . n (F)
:@zz%kJam:m
—5<5;<5smeN3 L m,sz
= —kp Z Z[ —n lnl n())+n()ln( nﬁf))]
—5<5;<5 meN3 )

5.2.2 Korrektur zum klassischen Grenzfall

Fur hohe Temperaturen darf man annehmen, dass die thermische Besetzungs-
zahln | ( F) klein gegen 1 ist, d.h. e (éms2=#) > 1 fiir alle Sétze von Quantenzahlen
(m,s ) Dann gilt fur genugend hohe Temperaturen die Reihenentwicklung

QBF)  _ +kpT Z Z ln(l ;e_ﬁ(gm&_/‘)) (5.100)
—5<5;<smelN3
1 i 2
= —kBT ( 5msz - [e_ﬁ(ém,sz_ﬂ):l —)
PRI S

Der Einfachheit halber betrachten wir ein bzgl. des Spin der Teilchen entartetes
System:

hz TC 2 2

= — = 5.101

ms. = 3 (1) I (5.101)
|m|2 = m§+m§+m§

m, € INfiraexy,z}.
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Im thermodynamischen Limes ersetzen wir die Summation uber die Quanten-
zahlen m € IN® durch ein Integral. Wir erhalten

1\3 4 ) o H22 1 _pp(H2K%_
Q<B,F>:_kBT.(25+1)(;) ?”J dkkzle o5 ”)ize 2455 ")l (5.102)
0

— _(kgT)3 V] (25+ 1)( A )2(eﬁu+ﬂ+,__)‘

21th? T 4\2
Die Teilchenzahl (jetzt bei hohen Temperaturen) folgt hieraus zu
3
dQBF) T. 2 2pp
N=- Cvias+ R ma) (e 0L ) (5.103)
oy 271th? 22
Mit der thermischen de-Broglie Wellenldange
1
2rch? \?
Ar = | ———= 5.104
e (5.104)

hZ 2
(5757

schreiben wir dies um zu

2s+1 2pp
N = V=2 (eﬁf*ie—+...). (5.105)
A3 22

Damit

2Bu
ePrr el 4
V2

P|V| = —Q(B’F):(kBT)-N' o o (5.1006)
e _2\—5
1222
— kpT-N.—22,
1+ﬂ
Wi

Aus der Sackur-Tetrode Gleichung wissen wir, dass das chemische Potential p
eines idealen Gases fur gentigend hohe Temperatur negativ ist, d.h.

Pl <« 1. (5.107)
Somit folgt dann
1+ B
LSS - (5.108)
1+ 42
2V2
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Schliefslich

ePH
P|\V|=kgT-N (1+4\/§+...). (5.109)
Der zweite Term in der Klammer liefert eine Korrektur zur thermischen Zu-
standsgleichung des klassischen idealen Gases aufgrund der Quantenstatis-
tik. Fur Bosonen ist der Druck demnach kleiner als beim klassischen idealen
Gas, fur Fermionen hingegen ist der Druck grofler. Die Korrekturen am klas-
sischen idealen Gasgesetz rithren von quantenmechanischen Effekten her, u.z.
vom Pauli-Prinzip.

Die kalorische Zustandsgleichung folgt als Erwartungswert des Hamilton-
Operators. Die entsprechenden Integrationen konnen wir uns jedoch sparen,
wenn wir den Virial-Satz (2.137) verwenden:

E=2p|V|=2ksT N P (5.110)
—2 —2B 4\/5 A B .

5.2.3 Fluktuationen der Besetzungszahl im Quantengas

Wir betrachten noch die Schwankungsquadrate der Besetzungszahlen <ﬁms >GK

im Bose-Gas und im Fermi-Gas. Allgemein gilt

70 )
a€m5 - <nm,sz>GK (5.111)
2°Q A )
_kBT 861211 5, - <n1112,sz>GK - <nm,sz>zK :

Demnach ist das Schwankungsquadrat der Besetzungszahl <ﬁms > im Bose-Gas
gegeben zu

2 22Q)(B)
(n2 ). —(n ) = -kgT (5.112)
m,sz [ GK m,sz [ GK aggns
on (B)
= —kpT—2%=
B dem,s,

= n (B)(l +n (B)).

m m,sy

Je grofer die Anzahl an Bosonen im Zustand ¢y, s, desto grofler das Schwan-
kungsquadrat.
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5.3 Das ideale Bose-Gas

Das Schwankungsquadrat der Besetzungszahl <ﬁms > im Fermi-Gas ist dage-
gen immer eine kleine Grofle

20 (F)
<ﬁmz,sz>GK_<ﬁm,sz>i;K = _kBTaa;z) (5113)
m,s,
onl?
T
= 0 P(1-n D).

5.3 Das ideale Bose-Gas

Wir betrachten ein Bose Gas bestehend aus einer fixen Anzahl N von Atomen
der Masse m, mit Spin s = 0. In einem Kasten mit Volumen |V| = L? nimmt die
kinetische Energie eines einzelnen Atoms dann die folgenden Werte an

h o (m\?o, 2, 2
Em = %(f) (mx+my+mz) (5.114)

m, € INfirae{xy,z.

Bei gentigend hohen Temperaturen geht das Bose-Gas in ein ideales klassisches
Gas uiber. Insbesondere ist das chemische Potential y eines Bose-Gases bei ho-
hen Temperaturen negativ, vergl. (3.210). Allgemein ergibt sich die Tempera-
turabhangigkeit des chemischen Potential y(T) der Atome im Kasten aus der
Forderung

| 1
N= ) s (5.115)
melN3
1
P =T

Damit dieser Ausdruck Sinn macht, ist zu fordern

p(T) < min e = &, (5.116)

melN3

In der von uns betrachteten Kastengeometrie gilt

m, = (1,1,1) (5.117)
1"12 2
Em. = _(E) x 3.
0 2mA L
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5 Ideale Quantengase

Fur L — oo ist & = 0, demnach gilt y < 0 im thermodynamischen Limes.
Sei T eine kritische Temperatur, so dass gilt

u(T) < Ofiir T>T, (5.118)
li T) = 0.
i ()
Dann gilt fur gy = kBI_TO die Bestimmungsgleichung

| 1

meN3

Wie bereits mehrfach erfolgreich erprobt approximieren wir die Summe durch
ein Integral:

1
v - f P L (5.120)
]R.?. eﬁogm—]_
A (L\3 (% 1
_ ?(%)j dk k> ETERNIR
0 exp (ol ) -1
Die Substitution 52)2
_ 5.121
s ﬁO2mA ( )
liefert
2makpT,
K o= s % (5.122)

dS 2mAkBT0

2\/5. h?
2
ds 2m kgl 2makp T,
2 / AKBlg [2makply
kK= = 2\/5' h2 (\/E T]

3
1/(2 knTh\?2
_ _(M) gs sk

dk =

2 h?

Also folgt fiir vorgegebene Teilchenzahl N im Volumen |V| = L3 eine Bestim-
mungsgleichung fur die gesuchte kritische Temperatur T, zu

3 1
4t (L\3 1 (2mukpTy\2 ((©, s2
N=—I|—) =|—— d . 5.123
8 (n) 2( h? L o1 ( )
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5.3 Das ideale Bose-Gas

Das Integral lasst sich wieder mit Hilfe der Riemannschen Zetafunktion und
der Gammafunktion explizit berechnen:

1

) L ) L
J ds——_ = j ds>2¢ (5.124)
0 65—1 0 1—6_5

Also folgt mit |V| = L3 und der thermischen de Broglie Wellenlinge Ar, siehe
(5.104), das Ergebnis

% _ 4”(%)31(471@)35(3)ﬂ (5.125)

Demnach hangt die kritische Temperatur Tj, bei der das chemische Potential

den Wert Null annimmt, von der Teilchendichte |N7| ab wie folgt:

kpTy= ——— x —

2
21 W2 (N \3
(|V|) . (5.126)

N

Bei einer gegebenen (fixen) Teilchendichte % lasst sich, beginnend bei hohen

Temperaturen T und negativem chemischen Potential y(T) < 0, dann die Tem-
peratur absenken, bis schliefllich der kritische Wert T = T, erreicht wird, bei
dem das chemische Potential den Wert p(T) = 0 annimmt.
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5 Ideale Quantengase

Zu klaren bleibt, was im Temperaturbereich T < T, geschieht. Dazu betrach-
ten wir die Ausgangsgleichung (5.115). Wir erkennen, dass fiur u(T) = 0 die

Besetzungszahl ”n(f,)sz im Grundzustand my = (1,1,1) mit Einteilchenenergie

€m, makroskopisch grofle Werte proportional zur Teilchenzahl annimmt. Das

heiflt, die Summe } .3 nn(fzi uber die Quantenzahlen m in Gl.(5.115) muss

sorgfaltiger berechnet werden! Fiir eine makroskopisch grofie Besetzungszahl
nn(lfl > 1 des Grundzustands m, im Temperaturbereich 0 < T < T, kann der

Wert der Summe nicht einfach durch das Integral fmem3 d3m nn(lil approximiert

werden, da der Beitrag des Grundzustands m, zur Summe sonst nicht richtig
bertcksichtigt wird.

Wir schreiben deshalb im betreffenden Temperaturintervall

0 < T<T, (5.127)
u(T) = 0
N = Ny+N.
1
N> - Z ePem — 1
melN3
Em>Em
Ny = N-N..

Hier ist N5 = N5(T) die Anzahl der Atome mit Energie &y > ¢, , wiahrend
Ny = No(T) die Anzahl der Atome im Grundzustand my = (1,1,1) ist. Da die
Besetzungszahlen fur die angeregten Atome mit m = m lediglich o(1) sind, dur-
fen wir fur 0 < T < T; ohne wesentlichen Fehler die Summe N, wieder durch
ein Integral approximieren:

0 < T<T, (5.128)
1
N> - Z ePem — 1
melN3
Em>Em,)

= d>m L
R3 e/’)em—l'

Die Rechnung fir N ist gleichlautend mit derjenigen fiir T = T, wie wir sie in
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5.3 Das ideale Bose-Gas

(5.125) bereits durchgefiithrt haben. Somit

0 < T<T, (5.129)
3\ V|
A&(T) = C(E)Z?
) (E)Mﬁo
2 /\%0 A3
T\>
= N-[—] .
(To)

Demnach ist die Anzahl N der Teilchen im Grundzustand m bei der selben
Temperatur T gegeben durch die komplementare Teilchenzahl

0 < T<T, (5.130)
T 2

1-|—
(To)

Die Anzahl N der Bose Atome im Grundzustand nimmt also zu wenn die Tem-
peratur abnimmt. Diesen Vorgang bezeichnet man als Bose-Einstein-Kondensa-
tion. Bei T = 0 befinden sich dann alle Atome im Grundzustand.

Ny(T)

N-N.(T)=N-

Im Temperaturintervall 0 < T < T, tragen die Teilchen im Grundzustand m,
zur gesamten Energie E des Systems (im thermodynamischen Limes) nicht bei:

E = Z T (5.131)

melN3
€m>€m,

= Bm—m
IR?r ePem — 1
h2k?

3 0
_ 4_”(£)f 1Y LY S—
8 TC 0 exp( M)_l

ZmA

Die Substitution

h2k?
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5 Ideale Quantengase

liefert
2mAkBT
R
ds 2makgT
dk = .
24/s h2
4
ds 2makpT 2makpT
4 _ . Akpl [ AKB
= %(2m2§BT)2d553
Also
E:%q
8

Wir berechnen

Folglich gilt fur T < T

3

V] [2mpkgT \? (5) (5)
Seol e I AR P AP

3
4 makgT \? (5)3
472 4m 27th? kT -C 2 4\/%

3
3 V| 3 (mukgT\? (5)
S LS TS kpT-C(2

16(n)§( ) ( a2 | kL¢3

(5.133)

(5.134)

(5.135)

(5.136)

190



5.3 Das ideale Bose-Gas

5\|V]|
E)A—;kﬂ
3C(3)IVIC(3) A3,
Ec(%) /\:9}0 /\_?}B'

Aber es gilt laut Definition der kritischen Temperatur Tj, siehe (5.125), die Re-

lation

Demnach

vIc(s) _

(5.137)

0 < T<T, (5.138)

T 2

Fir den Druck P erhalten wir unter Verwendung des Virialsatzes (2.137) und
unter Beachtung von (5.137) das Ergebnis

0

P

< T<T, (5.139)

2E 23C(3) N A3

VI 32 ()i 4
5\ kgT

= C(_)B_3
2 ,\T

(S)kBT/\%O

2

/\3T0 A3

B C(S)kBTO(T)g
= ¢(3) =2+ -
2) 33 \To
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5 Ideale Quantengase

Der Druck steigt demnach proportional zu T3 an. Erstaunlicherweise ist der
Druck des idealen Bose Gases im Intervall 0 < T < T jedoch unabhingig von
der Dichte |N7|! Das System setzt einer Volumenverringerung keinen Widerstand
entgegen. Bei einer Volumenverringerung werden einfach mehr Teilchen in den
Grundzustand gedrangt.

Die Warmekapazitat Cy des idealen Bose Gases bei tiefen Temperaturen ist

dann gegeben zu

0 < T<T (5.140)
JE T\?
o = (55, s wn )
=0.770x3

Fur T = T, ist demnach die Warmekapazitat des einatomigen idealen Bose
Gases deutlich grofler als der klassische Wert %kBN, der erst fur T > T, erreicht
wird. Wie ist der Verlauf von Cy, als Funktion der Temperatur fiir T > T; ? Dazu
miussen wir zuerst die Temperaturabhangigkeit des chemischen Potentials y =
u(T) fur T > Tj ermitteln. Unterhalb von Tj ist u(T) = 0, oberhalb von Tj ist
p <0, aber |]4| < kgTy fur T — Ty < Ty. Dann schreiben wir

1
N = 7 —— 5.141
Zw oBem1) _ 1 (5.141)
me
1 1 1
B Z eﬂ(“?m_l‘) -1 + Z eﬁgm -1 B Z e[)’em -1
melN3 melN3 melN3
=0
1 1 1
- Z’ ePem — 1 " Z eBlem—p) _ 1 Bl Z ePem — 1
melN3 melN3 melN3

ePém (1 - e‘ﬁ")

1
- Z ePem — 1 " Z3 (e/”(gm_ﬂ) — 1)(@ﬁ£m — 1)

melN3 melN

Es gilt aber, da fur T > Tj keine makroskopische Besetzung von Einteilchenzu-
stainden vorliegt:

T > T, (5.142)

3

1 1 T \?

Y - [ =N (1)
ePtm — 1 R3 ePem — 1 To

meN3
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5.3 Das ideale Bose-Gas

Also erhalten wir fur das chemische Potential 4 (T) die Bestimmungsgleichung

T >

N =

To

N -

N .

(5.143)
ePém (1 - e‘ﬁ")

%
+J d3m
R? (elg(

3
2 A4r (L

3 (o]
+—(—)j dk K2

3 3
2 471(L)31(
+_ _ p— [

)]
exp P21~
piu)=1][exp (357) 1]
es(l —e‘ﬁ")

) J; & Sz(es‘ﬁl‘—l)(es ~1)

Der Hauptbeitrag zum Integral kommt aus der Umgebung 0 < s < 1. Dann folgt
unter Beachtung von y <0 und f |;4| < 1 fur T nahe Tj:

Demnach

oo

C

0
oo

C

0
)

C

0

o) 65(1 —e‘ﬁ")
(es‘ﬁl‘ - 1)(65 -1)
Br
(s=Bu Vs
willd
(5 Blw]) Vs

(5.144)

ds

ds

= —myBlu

3
T \2
3
2

'\
- N- _

(5.145)

A (L\3 1 (2mksT\?
) 5] il

3
\%4 3 (makgT \?
E(zm)z( k) Joln

12

1
2 V|— .

In einem Temperaturbereich knapp oberhalb T ist |;4| = |;4(T)| so klein, dass
wir nahern dirfen

1 (k@] 1 ||k
v\ & 3\ kT

(5.146)
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5 Ideale Quantengase

Also erhalten wir

(T N-A3 1
ksTy VI 2vm

T\3
(To) —1]. (5.147)

Dies formen wir unter Beachtung von (5.137) um zu

T (3 _T\?
|’;;T0)| _ 25/%)[ 1+TTOT°) 1 (5.148)
)] r-n)_ ]
|u(T)| 2\/% kpTo (1+ T 0) —1} .

Demnach strebt das chemische Potential y(T) als Funktion der Temperatur fir
T — Ty quadratisch gegen Null:

Ty < T (5.149)

Il
[
—
N
N
—
\O
X
b
o~
S3
———

Wir berechnen jetzt noch wie in der Umgebung der kritischen Temperatur T
die Energie E von der Temperatur T abhangt:

&€
E = E(T)= — (5.150)
mg\f3 ePlem=i) —1
Em 1 1 ]
mgxﬁ efim 1 m;s " [eﬁ(gm_”) -1 efm—1

3 Em 3 1 1 ]
fmzd " oo 1 +Lid e

gmeﬁsm (1 _ e—ﬁl‘)
E(T,p=0)+ JIR% d>m [emsm—m _ 1] [eﬁfm ~ 1]'
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5.3 Das ideale Bose-Gas

Nahe T gilt aber |[3’;4| < 1. Also

0 < T—To < To (5151)
1= = purol(pp’]
Bem (1 — g=BH Bem .
€ ( € ) _ e ﬁluz'i‘o[(ﬁ]/l)z]

[ebem ) —1][ePem—1]  (ePem—1)

Dann folgt nahe T

0 < T—T0<<TO (5152)
Bém .
E = E(T):E(T,y:O)+J‘ P Em " PR
R? (eﬁgm—l)
o 5 1
- E(T,]/t 0)_I’tﬁa/3J]‘Ri eﬁem_1+
3
% T \?
0 T \?
= E(T,'I/l—O)-l-‘M Tﬁ N(FO) +..
3 T 2

3
Vor einem Faktor y(T) o (T — Ty)? ist in fithrender Ordnung (Tlo)z =1. Also gilt
fir Temperaturen T nahe T, die asymptotische Naherung

T-T, < T (5.153)
E(T) = E(T,p=0)+3N-u(T) firT>T,
~ |E(T,u=0) fur T < T,
5 5
3C13 T3
E(T,]/IZO) = E (3)NkB—3
c(3) T}

Die Warmekapazitiat Cy(T) des idealen Bose-Gases hat als Funktion der Tem-
peratur bei T = T, offensichtlich einen Knick, d.h. die Ableitung der Warmeka-
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5 Ideale Quantengase

pazitat Cy(T) weist dort einen Sprung auf:

dCy(T)  O*E(T,u=0) 45C(3) Nkg

MR Tar T T arr sc) T 5-154)
~ Nk
= 2.8885: To
2E(T,p = 2u(T
lim ACv(T) _ FE(T,p=0) 3, 0°p(T)
To15 AT JT? 27 oT?
2
45C() 3C(3)) 3 | Nk
Nk
= -0.77726- To

Dies ist ein Hinweis darauf, dass bei T = T ein Phaseniibergang vorliegt.

Eine numerische Rechnung bestatigt unsere analytischen Ergebnisse. Eine ge-
eignete Bestimmungsgleichung fiir das chemische Potential y(T) als Funktion
der Temperatur erhalten wir durch Quotientenbildung, da die Teilchenzahl bei
jeder Temperatur T (selbstverstandlich!) den gleichen Wert hat. Bei der Tempe-
ratur Ty ist z = e PHT0) = 1. Also

T > T, (5.155)

1 2mAkB )
7( fo zes ze5—1

)
P () [ as

Hier bezeichnet Li(#,z) den sog. Polylogarithmus:

o j
Li(nz)=) —. (5.156)
=

Fur vorgebenes Verhaltnis TLO > 1 berechnet man zuerst z = e P* aus der Forde-
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rung

[Sl[e8)

(%)
¢(3)

und dann den gesuchten Wert des chemischen Potentials:

Ll(i i) 1, (5.157)

T
To

i
e
kg Ty To ne

> 1 (5.158)

Ist das chemische Potential y(T) als Funktion der Temperatur fur T > T be-
kannt, findet man die innere Energie des Systems durch Einsetzen:

. (5.159)
E o Tuevgmt _ F () B () dssts
Vo Dmeommi () () st
= kBT.M_kBTO TLi(33)
Jasst, PG

Hieraus erhalten wir durch Ableiten nach T die Warmekapazitat Cy(T) = (%)V N

Der Verlauf der numerisch berechneten Kurven E(T) und Cy(T) ist in Abbil-

dung 5.3 dargestellt. Klar zu erkennen ist der Sprung in der Ableitung diTCV(T)

bei T = T, in volliger Ubereinstimmung mit unseren analytischen Resultaten.
Betrachten wir die folgende Tabelle fiir die Isotopen des Edelgases Helium.

Isotop Proton Neutron Elektron Gesamtspin
‘He 2 mit Spin T] 2 mit Spin T 2 mit Spin T] 0
SHe 2 mitSpin T/ 1 mitSpin T oder | 2 mitSpin T| %
Der Atomkern besteht aus zwei Protonen und einem bzw. zwei Neutronen, die
Elektronenhiille besteht aus zwei Elektronen im 1s Zustand. Demnach ist *He
bei niedriger Energie ein (zusammengesetztes) Boseteilchen, wihrend 3He auf-
grund des nicht verschwindenden Kernspins ein (zusammengesetztes) Fermion
ist. Dies bedeutet unterschiedliche Statistik fiir *He- und fiir >He-Atome. Bei
gentigend hohen Temperaturen ist die thermische de-Broglie Wellenlange Ap
sowohl fir *He- als auch fiir *He-Atome sehr klein und es liegt dann jeweils ein
klassisches ideales Gas vor.
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4
3
2L
1k

T

| P

0.5 1.0 15 2.0 25 30 T,

Abbildung 5.3: Temperaturabhangigkeit der inneren Energie und Warmekapa-
zitat im Bosegas
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5.4 Das ideale Fermi Gas

Fiir “He gilt die Bose-Statistik. Das Auftreten der suprafliissigen Phase des
“He bei T = T) = 2.17 K wird oft als eine Art Bose-Einstein-Kondensation ge-
deutet. Ein makroskopischer Anteil aller *He Atome besetzt fiir T < Ty densel-
ben Quantenzustand, d.h. die Atome, die in diesen Grundzustand kondensiert
sind, werden durch eine einzige makroskopische Wellenfunktion beschrieben.
Aufgrund einer starken Wechselwirkung zwischen den “He-Atome befinden sich
bei T = 0 allerdings nur 8% der Atome im Grundzustand, wahrend es bei der
Bose-Einstein-Kondensation des idealen Gases ja 100% sind. Die Warmekapazi-
tit des fliissigen “He weist bei der kritischen Temperatur T = T, eine (beidseiti-
ge) logarithmische Singularitat auf, verhalt sich also ebenfalls signifikant anders
als beim idealen Bose-Gas.

Fiir 3He gilt die Fermi-Dirac-Statistik, weshalb fur 3He-Atome eine Bose-
Einstein-Kondensation eigentlich nicht zu erwarten ist. Dennoch beobachtet
man auch bei *He suprafluide Eigenschaften, allerdings erst bei sehr tiefen
Temperaturen unterhalb von T, = 2.7 x1073 K. Die Erklirung fiir dieses Pha-
nomen ist eine (schwache) anziehende Wechselwirkung zwischen zwei >He-
Atomen mit parallel eingestelltem Spin, was (in Analogie zur BCS-Theorie der
Supraleitung) zur Bildung von Cooper-Paaren mit Paarspin S = 1 fithrt. Zwei
Fermionen, die sich aufgrund der Wechselwirkung zu einer Art Bose-Molekiil
binden, konnen so bei Temperaturen unterhalb der Bindungsenergie die Re-
striktionen des Pauli-Prinzips fir Fermionen vermeiden.

5.4 Das ideale Fermi Gas

Das Fermi Gas ist ein wichtiger Bestandteil in der Theorie des fliissigen >He,
in der Theorie der Metalle und Halbleiter, in der Theorie des Atomkerns sowie
der Theorie der weiflen Zwerge und der Neutronensterne in der Astrophysik.
Die Verteilungsfunktion fiir (freie) Fermionen ist

1
n=— — (5.160)
. elg(sm,sz_.u) +1

Analog zur Vorgehensweise fiir Bosonen berechnen wir jetzt das chemische Po-
tential y(T) fiir Fermionen aus der Forderung

! 1
N = Z Zm (5.161)

—5<5,<SmeN3

1
Pt
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In Abwesenheit eines Magnetfelds sind die Einteilchen-Energieniveaus &p,,
bzgl. des Spin (25 + 1)-fach entartet

-5 < 5,<s (5.162)

h? (72 2 2 2
Emys, = Em:_ZmA(f) (mx+my+mz)

m, € INfuraelixy,z}.

In dem Fall erhalten wir mit einem Entartungsfaktor

g = 2s+1 (5.163)

1
= 2f = —
g rs =2

die Relation )
N=g —_— (5.164)
m;\rta elg(ém 2] +1

Wieder ersetzen wir (im thermodynamischen Limes) die Summation uber dis-
krete Einteilchen-Energieniveaus ¢, durch eine Integration und erhalten

L AN P 1
N=g-= (n) J; dk k e AT (5.165)

Mit |V| = L3 und der Substitution

h2k?
e=o— (5.166)

A

folgt dann
3
mew°” Ve

==——— _. 5.167
N=ta\T2 ) |, “aeni (5.167)

Fur die Energie E des Fermi-Gases erhalten wir

€ »Sz
Z Z —eﬁ(gmz_;)ﬂ (5.168)

—5<5,<SmeN3

= 8) oBlem1) 4 1

melN3

_ g|V|(2mA)g Oodg e?
T o4z \ 2 o ePlem 1’

E
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5.4 Das ideale Fermi Gas

ideal es klassisches Gas

Abbildung 5.4: Temperaturabhangigkeit des chemischen Potentials
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f(e,T)

|
" €/ep

Abbildung 5.5: Fermi-Verteilungsfunktion fiir verschiedene Temperaturen

Fiir hohe Temperaturen ist e ## > 1 und das chemische Potential y(T) des
Fermi-Gases nahert sich (von oben) dem klassischen Grenzfall, siehe Abbil-
dung 5.4. Mit sinkender Temperatur ist zwar zunachst p(T) < 0 , weicht aber
immer starker vom Temperaturverlauf des chemischen Potentials fur ein klas-
sisches ideales Gas ab. Bei einer bestimmten Temperatur T, wird u(T;) = 0,
und fur T < Ty wird p(T) positiv! Bei Anndherung an T = 0 geht die Fermi-

Verteilungsfunktion
1

floT)= (5.169)
in eine Stufenfunktion uber
0 farx>0,
%in})f(x, T)=0g(—x) = % fur x =0, (5.170)
1 furx<DO.

Siehe Abbildung 5.5.

Dieses Verhalten ist anschaulich damit verknuipft, dass bei T = 0 alle Einteilchen-
Energieniveaus besetzt sind, bis zu einer maximalen Energie ¢, die von der
Teilchenzahl N und vom Volumen |V| abhangt. Diese Energie heif$t die Fermi-
Energie ¢r und ist positiv. Fligt man dem System ein weiteres Teilchen hinzu,
muss mindestens die Fermi-Energie ¢r aufgewendet werden, d.h. das chemi-
sche Potential eines Fermi-Gases bei T = 0 ist gleich der Fermi-Energie

%irrby(T):€F>O. (5.171)
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Wir erhaltenfur T — 0

glVl(ZmA)z. r" Ve
N = =—=|—"] 1 de———— 172
a2 2 | 120 0 el 11 (5.172)
3 .
_ 8lVI2maN2 (F
B 4712( hZ 0 de\/g
_ glVizmayi2
- 47{2( h? ) §(€F)
Somit
6r2\} #2 (N \3
li T)=¢r=—| — (=] - 1
lim j(T) = ¢ (g ) zmA(m) (5.173)
Mit
h2k?
= — 174
I3 2t (5 )
erhalt man den Radius kr der Fermikugel zu
1
6n2N)3
kp={——] . 5.175
' ( g IVl (>179)

Je groSer die Dichte des Fermi-Gases, desto grofier der Fermi-Wellenzahlvektor
kg.
Die Energie des Systems bei T = 0 folgt nach dem Gesagten zu

3
gV 2mad (s
EO = %“ILI})E(T)_T#(W) . d€€2 (5176)

_ glvi (2mA)g 2 )}
T e\ 2 ) 5
3
= N.—e¢p.
5°F
Nach dem Virialsatz ist der Druck P gegeben zu

2
P|V|=E. (5.177)

Somit existiert in einem Fermi-Gas fir T — 0 ein endlich grofler Druck!

lim P(T) = Iim E(T 17
HmP(T) =z lim E(T) (5.178)
_ 2N,
I

2 67'(2% W2 (N ;
- E(?) 2mA(M) .
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5 Ideale Quantengase

Der Grund hierfur ist das Pauli-Prinzip.

Die Sommerfeld-Entwicklung Wir diskutieren das Verhalten von Erwartungs-
werten der Form

C(wT)= ) M (5.179)

melN3 eﬁ(em,sz_ﬂ) + 1

bei tiefen Temperaturen kzyT < ep. Hier sei F (em’sz) eine Funktion, die von den
Quantenzahlen m, s, nur mittelbar iiber die Einteilchenenergie ¢y, ; abhangt.
Wir definieren dann die Zustandsdichte (pro Spin) zu

N (e) = Z 5(¢ = £m,s,)- (5.180)
melN3

Fur die oben angegebene Dispersionsrelation &y, ¢ fir Teilchen der Masse 11,4 in
einem Kasten mit Volumen |V| = L? ist die Zustandsdichte (pro Spin) in D = 3
Dimensionen gegeben zu

N(e) = L3d3m 5(e= em,s,) (5.181)

[l
= )
8]
QU
w
2
%
—
™M
|
iy =+
S
——
=1
~—
N
—_——
2
=N
+
2
=N
+
2
NN
~—
| S

3 2 2
(5) f 23k 6(€—h Ik )
TC IRi ZmA

3 o) 2 2
(E) 4_nj dkk25(€_M)
TC 8 0 2mA

\4 (2mA )3 Ve fire>o,

42\ h? 0 fure<o.

Die im folgenden vorgetragenen Uberlegungen diirfen aber grofere Allgemein-
heit beanspruchen. Sie gelten z.B. auch fir Zustandsdichten wie sie aus einer
Bandstrukturrechnung folgen.

Mit
f(x,T) = L (5.182)
ePX+1
0 farx>0,
f(x,0) = Oy(-x)={% firx=0,
1 farx<DO.
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5.4 Das ideale Fermi Gas

f(e,T)—f(€,0)

04

0.2

-3 -2 -1 I 2 3 4 €/€r

,04 -

Abbildung 5.6: Sommerfeld Differenzfunktion

folgt dann fur I' (p, T) die Integraldarstellung

F(y,T):foo de N(e)F(e)f(e—uT). (5.183)
Wir schreiben jetzt
N (e)F(e)=y(e). (5.184)
Also ©
I“(y,T):J: dey(e)f(e—pnT). (5.185)

Fur tiefe Temperaturen kgT < ¢ berechnen wir nun I' (¢, T) mit der Methode
von Sommerfeld. Dazu schreiben wir

P D)= [ dey@fte-pors | dey@Ife-mT)-fe-p0). (5186

—00 —00

Das erste Integral erstreckt sich nur bis ¢ = y. Der Hauptbeitrag zum zwei-
ten Integral stammt aus der Umgebung von ¢ — y ~ 0, sieche Abbildung 5.6.
Fur |e - /,t| > kpT fallt der Integrand exponential schnell ab. Vor einem Faktor
[f(e—u, T)— f (e — u,0)] entwickeln wir die (in der Umgebung ¢ — p ~ 0 als glatt
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5 Ideale Quantengase

angenommene) Funktion y (¢) um die Stelle € = p in eine Taylor-Reihe

(e p)° (e = p)°
y(e) =y (0 + (e =y 0+ 5y D+ 5y (5187)
Dann folgt mit exponentiell kleinem Fehler
J[fodey (o)
7 (W
(4 T)= +(e =)y (p) . (5.188)
sladel [fle=pT)=f (e~ 0)]
+ -7 (1)
e—u)3
i + 31!1) YO () +
Wir beobachten
1 1
;T - ;T = 5189
FED+f(0T) = b (5.189)
3 1 . eP*
ePr+1  ePr+1

= 1.
Alsoist [f (x,T)— f (x,0)] eine ungerade Funktion von x, d.h.

f(=xT)= f(=x,0)=~=[f (x,T) - f (x,0)]. (5.190)

Offensichtlich liefern dann nur die ungeraden Potenzen der Variablen (¢ — ) einen
Beitrag zum Integral

[odey(e)
F(IM, T) - o] (E— )3
# 7, de (=W 0+ SO G+ (6= 1 T) = f (e = 0 0)
(5.191)
Wir substituieren ¢’ = ¢ — y und erhalten
[fdey ()
I'(p,T)= . (5.192)

_l_J_o:odE/ [817/(1)(‘”)_'_ (63")37/(3) (l’l)+'--:|[f(e’;T)—f(E/,O)]
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5.4 Das ideale Fermi Gas

Da der Integrand insgesamt eine gerade Funktion von ¢’ ist folgt sofort

[F dey(e)
[(p,T)=

© ., ,1, ¢)? , ,
#2[7de’ [y 0+ Sy 0+ |IF (€0 T) - 0
(5.193)
Aber es gilt f (¢/,0) = 0 fiir ¢’ > 0. Demnach erhalten wir fur tiefe Temperaturen
die Darstellung

[P dey(e)

+[2f7dere f (e, )]y D (w)
T (4 T)= (5.194)

HZ [ de (@) £, )]y ()

+...

U knT 4
:f dey(e)+2(kBT)2c17/(1)(;4)+( 33) c373)(

—00

Wir berechnen noch die Koeffizienten ¢; und c3. Es gilt

5 00 L ) 5 0o ) & 00 s

c1=p Jo eefEe,T)= B L € BT J:) ST (5.195)
o) 1) n3 00 3

C3 — ﬁ4j d€'(€’)3f(€/, T) — /34J de, (8’) J\ dS S
0 0 0

1 eS+1°
Wir beobachten
1 2 1 2
- = - (5.196)
es—1 e-1 ee—1 (es=1)(es+1)
1
- woltw)
es—1 es+1
_ 1
e+ 1]

Eine Fermi-Verteilungsfunktion kann somit immer als Differenz zweier Bo-
se-Verteilungsfunktionen dargestellt werden! Wie schon vorher berechnen wir
jetzt die Integrale mit Hilfe der Riemannschen Zetafunktion.

o = fds ° (5.197)
0

es+1
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5 Ideale Quantengase

Ebenso

C3 =

7 J‘X’ ze ]
— dss
8].;‘ 0 J
7 v 1 J‘X’ -
8];’]4 0
—_—————
S~ —31

(5.198)
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5.4 Das ideale Fermi Gas

|
e~

- 6.

O I
S|

0
Es folgt die sog. Sommerfeld- Entwicklung:
2

M
rum)= [ dey(s T T 0+ T TP 0 ..

360

—00

(5.199)

Temperaturabhéangigkeit des chemischen Potentials Wir betrachten den
oben angegebenen Ausdruck (5.4) fur die Teilchenzahl. Mit Hilfe der Zustands-

dichte N (¢) (pro Spin) folgt dann

O, N
N = gfo & i1
g = 2s+1.

Dann liefert die Sommerfeld-Entwicklung mit der Funktion
glVl(2my
) v
d _ gV (2m A )2 1
de (€)= 2\ ) 2v/e

gN(e) =

sofort eine Bestimmungsgleichung fiir das chemische Potential y(T) :

VR e B |

Wir schreiben jetzt

W(T) = ep+6u(T)

1 T) = 0.
T11>1106;4( ) 0

Dann gilt fur tiefe Temperaturen kzT < € in guter Naherung
(kpT)* _ (ksT)*

Vi) Ve

Des weiteren

[S/[e)

=

[\S[eN)

(ep +0Op)

TS
+
3
N
=
+

(¢F) €F -

W W[IN WN

(5.200)

(5.201)

(5.202)

(5.203)

(5.204)

(5.205)
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5 Ideale Quantengase

Also
3 2
1 g|V] 2mA)2 2 3 g|V]| (ZmA)z n? (kgT)
N = 2+ — | ——| (Vepou+— +... 5.206
4n2( ) 3R e\ e FORT 10 Ve ( )
=N, berechnet fiir T=0 -0

Der zweite Term in dieser Gleichung muss identisch Null sein, da die Teilchen-
zahl N unabhangig von T ist. Also folgt in fithrender Ordnung

n? (kpT)*

omT)=-13 er

(5.207)

Damit erhalten wir die Temperaturabhangigkeit des chemischen Potentials fir

o . . . . . . 2j2 -
ein ideales Fermi-Gas (mit quadratischer Dispersionsrelation %) bei tiefen
Temperaturen zu

72 (kgT)?
u(T)=ep— 12 e

Fur Temperaturen kgT < ¢p ist es somit eine sehr gute Naherung, u(T) = ¢ zu
setzen. Fiir Metalle ist die Dichte & der Elektronen tatsichlich so groB, dass die

+ o[(kBT)4]. (5.208)

v
Fermi-Energie e = kgTr ~ kg x 10* K ist. Bevor so hohe Temperaturen in einem
Metall erreicht werden ist es schon verdampft! Es folgt, dass fur Metalle auch
bei ambienter Temperatur T ~ 300 K die Fermi-Statistik relevant ist. Elektro-
nen in Metallen sind hochentartete Quantensysteme, die sich einer klassischen
Beschreibung vollstandig entziehen.

Warmekapazitat Fir die innere Energie E eines Fermi-Gases bei der Tempe-
ratur T schreiben wir mit der Zustandsdichte (pro Spin)

B © Niee

Dann liefert die Sommerfeld-Entwicklung mit der Funktion

3
3 e2fure>0
V|2 €
y(e) = M(%)2 (5.210)
0fiure<0
d V| (2ms\2 3
Wy = %8 ( A) 2
voe) dey(g) 472 \ h? XZ\/E
sofort
3
Vi(2my\2[ (" n?
E(T) = %J(%)ZU de ed+ 2 (kyT)? \/—+ ] (5.211)
0
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5.5 Molekiilgase

. %(2@3 2 (ep + o)’ T (kaT) Ner v o+ ]

= %(%gé(gF)z(l+gi_g+ )+7%2(kBT)2 €p+ l
- %(2@ %:é(ep)g +[£p5y+%2(kBT)2:\/E+...

- %(%3%(@)3+—2 (ks T e +...

3
glVl(2may> — 1 2
Bo+ i (5) VR )
Mit der Zustandsdichte (pro Spin) an der Fermikante

3
V| (2ma\2
sV (5212)

schreiben wir dann fur die innere Energie bei tiefen Temperaturen

N (ep) =

E(T)= E0+g/\/(€p) (kB Y+ (5.213)
Offensichtlich steigt die Warmekapazitat des idealen Fermi-Gases im Entar-
tungsbereich kgT < ¢f linear mit der Temperatur an:

JE(T) 2
JoT

TC

= ?g/\/(ep)ké - T. (5.214)

Cv(T)= l
N,V

Bei tiefen Temperaturen tragen nur die Teilchen aus der Umgebung der Fermi-

Energie zur Warmekapazitat des Gases bei, da die Zahl der thermisch anregba-

ren Teilchen gegeben ist zu NV (ep)kgT. Bei hoher Temperatur T > Tr strebt die

Warmekapazitit Cy (T) des idealen Fermi-Gases gegen den klassischen Grenz-

3
wert 5Nkp.

5.5 Molekiilgase

Wir betrachten ein verdunntes ideales Gas, bestehend aus N identischen nicht
wechselwirkenden Molekulen. Zweiatomige Molekiile wie H,, D,, N,, O,, HCI
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5 Ideale Quantengase

usw. haben anschaulich die Gestalt einer Hantel. Die negative Ladungswolke,
entsprechend den stationaren Zustanden der gebundenen Elektronen, umhullt
zwei positiv geladenen Atomkerne A und B mit Masse m 4 und mp sowie Kern-
ladungszahl Z, und Zg. Die tiefliegenden Energie-Eigenwerte E solcher zwei-
atomigen Molekiils sind dann (im Rahmen der Born-Oppenheimer Naherung)
additiv aus funf Beitragen zusammengesetzt:

E=E + g 4 E"Y) 4 plrot) . pGspin) (5.215)

Entsprechend ist die Wellenfunktion eines einzelnen Molekiils ein Produktzu-
stand

v o= gy (5.216)
I:D(K) — (P(tr)(P(vib)(P(rot)(P(spin)‘
Die elektronische Wellenfunktion ¢(el) hangt von den Positionen D) @) r(ZatZp)

der Elektronen relativ zum Schwerpunkt des Molekiuls ab, ist aber auch noch
parametrisch vom Abstand |R(A) - R(B)| der Positionen R“und R(®) der Atom-

kerne A und B abhéingig Die molekulare Atomkernwellenfunktion 1K) hangt
Von den Positionen R‘4und R®) der Atomkerne und von den Kernspins I und

(B) ab. Im Niederenergiesektor des Molekiils ist 1»(X) ein Produkt, entsprechend
einem Separationsansatz fur Translations-, Vibrations-, Rotations- und Spin-

freiheitsgrade der Atomkerne des Molekiils.

Der grofite Beitrag Eéez) zur Energie E des Molekiils ist der attraktiven Cou-

lomb-Wechselwirkung zwischen Elektronen und den Atomkernen, der repul-

siven Coulomb-Wechselwirkung zwischen den Elektronen sowie der quanten-

mechanischen Austauschkraft geschuldet. Sei E(el

el)

die Energie der Elektronen

im Grundzustand, und sei E die Energie der Elektronen im ersten angereg-

el) (el
ten Zustand. Typischerweise ist T(¢!) = E) )kBEé ) > 10*[K], d.h. die Elektronen
des Molekiils befinden sich fiir T < T im Grundzustand und die Besetzung
von hoher angeregten elektronischen Zustanden ist fur zweiatomige Molekiile
bei derartigen Temperaturen extrem unwahrscheinlich.

Chemische Bindungen besitzen ein bestimmtes Mafl an Elastizitat, so dass
die bei der Rotation auftretenden Zentrifugalkrafte Vibrationsmoden anregen
konnen. Bei diesen handelt es sich um (quantisierte) Oszillationen der beiden
Atomkerne gegeneinander langs der Achse des Molekiuls. Unterhalb einer Tem-

(vib) L (vib)
i E; -E,
peratur T = k— <« T ist jedoch die Besetzung von héher angereg-

ten Osz1llat10nszustanden fur kleine Molekule unwahrscheinlich und nur der
Grundzustand ist besetzt. Der Tabelle entnehmen wir fir einige bekannte zwei-
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5.5 Molekiilgase

atomige Molekiile die Grofenordnungen fiir T(¢!), T(*0) ynd T (o),

Molekill TED[K] TWb[K] To)[K]

H, 129000 6140 85.4
D, 129000 4210 43
0, 11300 2239 2.1
N,  >10000 3352 2.9
HCl  >10000 4150 15.2

Fur Temperaturen T < 1000 [K] sind sowohl die elektronischen Freiheitsgrade
als auch die vibratorischen Freiheitsgrade von zweiatomigen Molekiile einge-
froren. Die Beschreibung der Rotationsfreiheitsgrade bei hinreichend niedrigen
Temperaturen kann dann entsprechend dem quantenmechanischen Modell des
starren Korpers erfolgen.

Bei grofleren Molekilen sind allerdings auf elastischen Ruckstellkraften be-
ruhende Vibrationen wie Knickschwingungen und Torsionsschwingungen mog-
lich, deren Frequenz so klein ist, dass zur Anregung der Schwingung kleine
thermische Energien ausreichen. In diesen Fallen tragen die Vibrationsfreiheits-
grade ebenfalls bereits bei Raumtemperatur zur Warmekapazitat bei.

Molekulares Tragheitsmoment Wir betrachten zwei Atome A und B mit Mas-
se my und mp. Der Gleichgewichtsabstand der beiden Atomkerne sei ry. Wir be-
trachten ein korperfestes kartesisches Koordinatensystem {u;,u,,us} und legen
die Verbindungslinie von A nach B entlang des Einheitsvektors us. Die Positi-
on des Schwerpunktes der beiden Atome liegt dann auf der Verbindungslinie
von A nach B. Vom Schwerpunkt R des Molekiils aus betrachtet findet sich die
Position von A bei R™) = r,u; und die Position von B bei R®) = —rgu; , wobei
naturlich gilt

A _ s (5.217)
4] my
ra+7rg = 7o

wobei ry der Gleichgewichtsabstand ist. Wir betrachten eine Drehachse fir die
Rotationen des Molekils, die senkrecht zur Verbindunglinie (Molekiilachse)
orientiert ist und auch durch den Schwerpunkt geht. Das Tragheitsmoment in
Bezug auf so eine Drehachse ist dann fur jedes Atom

®A = mArf‘ (5218)
®B = mBré
®J_ = ®A+®B'
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5 Ideale Quantengase

Aus obiger Gleichung (5.217) fur r4 und rp folgt

mp

Py o= —B (5.219)
my +mp
m
rg = —A ro.
my + mp

Damit folgt das Tragheitsmoment ©,; des Molekuls ausgedrickt durch den
Gleichgewichtsabstand r( zu

0, = mArj+mBr§

mAm%; + mBmi 5

2
(ma +mp)

_ mAmB(mB"'mA)rz

= 5 5

(my +mp)

mamp 5

= —ro
my + mp

= Mefr 15, (5.220)

Hier ist

1 1 1
=— 5 — (5.221)
meff ma mp

die effektive Masse des zweiatomigen Molekiils.

Spektrum des starren Rotators Ein starres zweiatomiges Molekul ist ein pro-
later (zigarrenformiger) symmetrischer Kreisel. Fur die spezielle Rotation um
die Molekiilachse entlang uj ist das Tragheitsmoment ©; extrem klein, wah-
rend die Tragheitsmomente ©, und ©; fur die beiden anderen Drehachsen ent-
lang u; und u; senkrecht zur Molekiilachse beide den gleichen Wert ® | haben.
Also

@3 < @2 = @1 = ®J_' (5222)
Es folgt fur den Hamilton-Operator der starren Drehbewegung eines zweia-

tomigen Molekiils mit Drehimpuls L im kirperfesten Koordinatensystem der
Ausdruck

$2 72,712
H(rot) L3 + L2 + Ll

(5.223)

214



5.5 Molekiilgase

Die kartesischen Komponenten des Bahndrehimpulses L = L,e, + ﬁyey +1Le,
bezogen auf den Schwerpunkt R des Molskils sind bekanntlich gegeben zu

L, = (RA?VR) (5.224)

[taltb]_ = iheabctc
a,b,c € {xv,z}.

Die Vertauschungsregeln fiir die korperfesten Komponenten L = L -uy, L, =
L-u,, [; =01 u;des Drehimpulses unterscheiden sich allerdings durch ein Mi-
nuszeichen (!) von den Standard-Vertauschungsregeln der kartesischen Kom-
ponenten des Drehimpulses im Laborkoordinatensystem. Der Grund dafur ist,
dass die drei orthogonalen Einheitsvektoren u;, u,, uz zur Beschreibung der
Orientierung des Molekiils selbst quantenmechanische Observablen sind, so
wie ja auch der Schwerpunkt R des Molekiuls eine Observable ist. Da die Kom-
ponenten (uj )b demnach Funktionen der Position des Schwerpunktes des Mo-

lekiils sind, gilt naturlich

[I:w(“j)b]_ = ih Z}eabc (uj)c (5.225)

ce{x,p,z
a,bc € {xv,z}
i € {1,2,3}.

Es folgen hieraus die folgenden Vertauschungsregeln fir die korperfesten Kom-
ponenten des Drehimpulses

[Lite] = Z [ﬁuo(uj)a,ﬁbo(uk)b]_ (5.226)

a,be{x,y,z}

) A

a,be{x,y,z) +I:a [(u‘)a;Lb S (uk)b]_

ih) . eubctc =ih}) . eabc(uk)c

= ) A

a,be{x,,z} +I:a[(u]')a,f:b] (uk)b+La[(uj)a,(uk)b]_Lb

— ~—
:_ihZcebac(uj)c =0
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A

€apcLe (uk)b (uj )u + ibeﬂbc (uk)c (uj)

- Y A

a

a,b,celx,y,z) —Ly€pqc (u] )c (uk)b
Za,b,ce{x,y,z} €ab(:I:c (ug)p (uj )a + Zu,c’,b’e{x,y,z} €ac’b’i‘c’ (ug)y (uj )a
= ih
- Za’,b,c’e{x,y,z} Lo€pew (uj )u’ (uk)b
Yo bcelxp.z) eabctc[(uk)b (uj)a — (i), (uj)u]
= ih =0
- Za,b,ce{x,y,z} Le€gpc (uj )u (ug)p

= —ih Z, Leeape(eq-u;)(ep - uy)
}

a,b,ce{x,y,z

Es sind {u;,u,,u3} orthogonale Einheitsvektoren im korperfesten System, so
wie {eX, ey, ez} im Laborkoordinatensystem eine Basis orthogonaler Einheitsvek-
toren sind. Somit gilt mit der Festlegung des Orientierungssinns

u; Au, = ug (5.227)
exNe, = e
dann auch
[i,j,ﬁk]_ = —ih Z gjkli‘l (5.228)
1e(1,2,3}

ikl e {1,2,3).

Das extra Minuszeichen bewirkt, dass ein vollstindiger Satz von kommutieren-
den Observablen fiir den rotierenden starren Korper (Kreisel) nun tatsachlich
nicht aus zwei, sondern aus drei verschiedenen Operatoren besteht. Diese sind
einmal das Quadrat des Drehimpulses

£2=12 412482 = (L) +(L-w) + (Lo us)’ (5.229)

sowie die Operatoren L, und L -uj :

[LL-us] = 0 (5.230)
[ﬁZ,I:,zc +ﬁ§+ﬁ§]_ =0
[Lous B2 +12412] = 0.
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5.5 Molekiilgase

Die simultanen Eigenfunktionen zu diesen drei Operatoren sind tibrigens die
Eigenfunktionen Df 73((p, 9, x) ={@,9, x|l 1,,13) des symmetrischen Kreisels. Es
gilt

P20, = K11+, 1) (5.231)
I:z |l1121l3> = hlzllrlyl3>

I, € {-,-1+1,...,1-1,1}

21+1 Quantenzahlen ,
izl 1, 15)
(L, —1+1,...,1-1,1).

I: - Uus |l, lz: l3>

I3

m

2/+1 Quantenzahlen I3

Aufgrund der Identitat (5.229) konnen wir den Hamilton-Operator des symme-
trischen Kreisels im korperfesten System umschreiben zu

glrot) L_% L+13
20, 20,
B ig(zé} _2(; )+IZ§+2I§+IZ%
3 1 1
( 1 B 1 )+ﬁ,% +I:}2)+I:§
20, 20, 20,

(5.232)

72
3

Demnach sind die Eigenwerte E;rljt) des symmetrischen Kreisels gegeben zu
(rot) _ 22 1 1\ R(l+1)
E, " =h"l - . 5.233
Lls 3 ( 20; 20, ) " T2e, (5:233)

Neben den Quantenzahlen I € INj sind die Eigenwerte El(;zt) noch von den kor-
perfesten Quantenzahlen I3 € {-I,- +1,...,1 - 1,1} abhadngig. Da die Eigenwerte
El(’rlzt) des symmetrischen Kreisels aber offensichtlich nicht von den raumfesten
Quantenzahlen I, € {-I,-I+1,...,I-1,1} abhangen, und zudem die Quanten-
zahl I3 in den Eigenwert E;;Zt) nur quadratisch eingeht, ist jeder Eigenwert El(’rlzt)

mit I3 # 0 tatsachlich 2 (2] + 1)-fach entartet!

Fur ein zweiatomiges Molekul ist das Tragheitsmoment @3 <« ©, aber so
klein, dass Quantenzahlen I3 # 0 eine extrem grof3e Rotationsenergie El(zzt) zur
Folge haben, so dass dieser Freiheitsgrad komplett ausgefroren ist. Wir setzen
(rot)
1,0

daher ohne weiteres /3 = 0. Die Rotationsenergie E, , ' im Niederenergiesektor
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I3 = 0 eines zweiatomigen Molekiils ist dann (2] + 1)-fach entartet:

(rot) _ hzl(l+1) — K T(rot)l(l+1)
Lo 20, B 2
(rot) _ h_2
kgT R
Absorbiert nun ein Molekil im Zustand | = 0 ein Photon (die Wellenlange
liegt typischerweise im fernen Infrarot), dann kann es nur auf den Zustand / = 1
angehoben werden. Die absorbierte Energie ist kgT("!). Befindet sich das Mole-
kil im Zustand I = 1, dann kann es auf | = 2 angehoben werden, die absorbierte
Energie ist 2kgT(""). Beim Ubergang von I = 2 auf I = 3 betrigt die absorbierte
Energie 3kzT"*") usw., d.h. ein Rotationsspektrum zeigt im allgemeinen eine
Folge dquidistanter Linien im Abstand von kzT (),

E (5.234)

Beitrag der Rotationsfreiheitsgrade zur Warmekapazitat flir heteronuklea-
res zweiatomiges Molekiilgas Es folgt fur die Zustandssumme der Rotati-
onsniveaus unter Berticksichtigung des Entartungsfaktors 2/ + 1 fiir ein hetero-
nukleares Molekul (zwei unterschiedliche Atome)

T [(1+1)

(rot) _ E -

z\" = (2l+1)expl T 5 l (5.235)
ZENO

Die zugehorige thermische Besetzungswahrscheinlichkeit fiir ein Rotationsni-

t) .
veau El(roo ) ist dann

exp [ 00 10+1)
o) = i 5.236
p 1,0 - Z(T’Ot) ( . )

I € No.

Fir eine Anzahl N solcher Molekiile in einem Volumen |V| folgt die kanonische
Zustandssumme der molekularen Rotationsniveaus zu

N
zy" =[] (5.237)

Der entsprechende Beitrag zur inneren Energie des Molekiulgases infolge der
Rotationsfreiheitsgrade ist in fithrender Ordnung bei tiefen Temperaturen ge-
geben zu

d (rot

1(rot)

E(“’t):—a—ﬁanK ) = 3Nk T 4. (5.238)
Hieraus erhalten wir die Temperaturabhangigkeit der Warmekapazitat zu
2
(rory _ OE("Y) TUoDN™ _gton
= = e 2
Cy 7 = 3Nkg(——| ¢ + (5.239)
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5.5 Molekiilgase

Beitrag der Rotationsfreiheitsgrade zur Warmekapazitat fiir homeonuklea-
res zweiatomiges Molekiilgas Bei Molekiilen mit zwei gleichen Atomen (ho-

meonukleare Molekiile) ist das Pauli-Prinzip zu berticksichtigen. Fiir halbzah-
ligen Kernspin I = #is mit s € {%, %, %,} sind die Atomkerne Fermionen, fir
ganzzahligen Kernspin I = fis mit s € {0,1,2,...} sind es Bosonen.

In der elementaren Theorie sind die Translationsfreiheitsgrade nur von der

Position des Schwerpunkts

_ mAR(A) + mBR(B)

my + mp

R (5.240)

der Atomkerne abhangig, die Vibrationseigenfunktionen sind eine Funktion
des Abstands |R(A) —R(Bﬁ und die Eigenfunktionen des Rotators sind von der
Orientierung des Einheitsvektors

AB) R —R(B)

n@B- = T2y (5.241)

und einem Drehwinkel y um die Achse u; abhangig, wodurch alle drei Ein-
heitsvektoren u;, u,, u; des korperfesten Koordinatensystem bestimmt sind:

(f)(tr) — q')(fr)(R(S)) (5.242)
A ¢(vib)(|R(A)_R(B)|)
U = " (@, 9, %).

Beschreiben wir die Orientierung von n?) in Kugelkoordinaten durch zwei

Winkel 9 und ¢, so gilt bei einer Vertauschung der Positionen der Kerne na-
tirlich n48) — —n4B) dh. ¢ - @+ 7 und 9 — 7 — 9. Unter Inversion ergibt
sich, dhnlich wie bei den Kugelflichenfunktionen, fir die Eigenfunktionen des
Rotators im Unterraum I3 = 0 die Symmetrie

(p+1,1—=9, x|l 1,15 = 0) = (=1) (e, 9, x|, 1,, 15 = 0). (5.243)
Da p(°) so wie ¢(*'?) und ¢"") gegeniiber Vertauschen der Positionen R und
R(B)der Atomkerne invariant sind, ist notwendig die Funktion ¢ ¢p(Pi") bei
Molekiilen, deren Atomkerne Fermionen sind, anti-symmetrisch bzgl. einer Ver-
tauschung von R™ und R®). Entsprechend ist die Funktion ¢("*)¢*P") bei Mo-
lekiilen, deren Atomkerne Bosonen sind, symmetrisch bzgl. einer Vertauschung
von R™ und R®),
Das Pauli-Prinzip schrankt demnach den Wertevorrat der moglichen Dre-
himpulsquantenzahlen / fiir Rotationseigenzustainde homeonuklearer Molekii-
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5 Ideale Quantengase

le auf gerade bzw. ungerade Werte | ein, je nachdem ob die zwei Atomkerne Bo-
sonen oder Fermionen sind, und auch in Abhangigkeit davon, ob die individu-
ellen Kernspins zu einem gradzahligen oder ungeradzahligen Gesamtkernspin
S koppeln!

Molekiile mit symmetrischer Rotationswellenfunktion ¢"*) befinden sich im
Parazustand und tragen Drehimpuls I € {0,2,4,6,...}, solche mit antisymmetri-
scher Rotationswellenfunktion ¢ befinden sich im Orthozustand und tragen
Drehimpuls I € {1,3,5,7,...}. Sind die Atome unterscheidbar (heteronukleare
Molekiile) besteht nattirlich keine Einschrankung des Wertevorrats fiir die Dre-
himpulsquantenzahlen, d.h. I € INj,.

Allgemein existieren fiir zwei unpolarisierte Atomkerne, die jeweils den Spin
I tragen, eine Anzahl

n=(20+1)(2I +1) (5.244)

moglicher Gesamtspinzustiande |S,S,), wobei S €{0,1,...,2[}und S, € {-S,-S+1,...,S}.
Von diesen ist eine Anzahl n, antisymmetrisch,

(21+1)(20+1)— (21 +1)
2

n, = =(2I+1)I, (5.245)
und entsprechend ist eine Anzahl n; symmetrisch

ng=(2I+1)(2[+1)— (2[+1)I = (2[+1)(I +1). (5.246)

Das statistische Gewicht moglicher Gesamtspinzustande |S, S,) ist demnach w,
fur die antisymmetrischen,

n, (21 + 1)1 I
=2 = = , 5.247
Ve T RIe(2[+1)  20+1 (5.247)
und w; fur die symmetrischen
2I+1)(I+1 I+1
wo=le o DU+ (5.248)

n (2QI+1)(2I+1) 2I+1°

Der Verhiltnis der statistischen Gewichte fur die antisymmetrischen Gesamt-
spinzustande |S, S,) zu den symmetrischen betragt demnach

w, I

=—. 5.249
wy, I+1 ( )

Die Atomkerne des Wasserstoffmolekiils H, besitzen jeweils einen Kernspin
I= %, es sind also Fermionen. Demnach ist fir das Wasserstoffmolekul H, die
Funktion ¢ ¢(PI") antisymmetrisch. Zwei Fermionen mit Spin % konnen zu
Gesamtspin S = 0 (Singulett) oder zu Gesamtspin S = 1% (Triplett) koppeln. Es
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5.5 Molekiilgase

ist % = % , d.h. es haben die symmetrischen Kernspinzustande (Triplett) des
Hj,-Molekiils ein dreimal so grofies Gewicht wie die antisymmetrischen (Sin-
gulett). Im thermischen Gleichgewicht bei ambienter Temperatur T, so dass
T « T <« TW?), sind in einem gegebenem Volumen Wasserstoffgas H, somit
25% der Molekiile im Para-Zustand und 75% der Molekile im Ortho-Zustand.
Das fuhrt dazu, dass die Intensitaten in rotationsaufgelosten Absorptionsspek-
tren von H, als Funktion der Rotationsquantenzahl / um den Faktor drei alter-
nieren.

Beim Stickstoffmolekiil N, sind die Kernspins jeweils I = 1%, es handelt sich
also um Bosonen. Demnach ist fiir N, die Funktion ¢ ¢Pi") symmetrisch.
Zwei Bosonen mit Spin I = 14 konnen zu Gesamtspin S = 0 (Singulett) , zu Ge-
samtspin S = 1# (Triplett) oder zu Gesamtspin S = 2# (Quintuplett) koppeln.
Es ist ”Ll = %, was dazu fuhrt, dass die Intensitaten in rotationsaufgelosten Ab-
sorptionsspektren von N, als Funktion von / um den Faktor zwei alternieren.

Beim Sauerstoffmolekiil O, sind die Kernspins jeweils I = 0, es handelt sich
um Bosonen. Der Gesamtspin der Kerne ist somit S = 0, d.h. (j)(”’t) ist notwen-
dig symmetrisch. Dann ist das statistische Gewicht der Rotationsniveaus mit [
ungerade gleich Null, d.h. man sieht im Absorptionspektrum nur die Niveaus
mit geradzahliger Drehimpulsquantenzahl 1 =0, 2,4,6,..., im Absorptionsspek-
trum fehlt jede zweite Rotationslinie!

Fur Molekiile im Parazustand erhalt man nach dem Gesagten

Trot) 1(1+1
Zlrot, Para) _ Z (21+1)expl— T (; )]- (5.250)
1€{0,2,4,6,...

Folglich ist fiir eine Anzahl N von Molekiilen im Parazustand die kanonische
Zustandssumme gegen zu

T(rot)

N
N
Zgot, Para) _ [Z(rot, Para)] _ [1 +5e3 T + ] ) (5.251)

Der entsprechende Beitrag zur inneren Energie des Molekiilgases im Parazu-
stand ist bei tiefen Temperaturen in fithrender Ordnung

a (rot)
a—ﬁlnzl‘g‘”' Para) _ 15Nk T3 4. (5.252)

Hieraus erhalten wir die Temperaturabhangigkeit der Warmekapazitat bei tie-
fen Temperaturen fir Molekule im Parazustand zu

E(rot, Para) _

aE(rot, Para)
C(rot, Para) _

T(Tf)t) 2 _3T(rot)
% a—T e T +4+.... (5253)

= 45NkB(
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Fir Molekiile im Orthozustand erhalt man fir tiefe Temperaturen eine ande-
re Asymptotik. Es ist

T (14 1)

(rot, Ortho) _ _

z = E (21 + 1)exp[ T > . (5.254)
1€(1,3,5,7,...)

Folglich ist fur eine Anzahl N von Molekiilen im Orthozustand die kanonische
Zustandssumme

(ro (ro N
Z}(rot, Ortho) _ [Z(rot, Ortho)]N — [36—T Tt) + 76—6T Tt) + ] . (5.255)

Der entsprechende Beitrag zur inneren Energie des Molekiilgases bei tiefen
Temperaturen ist in fithrender Ordnung

F(rot, Ortho) _ _%lnzgot, Ortho) _ ype (o [1 N 33_56_5T(;m) +] (5.256)

Hieraus erhalten wir die Temperaturabhangigkeit der Warmekapazitat bei tie-
fen Temperaturen fur Molekiile im Orthozustand zu

aE(rot, Ortho) 175
Cgot, Ortho) _ _ NkB(

T +.... 5.257
- . (5.257)

T(T’Ot) 2 _5 r(rot)
aT 3 ‘

Offenbar gilt fiir tiefe Temperaturen, dass die innere Energie fiir Molekiile im
Parazustand niedriger ist als im Orthozustand:

T <« T (5.258)
E(rot, Para) E(rot, Ortho)
0 =~ < ~k T(rot).
N N B

Beim Wasserstoffmolekul ist die Konversion von Ortho-H, nach Para-H, ex-
trem langsam. Im reinen Gas dauert bei tiefen Temperaturen die Einstellung
des thermischen Gleichgewichts einige Monate, da die Wechselwirkungen zwi-
schen den Kernen und der Hiille extrem schwach sind. Auf einer Zeitskala von
bis zu einigen Tagen liegt fur abgekithlten Wasserstoff effektiv eine Mischung
von zwei unterscheidbaren Gasen mit unterschiedlicher Warmekapazitat vor.

In dem Fall ist die Zustandssumme ZgOt) tur abgekuhltes H,-Gas wie bei
einer Mischung zu berechnen:

N 3N
z

2000 _ [zgot, Pam>] [z}ﬁ”t’ Orth0>]4, (5.259)
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Folglich

Elrot) _ i E(rot, Para) Z E(rot, Ortho) (5.260)

und

1 3
Ci/mt) _ chot, Para) " chot, Ortho). (5_261)

Kihlt man (auf der Zeitskala von Stunden) H,-Gas im Labor auf Temperatu-
ren T < T") ab, dann misst man zunachst eine Warmekapazitat fir eine Mi-
schung, wie beschrieben. Wiederholt man die Messung der Warmekapazitat
aber einige Monate spater, wahrend dessen man das Gas bei der selben tiefen
Temperatur T gelagert hat, dann hat sich die Ortho-Para Konversion vollzogen,
d.h. im thermischen Gleichgewicht bei tiefen Temperaturen ist die Anzahl der
Para-Molekile jetzt von urspriinglich % auf (annahernd) N angestiegen, wah-

rend die Anzahl der Ortho-Molekiile (nahezu) auf Null gesunken ist. In dem

Fall misst man die Warmekapazitat des H,-Gases zu Ci,mt) = CgOt’ Pard) Biir die

Pioniere der Quantenphysik, die diesen Effekt um das Jahr 1927 entdeckten,
war dieses Verhalten von molekularem Wasserstoff ein grofies Ratsel!

Zur Warmekapazitat zweiatomiger Molekiilgase flir hohe Temperaturen Fur
hohe Temperaturen T > T(rot) aber immer noch T <« T sind viele Rotati-
onsniveaus besetzt. Dann darf die Summation uber die diskreten [-Quanten-
zahlen durch ein Integral approximiert werden. Man berechnet fir heteronu-
kleare Molekule

00 (rot)
2o = J dl(21+1)exp[—T l(l”)] (5.262)
. T 2

T (., d TroN 1(1+1)
_2—T(”’f)J; dlaexpl— T 5
5 T

T(rot)’

Fiir z(rot Para) ynd zrot: Ortho) entfillt natiirlich der Faktor 2 (es wird ja nur iiber
gerade bzw. ungerade /-Quantenzahl summiert)

Z(rot, Para) _ T — Z(rot, Ortho)- (5.263)
T (rot)
Es folgt dann, egal ob es homeonukleare oder heteronukleare Molekiile sind,
das Ergebnis

T > T (5.264)
E(rot) — E(rot, Para) — E(rot, Ortho) — NkBT.
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Somit ist der Beitrag der Rotationsfreiheitsgrade zweiatomiger Molekiile zur
Warmekapazitat bei hohen Temperaturen

Ci/rot, Para) _ Ci/rot, Ortho) _ CgOt) _ NkB.

Wir untersuchen jetzt noch den Beitrag der Schwerpunktsbewegung auf die
Warmekapazitat von zweiatomigen Molekiilgasen. Wir betrachten eine Anzahl
N von nicht wechselwirkenden Molekulen in einem Volumen |V|. Fur hinrei-
chend hohe Temperaturen T ist die thermische de-Broglie Wellenlange Ar der
Molekiile so klein, dass gilt N A2. < |V|, entsprechend einer kleinen Dichte und
einer hohen Temperaturen T, die wir zugleich als klein im Vergleich zu T(¢)
und T ansehen wollen. In dem Fall gilt

Zx = Te(e )= 2z ZP (5.266)
2 LIVIY
N! ,\%N
o = s
ngin) _ [Z(spin)]N.

Offensichtlich ist ZI(?) identisch mit dem Beitrag eines entsprechenden ein-

atomigen idealen klassischen Gases, bei dem die Atome eine effektive Masse
my + mp besitzen. Der Beitrag der translatorischen Freiheitsgrade zur spezifi-
schen Warme bei hohen Temperaturen ist demnach

3
cl = >Nkg (5.267)

NAL < |V].

Insgesamt ist die Warmekapazitat eines zweiatomigen Molekiilgases fiir hohe
Temperaturen, die aber nicht zu hoch sind, so dass die vibratorischen Freiheits-
grade immer noch als ausgefroren betrachtet werden durfen, siehe Tabelle (5.5),
dann gegeben zu

5
Cy = '+ Cy" =Nk (5.268)
T « T <T@

NAL < |V
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cv M
N kg
2.0
CHy4
15

1.0

A,—Ortho
0.5

T

05 10 15 2.0 25 3.0 oy

Abbildung 5.7: Beitrag der Rotationsfreiheitsgrade zur Warmekapazitéat von
Molektlen

In der Abbildung (5.7) sind die Beitrage der Rotationsfreiheitsgrade zur War-
mekapazitat fir verschiedene Molekilgase als Funktion der Temperatur dar-
gestellt. Auffallend ist die Abwesenheit eines Maximums in der Temperaturab-
hangigkeit der Warmekapazitat fur zweiatomige homeonukleare Molekile im
Orthozustand.

Warmekapazitat fur Methan Beim Molekul CHy stimmen alle drei Trag-
heitsmomente bzgl. der Hauptachsen des Molekuls tiberein, d.h. @3 = ©, =
O, = O),. Fur diesen Spezialfall folgt aus (5.233) sofort

(rot) . h2l (l + 1)

E =
I 20

(5.269)

Die Eigenwerte El(mt) hingen im isotropen Fall offensichtlich weder von den

21+ 1 raumfesten Quantenzahlen /, noch von den 2/ + 1 korperfesten Quanten-
zahlen [, ab. Folglich ist die Entartung der Rotationsniveaus fir ein isotropes
Molekiil tatsichlich (21 + 1)?, siehe auch die Diskussion nach Gleichung (5.233).
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Es folgt fur die Zustandssumme der Rotationsniveaus unter Berucksichtigung
des Entartungsfaktors (21 + 1)2 fur ein isotropes Molekiil

T [(141)

(rot) _ 2 _

z\"o = E (2I+1) exp[ T > | (5.270)
ZENO

Fur eine Anzahl N solcher Molekiile in einem Volumen |V| folgt die kanonische
Zustandssumme der molekularen Rotationsniveaus zu

(rot)

N (rot) N
zg" =[] = [1 +9e T 42573 T +] . (5.271)
Der entsprechende Beitrag zur inneren Energie E(!) des Molekiilgases ist in
fuhrender Ordnung bei tiefen Temperaturen gegeben zu
r(rot)

E<r0f>:_%1nzl‘<"’”:9NkBT(’“”e‘ . (5.272)

Hieraus erhalten wir die Temperaturabhangigkeit der Warmekapazitat bei tie-
fen Temperaturen zu

aE(rot)
clrot = = :9Nk3(

T(roH\? 1o
- ) e 4. (5.273)

Fiir hohe Temperatur T > T schreiben wir zunachst exakt

TN 1(1+1)
(rot) _ 2 _
Zrot) = Z(Zl+1) expl — (5.274)
IGNO
2
Lrot) 12 T(rot) (1+ %)
= 4e 3T Z(l+§) eXp|——F 5
ZENO
2
1\2 T (rot) (l+%)
o~ 4Z(l+§) eXpl-—r 5

IENO

Die Summe entspricht der Approximation eines Integrals mit der Mittelpunkts-
regel, also fur T > T(rot)

o0 T(rot) 2
PALLN 4j dsszexp(— T SE) (5.275)
0
- 4 E.( T )3
2 T (rot)
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Somit 3
E(rob) = SNkgT, (5.276)

und daraus fiir hohe Temperaturen T > T (")

3
Cy”" = SNks. (5.277)

Diese analytisch berechnete Hochtemperaturasymptotik stimmt mit der exak-

ten numerischen Berechnung von Ci,mt) (T) fir einen isotropen Rotator iiberein,

sieche Abbildung 5.7. Pro Rotationsfreiheitsgrad eines isotropen Molekils wie
Methan CHy existiert demnach bei hohen Temperaturen ein Beitrag $kpT zur
inneren Energie. Berticksichtigt man noch die translatorischen Freiheitsgrade
so erhadlt man fur ein Molekiilegas wie CH, die Warmekapazitat

3 3

(rot) >+ E)NkB — 3Nkg (5.278)

cv = cyrey =

Tt « T « TWiD)
NA3 < |V].
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6 Wechselwirkende klassische
Vielteilchensysteme

Wir betrachten ein wechselwirkendes einatomiges Gas fiir N Atome der Masse
my in einem Volumen |V|, beschrieben durch den Hamilton-Operator

H = Hkin+U (61)
(117
N
o = ) Y G
j=1 ae{x,v,z}
1 N
T - = T(+() _ 3G
U = 212 U(r iy )
pr=t
j#i’
() (7 h R
[pé”m{j ’]_ = 2040)1

j,j’ € {1,2,..,N}
a,b € {xvz}.

Der Operator H,;;, beschreibt die kinetische Energie der Atome, der wirklich
schwierige Term ist der Zweiteilchen-Operator U. Er beschreibt das Potenti-

al U(r(j) —rl ')) der Wechselwirkungskrifte zwischen zwei Atomen am Ort rl/)

und am Ort rl/). Es gelingt im allgemeinen leider nicht, die kanonische Zu-
standssumme

Zx :Tr(e_ﬁH) (6.2)
fiir N Atome unter Beriicksichtigung des Zweiteilchen-Operators U tatsichlich
auszurechnen. Man ist deshalb auf Naherungsverfahren angewiesen.

6.1 Klassische Gase und Flissigkeiten

Bei der Beschreibung wechselwirkender Systems fehlt oft ein kleiner Parame-
ter, so dass die Methoden der Storungsrechnung nicht zum Einsatz kommen
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konnen. Anders liegt der Fall, wenn man ein wechselwirkendes Gas bei ho-
hen Temperaturen und kleinen Dichten betrachtet, so dass der klassische Grenz-
fall NA3. < |V| realisiert ist. Dann liefert eine Betrachtung, wie im Kapitel 3.2
,Klassischer Grenzfall der Zustandssumme* vorgefiihrt, fiir die kanonische Zu-
standssumme Zy eines wechselwirkenden klassischen Systems die Darstellung:

1

Zx (T,N,V) = N!/\%NQ(T,N,V) (6.3)
B N . .
Q(T,N,V) = f d3r(1)...J d3r(N)exp - Z U(r(])—r(]))
v 1% 2. T
1=
j#i’

U(rU)—rU’)) = U(r<i’>_r<i>)_

Die Funktion Q(T, N, V) ist das sog. Konfigurationsintegral. Fur N = 1ist Q(T,1,V) =
|V|. Fir ein ideales klassisches Gas in einem Kasten mit Volumen |V|ist Q(T,N, V) =
|VIN. Die Berechnung des Konfigurationsintegrals fiir N > 2 wechselwirkende
Teilchen ist ein zentrales Problem in der klassischen statistischen Physik der
Gase und Flussigkeiten.

Die interatomare Wechselwirkung U (r(l) - r(2)) ab initio zu berechnen ist schon
fur relativ einfache Systeme wie die Edelgase sehr schwierig. Im Niederenergie-
sektor des Systems wird das Wechselwirkungspotential U (r(l) - r(2)) zwischen
zwei Atomen deshalb oft mit dem phanomenologischen Ansatz von Lennard-
Jones beschrieben, siehe Abbildung (6.1):

r = r'V—y? (6.4)
]
Fur die Edelgase sind die Parameter in der Tabelle aufgelistet

Gas 1o[1071%m] [K]

B

UL (r)

I
W~
™M
(=)
|
——
=|s
\—1
N
|
————
=|s

He 2.56 10.2
Ne 278 34.9

6.5
Ar 34 120 (65)
Kr 3.6 171
Xe 4.1 221

Der anziehende langreichweitige Teil der Wechselwirkung U (r) beschreibt

die induzierte Dipol-Dipol-Wechselwirkung o ## zwischen zwei (ladungs-

neutralen) Atomen, der kurzreichweitige Anteil o Irl%' der bei Abstanden [r| < rg
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U ()

1 15 2.0 25 30 1o

Abbildung 6.1: Das Lennard-Jones Potential.

extrem stark ansteigt, beschreibt effektiv eine starke Abstoflung, ahnlich wie
zwischen zwei harten Kugeln mit Radius . Eine elementare Uberlegung zeigt,

dass das Minimum von U) an der Stelle |r,,i,| = 2%1'0 ~ 1.12 ry angenommen
wird, wobei gilt U'Y) (rp;n) = —¢.

Im klassischen Grenzfall bei hinreichend hohen Temperaturen ist ef# < 1.
Wir konnen dann das thermodynamische Potential (QQ(T, 4, V') bzw. den Druck
P in eine Reihe nach dem kleinen Parameter ef# entwickeln!

Ausgehend von

—Q(T,y,V):P|V|:kBTln[ZGK(T,y,V)] (6.6)
schreiben wir zuerst
Zex (T, w, V) = ZeﬂVNZK(T,N,V) (6.7)
N=0
i P TN,V
L= NIASY
By e2bm 3pp
= 1+—3Q(T,1,V)+—6 (T,2,V)+—9 (T,3,V)+
Ar AT AT

Es folgt durch Einsetzen in die bekannte Reihenentwicklung des Logarithmus,

. . . . Bu
wenn wir die einzelnen Terme nach Potenzen des kleinen Parameter 3—3 ordnen,
T
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6 Wechselwirkende klassische Vielteilchensysteme

die Darstellung

In[Zex (T, V)] = { +55 {3Q(T,2V) =5 [Q(T,1,V)P’) (6.8)

Eine elementare Rechnung liefert das Ergebnis

Q(T,2,V) = fd%”f d3r<2>exp[—ﬁu(r<1>—r<2>)] (6.9)
1% 1%
= |V|J d3r e U
1%
Q(T,l,V) = |V|
und folglich
%Q(T,Z,V)——[Q(TIV ljd3 —pU(r) )z—|V|b(T). (6.10)

Es ist ublich, den Koeffizienten b(T) als (zweiten) Virialkoeffizienten zu be-
zeichnen. Dann erhalten wir

In(Za (T V)] = SV - SEWbm o S5) e
n V)] = — — . .
GK M /\% /\6 ( /\%
Hieraus folgt die thermische Zustandsgleichung zu
P |V| eﬁV e2Bu e3BH
Die mittlere Teilchenzahl ist dann
dQ(T, p, V)l d
N = -[———= =kgT=—In[Zgx (T, 4, V)] (6.13)
[ I T,V ou
B 2pp 3pu
- €—3|V|—2e—6|V|b(T)+o(e—9).
At At Ar
Indem wir nach 33 auflosen, erhalten wir den Parameter £ /\—3 als Funktion der
Teilchendichte: p )
e’ N N
—=—+2b(T)— + 6.14
TR (6.14)
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6.1 Klassische Gase und Flissigkeiten

Einsetzen in die thermische Zustandsgleichung liefert schlief3lich die Abhan-

gigkeit des Drucks von der Dichte |ﬁv|:
P N N? N3
—=—+b(T)— +o|—=|. 6.15
w7 Vi e (|V|3) o1

Diese Entwicklung heif$t Virial-Entwicklung, weil sie in der statistischen Mecha-
nik urspringlich aus dem Virial-Satz hergeleitet wurde.

Offensichtlich beinflussen die Effekte der Wechselwirkung tiber den Virial-
koeffizienten b(T) den Druck. Um ein qualitatives Verstandnis zu entwickeln,
betrachten wir ein stark vereinfachtes Modell fur die interatomare Wechsel-
wirkung, namlich das Modell der harten Kugeln mit Radius R, und schwacher
Anziehung;:

r = -1 (6.16)
U (r) far [r] > 2R,
& X kBT
Folglich ist
U@ g 2 )71 p , fur |z < 2R,, (6.17)
—pUX) (x) +o(eo)?| fiir [r| > 2Ry,

Fur dieses Modell lasst sich der zweite Virialkoeffizient b (T) analytisch berech-
nen. Sei Vi das Volumen einer Kugel mit Radius 2R, . Dann gilt

b(T) = —lf d3r(e_ﬁU(K)(r)—1) (6.18)
2 )y
1 3 1 3_17(L])
= = a’r+ a’ru (r)
2 Vg ZkBT V\Vk
147 3 1 3 L
= ——(2R asruty)
23 RS H 5T JV\VK rUto
A
- B-—,
kpT
wobei
4t 5
B = 4x—Ry>0 (6.19)
A = —lf A3ru (r)> 0
2 Jv\ve
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6 Wechselwirkende klassische Vielteilchensysteme

Fur tiefere Temperatur wird der Term A, der die Anziehung der Atome be-
schreibt, zunehmend wichtig, d.h. b(T) wird kleiner und der Druck verringert
sich. Bei hoher Temperatur ist der Term A im Vergleich zum konstanten repul-
siven Beitrag B weniger wichtig, d.h. der Virialkoeffizient b (T) wird groier und
der Druck steigt an.

Nach dem Gesagten folgt jetzt

P N N?
— = —+b(T)— 6.20
N +( A )N2
4 kgT | |V|?
N N A N?
= —|1+B—|-—=——=
IVI( IVI) kgT |V|?
N 1 A N?
VI1-Bl; kT |v|?

6.2 Van der Waals Gas

Die letzte Zeile der Virial-Entwicklung fiir den Druck in (6.20) ist streng gultig
fur kleine Dichten, darf aber als eine physikalisch sinnvolle Extrapolation hin
zu grofleren Dichten gelten. In dem Fall erhalt man die thermische Zustands-
gleichung fir ein wechselwirkendes Gas, wie sie von van der Waals um 1881
aufgestellt wurde:

_ NkgT N?
IVI-NB |y

(6.21)

Beide Terme auf der rechten Seite sind anschaulich. Der erste Term beschreibt
den Druck in einem idealen Gas mit einem verringerten Volumen |V|—- N B, der
zweite Term beschreibt die Reduktion des Gasdrucks durch die Wirkung der
atomaren bzw. molekularen Anziehungskrafte, die effektiv durch den Parame-
ter A reprasentiert sind. Falls diese Anziehungskrafte im Vergleich zur thermi-
schen Energie kgT grofs genug sind, dann existieren unterhalb einer kritischen
Temperatur T < T, zwei Phasen, eine fliissige Phase bei hohem Druck und klei-
nem Volumen, und eine Dampf-Phase bei niedrigem Druck und grofem Vo-
lumen. Der Ubergang vom fliissigen zum dampfformigen Aggregatzustand bei
konstantem Druck geht fur T < T, einher mit einem sprunghaften Anstieg des
Gasvolumens (siehe unten).

Die Zustandsgleichung (6.21) ist eine Bestimmungsgleichung fiir die Null-
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6.2 Van der Waals Gas

stellen eines Polynoms dritten Grades bzgl. der Variablen |V|:

NkgT AN? ABN?3
—— IV + ——1VI|- =
j2 P j2

4 —(NB+ 0. (6.22)

Nach dem Fundamentalsatz der Algebra gilt
(IVI=V)(VI=-V2)(IVI-V3) = 0 (6.23)
VI = (Vi+ Vot V3) [V 4 (ViVa+ VoV + V3 V) V] = Vi Vo Vs

[
e

Koeffizientenvergleich liefert

NkpT
Vi+Vo+V; = NB+—2 (6.24)
AN?
V1V2+V2V3+V3V1 = T
ABN?3
V1V2V3 = P .

Die Nullstellen V;, V,,V3 dieses Polynoms sind Funktionen des Drucks P und
der Temperatur T. Es konnen nun alle drei Nullstellen eines solchen Polynoms
dritten Grades reelle Grofien sein, oder aber eine Nullstelle ist reell und die
zwei anderen sind konjugiert komplexe Grofien. Bei der kritischen Temperatur
T = T, und dem kritischen Druck P = P. laufen alle drei reellen Nullstellen
zusammen, d.h. es gilt

Vi(T, B) = Vo (T, P) = V5(T,, ) = V.. (6.25)
Nach dem Gesagten gilt jetzt
NkgT,
3V, = NB+—2¢ (6.26)
Fe
AN?
3V =
c PC
ABN?
V3 o= .
Fe

Dies sind drei Gleichungen fiir die drei Unbekannten T, P. und V.. Die Losung
ist leicht zu finden:

ABN?3
3VC3 Pc
vV, = 3V3:3 5 =3BN>0 (6.27)
P,
AN? AN? A
P = 5= 5= =>0
3V 3(3BN)° 27B
A
P ; 8 A
kpT. = (3V.—NB)-S =8NB2B~ - —

235



6 Wechselwirkende klassische Vielteilchensysteme

Offensichtlich gilt
8 A
NkpTe  _ N(35) _8 (6.28)
" .

PV, (347)(3BN) 3

NZ

— =3

PCVC

NB 1

V.

Wir schreiben die vdW-Zustandsgleichung um auf dimensionslose Grofien

P 1 NkgT N?
== LA (6.29)
Pc Pclvl_NB PC|V|

NksT, T 1 AN2

V|l NB 2 2
P.V, VI_NB PV (lvll)

c c

Also
T
P 8 T 3
— == ‘- . 6.30
P 3lVI_1 (|V|)2 ( )
v. 3 v

So dargestellt ergibt sich fir die Isothermen aller vdW-Gase eine universelle
Kurvenschar. Die von der Substanz abhdngigen Parameter A und B der Wech-
selwirkung treten nicht mehr in Erscheinung, da sie in den Groflen T, P. und
V. absorbiert sind. Nach van der Waals sind die Zustandsgleichungen aller (rea-
len) Gase gleich, wenn Temperatur T, Druck P und Volumen |V| als Vielfache
der kritischen Werte T, P. und V. angeben werden. Diese Aussage heifit auch
thermodynamisches Korrespondenzprinzip. Wie gut das Korrespondenzprinzip
im Experiment erfiillt ist, zeigt der Guggenheim-Plot Abb.(6.2). Der physika-
lisch sinnvolle Wertevorrat fur das Volumen |V| im vdW-Gas ist offensichtlich
eingeschrankt auf den Bereich |V|> = V um das Anwachsen des Drucks auf un-
endlich grofse Werte zu vermeiden. Zudem muss natiirlich immer gelten 2 7 > 0.

In Abbildung (6.3) sind verschiedene Isothermen fiur das vdW-Gas dargestellt.
Der sog. kritische Punkt ist als kleiner gefullter Kreis eingezeichnet. Am kriti-
schen Punkt, also fur =1, M =1 und P =1, verschwinden sowohl die erste

Ableitung als auch d1e zweite Ableltung dces Drucks nach dem Volumen:
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6.2 Van der Waals Gas

1.2 = Ke

10— . gj

08| . 534

06 2

0.4 b
+
02 | Dampf M

Abbildung 6.2: Gesetz der korrespondierenden Zustande nach Guggenheim.
Spezifisches Volumen % VS. Tlc fur die Gas- und Flussigphase
von 8 verschiedenen Substanzen. Nahe T, gilt die universelle

0.35

Relation p—p. = p¢ |1 — =

c
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6 Wechselwirkende klassische Vielteilchensysteme

P
lim lim Ve 9P (6.31)
T—T, V|-V, P. d|V]|
—limlimVa 8% S
 TSTvSv. SOV 3'\/1"% (|VL|)2
= lim 8 ! + 6
T owisvl 3w 2 (V)3
(s ()
81
T 3
(3)
=0
V2 9’p
lim lim —= > (6.32)
T-T|VI-V. B 9|V|
0 8 1 6
= lim V, ——= +
VsV, 9|V| 3(¥_%)2 (lvﬂ)3
~ 16 1 18
T OV B 1y (v
(7-3) (%)
16 1
T3 20
(3)
=0
3 92
P
— lim lim Ve o (6.33)
3T V-V, B 9|V
1 i v Jd |16 1 18
= — lim — -
3Lvisv. AV 3 (vl 1 (V|4
(V-3 (%)
1 1 72
= — lim |-16 7t =
3=V, (M_l) (M)
c 3 Ve
1 1L 72| 93
BENE V1T e 2
(1-3)
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6.2 Van der Waals Gas

Somit besitzt die kritische Isotherme T = T, bei P = P, und |V| = V, einen
horizontalen Wendepunkt. Der Druck variiert auf der kritischen Isothermen

fur |V| — V. in fihrender Ordnung dann proportional zur dritten Potenz von
|V| - Ve

3
P:PC—§(|V|—VC)3. (6.34)

Isothermen mit T > T, besitzen fur alle Volumina |V1| eine positive Kompres-

sibilitat

1 (9V
- = 6.35
T |V|(8P)T (6.35)
1 Vi| ¢ P
A T
V. T
v 9|8 T 3
A2 TEAY EN /TS
Folw) P -s (W),
V| 8_ ©
= —P— |- >+ > -
R
. 3 Ve T
Fur T < T, mussen Einschrankungen gemacht werden. Auf dem Ast (g—i)T >0,

der ja fur alle Isothermen des vdW-Gases mit T < T, auftritt, ist offensichtlich
k7 < 0. In diesem Bereich nimmt mit wachsendem Druck das Volumen zu, was
absurd ist. In der Gleichgewichtsthermodynamik wird dieser Kurvenast daher
ignoriert.

Der geometrische Ort aller Punkte (|V|],P) im Phasendiagramm des vdW-
Gases mit der Eigenschaft Kl—T = 0 ist die sog. Spinodale. Nach dem Gesagten
gilt fiir solche Punkte notwendig

T < T, (6.36)

wW| oo

(%-3)

Es folgt aus der vdW-Gleichung fur alle Druckwerte P;, die auf der Spinodalen
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6 Wechselwirkende klassische Vielteilchensysteme

P —  T=08T,
Pe T=095T,
30
f _— T=T,
25F
; —  T=105T,
20F
i —  T=115T,
15F Spinodale
1.0+
0.5 ™ l
; ------ V]
I I | | | |
0 1 2 3 VA

Abbildung 6.3: Isothermen des Van-der-Waals Gases

L = 0 und zugleich auf einer Isothermen T = const positioniert sind:

KT
T
P, 8 T, 3
Fi = gk/ﬂ_%_(lvll)z (637)
6(7-5) 3

vivi (v
(%) (%)
Der Druck auf der Spinodalen als Funktion des Volumens ist demnach gegeben
zu

B3 2
DNCTTT o

Diese Kurve ist in der Abbildung (6.3) gepunktet eingetragen. Die Isothermen
des vdW-Gases haben fiir T < T, zwei physikalisch sinnvolle Aste mit Kl—T > 0.
Man interpretiert diese als das Auftreten von zwei Aggregatzustanden eines
Reinstoffes, der sich fiir kleinere Volumen und hohem Druck in einer flissigen
F-Phase befindet, und sich entsprechend bei niedrigem Druck und grofiem Vo-
lumen in einer dampfformigen D-Phase befindet. Auf dem linken F-Ast nimmt
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6.2 Van der Waals Gas

der Druck in der Flussigkeit bei P = P;,(T) ein relatives Minimum an, auf
dem rechten D-Ast nimmt der Druck des Dampfes bei P = P,,,,(T) ein relatives
Maximum an. Fir Druckwerte dazwischen, also fur P € [Ppin(T), Pnax(T)], exis-
tieren offensichtlich zum gleichen Druck zwei verschiedene Volumina |V¢| und
|Vp| mit |Vi| < |Vp|. Interessanterweise gibt es jetzt abhiangig vom Druck einen
Koexistenzbereich beider Phasen. Eine dichte F-Phase (siedende Flussigkeit), be-
stehend aus Np Teilchen im Volumen |Vg| mit innerer Energie Er, befindet sich
im thermischen Gleichgewicht mit einer verdiinnten D-Phase (Nassdampf), be-
stehend aus Np Teilchen im Volumen |Vp| mit innerer Energie Epp. Anschaulich
ist Nassdampf (wie Nebel) eine Mischung von Tropchen und Dampf. Dabei gilt
naturlich

N = Ng+ Np =const (6.39)
VI
E = Ep+Ep =const.

|VE|+|Vp| = const

Es stellt sich die Frage, welchen Wert der Druck Px (T) besitzt, wenn gesat-
tigter Dampf und siedende Flussigkeit im thermodynamischen Gleichgewicht
koexistieren. Das vorliegende System ist zwar ein inhomogenes System, besteht
aber aus zwei homogenen Untersystemen, namlich der fliissigen F-Phase und
der gasformigen D-Phase. Im Gleichgewicht ist die Entropie des Gesamtsys-
tems

S = Sr(Efr, Vi, Np) + Ss(Ep, Vp, Np) (6.40)

unter Beachtung der Nebenbedingungen (6.39) ein Maximum, mit dem be-
kannten Ergebnis

TF = TD = T (641)
PF - PD - P
HE = HD-

Beide Phasen unterscheiden sich dadurch, dass ihre chemischen Potentiale yr (P, T)
und yp (P, T) unterschiedlich von den intensiven Variablen Druck und Tempe-
ratur abhangen. Mit verschiedenen Funktionen yp (P, T) und pp (P, T) fuhrt die
Forderung

|
pr (P, T) = pp (P, T) (6.42)
entlang der Koexistenzkurve von Flussigkeit und Dampf dann auf eine Funkti-
on Py (T), die sog. Dampfdruckkurve. Da der Dampfdruck Px nur von der Tem-
peratur T abhangt, verlaufen im Gebiet des Nassdampfes bzw. im Gebiet der
siedenden Flissigkeit die Isothermen im PV -Diagramm horizontal! Beim Uber-

gang von der fliissigen Phase in die Dampf-Phase entlang einer Isothermen ist
dabei eine (betrachtliche) VolumenvergrofSerung festzustellen.
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6 Wechselwirkende klassische Vielteilchensysteme

Die Gibbs-Duhem Relation (3.183) fur homogene Systeme impliziert fur die
beiden vorliegenden Phasen

uENp = Fp+ Pp|VE| (6.43)
upNp = Fp+Pp|Vpl.

Es gilt an den Endpunkten, nennen wir sie |Vg| und |Vp|, der horizontalen
Dampfdruckkurve Px (T) vs. |V|, wo die fliissige Phase fur |V| < |Vg| aufgehort
hat zu sieden, bzw. wo fur |V| > |Vp| keine Tropchen mehr im Dampf vorhan-
den sind, notwendig Nr = N fur |V| = |Vg| bzw. Np = N fur |V| = |Vp|. Da im
Gleichgewicht gilt yp = pp und Pr = Pp = P folgt unmittelbar aus (6.43) durch
Differenzbildung

Py (IVp|—=1VE|) Fr-Fp (6.44)

[Vpl
()
[VE| 4 T,N

Mit der Darstellung (3.117) fiir den Druck folgt dann

[Vpl
PK<|VD|—|VF|>=J|V| AVP(V,T). (6.45)

Dies ist die sog. Maxwell-Konstruktion.

Zur Bestimmung der Koexistenzkurve Py (T) fur die beiden Phasen miissen
wir das Integral berechnen. Wir dividieren durch PV, und setzen die dimensi-
onslose vdW-Zustandsgleichung ein

|Vl T
(|VD|_|VP|)P_K _ JVC dw[§ L _i] (6.46)

V. V. | B, |‘\/,f| 3w_% w?
_|vpl
~ 8Tln(w 1) 3T
- |3T. 3/ w _|vel
Vol 1
SR i { IO B
- 3T. Vel 1 Vbl Vel
VC 3 Vc VC
Somit
8T I‘\//DL% 3 3
Px chln %‘% +|“//7D|_|“//7F|
P Vol _ Vil ' (6.47)
7
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6.2 Van der Waals Gas

Dain den beiden koexistierenden Phasen naturlich der gleiche Druck Py herrscht,
gilt notwendig fiir die Volumina “{,—Dl und @ auf ein und derselben Isothermen:

T
Px 8 T 3
- = ——— - 6.48
P 31Vl _1 (|VD|)2 (6.48)
Ve 3 V.
T
Px 8 T 3
— = - — — . 6.49
P, 3 Vel _ 1 (|VF|)2 (6:49)
V. 3 v
Eine konsistente Losung von (6.47), (6.48), (6.49) ist naturlich die triviale

|VF|

Losung |VD| . Diese Losung ist aber nur relevant fur T > T,. Die uns in-

tere551erende Losung besitzt die Eigenschaft Mol 51> |VF'fur T < T.. Um diese
Losung zu finden subtrahieren wir die Glelchungen (6. 48) (6.49):

8T 1 1 3 3
0 = gi[h_l_ Vil 1 + Vel 7 (650)
V. 3 V. 3 ( V. )
Vel _ |Vpl 1%5] IV |
8T VS_VLE) 3(VIC) ) Vi)
" 3T (ol _1\(Vel 1)
3TC(V6_§)( Vi_g) (lvchc)
VDl , Vel
(|vp|_|vD|) 8T 1 A
Vbl 1\(IVEl 1 2
v, V. 3Tf(vf _3)(75_3) (I 13||\‘//f|)
Um die triviale Losung Vel _ |VTIZ| auszuschlieSen, fordern wir jetzt, dass der
zweite Faktor gleich Null w1rd
Vol 1
st (W) (-3 -3)
2= = (6.51)
2l (¢ )

Vol © Vel ||~ alvol ||~ alvel |
sl 3 35F

Addition von (6.48), (6.49) hingegen liefert, wenn wir mit (6.52) den Term %
eliminieren:

=

Pk  1(8T 1 . 1 ] 3 3
P 2037 Vel 1 T vel 1| 2 2
. 23T, Bl_1 - Ll ] (|vvzj|) (@)
= ! 3 ! ! 6.52
T WVollVEl |7 Vol Vel | (6.52)
V. V. V. V.
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6 Wechselwirkende klassische Vielteilchensysteme

Das zu losende Gleichungssystem lautet demnach

8T l\\//DL% 3 3
o - __c__- ) 2
C C C
S 6.53
P. Vbl _ | Ve ( )
Ve Ve

8T _ [t v, _ 1 |f,__t
9T, Vol * 1V 3171 317

c

Dies sind fiir vorgegebenen Temperaturwert = 1 < 1 insgesamt drei Gleichun-

gen fir drei Unbekannte PK |“/,D| und |VF| , die i. A nur numerisch zu l6sen sind.
Aus der parametrischen Kurve 15 , |VD |] bzw. 15 ), |VFV )|] lassen sich dann

die beiden Zwe1ge der Koexistenzkurve PK Vs. |V| ermitteln. In Abbildung (6.4)
sind auf den L T € {0.85,0.86,0.87,...,0.98,0.99,0.995,0.998,1.0} die zugeordne-

ten Wertepaare [PK |VD |] und [PK |VF |] als roter Punkt dargestellt und
jeweils durch eine hor1zonta1e rotgepunktete Linie verbunden. Die griine Linie
ist die Spinodale. Unterhalb der Koexistenzkurve und oberhalb der Spinodalen
existiert das Zwei Phasengebiet Auf der horizontalen Linie zwischen dem ro-
ten Punkt [ |VF |] und der Spinodalen ist das System uberhitzt, d.h. die

Flussigkeit 31edet Zw1schen dem roten Punkt [ P( |VD |] und der Spinoda-

len ist das System unterkiihlt, d.h. es bildet sich Nassdampf (Nebel). Die Ko-
existenzkurve und die Spinodale bertihren sich im kritischen Punkt TTC) =1,
(Tl _ 1 IVF‘(/TC)I

= 1. In der Umgebung des kritischen Punktes kann die Tem-

c

peraturabhangigkeit von H‘/,D', H‘/,F | und K - analytisch berechnet werden.

Kritisches Verhalten Mit Hilfe von (6 51) (6.52) berechnen wir jetzt die Tem-
Vbl Vel

AR und nahe dem kritischen Punkt. Dazu set-

peraturabhangigkeit von
zen wir
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6.2 Van der Waals Gas

V]

0.0 10 15 2.0 25 3.0 Ve

Abbildung 6.4: Koexistenzkurve von Flissigkeit und Dampf flur das van der
Waals Gas gemal der Maxwell-Konstruktion.
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6 Wechselwirkende klassische Vielteilchensysteme

g = 1l+p (6.54)
% = 1+t

l‘gj' = l+vp

|‘€| = l+vg
v = min([vgl,[vpl).

Es folgt dann aus (6.51), (6.52)

(2+UD +'I)F)(% +'UD)(% +v1:)
(1+t) = 3 TSR (6.55)

W | oo

- 222 enp v volv?)

1 1 1
l+p = 3- - (6.56)
(1+UD)(1+UP) 1+VD 1+UF

= 1—(v£+vé+vva)+o(v3).

Wir erhalten so in fiuhrender Ordnung fur T < T :

t < 0 (6.57)
v1%+v123 +vpvp = -4t
p = 4t+....

Um noch vp und vp gesondert zu berechnen, ist Gleichung (6.46) heranzuzie-
hen:

[8(1+1t 1, 3]
(vp—vp)(1+p) = (3+)ln(w—§)+— (6.58)
! ww:1+vF
Ly
[8(1+1t), (2 3 17
—vp)(1+4t) = 1(— )
(vp—vE) (1 +4t) 3 n 3+v +1+”L—v
—VF
v + v
= (vD—vP)(l+4t)—3(v123—v§)(t+ 3 )+
Lt
vE +v?
0 = (VD—UP)(UD-l-I/P)(t'l' 3 )+
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6.2 Van der Waals Gas

Die interessierende Losung lautet

vp =-vp < 0. (659)
Dann folgt aus (6.57)

vp = —2V-t (6.60)

Vp = 2\/—_1'

In der Umgebung des kritischen Punktes gilt nach dem Gesagten in fithrender
Ordnung die Entwicklung

T < T, (6.61)
L—T < 1
T,
Py T.—-T
— = 1l+p=1+4
P, p T,
|VD| TC_T
= 1 =1+2
VC +Vp + 22X TC
|VF| TC_T
= 1 =1-2 )
VC + Vg X TC

Die Dampfdruckkurve Py (T) miindet in den kritischen Punkt P. mit der Stei-
gung

ldPK(T)

= 4P, (6.62)
i), =

ein. Fur die Spinodale erhalt man in der Nahe des kritischen Punktes

P 3 2
== 5 - > =1-3v" (6.63)
F (1+v) (1+v)

Die entsprechende Entwicklung der Koexistenzkurve als Funktion von vp bzw.
vp ist dann auf den beiden Asten der vdW-Zustandsgleichung gegeben zu

t < 0 (6.64)

2

P 2 | VE|

X = 1t4at=1-vi=1- -1

P, o (Vc
2

P 1%

=X = 1+4t:1_vg:1_(' Dl—l).

B Ve
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6 Wechselwirkende klassische Vielteilchensysteme

Offensichtlich liegt der metastabile Bereich der Koexistenz von Dampf und
Flussigkeit oberhalb der Spinodalen, aber unterhalb der Koexistenzlinie, siehe
Abbildung (6.4).

Es sei hier angemerkt, dass der Exponent 3 fiir die Temperaturabhingig-

keit |VD| Vel — 4( TT_T)Z nahe der kritischen Temperatur T, im vdW-Gas typisch
fur das Verhalten des Ordnungsparameters einer Molekularfeldtheorie ist. Ob-
gleich die Molekularfeldtheorie wesentliche Merkmale beim Phasentibergang
fliissig-gasformig qualitativ richtig beschreibt, z.B. das Gesetz korrespondie-
render Zustande, ist sie zur quantitativen Beschreibung des kritischen Verhal-
tens zu ungenau. In sehr guter Ubereinstimmung mit dem Experiment (siehe
Guggenheim-Plot 6.2) erhalt man mit der Methode der Renormierungsgruppe

0.35
von K.G. Wilson das (numerische) Ergebnis |VD| [Ve| (T T) . Fur die Theo-
rie der kritischen Phanomene bei Phasenubergange erhielt K.G. Wilson im Jahr
1982 den Physik-Nobelpreis.

6.3 Phasengleichgewichte

Das Beispiel des vdW-Gases zeigt, dass N > 1 Atome eines Reinstoffs (einer
Substanz) in einem Volumen |V| gegebenenfalls in zwei thermodynamisch sta-
bile Phasen mit jeweils unterschiedlicher Dichte fragmentieren konnen. Die
Vorgabe von extensiven Variablen wie Energie E, Teilchenzahl N, Volumen |V|
fiuhren demnach nicht immer zu einem eindeutigen homogenen thermodynami-
schen Zustand eines makroskopischen Systems im Gleichgewicht (man denke
an einen Eisberg im Wasser). Ein und derselbe Reinstoff kann z.B. in den Ag-
gregatzustanden fest, flissig oder gasformig vorkommmen. In der festen Pha-
se kann ein Stoff, etwa in Abhangigkeit vom Druck, wiederum in verschiede-
nen Kristallstrukturen existieren, ein Festkorper kann in Abhédngigkeit von der
Temperatur ferromagnetisch oder paramagnetisch sein, oder er ist in Abhan-
gigkeit vom Druck ein guter elektrischer Leiter oder ein Isolator.

In der Abbildung (6.5) ist ein typisches PT-Phasendiagramm fiir eine Sub-
stanz skizziert, die in den Aggregatzustanden fest (I1I), fliissig (II) und gas-
formig (I) vorliegen kann. Wir bezeichnen das chemische Potential der festen
Phase entsprechend als yj;;(P, T), das der fliissigen Phase als p;;(P, T), und das
der gasformigen Phase als y;(P, T).

Die Koexistenzbedingung fir das Gleichgewicht gasformig-flussig lautet (wie
schon beim vdW-Gas diskutiert)

]’{I(Pl T) = l’tH(P’ T) (665)

Diese Forderung fithrt auf die sog. Dampfdruckkurve, eine Linie im PT-Phasen-
diagramm, die wir in Abbildung (6.5) mit P; ;;(T) kennzeichnen.
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6.3 Phasengleichgewichte

Druck in 100.000 Pa

fest flussig

: 5 Temperaturin °C
785 -56B

Abbildung 6.5: Phasendiagramm der Aggregatzustande fest, flussig und gas-
formig fur CO,.

Die Koexistenzbedingung fiir das Gleichgewicht flussig-fest lautet entspre-
chend

prr(P, T) = prpr(P, T). (6.66)

Diese Forderung fuhrt auf die sog. Schmelzdruckkurve, eine Linie im PT-Pha-
sendiagramm, die wir in Abbildung (6.5) mit P;; ;;;(T) kennzeichnen.
Schliefllich lautet die Koexistenzbedingung fiir das Gleichgewicht fest-gas-
formig
pirr(P, T) = p (P, T). (6.67)

Diese Forderung fuhrt auf die sog. Sublimationskurve, eine Linie im PT-Phasen-
diagramm, die wir in Abbildung (6.5) mit P;;; ;(T) kennzeichnen.
Fur das simultane Gleichgewicht aller drei Phasen gilt die Koexistenzbedin-
gung
pi(P,T) = p1i(P, T) = pypi(P, T). (6.68)

Diese Forderung kann nur an einem Punkt im PT-Phasendiagramm erfullt wer-
den, dem sog. Tripelpunkt. Nur dort konnen der schmelzende Festkorper, die
siedende Fliissigkeit und der Sattdampf also koexistieren. Jede Anderung zer-
stort das fragile Gleichgewicht fest-flissig-dampfformig.

Die Dampfdruckkurve P; ;(T) endet im sog. kritischen Punkt. Dort haben sich
Flussigkeit und Gas hinsichtlich ihrer physikalischen Eigenschaften derart an-
geglichen (z.B. gleiche Dichte, gleiche Entropie usw.), dass bei noch hoheren
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6 Wechselwirkende klassische Vielteilchensysteme

Temperaturen oder Druckwerten uberhitzter Dampf und siedende Flussigkeit
nicht mehr zu unterscheiden sind.

Fir vier (oder mehr) Phasen eines Reinstoffes gibt es kein simultanes Gleich-
gewicht, da eine Koexistenzbedingung y; (P, T) = ur (P, T) = py1(P, T) = pyv (P, T)
fur vier unterschiedliche chemische Potentiale zugleich an keinem Punkt im
PT-Phasendiagramm erfiillt werden kann.

Latente Warme Bei der reversiblen Umwandlung einer Phase in eine ande-

re muss pro Teilchen wahrend einer Zeit dt mit der Rate Q eine Energiemen-

ge q = QTdt zugefuhrt bzw. abgefiihrt werden. Diese heif$t, je nach der Natur

der Phasenumwandlung, latente Verdampfungswarme, latente Schmelzwarme
oder latente Sublimationswarme. Sie ist nach dem ersten Hauptsatz nattrlich
durch die Entropiedifferenz zwischen den beiden Phasen gegeben. Z.B. ist fur
den Phasenubergang flussig-dampfformig die latente Verdampfungswarme ge-
geben zu

_ Qdt _ T (S;1—Sp)
qii,1 N N

Allgemein gilt in jeder der beiden Phasen I bzw. II , die ja fiir sich betrachtet
homogene Phasen sind, die Gibbs-Duhem Relation (3.184)

. (6.69)

0
0

—SIdT-i-lVIldP—Nd]/II (670)
—SHdT + |VH|dP —Nd’I/lH.

Hieraus folgt sofort

dur\ S
opr\  _ il
dP ). N
G\ _ _Su
aT |, N
O\ _ Vul
oP |, N

Entlang der Koexistenzkurve P; j(T) gilt

ui(P, T) = pr(Pg,T) (6.72)
Py P (T),
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6.3 Phasengleichgewichte

folglich auch
dpr(Px, T)  dpg(Pg, T)
i T (6.73)
Dies impliziert
9#1) d Py (9P‘1) (aﬂn) d Py (9/”11)
+ = + . (6.74)
(ap . dT "\oT ), \"op ), dT "\ 9T ),
Nach einer elementaren Umstellung folgt
(%), (), 5
dP (T) \oT T -wN+x _ Su-S1 _  aqmi(T) (6.75)
dT (9 J Wl Wl V=V op (Bl Ay
(%)T (aﬂly)T LBl [Vl = Vil T(]{]’ #)

Dies ist die sog. Clausius-Clapeyron Gleichung. Die Steigung der Koexistenzli-

nie P (T) = P ;;(T) wird demnach durch die Temperatur T, die latente Warme

Vil

qrr,1 (T) und die Differenz der spezifischen Volumina ‘{* und IVI'bestlmmt

Fiir den Ubergang der flissigen Phase I1 in die gasformige Phase I gilt Bl o
il N | , folglich gilt naherungsweise
ap (T T
111(T) _ a1 ( )' (6.76)

T v
aT TW[

Betrachtet man Dampf als ideales Gas mit thermischer Zustandsgleichung, so
ist

Vil _ kgT
_— = 6.77
N =P (6.77)
Also gilt auf der Koexistenzkurve P; j;(T) von Dampf und Flissigkeit
apP (T P
L(T) — qu _ Qi (6.78)

aT B TkBTT kB T2

Mit der Annahme g;;; = const lasst sich diese Differentialgleichung fiir den
Dampfdruck exakt 16sen:

T
Py 11(T) = P 1(Tp) exp Z;{F;( 0 1)] (6.79)

Gemaf dieser Gleichung sind Dampfdruckkurven in einer logarithmischen Auf-

Py (T)

BTy VS % gerade Linien, was experimentell gut bestatigt ist.

tragung In 3
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6 Wechselwirkende klassische Vielteilchensysteme

Mehrkomponentige Systeme Die bisher angestellten Uberlegungen treffen
fur die Aggregatzustande (Phasen) eines Reinstoffs zu. Ein Gas wie z.B. Luft ist
ein mehrkomponentiges System bestehend aus 78% Stickstoff N,, 21% Sauerstoff
O,, sowie 0.93% Argon, dazu ein kleiner Anteil von 0.04% Kohlendioxid CO,
und winzige Spuren von anderen Edelgasen. Es ist wichtig festzustellen, dass
es sich bei Luft (von Effekten der Gravitation sei abgesehen) um ein homogenes
Gemisch handelt.

Wir betrachten jetzt ein homogenes Gemisch bestehend aus einer Anzahl »
von Reinstoffen, die nicht ineinander umwandelbar sind. Dann ist jeder Teil-
chenzahloperator NU) fiir die Molekiile des j-ten Reinstoffs eine Erhaltungs-
grofle, und der Operator der gesamten Teilchenzahl ist gegeben zu

n
N = ZNU). (6.80)
=1

Fir den statistischen Operator des mehrkomponentigen Systems im grofikano-
nischen Ensemble schreiben wir dann, da jede Komponente j € {1,2,...,n} ihr
eigenes chemisches Potential /) besitzt:

exp[-B(H - X1, iIND)]
Zgk
Zgk = ZGK(T’ﬂ(l),yﬂ),__.,”(n),|v|)

n
g Zy(])]{](])
j=1

Dementsprechend lautet jetzt der erste Hauptsatz fur die homogene Mischung
von n Reinstoffen

(6.81)

OGK

Triexp|-p

dE=TdS-PdV + ) udNU). (6.82)

n
j=1
Die Gibbs-Duhem Relation fiir mehrkomponentige homogene Systeme lautet so-
mit

n
—SdT+|V|dP—ZN‘j)dy(f) (6.83)
j=1

(e}
[l

t
[l

TS-P|V|+

n
WINI),
j=1
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6.3 Phasengleichgewichte

Das thermodynamische Potential ist dann

Q = (T4, 4, 4", V) (6.84)
n
— E—TS—Zﬂ(j)N(j)
=1
= —P|V]
= _kBTanGK'

Es kann vorkommen, dass zu einer gesamten Energie E, und einer vorgegebe-
nen Teilchenzahl NV, N ... N® in einem Volumen |V| das System dennoch
nicht homogen gemischt ist, sondern in eine Anzahl von m sich berithrenden
Phasen (Aggregatzustinden) unterschiedlicher Dichte zerfallt, die jeweils fur
sich homogen sind. Es sei an das Beispiel des schwimmenden Eisbergs mit sei-
nen Grenzflachen Eis- Wasser-Luft erinnert (in dem Fall ist m = 3). Im Gleichge-
wicht muss die Entropie des Gesamtsystems ein Maximum haben. Bringt man
also eine Energie dE, die Teilchenzahl AN und das Volumen dV von einer
Phase I in eine andere Phase I’ der m moglichen Phasen, so ist nattirlich die
Anderung der gesamten Entropie gleich Null:

() ()
11 ol VI y (P By
dS=|—-—|dE - LS D NATL el 6.85

(Tl Tl) Z( T, T, \1 T (6.85)

j=1

Die Forderung des Phasengleichgewichts bedingt

I = I (6.86)
T, = Tp=T
B = B=P
j € {1,2,...,n}
(j) (7)
Vz] = Vl{'

Jede Komponente j € {1,2,...,n} des Systems hat in allen moglichen Phasen I €
{1,2,...,m} denselben Wert fiir das chemische Potential! Dies ist die Gibbs’sche
Phasenregel. Man kann auch schreiben

r ,
W' o= (6.87)
I € {1,2,....m—-1}
j € {L,2,...,n}.
Zusammen betrachtet sind dies n(m — 1) verschiedene Gleichungen fur die Va-
riablen P, T sowie m(n —1) unabhangige Konzentrationen C;] ) = NT(]) wie sie in
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6 Wechselwirkende klassische Vielteilchensysteme

den verschiedenen Phasen I € {1,2,...,m} vorkommen konnen. Es verbleiben
dann insgesamt

f = 2+mn-1)—-n(m-1) (6.88)
2+4n—-m

freie unabhdngige Variablen zur Charakterisierung des Gleichgewichts im (P, T, cgj))—

Phasendiagramm.

Betrachten wir z.B. eine gesattigte Losung. Ein Losungsmittel (z.B. Wasser)
befindet sich im Gleichgewicht mit einem Losungsstoff (z.B. Zucker). Dann ist
n=2,m=2,d.h. f =2.Indem Fall ist die Sattigungskonzentration cg = c5(T, P)
nur eine Funktion von Temperatur T und Druck P.

Osmotischer Druck Ein Gefaf3 sei durch eine nur fiir das Losungsmittel durch-
lassigen Wand (semipermeable Membran) in zwei Teile unterteilt. Auf beiden

Seiten der Wand stellt sich im thermischen Gleichgewicht ein Druckunterschied

AP = P — PRD) ein, wenn P(RL) den Druck im reinen Losungsmittels und P den

tatsachlichen Druck in der Losung bezeichnet. Wir bezeichnen jetzt die Teil-

chenzahl und das chemische Potential des reinen Losungsmittels mit N(RL) und

uRD) | entsprechend die Teilchenzahl und das chemische Potential des gelosten

Stoffes mit N'') und pl). Dann besitzt die grofkanonische Zustandssumme fiir

die Losung die Darstellung

(T )= 5 o (T AN (g
N(L):()

Hier ist Zgk (T,V(RL),N(L), |V|) die grofSkanonische Zustandssumme des reinen
Losungsmittels in Gegenwart von exakt N Molekiilen Lésungsstoff. Wir sind

nur an verdunnten Losungen interessiert und erhalten in fithrender Ordnung

In[Zok (T, w®,ND = 0,[V])]

Zex (T,p RO, ND=1,|v)) pud)
ZGK(T,y(RL),N(L):O,Wl)

InZex =4 + (6.90)

+0 (ezﬁ”(L) ) .
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6.4 Verschiebung des Gleichgewichts in verdiinnten Losungen

Die mittlere Anzahl geloster Teilchen des Losungsstoffes im Gleichgewicht folgt
dann zu

(L) (L) _ J
N (N )GK = kBTWInZGK (6.91)

Zex (T, u®Y,NW = 1,|v])
Zox (T, 40, ND =0, 1))

Wir erhalten aus dem thermodynamischen Potential QO = —P|V| der Losung so-
mit fur den Druck P, der in der Losung herrscht, die Darstellung

¢
=
=
+
O
—_——
(oM
N
=
=
S —

—(L))2
kgT kpT (L )y
P="81nz. =pRL L ZB_ N - 6.92
v ek V| Vi (6.2
wobei T
P(RL):FTlln[ZGK(T,y(RL),N(L):0,|V|)] (6.93)

der Druck im reinen Losungsmittel ist. Zwischen dem reinen Losungsmittel
und der verdiinnten Losung besteht folglich auf beiden Seiten einer semiper-
meablen Membran ein Druckunterschied
N(L)
AP =P -PRY = fpT— (6.94)
V]
Der Durchtritt von Stoffen durch semipermeable Membranen heifit Osmose,
entsprechend heifst AP der osmotische Druck. Nach dem Gesagten ist der os-
motische Druck nichts anderes als der Partialdruck derjenigen Komponenten
des Losungsstoffes, die nicht durch die Membran hindurch gelangen konnen

(van’t Hoff).

6.4 Verschiebung des Gleichgewichts in
verdinnten Losungen

Ein Losungsstoff sei in kleiner Konzentration in einem Losungsmittel enthal-
ten, z.B. Salz in Wasser. Dann stellt sich die Frage, wie sich die Schmelzkur-
ve bzw. die Siedetemperatur der Losung als Funktion der Konzentration des
Losungsmittels verandert. Der Druck P fiir konstante Temperatur T und kon-
stantes Volumen |V| dndert sich gemaf3 (6.92) bei Zugabe von AN Molekulen
des Losungsmittels in die reine Losung um

ap

A

Ap+ LN (6.95)
V] V]
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6 Wechselwirkende klassische Vielteilchensysteme

Aus (3.188) folgt

9P N
EWETY (6.96)
K T,|V| Vi
dh. es ist fir AN < N die Druckanderung gegeben zu
~—(RL)
N kgT
AP = Ap+ AN. (6.97)
v v

Fur konstant gehaltenen Druck ist AP = 0, was fiir die Anderung des chemi-
schen Potentials in der Losung bedeutet

AN
- ﬂ(RL) =Au= _kBT——(RL)' (6.98)
N

Wir schreiben jetzt fiir die Konzentration des Losungsstoffes in der Losung

A
(L) = __(Z;IL) (6.99)
N
und erhalten
p(P,T,cM) = p®E (P, T) — kpT M. (6.100)

Wir betrachten jetzt zwei Phasen A und B eines mehrkomponentigen Sys-
tems, z. B. die flussige Phase und die feste Phase der Losung im Gleichgewicht.
Dann gilt fur das chemische Potential des Losungsmittels in Gegenwart des Lo-
sungsstoffes

s (P, T,c(AL)) - ],lB(P, T,c‘B”) (6.101)

(L) (L)
P P(T,CA ,Cp )

Aufgrund von (6.100) bedeutet das entlang der Koexistenzkurve fiir kleine Kon-

zentrationen cff)und C;L)des Losungsstoffes in der A- bzw. der B-Phase

(RL) L) (RL)
B

(P, T) = kgT P = y*E (p, Ty — kT P 6.102)
Ha H B

Es verschiebt sich die Koexistenzkurve der Phasen A und B des reinen Losungs-
mittels beim Einbringen des Losungsstoffes gemaf3

P = Py+AP (6.103)
T = Ty+AT.
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Folglich
RL
Plfax )(Po;To)
8;&R”<P,T>l
RL +|—5— AP
u ) = [ N P (6.104)
(RL)
+l%] AT +...
P:P(),T:TO
RL
P‘gs )(Pol To)
Iuy " (P,T) l
(RL) +[— AP
pg (P, T) = A P
(RL)
+l%] AT +....
P=P,,T=T,
Mit (6.71) erhalten wir
(RL) _ (RD) |Val Sa
fa (PT) = jig ) (R To) + e AP + AT . (6.105)
(RL) _ (RD) |Vl Sp
IMB (P,T) = IMB (P01T0)+WAP+WAT+'“'

Die Koexistenzbedingung fiir die beiden Phasen A und B (6.102) lautet dann in
tuhrender Ordnung

(RL)

S
]xlA (Po,T0)+ |VA| AP + A

N (RL) N(RL)

_ (R |Vl Sp
= #p (B To)+ N&D AP NRD

AT —kgTy ¢’ (6.106)

AT — kBToC%L).

Aber Py, T)) sind gerade so definiert, dass sie auf der Koexistenzkurve der Phasen
A und B des reinen Losungsmittels liegen, d.h.

RL (RL
P‘(A )(PO; To) = pp )(Po, Ty). (6.107)
Es folgt der allgemeine Zusammenhang fiir die Verschiebung der Koexistenz-
kurve zweier Phasen des reinen Losungsmittels infolge der Gegenwart eines
Losungsstoffes mit geringer Konzentration

|Val = |Vl Sa—Ssp
NED AP ED

AT kT, (cjp_cg“): 0. (6.108)
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Absenken der Gefriertemperatur Fur Salz und Wasser durfen wir anneh-
men, dass sich der Losungsstoff Salz nur in der Flussigkeit (A-Phase), aber nicht

im Eis (B-Phase) lost, d.h. cg) = 0. Ferner ist unter atmospharischen Bedingun-
gen der Druck konstant, also AP = 0. Die Warme, die von reinem Wasser beim
Gefrieren zu Eis abgegeben wird, ist die latente Warme

Sa—Sg

qdaA,B = TO W <0. (6109)

Somit erfolgt beim Losen von Salz in reinem Wasser eine Absenkung der Gefrier-
temperatur um

_ kTy w
|61A,B| 4

Deshalb streut man im Winter Salz!

AT (6.110)

Erh6hung der Siedetemperatur Wir betrachten nun siedendes Wasser. Auch
hier ist davon auszugehen, dass der Losungsstoff Salz sich nur in der Flussigkeit

(A-Phase), aber nicht im Dampf (B-Phase) lost, d.h. chL) = 0. Ferner ist unter
atmospharischen Bedingungen der Druck beim Sieden konstant, also AP = 0.
Die Warme, die bei der Verdampfung von Wasser aufzuwenden ist, ist die latente
Warme

5458

QA,B:TOW>O- (6111)

Somit erfolgt beim Losen von Salz in Wasser eine Erhohung der Siedetemperatur
um

AT

_kgTy (o)
A

= (6.112)

|51A,B|
Raoultsches Gesetz Fir Wasser (A-Phase) und Dampf (B-Phase) gilt |V,| <
|Vg|. Dann findet man bei festgehaltener Temperatur, also AT = 0, eine Ernied-
rigung des Dampfdrucks

kg T,
AP =20 . (6.113)
NRL]

Verwendet man fiir Dampf (B-Phase) die thermische Zustandsgleichung des
idealen Gases, so folgt hieraus fir die Druckdanderung in Abhangigkeit von der

Gleichgewichtskonzentration CX) des gelosten Stoffes in der Flussigkeit der Zu-

sammenhang

AP
=—c¥. (6.114)
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Die Dampfdruckerniedrigung wachst proportional zur Konzentration des ge-
losten Reinstoffs. Diese Beziehung heifst das Raoultsche Gesetz.

Mineralwasser wird z.B. in CO,-Atmosphdre unter erhohtem Druck abgefullt
und verschlossen. Je hoher der Druck, desto mehr CO, 10st sich im Wasser.
Wenn beim Offnen der Flasche der Druck gesenkt wird, dann sprudelt das CO,
wieder heraus.
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/ Magnetismus,
Molekularfeld-Naherung und
Landau-Theorie fur kritisches
Verhalten

Nach der klassischen Maxwell-Theorie des Elektromagnetismus’ entsteht ein
magnetisches Induktionsfeld B aufgrund einer elektrischen Stromdichte j und/oder
infolge eines zeitlich veranderlichen elektrischen Feldes E. In grofler Entfer-
nung von einem Kreisstrom ist das magnetische Induktionsfeld in fuhrender
Ordnung ein Dipolfeld. Es war deshalb naheliegend, zu Beginn der Erforschung
der Struktur der festen Materie als Ursache fur den Magnetismus mikrosko-
pisch kleine Kreisstrome zu postulieren, die z.B. durch die Bewegung der am
Atom gebundenen Elektronen verursacht sein sollten. Niels Bohr und unab-
hangig Johanna H. van Leeuwen zeigten jedoch, dass so ein Modell des Magne-
tismus fur eine makroskopisch grofe Probe im Rahmen der klassischen Physik
nicht funktioniert.

Heutzutage wissen wir, dass der Magnetismus nur auf Basis der Quantenme-
chanik erklarbar ist. Magnetische Momente von einzelnen Atomen und Moleku-
len sind eng mit dem Spin bzw. dem Drehimpulsoperator verkniipft. Die Ur-
sache des Ferromagnetismus in Festkorpern ist die Austauschkraft, deren phy-
sikalische Natur von Werner Heisenberg im Jahr 1928 auf die Coulomb-Wech-
selwirkung der Elektronen und das Pauli-Prinzip zuriickgefuhrt wurde. Der
Diamagnetismus beruht dagegen auf der Kopplung des Vektorpotentials A (r)
an die Orbitalbewegung der Elektronen. Es handelt sich beim Diamagnetismus
um einen universellen Effekt. Das infolge der Orbitalbewegung der Elektronen
induzierte magnetische Moment ist dabei proportional zur Feldstarke B = rot A
und dieser entgegengerichtet. Besonders eindrucksvoll ist in dem Zusammen-
hang der Meissner-Ochsenfeld-Effekt in Supraleitern. Details zur Theorie des
Diamagnetismus von Metallen und Halbleitern bei tiefen Temperaturen kon-
nen wir hier aus Zeitgrinden nicht bringen. In den allermeisten magnetischen
Materialien ist der Diamagnetismus im Vergleich zum Paramagnetismus aber
nur ein kleiner Effekt.
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7 Magnetismus, Molekularfeld-Naherung und Landau-Theorie

/.1 Paramagnetismus

Es handelt sich beim Paramagnetismus im Grunde genommen um das magne-
tische Analogon zum idealen Gas. In einem Isolator mit einem Kristallgitter A,
mit einer Anzahl N = |A| von Gitterpldtzen R, befinden sich an den einzelnen
Gitterplatzen lokalisierte, identische Ionen der seltenen Erden (z.B. Ce, Gd, Dy,
Yb, usw.) mit einem permanenten magnetischen Dipolmoment m(R). Wie man
in der Atomphysik zeigt, setzt sich das magnetische Moment der Atomhille
solcher Ionen aus dem Gesamtdrehimpuls (z.B. der f-Schale) zusammen

i, (R) = g2, (R) (7.1)
a € {xv,z
el _5[ eV ]
1g 2, =5.788x 107 | ——|.

Hier ist ¢ = g(j,1,5) der Landé-Faktor, J, (R) der Gesamtdrehimpuls des Atoms
am Gitterplatz R € A, und j, ], s sind die Quantenzahlen von Gesamtdrehim-
puls f,, Bahndrehimpuls L, und Spin $,. Der Wertevorrat des Gesamtdrehim-
pulses j der hier betrachteten f-Schale von Ionen der seltenen Erden ist typi-
scherweise j € {%, 1,3,2,3,.
tungen aus.

.}, den Fall j = 0 schliefSen wir von unseren Betrach-

Legen wir an eine solche Probe ein dufSeres magnetisches Induktionsfeld B =
Be, an, so bewirkt dies zum einen eine Ausrichtung der atomaren Momente par-
allel bzw. anti-parallel zum aufleren Feld, je nachdem g < 0 bzw. g > 0 ist. Das
Magnetfeld beseitigt zugleich die (2j + 1)-fache Entartung eines Energieniveaus
mit Drehimpulsquantenzahl j. Es bilden sich (2j + 1) Unterniveaus, die vonein-
ander den Abstand gupB haben. Der Hamilton-Operator des Systems lautet,
wenn die Wechselwirkung der magnetischen Momente untereinander vernach-
lassigt wird:

A=-B Z i, (R'). (7.2)
R’eA

Wir berechnen jetzt den thermischen Erwartungswert der Magnetisierung
der betrachteten Probe im kanonischen Ensemble, unter der Annahme, dass
das Magnetfeld hinreichend schwach ist, somit nur die Zeeman aufgespaltenen
(2j + 1)-Unterniveaus des Grundzustands, der durch die Drehimpulsquanten-
zahl j charakterisiert sei, mit grofSer Wahrscheinlichkeit thermisch populiert
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7.1 Paramagnetismus

werden konnen

M.(j,T) = ) (i (R)) (7.3)
ReA

. Tr (e P, (R))

(1t (R)) (o)

Die Momente auf verschiedenen Gitterplatzen sind beim hier betrachteten Pa-
ramagnetismus unkorreliert. Also

Tr(e_ﬁH) = l_[ tr(eﬁB th(R’)) (7.4)
R’eA
Tr (e P, (R)) = [ tr(er® =R |- tr (e R, (R)).
R’eA
R’#=R
Es folgt
A tr (efB "W, (R))  —gpupY ) __; joe PPsms -
(s (R) = —— e = — (7.5)
z . .e B Jz
r(e ) Z']z:_] ¢
Die Summe im Nenner ist eine geometrische Reihe. Wir setzen
_ —BBgus _ _8HBB y
xX=e exp( kT | (7.6)
Somit gilt
]ij2=1+x+'f‘+x2j:l.1_x2j+l:x_j_xjﬂ (7.7)
x/ x 1-x 1-x

jz:_j

Die Summe im Zahler kann als Ableitung des Nenners dargestellt werden

j _ PR
ijxfz = X foz (7.8)
Jz=~] Jz=7]
d x T —xI*1
XE 1-x
[—j-x’j’l—(j+1)xj](1—x)+(x’j—xj+1)
X -

(1-x)
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7 Magnetismus, Molekularfeld-Naherung und Landau-Theorie

—jex T (G ) 4 x4+ (1) x T -yt
= X -

(1-x)°
T ) (e 1) —x)
(1-x)° |
Es folgt
) _ j o =) — (4 1) —x)
<mZ(R)> - _g”lB[ —j x]+1] (1—X)2
Y & xj“ x I~ (j+ 1) —x7)
N
g = )
He It 4 x Il — (] + x 7))
" j- s1nh[]+1 g”BB] (j+1) s1nh[]g”3 ]
COSh[]+1 g”B cosh[]g”BB
{smh[]+1 g”B smh[]g”B ]} smh[]g”BB
= g/”B

cosh[]+1 L ]—cosh[]g”BB]

Dieser Ausdruck kann noch mittels der bekannten Additionstheoreme verein-
facht werden

ol 8meBl | emeBl L (8HBB ( 1)g,”BB
- = — 7.
smh[(]+1) kBTl sinh _] kT | 2sinh 2kBT)coshl jts kT (7.9)
. &msB| [.gusB|_ . (gusB) . ( 1)gﬂBB
cosh|(j+1) kBT] cosh _] kT | = 2sinh KT )smhl j+ KT
o |.gmsB] ( )gﬂBB gHpB
sinh _] T |~ sinh _ + = kaT ~ 2ksT
e Sks SisB ( )gﬂBB oh 8488
= smh[(]+2) KT lcosh(szT +cosh[]+ kT sin k5T |
Einsetzen liefert
]e{%lgzg} (7.10)
B
2]s1nh( % P;BT
. B 1 gﬂB psB
(i1, (R)) = 5 —s1nh ]+§ cosh( T)
2smh(gyBT smh[]+ )g]fBT] [ s
yB
+cosh[]+%)gk”BT smh( T)
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7.1 Paramagnetismus

g/u (2]+1)smh(g”3 COSh[J+ gP;BTB]
B

Zsmh( %)gkl;BTB] —smh[ % g"BB]cosh(g’fT)
] < g

2 smh[(]+%)gﬂ )

kpT
_ . J2i+1 (. 1\gusB SHB
~ 8K ) { 2] COth_(“z) kpT 2] oth 2kB

Der Term in der Klammer definiert die sog. Brillouin-Funktion

S 2j+1 2j+1 | 1 x
= - — = 11
B(j,x) 3 coth( 5 x) % COth(Zj) (7.11)
Demnach ist B
(i, (R)) =gup j- B JbgﬂB ]l (7.12)
kgT

In Abbildung (7.1) ist die Brillouin-Funktion B (j, x) fiir mehrere mogliche Dre-

himpulsquantenzahlen j als Funktion von x = gk’;—BTB j dargestellt. Fur j > 1 strebt

die Brillouin-Funktion gegen den Grenzwert

lim B(j,x) :coth(x)—% (7.13)

]—00
Fiir den Spezialfall j = 1 folgt aufgrund der elementaren Identitit

X coshx cosh%
2coth (x) - th(—) = - _ 2 7.14
coth (x) - co 2 sinhx sinh3 ( )

e+l eX+1
=2 _
e*—-1 e¥-1
2x X
e*+1 e +1
= 2

(eX—1)(ex+1) er—1
1 2(eP+1)- (e +1)

T e eX+1 (7.15)
2 _2e* +1
- (e¥x=1)(e*+1)
(e"—l)2 eX—1
T @ —D(er+l) et
X
= tanhz
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Blj.xI]
1.0 —
r 1
0.87 — J:_
: 2
L —_— =1
0.6+ 3
: - =
| 2
04 — =2
I 5
: — =
0zl E
¥ | | | | | X
1 2 3 4 5

Abbildung 7.1: Brillouin Funktion.

das Ergebnis

.
=3
. _ 8MB gupB
(r,(R))y = N tanh(—szT) (7.16)

. . gupB )l
Bli,
lgl‘B] (] ksT ] j

1
2

Da (i1, (R)) nicht vom Gitterplatz R abhangt ist die Magnetisierung der Probe
gegeben zu

B
M.(j,T)= ) (i (R)) = |Algps j-B(j, ot j). (7.17)
ReA
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7.2 Ferromagnetismus

Hochtemperaturentwicklung Fir hohe Temperatur kgT > gugB gilt die Ent-
wicklung

. 1)\8MsB
1 B 1 I1+t3)%T
coth (j+§)ngBT l = v gB +( 23) BT 4 (7.18)
B (]+§) Ty T
g Sy
B 2kgT
coth(szT) 2k 3 +....

2kgT
Somit erhalten wir in fithrender Ordnung

, . 1ygpusB| 1 gHpB
M,(j,T) (]+2) kBTl % coth(szT (7.19)

27 +1
|A| { — coth
8HB ] 2

. 1)\ 8B 8B
Algn j{1+%{ 1 (i+3) kBBT} 1{ 1 zﬁfT]}
B ; . B T 57 B
J (] +% gkl;BT 3 2] %II:T 3
) 2 B
e 418
= g¥B ] ] 3

A 811G+ D)

B.
3 kT

Die Temperaturabhangigkeit der (paramagnetischen) Suszeptibilitat fur kgT >
gupB folgt hieraus zu

()= X0 Ty

J (8#5)° j(j+1) (7.20)

3 kT

Die charakteristische Abhéngigkeit der Suszeptibilitit x (T) o« + fiir hohe Tem-
peraturen, wie sie fiir viele paramagnetische Materialien experimentell besta-
tigt ist, nennt man das Curie-Gesetz. Es besagt, dass die Ausrichtbarkeit der
Spins mit wachsender Temperatur erschwert wird. Die wesentliche Annahme,
die zum Curie-Gesetz des Paramagnetismus fiihrt, ist allerdings, dass die ma-
gnetische Wechselwirkung der Atome untereinander als vernachlassigbar klein
betrachtet werden darf.

7.2 Ferromagnetismus

Im Unterschied zum Paramagnetismus, der z.B. bei den Salzen der seltenen Er-
den sehr ausgepragt ist, weil jedes Ion unabhangig vom magnetischen Moment
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7 Magnetismus, Molekularfeld-Naherung und Landau-Theorie

seiner Nachbarn mit einem dufleren Magnetfeld wechselwirkt, existiert in fer-
romagnetischen Materialien eine dominante Austauschwechselwirkung zwischen
nachsten (gegebenenfalls auch tibernachsten) Nachbarn. Fiir zwei Elektronen
am Ort r und r’/, die sich im Coulomb-Feld zweier benachbarter Ionen-Rumpfe
an Gitterpldtzen R und R’ bewegen, wird beispielsweise im Rahmen des Va-
riationsansatzes von Heitler und London (1927) der Niederenergiesektor des
Hilbertraums durch einen Singulett-Zustand |\¥;) und drei (entartete) Triplett-
Zustande |¥;) aufgespannt:

R -R) | [ [ ®)elr®)
Y, (r,r;R,R’) = — (7.21)

| +¢2(c-R) 1 (' =R) | V2| |y R))® |11 (R) |

[ pAr-R) g (7 -R) |, [ i ®)e[x(R)) ]

| ~pr(r-R)P,(r'-R) |

[ ¢A(r-R)p (1’ -R’) ]
¥, , (r,t;RR) = X1 (R)> ®|x1 (R’))
| —¢A(r-R) ¢ (r'—R) |
[ ¢2(r—-R)¢p, (1’ -R’) ]
W, (r,r;R,R’) = |1 (R)® [x, (R)).
| —¢,(r-R’) ¢, (r'—R) |

Die Wellenfunktionen ¢, (r—R) sind dabei die Eigenfunktionen eines Elek-
trons, welches an einem (isolierten) Atom am Gitterplatz R gebunden ist, und
|XT (R)> bzw. |Xl (R)> sind die zugeordneten Spin-Eigenzustande des Elektrons.
Die Austauschterme ¢, (r —R’) ¢, (r' — R) im Bahnanteil der Wellenfunktion sind
zwingend erforderlich, damit der Variationsansatz dem Pauli-Prinzip genuigt!

Zur Illustration des Gesagten betrachten wir einen Modell-Hamilton-Opera-
tor fur zwei Elektronen, die sich im Coulombfeld von zwei identischen einfach
geladenen Ionenrumpfen an benachbarten Gitterplatzen R und R’ befinden sol-
len:

W o(r,r;RR) =

5l-

| +xiR)®[x1(R)) |

A% (r,r;R,R) AYR)+HY (¢5R) + UP (r,r;R,R)) (7.22)
-, et 1
2m, ' 4mey|r—R|

N
2m, ©  dmeg|r’ —R/|

le]? 1 1 1 1

— — + + .

4rceg\ [r-R’| ['=R| |r—-r| |R-R|

g (r;R)

I:I(l) (I"; R/)

U (r,1;R,R’)
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7.2 Ferromagnetismus

Arbeiten wir mit auf Eins normierten atomaren Eigenfunktionen ¢, (r —R) ei-
nes lokalisierten Elektrons zum Eigenwert E, <0,

HY(5R) g (r-R) = Ej¢,(r—R) (7.23)
HY(;R) (' -R') = Exda(r'-R'),

und definieren wir das Uberlapp-Integral zu

AR,R’) = Jd3r¢A(r—R)¢A(r—R’), (7.24)
so folgt fir das Quadrat der Norm der betrachteten Zwei-Elektronen-Wellen-
funktionen

(W) = Jd%fd%’ @, (1,1, R, R)| = ( 8 2) (7.25)
Wale) = [ &1 [ @ oo R =2(1-]A RO,

Einsetzen des Variationsansatzes (7.21) fuhrt auf

(W H? %)

E.(R,R’ 7.26
v B2 |w
{(Pra [#a) E,(R,R)
<\Ijt,a|qjt,a>

a,a’ € |-0,+)
(B H? |, )

|
L

wobei

J'“'(R,R) + " (R,R’)

E.(R,R)) = 2F,+ 7.27
“’ g 1+ |A(R R’)|2 7:27)
(C) ’ ’
|A (R R’)I
Hier sind J(©)(R,R’) und ] (R,R’) die sog. Zwei-Zentren-Integrale:
)(R,R') Jd3 Jd% |§2 (r=R)| U (5, t;RR') |, (¢ ~R)|] (7.28)

JA (R,R’):Jd3rjd3r’qu(r—R)q)/\(r’—R’)U(z)(r,r’;R,R’)({),\(r—R’)c{)A(r'—R).
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7 Magnetismus, Molekularfeld-Naherung und Landau-Theorie

Das Integral J(“)(R,R’) entspricht dem klassischen Beitrag der Coulomb-Wech-
selwirkung zur Energie, das zweite Integral J4) (R, R’) ist das Austauschintegral.
Es hat in der klassischen Elektrodynamik keine anschauliche Deutung. Seine
Existenz ist eine unmittelbare Konsequenz des Pauli-Prinzips. Mit wachsendem
Abstand |R — R’| wird |](A) (R,R)| < |](C> (R,R’)|, zudem strebt die Differenz der
Eigenwerte E;(R,R’)— E; (R,R’) rasch gegen Null, sofern die Elektronen am je-
weiligen Ionenrumpf gebunden sind.

Der Hamiltonoperator H(?) (r,r’;R,R’) fur die zwei Elektronen kann folglich
im Niederenergiesektor des Problems als dquivalent zu einer hermiteschen (4 x
4)-Matrix H (R,R’) angesehen werden. In der diagonalen Darstellung ist

Es(R,R') |95 (R,R))) (3 (R, R")
H(R,R’) = (7.29)
+E (R R)) L0+ |Pra (RR)) (1o (RR)

Hier sind E;(R,R’) und E; (R,R’) die Eigenwerte von H(R,R’), und |l/)5 (R,R’))

und |1,bt,a (R,R’)) sind die entsprechenden Eigenfunktionen. Diese sind zugleich
auch die Eigenfunktionen zum Gesamtspin eines Elektronenpaares, gebildet
aus einem Elektron am Gitterplatz R und einem Elektron am Gitterplatz R”:

s (R,R)) %[|XT(R)>®|X¢(R’)>—|XL(R)>®|XT(R')>] (7.30)
- (RR)) = |x;(R)®|x;(R)
|10 (R,R')) %[|XT(R)>®|X¢(R')>+|XL(R)>®|XT(R/)>]

¥+ (RR)) = [x1(R))®|x7(R)

Im)=[él
|X¢>:[(1)l-
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7.2 Ferromagnetismus

Mit den 2 x 2-Pauli Spinmatrizen

[ 1 0
00201l (731)
[0 1
9% = 11 0
I
9% T i o0
(1 oo
9Z = 1o -1

kann die 4 x 4-Matrix H (R, R’) alternativ auf folgende dquivalente Weise darge-
stellt werden:
3Et(R,R’)4+ES(R,R’)OO (R)® 0y (R)

H(R,R) = (7.32)
E.(R,R’ —E; ,R’ )
+ BRRSERR) 5 o2 Ta(R)® 0, (R).

Nebenrechnung Unter Beachtung der Regel fir Kronecker-Produkte
(A®B)(u®v)=(Au)®(Bv) (7.33)

folgt jetzt ohne weiteres

Y o(R)® 0, (R) || (RR)

ag{x,y,z}

[0 1 o 0 1]
h10 10_
PO A

7 R el

|
Sl
P——
—
)
[
®
—
O =
—_—
| o
| |
O =
Me—
®
)
[
~—————

271



7 Magnetismus, Molekularfeld-Naherung und Landau-Theorie

) 0(R)®0,(R) ||, (R,R))

(xy.2)
'01®01'
1 0 10
_ +0—z'®'0—i 0 ][0
- 10__10 1 1
+1o‘®'10
0 -1 [0 -1

[l
A
| ——
e
| —
e
| —
S|

— O
[
T —

|
S
o
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7.2 Ferromagnetismus

ae{x,y,z}

[0 1 0 1]

[ 1 0 10
B +0—i'®'0—z 1ol 1
B i 0 |7[i 0 0 0

Als Ergebnis folgt die nutzliche Regel

[ ) %(R)@oa(R’)] P (RR) = -3|¢(RR)) (7.34)
ae{x,y,z}

[ ) 0R)®0,(R)|[pra (RR)) = [thq(RR))

ae{x,y,z}

a € {-0-+}.
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7 Magnetismus, Molekularfeld-Naherung und Landau-Theorie

Heisenberg-Modell Zur Priifung der behaupteten Aquivalenz von (7.29) und
(7.32) setzen wir fiir H(R,R’) die Darstellung (7.32) ein und erhalten mit (7.34)

H(R,R)

s (R,R")) (7.35)

3Et(R,R’)4+ES(R,R’) O_O (R) ® OO (R/)

= |95 (R,R"))

E;(R,R")-E,(R,R’ ,
| +% Zae{x,y,z} Oy (R) ® 0y, (R )

[3E,(R,R")+E,(R,R") _E;(R,R")—E,(R,R’

_ ) ,
_ - 3 7 |¢s (R,R))

s (R,R'))

E;(R,R)

H(R,R)

z1bt,a (R'R,» (736)
3E;(R,R))+Es(R,R")
| |10 (RR))

n Et(R,R');Es(R,R'

¢t,a (R: R,)>

= E/(R,R)
a € {-0-—+},

was zu zeigen war.

Wir betrachten ein Gitter A mit einer Anzahl |A| von Gitterplatzen R, an de-
nen Jonenrumpfe positioniert sind. Die gesamte Wechselwirkungsenergie auf-
grund der Austauschwechselwirkung von paarweise an den betreffenden Io-
nenrimpfen lokalisierten Elektronen (an Gitterpldtzen R,R’ € A) ist demnach

\ 1 )
H = 3 § H(R,R’) (7.37)
R,R’eA
R=R’
3E,(R,R)+E,(R,R’)

1 Z ) 09 (R)®0p (R’)
2 Ey(RR))-Ey(

-~ R,R’) ’
RI,{IiE,/\ +f de{x’y’z} au (R) ® G{l (R )

Fur E; (R,R") — E;(R,R’) < 0 ist der Triplett-Zustand bevorzugt, d.h. die Spins
der Elektronen, die an den Rimpfen benachbarter Ionen lokalisiert sind, ten-
dieren dazu, sich parallel zu orientieren. Man spricht dann von ferromagneti-
scher Ordnung. Fur E;(R,R’) — E;(R,R’) > 0 ist der Singulett-Zustand bevor-
zugt, d.h. die Spins der Elektronen, die an den Rumpfen benachbarter Ionen
lokalisiert sind, tendieren dazu, sich anti-parallel zu orientieren. Man spricht
dann von anti-ferromagnetischer Ordnung. Obwohl diese Korrelation der an be-
nachbarten Ionenrumpfen lokalisierten Elektronen auf der Eigenschaft beruht,
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7.2 Ferromagnetismus

dass Elektronen einen Spinfreiheitsgrad besitzen, ruhrt die energetische Gro-
Benordnung der Wechselwirkungsenergie E; (R,R’) — E (R, R’) tiberhaupt nicht
vom magnetischen Moment der Elektronen her, sondern hangt (iiber die Zwei-
Zentrenintegrale ) ganz wesentlich von der Coulomb-Wechselwirkung ab!

Der Term

1 3E; (R,R) + E, (R,R’) ,
C=> Z i — o0 (R)® 0y (R') (7.38)
R,R’eA
R=R’

entspricht bei Beschrankung auf nachste Nachbarn R’ von R in einem Kristall-
gitter, welches aus identischen Ionen zusammengesetzt ist, einem konstanten
Spektralshift. Man kann ihn dann ignorieren.

Die (ursprunglich vom Spin unabhangige) Austauschwechselwirkung lasst
sich demnach im Niederenergiesektor durch den von Heisenberg eingefiithrten
effektiven Hamilton-Operator

: 1 / Y
H = ) E J(R,R’) E 0, (R)® 0, (R) (7.39)
RR’eA ae{x,y,z}
R#R’
E.(R,R")-E;(R,R’

zur Beschreibung des Ferromagnetismus (bzw. des Anti-Ferromagnetismus) er-
setzen. Der Hamilton-Operator des Heisenberg-Modells hat interessanterwei-
se die Gestalt einer expliziten Spin-Spin Wechselwirkung zwischen nachsten
Nachbarn, obwohl sein physikalischer Ursprung nichts mit der viel schwdcheren
magnetischen Dipol-Dipol Wechselwirkung zwischen benachbarten magneti-
schen Momenten i (R) und #1(R’) der Elektronen an Gitterpldtzen R und R’
zu tun hat. Die Grolenordnung der magnetischen Kopplungsstarke J(R,R’)
in einem Ferromagneten ist durch die Coulomb-Wechselwirkung und das Pauli-
Prinzip festgelegt, nicht durch die Grofse der magnetischen Momente der Elek-
tronen! Die Korrektheit dieser Aussage werden wir am Ende des Kapitels bele-
gen, wo wir zeigen, dass die GroSenordnung der ferromagnetischen Ordnung-
stemperatur kgT. proportional zur Wechselwirkungsenergie ] ist.

In der Tat ist | erheblich grofler ist als die magnetostatische Dipol-Dipol-
Wechsel- wirkungsenergie der magnetischen Momente von zwei Elektronen an
benachbarten Gitterplatzen R und R”:

_ My mem’ [m-(R-R))(m’ (R-R)]
4r [|IR-R’)? IR-R’]

Upp (7.40)

Zur Bestimmung der Groflenordnung von Upp betrachten wir zwei parallel
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7 Magnetismus, Molekularfeld-Naherung und Landau-Theorie

orientierte magnetische Momente m (R) = gpge, und m’(R’) = guge, im Ab-
stand R —=R’|=2x107'%[m], wobei wir annehmen &t—ﬁ;' =e, . Dann gilt mit

el 7

eV
= =5.788 10—5[ ] 7.41
K 2m, * Tesla ( )
g = 2
- 0[]
2 - 107|=
47 A2
N
Tesla] = |—
[Tesla] [Am]
leV = 1.602x107'°[Nm]
die Abschatzung
N 7(2x5.788x1075)° [ (ev)2
Upp =~ 10—7[—2] - [ 2l[m—f‘] (7.42)
A (2x10710) (Tesla)
[N (eV)?
= 1.675x 10" = (eV) 2m_3l
| A” (Tesla)
V)? V)2
= 1.675x10™ N _(eV)” —1.675x 104 (eV)”
A? N? Nm
AZm?2

= 1.675x10"x1.602x 1077 [eV]
= 2.6834x107°[eV]=2.6834x107° x1.1604 x 10* x kz [K]
= kzx0.31[K].

Das Modell schwach wechselwirkender magnetischer Momente der Elektro-
nen fiihrt demnach auf eine kritische Temperatur T, von der Gréfenordnung
< 1[K], was viel zu wenig ist, um den Magnetismus der allermeisten Ferroma-
gneten zu erkldren!

7.3 Ising-Modell

Auf einem Gitter A mit einer Anzahl |A| von Gitterplatzen, z.B. ein kubisches
Gitter in D = 3 Dimensionen, sollen auf jedem Gitterplatz R’ € A die Spins
0,(R’) jetzt ausschliefllich parallel zur Achse e, orientiert sein, d.h. ¢,(R’) =
0,(R")d,, fur a € {x,y,z}. Die Eigenwerte von o, (R’) bezeichnen wir mit s(R’).
Fiir Spin  gibt es bekanntlich nur zwei Einstellméglichkeiten, d.h. s(R’) €

{-1,1}. Es resultiert dann das sog. Ising-Modell des Magnetismus mit nachster

276



7.3 Ising-Modell

Nachbar-Wechselwirkung

" 1 / N 1
H = - Z J(R,R)s(R)s(R’) 1, (7.43)
RR’eA
R=R’
s(R) € {-1,1} furalleRe A

, J >0 fur R,R’ nachste Nachbarn,
J(R,R) = {

0 sonst.

Man kann das Ising-Modell als Grenzfall eines extrem anisotropen Heisenberg-
modells auffassen. Observable im Ising-Modell sind Funktionen der Spinkon-
figurationen, d.h. der Folgen {s(R)}gcp mit s(R) € {-1,1}. Weil die einzelnen
Summanden im Hamilton-Operator des Ising-Modells alle miteinander vertau-
schen, handelt es sich um ein Modell der klassischen statistischen Physik. Bei
T = 0 ist der Grundzustand des Ising-Hamilton-Operators fiir ] > 0 ein Ferro-
magnet, d.h. s(R) =1 fiir alle Gitterplatze R.

Fir eine Kette von klassischen Spins s(R) € {-1,1} mit nachster Nachbar-
wechselwirkung, d.h. fur das Ising-Model in D = 1 Dimensionen, existiert kein
Phasenubergang. Das Ising-Modell besitzt aber in D > 2 Dimensionen bei einer
endlichen Temperatur T = T, einen Phasentubergang zweiter Ordnung, wobei
das System von der ungeordneten paramagnetischen Phase fiir T > T, in eine
geordnete ferromagnetische Phase fiir T < T, ubergeht. Als Ordnungsparame-
ter dient die mittlere Spin-Polarisierung (y = —gp;p)

_ M-
m(T) = ym |A|R€ZA (7.44)

Fur T > T, ist m = 0. Exakte Resultate fiir Modelle der statistischen Physik sind
rar. Sehr bekannt ist die exakte analytische Losung von Lars Onsager (Chemie-
Nobelpreis 1968) fiir die Zustandssumme und die Korrelationsfunktionen des
Ising-Modell in D = 2 Dimensionen, der gemaf fur T — T, gilt

D = 2 (7.45)
T

Leider ist die Berechnung der Zustandssumme des Ising-Modells in D = 2 Di-
mensionen zu schwierig, um sie im Rahmen dieser Vorlesung zu diskutieren.
Die exakte analytische Losung fir D = 3 Dimensionen ist auch heutzutage im-
mer noch ein berithmtes ungelostes Problem.
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7 Magnetismus, Molekularfeld-Naherung und Landau-Theorie

Obwohl das Ising-Modell urspriinglich zur Beschreibung des Ferromagnetis-
mus gedacht war, lasst sich der Hamilton-Operator des Ising-Modells umdeu-
ten, z.B. um ein Gittergas zu beschreiben. Die Pldtze R eines Gitters konnen
entweder mit Atomen besetzt oder unbesetzt sein, wobei benachbarte besetzte
Platze einer (anziehenden) Wechselwirkung unterliegen. So lassen sich mit dem
Ising-Modell Phaseniibergiange in bindren Legierungen beschreiben.

Das Ising-Modell ist somit eine Art Minimalmodell fiir Systeme mit Wech-
selwirkung, das es ermoglicht, Phaseniibergange exakt bzw. mit numerischen
Methoden (Monte Carlo Verfahren) quantitativ zu beschreiben. Bei der Unter-
suchung komplexer Fragestellungen mit den Methoden der statistischen Physik
kommt das Ising-Modell inzwischen in vielen Bereichen der Wissenschaft zum
Einsatz.

Betrachtet man z.B. Vogel- oder Fischschwarme, so kann man auf Basis des
Ising-Modells das Prinzip der sozialen Imitation implementieren, dem entspre-
chend sich das Verhalten eines Individuums nach dem seiner Nachbarn rich-
tet. Heutzutage wird das Ising-Modell sogar zur Simulation von kollektiven
Erscheinungen an den Kapitalmarkten herangezogen.

7.3.1 Vereinfachtes Ising Modell mit langreichweitiger
Wechselwirkung.

Ein drastisch vereinfachtes Modell zur Beschreibung des Magnetismus im Rah-
men des Ising-Modells postuliert eine konstante Wechselwirkung im Gitter A,
die ganz unabhingig vom Abstand |R — R’| der Gitterplatze ist

J

R,R) ==
JRR)=

(7.46)

Jeder Spin s (R) wechselwirkt demnach mit jedem anderen Spin s (R’).

Fur die weitere Betrachtung ist es zweckmaf3ig, die Spins auf dem Gitter in
Gegenwart eines (homogenen konstanten) auleren Magnetfeld B = Bye, zu be-
trachten. Dann lautet der Hamilton-Operator

A ] N 1 1
A= 5 Y sR)sR) Ta-yBy Y s(R)ip (7.47)
RR'EA ReA
R=R’
J nl i {
- “3A] ZS(R) ZS(R) IA—=yBg ZS(R)lA-
ReA R’eA ReA
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Mit dem Gitterspin

Sh = ZS(R) (7.48)
ReA
folgt dann
\ J s \
H=———S55 —vyBySa. 7.49
2|A| A~ VD0oA ( )

Uns interessiert hier das mittlere magnetische Moment, d.h. der thermische Er-
wartungswert

_ vey NNy
m(T) = o (Sa) = 7<NT ) (7.50)
R Tr(e_ﬁHSAA)
<SA> ) Tr(e‘/m) '

Diesen Erwartungswert stellen wir zweckmaflig als Ableitung der Freien Ener-
gie

F = E—TS:—kBTanK (751)
Zx = Tr(ePH)

nach dem aufleren Magnetfeld B, dar:

_ﬁH"
<§A>:Tr(e SA) ksT d

_gE 1 dF
(o] - dBolnTr(e ) = —— —, (7.52)

Y dBg

Es lauft also (wieder einmal) darauf hinaus, die kanonische Zustandssumme zu

berechnen:
VBo

Zx = Tr(e_ﬁﬁ) = Z eZkB]T\ATS/Z\"'kBiTSA‘ (7.53)
{S(R)}RGA
Insgesamt gibt es 2/l verschiedene Folgen {s(R)}gcs von Spin-Einstellungen.

Um Zg zu berechnen, verwenden wir einen Trick. Es gilt ndamlich, dass ein Shift
der Integrationsvariablen den Wert des Gauflschen Integrals nicht verandert.
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Dies nutzen wir aus und schreiben

1 = %jmdbe‘bz (7.54)

2
db 2kBT|A| )
w).
= e “aTASA L on dbe_b #2025 S

T J-oo

Eine elementare Umstellung liefert
T = L foo dbe ¥ TS, (7.55)
Vit J o

Diese Darstellung des Exponentials eines Quadrates heifit auch Stratonowitch-
Transformation. Einsetzen liefert nun

s Z J dpe AT (7.56)
REA
C T L[
Vit J oo
ReA
= _J dbe ~b? e(2b~\/%+%)ZREAS(R)'
R

eA

Die Spins s(R) fir verschiedene Gitterpladtze vertauschen. Somit folgt

00 / B
ze = = [ ae [ ] Y (2ol o (7.57)
\/E J—oo ReA s(R)e{-1,1}
Vit J o ReA
- ] [A]
— Rt dbet’ e(Zb'\/%+’ZBi%)+e_(2b‘/% zBT)
\/Ed—oo L
- ( dbe_b2 _2cosh 2b J +)/BO :
RS ks TIAL ksT ]

280
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Weitere elementare Umformungen ergeben dann

IA|

_ 1 o _p2 b J VBO
Zx = N J:oodbe 2cosh 1 [ KT + KT (7.58)

| (= -blAln
= — dbe
Vrt J_OO

2
e 1 “b24]AlIn
= lAlln —f dbe

COSh(\/?TJ‘\/Iq;TT+zBB%]]
— eMHnZ\/QJOO dBe|A|(—%+ln[cosh(B-\/@IT+lgi¥)])'
T J -

b_. [ _,7Bo
2cosh[ AT kBT+kBT”
V72
Tt J-o

Das Integral kann fiir endlich grofies |A| mit der Sattelpunktsmethode ausge-
wertet werden. Dazu ist die Position B,, des Maximums des Integranden zu
ermitteln. Eine notwendige Bedingung fiir B, ist die Forderung

! d | B? ], 7Bo
0= lim —[-—+]|A|l h|B-\[——=+ 7= . 7.59
s 75|77 +lAllncos ( VT ' k5T )|, (7.59)
Dies fuhrt auf die transzendente Gleichung

| | ] . vBo
B, = kBTtanh(Bm kBT+kBT)' (7.60)

Fir |A| — oo genligt es, die Zustandssumme durch den Maximalwert anzuna-
hern, weil in dem Fall Fluktuationen keine Rolle spielen:

Zy = eAln2 w_AB.e"\'(_%“n[ws}‘(&”'\/%*%)D (7.61)

27
|AlIn2 + ln(ﬂ'z%l : AB)
(5 (o 23]

F = _kBTanK:_kBT'
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Dann folgt fiir den gesuchten Erwartungswert

A 1 dF

S = ——— 7.62

(1) = (7.62)
J (B ] . vBo\|\os, |
2 (2™ {in|cosh(B,, - [ 2= + L20)||2Bu
8Bm( 2 oS (’“ N k5T kT )| 7B

ksT
= 7|A| =0, wegen Definition von B,, gemaf (7.59).
+ai&)(—%+ln[cosh(3m-,/k3%+;:B—B]?)])

- | J 7B
= |A|tanh(Bm kT + kBT)'

Also erhalten wir < X >
SA | ] VBo
L —tanh L=+ . .
A tan (Bm kT + kBT) (7.63)

Einsetzen der Bestimmungsgleichung fir B,, fuhrt auf die Relation

_ L | 1 7Bo
B, = kBTtanh(Bm kBT+kBT) (7.64)
[T {5) [T m
kBT |A| B kBT )/

Somit erhalten wir fiir das mittlere magnetische Moment m(T) die folgende
Selbstkonsistenzgleichung

_ e J
m_ytanhlkBT(B0+m7/2 )l (7.65)

Interessanterweise besitzt das System auch ohne dufleres Magnetfeld, d.h. fur
By =0, eine spontane Magnetisierung, falls kBLT > 1 ist:

_ J m
m = ytanh(kB—T;) (7.66)

T, m
ytanh(—c—).
Ty

Es gibt eine kritische Ubergangstemperatur

_J
T. = " (7.67)
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= T/Tc=01

— T/TC = 0-5

T.m
—_— TT, =1 Tanhl ——]
2
—_— T/Te=2
m

T T T T T T ] =
<

m
| | —
-2 : 1 2 vy
1+
-2+
Abbildung 7.2: Spontane Magnetisierung @ als Schnittpunkt der Geraden
Y= @ mit der Kurve y = tanh(%@) farT <T..
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By

=0.02
ke Tc

T

| I I I I . m—t

0.5 1.0 15 20 T,

Abbildung 7.3: Temperaturabhingigkeit der spontanen Magnetisierung m(T)
nach der Molekularfeld-Theorie (rote Kurve). Den Effekt eines
endlich groBen dulReren Magnetfeldes auf die Magnetisierung
zeigt die blaue Kurve.
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Wie Abb.(7.2) verdeutlicht, existiert fir T > T, und By = 0 nur die triviale Lo-
sung m = 0, so wie es in der paramagnetischen Phase der Fall ist. Fur T < T,
existieren neben der trivialen Losung m = 0 aber noch zwei Losungen mit end-
lich grofler Magnetisierung +|m(T)| = 0, was fiir die ferromagnetische Phase
charakteristisch ist. Die triviale Losung m = 0 ist fur T < T, und B = 0 aber kein
Minimum der Freien Energie, sondern ein (lokales) Maximum. In Abb.(7.3)
ist die numerische Losung der Selbstkonsistenzgleichung (7.66) fur die spon-
tane Magnetisierung m(T) als Funktion der Temperatur T dargestellt. Es gilt
limp_,om(T) = y, wie wir ohne weiteres aus (7.66) ablesen. Fiir Bj # 0 existiert
auch oberhalb T, eine endlich grofle Magnetisierung m(T), so wie beim Para-
magneten.

Ein dufleres Magnetfeld B, hebt die Entartung +|m| auf. Dann ist die Gleich-
gewichtsmagnetisierung des Ferromagneten parallel zum dufleren Feld orien-
tiert und es existiert eine eindeutige Magnetisierung. Eine kleine Anderung des
auflleren Feldes von By = 0" nach By = 0~ bewirkt allerdings fiir T < T, einen
endlich grofSen Sprung der Magnetisierung von m(T) nach —m(T). Dieses un-
stetige Antwortverhalten auf eine infinitesimal kleine Anderung des dufieren
Feldes B spiegelt sich in einer Singularitat von Messgrofien wie z.B. der Sus-
zeptibilitat wieder. Das Auftreten von thermodynamischen Phasen, die weni-
ger Symmetrie besitzen als der mikroskopische Hamilton-Operator, bezeichnet
man oft als spontan gebrochene Symmetrie.

7.3.2 Molekularfeld-Theorie

Gleichung (7.65) ist identisch mit der von Pierre Weiss im Jahr 1907 angege-
benen Gleichung zur Bestimmung der mittleren Magnetisierung m, die er ur-
sprunglich mit der Vorstellung begrindete, dass jedes magnetische Moment
nicht nur das auflere Magnetfeld B, sondern auch das von den magnetischen
Momenten der Nachbaratome herrithrende sog. Molekularfeld m# wahrnimmt.

Es wirkt dann am Gitterplatz R ein effektives Magnetfeld

J
Beff = BO+WZP. (768)

Fur einen Gitterplatz R € A gibt es dann zwei Energieniveaus, je nach dem wie
der lokale Isingspin s = s(R) orientiert ist:

E(s) = —syBes (7.69)
s € {-1,1}.
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Die thermische Besetzungswahrscheinlichkeit fiir die beiden Energieniveaus
E (s) am Gitterplatz R € A ist dann

F9)] = — (7.70)
plE(s)] = ~. .
Zs’e{—l,l} ePEE)
Man bekommt so ein mittleres magnetisches Moment (pro Gitterplatz)
mo=y ) pIEEIS (7.71)
{-11}

ePVBerf _ o=PVBesf

7/ eﬁVBEff + e_ﬁyBeff
ytanh(ﬁyBeff)

J
ytanh [kBLT (BO + mP)l .

Diese Gleichung ist identisch mit der Selbstkonsistenzgleichung (7.65). Die An-
nahme einer konstanten Wechselwirkung mit unendlicher Reichweite zwischen
Paaren von Spins ist nach dem Gesagten dquivalent zur Weiss’schen Moleku-
larfeldtheorie. Zu betonen ist, dass die Molekularfeldtheorie des Magnetismus
(mean-field theory) Spinfluktuationen vernachlassigt, was in D < 4 raumlichen
Dimensionen nahe dem kritischen Punkt zu grob ist. Tatsachlich liefert sie in
der unmittelbaren Umgebung des kritischen Punktes falsche Ergebnisse fiir die
kritischen Exponenten. Qualitativ ist die Molekularfeldtheorie bei der Erstel-
lung eines Phasendiagramms aber dennoch oft hilfreich.

7.3.3 Statische Suszeptibilitat

In der Umgebung der kritischen Temperatur T, — T < T, kann die spontane
Magnetisierung analytisch berechnet werden. Dazu entwickeln wir

_ 13 5
tanhx_x—gx +O(x ) (7.72)
Somit
o tanh(—ﬂ):tanh(—c—) (7.73)
14 kT y 14
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Abspalten des Faktors % fuhrt auf

Somit erhalten wir fiir T, — T < T, die Temperaturabhangigkeit in der ferroma-
gnetischen Phase in fihrender Ordnung zu

@:\/3(1_1)2_ (7.74)

Da m(T) fur T — T, kontinuierlich gegen Null strebt, handelt es sich um einen
Phasentibergang zweiter Ordnung. Der Exponent % ist typisch fur die Moleku-
larfeldtheorie.

Wir berechnen noch die Suszeptibilitat im Nullfeld nahe T, :

. dm(T)
x(T)= Bl;TO By (7.75)
Dazu differenzieren wir die Selbstkonsistenzgleichung (7.65) nach By, :
dm d 14 J
d_BO = ydBO tanh[kBT (B0+m7/2 )] (776)
cosh? [kBLT(BOer#)] 0 "B 4
7/2 1 (1 + Ld_m)
kgT 2dB
B cosh? [I@LT(BO+m#)] r=4b0
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Umstellen der Terme und Auflosen nach j—g} liefert

dm coshz[kLT(B(ﬁ—m%)]
& T A (7.77)

Es folgt, wenn wir die fiir By = 0 giltige Entwicklung fir die spontane Magne-
tisierung nahe T, einsetzen, die sog. Curie-Weiss Suszeptibilitat zu

Y1l firT>T,
x(T) = lim = glle T1 ) ‘ (7.78)
5 fur T <T,.

Bei Annaherung an den kritischen Punkt divergiert die Suszeptibilitat. Der
Wert von x(T) nahe der Ubergangstemperatur T, ist bei gleichem Abstand |T, — T|
in der paramagnetischen Phase T > T, dazu noch um einen Faktor 2 grofer als
in der ferromagnetischen Phase T < T, !

7.3.4 Landau-Entwicklung

Fur die freie Energie gemaf3 (7.61) folgt nun

1 [1A]
1n2+mln[ EAB]

—0 fiir |A]—oo

B2, B
—7+lncosh(Bm-,/kBLT+ %)

(7.79)
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Dann ergibt sich nahe T,, wo
B - J] m [T, m
" NkgTy NTy

klein ist, in Gegenwart eines aufleren Feldes mit ebenfalls kleiner Amplitude
By, die Moglichkeit einer Reihenentwicklung. Dazu definieren wir zweckmafi-

—

gerweise als dimensionslosen Ordnungsparameter die Grofe
__m ¥By
m=— (7.80)
V4 kBTc
Es folgt dann
In2
F
W = —kBT' T ) T B (781)
[ [ 7/
—ﬁ%+lncosh[7(%+k3£)]
%an
= ~hl By \2 T, ’
1 rryy 7/ T C e
—E(m—k TOC) +Tclncosh(Tm)
und weiter
%ln2
F(m,T) 1(— yB 2
A - Tt SR 752
T 1 TC_ 1 C 311
+1 | 3 () - 15 () + ]
%ln2
1(7Bo\? . —»Bo 12
1Tc_2 1 TE —4:
taTMm _ﬁ(T m-+
T _1(7Bo)\?
= —kgT, Tclnz 2(kBTc) 3
yB 1( T, =2 1 (T\7—4
+B—°m+§(T—1)m _E(T) m- +

Es resultiert fur die Freie Energie nahe der kritischen Temperatur T, die sog.

Landau-Entwicklung
(7.83)

T.-T <« T,
F(m,T)-F(0,T) yBo _ 1(1} )_2 1 ( 6)3_4 6
= - -——£-1 — (£ O
kpT, " 2\T + 3 () ™ o)

|Al-kpT,
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F(m T)—F(O, T

0.20
0.15
0.10

0.05

-1.0 -0.5 0.5

-0.05

— T/TC = 09 _010

—_— TT.=1

— T/T.=11

By
—=0.15
kB Tc

Abbildung 7.4: Freie Energie vs. Ordnungsparameter m nahe der kritischen
Temperatur T, im auBeren Magnetfeld B, > 0.
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F(m T)—F(o, T

|A|kBTC — T/Tc=09
0.04 - — T/T.=1
0.03

— T/T.=11

0.02
i Bo=0

0.01F

N

-0.01F

=l

Abbildung 7.5: Freie Energie vs. Ordnungsparameter m nahe der kritischen
Temperatur T, ohne auReres Magnetfeld, By = 0.

In Abb. 7.4 ist der Verlauf von % als Funktion des Ordnungspara-
_ YbBo

meters m in Gegenwart eines aufleren Feldes b, = & > 0 fur verschiedene
Temperaturen % nahe der kritischen Temperatur T, dargestellt. Offensichtlich
existiert ein stabiles Minimum. Ohne aufleres Feld, fur By = 0, existiert fur
T < T, dagegen ein doppeltes Minimum, sieche Abb.(7.5). Dies erklart die erwahn-
te spontan gebrochene Symmetrie in der ferromagnetischen Phase.

Die Stationaritatsbedingung

d |F(m,T)-F(0,T) Il
ﬁ[ Al kgT. |5 o 0 (7.84)
fuhrt ohne aufieres Feld auf

T
—2

3- 1-—,0}.
m max( T )

c

Dies ist nach (7.74) gerade die Temperaturabhangigkeit der spontanen Magneti-
sierung m = ym im thermischen Gleichgewicht.
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Wegen

92 [P(W,T)—F(O:T)l (7.86)
Bp=0

o’ |A[-kpTc

- (Ea)o

LTk

T. T T

- SH(E)PE)
T. \T T

> 0furT<T,

handelt es sich bei (7.85) um die stabile Losung.

7.3.5 Warmekapazitat
Wir berechnen jetzt gemafl (3.117) die Warmekapazitat im Nullfeld nahe T, :

dS d%F
C(T,BO:O):T(—) :—T(—) .
JoT Bo=0 oT? Bo=0

Einsetzen von (7.85) fiir 7° liefert fiir die Temperaturabhingigkeit der freien
Energie unterhalb von T, den Ausdruck

T.-T < T, (7.87)
F(m,T)-F(0,T) 3(TC ) T\ 9 T\ 5
= (=)= 21—~ T.-T
A ksT, 2\ T T.) 12" T T, o(T.-17’]
F(0,T) = —|A|-kgTIn2.
Es folgt
C(T,B, = 0) (7.88)
2 F(0,T)
= _|A|kBTCTW T . . ) .
HE-1)0-F)+30-F) o -1

Die zweite Ableitung von F (0, T) nach der Temperatur verschwindet. Somit
3 TC T
52 -3(F-1)(0-1)
C(T,By=0)=—|A| - kgT, - T— (7.89)
JdT? 3 T7\2 5
+3(1-F) +O[(T.-T)?]
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_ 9° 3(T; ])2 3 (T, 1)2 3
——lill'kB]C'] ; 2{—5 ) +Z Cz +O[(]C—1)]

2 (3 (T.-T)> 3(T,-T)> X
=—|Al-kpT -1 9T2{_§[TC (T, T)]TC+Z 2 +O[(lc—l) ]

2
= |A] ks T; Tf—;z{% - %)—(Tc;cf) +o|(T.- T)3]}

92 (3(T.-T)> 3
:|A|.1<BTC.T8T2{Z = +O[(TC—T)]
3T
= |A] kg 2> —.
Al ks S

Fur T > T, ist m?> = 0, d.h. C(T > T.,By = 0) = 0. Demnach zeigt die Warme-
kapazitat eines Ising-Ferromagneten (mit unendlich langreichweitiger Wech-
selwirkung) ohne aufleres Magnetfeld bei der kritischen Temperatur T, einen
Sprung:

T.-T| < T, (7.90)

Al kg-3+ furT<T,
0 fur T > T..

a

C(T,B():O) = {

7.3.6 Spin-Spin-Korrelationsfunktion

Unter einer lokalen Storung des Magnetfeldes
B — By +¢b(R’) (7.91)

andert sich der Hamilton-Operator des Ising-Modells entsprechend

H — H+eV (7.92)
Vo= —yZb(R')s(R')iA.
R’eA

Im vorliegenden Fall vertauschen die Operatoren H und V, was die Rechnung
(erheblich!) erleichtert. Es folgt fiir den thermischen Erwartungswerts eines
Spins am Gitterplatz R € A bzgl. des Parameters ¢ die Abhangigkeit

Tr(e_ﬁ(H”V)s(R))

Tr(e‘ﬁ(H”V))

(s(R)), = (7.93)

293



7 Magnetismus, Molekularfeld-Naherung und Landau-Theorie

Tr(e‘ﬁﬁs(R))—eﬁ-Tr(e‘ﬁHs(R) A)—i—O(ez)
Tr(e‘fm)—sﬁ -Tr(e‘ﬂHV)+ O (2)
_Tr(e‘ﬁHs(R)) Tr(e‘ﬁHs(R)V) Tr(e‘ﬁHs(R))Tr(e‘ﬁHV)

TUn(ert) P T (er) (o) e(eh)

+O(52).

Einsetzen des Operators V (Minuszeichen beachten) liefert dann das Ergebnis

(s(R)), =(s(R)cgtefy ) [(s(R)s(R)) = (s(R))(s(R")]b(R")+O(e?). (7.94)

R’eA

Wir definieren jetzt die Spin-Spin Korrelationsfunktion zu

k(R,R") = {(s(R)S(R")) g = (S(R))oco (s (R"))p- (7.95)
Fur B = 0 gilt fir die Gleichgewichtsmagnetisierung
Mo=7(SA) =7 ) (s(R),p- (7.96)
ReA

Nichts zeichnet einen bestimmten Gitterplatz R aus, da unser System invariant
bzgl. einer Translation um einen Gittervektor ist. Demnach

_ My
V(s(R)).oo = Al (7.97)
und weiter
, X 1 Mo\(,, o, 1M

kR,R):<(s(R)———)(s R ———)> . (7.98
( AN\ ATy )

Es folgt fur die Magnetisierung, definiert zu
M, =y Z(s(R))g, (7.99)

ReA

nach dem Gesagten die allgemeine Relation

M,=My+e-B-y> Z k(R,R')b(R’) + O (£?). (7.100)

RR’eA

Wir sehen, dass die lineare Antwort des Systems auf eine lokale Storung des au-
Beren Felds durch eine Spin-Spin-Korrelationsfunktion beschrieben wird. Im
Rahmen der Landau-Theorie lasst sich die Ortsabhangigkeit der Korrelations-
funktion k(R,R’) exakt berechnen, was wir im ndchsten Abschnitt zeigen wol-
len.
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7.4 Landau-Theorie der Phaseniibergange

7.4 Landau-Theorie der Phasenlibergange

Der russische Physiker Lev Davidovich Landau (der tbrigens fir seine Theo-
rie zum suprafliissigen Helium im Jahr 1962 den Nobelpreis erhielt) hatte im
Jahr 1937 die Idee, bei der Beschreibung von Phasentibergangen sich von De-
tails der mikroskopischen Struktur eines Systems unabhangig zu machen. Er
schlug vor, das grofSkanonische Potential () eines Systems, welches bei einer kri-
tischen Temperatur T, einen Phasentibergang zweiter Ordnung zeigt, als Funk-
tional eines abstrakten Ordnungsparameters 1 (r) aufzufassen, und in der Na-
he der kritischen Temperatur T. des Systems dieses Funktional als gewichtete
Summe von polynomialen Symmetrie-Invarianten von ¢ (r) darzustellen. Diese
Symmetrie-Invarianten zeigen dabei notwendigerweise, so wie die Energie des
Systems, das Transformationsverhalten eines reellen Skalars bezogen auf ele-
mentare Symmetrie-Operationen wie Zeitumkehr oder Inversion (Spiegelung
am Ursprung). Landau gelangte so zu einer universellen Beschreibung von Pha-
senubergangen zweiter Ordnung durch das von ihm begrundete Konzept des
Ordnungsparameters. Dieser beschreibt den Ordnungszustand des Systems, er
ist ungleich Null im geordneten Zustand und verschwindet im ungeordneten
Zustand.

Je nach betrachtetem physikalischen System ist die Deutung der physikali-
schen Natur des Ordnungsparameter ¥ (r) dabei ganz verschieden. So dient
z.B. beim Phaseniibergang flussig-gasformig die Dichte-Differenz der beiden
Phasen als Ordnungsparameter, beim Phasentibergang ferro-para ist die Ma-
gnetisierung der Ordnungsparameter, beim Phaseniibergang suprafliissig-nor-
malflussig ist es die makroskopische Wellenfunktion W (r), die als Ordnungs-
parameter dient. In manchen Systemen besitzt der Ordnungsparameter meh-
rere Komponenten, z.B. beim suprafliissigen >He ist der Ordnungsparameter
eine komplexe 3 x 3-Matrix, welche die inneren Freiheitsgrade Spin S = 1 und
Bahn-Drehimpuls L = 1 eines Triplett-Cooper-Paares reprasentiert. Bei einem
nematischen Flussigkristall ist der Ordnungsparameter proportional zum dia-
magnetischen Suszeptibilitatstensor, also eine reelle symmetrische Matrix mit
Spur Null.

Es gibt enorm viele verschiedene Systeme, jeweils mit ganz verschiedenen
Phaseniibergdngen und Ordnungsparametern, die auf Basis der Landau-Theorie
einer vereinheitlichten Beschreibung zugefiihrt werden konnen. Allen diesen
verschiedenen Ordnungsparametern zur Beschreibung eines Phasenubergangs
zweiter Ordnung ist aber eine Eigenschaft gemeinsam, namlich in der Umge-
bung der kritischen Temperatur T, klein zu sein. Deshalb beriicksichtigt man
in der Landau-Entwicklung fir Phasentibergange zweiter Ordnung oft nur die
Terme bis einschliellich der vierten Potenz des Ordnungsparameters, falls die
entsprechenden Stabilitatsbedingungen erfiillt sind.
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7 Magnetismus, Molekularfeld-Naherung und Landau-Theorie

Fur einen reellen skalaren Ordnungsparameter, wie es z.B. die lokale Ma-
gnetisierungsdichte 1 (r) eines Ising-Ferromagneten ist, lautet die Landau-Ent-
wicklung

~B(r')m(r)
QI[T,B() ]_Jd%' ~S (1= ) @)+ 4 [me]* L (7.101)
+5 Vpm(r')-Vpm(r') +...

Die Koeffizienten ag, b, ¢ der nach aufsteigenden Potenzen von m (r) geordne-
ten Symmetrie-Invarianten sind dabei phdnomenologische Parameter, die ver-
schiedene Messgrofien wie Warmekapazitat, Suszeptibilitat, Kompressibilitat
usw. parametrisieren. Im Prinzip sind alle diese phanomenologischen Para-
meter dem Experiment zu entnehmen, wobei man naturlich zu beachten hat,
dass die Anzahl unabhangiger Messgrofien grofier ist als die Anzahl der Koeffi-
zienten von unabhdngigen Symmetrie-Invarianten, damit die Landau-Theorie
Vorhersagekraft besitzt. Im vorliegenden Fall ist zudem b > 0 eine notwen-
dige Bedingung fur die Stabilitat des durch m(r) beschriebenen Systems. Der
Gradienten-Term mit Koeffizient ¢ > 0 berticksichtigt, dass die Wechselwirkung
zwischen Spins zu einer ortsveranderlichen Magnetisierung fithren kann. Die-
ser Term kostet Energie und sorgt dafiir, dass im thermischen Gleichgewicht bei
konstantem dufSeren Feld B(r) = By der Ordnungsparameter raumlich konstant
ist.

Das grofikanonische Potential Q ist im thermischen Gleichgewicht eine Funk-
tion der Temperatur T, und hangt beim Ising-Modell noch vom dufleren Feld
B(r) ab. In dem Fall ist der Ordnungsparameter m (r) die konjugierte Variable

zum aufleren Feld 5
m(r):—éB—()Q[T ,B(:),m(+)]. (7.102)

Das thermodynamische Extremalprinzip (4.112) besagt, dass Q fiir ein iso-
liertes System bei festgehaltener Temperatur minimal ist. Somit folgt, wenn
man () in Abhéngigkeit vom Ordnungsparameter m (r) variiert, als notwendige
Bedingung fir ein Minimum

t0
0= . 7.103
St () (7.103)
Die Variationsableitung 5 —Q ist definiert als der Koeffizient des reellen Ska-

lars ¢ in der Re1henentw1cklung
QIT,B(:),m(:)+en(-)]-Q[T,B(:),m()] (7.104)

’ 5 ’
= sfvd3r 5m(r,)Q[T,B(-),m(.)]17(r )+O(€2).
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7.4 Landau-Theorie der Phaseniibergange

Es gilt im vorliegenden Fall

Q[T,B(-),m()+en(-)]-Q[T,B(:),m(-)] (7.105)

Eine partielle Integration fuhrt unter Beachtung der Dirichlet-Randbedingung

[ () ]pegy =0 (7.106)
fur die zugelassenen Variationsfelder # (r’) auf

Q[T,B(-),m()+en(-)]-Q[T,B(-),m(")] (7.107)

_ g.JVd%' —ay(1=L)m) +bm@)P )+ 0(e2).
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7 Magnetismus, Molekularfeld-Naherung und Landau-Theorie

Es folgt nach dem Gesagten

5
Sm(r')

QIT,B(:),m()] (7.108)

—B(r’)
—ag (1 - %)m(r’) +b[m ()]’ - cVZm(r').

Der wahrscheinlichste Ordnungsparameter m (r) ist somit Losung der (nicht li-
nearen) partiellen DGL

[—ch+b[m(r)]2—a0(1—%)]m(r):B(r). (7.109)

Cc

Ohne adufieres Feld, d.h. fiir B(r) = 0, folgt die Temperaturabhangigkeit der
spontanen Magnetisierungsdichte zu

T < T, (7.110)
1
M a T\?
0 _— 220 _ JTOfy_ |
" Al b( Tc)

Diese Losung stimmt fir ¢ = 3p? mit dem Ergebnis (7.85) uberein, was zu

erwarten war. Der Exponent % ist typisch fiir die Temperaturabhangigkeit des
Ordnungsparameters in der Molekularfeldtheorie.

Wir fragen nun, auf welcher rdumlichen Skala & = £(T) Ortskorrelationen
eine Rolle spielen. Dazu legen wir ein raumlich inhomogenes Magnetfeld mit
kleiner Amplitude ¢ an:

B(r)=¢b(r). (7.111)

Dann erwarten wir fur die lokale Gleichgewichtsmagnetisierungsdichte m (r)
unterhalb T, eine entsprechende Anderung

m(r):m(0)+€m(1)(r)+0(62). (7.112)

Es folgt

—cVZ+b- [m(o) +emM(r)+ O (52)]2
[m(o) +emV (1) + O(ez)] =¢eb(r).
~ao(1-1)
(7.113)
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Sortieren nach Potenzen des kleinen Parameters ¢ liefert

0 {b-[m<°>]2—a0(1—%)}m(°>:0 (7.114)
el {—ch2+3b~[m(°)]2—ao(1—%)}m(l)(r)=b(r).

Der Koeffizient von ¢ ist jetzt eine lineare partielle DGL. Um diese zu losen
betrachten wir die Darstellung von b (r) bzw. m) (r) durch ihre Fourier-Trans-
formierten b(q) bzw. mV) (q)

3 . A
b(r) = L{3£Tci3e’q'rb(q) (7.115)
i) = L%eiq'rm‘”m).

Die zugeordneten inversen Fourier-Transformationen lauten entsprechend

S
—_
lal
~

Il

J d3r e7197p (1) (7.116)
R3
m(q) = j d3r e 9T m W (r).

R3

Wir erhalten aus (7.114) durch Einsetzen von (7.115) eine algebraische Glei-
chung, die wir leicht nach 7! (q) auflésen

41 (q) = b(@) . (7.117)
o cq-q+3b-[m(0)]2—ao(1—%)

2
Einsetzen von [m(())] ergibt fur T < T,

T < T, (7.118)
A 1 b(q)
) (q) = p 0 =
q:q+2%¢(1- 1)
Fiir T > T. dagegen ist m©) = 0, also
T > T (7.119)
1 bl

299



7 Magnetismus, Molekularfeld-Naherung und Landau-Theorie

Wir definieren nun die sog. Kohdrenzlinge

fur T < T,
E=&(T)= i (7.120)
B | —— furT>T.. '
()

Es folgt nach dem Gesagten, wenn wir noch die Fourier-Riicktransformierte
(7.116) fur b(q) einsetzen:

X X
mD(r) = lJ 474 _jiqx_b(Q) (7.121)
s2n)> Qg+

d3q 1 .
= lf 6]36"1'r - d3r’e 9T h (')
(2m)” qrqt g

3 : ,
- lf d%’f d_qg’elq-(r—r);1 b(r)
¢ Jr’ R (27) 99+ 5

f d3r'K(r—1')b(r).
R3

Einfiihren von Kugelkoordinaten mit r —r” als Polarachse ergibt fiir den Inte-
gralkern K (r —r’)

q-(r-1') = qir—r"cos& (7.122)
1 1 (00 5 TC 271 | ’| s 1

K(r-1') = = dqq J dSsinSJ dpe! T ricosy —
¢ (2n)® Jo 0 0 q2+§
1 1 (>

TC
= = d ZJ d9sin Seldlr—rlcos®
can? o MM g 2+ 5

_ 11 mdqqz;f"ds(_ieimr—ﬂcoss);
¢ (2n)? Jo iqlr—r’| J 99 9+ &
11 (™ 1 elrr'l_pigie—r’l

e f 49457 ' L

° Jo |r r| 2i g%+ =

3 sm q|r r'|)
B c47'c2|r r’| Cog2e L

2

1
q°+

In der letzten Zeile wurde ausgenutzt, dass der Integrand eine gerade Funktion

300



7.4 Landau-Theorie der Phaseniibergange

von ¢ ist. Somit folgt

o0 iqlr—1’|
K(r-1')= L1 ;Im[J dq q ‘ } (7.123)

c4m?r—r/| oo 9% + é

In der oberen komplexen g-Ebene gibt es eine Polstelle des Integranden bei

q = q+=é (7.124)
i = V-1

Anwenden des Residuensatzes ergibt

Ke-r) = 221 ynlonior e (7.125)
r-r) = —————Im{2ni-Res|g———, g = :
c4n?|r-v| qq2+§ 1= 9+
11 1 eid+lr—r’|

= —— Im|(27i-
¢ 4n? [r -1/l m( o 24, )
1 1 1 I i _|r_(r/|
= —— m|7mi-e ¢
c4m?|r—r/|
[e—r'|
11e &0
T ocdnfr—-r|

Die Integralkern K (r —r’) wird in der Nédhe der kritischen Temperatur T, lang-
reichweitig, da die Korrelationslange & (T) fur T — T, (algebraisch!) divergiert

E(T) ¢ —. (7.126)

Eine kleines lokales Magnetfeld B = ¢b(r’) am Ort r’ fiihrt demnach nur inner-

halb einer Kugel mit Radius
<&(T) (7.127)

Ir—r’

zu einer spurbaren Fluktuation der Magnetisierungsdichte gemaf3

m(r;e) = m(0)+£m(1)(r)+0(82) (7.128)
11 -5

mVr) = —— | 3 pw).
c4mn Jps [r—1/|
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7 Magnetismus, Molekularfeld-Naherung und Landau-Theorie

Magnetische Momente im Abstand |r—r’| < £(T) sind demnach stark korre-
liert, die Wahrscheinlichkeit, das die Spins parallel orientiert sind, ist nahezu
Eins. Fur grofien Abstand [r — 1’| > & (T) dagegen tritt keine (spiirbare) Korrela-
tion auf.

Ein Vergleich mit der Linear-Response-Relation (7.100) zeigt den Zusammen-
hang

||

11 ¢ &M
2 7 )

: —K(r—1)=~— .
By k(nr) (r-r) c4m|r—r/|

(7.129)

Die statische Spin-Spin-Korrelationsfunktion k(r,t’) ist demnach proportional
zur statischen Antwortfunktion K (r—1’), die ja gemafl unserer Herleitung be-
schreibt, wie der Ordnungsparameter auf ein kleines statisches Magnetfeld rea-
giert:

kgT

k(r,r')= 2= K(r-r). (7.130)

Y
Man nennt diese Formel in der Literatur auch ,statisches Fluktuations-Dissipa-
tions Theorem®, weil es uiber (7.121) einen Zusammenhang von k (r,r’) mit der
statischen Suszeptibilitdt des Systems herstellt:

5
5b(r)

K(r-r')= m(r). (7.131)
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8 Boltzmann-Gleichung und
zweiter Hauptsatz

Um Abweichungen von der bisher betrachteten Gleichgewichts-Thermodyna-

mik zu beschreiben, sind die bekannten Verteilungsfunktionen n'PF) fiir das

ideale Bose- bzw. das ideale Fermi-Gas (5.88,5.90) von Grund auf neu zu be-
rechnen. Dazu dient die kinetische Gleichung, eine zuerst von Ludwig Boltz-
mann fiir schwach wechselwirkende klassische Gase eingefiihrte Ratengleichung,
welche die Umverteilung von Teilchen in andere Zustande auf Grund externer
Storungen beschreibt.

Wir betrachten die zeitliche Anderung der Entropie S\®F) eines verdiinnten
wechselwirkenden Quantengases, z.B. beim Einschalten eines dufleren Kraftfel-
des. Dazu wollen wir die funktionale Abhdngigkeit der Entropie von der Vertei-
lungsfunktion, wie sie in (5.99,5.98) fiir thermisches Gleichgewicht angegeben
wurde, beibehalten

SB = gy Z|17|Jd3r[(1 #1371+ £57)- 7 lnfp(B)] (8.1)
P

s = —szllvlfd3r[(l—fp(F))ln(l—fIfF))+fp(P)lanfF)].
p

Die Verteilungsfunktionen fp(B’F) sind in der beschriebenen Situation noch un-
bekannte Funktionen des Impulses p, des Ortes r und der Zeit ¢, die es zu be-
stimmen gilt:

B,F
S8 = FBB (s, ). (8.2)

Die Anderung der Entropie, ausgedriickt durch die entsprechende zeitliche
Anderung der Verteilungsfunktion, lautet dann

47 B\ ar®
d () L (s J;pt ln(Hf‘5 ))+%
—S = k — | d 8.3
dt B ; |V| j ' df(B) (B) df(B) ( )
——Infp -3

(5)
kY o PN [ln(1+f(3))—lnf(8)].
V] af P P
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8 Boltzmann-Gleichung und zweiter Hauptsatz

Entsprechend
(F) (F)
, 1 ~rn(1-5")- %
ZstB) 2 —kBZ—fd% (8.4)
dt i dfy By dfy”
+=3 Infp at

Wir betrachten ein hinreichend verdunntes Gas. Als Streupotential fir die Ato-
me nehmen wir ein kurzreichweitiges Zweiteilchen-Wechselwirkungspotential
U(r —1’) an, so dass zwei Atome mit einlaufenden Impulsen p* und p®® in
solche mit auslaufenden Impulsen p® und p(!) gestreut werden.

Dann andert sich im Bose-Gas die Verteilungsfunktion fp(gz fir die gestreuten

Impulse p'!) mit der Rate
Bose (8.5)
(B)
afm 1
p _ 1 (1) (2).(3) (4)
2==5 ) T(e".p%:p,p)
p2),p0) p

Der sog. Gewinnterm

AB) = (1 + flpu))(l + ﬁp(z))ﬁp(3)ﬁp(4) (8.6)

beschreibt einen Streuprozess, bei dem zwei Teilchen ihre Anfangsimpulse p'®
und p™ hin zu Endimpulsen p") und p? dndern, wobei der Faktor % korrigiert,
dass in der Summe iiber p® und p® doppelt gezahlt wurde. Der zweite Term
beschreibt die Ruckstreuung, man nennt ihn auch Verlustterm

BB) = ﬁpu)ﬁp(z) (1 + ﬁp(3))(l + ﬁp(4)). (8.7)

Wir erklarten jetzt die einzelnen Faktoren, aus denen Gewinn- und Verlustter-
me zusammengesetzt sind. Nur wenn die Anfangszustande mit Impuls p(®) und
p(4) beide besetzt sind, d.h. fur ﬁp(s)ﬁp(4) = 0, wird Streuung erfolgen konnen.
Entsprechend erfolgt Riickstreuung nur, wenn die Endzustinde mit Impuls

p(l) und p(z) beide besetzt sind, also auch ﬁpmﬁp(z) # 0. Die Faktoren (1 + ﬁpm)

(1 + ﬁp(z)) fur die Endimpulse im Gewinnterm bzw. die Faktoren (1 + ﬁp(s) ) (1 + 74

P
fur die Anfangsimpulse im Verlustterm, beschreiben den fir Bosonen typischen
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stimulierten Prozess, bei dem die Wahrscheinlichkeit, in einen Endzustand zu
streuen, mit zunehmender Besetzungszahl dieses Zustands ansteigt!

Im Fermi-Gas andert sich die Verteilungsfunktion fp((l:; fur die gestreuten Im-

pulse p'!) mit der Rate
Fermi (8.8)

<(1 ~Hp ) (1 ~Hp@) ) ”p(3)”p(4’>

— <np<1)np<z) (1 —1503) ) (1 — 4 )>

Die entsprechenden Gewinn- und Verlustterme bei Fermionen befolgen das
Pauli-Prinzip

(F)
d
g
p2,p(),p4

AF) = (1 —ﬁpu))(l -7 (z))ﬁ 3) A4 (8.9)

B = ﬁp(1)ﬁp(z) (1 - ﬁp(3))(1 - ﬁp(4)).

Im Gewinnterm A(F) findet demnach Streuung nur statt, wenn der Anfangszu-

stand besetzt war, ﬁp(3)ﬁp(4) # 0, und der Endzustand unbesetzt ist, d.h. (1 - ﬁpu))

(1 - ﬁp(z)) # 0. Entsprechendes gilt fiir den Verlustterm B(F),

Die Ubergangswahrscheinlichkeit I (p(l), p?;p®, p(4)) beim Zweierstofs kann
mit Hilfe der goldenen Regel der Quantenmechanik abgeschatzt werden. Da-
bei ist F(p(l),p(Z);p(3),p(4)) aufgrund der Energieerhaltung und der Impulser-
haltung proportional zu einem (Tensor-)Produkt von (insgesamt) vier Dirac-
Deltafunktionen, eine fiir die Energie und drei fiir die entsprechenden kartesi-
schen Komponenten des Impulses

r(p™,p@;p, p¥) (8.10)

_ 27” () p U |p<s>,p<4>>|2

X0 <€p(4> T EpB) —Ep) — Ep) ) 5% (P(4) +p®-p"? - P(l))-

Also wird in (8.8,8.5) tatsichlich nur iiber zwei der drei Impulse p?,p®),p®
integriert, und einer der beiden verbliebenen Impulse ist dann noch durch den
Energiesatz eingeschriankt. Hervorzuheben ist die Symmetrie der Ubergangs-
wahrscheinlichkeit unter Austausch

T (p(l), p(2); p(3), p(4))
T (p(l), p(Z); p(3), p(4))

F(p(z),p(l);p(3);P(4)) (8.11)
T (p(3)’ p(4);p(1), p(Z))_
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8 Boltzmann-Gleichung und zweiter Hauptsatz

Die Berechnung der Erwartungswerte wie sie im Stofiterm « <A(B’F) —B’(B’F)>
vorkommen ist ein sehr schwieriges Problem. In der Naherung des sog. moleku-
laren Chaos nach Ludwig Boltzmann geht man davon aus, dass beim Zweierstof
keine Korrelationen zwischen den Besetzungen der verschiedenen Anfangs- und
Endzustande existieren. Dann gilt fur die Erwartungswerte der Gewinn-und
Verlustterme im Stofiterm folgende Faktorisierung

Bosonen
(AP = (14 £0) 1+ £0) £ (8.12)
(B7) — R (R (50,

Fermionen
(AD) = (1=A0)(1-50) fofy (8.13)
(B) = A (110 (1)

Im Rahmen dieser Naherung folgt jetzt ein geschlossenes Gleichungssystem fur
die gesuchte Verteilungsfunktion, die sog. Boltzmann-Gleichung

fo " = FPP s, 1) (8.14)
) (1 £0)(1+£2) i
L= % Y r(p,p®;p®,p¥)

)2
) (10 (1) £ty
$fp<£; _1 Y r(p®,p@;p@),p)

)

Die linke Seite ist dabei auf der Langenskala, auf der die Verteilungsfunktion
fp(g’)F) sinnvoll definiert ist, gegeben durch den Differentialoperator der Trans-
port-Theorie

d d
ﬁfp(B’F) _ [ﬁ +Vp Ve + T (r,t)- Vplf(B’F)(p;r,t). (8.15)

Hier ist v, = V¢, die Gruppengeschwindigkeit fur eine Wolke von Teilchen
mit Impuls p am Ort r, und F (r,t) bezeichnet eine duflere Kraft, die auf Teil-
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chen am Ort r zur Zeit t einwirkt, z.B. die Gravitation oder ein aufderes elektri-
sches Feld. Ist die raumliche Langenskala, auf der die Verteilungsfunktion va-
riiert, zu kurz (z.B. wegen der Orts-Impuls Unscharfe) bzw. ist die Abweichung
der Verteilungsfunktion f(&F)(p;r,t) vom thermischen Gleichgewichtswert zu
grof3, so tritt an die Stelle der Boltzmann-Gleichung der Keldysh-Formalismus
der statistischen Vielteilchen-Quantenphysik. Wie man damit arbeitet wird in
fortgeschrittenen Vorlesungen zur Theorie des Transportes in der kondensier-
ten Materie erklart.
Wir erhalten nach dem Gesagten

] 1 a7?
M B B
25 = kBmed3rd—i[ln(l+f;(13)—lnf;(1:] (8.16)
(1)
R R Y (e, p®ip,p)
BlVl 2 p ’p ’p ’p
p(1),p2) 503) p®

Unter einer Index-Transformation
(p(l),p(z)) —>(P(2);P(1)) (8.17)

bleibt T(p(l),p(z);p(3),p(4)) invariant, also

d 1 1
Z cB) _— — 3. (1) 1(2).4(3) (4)
dts kB|V|Jd rs E F(p P p7,p ) (8.18)
p(),p(2),p(3) p®
(B) (B)\ £(B) »(B) (B) (B)
(1 +fp(1))(1 +fp(2))fp(3)fp(4) 1 ln(l +fp(1))_1nfp(1)
X —
2
(B) »(B) (B) (B) (B) (B)
_fp(”fp(z)(l+fp(3>)(1+fp<4>) +ln(1+fp<2))_lnfp<2)

Unter einer zweiten Index-Transformation
(p(l),p(z);p(3),p(4)) N (P(3);P(4);P(1);P(2)) (8.19)

bleibt F(p(l),p(Z);p(3),p(4)) ebenfalls invariant, wiahrend bei der Differenz von
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8 Boltzmann-Gleichung und zweiter Hauptsatz

Gewinn-und Verlustterm ein Minuszeichen auftritt. Somit

d 1 1
i 5] Jd3r§ p<1>,p<;p<3>,p<4)r(p(l)'p(z);p(3)’p(4)) (8.20)
inf1+/0)-1n 2
(st ma)hing | | +in(1ese)-mhe
% -
AR 8) )| nfre ) ms
“In(1+ £18) +1n £
Elementare Umstellungen ergeben das Resultat
Boson (8.21)
d 1 1
" kg | I8 i B
(14 201+ £2) 2820 ) (e £ (1 12 £
X

(B) (B B (B B) ~(B (B (B
AT (R A | (Rl I R Y AT CR e Gt |

Das entsprechende Ergebnis fiir Fermionen lautet

Fermion (8.22)
d 1 1
L elF) g~ 3,.- (1) (2).4(3) 4(4)
P(l) p(z),p(3),p(4)
(F) (F)\ £(F) ((F) (F) (F)\ £(F) ((F)
(1 _fp(l))(l _fp(z))fp(3)fp(4) In [(1 _fp(l))(l _fp(z))fp(3)fp(4)]
X
(F) +(F) (F) (F) (F) £(F) (F) (F)
_fp(l)fp(z) (1 _fp(a))(l _fp(4)) —1In [fp(l)fP(Z) (1 _fp(3))(1 _fp(4) )]

Nun gilt fur x,y € R, immer die Ungleichung

Inx—Iny S0,
*x-y

(x-y)(Inx-Iny) = (x-y) (8.23)
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Das bedeutet
d

Z g(BF)
T S > 0. (8.24)
Die Entropie wachst im Lauf der Zeit entweder immer weiter an, oder sie bleibt
konstant. Dies ist die Aussage des zweiten Hauptsatzes der Thermodynamik. Der
eigentliche Grund fiir das Anwachsen der Entropie ist aber der Ansatz des mo-
lekularen Chaos fiir den Stofsterm. Wie bei einem nicht abgeschlossenes System
kann jetzt bei jedem Sto8 Information verloren gehen. Die vorgestellte Uberle-
gung ist demnach dquivalent zum sog. H-Theorem von Boltzmann.

Im vorliegenden Fall kann die Entropie infolge von Stoflen nur so lange zu-
nehmen, bis sich ein neues Gleichgewicht einstellt. Fiir die zugeordnete Gleich-

—(BF) . )
gewichtsverteilung f ; ) gilt dann notwendig

—(B) —(B) \(B) =(B) —(B) —=(B) —(B) —(B)
(1 +fp<1>)(1 +fp<z>)fp(3>fp<4) = fomfpo (1 +fp(3>)(1 +fp(4)) (8.25)

—(F) —(F) \7(F) —=(F) —(F) —=(F) —(F) —(F)
(1 —fpu))(l —fp<2>)fp(3>fp<4) = fomfpo (1 —fp<3>)(1 —fp<4>)

oder
7B —(B) \7(B) =(B) (B) —=(B) —(B) —(B)
ln[(l +fp<1))(1+fp(z>)fp<3)fp<4>] = ln[f ()fp(z)(1+fp(3))(l fp(4))]
—(F) —(F) \%(F) —=(F) —(F) —=(F) —(F) —(F)
ln [(1 _fp(l))(l _fp(Z))fp(3)fp(4)] = 11'1 [fp( )fp(z)(l —fp(3))(1 —fp(4))]

Elementare Umstellungen liefern

—(B) —(B) —(B) ]7(3)
(4) () M) @
In| ——[+In| =2 = In|—2—|+In| =2 (8.26)
1 +7(B) 1 +]_’(B) 1 +]7(B) 1 +J_‘(B)
p@ PG p) p@
—(F) —(F) —(F) —(F)
fow fo0 p() p®)
In —F) +In —7 | = In —F | In — )
1= f o 1-fo0 1=f o0 1-fo0

Da beim Streuprozess keine Teilchen vernichtet oder erzeugt werden, und so-
wohl die Energie als auch der Impuls erhalten bleiben,

Epia) +Ep(B) = Ep) +Ep) (8.27)
4 3 1 2
po)+p8 = pi+pl?
a € {xvz},
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8 Boltzmann-Gleichung und zweiter Hauptsatz

erhalt man mit dem chemischen Potential y und drei weiteren Parametern v,
die folgende konsistente Losung der obigen Funktionalgleichungen

7(3)
In p_ = —Blep—p- Z VaPa (8.28)
1 (B)
+fp ae{x,y,z}
—(F)
f
Inf—L—| = —pley-pu- Y wp,
(F)
1 _fp ae{x,y,z}

1 2 3 4
e (o2t

Somit
J—((B)
P__ _ g Bleppvp) (8.29)
1+ 7(3)
P
—(F)
o _ e~ Blép=p—vp),
7P
fo

. . . . _B;P . .
Die neuen Gleichgewichtsverteilungen f ; ) unterscheiden sich von den ur-

sprunglichen Verteilungsfunktionen ni,B’F) fir Bosonen bzw. Fermionen im Gleich-

gewicht (5.88,5.90) dadurch, dass die Einteilchenenergie ¢, eine Doppler-Ver-
schiebung aufweist

Ep — Ep—V:P (8.30)
(BF) —(B/F)
Np N fp
—(B) 1
fp - eﬁ(EP_M_V'P) — 1
—(F) 1
fo =

ePleorve) 1

d.h. solange die Impulserhaltung (z.B. durch auflere Krafte) nicht gestort wird,
bewegen sich die Teilchen im neuen Gleichgewicht relativ zum alten Bezugssys-
tem mit einer Geschwindigkeit v. So wie das chemische Potential y durch die
Teilchenzahl N festgelegt ist, so sind jetzt die Geschwindigkeitskomponenten
v, durch die Komponenten P, des Gesamtimpuls des Systems bestimmt.

Es sei abschlieflend erwahnt, dass die (Quanten-) Boltzmann-Gleichung grund-
legend fur die Transporttheorie ist. Die Anwendung der Boltzmann-Gleichung
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auf das Fermi-Gas der Elektronen liefert eine Theorie der metallischen Leitfa-
higkeit und erklart die im Wiedemann-Franz Gesetz experimentell festgestell-
te Proportionalitat der Temperaturabhangigkeit von elektrischer Leitfahigkeit
und Warmeleitfahigkeit. In der Reaktorphysik wird der Neutronentransport
auf der Grundlage der Boltzmann-Gleichung behandelt. Die kinetische Theo-
rie der kollektiven Schwingungen in suprafliissigem *He oder die Theorie in-
homogener thermischer Plasmen in Sternatmosphdren beruhen ebenfalls auf
(Varianten) der Boltzmann-Gleichung.
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