Kapitel 1

Einleitung

In diesem Grundkurs iiber Physik, der die vormals getrennten Vorlesungen ” Experimen-
talphysik” und ”Theoretische Physik” integriert, wollen wir Sie mit grundlegenden physi-
kalischen Phdnomenen vertraut machen und gleichzeitig die theoretischen Methoden zur
Beschreibung und zum Versténdnis dieser Phdnomene entwickeln. Wir werden dabei mit
so grundlegenden Begriffen wie "Raum” und ”Zeit” beginnen und uns dann im Detail
der "Mechanik” widmen, der Lehre von der Bewegung und der Verformung von Kérpern
unter dem Einfluss unterschiedlicher Kréfte.

1.1 Raum, Zeit und Koordinatensysteme

sind Begriffe, die Thnen aus ihrem téglichen Leben wohlvertraut sind. Sie kénnen sich auf
der Erdoberfliche ohne groflie Schwierigkeiten in den zwei Dimensionen bewegen, und -
wenn gleich mit etwas groBerem Aufwand - auch nach ”"oben” oder "unten”. Der Raum
in unserem téglichen Leben hat also 3 Dimensionen.

Einem ganz bestimmten Ort im Raum werden Sie im allgemeinen durch Koordinaten
angeben, z. B. "Tiibingen, Auf der Morgenstelle, Gebdude D, Raum P40”. Diese Koor-
dinatenangabe ist zugegebenermaflen etwas kryptisch. Sie brauchen wahrscheinlich einige
Ubung, um mit dieser Angabe den damit angegebenen Ort tatséichlich zu finden. Wir
werden daher in diesem Kurs Koordinatensysteme verwenden, die etwas durchschaubarer
sind als das eben genannte Beispiel.

Bleibt noch die ”Zeit” zu erwahnen. Sie ”verstreicht”, bietet Ihnen aber keine Moglichkeit,
sich darin aktiv vor- oder zuriickzubewegen. Auch fiir die Zeit verwenden Sie Koordinaten
- etwa die Uhrzeit - um einen bestimmten Zeitpunkt zu kennzeichnen.

Wir kénnen an dieser Stelle ”Raum” und ”Zeit” nicht wesentlich préziser fassen. Was wir
aber tun koénnen, ist uns mit der Art und Weise beschéftigen, mit denen wir Langen und
Zeiten bestimmen.

Beginnen wir mit den Lingen. Um die Lénge eines Gegenstands oder auch den Abstand
eines Gegenstands von einem anderen zu bestimmen benétigen wir zunéchst eine ” Ein-
heitsldnge”. Wir wollen dann Léngen und Abstdnde in Bruchteilen oder auch Vielfachen
dieser Einheit angeben.
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Das Einheitensystem, auf das man sich international geeinigt hat, ist das SI-System
(Systéme Internationale). In diesem System werden Léngen in Meter ausgedriickt. Es sei
hier aber gleich darauf hingewiesen, dass noch eine ganze Reihe weiterer Einheitensysteme
in Gebrauch sind. So werden beispielsweise Langen manchmal in ”Zoll”, ”Fuf3”, ” Meilen”
oder auch ” Angstrom” angegeben. Besondes erwiahnenswert ist das " cgs-System”. Dieses
wird in der Physik hiufig verwendet. Es gibt Léngen in Zentimeter ("c¢”), Massen in

Gramm ("g”) und die Zeit in Sekunden (”s”) an. Weitere cgs-Einheiten werden wir im
Verlauf dieses Kurses angeben.

Bleiben wir aber zunéchst bei der Definition ”1 Meter”. 1 Meter war bis Ende des 18.
Jh. als der 107 "-te Teil des (ungenau gemessenen) Meridianquadrants (d. h. der Entfer-
nung Aquator-Pol) festgelegt. Auf der Basis dieser Definition benutzte man spiter das
Urmeter, einen beim Bureau International des Poids et Mesure in Sevres bei einer Tem-
peratmﬂ von 0° C aufbewahrten Pt-Ir-Stab. Die Abb. [Tl zeigt ein Bild dieses Stabs, sowie
des Bureau International des Poids et Mesure.

|-

Abbildung 1.1: Das ”Urmeter” (links) im ”Bureau International des Poids et Mesures”
in Sevres (rechts)

Mit wachsenden Anforderungen an die Messgenauigkeit wurde das Urmeter durch eine De-
finition ersetzt, die auf der Wellenlénge des roten Lichts basiert, das Cadmium-Atome aus-
senden konnen. Demnach war 1 Meter ab 1927 das 1553164.13-fache dieser Wellenléange.
1960 wurde das von Krypton-Atomen ausgesandte Licht als Definition verwendet; prézise
war 1 Meter definiert als das 1650763.73-fache der Vakuumwellenléinge des orangefarbe-
nen Lichts beim Ubergang 5d5 — 2p1o des Isotopes 8K r B Seit 1983 basiert die Definition
des Meters auf der Geschwindigkeit ¢ des Lichts im Vakuum. Diese Geschwindigkeit ist

!Gegenstinde dehnen sich i. allg. mit wachsender Temperatur aus. Deshalb muss die Temperatur sehr
genau spezifiziert werden.

2Diese Definition ist - d#hnlich wie die Definition der Sekunde, die wir weiter unten einfithren werden
- an dieser Stelle sicher nur schwer nachvollziehbar. Sie werden aber die zu Grunde liegende Physik bis
zum Ende des 4. Semesters (hoffentlich) beherrschen.
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eine nach unserem Wissen unverdnderliche Naturkonstante. Sie ist mit einer sehr hohen
Genauigkeit messbar. Demnach legt das Licht 299792458 Meter in der Sekunde zuriick
und wir erhalten:

1m = ¢/299792458 - 1s (1.1)

Die Definition des Meters ist damit iiber die Lichtgeschwindigkeit ¢ auf die Definition
und die Messgenauigkeit der Sekunde zuriickgefiithrt. Dies ist sinnvoll, da man Zeiten
wesentlich genauer messen kann als Léngen.

"1 Sekunde” ist die Basiseinheit der Zeit sowohl im SI- als auch im cgs-System.

Seit 1967 ist 1 Sekunde das 9192631770-fache der Periodendauer der elektromagnetischen
Strahlung, die beim Ubergang zwischen den beiden Hyperfeinstrukturniveaus des Grund-
zustandes von Atomen des Nuklids *3C's ausgesandt bzw. absorbiert wird. Vorher war
die Sekunde als das (1/31556925.9747)-fache des topischen Sonnenjahrs am 1. 1. 1900
definiert. Mit Atomuhren kénnen heute Zeitangaben mit einer relativen Genauigkeit im
Bereich von £107!° gemacht werden. Tatsichlich benétigt man diese Genauigkeit fiir ei-
nige spezielle Anwendungen. Denken Sie aber daran, dass im téglichen Leben genauso wie
bei (fast) allen Messungen Angaben mit einer solchen Genauigkeit vélliger Unsinn wéren.
Messungen sind immer mit gewissen Messfehlern behaftet, wie wir gleich im Detail sehen
werden. Es macht keinen Sinn, Messgréfien wesentlich genauer als diese Messunsicherheit
anzugeben!

Bevor wir uns Messfehlern und der Art und Weise, wie Langen und Zeiten bestimmt wer-
den kénnen zuwenden, wollen wir hier noch einige allgemeine Anmerkungen machen.
Zunéchst wollen wir die dekadische Unterteilung der Grundeinheiten angeben. So
bezeichnen wir beispielsweise den 10™3-ten Teil eines Meters als 1 Millimeter (1 mm), den
1073-ten Teil einer Sekunde als 1 Millisekunde (1 ms) usw. Ganz analog wird das 103-fache
eines Meters als 1 Kilometer (1 km) bezeichnet. Weitere Einteilungen, die den Bereich vom
10718 bis zum 10*®-fachen der Grundeinheit abdecken, sind in Tab. [ aufgelistet.

Tabelle 1.1: Die dekadische Unterteilung der Grundeinheiten

Zehnerpotenz | Vorsilbe | Kurzzeichen | Zehnerpotenz | Vorsilbe | Kurzzeichen
10~! Dezi d 10 Deka da

1072 Zenti ¢ 102 Hekto h

1073 Milli m 103 Kilo k

10~6 Mikro W 106 Mega M

1079 Nano n 10° Giga G

10~12 Piko p 1012 Tera T

10~15 Femto f 10%° Peta P

1018 Atto a 1018 Exa E

Anmerkung 2 betrifft ganz spezielle Léngeneinheiten, die gelegentlich verwendet werden:

1 fm (1 Fermi = 1 Femtometer): 107" m (der Durchmesser eines Abomkerns betriigt ca.
1 fm)

1 A (1 Angstrém): 107 m (typischer Atomduchmesser: 1 bis einige A )

1 Lichtsekunde: 3 - 10% m

1 AE (Astromomische Einheit = Abstand Erde-Sonne): 1.5 - 10" m
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1 Lichtjahr: 9.47 - 10 m
1 Parsec (Parallaxensekunde): 3.26 Lichtjahre=3.086 - 1016 m

Anmerkung 3 schliefllich betrifft unsere ”tégliche” Erfahrung mit Raum und Zeit. Man hat
erkannt, dass Raum und Zeit unter gewissen Bedingungen eine sehr nichttriviale Struktur
haben konnen. Dies passiert beispielsweise

e bei Geschwindigkeiten, die vergleichbar mit ¢ werden (— spezielle Relativitétstheo-
rie)

e in starken Gravitationsfeldern (— allgemeine Relativitdtstheorie)

e bei sehr grofien Abstéinden und Zeiten (im Bereich 10'° (Licht-)jahre &~ Gréfle d.
Universums)

e bei sehr kleinen Dimensionen
Man kann aus drei fundamentalen Naturkonstanten:
G=6.672- 10~ Nm?kg2: Gravitationskonstante
h=6.626 - 10~3* Js: Planck’sches Wirkungsquantum
c=2.998 - 10® m/s: Lichtgeschwindigkeit im Vakuum
eine Lénge, die sog. "Planck-Skala”, lp = \/Gh/c® =~ 1073 m bilden. Bei diesen
Abstédnden versagt die uns bekannte Beschreibung der Physik. Es wird in diesem
Zusammenhang auch diskutiert, ob der Raum mehr als drei Dimensionen hat.
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1.2 Messung von Lingen und Zeiten

1.2.1 Messgenauigkeit und Messfehler

Wir wollen zunéchst einige allgemeine Anmerkungen zu ” Messungen” machen. Wesentlich
ist, dass jede Messung nur eine begrenzte Genauigkeit, sowie Fehlerquellen hat. Man
unterscheidet dabei zwei unterschiedliche Arten von Messfehlern:

e "systematischer” Fehler: Er tritt dadurch auf, dass die Messgrofie selbst bei genaue-
stem Ablesen des Maf3stabs falsch bestimmt wird. Ein einfaches Beispiel hierfiir wére
das Anlegen eines falsch geeichten Mafistabs oder die Zeitbestimmung durch eine
ungenau gehende Uhr. In diesen beiden Féllen kann man beispielsweise zwei unter-
schiedliche Uhren heranziehen, um den Fehler abzuschéitzen. Ein weiteres, weniger
triviales Beispiel ist die systematische Verfilschung einer Messung durch den Ein-
fluss nicht beriicksichtigter oder falsch beriicksichtigter Effekte. Diese Fehler sind,
wie man sich vorstellen kann, oft nur sehr schwer abzuschéatzen.

e "statistischer” Fehler: Der ”statistische” oder ”zuféllige” Fehler tritt dadurch auf,
dass eine Messgrofie, etwa durch ungenaues Ablesen des Maf3stabs oder durch zufalli-
ge Storeinfliisse bei wiederholter Messung mit dem gleichen Maflstab bei jeder Mes-
sung leicht unterschiedliche Ergebnisse liefert. Beispielsweise konnte bei der Messung
eines 1 m langen Gegenstands die erste Messung 99 cm ergeben, die zweite 1,01 m,
die dritte 99,5 usw. Misst man eine Grofle sehr haufig und trégt die Messwerte in
einem ”Histogramm” auf, so konnte sich folgendes Bild ergeben:

Zahl der

Messungen M

im Intervall 6 - are

[X, X+AX] O -
4 — s
3 s
2 L
Lot}

Xo Messwert x

Abbildung 1.2: Qualitatives Histogramm der Verteilung von Messwerten, wie sie bei wie-
derholter Messung einer Griofie x gewonnen worden sein kénnten. Der "wahre” Wert der
Grifle sei xg (2. B. xy = 1 m). Im Histogramm werden Messwerte, die zwischen dem
Wert © und dem Wert x + Az liegen (z. B. zwischen 98 ¢m und 99 c¢m) als ein Balken
zwischen x und x + Ax in das Diagramm eingetragen. Liegen n Messwerte in diesem
Intervall, bekommt der Balken die Héhe n. Es ergibt sich eine Verteilung der Messwerte,
das - solange keine grofien systematischen Fehler vorliegen - ein Maximum um den Wert
o herum aufweist.
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Wesentlich ist nun, dieser statistische Fehler durch wiederholte Messun£ verbesserbar ist,
wie man schon aus Abb. intuitiv schlieflen kann.

Wir wollen an dieser Stelle einige grundlegende Grofien bei der Bestimmung von Messwer-
ten einfithren. Wir nehmen an, eine Groe x (z. B. Linge L eines Gegenstands) werde N
mal gemessen. Der n-te Messwert sei x,, mit n=1,... N.

Der Mittelwert iiber alle Messungen ist gegeben durch:

(x) = %an (1.2)

Die Streuung der Messwerte definieren wir durch:
N
Y (w0 —(2))? (1.3)

n=1

GO

Man bezeichnet diese Grole dz oft auch als ” Standardabweichung” o. Man beachte,
dass hierbei iiber die Quadrate der Abweichungen der einzelnen Messwerte vom Mittelwert
gemittelt wird.

Bei zufélliger Streuung der Messwerte konnen wir den Ausdruck wie folgt umformen:
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Das Quadrat der Standardabweichung ist also gegeben durch den Mittelwert von z2
abziiglich des Quadrates des Mittelwerts.

Genauere Aussagen zu treffen ist eine Aufgabe der mathematischen Statistik.

Man kann sich zunéchst vorstellen, das sehr viele Messwerte z,, aufgenommen wurden
(im Idealfall unendlich viele). Wir kénnen dann ein Histogramm erzeugen, bei dem die
Intervalle Az, innerhalb derer die Messwerte zu summieren sind, sehr fein gewéhlt sind, da
ja sehr viele Messwerte zur Verfiigung stehenfl. Im Grenzfall unendlich vieler Messwerte
kénnen wir Az sogar gegen null gehen lassen. Wir bezeichnen dieses unendlich kleine
Intervall als "dz”.

In einem derart fein unterteilten Histogramm ist die Einhiillende der einzelnen Balken
eine kontinuierliche glatte Kurve p(x).

Man kann nun die Einheiten fiir p(x) so wihlen, dass p(x) gerade die Wahrscheinlich-
keit - genauer gesagt, die Wahrscheinlichkeitsdichte - dafiir angibt, dass man bei einer

3Man erfasst dabei Messwerte iiblicherweise per Computer, so dass es kein Problem ist, auch sehr viele
Daten aufzunehmen.

4Hitten wir in Abb. die Unterteilung zu fein gewéhlt, so hiatten wir in wahrscheinlich in jedem
Intervall nur einen Messwert erhalten, was nicht sehr hilfreich gewesen wére.
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bestimmten Einzelmessung einen Wert zwischen x und x + dx findet. Hierzu ist wie folgt
vorzugehen:

Es sei P(x) die Einhiillende des Histogramms, die noch nicht geeignet normiert ist. Wir
suchen dann einen Normierfaktor N so, dass p(z) die gesuchte Wahrscheinlichkeit angibt:
p(z) = N - P(z).

Wir wissen nun, dass die Wahrscheinlichkeit gleich 1 (1 = ”sicher”) ist, dass der Messwert
irgendwo zwischen —oo und oo liegtﬁ. Wiiren unsere Intervalle Az endlich grof, miissten
wir {iber alle Intervalle aufsummieren und verlangen, dass die Summe gleich 1 ist. Im
Grenzfall unendlich kleiner Intervalle dz gehen wir zur Integration iiber. Wir verlangen
fiir p(x):

/p(x) cdr =1 (1.5)

— 00

Man beachte, dass das Produkt p(x) - dx eine dimensionslose Zahl ergibt. Falls x bzw.
dx die Einheit einer Linge hat, hat also p(z) die Dimension 1/Lénge. Daher auch die
Bezeichnung Wahrscheinlichkeitsdichte. Wie erhalten mit p(z) = N - P(z) fiir N die
Bedingung;:

N - / P(z)-de=1 (1.6)
oder
N= oo; (1.7)
/ P(z) - dx

Man findet, dass zuféllige Messfehler oft ”normalverteilt” (auch: ”GauB-verteilt”) sind
und durch die Funktion

1
p(z) = 2—6_(9”_(”))2/ (20%) (" GauB-Verteilung” oder ”Normal-Verteilung”) (1.8)
o

beschrieben werden.

Es gilt hierbei zunéchst:

o0 [e.9]

1
/ p(z) - dz = NoT / e~ (= @)?/2o%) gy (1.9)

— 00 — 00

Um das Integral auswerten zu kénnen, wéhlen wir anstelle der dimensionsbehafteten Va-
riablen x die Variable £ = (x — (x))/o (wir kénnten auch sagen, wir messen x in Einheiten
von o).

5Das Symbol oo steht fiir ”unendlich”.
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Es gilt: dx/o = d§. Auch die Variable £ lauft von —oo bis co. Das Integral schreibt sich
damit:

7]9(9:) ~dr = \/% 7e—€2/2 - d¢ (1.10)

Das Integral ffooo e=¢/2. d¢ kann analytisch berechnet werden und liefert den Wert /2.
Die Funktion p(x) ist also richtig normiert.

Die Abb. zeigt die Funktion p(¢£). Thr Maximalwert betriagt 1/v/27 fiir £ = 0.
Fiir 2 — (2) = o (bzw. € = 1) liefert p(€) den Wert e~2 /v/27 ~ 0.607/v/27 ~ 0.24.

0.5-
p(x) p(x)=exp(-x*/2)/(2p)"?

0.3 1

0.0

-2 0 ' 2 X=('X-<X>)/S
Abbildung 1.3: Gauss-Verteilung p(§)

Einige weitere interessante Eigenschaften der GauB3-Verteilung seien hier nur kurz erwéhnt:

e cin einzelner Messwert weicht im Durchschnitt um o vom Mittelwert ab

o der Mittelwert aus N Messungen weicht im Durchschnitt um o/v/N vom Mittelwert
ab, d. h. der Messfehler verbessert sich proportional zu 1/ V'N.

e 68 % aller Messungen liegen innerhalb +o.

(dies entspricht dem Integral | <<;;>_+; p(z)dz)

e 99.7 % aller Messungen liegen innerhalb +30.

(dies entspricht dem Integral |, &:‘? p(z)dz)

Zum Schluss unserer Betrachtungen {iber Messfehler wollen wir uns mit der Frage be-
schéftigen, wie sich der Fehler einer aus mehreren Messgrofien berechneten Grofie ergibt,
etwa dem Verhéltnis v = x/t aus den zwei (fehlerbehafteten) Messgrofen = und ¢. Man
spricht hier auch von Fehlerfortpflanzung bei abgeleiteten Groflen.

Im Beispiel sollen die Messungen sowohl von x als auch von ¢ um die Mittelwerte (z) bzw.
(t) schwanken. Wie ergibt sich nun der Fehler der berechneten Groe v = x/t?
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e Wir nehmen zunéchst an, ¢ sei exakt und der gerade gemessene Wert von x wei-
che um +dz vom Mittelwert (x) ab. Wir bezeichnen die Abweichung von v vom
"wahren” Wert als dv,. Damit erhalten wir:

v+ov = (x+ox)/t =vEizx/t — dvy = ox/t. (1.11)
Der Fehler dv; ist also direkt proportional zu dz.

e Falls umgekehrt x exakt ist und der Messwert fiir t um +40t abweicht, erhalten wir:

x r 1
£ v, = =— . 1.12
O TSt T t1 Lot (1.12)
Wir wollen nun annehmen, dass das Verhéltnis 0t/t < 1 sei. Die Funktion ﬁ&/t
schreiben wir wie folgt um:
1 1Fdt/t 1Fdt/t
- T 3t/ _ LT i (1.13)

L£6t/t  (LE£6t/t)- (LF6t/t) 1 — (6t/t)2

Im letzten Schritt haben wir die GrofSe (6t/t)? vernachlissigt. Sie ist quadratisch
kleiner ist als die schon als klein angenommene Grofie 0t/t .

Damit erhalten wir:

ot x ot ot

vt v, =
t t

(1F

| 8

Den Gesamtfehler kénnen wir nun entweder dadurch abschétzen, dass wir die Betrége
|0v,| und |6v;| addieren:

ox

t

+ [0 (1.15)

0] = [60.] + |du] = t

oder deren Betragsquadrate addieren:

507 =+ 50 = (52) 4 (o2 a1

Beide Varianten werden in der Literatur benutzt.

Es sei hier weiter erwdhnt, dass man die Ndherung #t/t ~ 1 F §t/t auch wesentlich
direkter durch die sogenannte Taylor-Entwicklung hitte erhalten kénnen:

Wir nehmen hierzu an, die Funktion f(x) sei beliebig oft differenzierbar und bezeichnen
mit ™ (x) die n-te Ableitung von f(x). Man kann dann zeigen, dass sich f(z) wie folgt
als Polynom schreiben lésst:

Z f(n (x — x0)" (1.17)

Hierbei ist n! die ”Fakultat”, d. h. das Produkt 1-2-3-...-n. Man bezeichnet obige
Reihe als die Taylor-Entwicklung um den Wert x(. Bricht man die Reihe nach N Gliedern
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ab, so ist dennoch die Abweichung von f(z) in der Ndhe des Wertes z( klein. Explizit
auf die Funktion f(r) = - angewandt erhalten wir, wenn wir die Variable 0t/t als x

) 1tz
bezeichnen:

0-te Ableitung von f(z) an der Stelle z = 0 (d. h. §t = 0): f@(0) =1

1-te Ableitung von f(z) an der Stelle z = 0: f!)(x =0) = ]F@ =¥l
x=0
2-te Ableitung von f(z) an der Stelle z = 0: f@(z =0) = 2@ =2
=0
(usw.)
Damit ergibt sich:
1 2
flx)=1F o+ Za*F... (1.18)

1 2

Mit der Ersetzung x — dt/t erhalten wir unser altes Ergebnis zuriick, wenn wir die Reihe
nach dem zweiten Glied abbrechen.

Kehren wir nach diesem kurzen Exkurs zur Fehlerfortpflanzung zuriick. Wir betrachten
jetzt eine allgemeine Grofle Messgrofie y = f(x1, 22, . .., zn), die sich aus den N Messgofen
x1 bis xy berechnet. Wir konnen jetzt den Fehler dy dieser Grofle mit Hilfe der ersten
" partiellen” Ableitungen 8‘1—{1 der Funktion f nach den jeweiligen Variablen x,, als

(0y)* = i (a&giéxn)z (1.19)

n=1

schreibenﬁ. Bei der Ableitung % nach der Variablen z,, sind alle anderen Variablen x,,
mit m # n konstant zu halten.

Wir wollen hiermit unsere allgemeine Betrachtung von Messfehlern vorlaufig abschliefen
und uns realen Lidngenmessungen auf verschiedenen Skalen zuwenden.

1.2.2 Messung mittlerer und kleiner Abstinde

Zuriickgehend auf die Definition des Meters iiber die festgelegte Lichtgeschwindigkeit im
Vakuum, ¢ (siehe die Definition in Gleichung [[T]), kénnen Léngen iiber die Laufzeit be-
stimmt werden, die ein Lichtpuls fiir die zu vermessende Strecke bendétigt. In der Praxis
ist dieses Verfahren aber fiir kleine Langen weniger geeignet, da die Laufzeiten aufgrund
der hohen Lichtgeschwindigkeit extrem kurz sind. Man kann aber eine andere Technik be-
nutzen, die ebenfalls auf die Definition des Meters iiber die Lichtegeschwindigkeit zuriick-
greift. Uber die Beziehung A\ = ¢/v hingt die Wellenlinge A einer elektromagnetischen
Welle mit der Frequenz v zusammen. Kennt man die Frequenz und damit die Wellenlange
einer bestimmten Quelle fiir elektromagnetische Wellen, so kann man mit Hilfe optischer
Interferometer eine zu bestimmende Lénge in Einheiten dieser Wellenldnge A bestimmen
und den Wert anschliefend in Meter umrechnen.

6Der Einfachheit halber beschriinken wir uns auf die Variante 2 (Addition der Betragsquadrate) der
Berechnung der Fehlerfortpflanzung.
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Fiir Langenmessungen im téglichen Leben stehen uns praktische, geeichte Sekundéarnor-
male zur Verfiigung. Als Beispiele seien hier die folgenden Mafistabe aufgefiihrt, die fiir
verschiedene Langenbereiche besonders geeignet sind:

0.1 mm ...km: Mikrometerschraube/Schieblehre/Meterstab/km-Zahler, usw.
1 pm ...cm: Skala im Mikroskop

1 nm ...cm: Skala im Raster-Elektronenmikroskop

0.1 nm ...mm: Skala im Rasterkraft-/Rastertunnelmikroskope

0.1 nm ... 1pum Skala im Transmissions-Elektronenmikroskop

In Bezug auf Meterstab, Schieblehre usw. ist ”anlegen” durchaus wortlich gemeint. Im Mi-
kroskop und den weiteren Verfahren wird in der Regel per Computer ein vorher geeichter
Mafstab eingeblendet.

Die folgenden Abbildungen geben einige Beispiele fiir die verschiedenen Verfahren wieder.

Abb. [C4 zeigt die Aufnahme eines ” Einzelelektronen-Transistor”, der auf Silizium struk-
turiert wurde.

Source
7
7
Centgrgate Abbildung 1.4: Aufnahme eines ”FEinzelel-
ektronen-Transistors” mit dem Raster-Fl-
D, o, Det g I 1200 nm ektronenmikroskop (D. Wharam, D. Kern,

Institut fiir Angewandte Physik)

Die kleinsten Abmessungen der Struktur liegen im Bereich weniger nm. Mit derartigen
Strukturen sollen Transistoren auf der Basis der Bewegung einzelner Elektronen realisiert
werden. Im Raster-Elektronenmikroskop selbst wird ein sehr feiner Elektronenstrahl
auf die Probe gebiindelt. Von der Probe werden daraufthin Elektronen und auch Roént-
genstrahlung emittiert, die von entsprechenden Detektoren nachgewiesen werden. Der
Elektronenstrahl wird Punkt fiir Punkt iiber die Probe gerastert, so dass schliellich ein
Bild wie das in Abb. [ gezeigte entsteht.

Die Abb. zeigt ein Beispiel fiir eine Aufnahme mit dem Raster-Tunnelmikroskop.
Hier wird eine sehr feine Spitze iiber die Probenoberfliche bewegt und Punkt fiir Punkt
der Strom gemessen, der zwischen Spitze und Probenoberfliche flieft. Der Strom héngt
sehr empfindlich vom Abstand zwischen Spitze und Oberfliche ab und liefert somit
stark vereinfacht gesagt ein ”Hohenprofil” der Oberfliche. Mit der Spitze des Raster-
Tunnelmikroskops lassen sich einzelne Atome nicht nur abbilden sondern sogar auf der
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Oberflache hin- und herschieben. Die Abb. [[H zeigt dies am Beispiel von Eisenatomen, die
bei sehr tiefen Temperaturen auf einer Kupferoberfliche bewegt wurden. Man hat hierbei
einen Kreis aus diesen Atomen aufgebaut (unten rechts). Die wellenartigen Strukturen
werden durch Elektronen hervorgerufen (auch die Elektronen kénnen sich wie Wellen
verhalten und so die beobachteten Strukturen erzeugen).

In sehr dhnlicher Weise wird beim Raster-Kraftmikroskop die Kraft zwischen Pro-
benoberfliche und Spitze gemessen und zur Abbildung bzw. Manipulation der Oberfliche
benutzt.

.~"

,k\ s\t 5'(\ ¥
y TR ’-b’“

bl JEADSAL TN Abbildung 1.5: Manipulation und Abbil-
dung von Eisenatomen auf einer Kupfero-
berfliche mit Hilfe eines Rasterkraftmikro-
skopes [nach: M.F. Crommie, C.P. Lutz,
D.M. Eigler (IBM), ”Confinement of elec-
trons to quantum corrals on a metal sur-
face”, Science 262, 218-220 (1993)]. Der
Durchmesser des Rings aus Fe-Atomen be-
tragt 14.3 nm.

Die Abb. [CH zeigt eine Aufnahme der Verbindung BisSraCaCusOg (ein so genannter
Hochtemperatursupraleiter), die mittels der Transmissions-Elektronenmikroskopie gewon-
nen wurde. Bei dem Verfahren wird eine sehr diinne Probe von Elektronen durchstrahlt.
In der Abbildung ist sehr schon die regelméfiige Anordung der einzelnen Atome zu sehen.
Genauer gesagt sieht man bei dieser Methode ganze ”Zeilen” von Atomen, die senkrecht
zur Bildebene angeordnet sind.

Noch kiirzere Langen konnen nur noch mit indirekten Methoden bestimmt werden. Im
Bereich der Kernradien (fm) und darunter fithrt man Stofexperimente durch, bei denen
Elektronen oder andere Atomkerne auf den zu untersuchenden Kern geschossen werden.
Mit Hilfe der Kenntnis der Krifte zwischen den Stofipartnern kann dann beispielsweise
auf die Struktur des Atomkerns geschlossen werden. Die Details kénnen dabei allerdings
recht kompliziert sein.

1.2.3 Messung grofler Abstinde

e Im Bereich Kilometer bis Lichtstunden lassen sich gut Laufzeitexperimente durchfiihren,
und etwa die Lichtlaufzeit zu einem Satelliten messen. Aus der Kenntnis der Licht-
geschwindigkeit (vergleiche wiederum die Definition des Meters in Gl. [Tl) lésst sich
dann der Abstand des Satelliten bestimmen.
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Abbildung 1.6: Transmissions-Elektronen-
mikroskopie am Hochtemperatursupraleiter
BiySryCaCusOg (abgekiirzt: Bi-2212).

(O. Eibl, Institut fiir Angewandte Physik)

Umgekehrt wird dieses Verfahren beim Global Positioning System (GPS) angewandt, um
mittels von Satelliten die eigene Position auf der Erde auf wenige Meter genau zu bestim-
men. Es existieren dabei 24 Satelliten, die auf insgesamt 6 Bahnebenen mit wohlbekannten
Koordinaten kreisen. An jedem Punkt der Erde sollten damit mindestens vier Satelliten
empfangbar sein. In jedem Satelliten befinden sich Atomuhren, die dem Empfianger die
?genaue” Zeit mitteilen. Da das Licht aber eine gewisse Zeit brauchte, um den Empfanger
zu erreichen, wird die Uhrzeit jedes der Satelliten zu einer etwas unterschiedlichen Zeit
beim Empfinger ankommen. Hétte der Empfénger selbst eine Atomuhr, so kénnte er durch
Vergleich ”seiner” Zeit mit der Zeitangabe des Satelliten ermitteln, wie weit dieser Weg
war. Der Empfinger muss sich auf einer Kugelschale mit dem entsprechenden Abstand
um den Satelliten herum befinden (die meisten Punkte auf der Oberfliche dieser Kugel
konnen natiirlich ausgeschlossen werden, da sie nicht auf der Erdoberfldche liegen!). Bei
Benutzung der Uhrzeit von zwei Satelliten kann der Ort des Empféngers immerhin schon
auf die Linie eingeschréankt werden, auf der sich die beiden Kugelschalen um die beiden
Satelliten schneiden. Ein dritter Satellit macht die Position des Empfiangers eindeutig.
Da der Empfianger selbst aber im allg. keine Atomuhr hat wird nun ein vierter Satellit
herangezogen, der letztlich die fehlende Atomuhr des Empfangers ersetzt.

e bis zu Léngen von einigen Lichtjahren kann der Effekt der ”Parallaxe” verwendet
werden, der in Abb. [ skizziert ist. Wenn sich die Erde im Verlauf eines Jahres
einmal um die Sonne bewegt, &dndert sich die scheinbare Position eines Sterns um
einen Winkel 2p. Bei Kenntnis des Durchmessers der Erdbahn ldsst sich daraus der
Abstand des Sterns von der Erde bestimmen.

Versuch: Die Parallaxe wird im Horsaal durch den Schattenwurf von zwei Kugeln,
die in unterschiedlichen Abstédnden von einer Lampe aufgestellt sind, demonstriert.
Die Lampe wird dabei entsprechend der Bewegung von A nach B in Abb. [L 4 ver-
schoben.

Auf der Basis der Parallaxe ist die Langeneinheit Parsec (Parallaxensekunde) defi-
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Erde, Position A

Erde, Position B

Abbildung 1.7: Effekt der Parallaxe zur Bestimmung des Abstands eines Sterns von der
Erde

niert. Die scheinbare Bewegung eines Sterns, der 1 Parsec (=3.26 Lichtjahre) von
der Erde entfernt ist, betrdgt 1 Bogensekunde.

e bis zu einigen 10° Lichtjahre kénnen beispielsweise Vergleiche der scheinbaren und
absoluten Helligkeit spezieller Sterne (z. B. die ”Cepheiden”, eine spezielle Gruppe
pulsierender Sterne), von Supernovae und von Galaxien zur Entfernungsbestimmung
herangezogen werden. Die relative Helligkeit dieser Objekte dndert sich proportional
zu Tiz, wobei r der Abstand zum Beobachter ist. Bei bekannter absoluter Helligkeit
kann daraus die Entfernung des Objekts abgeleitet werden.

e bei sehr grofien Entfernungen bis zu 10! Lichtjahren dient die Beobachtung ferner
Galaxien und Quasare zur Entfernungsbestimmung. Auf Grund der Expansion des
Universums nach dem Urknall bewegen sich diese Objekte umso schneller von der
Erde weg, je weiter sie von ihr entfernt sindfl. Dieses Wegbewegen kann man mit
Hilfe des "Doppler-Effektes” nachweisen. Er fiihrt dazu, dass die Wellenldnge des
Lichts, das ein sich vom Beobachter wegbewegendes Objekt aussendet, zu grofieren
Werten hin verschoben ist (”Rotverschiebung”). Das akustische Gegenstiick dieses
Effekts konnen Sie beobachten, wenn ein Auto oder Zug an Ihnen vorbeifihrt.

1.2.4 Zeitmessung und Messung schneller Vorgéinge

Bei der Zeitmessung werden meist (aber nicht notwendig) periodische Prozesse ausge-
nutzt, z. B. bei der Pendeluhr, der Quarzuhr (nutzt einen Schwingquarz) oder auch bei
der Atomuhr. Diese realisiert die Zeitmessung entsprechend der Definition der Zeit. Das
Prinzip iiblicher Atomuhren ist in Abb. skizziert.

Zunichst werden in einem Atomstrahlofen Caesiumatome verdampft. Diese werden an-
schlieBend durch einen Ablenkmagneten nach den beiden ”Hyperfeinzustdnden” sortiert
(die magnetischen Eigenschaften des Cs sind in den beiden Zustédnden unterschiedlich).

"Man kann sich den Effekt in zwei Dimensionen dadurch klarmachen, dass man auf einem Luftballon
eine Reihe von Punkten aufmalt und diesen dann aufblést.
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Cs-Alomstrahlofen
[Original, sulfgeschnliten)

Ablenkmagnet
[Sechspolsystom, Criginal]

Zentralscheibe
(CHiginal)

Ablenkmagnet

Hohlraum-Resonator

Detaktor
[Driginal}

Abbildung 1.8: Die Komponenten einer Atomuhr (Physikalisch-Technische Bundesanstalt,
Braunschweig)

Nur die Atome in einem der beiden Zustédnde laufen weiter und gelangen schlieflich in
einen Hohlraumresonator. Die Cs-Atome kénnen den Energiezustand zwischen Hyperfein-
niveaus wechseln, wenn ein elektromagnetisches Wechselfeld einer Frequenz f (= 1/Peri-
odendauer) von ca. 9,19 GHz (ein Mikrowellenfeld) auf sie wirkt. Dieses Feld wird im
Resonator erzeugt. Anschlieend werden die Atome durch einen zweiten Ablenkmagneten
nochmals magnetisch sortiert und schlieflich in einem Detektor aufgefangen. Die maximale
Zéahlrate erhélt man, wenn die Frequenz f des Mikrowellenfeldes im Resonator 9.192631770
GHz betrigt. Diese 9192631770 Periodendauern der Schwingungen im Resonator definie-
ren 1 Sekunde. Fiir extrem hohe Messgenauigkeiten verwendet man seit wenigen Jahren
Uhren, die auf Laser gekiihlten Césium Atomen basieren. Aufgrund der geringen thermi-
schen Geschwindigkeit erreicht man so lingere Wechselwirkungszeiten zwischen Atomen
und Mikrowellenfeld.

Wie misst man nun kurze Zeiten und schnelle Vorginge?

Zunéchst ist zu sagen, dass heutzutage sehr schnelle Messelektroniken zur Verfiigung
stehen, die leicht Zeiten bis in den ps-Bereich messen konnen. Um nun einen sehr schnellen
Vorgang iiberhaupt wahrnehmen zu konnen, ist es notig, die " Uhr” rechtzeitig zu starten
und auch wieder zu stoppen (man spricht von ”triggern”).

Ein einfaches Beispiel fiir die Zeitmessung eines (noch nicht allzu schnellen) Bewegungs-
vorgangs ist ein 100 m-Lauf, bei dem ein Startschuss eine Uhr und auch den Lé&ufer
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startet. Eine 100 m weiter aufgestellte Lichtschranke stoppt die Uhr, sobald der L&aufer
die Schranke unterbricht.

Beispiele fiir optische Hochgeschwindigkeitsaufnahmen sind in Abb. bis [CTTI
gezeigt. In Abb. wurde ein gallopierendes Pferd aufgenommen. Die lange ungeklarte
Frage war, ob ein Pferd wihrend des Gallops vollstéindig vom Boden abhebt. Die dritte
Aufnahme von links klarte diese Frage. Abb. [T zeigt einen auf einer Fliissigkeit auf-
treffenden Tropfen, Abb. [[T1l schlieBlich den Schuss durch einen Apfel und einige weitere
schnelle Bewegungsvorgéange.

T T T

|

Abbildung 1.9: Beweis, dass Pferd bei Gallop kurzfristig schwebt, siehe drittes Bild (Ed-
ward Muybrigde, 1878)

d03300030333333330333333303333003333033J3038030330333

2000303003330 0000000.03303008330000330303300303038480003]

Abbildung 1.10: Hochgeschwindigkeitsaufnahme eines auf einer Flissigkeit auftreffenden
Tropfens
(siche: Edgerton Center, MIT: http://web.mit.edu/Edgerton/www/HighSpeed.html)

Mit Hilfe sehr kurzer Laserpulse lassen sich heute sogar Vorgénge bis in den fs-Bereich
erfassen. Ahnlich kurze Zeiten koénnen auch durch die zuriickgelegten Wegstrecken bei
bekannter Geschwindigkeit bestimmt werden, z. B. beim Zerfall von Elementarteilchen,
die sich (beinahe) mit Lichtgeschwindigkeit bewegen.

Bei der Messung sehr langer Zeiten kann man sich schliellich auf der Skala von ca.
10000 Jahren der Datierung durch Baumringe oder Eisablagerungen bedienen. Bis hin zur
Skala von Jahrmillionen kann man Datierungen beispielsweise mittels ” Leitfossilien” in
Erdschichten durchfiithren. Ein Verfahren, das wieder etwas mehr mit Physik zu tun hat,
ist die Datierung iiber radioaktive Zerfiille. Radioktive Isotope wie 1C oder *°K zerfallen
im Verlauf der Zeit in andere Atomsorten. Die Zahl der vorhandenen Kerne nimmt dabei
exponentiell mit der Zeit ab, wobei nach der ”Halbwertszeit” ¢/, gerade die Hilfte aller
Kerne zerfallen ist. Kennt man die anféingliche Konzentration der Kerne und bestimmt
deren aktuellen Wert, so kann das Alter einer Probe errechnet werden.

Wir kommen nun zur experimentellen Messung einiger Geschwindigkeiten:

Geschwindigkeit einer Gewehrkugel, Schall- und Lichtgeschwindigkeit

Zunéchst wollen wir die Geschwindigkeit definieren als v = %.
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Abbildung 1.11: Hochgeschwindigkeitsaufnahmen wverschiedener schneller Bewegungs-

vorgdnge. In Bilder wurden mehrfach belichtet.
(siehe: Edgerton Center, MIT: http://web.mit.edu/Edgerton/www/HighSpeed.html)

Hierbei ist Ax die zuriickgelegte Wegstrecke und At die dafiir benétigte Zeith.

Im Versuch: Geschossgeschwindigkeit zerschiefit ein Geschoss zunéchst ein Drahtgitter
und startet damit die Messelektronik. Nach der Laufstrecke Ax = 1 m zerstort das Ge-
schoss ein zweites Gitter und stoppt damit die Uhr. Wir finden eine Laufzeit von etwa
At = 3.428 ps und damit v = 2% ~ 292m/s.

Im Versuch: Schallgeschwindigkeit durchlduft ein von einem Lautsprecher erzeugter kur-
zer Schallpuls eine Gasséule von 1 m Hohe. Ein in der Ndhe des Lautsprecher angebrachtes
Mikrofon startet die Uhr, ein zweites Mikrofon stoppt die Uhr. Bei Raumdruck finden wir
eine Geschwindigkeit von etwa v, = 328m/s. Erniedrigt man den Druck der Gasséule, so
findet man bei etwa 10% des Raumdrucks einen nur unwesentlich niedrigeren Wert von

8 Ab dem niichsten Abschnitt werden wir die Intervalle Az und At durch infinitesimal kleine Abschnitte

dx und dt ersetzen, d. h. v = fl—f.
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vs = 325m/s. Erst bei sehr niedrigem Druck sinkt v, schliefilich deutlich ab (Es sei hier
ferner angemerkt, dass vy stark von der Temperatur abhéngt).

Im Versuch: Lichtgeschwindigkeit wird die Laufzeit eines Lichtpulses zunéchst {iber eine
Ax = 2 x 7.50m = 15 m lange Laufstrecke gemessen. Hierbei wird ein polarisierter Laser-
strahl durch eine ”Pockelszelle” geschickt, die durch kurzzeitiges, elektrisch ausgelostes
Drehen der Polarisationsebene fiir das Laserlicht durchléssig wird. Die Lange der Pulse
betrégt wenige ps. Ein Teil des Laserpulses wird als Referenz mittels einer Lichtfaser von
der Messelektronik (ein Photomultiplier) eingegeben. Der Rest des Pulses durchlauft die
Strecke von 7.5 m, wird an einem Spiegel reflektiert und erreicht mit einer Zeitverzoge-
rung At gegeniiber dem Referenzpuls den Photomultiplier. Die Messelektronik mittelt
iiber einige 100 Pulse und stellt den Mittelwert auf einem Oszillographen dar. Man sieht
den Referenzpuls und den reflektierten Puls. Die Zeitdifferenz At betragt 50 ns, was sehr
schon dem Wert ¢ = 3-10% m/s entspricht. Ein ” Kontrollexperiment” mit einer Laufstrecke
von 2 x 15 m ergibt At = 100 ns in guter Ubereinstimmung.

Die ersten - erfolglosen - Versuche zur Messung der Lichtgeschwindgleit wurden angeblich
bereits von Galileo Galilei (1564-1662) unternommen (vgl. Abb. [LT2). Er wollte die Licht-
geschwindigkeit mit Hilfe von Laternentrigern zu bestimmen, die sich in einem gewissen
Abstand voneinander aufgestellt hatten.

Abbildung 1.12: Galileis Versuch zur Messung der Lichtgeschwindigkeit
(http: //www.physik.uni-muenchen. de/didaktik/U_materialien/leifiphysik/web_ph09/versuche /09lichtge-
schwindigkeit/index.htm,)

Die erste echte Bestimmung von c¢ erfolgte 1676 durch Olaf Rgmer durch Beobachtung
der Zeitverschiebung bei der Verfinsterung der Jupitermonde. Bestimmt man deren Um-
laufszeit, wihrend sich die Erde am Jupiternédchsten Punkt befindet und berechnet dann
voraus, wo die Monde sein miissten, wenn die Erde ein halbes Jahr spater um 2 AE weiter
vom Jupiter entfernt ist, so findet man eine Zeitverschiebung von ca. 20 min. Hieraus
konnte Rgmer ¢ zu etwa 3 - 10® m/s bestimmen.

Die erste ”irdische” Messung erfolgte 1840 durch Hippolyte Fizeau (Abb. [[T4)). Er be-
nutzte ein sich schnell drehendes Zahnrad, um Lichtpulse zu erzeugen, die nach einer Lauf-
strecke von ca. 8.6 km gespiegelt wurden und zum Zahnrad zuriickkehrten. Der Lichtpuls
kann wieder durch das Zahnrad gehen, wenn sich dieses um eine ganze Zahl von Z&hnen
weitergedreht hat. Die Messung lieferte ¢ ~ 3.13-10® m/s, hatte also einen systematischen
Fehler von ca. 5%.
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Abbildung 1.13: Bestimmung der Lichtgeschwindigkeit durch Olaf Romer
(hitp:/ /www.physik.uni-muenchen.de/didaktik/U_materialien/leifiphysik /web_ph09 /versuche/09lichtge-
schwindigkeit /index.htm)

Die letzte Methode, die hier erwidhnt werden soll ist die Drehspiegelmethode von Jean
Bernhard Foucault (1869). Das Prinzip wird aus Abb. klar. Diese Methode lieferte
ca~3-10% m/s.

Zum Abschluss sei noch kurz auf die Messmethoden eingegangen, die iiblicherweise im
Geschwindigkeitsbereich zwischen 30 km/h und gut 200 km/h eingesetzt werden (s. Abb.
[CTH). Beim Radarkasten werden Mikrowellen (typische Frequenzen: f = 34 GHz oder
f =24 GHz ) am fahrenden Auto reflektiert. Durch den Dopplereffekt ist die Frequenz
des reflektierten Strahls etwas hoher als die ausgesandte Frequenz, woraus sich die Ge-
schwindigkeit des Wagens bestimmen lésst. Bei der Laserpistole werden kurze Laserpulse
ausgesandt. Die riickreflektierten Pulse haben eine etwas hohere Rate als die ausgesand-
ten Pulse, da das Auto zwischen zwei aufeinanderfolgenden Pulsen der Laserpistole etwas
entgegengefahren ist.
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Abbildung 1.14: Zahnradmethode nach Hippolyte Fizeau (1819-1896) zur Bestim-
mung der Lichtgeschwindigkeit (http://www.physik.uni-muenchen.de/didaktik/U_materialien/leifi-

physik/web_ph09/versuche/09lichtgeschwindigkeit /index.htm,)
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Jean Bernhard Foucault
1819-1868

Abbildung 1.15: Drehspiegelmethode nach Foucault, 1869

http: //www.bingo-ev.de/~kqg666 /verschie/physiker/foucault.htm
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Abbildung 1.16: Radargerdt und Laserpistole (http://www.r-technik.com/mess.htm)

21
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Kapitel 2

Dynamik eines Massenpunktes

2.1 Vektoren und Koordinatensysteme

Wir wollen uns zunéchst mit der Bewegung von einzelnen Punktteilchen befassen. Diese
Bewegung wird mathematisch dadurch beschrieben, dass man zu jedem Zeitpunkt ¢ die
Position des Punktteilchens, also den entsprechenden Ortsvektor 7(¢) angibt. Zur eindeu-
tigen Definition dieses Ortsvektors benotigen wir ein Bezugs- oder Koordinatensystem.
Dies bedeutet insbesondere, dass man einen Koordinatenursprung definiert, so dass
die jeweilige Position des betrachteten Punktteilchens durch den Ortsvektor bezogen auf
diesen Koordinatenursprung eindeutig definiert ist. Dieser Positionsvektor ist der Rela-
tivvektor, der von dem Koordinatenursprung zum Aufenthaltsort des Teilchens zeigt.

Zur Beschreibung dieses Ortsvektors bendtigen wir eine Basis fiir den dreidimensionalen
Vektorraum der Ortsvektoren. Fiir viele Anwendungen ist es geschickt, drei orthonormale
Basisvektoren é,, é, und é, zu nehmen. Orthonormale Basisvektoren bedeutet ja, dass
diese jeweils senkrecht aufeinander stehen und und auf die Lange 1 normiert sind. Fiir
das Skalarprodukt von jeweils zwei dieser Basisvektoren gilt also

s oA o1, fiiri=y
ei'ef'_(sij—{o, fiiri # j

In dieser Gleichung haben wir auch das Symbol d;;, das Kroneckersche Deltasymbol ein-
gefiihrt und definiert. Ausserdem soll das System der Basisvektoren rechtshéndig sein.
Dies bedeutet, dass die Basisvektoren fiir die z, y und 2z Richtung geometrisch in die Rich-
tung der gespreizten Daumen, Zeigefinger und Mittelfinger einer rechten Hand zeigen.

Den Ortsvektor 7(t) unseres Punktteilchens konnen wir nun eindeutig durch die Koordi-
naten in Richtung der x—, y— und z—Achse definieren. Anschaulich bedeutet das, dass
wir, um vom Koordinatenursprung zum Ort des Teilchens zu gelangen, zunéchst eine Ent-
fernung x (das entspricht gerade der z—Koordinate) in Richtung der Achse é, dann eine
Strecke y in Richtung é, und schliesslich z in Richtung é, zuriicklegen (siehe Figur 21I).
Mathematisch formuliert:

7=z +yé, + 2, ,

23
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Abbildung 2.1: Darstellung eines Ortsvektors in Karthesischen Koordinaten
(siehe Diskussion im Text)

beziehungsweise, wenn wir die Basisvektoren durch entsprechende Spaltenvektoren dar-
stellen

1 0 0
.| 0 , ey | 1 , e.< | 0
0 0 1
kann man (1]) auch umschreiben:
1 0 0 x
r=xz| 0 |+yl 1 |+2 0 |=1|y
0 0 1 z

Es sollen an dieser Stelle nicht alle Regeln des Rechnen mit Vektoren aufgefiihrt werden,
es sei aber daran erinnert, das das Produkt eines Vektors 7 mit einer positiven Zahl
(einem Skalar) zum Vektor fiihrt, der in die gleiche Richtung weist, dessen Linge aber
um den Faktor a vergrofiert (a > 1) oder auch verkleinert (a < 1) ist. Ist a negativ, so
steht der Ergebnisvektor ai” antiparallel (also parallel aber in umgekehrter Richtung) zum
Ausgangsvektor 7. Rechnerisch ergibt sich dieses Skalarprodukt in der Schreibweise der
Spaltenvektoren zu

x ax
ar=al|l vy | =\ ay
z az

Die Addition zweier Vektoren 7 (mit Koordinaten xy,y; und z1) und 75 (mit Koordinaten
T, Yo und 29) erolgt rechnerisch durch

1’1+ZE2
ATy = Y1+
Zl—|—22
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r+r

Ty

Abbildung 2.2: Die Summe zweier Vektoren (siehe Diskussion im Text)

Geometrisch ist diese Vektoraddition in Figur dargestellt.

Ausserdem ist noch ein Skalarprodukt zweier Vektoren definiert. Am Beispiel der Vektoren
7 und 75 liefert dieses Skalarprodukt den Wert

Zq Hp;
rmro=\| 1 Y2 = X129 + Y1Y2 + 2122 .
21 zZ9

Das Ergebnis ist also ein Skalar, eine Zahl. Geometrisch ergibt sich der Wert dieses Skalar-
produktes auch aus dem Produkt der Léngen der beiden Vektoren |7;| und dem Kosinus
des Winkels ¢, der von den Vektoren eingeschlossen wird (siehe Figur 2Z3):

7y = |71]|7%] cos(p)

Damit ergibt sich fiir die Lénge oder auch den Betrag eines Vektors 77
7 = /7 = /ol +yi + 2.

Schliesslich ist auch ein Vektorprodukt zweier Vektoren definiert, bei dem das Ergebnis
eben ein Vektor ist. Die Léange des Vektors 7} x 75 ergibt sich zu

71 X 75| = || |7 sin(yp) ,

also geometrisch die Fldche des Parallelogramms, das durch 7} und 75 aufgespannt ist. Der
Vektor 71 X 75 steht senkrecht zur Fléiche, die durch 7 und 75 aufgespannt ist entsprechend
der rechten Hand Regel. In der Sprache der Spaltenvektoren ergibt sic fiir das Vektor-
oder Kreuzprodukt:
Y122 — 21Y2
|71 X o] = | 2120 — 2129
L1Y2 — Y122
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T
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Abbildung 2.3: Das Skalarprodukt zweier Vektoren (siehe Diskussion im Text)

Dies besagt aber auch, dass fiir das Vektorprodukt der Basisvektoren gilt
€y X €y =€,

gilt. Man bezeichnet ein solches rechtshéndiges orthonormales Basissystem auch als ein
Kartesisches Koordinatensystem.

Mit diesem Basissystem kann man jeden Ortsvektor eines Punktteilchens eindeutig durch
die Angabe der Entwicklungskoeffizienten fiir diese Basisvektoren, den Koordinaten x, y
und z, (vergleiche Gleichung ETI) identifizieren. Die Bewegung eines solchen Punktteil-
chens wird dann durch die Angabe der Koordinaten als Funktion der Zeit, z(t), y(t) und
z(t) beschrieben.

Die Geschwindigkeit berechnet sich als Quotient aus der Ortsvektors in einem Zeitab-
schnitt At und eben dieser Zeitdifferenz

Rt + At) — 7(t)
At '

Die Geschwindigkeit ist also ebenfalls ein Vektor, der in die Richtung der Bewegung des
Teilchens zeigt. Der Betrag dieses Vektors entspricht der iiblichen Geschwindigkeitsmes-
sung. Diese Definition einer Geschwindigkeit (nach ZII) macht Sinn, wenn die Richtung
der Bewegung und der Betrag der Geschwindigkeit sich iiber einen lingeren Zeitraum (der
grofer als At sein sollte) nicht &ndert. Da wir aber auch Vorgédnge behandeln wollen, bei
denen sich Geschwindigkeiten schnell dndern kénnen, definiert man die Geschwindigkeit

Mt A ) dF
U= Jm At T dt

Die Geschwindigkeit berechnet sich also als Ableitung des Ortsvektors nach der Zeit. Zur
Berechnung einer solchen Ableitung eines Vektors merken wir an, dass die Basisvektoren
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é; in dem karthesischen Kordinatensystem unabhéngig von der Zeit sind. Dami gilt (siehe

GLET)

L dar dz dy . dz
U:E = EQC +E€y +E€Z
X
AR (2.1)
z

wobei wir fiir die Zeitableitung die {ibliche Abkiirzung

. dz
T = 7

eingefithrt haben. An diesem Beispiel haben wir gesehen, wie man die Ableitung eines
Vektors (hier den Ortsvektor) nach einem Skalar (hier die Zeit) berechnen kann. Insbe-
sondere ergab sich, dass das Ergebnis dieser Ableitung wiederum einen Vektor (hier die
Geschwindigkeit) ergibt.

In der Regel wird aber auch die Geschwindigkeit eines Teilchens ¢ von der Zeit abhéngen.
Dann ist von Interesse, wie sich die Geschwindigkeit pro Zeiteinheit dndert. Ein Mafl dafiir
ist die Beschleunigung, die wir definieren durch

L dv

dt’
was bedeutet, dass auch die Beschleunigung @ als Vektor definiert ist.

Nachdem wir gelernt haben einen Vektor abzuleiten, wollen in einem néchsten Schritt die
Integration eines Vektors diskutieren. Wir betrachten dazu das einfache Wegintegral

—

A

o) )
/ & = / (pd + &,dy + é.d2)
A 7

dx

E
A dz
TE YE ZE

= / éxdx+/ éydy+/ é,dz
A YA ZA

= ém(l’E — SL’A) -+ éy(yE — yA) -+ éZ(ZE — ZA)
— g —Ta. (2.2)

Dieses Wegintegral iiber die Funktion f = 1 beginnt am Startvektor (untere Integrati-
onsgrenze) 7’4 und endet am Ort 7g. Wie die einfache Rechnung zeigt, ist das Ergebnis
wiederum ein Vektor: der Differenzenvektor 7 — 74. Nun wird ein solches Wegintegral
mit einem komplizierteren Integranten aber im Allgemeinen davon abhéngen, wie wir den
Weg von A nach B zuriicklegen. Wir miissen dazu diesen Weg parametrisieren, indem
wir den aktuellen Ortsvektor als Funktion einer skalaren Variablen s oder t darstellen.
Anschaulich kénnen wir uns unter dieser skalaren Grofle die Zeit ¢ vorstellen, so dass die
Parametrisierung des Weges 7(t) angibt, wie sich das Teilchen vom Startpunkt 74 zur
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Abbildung 2.4: Transformation zwischen Koordinatensystemen (siehe Diskus-
sion im Text)

Zeit t4 zum Endpunkt 7z, den es zur Zeit tg erreicht bewegt. Damit kénnen wir das
Wegintegral von (E22) schreiben

/ d._[féht / B(t)dt

Als ein Beispiel wollen wir nun einen Weg betrachten, bei dem das Teilchen mit einer
Geschwindigkeit vy am Punkt 74 startet und dann seine Geschwindigkeit mit einer kon-
stanten Beschleunigung @ verdndert, bis es schliesslich zur Zeit ¢ bei g ankommt. Setzen
wir also

U(t) = to+ad(t —ta)

in (7)) ein, so ergibt sich

rE tp lp
/ dF = 770/ dt+a‘/ (t —tq)dt
A ta ta

. 1,
= Uo(tE—tA)+§a(tE—tA)2. (23)

Beriicksichtgen wir nun noch (2) so ergibt sich fiir den Vektor des Endpunktes
— — — 1 —
o = Ta+o(te —ta) + 5alts — ta)?.

Wir sind bis zu diesem Punkt immer davon ausgegangen, dass wir nur einen Koordina-
tenursprung haben. Héufig ist es jedoch geschickt einen weiteren Koordinatenursprung
einzufiihren, der im ersten Koordinatensystem durch den Ortsvektor R gekennzeichnet
ist. Die Position unseres Punktteilchens werde im ersten Koordinatensystem durch den
Ortsvektor 7 im zweiten durch 7 so gilt die Bezichung (siche Abb. 24

—

F=R+
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Abbildung 2.5: Darstellung eines Ortsvektors in Zylinderkoordinaten (siehe
Diskussion im Text)

Bewegt sich der Koordinatenursprung des zweiten Koordinatensystems relativ zum ersten,
ist also R zeitabhéingig, so sind die Geschwindigkeiten in den beiden Koordinatensystemen
unterschiedlich

A7) o,

U=
Dies gilt fiir die Berechnung aber auch fiir die Messungen von Geschwindigkeiten. Bewegen
wir uns z.B. in einem Zug, der mit der Geschwindigkeit Vo durch die Gegend féhrt, so
wird eine Messung der Geschwindigkeit durch einen Beobachter, der auch im Zug sitzt, ein
Ergebnis ¢/ liefern, das anders ist als das Ergebnis ¥ des Beobachters, der ausserhalb des
Zuges steht. Die Geschwindigkeiten auch dieser Messungen sind iiber (1I) miteinander
verkniipft. Bewegt sich der zweiteKoordinatenursprung mit konstanter Geschwindigkeit
‘70 so bezeichnet man die Koordinatentransformation als Galileitransformation.

2.1.1 Zylinderkoordinaten

In vielen Féllen ist es jedoch geschickter die Ortsvektoren nicht durch die kartesischen
Koordinaten sondern durch andere Koordinaten zu beschreiben. Bewegt sich etwa ein
Punktteilchen auf der Oberfliche eines Kreises oder eines Zylinders mit dem Radius R,
so empfiehlt es sich ein Koordinatensystem einzufiihren, bei dem die z-Achse parallel zur
Symmetrieachse des Zylinders ist. Entsprechend der Darstellung in Abb. XA kann man den
Ortsvektor 7 eindeutig festlegen durch die Angabe der z-Koordinate sowie des Abstandes
des Aufenthaltsortes von der der z-Achse p und des Winkels ¢, den die Projektion des
Ortsvektors auf die xy-Ebene mit der x-Achse bildet. Die Koordinaten p, ¢ und z lassen
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sich aus den kartesischen Koordinaten berechnen

p =+/22+y? €[0,00]
¢ =arctan? €0, 27]
2z =z € [—o0, 9] (2.4)

es existiert aber auch die Umkehrtransformation

T = pcoso
= psing (2.5)

Fiir das Beispiel des Punktteilchens, das sich auf dem Mantel eines Zylinders bewegt,
vereinfacht sich nun die Beschreibung der Bewegung dadurch, dass die Radialkoordinaten
p(t) = R und damit eine Konstante der Bewegung ist.

Die Zylinderkoordinaten sind ein Beispiel fiir Krummlinige Koordinaten. Diese Be-
zeichnung basiert auf den Eigenschaften der zugehorigen Koordinatenlinien. Beschreibt
man einen Vektor durch Koordinaten ¢; (i=1,2,3), so sind z.B. die Koordinatenlinien fiir
die Koordinate ¢3 definiert

L4(q1,¢2) := {Linie aus den Punkten mit ¢; und ¢ fest}

Bei den Kartesischen Koordinaten, (¢1,¢2,q3) = (x,y, 2) sind z.B. die Koordinatenlini-
en L, Geraden parallel zur z-Achse. Auch die Koordinatenlinien £, und £, sind jeweils
Geraden. Andererseits ist aber im Fall der Zylinderkoordinaten L4 ein Kreis. Koordina-
tensysteme, bei denen nicht alle Koordinatenlinien geradlinig sind, bezeichnet man als
Krummlinige Koordinaten.

Natiirlich kann man nach wie vor die kartesischen Basisvektoren é,, é, und é,, bezie-
hungsweise die entsprechenden Spaltenvektoren benutzen um auch unter Benutzung von
Zylinderkoordinaten die Vektoren darzustellen. Wegen (4] gilt ja

p COS ¢
r=| psing
z

Héaufig ist es aber effizienter, mit den gewéhlten Koordinaten ¢; auch die zugehorigen
Basisvektoren é,, zu benutzen. Fiir einen Punkt P im Ortsraum, bezeichnet ¢, den Ein-
heitsvektor, der tangential zur Koordinatenlinie £, am Punkt P verlduft and dabei in
Richtung der anwachsenden Koordinate ¢; weist. Aus dieser geometrischen Definition,
ergibt sich die folgende Regel zur Berechnun

. 0M(q1, ¢, o)
€qp = 0 ———
dq;

"'Wir fiithren an dieser Stelle die Bezeichnung % fiir die partielle Ableitung der Funktion f nach
der Variablen x ein. Dies bedeutet, dass bei der Ableitung der Funktion f, die von verschiedenen Variablen
x,y, 2z abhingen soll, nur die Ableitung nach der Variablen x, so wie sie explizit vorkommt, berechnet
wird. Die Variablen y und z werden bei dieser Ableitung konstant gehalten.
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wobei die Normierungskonstante so zu bestimmen ist, dass |é,| = 1 ist. Man kann leicht
verifizieren, dass fiir das Beispiel der Zylinderkoordinaten gilt

p COS ¢ cos ¢
e, = a% psin ¢ = | sin¢
z 0
p Cos ¢ —sin ¢
ey = %% psin ¢ = SOS¢ (2.6)
z

Diese 3 Vektoren bilden ebenfalls ein orthogonales Basissystem, &ndern sich aber mit dem
jeweiligen Punkt P beziehungsweise dem zugehorigen Ortsvektor. Andererseits vereinfacht
sich aber die Schreibweise des Ortsvektors in dieser Basis zu

= pé,+ z€, .
Bei der Berechnung der Geschwindigkeit muss in dieser Darstellung beachtet werden,

dass die Basisvektoren ¢, und é4 sich mit dem Ortsvektor &ndern. Bei der Bewegung
eines Punktteilchens gilt also fiir die zeitliche Anderung des jeweiligen Basisvektors ¢,

dé, 0é,d¢ Y
T T B B

Damit ergibt sich fiir die Geschwindigkeit als Ableitung von 7 aus (2I.T]) nach der Zeit
T = pé, + poéy + 26, .
Die Geschwindigkeitskomponente in Richtung é, bezeichnet man héufig als Radialge-

schwindigkeit und die in Richtung é, als Azimuthalgeschwindigkeit. Ganz entsprechend
berechnet sich die Beschleunigung als Zeitableitung dieses Geschwindigkeitsvektors zu

a:‘;—fz ["—pﬂ é,+ [2p¢+pé] éo + 36, .

~—_————
Radial- Azimuthalbeschl.

Ein weiteres haufig benutztes Beispiel fiir krummlinige Koordinaten sind die Kugelkoordi-
naten oder Polarkoordinaten r, 8 und ¢. Dabei bezeichnet r die Léange des Vektors, 6 den
Winkel mit der z-Achse und ¢, analog zu den Zylinderkoordinaten, den Azimuthwinkel.
Es gilt also die Transformation

r = rsinfcos¢

= rsinfsing

z = rcosf (2.7)

mit den Definitionsbereichen
r € [0, 0] 6 € [0, 7] ¢ € 10,27]

Mit dem Einheistvektor
sin @ cos ¢
é-= | sinfsing
cos 0

gilt
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2.2 1.und 2. Newton’sches Axiom; schwere und trige
Masse

Im letzten Abschnitt haben Sie einige Begriffe wie Vektoren, Koordinatensysteme, Ort,
Geschwindigkeit oder Beschleunigung kennengelernt, die ganz allgemein bei der Beschrei-
bung der Bewegung von Massenpunkten wichtig sind.

Wir wollen uns jetzt der Bewegung einzelner Massenpunkte zuwenden, wie sie tatsachlich
in der Natur realisiert sind.

Der einfachste ”Bewegungs”-Zustand eines Massenpunktes (z. B. eines Balls) ist der ru-
hende Zustand, in dem der Ball auf einer Unterlage (z. B. Boden des Horsaals) ruht. Wir
konnen diesen Zustand dadurch beschreiben, dass wir dem Ball eine feste Koordinate ei-
nes (z. B. kartesischen) Koordinatensystems zuordnen, das seinerseits fest mit dem Boden
des Horsaals verbunden ist .

Als néchstes konnen wir den Ball iiber den Boden rollen lassen. Wir stellen fest, dass sich
der Ball geradlinig fortbewegt und nach einer gewissen Strecke zur Ruhe kommt.

Wie konnen wir diese Bewegung interpretieren?

Vermutung 1 wire, dass eine Kraft notwendig ist, um den Ball geradlinig fortzubewegen.
Diese Vorstellung geht auf Aristoteles zuriick und blieb bis ins Mittelalter aktuell. Die
entsprechende Kraft wurde ”vis viva” genannt. Im Rahmen der Vermutung 1 ist ein
ganz spezielles Bezugssystem ausgezeichnet, ndmlich das, in dem der Ball ruht. In einem
mittelalterlichen Weltbild, in dem die ruhende Erde den Mittelpunkt des Weltalls bildet
und sich alles um die Erde dreht, war dies sehr verniinftig. Im Gegensatz dazu steht

Vermutung 2:

7 Alle Korper verharren im Zustand der Ruhe oder der gleichférmigen, gerad-
linigen Bewegung, wenn keine dufleren Einfliisse vorhanden sind”

Diese Vermutung ist das 1. Newtonsche Axiom, auch ” Tragheitsgesetz” genannt.

Wenn das Tréagheitsgesetz giiltig ist, miissen wir erkldren, warum der Ball nach einiger
Zeit zur Ruhe kommt. Der Grund besteht darin, dass eine Reibungskraft zwischen dem
Boden und dem Ball wirkt, die den Ball allméhlich abbremst.

Wir kénnen die Reibungsraft im Versuch dadurch minimieren, dass wir anstelle des Balls eine Dose auf
einem Luftkissen iiber eine glatte Unterlage gleiten lassen. Die Dose bewegt sich sehr lange weiter, wobei
sie jeweils am der Begrenzung des Tischs reflektiert wird. Um das Luftkissen zu erzeugen, befindet sich im
Innern der Dose ein Behélter mit fliisssigem Stickstoff. Dieser siedet bei einer Temperatur von 77 Kelvin
(-196 °C) und entwickelt dabei sténdig gasférmigen Stickstoff, der durch ein Loch im Boden der Dose

entweicht und so das Luftkissen aufbaut.

Das Tragheitsgesetz ist das erste von drei ”Newtonschen Axiomen”, auf denen die klassi-
sche Mechanik aufgebaut ist.

Wir kénnen den Begriff der Kraft nun dadurch einfithren, dass wir sagen, dass die Kraft
die Ursache fiir die Anderung des Bewegungszustands eines Korpers ist.

Nach Newton konnen wir dies wie folgt definieren (Zweites Newtonsches Axiom oder
” Aktionsprinzip”):
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Abbildung 2.6: Aristoteles, 384-322 v. Chr. (links), Sir Isaac Newton, 1643-1727 (rechts)
(aus: http://turnbull.dcs.st-and.ac.uk/ history/BiogIndez.html; hier findet man auch die
Biographien sehr vieler Physiker und Mathematiker)

»Wenn eine Kraft F' auf einen Korper wirkt, dann beschleunigt sie ihn mit:

F=ma (2.8)

Hierbei ist m; die "trage Masse”, die durch das Aktionsprinzip definiert wird. Die Grofle
a ist der Beschleunigungsvektor. Die trige Masse ist ein Skalar. Damit ist offensichtlich
auch die Kraft F ein Vekto]

Wir konnen an dieser Stelle ebenfalls den Impuls p einfiihren:

p=mu (2.9)

Damit schreibt sich das Aktionsprinzip: F= ﬁ mit: ;5’ = Z—f . (Das Zeichen "=" bedeutet
”identisch”).

Die Einfithrung des Impulses p’ ergibt an dieser Stelle im Grunde nicht mehr als die Einsparung des
Symbols m,. Der Impuls bekommt aber erheblich mehr Bedeutung, sobald wir uns Problemen zuwenden,

die mehr als einen beweglichen Massenpunkt involvieren.

Wir miissen nun einige Kréfte explizit einfithren. Eine erste Kraft - die Reibungskraft -
hatten wir bereits im Zusammenhang mit dem rollenden Ball kurz angesprochen. Rei-
bungskrifte werden wir etwas spéter genauer diskutieren.

2Wir werden die Vektoreigenschaften der Kraft noch an einigen Beispielen demonstrieren.
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Die Kraft, die wir an dieser Stelle betrachten wollen, ist die Gewichtskraft ﬁg wie
sie auf der Erdoberfliche wirkt und Massenpunkte "nach unten”, d. h. in Richtung des
Erdmittelpunktes zieht.

Wir wollen diese Kraft zunéchst mit Hilfe einer Spiralfeder charakterisieren, an die wir
unterschiedliche Objekte hiangen. Wir stellen fest:

1. wenn wir Korper gleichen Materials und gleichen Volumens an die Feder héngen,
wird diese jeweils gleich weit "nach unten” ausgedehnt.

2. wenn wir N Korper gleichen Materials und gleichen Volumens an die Feder héngen,
wird diese proportional zu N ausgedehnt.

3. Korper gleichen Volumens, aber unterschiedlichen Materials dehnen die Feder i. allg.
unterschiedlich weit aus

Auf der Basis dieser Beobachtung konnen wir nun die ”schwere Masse” my eines Korpers
dadurch definieren, dass wir sagen, Korper gleicher Masse sollen die Spiralfeder um gleiche
Absténde in Richtung des Erdmittelpunkts ausdehnen. Die Gewichtskraft ist also propor-
tional zu mg. Wenn wir m, die gleiche Einheit wie fiir die tréige Masse geben, so hat der
Proportionalitéitsfaktor, den wir g nennen wollen, die Dimension einer Beschleunigung.
Wir bezeichnen g als die ”Erdbeschleunigung”.

Wir haben also:
Gewichtskraft: Fy = m.g (2.10)

Hierbei zeigen ﬁg und ¢ in Richtung Erdmittelpunkt.
Die SI-Einheit der schweren bzw. trigen Masse ist 1 Kilogramm.

1 kg war urspriinglich definiert durch die Masse von 1 dm?® Wasser bei 4°C und 1 bar
Druck und ist jetzt definiert durch das ” Archivkilogramm” | einem in Paris aufbewahrten
Platin-Iridium-Zylinder.

Mit der Einheit m/s? fiir Beschleunigungen erhalten wir als SI-Einheit der Kraft: 1
Newton (1 N = 1 kg m/s?)

Im im cgs-System ist die Einheit der Kraft 1 dyn = 1 gem/s*> = 107° N.

Wir wollen nun die schwere und die tridge Masse eines Korpers experimentell vergleichen.
Hierzu lassen wir zunéchst Korper verschiedenen Materials und unterschiedlicher schwerer
Masse aus einer Hohe h auf den Boden fallen.

Die Korper sind:
e cine Stahlkugel
e cine gleich grofle Holzkugel, die deutlich leichter ist als die Stahlkugel

e cine (sehr leichte) Vogelfeder
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Die Stahlkugel und die Holzkugel treffen praktisch gleichzeitig am Boden auf, was zur
Vermutung fithrt, Kérper unterschiedlicher schwerer Masse fallen gleich schnell. Die we-
sentlich groflere Fallzeit der Feder scheint allerdings dagegen zu sprechen. Um zu sehen, ob
dies auf Reibungskréfte zuriickzufiihren ist, bringen wir eine Stahlkugel und eine Daunen-
feder in ein Rohr, evakuieren dieses und lassen Stahlkugel und Feder eine Strecke von 1 m
fallen. Wir beobachten, dass beide Objekte gleichzeitig aufschlagen (die Fallzeit betragt
ca. 0.45 s).

Wir stellen fest: Die Fallzeit von Kérpern ist unabhéngig von ihrer schweren Masse. Damit
scheint die Beschleunigung, die auf die Korper wirkt, fiir alle Massenpunkte die gleiche
Zu sein.

Diese Beobachtung wollen wir mit Hilfe des Aktionsprinzips quantitativ auswerten:

Es gilt:

—

F=ma (Aktionsprinzip) (2.11)
Wir setzten jetzt F = ﬁg und erhalten: m,g = m;d Hieraus folgt

i=—4. (2.12)

Da a aber fiir alle Korper gleich ist, folgt hieraus, dass das Verhéltnis ™= fiir alle Kérper
gleich ist. Schwere und trige Masse sind also dquivalent; wir konnen ohne weitere
Einschriankung mg = my = m setzen.

Nun wollen wir den Fall von Stahlkugel und Daunenfeder weiter auswerten:

Wir integrieren die Bewegungsgleichung m-g=m-a=m- f’,

die wir, wenn wir den Einheitsvektor €, entgegen der Fallrichtung "nach oben” zeigen
lassen, auch ohne Vektorpfeile als

m-g=-—-m-Z bzw. als Z=—g (2.13)

schreiben konnen. Die Gleichung wird gelst durch:

2(t) = 2(0) = v(0) - £ — %gﬁ (2.14)

Hierbei messen wir die Zeit ¢ von dem Moment, in dem wir den Korper fallen lassen. Die
Startgeschwindigkeit v(0) sei null, die Hohe z(0), aus der der Korper fillt, sei h und der
Aufschlagpunkt habe die Koordinate z = 0. Damit erhalten wir fiir den Aufschlagpunkt:

1
ozh—img (2.15)
wobei t, die Aufschlagszeit ist. Hieraus ergibt sich ¢ = . Beim Fall der Stahlkugel und

der Daunenfeder war h = 1 m und ¢, = 0.45 s, woraus smh g zu 9.97 bestimmt.

Der Literaturwert betrdgt: g = 9.81% fiir einen Ort auf dem 50. Breitengrad (es
stellt sich heraus, dass g leicht vom Breitengrad abhéngt. Am Pol ist ¢ = 9.83%7, am
Aquator 9.787%).
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Masse M

Beschleunigt werden beide
Massen F=(M +m )-a

— =

Masse m |

Schwerkraft F=m_-g

Abbildung 2.7: Wagen der Masse M auf einer Luftkissenfahrbahn, der nahezu reibungsfrei
durch eine Masse m gezogen wird. Die symbolisch gezeichneten Rdder des Wagens sind im
Versuch nicht vorhanden. Statt dessen hebt ein von der Fahrbahn ausgehender Luftstrom
den Wagen an (Zeichnung nach: Skript Ihringer).

In einem weiteren Versuch vergleichen wir nun das Verh&ltnis von trdger zu schwerer
Masse unterschiedlicher Korper. Hierzu wird ein Wagen der Masse M auf einer Luftkis-
senfahrbahn so gut wie reibungsfrei von einer Masse m gezogen (s. Abb. EX1).

Auf die Masse m wirkt nun die Gewichtskraft ﬁg = msg. Diese wird durch die Rolle
umgelenkt und zieht den Wagen. Beschleunigt werden die Massen m; und M,. Es gilt

also:
(My+my)-a=mg-g (2.16)

Im Versuch ist zunédchst M =~ 192 g und m =~ 4,6 g. Wir haben, da M > m ist:

Mg Mg

=M g, 2.17
YA A v (2.17)

a

d. h. wir vergleichen jetzt das Verhiltnis schwere/trige Masse verschiedener Korper

Zur Startzeit t = 0 ist die Geschwindigkeit des Wagens v(0) = 0. Wir erhalten fiir eine
Laufstrecke Ax:

Ax = w(t) — 2(0) = %a(mf ~ 1 (A (2.18)

T oM,
Man sieht im Experiment:

e Bei einer Anderung der Laufstrecke Az von 30 cm auf 1.2 m verdoppelt sich (un-
gefdhr) die Laufzeit At

e erhoht man fiir Ax = 1.2 m die Masse M um einen Faktor 4, verdoppelt sich
ebenfalls ungefihr die Laufzeit

e erhoht man fiir Az = 1.2 m sowohl M als auch m um einen Faktor 4, erhdlt man
die gleiche Laufzeit

Auch das Verhiltnis trige/schwere Masse unterschiedlicher Korper lisst also keinen Un-
terschied zwischen schwerer und triager Masse erkennen.
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2.3 Arbeit und Energie

Wenn sich ein Massenpunkt in einem Kraftfeld bewegt so wird er entweder beschleunigt
oder abgebremst. Man sagt auch an ihm wird vom Kraftfeld eine gewisse Arbeit geleistet,
die dann zu einer grofleren Geschwindigkeit fithrt. Etwas préziser formuliert, definieren
wir die Arbeit, die an einem Korper geleistet wird, wenn er in einem Kraftfeld F die
Wegstrecke A7 zuriicklegt durch

AW = FAT.
Zur weiteren Veranschaulichung dieser Definition machen wir die folgenden Bemerkungen:

e Bezeichnet ¢ den Winkel zwischen der Richtung der Kraft F und der Richtung der
Bewegung des Korpers A7, so konnen wir (3) auch in der Form schreiben:

AW:)ﬁ

|AF] cos ¢ .

Die iibertragene Arbeit ist also maximal, wenn ¢ = 0, also die Richtung der Kraft
und die Bewegungsrichtung parallel zueinander stehen. In diesem Fall ist AW po-
sitiv, der Korper wird beschleunigt. Die Beschleunigung beziehungsweise die zu-

gefithrte Arbeit wichst proportional zur Stérke der Kraft ’ﬁ und zur Lénge des

Wegstiickes ’&r’ .

e Ist die Richtung der Bewegung A7 antiparallel zu F , so ist die am Korper geleistete
Arbeit negativ, der Koérper wird abgebremst.

e Stehen die Vektoren F und A7 unter einem beliebigen Winkel zueinander, so kénnen
wir (Z3)) entweder so interpretieren, dass nur der Anteil )ﬁ ) cos ¢, also der Anteil von

F , der paralell zu Ar steht, auf den Korper wirkt oder dass lediglich die Wegstrecke
|Ar] cos p zuriickgelegt wird.

e Die Arbeit wird angegeben in Einheiten einer Kraft mal den Einheiten einer Lénge.
Wir definieren dafiir die Einheiten Joule, beziehungsweise Newton-Meter [Nm],
durch

2
lJoulezlkgm—zlem.
S

Andert sich das Kraftfeld als Funktion des Ortes oder ist der Weg, den der Massenpunkt
zuriicklegt nicht gradlinig, so miissen wir die Definition der Arbeit in (Z3]) auf differen-
ziell kleine Wegstrecken dr” zuriickfithren und fiir den entsprechenden differenziell kleinen
Beitrag der Arbeit dW schreiben

AW = F(7)dr.

Die Arbeit, die insgesamt an dem Korper geleistet wird, wenn er sich in dem Kraftfeld
von einem Punkt 7 nach einem Punkt 75 entlang eines Weges bewegt, errechnet sich dann
als die Summe dieser Elemente dW, beziehungsweise als Integral

Fg F2 =

W = dW = F(r)dr.

7, Weg m, Weg
Wie berechnet man aber ein solches Linien- oder Wegintegral? Wie kann ich mathe-
matisch beschreiben iiber welchen Weg ich mich von 7 nach 7, bewege?
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1 X

Abbildung 2.8: Beispiel fiir Berechnung von Wegintegralen

2.3.1 Berechnung von Wegintegralen

In diesem Abschnitt soll die Berechnung von Weg- oder Linienintegralen dargestellt und
veranschaulicht werden. Als konkretes Beispiel wollen wir das Wegintegral

T2
/ A(r) dr
1, Weg

des Vektorfeldes E(F) vom Startpunkt 77 zum Endpunkt 75 {iber einen bestimmten Weg
betrachten. In unserem Beispiel seien

. ay 1 0
APy =| ax |, mn=\{01, =111,
0 0 0

so wie in Abb. dargestellt. Als ersten Weg soll die direkte Verbindungslinie von 7
nach 75 betrachtet werden. Diese Gerade wird parameterisiert in der Form

(t) = T+ (1 —71)t
1-—t¢

= t

0

: (2.19)

wobei man sich den Parameter t als Zeitparameter veranschaulichen kann und 7(¢) als
den Aufenthaltsort zur Zeit t. Man realisiert leicht, dass die Funktion 7(t) genau die
Verbindungsgerade beschreibt, wobei wir zur Zeit ¢ = 0 am Startpunkt und zur Zeit
t = 1 am Endpunkt des Weges angelangt sind. Damit berechnet sich das Wegintegral
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iiber diesen Weg W1 zu

T2 . I N
/ A di = / A(F(t))%dt
T 0

71,W1
1 at -1
= / a(l—t) |- 1 ]dt
0 0 0
1
= / (—2at+a)dt = 0 (2.20)
0

Als Alternativweg W2 betrachten wir den Kreisbogen in Abb. B8 der parameterisiert
wird durch die Vektorfunktion

cos gt
7(t) = | singt
0

Damit berechnet sich das entsprechende Wegintegral

R 1 [ asin gt —5 sin Gt
/ A(F)dr = / acosgt | - scosgt | dt
71,W2 0 0 0
1
am L o T o T )
= — | = =t —t) dt 2.21
/0 5 ( sin” + cos 5 (2.21)

Auch in diesem Fall ergibt die Auswertung des Integrals (nach etwas ldngerer Rechnung)
den Wert 0. Der Wert des Integrals ist also in diesem Fall unabhéngig davon, ob man
entlang des Weges W1 oder entlang des Weges W2 integriert. Wir werden weiter unten
sehen, dass dieses Ergebnis kein Zufall ist.

2.3.2 Gradient eines Skalarfeldes

Bei der Beschreibung von physikalischen Phanomenen werden héufig Skalarfelder oder
auch Vektorfelder benutzt. Wir wollen diese Begriffe zunéchst definieren und durch
Beispiele konkretisieren.

Definitionen:

e Mathematisch gesehen ist ein Skalarfeld eine Abbildung, ®(7), die jedem Ortsvektor
7 des 3-dimensionalen Raumes einen Skalar, also eine Zahl ® zuordnet.

e Dementsprechend ist ein Vektorfeld fT(F) eine Abbildung des 3-dimensionalen Raum-
es nach 13, jedem Ortsvektor 7 wird eine Vektor A zugeordnet.

Als ein Beispiel fiir ein Skalarfeld mit physikalischer Bedeutung kann man das Tempera-
turfeld T'(7) betrachten: an jedem Punkt im Raum, 7, kann man die lokale Temperatur
feststellen und so die gesamte Temperaturverteilung angeben. Als ein Beispiel fiir eine
mathematisch definiertes Skalarfeld sei die Funktion

O(F) = |7 = 2 + ¢y + 22
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aufgefiihrt.

Betrachtet man andererseits die Stromung eines flielenden Gewiéssers oder auch der uns
umgebenden Luft, so konnen wir jedem Ortsvektor die lokale Stréomung an diesem Ort, also
die Richtung und den Betrag der jeweiligen mittleren Geschwindigkeiten der Wasser- oder
Luftmolekiile angeben. Dieses Geschwindigkeitsfeld V(F) ist ein Beispiel fiir ein Vektorfeld.
Eine weiteres Beispiel fiir ein Vektorfeld ist das Kraftfeld F(7), das angibt, welche Kraft
auf ein Testteilchen an einem gegebenen Ort 7 wirkt.

Fiir ein beliebiges Skalarfeld ®(7) kénnen wir nun den Gradienten dieses Skalarfeldes
an einem Punkt 7y definieren. Die geometrisch anschauliche Definition definiert diesen
Gradienten von ® am Ort 7, Grad ®(7%), als den Vektor, der in die Richtung weist, in der
das skalare Feld ® am Punkt 7y am stérksten ansteigt. Die Lénge dieses Vektors entspricht
dem Betrag dieses stédrksten Anstiegs.

Wir werden nun zeigen, dass aus dieser Definition folgt:

e Mit dem Gradienten Operator konnen wir das totale Differenzial d® des Skalarfeldes
umschreiben in das Skalarprodukt:

d® = Grad ¢ - dr’

wobei dr” der infinitesimale Vektor ist mit den kartesischen Komponenten dz, dy
und dz

e In der kartesischen Darstellung kann man den Gradienten einfach berechnen zu

o
Grad®=Vo=| 9, |®
0.
wobei wir hier und im folgenden die Abkiirzung benutzen
0
Oy 1= —
Ox

Zum Beweis dieser Behauptungen betrachten wir die Anderung des Skalarfeldes ®(7),
wenn man sich um ein kleines Stiick A7 vom Referenzpunkt 7, fortbewegt. Wenn der
Differenzvektor A7 sehr klein ist, kann man den Wert des Skalarfeldes ® and der Stelle
7o + A7 durch eine Taylorentwicklung von ® am Punkte 7 bestimmen. Es gilt also:

AD(r) = @(rp + Ar) — ()
= O(rp) + 0,P (v — x9) +0,PAYy + 0, PAz + - - - — O(7) (2.22)
——
=Azx
Dabei haben wir die Terme in zweiter und héherer Ordnung in den Verschiebungen Az, Ay
und Az der kartesischen Koordinaten von A7 nicht explizit aufgefiihrt (dargestellt durch

...), da wir fiir kleine Verschiebungen A7’ diese nicht linearen Terme vernachléssigen
konnen.

Die Differenzialform einer Funktion f(x;), die von Parametern z; abhéngt ist definiert als

df = Z g—idxi
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Aus dem Vergleich dieser Definition mit der Darstellung von A® in (2222) sieht man also,
dass sie Differenzialform d® (wobei ® von den Variablen x; = z,y,z abhéngt) gerade
dem Grenzfall von A® entspricht mit Az — dr, Ay — dy und Az — dz. In diesem
Grenzfall infinitesimaler Verschiebungen gilt insbesondere, dass die nichtlinearen Term in
den Verschiebungen vernachlissigbar sind. Damit kénnen wir also d® interpretieren als
die Anderungen von ® wenn eine infinitesimale Verriickung, dargestellt durch

dr'= é,dx + é,dy + é,dz,
vorgenommen wird. Man kann also schreiben

d® = 0,®dr + 0,0dy + 0,Pdz

0, P dx
= 0 |- | dy
0, dz
Vo - dF
‘6@) |dr] cos a (2.23)

wobei der Winkel « in der letzten Zeile gerade dem Winkel zwischen den Vektoren Vo
und dF bezeichnet. Bei dem Ubergang zur letzten Zeile wurde also benutzt, dass das
Skalarprodukt zweier Vektoren sich als Produkt der Betrdge multipliziert mit dem Cosinus
des eingeschlossenen Winkels berechnet. Die Anderung des Skalarfeldes ®, d®, ist also
dann maximal, wenn der Winkel o = 0 ist, wir also eine Anderung des Ortsvektors dr
betrachten, die in Richtung des Vektors V® verliuft. Damit ist also der Vektor V& parallel
zum Vektor Grad ®. Ausserdem sind auch die Betridge identisch, denn fiir cosa = 1 gilt
ja

dd

arl

%’ — |Grad 9|

Damit ist also (Z22) bewiesen. Gleichzeitig konnen wir aber auch aus der dritten Zeile

von (ZZ3) den Beweis von ([32) ablesen.

Als einfaches Beispiel fiir die Berechnung des Gradienten nach (222)) betrachten wir das
Skalarfeld aus (232)). Der Gradient berechnet sich in diesem Fall

. 2x
Grad®=Vo=|[ 2y | =2r.
2z

Der Gradient kann aber natiirlich in anderen Koordinaten als den kartesischen Koordina-
ten berechnet werden. Als Beispiel soll hier der Gradient in Zylinderkoordinaten und in
Kugelkoordinaten (auch Polarkoordinaten genannt) angegeben werden.

In Zylinderkoodinaten stellt sich der Gradient dar in der Form

VO = 0,8, + Oyég+ 0.8, .
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Dabei sind die Vektoren ¢€,, é; und €, die Basisvektoren fiir die Zylinderkoordinaten, die
wir im Abschnitt 1.1 eingefiithrt haben. Die Operatoren in (Z3.2) sind gegeben durch

oD
0, = Eh
109
0, = 2=
’ p O
b
0. = . (2.24)

Im Fall der Kugelkoordinaten soll der Gradient dargestellt werden in der Form
VO = 0,6, + Opép + Oyé, .

Dabei sind O,, Op und O, Ausdriicke, die wir im folgenden bestimmen werden. Die
Einheitsvektoren fiir die Kugelkoordinaten sind gegeben durch

sin 6 cos ¢ cos 6 cos p —sin g
é = | sinflsing |, éy=| costising |, é,= cos
cos —sind 0

Zunéchst bestimmen wir die Differenzialform fiir den Ortsvektor di (vergleiche dazu
(Z332), hier angewandt auf die Komponenten des Vektors 7)
or or or
dr = —dr+ —df+ —d
T A P
= é.dr+répdf + rsinbé, . (2.25)

Das vollstandige Differenzial fiir ®, hier als Funktion der Kugelkoordinaten, schreibt sich

0P 0P 0P

— V- dF
= (O,é, + Opég + Oy é,) - (é,dr + régdf + rsinbeé,)
= O,dr + Oyrdfd + O, rsinfdyp . (2.26)

Dabei haben wir in der zweiten Zeile die Eigenschaft (2232) ausgenutzt und in den fol-
genden Zeilen die Schreibweisen in (Z32) und 2ZH). Aus dem Koeffizientenvergleich
der letzten mit der ersten Zeile in (226) werden die in (Z32) gesuchten Koeffizienten
bestimmt zu

0D _1e 1 0%

oo Ty o0 7 rsinfop

O,

Damit konnen wir nun den folgenden Integralsatz formulieren:

Kann man ein Vektorfeld A als Gradienten eines Skalarfeldes ® schreiben

A=V,
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so ist das Wegintegral iiber dieses Vektorfeld unabhéngig vom aktuellen Weg und l&sst
sich berechnen zu

[ i = e - o).

T1

Der Beweis dieses Satzes ist nach den geleisteten Vorarbeiten sehr einfach. Nach (232
gilt ndmlich

/A‘(f)df: / Vo - dif
= /d<I> = D() — (7).

Als Anwendung dieses Integralsatzes verifizieren wir, dass das Vektorfeld aus (2237]) dem
Gradienten des Skalarfeldes
® = axy

entspricht. Damit ist das entsprechende Wegintegral (Z31]) unabhéngig vom gewéhlten
Weg und berechnet sich zu

o
/ A(P)dr=®(r) — (1) =a*x0x1—ax1%x0=0,

was wir ja auch in (Z20) und (ZZ)) auf etwas mithsamerer Art gefunden haben.

2.3.3 Konservative Kraftfelder

Mit diesen mathematischen Hilfsmitteln kehren wir nun wieder zu den physikalischen The-
men zuriick und definieren ein Konservatives Kraftfeld. Ein Kraftfeld soll konservativ
heissen, wenn es sich aus einem Skalarfeld, dem Potenzial V() berechnen lasst geméiss

F=—-VV(.
Fiir ein solches konservatives Kraftfeld gilt insbesondere:

1. Die Arbeit, die von einem konservativen Kraftfeld an einem Massenpunkt geleistet
wird, wenn dieser sich von 74 nach 7z bewegt ist unabhéngig vom Weg und gegeben
durch

AW =V (ry) = V(7).

2. Bei der Bewegung eines Massenpunktes der Masse m in einem konservativen Kraft-
feld bleibt die Summe aus der potenziellen Energie, das ist der Wert des Potenzials
an dem Ort, an dem sich der Massenpunkt befindet, und seiner kinetischen Energie

1
T = —mv?
5",
wobei v die aktuelle Geschwindigkeit bezeichnet, erhalten. Wegen dieser Energier-
haltung heisst eben dieses Kraftfeld auch konservativ.
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Der Punkt 1 ldsst sich mit (232) leicht beweisen durch

AW = / Fdr
A

V() = V(7L . (2.27)

Zum Beweis des Punktes 2 nehmen wir an, dass sich der Massenpunkt entlang eines
bestimmten Weges 7(t) bewegt und berechnen die zeitliche Anderung der potenziellen
Energie zu
A% oV dx n oV dy n oV dz
dt — Oxdt Oydt Oz dt
= VV§ = -F7. (2.28)

Andererseits berechnet sich die zeitliche Anderung der kinetischen Energie

ar 1 d

_ 2 2 2
E = 5771% [Um—i—vy—i—vz}
1 dv dv dv
= —m |2v,— + 2u,—2 + 2v,—
o [Fe g T T
d_‘ —
- md—?z_f - F7, (2.29)

wobei wir in der letzten Zeile die Newtonsche Bewegungsgleichung eingesetzt haben. Ad-
diert man die Ergebnisse von (Z28) und [Z29), so ergibt sich
d

—[T+V]=
dt[+] 0

was wir ja beweisen wollten.

Als ein Beispiel fiir ein konservatives Kraftfeld wollen wir die Gravitationskraft auf der
Erdoberflache anfithren. Unser Koordinatensystem sei so orientiert, dass die z-Achse senk-
recht zur Erdoberflache nach oben weist, und ein Potenzial definiert durch

V=mgz

wobei m die angezogene Masse sein soll und g fiir die Beschleunigung der Erdanziehung
steht. Mit dem Gradient Operator in kartesischen Koordinaten aus (222)) ergibt sich fiir
die Kraft

F=-VV=-mge,
was ja der Erdanziehung entspricht.
Zur Verdeutlichung der Energierhaltung bei der Bewegung in diesem Kraftfeld nehmen
wir an, dass bei dem Start der Bewegung die Masse m sich in Ruhe auf einer Hohe h

oberhalb der Erdoberfliche befindet. Am Ende der Bewegung féllt der Massenpunkt m
mit der Geschwindigkeit v bei z = 0. Es gilt also

1
T+V:0+mgh:§mvz+m90
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Daraus ergibt sich fiir die Endgeschwindigkeit

v =1/2gh.
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2.4 Fall, Wurf und Federkrifte

Sie haben jetzt die Begriffe Arbeit, potentielle und kinetische Energie, sowie die Ener-
gieerhaltung kennengelernt. Wir wollen nun einige Versuche zum Thema Fall und Wurf
durchfiihren. Hiermit soll der Umgang mit der Newtonschen Bewegungsgleichung und mit
den oben genannten Begriffen vertiefen werden.

2.4.1 Fall und Wurf

Betrachten wir zunéchst die Energieerhaltung beim Fall einer Stahlkugel aus einer
Hohe h auf eine Stahlplatte oder eine Aluminiumunterlage (s. Abb. Z9).

a) Stahlplatte und
b) Aluminium-
Blech

Abbildung 2.9: Eine Stahlkugel fdllt auf eine Stahlplatte oder ein Aluminium-Blech (Zeich-
nung: Skript Ihringer)

Die potentielle Energie der Kugel in der Hohe h betrégt E,,; = mgh. Die Startgeschwin-
digkeit der Kugel ist 0, daher ist £, gleich der Gesamtenergie E.

Beim Aufschlag ist E,, = 0, dafiir hat die Kugel eine kinetische Energie Ej;, = %mvguf.
Den Wert der Aufschlagsgeschwindigkeit v, s konnen wir unter Benutzung der Energieer-
haltung sofort angeben, da wihrend des gesamten Falls £ = E,,; + Ej;, = const. = mgh
gilt. Wir haben damit beim Aufschlag beim Aufschlag: £ = %mvfm s = mgh, woraus sofort

Vaus = V/2gh folgt. Interessant ist nun, was nach dem Aufschlag passiert:

e Beim Fall auf die Stahlplatte springt die Kugel nahezu wieder auf die Anfangshohe h
zuriick; die kinetische Energie kurz nach dem Aufschlag ist also nahezu zu grofl wie
kurz vorher; lediglich die Richtung bzw. der Impuls der Kugel hat sich umgekehrt.
Man spricht in diesem Zusammenhang auch davon, dass die Kugel einen elastischen
Stoff mit der Stahlplatte gemacht hat.

e Beim Fall auf die Aluminiumplatte bleibt die Kugel einfach liegen. Offensichtlich ist
die Energie E der Kugel in der Platte geblieben (Tatséchlich wurde die Platte beim
Aufschlag verformt und schliefllich etwas erwérmt). Wir sprechen hier von einem
vollkommen inelastischen Stoss.

Im néchsten Versuch wollen wir nun die Fallgesetze nutzen, um herauszufinden, von wel-
chen Hohen wir eine Serie von N Massen fallen lassen miissen, so dass sie in zeitgleichen
Intervallen am Boden aufschlagen (s. Abb. ZZTT).
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Die n-te Masse befinde sich auf der Hohe z,. Diese Masse bendétigt nun nach den New-

22n

tonschen Bewegungsgleichungen eine Zeit At, = <&, um am Boden aufzuschlagen.

Wir wollen, dass die Kugeln dies in gleichen Zeitabstédnden auftreffen, d. h. wir verlangen
At,, = n - At;. Einsetzen liefert:

2

g.\/g:n. Va (2.30)

Q| N

oder 2, = n%z;. Das Verhiiltnis z, /z; muss also quadratisch anwachsen. Wir demonstrieren
den Effekt dadurch, dass wir ein Seil von der Decke fallen lassen, an dem in diesem
Abstandsverhéltnis Stahlmuttern angebracht sind. Man hort die Aufschléage in zeitgleichen
Absténden.

Die Energie der n-ten Kugel war beim Start £ = E,,; = mgz, = mgn®z;, wichst also
quadratisch mit n.

Beim Aufschlag gilt: v, = /292, = n - /2g2;. Die Aufschlagsgeschwindigkeit nimmt also
proportional zu n zu.

/ / Abbildung 2.10: N fallende Massen

Im n&chsten Versuch vergleichen wir den freien Fall und den waagrechten Wurf zweier
Kugeln (s. Abb. EZTI0). Kugel 1 wird aus einer Hohe h = 1,5 m fallengelassen. Zeitgleich
wird Kugel 2 aus einer Abschussvorrichtung mit einer Startgeschwindigkeit v, = 5%
waagrecht abgeschossen.

Man hort beide Kugeln zeitgleich aufschlagen, obwohl Kugel 2 einen weiteren Weg zuriick-
gelegt hat. Wir wollen die Bewegung beider Kugeln nun quantitativ nachvollziehen:

e Kugel 1 fallt senkrecht herunter, wobei gilt: z(t) = h — %gt? Die Fallzeit betragt
At = \/2h/g, was fiir h = 1,5 m einen Wert von ca. 0,55 s ergibt.
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h=1,5m ... Kugel 2 mit
............. Anfangs-
Senkrecht geschwindigkeit
fallende ‘ v, (t=0) =5 m/s

Kugel 1
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Abbildung 2.11: Senkrechter Fall und
waagrechter Wurf

e Kugel 2 wird in z-Richtung mit der Gewichtskraft —mg beschleunigt und féllt ge-
nauso wie Kugel 1: z(t) = h — gt Fallzeit At = \/2h/g.

Die Bewegung in x-Richtung ist (nach dem Abschuss) unbeschleunigt mit v, (t) =
v.(t = 0). Man beachte, hierbei, dass sich insgesamt die Bewegungen in x- und
z-Richtung iiberlagern. Die resultierende Bahnkurve der Kugel 2 kénnen wir wie
folgt bestimmen: Fiir die Bewegung in x-Richtung gilt: z(t) = v,(t = 0) - t. Nach ¢

aufgelost und in z(t) eingesetzt ergibt dies:

A= h— g (i

Uy

2

<o>)2:h—

Wie haben also eine parabelférmige Bahnkurve.

202(0)

7 (2.31)

Wir geben auch noch die Energien und Geschwindigkeiten der beiden Kugeln fiir ¢t = 0

und beim Aufschlag an:

o Kugel 1 hat beim Start E,, = mgh, Eyy, = 0 und daher eine Gesamtenergie
E = E,y. Die Geschwindigkeit beim Aufschlag ist v = v, = \/2gh, was fiir h = 1.5

m einen Wert von 5.4 m/s ergibt.

o Kugel 2 hat beim Start E,,; = mgh, Eypn = %mvi(O) und daher eine Gesamtenergie

1
E = Epot + Egin = mgh + 5mv;i(o) (2.32)

Beim Aufschlag ist E,, = 0 und Ej;, = mgh + %mv2 =

2

sm(vZ+02) = 3m(v2(0) +

2gh). Die Geschwindigkeit der Kugel betridgt beim Aufschlag also v = y/v2(0) + 2gh

(~ 7.4 m/s)

Im néchsten Versuch wollen wir die Bahnkurve untersuchen, die sich beim schrigen
Wurf ergibt, d. h. wenn ein Massenpunkt mit einer Anfangsgeschwindigkeit vy unter
einem Winkel ¢ (wie in Abb. gezeichnet) geworfen wird. An Stelle eines einzel-
nen Massenpunktes betrachten wir allerdings einen Wasserstahl, der die entsprechende

Bahnkurve kontinuierlich darstellt.
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0

> X

WasserStrahl Abbildung 2.12: An einem Wasserstrahl

wird die Parabelform fiir unterschiedliche
Richtungen des ”Wurfs” gezeigt

Zunéchst gilt fiir die Anfangsgeschwindigkeit:

. Vg Ug * COS P
v0)=| v, | = 0 (2.33)
v, Vg - Sin
Die Bewegungsgleichung ist: F= —mg = ma, woraus folgt:
a; =0
a, =0 (2.34)
a, = —g
Hieraus ergibt sich:
x(t) Vo cosp -t
y(t) | = 0 (2.35)
2(t) Vo - sing - t — Lgt*

Wir 16sen z(t) nach ¢ auf und setzen in z(t) ein:

T 1 22 g N

g —ritanp— — I 2.36
Uy COS (P 2gvgcos2<p Loany 21}30082@z (2.36)

z=v-siny

Wir haben auch hier eine ”Wurfparabel” vorliegen, die wir nun noch etwas genauer
analysieren wollen:

In Abb. ist zunédchst die Wurfparabel fiir den waagrechten Wurf, d. h fiir ¢ = 0 ge-
zeigt. Wir messen diese Parabel dadurch aus, dass wir eine Reihe von Stédben entlang der
x-Achse anbringen (s. Abb. (links)). In Abb. (rechts) ist einer dieser Stébe an der
Position zq gezeichnet. Die z-Koordinate des Wasserstrahls hat hier den Wert —gx3 /202,
die Linge des Stabes also den Wert gz2/2v2. Man beachte aufierdem, dass man bei vor-
gegebenen Stiiben, die in Abstéinden x,, angebracht sind und die Linge L,, = az? haben,
die "richtige” Parabel dadurch einstellen kann, dass man die Anfangsgeschwindigkeit v,
so wiihlt, dass a = g/2v¢ gilt.
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ZA Z A
Xo
0 > X 0 > X
g
2y2 0
Vo

Abbildung 2.13: FEin waagrecht austretender Wasserstrahl wird durch eine Reihe von
Stiben ausgemessen.

ZA

Abbildung 2.14: Der Wasserstrahl und die Messtibe aus Abb. [Z13 werden um den Winkel
@ gekippt.

Wir kippen nun den Wasserstrahl so, dass #y mit der x-Achse den Winkel j einschliefit.
Gleichzeitig kippen wir die Aufhdngungspunkte der Stidbe (d. h. die ehemalige x-Achse)
um den gleichen Winkel ¢ (s. Abb. Z14).

Dabei bekommt der Aufhingungspunkt des Stabes bei xy die neuen Koordinaten x =
xgcosp und z = xpsing. Der Wasserstrahl wird ganz allgemein durch die Gleichung

2(z) = ztan p — 5—25—12? beschrieben. Wir setzen hier fiir x den Wert x( cos ¢ ein und
203 cos? @
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erhalten:

2(xg) = (mo cos ) tan p — (zgcosp)? = x¢sinp — (2.37)

202 cos? ¢ 2033
Die Linge des Stabes war gz22v2. Der neue Aufhingungspunkt liegt bei z = =z sin ¢.
Vergleichen wir dies mit obigem Ausdruck fiir z(x), so sehen wir, dass das untere Ende des
Stabes wiederum die Wasserstrahlparabel beriihrt. Wir konnen also mit unseren Stédben
die Wasserstrahlparabel fiir alle Winkel ¢ ausmessen. Genau dies ist in Abb. ELT4] gezeigt.

2.4.2 Vektoreigenschaften von Kréaften

Wir betrachten dazu ein zunédchst Stahlseil, das wie in AbbETH (links) gezeichnet zwi-
schen zwei Wénden eingespannt ist. In das Seil ist eine Feder eingebaut, die Zugkraft im
Seil misst. Hiangt man nun in die Mitte des Seils eine Masse m, so wird das Seil wie in
Abb. (rechts) gezeigt um einen Winkel ¢ ausgelenkt.

Kraftmesser
(Feder)

. 0

I

Seil

Abbildung 2.15: Stahlseil, an das eine Masse m gehdngt wird.

In den beiden Halften des Seils wirken nun die Krafte ﬁsl bzw. ﬁsg, die wie in Abb.
(rechts) gezeigt parallel zu den Seilstiicken gerichtet sind. Aus Symmetriegriinden sind
die Betrige dieser Kréfte gleich; |Fy| = |Fgo| = Fs. Nur die Anteile Fj - sin ¢ wirken der
Gewichtskraft mg entgegen.

Wir haben also 2 - Fj - sin ¢ = mg, oder Fy = mg/(2siny).

Man beachte hierbei, dass Fy fiir ¢ — 0 ins Unendliche wéchst. Wollten wir also das
Seil wieder waagrecht spannen, wiirde dies nicht gelingen, sondern das Seil wiirde schlicht
irgendwann reiflen.

Eine quantitative Auswertung fiir verschiedene Massen m ist in Tab. E.T] angegeben.

Die Abb. T8 zeigt die Funktion 1/(2sin ¢), die das Verhéltnis Fy/mg angibt. Fiir o = 90°
ist die Funktion gleich 1/2; jede Seilhélfte kompensiert mg/2. Fiir einen Winkel von 30°
ist 1/(2sin¢) gleich 1, fiir 5° bereits 5.7.

In einem zweiten Versuch betrachten wir die Kréfte, die eine Masse M auf der schiefen
Ebene erfihrt. Die Ebene ist um den Winkel ¢ geneigt (s. Abb. EZT7). Auf M wirkt in - z-
Richtung die Gewichtskraft Mg. Die Kraftkomponente senkrecht zur Ebene ist M -g-cos ¢,
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‘ m [kg] ‘ z [cm] ‘ F,/g [kg] ‘ sinp ~ p =~ z/L ‘ mL/z [kg] ‘

1 6.5 7.5 0.13 7.5
2 9.5 9.5 0.20 10.2
b} 16 16 0.33 16.25

Tabelle 2.1: Verschiedene Massen m am Stahlseil der Abb. [ZI3. Die Léinge des Seils ist
2L = 97.5 ¢cm. Die Auslenkung aus der Horizontalen ist z; entsprechend sing ~ ¢ ~ z/L

1000

1/(2sinj)

100+

1054

. 40
117 Abbildung 2.16: Funktion 1/(2siny) fir
Winkel zwischen 0° und 90°

die Komponente parallel zur Ebene ist M - g - sin ¢ (Hangabtriebskraft). Die Masse M ist
mit einer zweiten Masse m iiber eine Umlenkrolle verbunden. Durch diese Masse wirkt
eine Kraft m - g auf M, die der Tangentialkomponente M - g - sin ¢ entgegengerichtet

ist. Man findet nun, dass fiir das Verhéltnis % = % Kréftegleichgewicht herrscht, wenn

@ = 30° ist, d. h. fiir sinp = %

Masse m

m g sin @

mg
ﬁng CoS @

Abbildung 2.17: Masse M auf der schiefen Ebene. (aus Skript Ihringer)

Es sei hier angemerkt, dass die Kraftkomponente M - g - cos ¢ durch die ” Zwangskraft”
kompensiert wird, die M auf der Auflage, d. h. der schiefen Ebene hélt.
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2.4.3 Federkrifte; Hooksches Gesetz

Wir hatten Federn bzw. Federkriifte ja bereits bei der Einfithrung der schweren Masse
kurz kennengelernt. Hier hatten wir gesehen, dass eine Feder, die durch die Gewichtskraft
mg belastet war, um eine Stecke Az gedehnt wurde, die proportional zur angehédngten
Masse m war.

Wir kénnen die Federkraft nun etwas genauer fassen:
FFeder =C- Az (238)
Dies ist das Hooke’sche Gesetz. Die Kraft, die eine Feder auf einen Massenpunkt ausiibt,

wéchst proportional zur Dehnung der Feder. Die ”Proportionalitdtskonstante C ist die
Federkonstante”.

s

Abbildung 2.18: Zum Hookeschen Gesetz

Im Kriftegleichgewicht gilt also: mg = C' - Az
Parallel- und Reihenschaltungen von Federn

Wenn wir an eine Masse m zwei gleiche Federn parallel hdngen, beobachten wir, dass die
Auslenkung Az lediglich halb so grof ist wie im Fall einer Feder gleicher Federkonstan-
te. Wenn wir dagegen die zwei Federn hintereinander héngen, dann verdoppelt sich die

Auslenkung (Abb. ZT9).

Wir kénnen auch sagen, dass die beiden parallelen Feder sich wie eine Feder verhalten, die
die doppelte Federkonstante 2C' hat. Die Reihenanordnung der beiden Federn entspricht

ganz analog einer Feder mit der halben Federkonstanten %

Im Fall der parallel geschalteten Federn gilt: Freder.1 + Freder2 = mg, d. h. CAx + CAx =
mg bzw. 2CAx = mg .
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mg

Abbildung 2.19: Parallel- und Reihenschaltungen von Federn gleicher Federkonstante C.
Von links nach rechts: unbelastete Feder; eine Feder mit Masse m belastet; 2 parallele
Federn mit Masse m belastet; zwei Federn in Reihe mit mit Masse m belastet.

mg

Hi folgt: Az = —=
ieraus folg z 50

Wir konnen dies auch sofort auf N Federn mit unterschiedlichen Federkonstanten C}
(k=1,...,N) verallgemeinern:

N N
mg = Z CrAz oder Az =mg/ (Z C’k) (2.39)
k=1

k=1

Bei parallelgeschalteten Federn summieren sich also die Federkonstanten der
einzelnen Federn.

Im Fall der Reihenschaltung greift an jeder der beiden Federn die Kraft mg an (gilt auch
allgemein bei N Federn). Jede der Federn wird also geméfl dem Hookeschen Gesetz um
Az = mg/C} ausgelenkt. Die Gesamtauslenkung betréigt

N N
Az = Z Az, = mg Z o (2.40)
k=1 k=1

Die Federkonstanten sind also bei Reihenschaltungen reziprok zu addieren. Bei
zwei Federn mit gleichen Federkonstanten C' ergibt dies

1 1 2
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Wir wollen zum Abschluss noch die Energie einer Feder mit der Federkonstanten C'
berechnen. Wenn wir die Feder um die infinitesimale Lange dz auslenken, verrichten wir
die Arbeit F(z) - dz. Bei Auslenkung von 0 auf Az betréigt die gesamte Arbeit:

Az Az

VV:/D-alz/C’z-alz:C’%z2
0

0

Az C

o= E(Az)? (2.42)

Diese Arbeit ist (bei Vernachlédssigung von Reibungseffekten) als innere Energie in Feder
gespeichert. Die Energie der Feder betragt damit

C

Boor = §(Az)2 (2.43)

wichst also quadratisch mit der Auslenkung Az.
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2.5 Federpendel, mathematisches Pendel und Uhren

2.5.1 Das Federpendel

Wir haben im letzten Abschnitt Federn betrachtet, die statisch an unterschiedlichen Fe-
deranordnungen hingen. In diesem Abschnitt wollen wir einen Schritt weitergehen und
untersuchen, auf welche Weise sich diese Masse m bewegt, wenn sie aus ihrer Ruhelage
ausgelenkt und dann losgelassen wird.

Wir beobachten, dass die Masse symmetrisch um diese Ruhelage zy auf und ab schwingt (s.
Abb. (links)), wobei sie nach einiger Zeit wieder zur Ruhe kommt. Die Auslenkung
aus der Ruhelage sei anfinglich +Az(0). Tragen wir die z - Koordinate der Masse als
Funktion der Zeit auf, so ergibt sich qualitativ die in Abb. (rechts)) gezeigte Kurve.

7,+Az(0),

AU LA
| T

Z(t)

Abbildung 2.20: An einer Feder schwingende Masse m: (links) Schemazeichung; (rechts)
Position z(t) der Masse als Funktion der Zeit t.

Wir wollen nun die Beobachtungen auf der Basis der Newtonschen Gleichungen grobﬁ
analysieren.

Wir stellen zunéchst die Bewegungsgleichung auf, wobei wir den Einfluss von Reibung
vernachldssigen.

Zunéchst wurde die unbelastete Feder (z-Koordinate des Aufhédngepunkts der unbelaste-
ten Feder: z = 0) durch Anhéngen der Masse m gemifl dem Hookeschen Gesetz gedehnt,
bis die Ruhelage zy erreicht wurde. Diese Ruhelage bestimmt sich aus dem Kraftegleichge-
wicht mg = C'zy. Lenken wir die Feder um eine Distanz —Az nach unten aus, so vergrifiert
sich die Federkraft auf C'(zp + Az). Die Summe aus Gewichtskraft und Federkraft wirkt
also in Richtung +z. Lenken wir umgekehrt die Masse um Az nach oben, so verringert
sich die Federkraft auf C'(zy — Az). Die Summe aus Gewichtskraft mg und Federkraft
wirkt in Richtung —z.

3Eine genaue theoretische Beschreibung finden Sie in den Theorie- Abschnitten bis Z0
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Generell erhalten wir:

mzZ = Freger — Mg = —C -z —mg (2.44)

Wenn die Masse m ruht, ist 2 = 0 und wir erhalten die Ruhelage zy aus 0 = —C'zg — mg.

Wir konnen nun mg aus Gleichung 244 unter Benutzung von mg = —C.,0 eliminieren
und erhaltenfl:

mz=—C-(z— z) (2.45)

Unterstellen wir, dass das Pendel auf Grund von Reibungseffekten - die wir in Gleichung
vernachléssigt haben - wieder zur Ruhe kommt, dann legt die beobachtete Bewegung
der Masse m nahe, einen

Ansatz 1: z(t) = zo + Az - coswt (2.46)
zu versuchen. Setzen wir dies in Gleichung 245 ein, so erhalten wir mit Z = —Az-w sin wt,
3= —Az-w?

—m - Az-w? - coswt = —C - Az - coswt (2.47)

Wir kiirzen Az - coswt und erhalten:

w? = ¢ oder w =/ ¢ (2.48)
m m

Offensichtlich hat also w einen ganz bestimmten, durch C' und m bestimmten Wert, die
”Eigenfrequenz” des Pendels.

Hétten wir einen Ansatz 2: z(t) = zg + Az - sinwt gewéhlt, so hétte auch dieser die Be-

wegungsgeleichung Gleichung 2248 gelost, wobei wir wiederum w = \/g erhalten hétten.

Ebenso hitten wir einen Ansatz 3: z(t) = zo + Az; - sinwt + 2, - coswt oder einen
Ansatz 4: z(t) = zo + Az; - sin(wt + ¢) machen kénnen. Es stellt sich also die Frage,
wie viele Ansiitze Gleichung 2745 16sen.

Es zeigt sich (Néheres sieche Abschnitt 26):

Eine "lineare Differentialgleichung zweiter Ordnung” wie die Gleichung Gleichung
besitzt genau zwei unabhéngige Losungen, z. B. Ansatz 1 und Ansatz 2. Die allgemeine
Losung ist eine Linearkombination aus diesen beiden Losungen, etwa in der Form des
Ansatzes 3. Der Ansatz 4 lésst sich in diese Linearkombination umrechnen.

Die Linearkombination des Ansatzes 3 enthilt zweil noch nicht niher bestimmte Para-
meter Az; und Az,. Diese konnen wir durch Anfangsbedingungen fiir z(¢ = 0) und fiir
2(t = 0) festlegen.

Es sei beispielsweise ¢ = 0 am oberen Umkehrpunkt. Wir haben dann: z(t = 0) = 29 +
Az(0) und 2z(t =0) = 0.

Ansatz 3 liefert: z(t = 0) = 2o + Az, sowie z(f = 0) = wAz.
Wegen z(t = 0) = 0 ist Az; = 0 und wegen z(t = 0) = 2o + Az(0) ist Azy = Az(0).

Im Experiment iiberpriifen wir einige Eigenschaften des Federpendels:

4Es liegt an dieser Stelle nahe, den Koordinatenursprung nach z, zu verlegen. Wir wollen hier aber
darauf verzichten.
5Die Ruhelage %, ist kein freier Parameter, sondern durch z, = —mg/C gegeben.
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1. Die Unabhingigkeit der Schwingungsdauerdauer 7' bzw der Kreisfrequenz w = 2%
von der Amplitude

2. Die Wirkung unterschiedlicher Federkonstanten; Uberpriifung w o v/C

3. Der Einfluss unterschiedlicher Massen; Uberpriifung w o \/%

Zum Abschluss dieses Abschnittes iiber die ungedédmpfte Schwingung eines Federpendels
wollen wir einige Betrachtungen zur Energie des Pendels anstellen.

Abb. EZT] stellt zunéchst die Energie mgz—{—%Cz2 des Federpendels graphisch dar (genauer

2
gesagt die normierte Energie fgﬁz‘ = |Z—ZO‘ +% (%) .) Die Energie wichst quadratisch vom
Minimum bei zg = —mg/C (bzw. z/|zg| = —1) aus an. Genau in diesem Minimum ist die

Ruhelage der belasteten Feder. Wenn die Masse schwingt, wéchst die Energie symmetrisch
um 2o herum an; man erkennt sofort, dass die Schwingung symmetrisch um zy sein wird.

E./(mgiz,)

Az 2zl

5 4 -3 24 0 1 2 312z

2
Abbildung 2.21: Normierte Energie ni]”‘(;fﬂ = ‘Z—ZM + % <i) eines mit einer Masse m bela-

steten Federpendels zusammen mit den beiden Summanden z/|z| und (z/29)*/2.

Betrachten wir nun ”"zu Fufl” die Energien, die auftreten, wenn wir die Masse m an die
ungelastete Feder hiangen und dann loslassen:

e Zunéchst miissen wir die Masse m eine gewisse Hohe h (von Tisch bis zum Aufhénge-
punkt z = 0 hochheben, was die potentielle Energie der Masse erhoht.

e Wir hingen jetzt die Masse an die Feder und lassen sie los. Die Masse ”fallt” dann
iiber die Ruhelage z; hinaus bis zum unteren Umkehrpunkt zy — Az. Hierbei wird
verliert die Masse die potentielle Energieﬁ —mg(zo — Az) und spannt dabei die

6Man beachte, dass 2, — Az eine negative Zahl ist.
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Feder, deren Energie um 1C'- (2 — Az)? anwéichst. Am unteren Umkehrpunkt ist die
kinetische Energie der Masse gleich null, so dass gilt:

—mg(zo — Az) = %C’ (20 — Az)? (2.49)

mg

oder zg — Az = -2 - o, was gerade 2z ist.

e Die Masse schwingt dann zuriick. Bei z = z; ist die Energie der Feder %ng, und
der Verlust an potentieller Energie im Gravitationsfeld gegeniiber z = 0 betragt
—mgzy. Die Differenz —mgzo — %ng tritt jetzt als kinetische Energie der Masse m
auf. Mit zg = —mg/C erhalten wir Ey;, = %ng. FEiin ist bei z = 0 also genauso
grof} wie die in der Feder gespeicherte Energie.

2.6 Allgemeine Losung der Bewegungsgleichung

Die Bewegungsgleichung fiir den Harmonischen Oszillator

d*x(t)
dt?

wra(t) =0,

ist ein Beispiel fiir eine Differenzialgleichung, bei der eine Funktion z(t) gesucht wird,
die eben genau diese leichung erfiillt. Zur Klassifikation von verschiedenen Typen von
Differenzialgleichungen fiithren wir die folgenden Definitionen ein:

e Eine Differenzialgleichung fiir eine gesuchte Funktion f(¢) heisst Differenzialglei-
chung n-ter Ordnung, wenn in dieser Gleichung Ableitungen der Funktion f nach
der Variablen ¢ bis zur Ordnung n vorkommen. In unserem Beispiel (8) treten Ab-
leitung der Funktion = nach der Zeit in nullter (das ist einfach die Funktion z(t)
selbst) und zweiter Ordnung auf, es handelt sich also um einen Differenzialgleichung
zweiter Ordnung nach der Zeit.

e Eine Differenzialgleichung heisst linear genau dann, wenn in jedem Term (Sum-
mand) die gesuchte Funktion oder eine ihre Ableitung linear auftritt. Eine Gleichung

vom Typ
df
o VIit)=0

wiére also ein Beispiel fiir eine nicht lineare Differenzialgleichung, da die gesuchte
Funktion in einer Wurzel auftritt.

e Eine Differenzialgleichung heisst homogen, wenn alle Terme in dieser Differenzial-
gleichung die gesuchte Funktion oder eine ihrer Ableitungen enthélt. Ein Beispiel
fiir eine nicht lineare Differenzialgleichung ist durch

df
— =
dt

gegeben. Héaufig schreibt man alle Terme, die f und ihre Ableitungen enthalten auf

die eine Seite der Gleichung und die {ibrigen, die f nicht enthalten, die sogenannten
Inhomogenitéten, auf die andere Seite.
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Nach diesen Kriterien ist das Beispiel (28) also eine lineare, homogene Differenzialglei-
chung zweiter Ordnung. Eine etwas allgemeinere Schreibweise fiir eine solche lineare, ho-
mogene Differenzialgleichung zweiter Ordnung ergibt sich durch

f(t)  df(t)
a T

+Bf(t)=0.

Nehmen wir nun an, dass wir bereits 2 Losungen fi(t) und fo(¢) fiir diese Gleichung
gefunden haben. (Wir werden spéter sehen, dass es fiir eine solche Differenzialgleichung
zweiter Ordnung stets 2 voneinander unabhéngige Losungen gibt.) In diesem Fall ist auch
die Linearkombination

f(t)=Afi(t) + B fa(t),

mit zwei Konstante A und B, die nicht von der Zeit ¢ abhédngen, eine Losung der Diffe-
renzialgleichung (Z8). Zum Beweis dieser Behauptung berechnen wir die erste und zweite
Ableitung von f nach der Zeit:

dit) _ L dA) | pdfl)

at dt dat (2.50)
’f(t) AR d* f5(t)
ol A o + B T (2.51)

Multipliziert man nun die Gleichung (ZZ50) mit «, Gleichung (26]) mit # und addiert diese
beiden Gleichungen zu (Z11]), so ergibt sich

cft)  df)

T oo+ f() =
d? f1(1) d? f(t) d f1(t) d f2(t)
A o +B T +a[A 7 +B o }
+B[A f1(t) + B fa(t)]
B *fi(t) | dfi(t) ’fo(t) | d fo(t)
= A P + 7 +f1(t)]+B{ 0 + o +f2(t)}
= A0+B0=0, (2.52)

was bedeutet, dass die auch die in (Z8) definierte Funktion f(?) eine Losung der Glei-
chung (Z6) ist. (Bei dem Ubergang zur letzten Zeile in (Z52) wurde ausgenutzt, dass die
Funktion f; Losungen der Gleichung (6) sind).

Dieses Ergebnis lasst sich natiirlich sofort erweitern auf lineare homogene Differenzialglei-
chungen einer beliebigen Ordnung n.

Dieses allgemeine Ergebnis, dass die Uberlagerung von Lésungen homogener linearer Dif-
ferenzialgleichungen, wiederum eine Losung dieser Gleichung liefern, wollen wir nun auf
das Beispiel der Bewegungsgleichung (28] anwenden. Wir wissen oder kénnen uns leicht
davon iiberzeugen, dass die Funktionen

x1(t) = sin(wt) undwzs(t) = cos(wt)

Losungen fiir die Bewegungsgleichung des Harmonischen Oszillators sind. Damit ist aber
auch
z(t) = A sin(wt) + B cos(wt),
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eine Losung. Da es fiir Differenzialgleichung der Ordnung n = 2 genau 2 unabéngige
Losung gibt, ist dies die allgemeine Form der Losung. Zur Bestimmung der “richtigen”
Losung, denn nur eine eindeutige Losung konnen wir zur Beschreibung zulassen, miissen
wir noch die Konstanten A und B bestimmen. Es reicht also nicht aus, die Bewegungs-
gleichung fiir ein Problem zu formulieren, wir miissen auch noch 2 Zusatzinformationen
liefern, damit die Losung eindeutig ist. Diese Zusatzinformationen kénnen wir z.B. durch
2 Aussagen iiber den Zustand des Systems zur Zeit t = 0 machen, etwa in der Form, dass
das Teilchen zur Zeit ¢t = 0 sich an der Stelle xg befindet mit einer Geschwindigkeit von

null: p
x
x(0) =z und %(t =0)=0

Leiten wir (E8) nach der Zeit ab und fordern diese Startbedingung

dzx

= = Aw cos(wt) — Bwsin(wt)

= Aw =0, (2.53)
0
t=

so ergibt sich daraus sofort A = 0. Setzen wir dieses Ergebnis in (Z8) ein und berechnen
x(t = 0), so erhalten wir
x9 = Bcos(w0) = B

womit also die beiden Unbekannten A und B in (26) durch die Startbedingungen (6
festgelegt worden sind.

An diesem Beispiel sollte demonstriert werden wie man allgemein an die Bestimmung der
gesuchten Koordinatenfunktion z(t) fiir die Bewegung eines Teilchens herangehen sollte
in den folgenden Schritten:

e Stelle die Bewegungsgleichung fiir die gesuchte Funktion x(¢) auf. Dies ist eine Dif-
ferenzialgleichung zweiter Ordnung in der Zeit. Handelt es sich um eine Bewegung
in 3 Raumrichtungen gibt es ein System von 3 gekoppelten Differenzialgleichungen
fiir die Koordinaten z(t), y(t) und z(t).

e Finde Losungen dieser Differenzialgleichungen: Dabei existieren stets 2 voneinander
unabhéngige Losungen.

e Zur Bestimmung einer eindeutigen Losung, miissen noch 2 zusétzliche Informationen
geliefert werden. Dies sind z.B. die Startbedingungen, also etwa der Ort und die
Geschwindigkeit des Teilchens zur Zeit t = 0.

e Sind die Bewegungsgleichungen homogen und linear, so kann die allgemeine Lésung
in Form einer Linearkombination vom Typ (8) angesetzt werden und die Unbe-
kannten aus den Anfangsbedingungen bestimmt werden.

Aus diesen Uberlegungen ergibt sich auch, dass die Bewegung eines Teilchens eindeutig
fiir alle Zeien bestimmt ist, wenn die Bewegungsgleichungen bekannt sind und Ort und
Geschwindigkeit zu einem Zeitpunkt vorgegeben sind. Man bezeichnet diese Angabe von
Ort und Geschwindigkeit auch als Postion des Teilchens im Phasenraum, der durch
Orts- und Geschwindigkeitskoordinaten aufgespannt ist.
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2.6.1 Mathematisches Pendel, Uhren und andere schwingende
Systeme

Neben dem Federpendel existieren eine Vielzahl weiterer schwingender Systeme wie etwa
das in Abb. skizzierte mathematische Pendel, das um die Ruhelage ¢ = 0 schwingt.

mg sin®
I mg

Abbildung 2.22: Mathematisches Pendel

Falls ¢ klein genug ist, so dass singp = ¢ ist die Schwingung harmonisch, mit einer
Frequenz w = /g/l (Details: siche Abschnitt EZ6.2)). Bei bekannter Linge [ lisst sich aus
der Schwingungsdauer T' = 27 /w gut die Konstante g bestimmen. Umgekehrt kann die
Linge [ - etwa durch Verschieben der Masse m so eingestellt werden, dass die Periode T'
einen ganz bestimmten Wert - beispielsweise 1 s hat.

Dies wird bei der Pendeluhr ausgenutzt. Abb. zeigt das Prinzip.

Pendelscheibe
[j[Gewicht
— Y Abbildung 2.23: Prinzip der Pendeluhr
(aus: ”Wie funktioniert das? Bibliographi-
Y sches Institut, Mannheim, 1963; Uberlas-

sung durch Hrn. Henne).

An der Welle greift ein Gewicht an, so dass das Zahnrad sich drehen miisste. Die Drehbe-
wegung wird jedoch durch den Anker blockiert. Wiirde dieser sich periodisch heben und
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senken, so wiirde sich das Zahnrad in jeder Periode um einen Zahn weiterdrehen und {iber
weitere Zahnréder die Uhrzeiger antreiben. Diese periodische Bewegung des Ankers wird
durch ein Pendel erreicht, das starr mit dem Anker verbunden ist. Hat das Pendel seinen
grofiten Ausschlag erreicht, gibt der Anker einen Zahn frei und sperrt dann wieder. Bei der
Freigabe des Zahns bekommt das Pendel gleichzeitig einen Stof}, was den Energieverlust
des Pendels durch Reibung kompensiert.

Abb. 24 zeigt, wie die Bewegung des treibenden Zahnrads auf die Zeiger iibertragen
wird. Das Minutenrad inkl. Minutenzeiger wird vom Triebwerk in einer Stunde um 360°
gedreht. Uber das Wechselrad und den Wechseltrieb wird dabei das Stundenrad und der
Stundenzeiger nur um 1/12 seines Umfangs weitergedreht.

Abb. zeigt das Prinzip der Taschenuhr. Hier sorgt ein an einer Spiralfeder angebrach-
tes oszillierendes Rad (die Unruh) fiir die periodische Bewegung. Auch das Triebrad wird
durch eine Spiralfeder (Aufzugsfeder) angetrieben.

Stundenrad
(24 Zshne)

Wechselrad
(30 Zdhne)

Wechseltrieb (6 Zdhne)

Minutenrad
(10 Zéhne)

Abbildung 2.24: Bewegung des Minuten- und Stundenzeigers (aus: " Wie funktioniert das?
Bibliographisches Institut, Mannheim, 19683; Uberlassung durch Hrn. Henne).

AAAAAAANAN

Abbildung 2.25: Antriebssystem einer Taschenuhr (aus: " Wie funktioniert das? Biblio-
graphisches Institut, Mannheim, 1963; Uberlassung durch Hrn. Henne).
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Im folgenden listen wir einige Daten zur (européischen) Geschichte der Uhr auf (aus:
http://hometown.aol.com/Reveille26 /GeschUhr.html; hier sind noch wesentlich mehr Daten zu finden)

um 1000
Der Moénch Gerbert aus Aurillac / Frankreich, der spétere Papst Silvester 11, soll auf den
Gedanken gekommen sein, eine Rdderuhr zu bauen oder bauen zu lassen.

1240
Villard de Honnecourgt beschreibt ein Objekt, das spéater als die Hemmung einer mecha-
nischen Vorrichtung gedeutet wird.

1269
Der Begriff ” Uhrmacher” taucht erstmals in einem Dokument auf.

1345
Die Stunde wird spétestens ab diesem Jahr in 60 Minuten, und diese in 60 Sekunden
eingeteilt.

1410

In Montpellier wird der Turmwéchter wegen wiederholter Trunkenheit seines Amtes ent-
hoben und durch eine Uhr mit Schlagwerk ersetzt. Damit wird zum ersten Mal der Ersatz
eines Menschen durch eine Maschine urkundlich erwéhnt.

um 1511
Der Niirnberger Schlosser Peter Henlein baut sehr beliebte tragbare Uhren, die 40 Stunden
gehen. Vermutlich gab es aber bereits zuvor tragbare Uhren.

1641 (nach anderen Quellen 1636, 1637)

Der italienische Astronom Galileo Galilei entwickelt die Idee einer Pendeluhr, unternimmt
Versuche und erstellt Zeichnungen, setzt diese aber nicht in die Praxis um (vgl. Abb. E220).
Angeblich soll Galileis Sohn Vincenzo diese Uhr gebaut und in einem wahnhaften Anfall
wieder zerstort haben.

Abbildung 2.26: Galileis Entwurf einer Pendeluhr, Quelle: F.
Balck, TU Clausthal;
http://www.pe.tu-clausthal.de /A GBalck/vorlesung/server/mess2001/

1645

(nach anderer Quelle 1656) Christiaan Huygens baut die erste Uhr mit Pendel (vg. Abb.
227). Nach einer Quelle sind ihm die Erkenntnisse Galileis bekannt, nach anderer Quelle
hingegen nicht. 1657 meldet Huygens diese Uhr zum Patent an.
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Abbildung 2.27: Pendeluhr von Huyghens; aus Skript Ihrin-
ger; Quelle: Meyers Grofies Konversationslexikon, 1908.

1691
Clement baut die erste Pendeluhr mit Ankerhemmung.

1730
Anton Ketterer aus Schonwald im Schwarzwald baut die erste Kuckucksuhr.

um 1765
Im Schwarzwald werden die ersten Pendeluhren gebaut anstelle der bis dahin gebrauchli-
chen Waaguhren.

1927
W. A. Marrison entwickelt in den USA die erste Quarzuhr.

(hier wird durch den sog. piezoelektrischen Effekt eine Art ”Stimmgabel” aus Quarz durch
Anlegen einer Wechselspannung zum Schwingen angeregt und elektronisch geregelt.

2.6.2 Mathematisches Pendel

Als ein Pendel bezeichnet man einen Masse m, die iiber einen Faden oder eine Stange der
Lange [ im Schwerefeld der Erde aufgehéngt und dort frei schwingen kann. Unter dem
Begriftf “Mathematisches Pendel” versteht man ein Pendel, bei dem man die Masse als
eine punktférmige Masse beschreiben kann und die Masse des Fadens oder der Stange
fiir die Aufhdngung gegeniiber m vernachléssigen kann. Zur Behandlung des Mathema-
tischen Pendels, das in Abb. dargestellt ist, benutzen wir Zylinderkoordinaten und
zwar in der Form, dass der Koordinatenursprung mit dem Aufhidngepunkt des Pendels
definiert ist, und die z-Achse senkrecht zur Schwingungsebene, das ist die Ebene der Dar-
stellung in Abb. 222 steht. Die 2-Achse zeigt vom Aufhédngepunkt nach unten, so dass
der Azimuthwinkel ¢ mit dem Winkel fiir die Auslenkung des Pendels aus der Ruhelage
identifiziert wird.

Da wir nur eine Bewegung in der Schwingungsebene betrachten wollen, kénnen wir die
z-Komponente aller Vektoren ausser Acht lassen. So ergibt sich also fiir die Kraft, die auf
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den Massenpunkt wirkt, die Zerlegung
F=F,¢,+ Fye,, (2.54)

wobei €, und é,, die Basisvektoren fiir die entsprechenden Zylinderkoordinaten sind. Die
Kraft F ist die Kraft durch die Erdbeschleunigung, die den Betrag mg besitzt und senk-
recht nach unten weist. Hinzu kommt aber noch die Kraft, mit der der Massenpunkt
auf seiner Kreisbahn um den Aufhdngepunkt gehalten wird. Diese Zusatzkraft bezeichnet
man auch als Zwangskraft A , da sie den Massenpunkt auf die Keisbahn mit konstantem
Abstand p = [ zum Aufhéngepunkt (gleichzeitig der Koordinatenursprung) hélt. Diese
Zwangskraft hat nur eine Komponente in Richtung é,, die wir mit Z, bezeichnen. Daraus
ergeben sich die Komponenten

F, = mg cos(p) + Z,
F, = —mgsin(y). (2.55)
Die Newtonsche Bewegungsgleichung liefert dann
F=F,e,+ F,é, =m/(a,e,+ ayé,) (2.56)

mit den Komponenten des Beschleunigungsvektors a, und a,. Multipliziert man diese
Gleichung mit dem Basisvektor €,, so erhélt man wegen der Orthogonalitéit der Basisvek-
toren die Komponente der Bewegungsgleichung in radialer Richtung

mg cos(p) + Z, = ma, =m (p — pp?) , (2.57)
wobei wir den Ausdruck fiir die radiale Beschleunigung aus (ZI.1]) itbernommen haben.
Fiir die Masse gilt p = [ also auch p = p = 0. Damit kénnen wir (2257) umformen nach

Z,=—mg cos(p) —mlp*. (2.58)

Multipliziert man Gleichung (Zh8) mit dem Basisvektor é,, so erhilt man die zweite
Komponente der Bewegungsgleichung

—myg sin(p) = map = m(2pp + p$) = mlp,
die wir umschreiben in

. ) 1 1
lp = —gsin(p) = —g{ — ggog + gap‘r’ + } , (2.59)

wobei der Ausdruck in den geschweiften Klammern die ersten 3 Glieder der Taylorreihe fiir
die Sinusfunktion darstellt. Fiir kleine Auslenkungen aus der Ruhelage, also kleine Winkel
@ ist es eine akzeptable Ndherung nur das erste Glied dieser Taylorreihe zu beriicksichti-
gen. Dies fiithrt uns zu

g

¢ =—wlp mit w= T (2.60)

Eine allgemeine Losung dieser Differenzialgleichung lautet
©o(t) = Asin(wt +9) .

Die Konstanten in dieser Losung, A und § werden durch die Randbedingunen (¢ und ¢
zur Startzeit ¢ = 0) festgelegt. Fiir diese Funktion ¢(t) kénnen wir dann die Winkelge-
schwindigkeiten

¢ =w Acos(wt +0)

bestimmen und daraus mit (Z58) die Stérke der Zwangskraft.
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2.7 Reibungskrifte

Nach diesem Exkurs iiber Uhren wollen wir uns wieder etwas ndher mit der Physik
der Schwingungsvorginge befassen und als néchstes verschiedene Arten von Reibungs-
kriften vorstellen:

Je nach Art des sich bewegenden Korpers und des Mediums, das seine Oberflache beriihrt
werden unterschiedliche Formen von Reibung beobachtet:

e liegt ein fester Korper auf einer Unterlage auf haben wir zunéchst die Haftreibung.
Thr betrag ist proportional zur Kraft (” Normalkraft”), mit der der Kérper senkrecht
auf die Unterlage driickt: Fg = pgFn, mit pug < 1: Haftreibungskoeffizient

Die Haftreibung wirkt offensichtlich der Kraft entgegen, mit der man an dem Kérper
parallel zur Unterlage zieht. Setzt sich der Korper iiber eine trockene Unterlage
in Bewegung, dann spricht man von ”trockener Reibung” oder ”Coulomb-
Reibung”. Der Koérper kann gleiten (”Gleitreibung”) oder rollen (” Rollreib-
ung”). Auch hier gilt: Fr = puFn, wobei p < uy ist.

Die Coulomb-Reibung ist weitgehend von der Geschwindigkeit unabhéngig, mit der
sich der Korper iiber die Unterlage bewegt.

Wir demonstrieren die Haft- und Gleitreibung im Versuch: Ein an einer Federwaage
befestigter Korper wird auf ein Rollband gelegt und dieses dann mit unterschiedli-
chen Geschwindigkeiten bewegt.

e bewegt sich ein Koérper durch ein ”Fluid” (Gas oder Fliissigkeit) so liegt

— Stokes’sche Reibung vor, solange sich der Koérper nicht zu schnell bewegt
und nicht zu grof} ist.

Es gilt: F,. = const. - v,
wobei const. = 6mnr fiir eine Kugel mit Radius r; 7 ist hierbei die ” Visko-
sitét” des Fluids

— "Newton’sche Reibung” vor, wen sich ein groflerer Korper schnell bewegt.
Diese Reibungskraft ist proportional zu v?:

1
F, = §cpr1)2 (2.61)

mit: p: Dichte des Fluids;
A: Querschnitt des Korpers in Bewegungsrichtung;
Cw: Widerstandsbeiwert

Die Stokes- und der Newton-Reibung gelten bei unterschiedlichen Stémungsvorgéngen.
Im Fall der Stokes-Reibung ist die Stromung laminar, bei der Newton-Reibung turbulent.
Es sei auflerdem angemerkt, dass es neben den obigen Reibungsmechanismen noch eine
Reihe anderer Reibungsgesetze gibt. So ist die beispielsweise die Reibungskraft zwischen
gedlten oder geschmierten Flichen proportional zu /v.

Im Folgenden wird (im Abschnitt Z¥)) die Stokes’sche Reibung bei der Beschreibung
des gedidmpften Pendels (ohne und mit duBerem Antrieb) angewendet.
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2.8 Kleine Schwingungen

In der Theoretischen Physik betrachtet man héufig das Beispiel eines Massenpunktes, der
sich im Potenzial des Harmonischen Oszillators

U(z) = lka,
2

bewegt. Ein Grund fiir die Beliebtheit dieses Beispiels ist die Tatsache, dass man die
Losungen fiir die Bewegungsgleichungen in diesem Oszillatorpotenzial sowohl in der Me-
chanik als auch in der Quantenmechanik relativ einfach analytisch bestimmen kann. Ein
zweiter Grund fiir die héufige Betrachtung dieses Beispiels ist aber die Tatsache, dass
das Potenzial in vielen Féllen eine ganz gute Néherung fiir ein komplizierteres Problem
darstellt.

Um dies zu verdeutlichen, betrachten wir die Eigenschaften eines Potenzials eines zwei-
atomigen Molekiils als Funktion des Abstandes zwischen den beiden Atomen. Bei sehr
groflen Atomabstdnden, r = |r], spiiren die Atome nichts voneinander, die potenzielle
Energie ist eine Konstante, fiir die wir den Wert V' (r) = 0, vereinbaren konnen. Bringt
man die Atome ndher zusammen, so gewinnt das System Energie, das Potenzial wird ne-
gativ, so wie das auch in der Abb. bei mittleren und groflen Absténden dargestellt
ist. Bei sehr kleinen Absténden stofien sich die positiven Ladungen der Atomkerne, die bei
diesen Absténden nicht mehr durch die Elektronen abgeschirmt sind, ab. Diese repulsive
Kraft wird durch ein Potenzial beschrieben was mit kleinerem Abstand r immer stérker
ansteigt, so dass

v
or

die Kraft also in Richtung gréferer Abstédnde wirkt. Dies fiihrt schliesslich fiir kleine
Absténde zu einer positiven potenziellen Energie (siche auch Abb. ZZ28). Die Atome “lie-
ben” es nicht so nahe zusammen zu sein, man muss deshalb eine Energie zufiihren, um sie
so nahe zusammenzubringen. Dies ist genau so wie wenn man eine Masse m im Schwere-
feld der Erde auf eine grofliere Hohe transportiert. Auchh dazu muss Energie aufgebracht
werden, was zu einer grofleren potenziellen Energie der Masse m fiihrt.

F, = >0

Dieses Verhalten des molekularen Potenzials bei sehr grofien und sehr kleinen Abstédnden
impliziert aber, dass es einen mittleren Relativabstand rg gibt, bei dem das Potenzial
minimal ist. Bei diesem Punkt gilt also

aa—‘:(ro) = 0 und
0*V

Befinden sich die Atome bei diesem Abstand 7y so wirkt also keine Kraft, da ja die Ab-
leitung des Potenzials nach dem Abstand verschwindet. Bei jeder Auslenkung aus dieser
Ruhelage wirkt eine Kraft, die die Atome auf den optimalen Abstand rq zuriickzufiihren
versucht. Eine solche Auslenkung, die z.B. durch die Einstrahlung einer elektromagneti-
schen Welle verursacht werden konnte, wiirde also zu einer Schwingung des Molekiils um
diesen Gleichgewichtsabstand rq fiihren.
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A

Potential
Harmon. Approx.

v

Wstand r

Abbildung 2.28: Schematische Darstellung fiir das Potenzial eines zweiatomi-
gen Molekiils als Funktion des Relativabstandes und die Harmonische Nihe-
rung

Die Berechnung dieser Molekiilschwingung kann bei komplizierten Potenzialformen V()
recht aufwendig sein. Wenn jedoch die Stérung des Molekiils nur zu kleinen Auslenkungen
aus der Ruhelage fithrt, kann man versuchen das exakte Potenzial V' (r) in der Néhe des
Minimums durch die Taylorreihe zu entwickeln

ov 10*V
V(T> = V(TO) + E(TO)[T - TO] + im(ﬁ))[?‘ — 7’0]2 + ...
~ Konst. + %k‘[r — o). (2.63)

In der zweiten Zeile haben wir die Terme dritter und hoherer Ordnung vernachléssigt, was
ja bei kleinen Abstdnden r — rq gerechtfertigt ist. Ausserdem haben wir die Eigenschaf-
ten des Minimums aus (Z62) {ibernommen und finden so, dass das Potenzial fiir kleine
Auslenkungen aus dem Minimum durch das Potenzial eines Harmonischen Oszillators
approximiert wird, da ja eine Konstante im Potenzial irrelevant ist. Diese Harmonische
Oszillatorndherung ist auch in Abb. Z2¥) dargestellt.

Die Kraft auf ein Teilchen im Potenzial des Harmonischen Oszillators (E28) berechnet
sich als negativer Gradient des Potenzials. Identifizieren wir nun die Auslenkung aus der
Ruhelage mit

T=T—To

und betrachten den Fall einer Bewegung in dieser radialen Raumrichtung x, so erhalten

wir fir die Kraft:

:—a—vz—k$.

ox

Die Kraft ist also linear in der Auslenkung aus der Ruhelage z und wirkt der Auslen-
kungsrichtung entgegen: bei positiven Werten von x wirkt die Kraft in die Richtung der
negativen x-Achse, bei negativen Werten von x zieht sie das Teilchen parallel zur x-Achse.
Dies entspricht dem Hookeschen Gesetz bei der Feder.



72 KAPITEL 2. DYNAMIK EINES MASSENPUNKTES
2.9 Gedampfter Harmonischer Oszillator

In diesem Abschnitt wollen wir die Bewegung eines Massenpunktes betrachten, der sich
in einer Raumrichtung x in einer Harmonischen Schwingung um die Ruhelage x = 0
bewegen, beziehungsweise schwingen kann. Dies kann ein Massenpunkt sein, der an einer
Feder héngt. Es kann aber auch ein Pendeln sein, von dem wir ja gesehen haben, dass
wir bei kleinen Auslenkung aus der Ruhelage eine Bewegungsgleichung fiir den Winkel ¢
bekommen, die genau dem der Federschwingung entspricht. In jedem Fall haben wir eine
lineare Riickstellkraft

Vo
ox

F= =—Cux, mit VHo:%CxQ.

Dabei steht x also z.B. fiir die Auslenkung der Feder aus der Ruhelage oder aber fiir den
Winkel des Pendels oder auch fiir eine ganz andere Koordinate fiir die wir kleine Aus-
lenkungen aus der Ruhelage betrachten. Wir sprechen in diesem Fall vom Problem des
Harmonische Oszillators und bezeichnen das Potenzial Vo als Harmonisches Oszil-
latorpotenzial. Die Kraft ist linear in der Auslenkung aus der Ruhelage x und wirkt der
Auslenkungsrichtung entgegen: bei positiven Werten von x wirkt die Kraft in die Rich-
tung der negativen x-Achse, bei negativen Werten von x zieht sie das Teilchen parallel
zur z-Axhse.

Wir wollen neben dieser Riickstellkraft des Harmonischen Oszillatorpotenzials auch noch
eine Kraft berticksichtigen, die eine Reibung simuliert. Diese Kraft soll, was ja typisch fiir
die Stokesche Reibung ist, mit der Geschwindigkeit zunehmen: Bei positiven Geschwin-
digkeiten, also Geschwindigkeiten in Richtung der x-Achse, soll die Kraft bremsend d.h.
antiparallel zur z-Achse wirken, bei negativen Geschwindigkeiten entsprechend parallel.
Dies erreicht man durch eine einfache Darstellung der Reibungskraft, der sogenannten
Stokeschen Reibung

IReibung ‘= — %

Setzt man die Summe aus der Riickstellkraft des Harmonischen Oszillators () und
dieser Stokeschen Reibung in die Newtonsche Bewegungsgleichung ein, so ergibt sich fiir
ein Teilchen mit der Masse m die Bewegungsgleichung

mi=—-Czx — at.
Zur Losung dieser Differenzialgleichung betrachten wir den Ansatz
z(t) = M
Setzt man diesen Ansatz in die Bewegungsgleichung (29) ein, so ergibt sich
{m)\z—l—C’—i-oz)\}e)‘t =0.

Da die Exponenzialfunktion von Null verschieden ist, muss der Ausdruck in der geschweif-
ten Klammer identisch null sein, was zu der quadratischen Gleichung fiir die Unbekannte

A fiihrt o
2t Ear = =0
m m
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mit den bekannten Losungen

Voo @ e O
27 om 4m? m

Zunichst wollen wir den Fall ohne Reibung betrachten, fiir den wir ja bereits 2 Losungen

l’l(t) = Sil’l(u)ot) und T9 (t) = COS(Wot) mit Wy = % ’

geraten haben, was dann ja zu der allgemeinen Losung
x(t) = By sin(wot) + Bg cos(wot)

fithrt, wobei die Konstanten By und By durch die Anfangsbedingungen festgelegt sind.
Der Fall ohne Reibung bedeutet, dass wir in (29) o = 0 zu setzen haben. In diesem Fall

1st
|k .
)\172 =4/ — = :l:%d(] .
m

Eine Losung der Bewegungsgleichung erhélt man also, wenn man den Wert \; = iwg in den
Ansatz (Z9) einsetzt, eine weitere wenn man Ay = —iwy benutzt. Die allgemeine Losung
der Bewegungsgleichung kann als Linearkombination dieser beiden Losungen dargestellt
werden und ergibt sich in der Form

x(t) = Ajeiwgt + Ag exp —iwpt .

Auf dem ersten Blick erscheint es etwas abwegig zu sein, dass wir die Auslenkung z(t)
durch eine Funktion beschreiben wollen, die komplex ist. Bevor wir aber diese Losung
verwerfen, wollen wir uns zunéchst in einem Einschub mit einigen Eigenschaften der kom-
plexen Zahlen beschéftigen.

2.9.1 Einige Rechenregeln fiir komplexe Zahlen

Eine komplexe Zahl ¢ kann in allgemeiner Form geschrieben werden
c=a+1t mit i=+—-1.

Dabei bezeichnet sind a und b reelle Zahl. Die Zahl a bezeichnet man als den Realteil
von ¢, b als den Imaginérteil 0. Ist b = 0, so ist ¢ = a eine gewohnliche reelle Zahl. Ist
andererseits a = 0, so ist ¢ = b eine rein imaginére Zahl.

Im Folgenden wollen wir die Addition und Multiplikation zweier komplexer Zahlen ¢; und

co betrachten, die jeweils durch die Realteile al, a2 und die Imaginérteile b1, b2 definiert
sind. Bei der Addition ergibt sich

c1+ co = (ay + iby) + (ag + ibs) = (ay + as) +i(by + by) .

Der Realteile der Summe der komplexen Zahl ¢; und ¢y ist also gleich der Summe der
Realteile a; 4+ ao. Entsprechendes gilt fiir den Imaginérteil. Bei der Multiplikation erhalen
wir

C1Co = (CLl + ibl)(ag + Zbg) = a1a9 + iblag + (Il'ibl + i2blbg
= (a1a2 - blbg) + i(blag -+ CLle) . (264)
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A Imaginirteil

Realteil

Abbildung 2.29: Darstellung einer komplexen Zahl durch Real- und Ima-
gindrteil beziehungsweise in der Polardarstellung

Beim Ubergang zur zweiten Zeile in dieser Gleichung haben wir ausgenutzt, dass i = —1
und die Terme nach Real- und Imaginéarteil geordnet. Wir definieren nun die zu ¢ komplex
konjugierte Zahl ¢, dadurch, dass sie den gleichen Realteil wie ¢ besitzt aber einen
Imaginérteil mit umgekehrtem Vorzeichen. Es gilt also fiir

c=a+ib ist " =a—1b.
Damit ist auch klar, dass die zu ¢* komplex konjugierte Zahl ¢ ist. Das Produkt
cc* = (a +ib)(a — ib) = a* + b
ergibt eine positive reelle Zahl und wir bezeichnen deshalb
lc| = Veex = Va2 + b2,

als bf Betrag der komplexen Zahl c. Die Bedeutung dieses Begriffes Betrag von ¢ wird
vielleicht aus der Skizze der Abbildung deutlich. In dieser Darstellung wird jede kom-
plexe Zahl durch einen Punkt in der Ebene, der Ebene der komplexen Zahlen, dargestellt.
Die horizontale Koordinate repréasentiert den Realteil, die vertikale den Imaginérteil. Jede
komplexe Zahl entspricht also einem Vektor in dieser Ebene, den wir entweder durch ho-
rizontale und vertikale Koordinate oder aber auch durch die Lange des Vektors und seine
Richtung definieren konnen. Diese Richtung ist eindeutig definiert durch den Winkel ¢
des Vektors mit der horizontalen Achse (siche Abb. Z29). Wie man aus dieser Zeichnung
auch entnehmen kann ist die Lénge des Vektors zur Darstellung von ¢ gerade der in (2201])
definierte Betrag und fiir den Winkel ¢ gilt:

b Imag(c)

sin(p) = —

a  Real(c)
] ¢] '

und  cos(p) = [l B

Diese Beziehungen kénnen wir aber auch umschreiben in der Form

c=a+1ib=|c|(cos(p) +isin(p)) .
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Eine elegantere Darstellung ergibt sich hierfiir, wenn wir die Eulersche Formel benutzen:
e"? = cos(ip) + isin(y) .

Zum Beweis dieser Eulerschen Formel betrachten wir die Reihenentwicklung der Expo-
nentialfunktion

=2
n=0
fiir das rein imaginidre Argument x = iy
- — (i)
W
© = ; n!
2 3 4
_ R NS SR
= 1+Zﬁ o 23!+4!+...
2 4 3
_ _r Y |2
= 1 2!—|-4!—|—..J. +1 1 3—|-...
:C:),SLp =sin ¢

Beim Ubergang zur zweiten Zeile dieser Gleichung haben wir die Potenzen i" ausmul-
tipliziert und die ersten charakteristischen Glieder der Reihe explizit angegeben. In der
dritten Zeile sind diese Glieder dann nach Real- und Imaginérteil geordnet, wobei man
dann sieht, dass diese eingeklammerten Summen gerade den Reihenentwicklungen fiir die
Kosinus- bzw. die Sinusfunktion entspechen.

Mit dieser Eulerschen Formel ergibt sich die fiir die komplexe Zahl ¢ in (291 die soge-
nannte Polardarstellung
c=|cle’*.

Diese Polardarstellung ist gerade fiir die Multiplikation zweier komplexer Zahlen sehr
geschickt:
Cc1cy = (|C1‘6w1) (|cz\ewz) _ |CIHC2|€Z(¢1+¢2)

2.9.2 Bearbeitung der komplexen Lésung

Mit diesem mathematischen Werkzeug konnen wir zur eigentlichen Aufgabe zuriickkehren
und die Losung der Bewegungsgleichung fiir den Harmonischen Oszillator ohne Dampfung
in (3 weiter behandeln. Wir miissen lediglich noch die beiden Konstanten A; und A,
bestimmen, die wir als komplexe Zahlen der Form

Aj = ﬁj +’i’}/j

ansetzen. Diese Konstanten bestimmen wir aus den Anfangsbedingungen der betrachteten
Bewegung, d.h. den Werten fiir die Position und die Geschwindigkeit des Teilchens zur
Zeit t = 0, die mit xy und vy bezeichnet sein sollen. Setzt man ¢ = 0 in (ZZ9) ein, so ergibt
sich

Ty = x(t = O) = Al + A2 = (51 + i’}/l) + (62 + i’}/g)



76 KAPITEL 2. DYNAMIK EINES MASSENPUNKTES

Da die Position zq eine reelle Zahl ist erhalten wir

Yo =—" und Bi 4 B2 = .

Leitet man (29) nach der Zeit ab und setzt dann ¢t = 0 so ergibt sich als zweite Gleichung
aus den Anfangsbedingungen

v = v(t = 0) = iwgA; — iwAy = iwo(B1 — B2) — wol(71 — 72) -
Da auch vy reell ist bedeutet dies
fi—F2a=0 und  wo(y1—72) = 0.
Zusammengefasst ergibt sich also aus (229.2) und (Z.9.2)

Lo Vo
pr=0=-  und —NM=Y=5—
2 20)0
was eingesetzt in (220) zu der allgemeinen Losung
Lo iwot —iwpt Yo twot —iwpt
z(t) = — (e 4+e ™) + — (""" —e™°
6 = F( )+ 5 ( )

v
— 20 cos(wot) + — sin(wot)
wo

/ 2
= 4|zt + % cos(wot + @) . (2.65)
0

Die Position des Teilchens z(t) wird also durch eine Kosinus beziehungsweise Sinusfunkti-
on beschrieben. Die Winkelgeschwindigkeit wy ist iiber (229) durch die Oszillatorkonstante
k und die Masse m bestimmt. Die Amplitude und Startphase, ¢ der Schwingung sind
durch die Anfangsbedingungen, xo und v, festgelegt.

Dieser Startpunkt bezeichnet einen Punkt im (in diesem Fall) zweidimensionalen Phasen-
raum mit den Koordinaten zy und vg. Zu jedem anderen Zeitpunkt ist die Bewegung des
Teilchens ebenfalls durch die Koordinaten x(t) aus (263)) und der zugehorigen Geschwin-
digkeit

v(t) = —mzow sin(wot) + v cos(wot)
g
= —woy/x2+ 2 sin(wot + ) . (2.66)
0

festgelegt. Die Bewegung des Teilchens beschreibt also eine Bahn oder Trajektorie im
Phasenraum. Im Fall des ungeddmpften Harmonischen Oszillators ist diese Trajektorie
eine Ellipse oder, wenn die Skalierung auf den Achsen geeignet gewihlt ist, ein Kreis (siehe
Abb. Z30), der bei der dort gewahlten Anordnung der Koordinaten im Uhrzeigersinn
durchlaufen wird.

Durch den Startpunkt der Trajektorie ist die ganze Bahn eindeutig festgelegt. Dieses Prin-
zip gilt nicht nur fiir den hier behandelten Fall sondern ganz allgemein fiir die Losung
der Bewegungsgleichung. Die Bewegungsgleichung ist ja eine Differenzialgleichung zwei-
ter Ordnung in der Zeit, beziechungsweise ein System von solchen Differenzialgleichungen,
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v

Abbildung 2.30: Trajektorie des ungeddmpften Harmonischen Oszillators im
Phasenraum

wenn wir mehr als eine Koordinate betrachten. Fiir eine solche Differenzialgleichung zwei-
ter Ordnung existieren zwei linear unabhéngigen Losungen. Die allgemeine Losung ist
die entsprechende Linearkombination (wie in (Z9)). Die Koeffizienten der Uberlagerung
sind durch den Wert der Koordinate und der zugehérigen Geschwindigkeit zur Startzeit
t = 0 festgelegt. Bei N Koordinaten besitzt der Phasenraum die Dimension 2N und man
benétigt entsprechend 2N Startwerte fiir die Koordinaten und Geschwindigkeiten.

2.9.3 Schwache Dampfung

Im néchsten Schritt behandeln wir nun eine schwache Dampfung, d.h. wir nehmen an,
dass fiir den Koeffizienten «, der ja in (229) die Stérke der Reibungskraft definiert, gilt:
a? , C

4m? m

In diesem Fall haben die Losungen in der Gleichung (9) die Gestalt

Alygz—éiiﬂg—(p:—éiiwl,
m

wobei die Winkelgeschwindigkeit w; natiirlich kleiner ist als die Winkelgeschwindigkeit wy
der ungeddmpften Schwingung in (Z9). Mit dieser Darstellung der Konstanten A ergibt
sich die allgemeine Losung fiir die Ortskoordinate analog zu (229) zu

x(t) = A§_5+iw1)t + Age(0wwn)t
e % A cos(wit + ). (2.67)

Dabei sind die Konstanten A; beziehungsweise A und ¢ wieder durch die Anfangsbe-
dingungen festgelegt. Die Schwingung entspricht also einer eventuell phasenverschobenen
Kosinusfunktion, deren Amplitude exponentiell mit der Zeit abnimmt. Dieses Zeitverhal-
ten ist in Abb. P23l dargestellt.
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x(t) AN

Abbildung 2.31: Ortskoordinate des schwach geddmpften Oszillators nach
(Z-67) zusammen mit der exponentiell abfallenden Amplitude

Durch die Ableitung dieser Funktion nach der Zeit ergibt sich die Geschwindigkeit zu
v(t) = —0e° A cos(wit + @) — wie™® A sin(wit + ).

Damit kann man auch die zugehorige Trajektorie im Phasenraum bestimmen, so wie
sie in Abb. skizziert ist. In diesem Fall erh&lt man keine geschlossene Kurve. Die
Trajektorie lauft in einer Spiralform auf den Koordinatenursprung zu. Dies reflektiert
das Verhalten des geddmpften Oszillators. Mit zunehmender Zeit ¢ nimmt die jeweilige
maximale Auslenkung einer Schwingung ab, genau so wie die Geschwindigkeiten bei der
Position x = 0. Dies wird fortgesetzt bis das Pendel schliesslich am Phasenraumpunkt
x =0 und v = 0 zur Ruhe kommt. Natiirlich bleibt bei dieser geddmpften Bewegung die
Energie des Pendels nicht erhalten.

2.9.4 Starke Dampfung

Im Fall sehr starker Dampfung gilt im Gegensatz zu (Z9.3))

2
@ ok

4m2 m

In diesem Fall erhalten wir die Konstanten \; nach (23) in der Form

>\172:—5:|:\/52—wg:—5:|:¢

womit sich fiir die Koordinate und die Geschwindigkeit der allgemeinen Losung ergibt:
v(t) = Ay(=0+ ¢)el I L Ay(—5 — ¢)el 0Ot (2.68)
In diesem Fall entwickelt sich also keine Schwingung, sondern die Koordinate als Funktion
der Zeit wird durch Exponentialfunktionen beschrieben. Die Konstanten A; kénnen nun
z.B. so gewéhlt werden, dass die Geschwindigkeit v oder auch die Position des Teilchens

x zur Zeit t = 0 identisch 0 sind. Die daraus resultierenden Funktionen x(t) und die
entsprechenden Trajektorien im Phasenraum sind in Abb. abgebildet.
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N
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Abbildung 2.32: Trajektorie des schwach geddmpften Harmonischen Oszillators
im Phasenraum

x(t)

v

2
Zeit t

Abbildung 2.33: Koordinaten und Trajektorie im Phasenraum im Fall des stark
geddimpften Harmonischen Oszillators
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2.10 Angetriebener Harmonische Oszillator

Wir kénnen der Bewegungsgleichung des Harmonischen Oszillators aus dem vorherge-
henden Abschnitt auch noch eine externe Kraft hinzufiigen. Sehen wir die Harmonische
Néherung z.B. wieder als Modell fiir die Schwingung der Atome eines Molekiils um den
Gleichgewichtsabstand an, so kann diese externe Kraft durch ein elektromagnetisches
Wechselfeld gegeben sein. Die Kraft fluktuiert also als Funktion der Zeit in Form einer
Kosinus Schwingung mit der vorgegebenen Frequenz €). Eine andere Realisierung ist aber
auch das Federpendel, das in der Vorlesung iiber einen Motor angetrieben wurde. Die
Bewegungsgleichung fiir den Massenpunkt m erhélt mit einer solchen antreibenden Kraft
die Form
mi=—Cax — ai+ Fycos(Qt).

Dies ist die Differenzialgleichung fiir den Harmonischen Oszillator mit Démpfung und
externer Kraft F'(t) = Fycos(2t); man spricht auch vom angetriebenen Harmonischen
Ostzillator. Wenn wir diese Gleichung durch die Masse m dividieren, und ausnutzen, dass

C
Wy = —
m

die Winkelgeschwindigkeit des freien Oszillators, definiert erhalten wir die Gleichung
(ZI0) in der Form

E
&+ wir + %:)’: = EO cos(L2t) .

Dabei wurden die Terme so angeordnet, dass auf der linken Seite der Gleichung alle Terme
mit der gesuchten Funktion z(¢) und deren Ableitungen stehen, wiahrend auf der rechten
Seite der Term steht, der unabhéngig von dieser Funktion xz(t) ist. Ist dieser Term auf
der rechten Seite von 0 verschieden, so bezeichnet man eine solche Differenzialgleichung
als inhomogene Differenzialgleichung. Die rechte Seite bezeichnet man als Inhomo-
genitdt und die Differenzialgleichung ohne diese Inhomogenitét als zugehorige homogene
Differenzialgleichung. In unserem Fall ist also die zu (ZI0) zugehorige homogene Diffe-
renzialgleichung gegeben durch

a
Ptwir+—i=0.
m

Ist z(t) irgendeine Losung der inhomogenen Gleichung (2I0) und z(t) eine Losung der
zugehorigen homogenen Differenzialgleichung (2I0), so ist die Linearkombination

[L’g(t) = l‘o(t) + Cl/$1(t)

eine weitere Losung der inhomogenen Differenzialgleichung (210). Zum Beweis setzen wir
diesen Ansatz in die Differenzialgleichung ein

. 2 o, . 2 « . . 2 @,
To + W2 + —29 = 2o+ WoZo + —2ot+a (21 + Wyl + —a
m m m

—0 Wg.vm

-

Fy
= Ceos(
m cos($2).
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was ja gerade zeigt, dass xs(t) Losung der inhomogenen Differenzialgleichung ist. Es gilt
aber noch mehr: Die inhomogene Differenzialgleichung ist in unserem Fall eine lineare
Differenzialgleichung zweiter Ordnung, sie besitzt also 2 linear unabhéngige Losungen.
Dies gilt aber auch fiir die zugehorige homogene Differenzialgleichung. Damit ist gezeigt,
dass (ZI0) auch bereits die allgemeine Losung fiir die inhomogene Differenzialgleichung
darstellt. Die allgemeine Losung einer inhomogenen Differenzialgleichung l&sst sich dar-
stellen als die Summe aus einer beliebigen Losung der inhomogenen Gleichung plus der
allgemeinen Losung der zugehorigen homogenen Differenzialgleichung.

Wir werden also zur Losung unseres Problems zunéchst einmal eine Losung der inhomo-
genen Gleichung (EZI0) suchen und schreiben sie dazu um in die Form
F .
E+wiz+ L s = 0emitt
m
bei der wir komplexe Funktionswerte fiir die gesuchte Funktion z(¢) zulassen und auch
die rechte Seite der Gleichung eine komplexwertige Funktion enthélt. Beachte, dass der
Realteil der rechten Seite dieser Gleichung gerade die Kosinusfunktion ergibt also die In-
homogenitit der Gleichung (2I0). Die Differenzialgleichung (E210) entspricht also gerade
dem Realteil der Gleichung (210). Wir benutzen die komplexe Erweiterung lediglich, weil

viele Rechenoperationen in der komplexen Darstellung einfacher sind. Fiir die gesuchte
Funktion z(t) betrachten wir den Ansatz:

2(t) = A=

mit einer komplexwertigen Amplitude A. Setzt man diesen Ansatz in die zu losende Glei-
chung (ZI0) ein, ergibt sich

{A <—92 +wp — zﬂQ) — @} e =0,
m m

Da diese Gleichung fiir alle Zeiten t erfiillt sein muss, ist also der Ausdruck in der ge-
schweiften Klammer gleich Null und es ergibt sich fiir die komplexe Amplitude

A = i
m [wg — 02 —i2Q]
= |Ale™. (2.69)
Fiir den Betrag der Amplitude A gilt damit
F
Al = —
m\/(wg — 2+ =
und
Real(A) wi — Q2
COsp = —p— = :
AL e ey e

Damit ist die gesuchte Losung, der Realteil des Ansatzes von (Z10)

x(t) = Real(2(t)) = |A| cos(Qt — ),
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Amplitude [F /m]

Abbildung 2.34: Amplitude der Schwingung des angetriebenen Harmonischen
Oszillators als Funktion der Frequenz w der antreibenden Kraft fiir verschiede-

ne Dimpfungen o (siehe (Z10).

gegeben in der Form

x(t) = fo cos(Q2t — ) .

maf (WF —2)? 4 2L

Die allgemeine Form der Losung fiir den angetriebenen Harmonischen Oszillator erhélt
man also dadurch, dass man zu dieser Losung eine beliebige Losung von (E2I0) hinzuad-
diert, also eine Losung des Harmonischen Oszillators mit Dampfung aber ohne externe
Kraft. Die Parameter in dieser allgemeinen Losung kénnen dann so angepasst werden,
dass die Anfangsbedingungen erfiillt sind.

Dies soll uns aber jetzt gar nicht interessieren, denn wir wissen ja aus der obigen Diskus-
sion, dass die Losungen des geddmpften Harmonischen Oszillators ohne externen Antrieb
nach einer gewissen Zeit gegen Null gehen. Fiir solche Zeiten verbleibt also nur noch die
Losung in (2I0). Das ist eine Harmonische Schwingung mit der Frequenz ) der antrei-
benden Kraft. Die Amplitude |A| dieser Schwingung ist als Funktion der Frequenz () fiir
verschiedene Werte der Dampfungskonstante « in Abb. EZ34] dargestellt. Man sieht aus
dieser Darstellung, dass die Amplitude maximal ist, wenn die Dampfung gering ist und die
Frequenz () nahe an der charakteristischen Frequenz wg des nicht angetriebenen Systems
ist.

Nehmen wir als Beispiel wieder die Schwingung der Atome eines Molekiils, auf das eine
elektromagnetisches Wechselfeld wirkt, so sehen wir, dass das Molekiil besonders dann zu
Schwingungen angeret wird, wenn die Frequenz der Strahlung w mit der charakteristischen
Frequenz des Molekiils wq iibereinstimmt. Die antreibende Kraft ist dann resonant mit
dem System.

Die Schwingung des angetriebenen Oszillators ist im Allgemeinen nicht genau in Phase mit
der antreibenden Kraft. Die Phasendifferenz ist durch ¢ gegeben. Zur Diskussion dieser
Phase ¢ betrachten wir noch einmal die komplexe Amplitude A aus (Z69) und zwar
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— Antriebskraft
— Auslenkung

Abbildung 2.35: Schwingung des angetriebenen Harmonischen Oszillators und
Antriebskraft als Funktion der Zeit fir den Fall der Resonanz 2 = wy .

sowohl in der Polardarstellung als auch in der Darstellung iiber Real- und Imaginérteil:

A = |Ale*
— Fo } {(wg —0?) +i—} . (2.70)

m | (W — Q2)? + 2L

Ist also die Winkelgeschwindigkeit der antreibenden Kraft €2 identisch mit der Frequenz wy
des ungeddmpften Oszillators, so ist der Realteil von A identisch 0 und der Phasenwinkel
¢ = /2. Dies bedeutet nach (2I0), dass die Auslenkung z(¢) der Amplitude um diesen
Winkel 7/2 hinterherhinkt (siche Abb. EZ3H). Zu dem Zeitpunkt zu der die Auslenkung des
Massenpunktes aus der Ruhelage 0 ist, ist die Antriebskraft in Richtung der Bewegung
maximal. Wenn die Auslenkung maximal ist, durchlauft die Antriebskraft gerade den
Nullpunkt um anschliessend in die neue Richtung anzutreiben. Es ist klar, dass bei dieser
Phasenlage der Kraftiibertrag von der antreibenden Kraft auf den Massenpunkt optimal
ist.

Ist die Frequenz des Antriebs 2 grofler als die Frequenz wg, so wird der Massenpunkt
der optimalen Antriebsphase nachlaufen. Mathematisch dussert sich das darin, dass der
Realteil von A in (70) negativ ist, was einem Phasenwinkel ¢ > 7/2 entspricht. Bei
Antriebsgeschwindigkeiten €2 kleiner als wq ist der Realteil von A grofler als Null. Dies
entspricht einer Phase ¢ < m/2. Physikalisch interpretiert bedeutet dies, dass die Eigen-
frequenz des Oszillators zu schnell ist fiir den Antrieb. Im Grenzfall 2=0 verschwindet
der Imaginérteil von A und es gilt ¢ = 0.
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2.11 Zur numerischen L6sung
der Bewegungsgleichungen

Die Bewegungsgleichung fiir ein mechanisches System, wie z.B. fiir den angetriebenen
Harmonischen Oszillator, hat die allgemeine Form

B(t) = f(x(t), 2(2),1) -

Es handelt sich also um eine Differenzialgleichung 2.0Ordnung in der Zeit, bei der die
gesuchte Funktion x(t), deren Zeitableitung #(t) und im allgemeinen Fall auch noch ein
inhomogener Anteil (also unabhéngig von x oder i), der eine explizite Zeitanhéngigkeit
enthalten kann, auftreten. Bisher haben wir einfache Probleme behandelt, bei denen eine
analytische Losung dieser Bewegungsgleichung recht leicht zu erzielen war. In vielen Fillen
wird man jedoch keine analytische Losung finden kénnen und man kann versuchen die
Differenzialgleichung (ZI0]) mit rein numerischen Methoden zu l16sen. An dieser Stelle
sollen einige einfache Methoden fiir eine solche numerische Losung vorgestellt werden.
Wir werden dazu zwei Schritte vornehmen:

e In einem ersten Schritt wird die Differenzialgleichung zweiter Ordnung umgeformt
in ein System von 2 Differenzialgleichungen erster Ordnung.

e Im zweiten Schritt werden wir eine einfache Methode fiir die numerische Losung
eines solchen Systems von Differenzialgleichungen erster Ordnung vorstellen.

Fiir die Umformung der Differenzialgleichung (ZT1]) definieren wir die Funktionen

yi(t) == z(t)
ya(t) = (1) . (2.71)

Damit kénnen wir die Differenzialgleichung (2-T1]) umschreiben auf die Form

n(t) =)= filyi,vet),
Ya(t) = fa(y1, 42, 1) - (2.72)

Dabei ist die Funktion f; identisch mit der Funktion f aus (I1]). Wir haben also so ein
System von zwei Differenzialgleichungen erster Ordnung in der Zeit fiir die 2 gesuchten
Funktionen y; (t) und y,(t). Dabei sind die Ableitung der gesuchten Funktionen y;(¢) nach
der Zeit durch Funktionen f; gegeben sind, die von allen y;(¢) und im Fall von inhomogenen
Differenzialgleichungen auch noch explizit von der Zeit ¢t abhédngen kénnen. Zur Losung
der Differenzialgleichung fiir y; muss y bekannt sein und entsprechendes gilt umgekehrt
fiir die Losung der Differenzialgleichung fiir y,. Wir sprechen deshalb von einem System
von zwei gekoppeten Differenzialgleichungen erster Ordnung.

Man kann dieses Verfahren direkt verallgemeinern und aus einer Differenzialgleichung
n-ter Ordnung fiir eine gesuchte Funktion y; () ein System von n gekoppelten Differenzi-
algleichungen erster Ordnung fiir entsprechende n Funktionen y; bis y,, generieren.

Wie 16st man nun solche Differenzialgleichungen erster Ordnung mit rein numerischen
Metoden. Ziel ist es dabei, die unbekannten Funktionen y;(¢) durch ihren Wert an diskreten
Stiitzstellen der Zeit

t, :=kxh fir k=0..N,
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zu bestimmen. Das gesamte uns interessierende Zeitintervall [to = 0,tp = N * h] ist so in
dquidistante Teilintervalle aufgeteilt. Die Schrittweite h soll dabei so klein gewéhlt sein,
dass die Information iiber die Werte der Funktion y; an diesen Stiitzstellen ¢, ausreicht
um die Funktion zu charakterisieren.

Die einfachste Moglichkeit fiir eine numerische Losung der Gleichungen (272) bietet das
sogenannte Euler Verfahren. Dazu nimmt man an, dass die Schrittweite h so klein
gewahlt ist, dass man bei der Taylor Entwicklung der gesuchten Funktionen

dy,
yilt+h) = yi(t) +h = | +O(?)
t

die Terme von quadratischer Ordnung in A und héheren Potenzen getrost vernachléssigen
kann. Das Verfahren enthélt also Fehler von der Ordnung O(h?). In dieser Néherung kann
man die Zeitableitungen von y; gemifl (Z72) ersetzen und erhélt

yi(t +h) = yi(t) + hfi(yi(t), y2(t), 1) .

Ausserdem konnen wir davon ausgehen, dass die Werte der gesuchten Funktionen y; am
Anfang der zu beschreibenden Bewegung bekannt sind. Dies sind ja gerade die Randbedin-
gungen y1(0) = (0) und y»(0) = v(0), die auch bei einer analytischen Losung vorgegeben
werden miissen. Daraus konnen wir dann mit Hilfe von (2I1]) berechnen

z(t1) =yi(t1) =y(0) +hfi(y:(0),y2(0),0)
U(tl) = y2(t1) = y2(0) + hf2(y1(0)>y2(0)> 0) . (2-73)

Damit sind Ort und Geschwindigkeit an der néchsten Stiitzstelle in der Zeit t; berechnet
und man kann das gleiche Verfahren benutzen um damit die gesuchten Funktionswerte an
der néchsten Stiitzstelle ¢5 zu bestimmen. Nach N Schritten ist man dann am Endpunkt
angelangt.

Um dieses Verfahren konkret vorzufiihren ist in Abb. das Protokoll einer MAPLE
Sitzung dargestellt, in der mit dem Euler Verfahren zu Testzwecken die Differenzialglei-
chungen fiir den Harmonischen Oszillator ohne Dampfung berechnet wird. Zunéchst wurde
dabei eine Prozedur harmol definiert, die als Input die Groéflen Schrittweite h, Zahl der
Stiitzstellen n und die Anfangswerte 0 und v0 benétigt. Die Prozedur berechnet dann
die Werte fiir x, v und t an den Stiitzstellen ¢; = i * h aus und speichert sie als Elemen-
te eines Vektors x[i], v[i] bezichungsweise t[i]. In der Prozedur werden durch die lokalen
Variablen ww = w = 1 und o = bet = 0 die Eigenschaften des Beispiels festgelegt. Nach
dem Aufruf der Prozedur mit den Werten 20 = 0, v0 = 1, h = 0.01 und n = 700 werden
die Ergebnisse fiir () und v(t) beziehungsweise die zugehorige Trajektorie geplottet. Die
entsprechenden Ergebnisse sind in Abb. EZ37 dargestellt.

Man sieht insbesondere bei der Trajektorie im Phasenraum, dass das Ergebnis nicht sehr
zufriedenstellend ist. Die Trajektorie schliesst sich nicht genau zu einer Ellipse. Die Ur-
sache dafiir ist die Ungenauigkeit des benutzten Verfahrens. Man konnte nun die Ergeb-
nisse dadurch verbessern, dass die Schrittweite h verringert wird. Dies fiithrt in der Tat
zu gewissen Verbesserungen, jedoch wird der numerische Aufwand entsprechend grofier.
Bei kompliziertern Systemen von Differenzialgleichungen kann eine solche Erhchung der
Zahl der Stiitzstellen (also Verkleinerung von h) schliesslich dazu fithren, dass die Zahl
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— | MR
File Edit View Options Help
Input | Interrupt Pause
= vli]i=v[i-1]-{x[i- 1] ww+v[i-1]"bet}*h; =
= od
> end; I
harmol := proc(z0,v0,h,n,x,v,t)
local 1,ww,bet;
wvw o= 1. ;
bet = 0;
z[0] := =0;
w[0] := w0;
t[0] := 0;
for 1 to n do
t[i] = t[i-1]+h;
2[1] := z[i-1]+w[i-1]*h;
w[i] = w[i-1]-(xz[i-1]*ww+v[i-1]*bet)*h -
od
aend
> harmo1(0,1,0.01,700,%,v,t);
7809133941 '
I
= plot{{[seq([t[j*10].x[i*10]].j=1..70)L.[seq([t[i*10].~[i"10]].i=1..70]]}.0..7.-1.2..1.2 style=point);
= Iplot([seq([x[j"10],v[j"10]],j=1..?0)],—1 2..1.2,-1.2..1.2,style=line,color=blue);

|Maib|e Memory: QS1K| |Mable_CPU Time: El:Z'_sef:_| |Ihterfa€e Memory: 1B‘DK|

Abbildung 2.36: MAPLE Protokoll fiir Das Euler Verfahren, siehe Diskussion
im Text

Abbildung 2.37: Ergebnisse fiir die numerische Berechnung des Harmonischen
Oszillators mit dem Euler Verfahren nach Abb. (2230, links x(t) und v(t), rechts
die Trajektorie im Phasenraum.
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der bendtigten Rechenoperationen so grofl wird, dass die Berechnung durch numerische
Rundungsfehler ungenau wird.

Es lohnt sich also offensichtlich den Algorithmus zur numerischen Losung der Differenzi-
algleichungen zu verbessern. Wir wollen an dieser Stelle eine erste Verbesserung des Euler
Verfahrens diskutieren, das Runge-Kutta Verfahren 2.0rdnung. Im Gegensatz zum
Euler Verfahren (IT]) berticksichtigt man dabei auch die Terme quadratischer Ordnung
in der Taylorentwicklung
2 72

dyi X h_ d7y;
dt 2 dt?
dyi | h*df;

Al 3
g O (2.74)

yit+h) = wyi(t)+h +O(n?)

Bei der Berechnung der Zeitableitung der Funktion f; nach der Zeit macht man nun wieder
die lineare Ndherung und ersetzt

dfs ~ fily @+ )] = fily; (1))

dt h

fily; () + B lye@]] = i [y (D)
- :

Q

(2.75)

Insgesamt macht man in diesem Fall nur Fehler der Ordnung h?, die Terme bis zur 2.0rd-
nung in h werden korrekt behandelt. Deshalb heisst dieses Verfahren auch ein Verfahren
2.0rdnung. Mit den Gleichungen (74) und (Z70]) kann man nun eine schrittweise Losung
der Differenzialgleichungen durchfiihren ganz analog zum oben diskutierten Euler Verfah-
ren. Natiirlich kann man die Verfahren weiter verbessern. Als Beispiel sei die MAPLE
Prozedur fiir ein Runge-Kutta Verfahren 4.0Ordnung angegeben f.

harmo2 := proc(x0,v0,h,n,x,v,t)
local i,ww,bet,kl,k2;
ww = 1.
bet := .1 ;
x[0] := xO0;
v[0] := vO0;
t[0] := 0;

for i to n do
t[i] := t[i-1]+h;
k1[1] := hxv[i-1];

k2[1] := -hx(x[i-1]*ww+v[i-1]*Dbet);

k1[2] := h*x(v[i-1]+.5%k2[1]);

k2[2] := -h*x((x[i-1]+.5%k1[1])*ww+(v[i-1]+.5%k2[1])*bet);
k1[3] := h*x(v[i-1]1+.5%k2[2]);

k2[3] := -h*x((x[i-1]+.5%k1[2])*ww+(v[i-1]+.5%xk2[2])*Dbet);

k1[4] := hx(v[i-1]+k2[3]);

"Eine Ubersicht iiber verschiedene numerische Methoden zur Losung von Differenzialgleichungen und
deren Umsetzung in Programmiersprachen findet man z.B. in W.H. Press, B.P. Flannery, S.A. Teukolsky,
W.T. Vetterling: Numerical Recipes, the art of scientific computing. Dort ist auch dieses Runge Kutta
Verfahren niher beschrieben.
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k2[4] := -h*((x[i-1]1+k1[3])*ww+(v[i-1]1+k2[3])*bet);
x[i] := x[i-11+1/6%k1[1]1+1/3xk1[2]+1/3*k1[3]+1/6%k1[4];
v[i] := v[i-1]+1/6%k2[1]+1/3*k2[2]+1/3*%k2[3]+1/6%xk2[4]
od
end

Diese verbesserten Verfahren sind sehr viel zuverlédssiger als das Euler Verfahren. Die
Testrechnung am Beispiel des Harmonischen Oszillators, die wir in Abb. mit dem
Euler Verfahren diskutiert haben, fiihrte bei einer Schrittweite von A = 0.01 nur zu
bedingt zufriedenstellenden Ergebnissen. Eine entsprechende Rechnung mit dem Runge-
Kutta Verfahren 4.Ordnung liefert sogar bei einer sehr viel gréfleren Schrittweite von
h = 0.1 eine nahezu perfekte ellipsenférmige Trajektorie im Phasenraum.
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2.12 Zentrale Kraftfelder

In diesem Abschnitt sollen die Eigenschaften von Zentralen Kraftfeldern betrachtet
werden. Unter einem zentralen Kraftfeld versteht man eine eine Kraft, die stets in die
Richtung eines zentralen Punktes, dem Kraftzentrum wirkt. Auf jedes Probeteilchen wirkt
also eine Kraft, die versucht dieses Teilchen in die Richtung des Kraftzentrums zu bewegen.
In diesem Fall spricht man von einer attraktiven Zentralkraft. Eine Zentralkraft kann aber
auch repulsiv sein. In diesem Fall weist die Kraft stets in die Richtung vom Kraftzentrum
weg.

Als Beispiel fiir eine solche Zentralkraft kennen wir die Kraft, die von einer elektrischen
Punktladung auf eine Probeladung ausgeiibt wird. In diesem Fall entspricht die Position
der Punktladung dem Kraftzentrum. Wenn Punktladung und Probeladung unterschiedli-
ches Vorzeichen besitzen, so ist die Zentralkraft auf die Probeladung attraktiv. Im Falle
von Ladungen mit gleichem Vorzeichen ist die Kraft repulsiv. Insbesondere ist also die
Kraft, die ein Atomkern mit Z Protonen auf ein Elektron ausiibt, eine solche attraktive
Zentralkraft.

Betrachtet man das Koordinatensystem, das sich in natiirlicher Weise anbietet, ndmlich
das, bei dem der Koordinatenursprung mit dem Kraftzentrum zusammenfallt, so schreibt
sich diese Coulombkraft in der Form
F = __2f ’
r2r

wobei e fiir den Betrag der Elementarladung steht, die ja bis auf das Vorzeichen der
Ladung des Elektrons wie auch der Ladung des Protons entspricht. 7 ist der Ortsvektor
des Elektrons und r der Betrag dieses Ortsvektors also gerade der Abstand zwischen dem
Elektron und dem Atomkern im Koordinatenursprung.

Allgemein ist also ein Zentrales Kraftefeld so definiert, dass es in einem Koordinaten-
system mit dem Koordinatenurspung im Kraftzentrum die Form besitzt

F() = f(7)7.

Dabei ist f(7) ein Skalarfeld, also eine reellwertige Funktion, deren Funktionswert, die
Stiarke der Kraft, sowohl vom Abstand |7] als aber im allgemeinen Fall auch von der
Richtung des Vektors 7 abhéngen kann.

Handelt es sich bei dem zentralen Kraftfeld ausserdem noch um ein konservatives Kraft-
feld, so héngt die Stirke der Kraft nur vom Abstand |r] ab. Es gilt also

Fzentral und konservativ. == F(7) = f(|f])7.

Zum Beweis dieser Behauptung betrachten wir die Darstellung der Vektoren in Kugelko-
ordinaten (mit dem Koordinatenursprung im Kraftzentrum). Da F' konservativ sein soll,
kann man F' als Gradient eines Potenzials U schreiben (233)

F(r,0,6) = —VU(r,0,0)
oUu 10U . 1 0U .

A~

o e rsin@%%'

(2.76)
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Beim Ubergang zur zweiten Zeile dieser Gleichung wurde die Darstellung des Gradienten
in Kugelkoordinaten von (Z3.2) ibernommen. Da F' ausserdem eine Zentralkraft sein soll,
also lediglich eine Komponente parallel zu é, besitzt, gilt

F(r,0,0) = f(r,0,d)ré,,

die Komponenten des Kraftfeldes in Richtung der Einheitsvektoren €y und é, sind dem-
nach identisch null. Aus der Darstellung von F' in (276]) folgt

& =0
5 0 } also U(r, p, )
b

das Potenzial U héngt nur vom Abstand r ab. Dies gilt dann natiirlich auch fiir die
Ableitung von U nach r und der Vergleich von (EZ76) mit T2) zeigt

10U

f==a

Dadurch ist also gezeigt, dass die Stérke des konservativen zentralen Kraftfeldes nur vom
Abstand vom Kraftzentrum r abhéngt, womit (2I12) bewiesen ist.

Eine konservative Zentralkraft F ist also dadurch gekennzeichnet, dass es ein entsprechen-
des Potenzial U(r) gibt, das nur vom Abstand r abhéngt. Es gilt

0_U
or

A~

.

F=-VU(r)=-

Man bezeichnet ein solches Potenzial, U(r), auch hiufig als Zentralpotenzial.

Natiirlich kann man sich zentrale Kraftfelder vorstellen, die nicht konservativ sind, und
bei denen sie Starke der Kraft nicht nur vom Abstand zum Kraftzentrums sondern auch
von der Richtung des Ortsvektors abhangt.

Bei der Beschreibung einer Bewegung von Massenpunkten in konservativen Kraftfeldern
ist es niitzlich, den Drehimpuls des bewegten Massenpunktes zu definieren. Der Drehim-
puls, ﬁ eines Teilchens der Masse m am Ort 7 mit der Geschwindigkeit v ist definiert
durch

[ = mFxT=7xp,

mit p, dem Impuls des Teilchens. Es ist klar, dass dieser Drehimpuls von dem Koordina-
tensystem anhéngt, in dem die Bewegung des Teilchens beschrieben wird: Bewegt sich ein
Teilchen im Koordinatenurpsrung eines Koordinatensystems, so ist der Drehimpuls des
Teilchens zu diesem Zeitpunkt [ = 0, da ja 7= 0. In einem Koordinatensystem mit einem
anderen Ursprung ist aber 7' # 0, so dass hier auch der Drehimpuls I/ im Allgemeinen
von Null verschieden sein wird.

Hier soll die Bewegung in einem zentralen Kraftfeld betrachtet werden und deshalb werden
wir im Folgenden ein natiirliches Koordinatensystem betrachten, bei dem der Koordina-
tenursprung im Kraftzentrum liegt. In diesem Fall gilt:

Bei der Bewegung eines Teilchens in einem zentralen Kraftfeld bleibt der Drehimpuls
des Teilchens, bezogen auf ein Koordinatensystem mit Ursprung im Kraftzentrum,
erhalten
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Zum Beweis dieses Satzes betrachten wir die Ableitung des Drehimpulsvektors nach der
Zeit
dl d .
% = ma (T X ’U)
_ L L dv
= m(vxv)+m<r><%)

= (Fxﬁ)
= f(MFx7) = 0. (2.77)

Damit ist also gezeigt, dass der Drehimpuls eine Konstante der Bewegung ist.

Aus der dritten Zeile dieser Gleichung lesen wir ausserdem ab, dass fiir jedes Kraftfeld
gilt

dl ~ -
Die Anderung des Drehimpulses ist danach gegeben durch das Vektorprodukt aus dem
Ortsvektor des Teilchens 7 und der wirkenden Kraft F'. Man bezeichnet diese Grofle als

das Drehmoment, das auf das Teilchen wirkt.

Ist aber der Vektor | = 7 x p wihrend des ganzen Bewegungsablaufes konstant, so be-
deutet das ja auch, dass sowohl der Ortsvektor i wie auch der Impulsvektor p’ zu jeder
Zeit senkrecht zu diesem konstanten Vektor [ stehen miissen. Das bedeutet aber, dass
sich die Bewegung in einer Ebene abspielt und der Drehimpulsvektor steht senkrecht auf
dieser Ebene. Identifizieren wir also die Richtung des Drehimpulses mit der z-Achse des
Koordinatensystems, so ist der Ortsvektor des Teilchens eindeutig durch die x und y-
Koordinate beziehungsweise auch durch die Zylinderkoordinaten p und ¢ definiert. Ja es
gilt sogar, dass die z-Koordinate identisch null sein muss, die Ebene, in der die Bewe-
gung ablauft enthélt also den Koordinatenursprung, das Kraftzentrum. Wére néamlich die
z-Konponente von 7 ungleich null, so hétte die Kraft, die ja in Richtung 7 zeigt eine Kom-
ponente, die das Teilchen aus der Ebene herausziehen wiirde, was aber im Widerspruch
zur Drehimpulserhaltung stiinde.

So werden die Bewegungsgleichung, die ja im Allgemeinen drei Differenzialgleichungen
fiir die Bestimmung von den drei Koordinaten des Teilchens als Funktion der Zeit sind,
im Fall eines zentralen Kraftfeldes reduziert auf zwei Differenzialgleichungen fiir die zwei
unbekannten Funktionen der Teilchenkoordinaten in einer Ebene.

Die Bewegungsgleichungen werden noch weiter reduziert, wenn die Bewegung in einem
zentralen konservativen Kraftfeld ablauft. Dazu schreiben wir die Newtonschen Bewe-
gungsgleichungen in Zylinderkoordinaten und legen das Koordinatensystem so, dass der
Koordinatenursprung mit dem Kraftzentrum iibereinstimmt und die z-Achse parallel zum
Drehimpuls des Teilchens liegt. Damit verlduft die Bewegung ausschliesslich in der xy-
Ebene und wird durch die Zylinderkoordinaten p und ¢ (2=0) beschrieben. Die Ausdriicke
fiir den Ortsvektor 7, die Geschwindigkeit ¥ und die Beschleunigung @ reduzieren sich da-

mit von (1)) - &I auf

r Pe,
U= pé,+ péy
= |50 e+ 200+ 08| s (2.78)
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Daraus kénnen wir direkt den Drehimpuls berechnen zu
I = mPx = mpé, x [,o'ép + p¢é¢]
= mpde, (2.79)

Damit wird noch einmal bestétigt, dass bei dem hier gewihlten Koordinatensystem der

Drehimpuls parallel zur z-Achse liegt und der Betrag des Drehimpulses, m durch mp?¢

gegeben ist. Da wir die Bewegung in einem konservativem Zentralkraftfeld beschreiben
wollen berechnet sich die Kraft F als Gradient eines Potenzials U(p), das nur vom Abstand
vom Kraftzentrum und damit in der z = 0-Ebene lediglich von der Zylinderkoordinate p

abhéngt.
ou

F=-VU(p) = —8—pép
Aus dieser Gleichung zusammen mit der Darstellung der Beschleunigung in (Z78) erhalten
wir also fiir die Komponente der Newtonschen Bewegungsgleichung F' = mb, in Richtung

von €,

ou . '
—5, = mp—mps’
p
2
o ]l
= mp—+ a—p 2m,02 .
Diese Gleichung kann man umschreiben auf die Form
2
= v o |l
P dp  Op2mp?
2
ou; U
eff :
- _ t = . 2.
ap mi Ueff U(p) + 2mp? (2.80)

Die Differenzialgleichung fiir die radiale Koordinate entspricht also der Bewegungsglei-
chung eines Teilchens in einer Raumdimension mit einem effektiven Potenzial, das neben
dem Potenzialterm, der die wirkende Kraft darstellt, U(p), noch einen sogenannten Zen-
trifugalterm enthélt, der proportional zum Quadrat des Betrages des Drehimpulses [ ist.
Eine solche Summe aus attraktivem Potenzial und dem Zentrifugalterm zu einem effekti-
ven Potenzial is beispielhaft in Abb. dargestellt.

Zum Versténdnis der Ursache dieses Zentrifugalterms in der radialen Bewegungsgleichung
(ZR0) betrachten wir die Energie des Teilchens, die ja in dem vorliegenden konservativen
Kraftfeld wihrend der Bewegung erhalten bleibt:

E = S +U(p)
m . m .
= 5P2 + §P2¢2 +Ul(p)

2

l

_ M. H

= 3Pty TV (2.81)
—_———

“Ueft
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Ulp) |
— U(p)=—y(p)
; I'/2mp’) |
i — Uyp) ]
0
p
Abbildung 2.38: Effektives Potenzial als Summe von Potenzial und Zentrifu-
galpotenzial

Der Zentrifugalterm hat also seinen Ursprung in der kinetischen Energie des Teilchens.
Néhert sich ein Teilchen in einem zentralen Kraftfeld dem Kraftzentrum, so muss die Azi-
muthkomponente der kinetischen Energie erhoht werden, damit der Betrag des Drehim-
pulses bei kleiner werdendem p konstant bleibt. Diese Erhohung der kinetischen Energie
wirkt in der Bewegungsgleichung fiir die Abstandskoordinate p wie ein repulsiver Beitrag
zum Potenzial.
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2.13 Newton’sches Gravitationsgesetz, Planetenbe-
wegung und Kepler’sche Gesetze

2.13.1 Das Newton’sche Gravitationsgesetz

Bislang hatten wir die Schwerkraft, die auf eine Masse m nahe der Erdoberfliche wirkt,
in der Form F = —mg betrachtet. Die Frage ist nun, wie sich dieses Gesetz dndert, wenn
wir die Masse m sehr weit von der Erdoberfliche entfernen. Naheliegend ist, dass die
Gravitationskraft gegen Null geht, wenn wir uns unendlich weit von der Erdoberflache
entfernen.

Gesucht ist also ein allgemeineres Gravitationsgesetz, das zum einen die Abhéngigkeit
vom Abstand r der beiden anziehenden Massen (Masse m und Erde) wiedergibt, aber
auch die Abhéngigkeit von der Erdmasse enthélt.

Betrachten wir zundchst die Abstandsabhéngigkeit. Mit der naheliegenden Annahme
Fy, — 0 fiir 7 — oo konnen wir einen Ansatz F, = const.- % versuchen. Es liegt aulerdem
nahe, dass I, in Richtung des Verbindungsvektors 7 zwischen der Erde und m wirkt, so
dass wir schreiben koénnen:

- m 7
Fy = —const - —— (2.82)
re |7l
Vergleichen wir dies mit F= —mg, so erhalten wir: g = cor—f.‘ft, wobei rg der Erdradius ist.
E

Um a zu bestimmen, vergleichen wir den Wert von F, auf der Erdoberfliche mit dem
Wert von Fj, auf der Mondbahn. Der Mond lauft im Abstand rp;p um die Erde. Néhern
wir eine Bahn durch eine Kreisbahn (tatséchlich handelt es sich um eine Ellipsenbahn,
wie wir spater sehen werden), so erhalten wir aus dem Kréftegleichgewicht zwischen Fj
und der Zentripetalkraft mw?ryp:

const - 2 = mw?ryp. (2.83)
/erl(

2
Die Beschleunigung ay;p des Mondes ist: ayp = w?ryp = (ﬁ;) “TMB-

Die Umlaufteit Th;p des Mondes betrigt 28 Tage = 2.4 -10% s
Der Radius ry;5 betrigt ca. 3.8-10° m ~ 60 rg

Wir erhalten hieraus: ayp ~ 2.6 - 10_3§2 R W.

Entsprechend unserem Ansatz fiir F, kénnen wir das Verhéltnis ‘”‘% schreiben:

avp _ 1/(rus)” _ (T_E)a (2.84)

g 1/(re)" T™MB

«
. . (0% . . .
Wir haben also mit ;5 =~ 60rg : (T;fB) oS (%) , woraus sich mit unserer Abschétzung

ayp ~ ﬁ unmittelbar o ~ 2 ergibt.
Wir vermuten deshalb ein quadratisches Abstandsgesetz.

Es bleibt noch die Abhéngigkeit von der Erdmasse M zu untersuchen. Hierzu folgendes
Gedankenexperiment (s. Abb. 2ZZ39):
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SN
Mond

Abbildung 2.39: Gedankenexperiment zur Abhdngigkeit des Gravitationsgesetzes von der
Erdmasse: Vergrifiern des Mondes und Verkleinern der Erde zur

Wir vergréflern den Mond auf die Grofle und Masse der Erde und verkleinern die Erde
auf die Grofle und die Masse des Mondes. Mond und Erde haben dann vollig symmetrisch
ihre Rollen vertauscht, was sich auch in der Kraft zwischen den beiden wiederspiegeln
sollte

Es liegt also nahe, dass m und M symmetrisch in gleicher Form in F, eingehen, d. h. als
Produkt m - M. Wir haben damit endgiiltig das

M-m
r2

Newton’sche Gravitationsgesetz: ﬁg =-G (2.85)

<13y

mit der noch unbekannten Gravitationskonstanten G.

Historisch gesehen hat Newton das Gravitationsgesetz auf der Basis von Kepler’s Geset-
zen iiber die Planetenbewegungen gefunden. Wir werden hierauf etwas spéter eingehen.
Insbesondere sei hier aber darauf hingewiesen, dass sich G #hnlich wie die Vakuum-
Lichtgeschwindigkeit als eine universelle Konstante erweist, die fiir alle Massen die
gleiche ist.

Wiissten wir an dieser Stelle die Masse der Erde, so konnten wir G aus der Kenntnis von
g und rg sofort angeben. Um G tatséchlich zu bestimmen, muss die Gravitationskraft
zwischen zwei bekannten Massen M und m gemessen werden.

Ein irdischer Versuch zur Bestimmung der Gravitationskraft zwischen zwei Mas-
sen m und M und damit auch der Bestimmung von G wurde bereits 1798 von Cavendish
durchgefiihrt. Ein derartiges Experiment ist keineswegs trivial. Man bedenke, dass es der
Masse der ganzen Erde bendtigt, um eine Gravitationsbeschleunigung g von eben 9.813
auf der Erdoberflidche zu erreichen.

Dass ein Experiment zur Messung von ﬁg bei relativ moderaten Massen im kg-Bereich
dennoch gelingen kann, liegt daran, dass man den Messaufbau so wahlen kann, dass die
Gravitationskraft, die die Erde auf die Massen ausiibt, keinen Einfluss auf das Experiment
hat. Der Aufbau ist in Abb. 240 skizziert.

An einem sehr diinnen Draht (Durchmesser 10 pm) héngen leicht drehbar zwei Massen
m = 50 g wie in Abb. B0 (links) in der Seitenansicht gezeichnet. Der vertikale Abstand
der beiden Massen betrégt ca. 25 cm. An diese beiden Massen kénnen zwei fest verankerte
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I d=25cm

r=8.5cm

T Laserstrahl Q
25cm

llanll
dinner Draht aus
m=50g

M =10 kg

Abbildung 2.40: Schematischer Aufbau des Cavendish-Versuchs

Massen M = 10 kg auf den relativen Abstand r = 8.5 cm zwischen den Kugelmittelpunk-
ten herangebracht werden, wie in der mittleren Abbildung in der Aufsicht gezeichnet. Der
Abstand der Mitttelpunkte der kleinen Massen betriagt 2d = 5 cm.

In der im mittleren Bild gezeicheten Konfiguration ”an” ist die Gravitationskraft zwischen
den Massen in azimuthaler Richtung gerichtet und wird dazu fithren, dass sich die kleinen
Massen in Richtung der grofien Massen drehen. In der Stellung "aus” erfolgt dagegen
keine Drehung.

Um die Drehbewegung der kleinen Massen bzw. des Drahtes nachzuweisen, ist am Draht
ein kleiner Spiegel befestigt, der von einem Laserstrahl beleuchtet wird. Drehen sich die
Massen m und damit der Draht um den Winkel ¢, dann wird der Laserstrahl um den
Winkel 2¢ abgelenkt, wie man sich an Hand von Abb. Z41] klarmachen kann.

Wand Abbildung 2.41:  Abbildung der Drehung
der Massen m mittels des Spiegels

Laser

Bevor wir hier weitermachen, wollen wir zunéchst eine Anmerkung iiber die Gravitations-
kraft zwischen zwei Massen endlicher Ausdehnung machen. Die Massen m und M sind ja
relativ nahe beieinander, so dass wir deren Ausdehnung sicher nicht ignorieren kénnen.
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Nun zeigt sich aber (die genaue Rechnung werden Sie etwas spéter kennenlernen), dass
zwischen homogenen kugelférmigen Massenverteilungen die Gravitationskraft genau so
wirkt, als sei die Masse im Mittelpunkt der Kugeln vereinigt. Damit kénnen wir
unsere Massen doch wieder als Punktteilchen auffassen.

Im Experiment bringen wir nun zunéchst die Massen M von der Position "aus” in die
Position ”"an”. Die Massen m werden durch die Gravitationskraft zwischen m und M
an die Massen M herangezogen, wodurch sich der Draht etwas verdreht. Der Draht {ibt
seinerseits eine riickstellende Kraft auf die Massen aus, die (analog zum Hooke’schen
Gesetz) proportional zum Auslenkwinkel ¢ ist: Fp = —k.

Im Gleichgewicht haben wir Fp = 2- F,, wobei der Faktor 2 daher riihrt, das zwei Massen
den Draht drehen. Hierbei vernachlassigen wir die Gravitationskraft zwischen der tiefer
(hoher) gelegenen Masse M und der hoher (tiefer) angebrachten Masse m. Wir bezeichnen
die Differenz der Auslenkwinkel in den Ruhelagen ”"an” und "aus” als ¢g. Dieser Winkel

ergibt sich aus der Beziehung
mM

Kipo = 2G— . (2.86)
Aufgelost nach G ergibt sich:
2
KT
— . 2.87
2mM ( )

Nun ist die Drehbewegung der Massen m um die Drahtachse nur sehr schwach gedampft.
Wie wir gleich sehen werden, fithren diese Massen deshalb eine Drehschwingung um die
Drahtachse aus. Die Frequenz bzw. Periode dieser Schwingung kénnen wir nutzen, um die
uns unbekannte Gréfle k zu eliminieren.

Zur Aufstellung der Bewegungsgleichung fiir die Drehschwingung betrachten wir nochmals
die Anordnung des Fadenpendels, die Sie schon kennengelernt haben (AbbEZZ2).

mg sin® -

mg
Abbildung 2.42: links: Fadenpendel; rechts: schwingende Massen beim Cavendish-Versuch

Beim Fadenpendel hatten wir zundchst Zylinderkoordinaten eingefiihrt und dann die auf
die Masse m wirkende Schwerkraft in einen radialen und einen azimuthalen Anteil zerlegt.
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Fiir die Beschleunigung in azimuthaler Richtung ergab sich fiir eine konstante Lange [ des

Fadenpendels: a, =1-¢ = F“" = —g-sine.
Wir kénnen dieses Resultat nun unmittelbar ibernehmen, um die Drehschwingung der
beiden Massen m zu behandeln. Hierbei ist: F|, = —Z¢. Ersetzen wir noch die Lénge [

des Fadenpendels durch den halben Abstand d der beiden Massen, so erhalten wir bei
Vernachlassigung von Dampfungstermen:

m-d~gb+gg020 (2.88)

was eine Schwingungsgleichung fiir ¢ ist.

Die Eigenfrequenz dieser Drehschwingung betragt

21 K
_ - — 2.89
YT omd (2.89)

Mit diesem Ergebnis kénnen wir in Gleichung 287 die Grofle x eliminieren und erhalten:

2d (27’
G = rﬁ : (%) “o. (2.90)

Fiir den Auslenkwinkel oo betrage die Auslenkung des Laserstrahls an der Wand S (s.
Abb. ZT]). Der Abbildung entnimmt man: 2¢y &~ Sp/L, so dass wir schliellich G aus

2d 2T 2 S(]
= — | — 2.91
=51 (7) 2 201
bestimmen konnen. Fiir die Oszillationsperiode messen wir 7' = 7.5 min = 450 s. Das

System schwingt dabei um die Ruhelage Sy = 1 m.
Einsetzen aller Zahlenwerte in EZO1 liefert: G ~ 7.2 - 1071 45,

kg?
Der Literaturwert betrigt: G ~ 6.67 - 10_1111:%‘2‘.

Unsere Messung ist also nicht allzu weit von diesem Ergebnis entfernt.
Es lohnt hier, nochmals eine genauere Fehlerabschiatzung vorzunehmen.

Wir hatten G als Funktion der 6 Messgrofien r, d, M, T, Sy und L bestimmt. Jede dieser
GroBen hat einen endlichen (zufélligen) Messfehler. Nach den Regeln der Fehlerfortpflan-

zung haben wir allgemein fiir eine Grofe f(x1, xs,...,xN):
N 2
of
6f) = ——bx, | . 2.92
697 =3 (5om ) 292)
Hierbei ist 5~ L die partielle Ableitung von f nach x,, (alle anderen Variablen xy, k # n, se-

hen wir als fest an) und 0z, ist der Messfehler von x,,. Angewendet auf G(r,d, M, T, Sy, L)
ergibt dies:

or\>  (8d\®  [8So\? [OL\? ST\ [(oM*
2 2. - - 720 ol il bt
(0G)* =G {<2T) +(d) +<So) +(L) +(2T) +(M) } (2.93)
Nehmen wir an, dass wir jede der Groflen auf 3% genau bestimmt haben, so addiert sich
der zufillige relative Fehler zu 6G'/G = 0.03 - v/8 ~10%.

Wir wollen auflerdem zwei systematische Fehler diskutieren:
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Wir hatten den Einfluss der diagonal gegeniiberliegenden Masse M vernachléssigt.
Der Mittelpunkt dieser Kugel hat von der Masse m einen Abstand 2z, in z-Richtung
von ca. 25 cm, ist also um den Abstandsvektor ro = /22 + 12 + (2d)% ~ 27 cm von
m entfernt. Das Verhéltnis ry /ry betriagt ca. 0.3. Die durch die zweite Masse M auf
m ausgeiibte Gravitationskraft F, ist also vom Betrag her etwa (0.3)? ~ 0.1 der
Gravitationskraft Fj; durch die nahe benachbarte Masse M. Davon ist der Anteil
Fyosin(ry/ry) =~ 0.3F; ~ 0.03F,; antiparallel zu Fj; gerichtet. Er fithrt zu einer

Uberschitzung von G um etwa 3%.

Bei der Berechnung der Schwingungsdauer 7" hatten wir nur die Massen m der beiden
kleinen Kugeln beriicksichtigt, aber nicht die Masse der Aufhidngung selbst. Diese
Masse fithrt zu einer leichten Erhohung von 7' und damit zu einer Unterschétzung
von G. Der systematische Fehler betriagt hier 5-10%.

Wir haben damit einen zufélligen Fehler von ca. 10 % und einen systematischen Fehler
von ca. 5%. Unser Ergebnis wich um ca. 7% vom Literaturwert ab, liegt also innerhalb
der Fehlergrenzen.

Wir wollen uns nun der Planetenbewegung zuwenden und zunéchst einige historische
Anmerkungen geben.

bereits im 4. Jh. v.Chr beschéftigten sich die Babylonier mit den Sternen. Die Vor-
stellung war, dass ” Sphéren” um die Erde kreisen, an denen die Sterne bzw. Planeten
angebracht waren.

dieses geozentrische Weltbild wurde im 2. Jh. v.Chr. von Ptoleméus (85-165, Agyp-
ten) nochmals verfeinert, der die Bewegung der Planeten auf den Sphéren durch
zusétzliche ” Epizyklen” beschrieb.

im 16. Jh. stellte Kopernikus (1473-1543) die Vermutung auf, Erde und Planeten
kreisten auf Kreisbahnen um die Sonne. Dieses heliozentrische Weltbild lieferte al-
lerdings zunéchst deutlich schlechtere Vorhersagen als das geozentrische Bild von
Ptolemé&us.

im 17. Jh. fithrte der ddnische Astronom Tycho Brahe (1546-1601) zahlreiche Stern-
und Planetenbeobachtungen durch. Eine seiner Beobachtungen war, dass keine Be-
wegung der Sterne durch den Effekt der Parallaxe zu erkennen war. Um dies zu
erklaren, musste entweder die Erde ruhen, oder es mussten die Sterne extrem weit
entfernt sein. Brahe schloss das letztere aus; die Erde musste also ruhen.

1610/1611 wurden durch Galilei und Kepler die ersten Fernrohre konstruiert.

bereits 1610 erkannte Galilei mit seinem Fernrohr, dass Monde um den Jupiter
kreisen (Galilei erkannte 4 Monde). Die Monde kreisten dabei ”hinter” dem Jupiter
hindurch, was im Bild der Sphéren sehr problematisch ist.

In der Folgezeit setzte sich trotz heftiger Widerstdnde mehr und mehr das heliozen-
trische Weltbild durch. Ein wesentlicher Meilenstein waren hierbei
die Kepler’schen Gesetze (s. unten), die 1609 bzw. 1619 formuliert wurden.

Auf ihrer Basis fand schliefflich eine Generation spéter
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e 1666 Isaac Newton das nach ihm benannte Gravitationsgesetz.

2.13.2 Die Kepler’schen Gesetze

1. ”Die Planeten durchlaufen Ellipsenbahnen, wobei die Sonne in einem der Brenn-
punkte steht” (1609, s. Abb. ZZ3)).

groReHalbachse a

kleineHalbachse b

Abbildung 2.43: Zur Geometrie der Ellip-
se; auf dem gesamten Umfang qilt: [, +1y =
Brennpunkte const = 2a

2. ”Der ’Fahrstrahl” von der Sonne zu den Planeten {iiberstreicht in gleichen Zeiten
gleiche Flichen” (1609, s. Abb. ZZ4]).

Planet

"Fahrstrahl"

Abbildung 2.44: Zum 2. Kepler’schen Ge-
setz. Die beiden schraffierten Flichen, die
ein Planet in gleichen Zeiten durchlduft,
sind gleich grofs.

3. ”Das Verhéltnis der Kuben der grolen Halbachse a zum Quadrat der Umlaufzeit T’
ist fiir alle Planeten das gleiche”, d. h. a®/T? = const. (1619).

Im néchsten Abschnitt wird gezeigt, wie aus den drei Kepler’schen Gesetzen die New-
ton’sche Gravitationskraft folgt.

Mit Aufbauten wie dem Cavendish-Experiment konnen wir die Gravitationskraft, die eine
der fundamentalen Naturkrifte ist, auf Langenskalen cm bis m testen (im Prinzip kénnen
wir die Massen m und M, und den Abstand r variieren). Die Planetenbewegung liefert
uns Messdaten auf der Groflenskala des Sonnensystems. Wesentlich schwieriger oder gar
unmoglich werden solche Tests aber, wenn wir zu extremen Skalen gehen.
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e Bei atomaren oder subatomaren Abstéinden {iberwiegen andere Krifte (wie etwa die
elektrostatische Kraft zwischen den Elektronen und dem Atomkern) die Gravitati-
onskraft um viele GroBenordnungen. Bis heute ist es nicht gelungen, die Gravitati-
onskraft bei sehr kleinen Abstéinden mit den {ibrigen Wechselwirkungen in Einklang
zu bringen. Spétestens bei Abstéinden im von Bereich 1072 m (der Planck-Skala)
versagt die heutige Theorie.

e GroBe Massenansammlungen bewirken eine Anderung der Struktur von Raum und
Zeit, die im Rahmen von Einsteins Allgemeiner Relativitéatstheorie verstanden wer-
den kann. Sie liefert ein iiber das Newton’sche Gravitationsgesetz bzw. die New-
ton’sche Mechanik hinausgehene Beschreibung von Raum, Zeit und Gravitation,
die wichtig wird, wenn wir Effekte der Gravitation in der Néhe sehr grofier Massen
oder auf der Groflenskala von Galaxien beschreiben wollen.

2.13.3 Theorie: Keplersche Gesetze

Die Lebensgeschichte von Johannes Kepler ist ist in besonderer, wenn auch nicht immer
fiir ihn erfreulichen Weise mit der Universitit Tiibingen verbunden (siehe Kurzbiographie
in Z245). Weltweit ist er auch heute noch bekannt wegen der Keplerschen Gesetze, mit
denen er sehr priizise die Planetenbahnen beschrieb. In einer freien Ubersetzung dieser
natiirlich urspriinglich in Latein formulierten Gesetze lauten diese:

Keplersche Gesetze:

1) Planeten bewegen sich auf Ellipsenbahnen, in deren einem Brennpunkt die
Sonne steht.

2) Der von der Sonne zum Planeten gerichtete Fahrstrahl iiberstreicht in gleichen
Zeiten gleiche Flachen.

3) Das Verhiltnis a®/T?, wobei a die grofie Halbachse der Ellipsenbahn und 7
die Umlaufzeit ist, ist fiir alle Planeten gleich.

Die Gesetze 1) und 2) wurden 1609 in dem Werk “Astronomia Nova” veroffentlicht,
das dritte Gesetz erst im Jahr 1619 in “Harmonices Mundi”.

Die Ellipsenbahn eines Planeten ist in der Abbildung dargestellt. Die Ellipse ist
charakterisiert durch die grofle Halbachse a und die kleine Halbachse b, beziehungsweise
den daraus abgeleiteten Groflen Halbparameter P

2 2 _ 2
P = r , und €= va -t Exzentrizitat
a a
Sind die Halbachsen a und b identisch, so wird die Exzentrizitdt ¢ = 0 und die Ellipse zu
einem Kreis mit dem Radius P = a = b. Wir wollen die Planetenbahn in Zylinderkoordi-
naten beschreiben, wobei der Brennpunkt der Ellipse, in dem die Sonne steht, mit dem
Koordinatenursprung identifiziert werden soll die Planetenbahn in der Ebene mit z = 0
liegt und die z-Achse in die Richtung des sonnenfernsten Punktes der Bahn zeigt. Mit
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Kurzbiographie Johannes Kepler

1571: Geboren am 27.12. in Weil der Stadt

1587: Studium der Astronomie und Mathematik an der “Arti-
stenfakultét” (Schiiler des Astronomen Michael Maest-
lin) in Tiibingen, Studium der Protestantischen Theo-
logie, anschliessend als Mathematiklehrer nach Graz

M\ 1600: geht auf Einladung Tycho Brahes nach Prag, die Kep-
' lerschen Gesetze basieren auf den Beobachtungsdaten
von Tycho Brahe, der selbst allerdings das heliozentri-
sche Welthild des Kopernikus ablehnte. Nach dem Tode
Tycho Brahes {ibernimmt Kepler seine Stelle als Kaiser-
licher Mathematiker

| 1609: Veroffentlichung Astronomia Nova (Erstes und Zweites
Keplersches Gesetz)

1611: Konstruktionsprinzip des “Keplerschen Fernrohrs”

1613: Landvermesser in Linz; er bewirbt sich auf eine Profes-
sur nach Tiibingen

1619: Veroffentlichung Harmonices Mundi (Drittes Kepler-
sches Gesetz)

1620: nach langem Hin und Her wird die Bewerbung Kep-
lers nach Tiibingen wegen theologischer Differenzen
endgiiltig abgelehnt.

1628: Astrologe Wallensteins

1630: stirbt am 15.11. in Regensburg

Abbildung 2.45: Kurzbiographie und Bild von Johannes Kepler
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Abbildung 2.46: Ellipse als Planetenbahn, die graue Fliche entspricht der vom
Fahrstrahl iberstrichenen Fliche, wenn der Planet die Strecke zuriickgelegt hat,
die durch den griinen Pfeil angedeutet ist

dieser Wahl des Koordinatensystems ergibt sich folgender Zusammenhang zwischen der
Radiuskoordinate p und dem Azimuthwinkel ¢ des Ortsvektors fiir den Planeten

B P
p= 1 —ecos(p =
T = pé,. 2.94
PEp (

Neben der Darstellung des Ortsvektors 7 in den Zylinderkoordinaten benotigen wir auch
die entsprechenden Ausdriicke fiir die Geschwindigkeit ' und die Beschleunigung a@. Nach
unseren Rechnungen im Abschnitt iiber die Zylinderkoordinaten sind diese gegeben durch

U = pé,+ ppéy,

@ = (- pp®) ey + 200+ pi) e, . (2.95)
Dabei haben wir bereits beriicksichtigt, dass bei der Planetenbewegung in der Ebene
z=2=2=0gilt.
Wenn der Planet eine Wegstrecke di” zuriickgelegt hat (siehe den griinen Pfeil in der Skizze
von Abb. 6], so ist die vom “Fahrstrahl iiberstrichene Fliache”, dF, die im zweiten
Keplerschen Gesetz erwihnt wird, gerade die Hélfte der Flache des Parallelogramms, das

durch die Vektoren 7 und di aufgespannt wird. Damit gilt also fiir die iiberstrichene Fléche
pro Zeiteinheit dt

dF 1| dF
a2 w
1 .
= — | x m|
1
= —1. 2.96
QmW ( )

Beim Ubergang zur letzten Zeile haben wir die Definition des Bahndrehimpulse [ iiber-
nommen. Andererseits konnen wir nun aber auch die Ausdriicke fiir den Ortsvektor 7 und
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die Geschwindigkeit v aus (294 und (293) ibernehmen was zu dem Ausdruck fiithrt

dF 1 . A
. §|(P€p) X (pé, + ppé, )|
1 2 .
= 5[) ¥
1

Das zweite Keplersche Gesetz entspricht also der Beobachtung, dass die Drehimpulse
der Bewegung der Planeten, bezogen auf ein Koordinatensystem mit der Sonne im Ko-
ordinatenursprung, erhalten bleiben. Daraus konnen wir also schon schliessen, dass sie
Planetenbewegung in einem zentralen Kraftfeld erfolgt mit der Sonne als Kraftzentrum.

Andererseits konnen wir aus (2297, dass der Betrag dieses Drehimpulses durch m = mp*p
gegeben ist. Die Erhaltung des Drehimpulses bedeutet aber auch, dass
d p*p
dt
Dies entspricht aber gerade der Azimuthalkomponente der Beschleunigung (vergleiche
297), womit wiederum gezeigt ist, dass bei der Planetenbewegung eine Beschleunigung

ausschliefflich in radialer Richtung also in Richtung auf die Sonne erfolgt. Diese Beschleu-
nigung ergibt sich zu

=20pp+p°9=0.

ap:ﬁ_pﬂbz'

Fiir die Berechnung dieser Beschleunigung greifen wir auf die Parametrisierung der Ellip-
senbahn in (294 zuriick und berechnen

C_ op
___ Pesing
n (1—€cosg0)2<p
B _z—:singp 9 . __esingoﬂ (2.98)

wobei ja die Masse des Planeten m und sein Bahndrehimpuls m wéahrend der Bewegung
konstant bleiben. Damit erhélt man

_5cosg0ﬂ,__ el?
P m’ Pp*m?

Eingesetzt in (ZI33) ergibt sich damit fiir die radiale Beschleunigung

COS Q.

sfz 1f2

a, = “Pme cos Y — R
12 (5cosgo+1—5cos<p>
m2p? P P
P21

= . 2.99
2P 7 (2.99)
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Bei dem Ubergang zur dritten Zeile wurde 1/p nach (2294]) ersetzt. Bahndrehimpuls L.
Masse m und Halbparameter P der Planetenbahn sind Konstanten der Planetenbewegung.
Aus (Z39) wird also deutlich, dass die radiale Beschleunigung und damit die Kraft, die
von der Sonne auf den Planeten wirkt eine konservative Zentralkraft ist, die proportional
zum Quadrat des Abstandes Planet - Sonne abfillt.

Das dritte Keplersche Gesetz verkniipft nun die Daten der verschiedenen Planetenbahnen
miteinander. Nach dem zweiten Keplerschen Gesetz ist die pro Zeiteinheit vom Fahrstrahl
iiberstrichene Fliache konstant. Diese Geschwindigkeit ist natiirlich berechenbar als die
Gesamtflache innerhalb der Ellipsenbahn, F' = wab dividiert durch die Umlaufzeit T
Andererseits gilt aber nach (2297

dF_lq mab
=

dt 2ml |
Mit dieser Gleichung kénnen wir den Quotienten des dritten Keplerschen Gesetzes um-
schreiben

a’ PRI
T2 (2mmab)?
1 2
= — 2.1
A2 m2P’ (2.100)

(siche Definition des Halbparameters P in (ZI33)). Der Quotient a®/T? ist also bis
auf den Faktor 472 identisch mit der Konstanten in der radialen Beschleunigung des
jeweiligen Planeten (ZZ0J). Das dritte Keplersche Gesetz sagt also aus, dass die radiale
Beschleunigung fiir alle Planeten von der Form

const
p2

a, = —

ist. Das dritte Keplersche Gesetz ist also eine historisch vorweggenommene Bestétigung
fiir die anziehende Gravitationskraft der Sonne auf die Planeten mit

const

F, = ma, =-m

: (2.101)

wobei Mg fiir die Masse der Sonne steht und v die Konstante der Gravitationskraft
bezeichnet.

Wir haben also hier gezeigt, dass wir aus der experimentellen Beobachtung, die zu den
Keplerschen Gesetzen fithrte, die Form der Kraft herleiten konnten, die die Planeten auf
ihrer Umlaufbahn hélt. Dabei wurde nicht nur gezeigt, dass es sich hier um ein zentra-
les Kraftefeld mit dem Kraftzentrum Sonne handelt. Dariiber hinaus konnten wir auch
zeigen, dass diese Kraft die Form der Newtonschen Gravitationskraft hat also mit 1/p?
beziehungsweise 1/r? abfillt.
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2.13.4 Trajektorien im Gravitationsfeld

In diesem Abschnitt wollen wir nun zeigen welche Bahnen (Trajektorien) Massenpunkte
zuriicklegen, wenn sie sich in einem zentralen Kraftfeld der Form

Ist die Konstante « positiv, so handelt es sich hier um ein attraktives Kraftfeld, in dem
die Massenpunkte zum Kraftzentrum hingezogen werden. Beispiele hierfiir sind die Gra-
vitationskraft aber auch die elektrostatische Anziehung, die Coulombkraft, mit der z.B.
Elektronen (mit ihrer negativen Ladung) von einem positiv geladenen Atomkern im Kraft-
zentrum angezogen werden. Bei negativen Werten von « liegt eine abstoflende Kraft vor.
Ein entsprechendes Beispiel ergibt sich durch die Repulsion, die ein elektrisch positiv
geladenes Proton durch einen ebenfalls positiv geladenen Atomkern erféhrt.

Fiir ein solches Kraftfeld betrachten wir die Newtonsche Bewegungsgleichung

dp -, a
= ——7.
dt r3

Hier und im folgenden steht g = mv fiir den Impuls des Teilchens. Da es sich bei F um
ein zentrales Kraftfeld handelt, ist der Drehimpuls [ = 7 X p’ eine Konstante der Bewegung
und wir kénnen die Gleichung (134 von rechts mit diesem Drehimpuls multiplizieren:

S7 a . _,
pxl = —ﬁ[rx(rxﬁ)]
(&% — — —
= 3 [0 = 7(7)] . (2.102)

Bei dem Ubergang zur zweiten Zeile haben wir die allgemein giiltige Vektorrelation
@ x (b x &) = b(@c) — &ab),

ausgenutzt und 77 = r? eingesetzt. Zur weiteren Berechnung bestimmen wir

d1 d
dt |l dt\for P+ 22
d 1 . d 1 . 1 :
= - T+ — y+ - z
de /a2 +y2+ 22 dy/a? +y2 + 227 dz /a2 42+ 22
- - 34— 39~ 3%
/,’L’2—|—y2—|—22 /x2+y2+z2 /.T2—|—y2—|—22
T
I

Damit ergibt sich fiir

dr 7 v

a8
Damit ergibt sich fiir die rechte Seite der Gleichung [I02) (letzte Zeile):
d 7

&2y 2] = ame
T3[7’p r(rﬁ)} amdtm.
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Fiir die linke Seite haben wir aber

d .o S0 S
—*f):*z Fx = Fxi,
dt (p X DXL+ DpX p X
da ja [konstant ist. Setzt man diese beiden Seiten der Gleichung (2102)) zusammen, ergibt
sich
4 () = 2 (T
at \P ) T e \ M)A
beziehungsweise

—

- 7
pxl=am—=—C.
|71
wobei der Vektor C , der sogenannte Lenz’sche Vektor konstant, sein muss. Man kann
sich nun davon iiberzeugen, dass dieser Lenz’sche Vektor senkrecht zu [ steht und damit
also in der Ebene der Bewegung liegt. Dazu multiplizieren wir die Gleichung (EZ134)
skalar mit dem Vektor ! .

— l_’ — =

l(ﬁxf):am l —IC".

— |71

= =0

Die linke Seite dieser Gleichung ist identisch Null, da der Vektor p x I senkrecht zu [
steht. Der erste Term auf der rechten Seite ist Null, da der Ortsvektor 7 in der Ebene der
Bewegung liegt, die senkrecht zu [ ist. Daraus folgt also [C' = 0, was ja bedeutet, dass der
Lenz’sche Vektor C' in der Bewegungsebene liegt.

Fiir die weitere Rechnung multiplizieren wir die Gleichung (2I34) skalar mit 7

7’2 =

F(ﬁxf):am7—770.

Mit der allgemeinen Vektorbeziehung
@b x @) =éadxa,
konnen wir (22134 umschreiben
f(Fxﬁ):P = amr—7xC

C| cos(p), (2.103)

= amr—r

wobei ¢ den Winkel zwischen 7 und C' bezeichnet. Da der Lenzsche Vektor C in der Ebene
der Bewegung des Teilchens liegt, konnen wir C' als die z-Achse fiir diese Ebene annehmen
und ¢ beziehungsweise r = p als Zylinderkoordinaten in der Ebene interpretieren. Damit

ergibt sich aus (2I03) die Bezichung

12 B P
am (1 - S cos(p))  1—ccos(p)’
also die Gleichung der Ellipsenbahn (ZZ94]) mit

2
P:l— und 8:£.

am am
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Abbildung 2.47: Ellipse und Hyperbel als Trajektorie eines Massenpunktes im
Gravitationsfeld. Die Ellipse im linken Teil der Figur hat eine Fxzentrizitit von
e = 0.8, die Hyperbel e = 1.4. Solche Plots konnen z.B. mit dem MAPLE Kom-
mando “plot([0.5/(1-0.8*cos(phi)),phi,phi=0..2*Pi], coords=polar)” generiert
werden. Dabei Achtung mit der Winkelkkordinate phi bei einer Parabel oder
Hyperbel

Diese Parametrisierung der Trajektorie (EZI34]) steht aber nicht nur fiir eine Ellipse. Es
gilt vielmehr allgemein, dass fiir

e=0: ein Kreis,
O<e<l1: eine Ellipse,
e=1: eine Parabel,
l<e: eine Hyperbel, (2.104)

beschrieben wird. Die Form der Trajektorie hangt also von der Exzentrizitit ¢ und damit
wegen (2ZI34)) vom Betrag des Lenz’schen Vektors C' ab. Beispiele fiir eine Ellipsenbahn
(¢ = 0.8) und eine Hyperbel (¢ = 1.4) sind in Abb. ZZ7 gegeben.

Was ist also nun die physikalische Bedeutung dieses Lenz’schen Vektors? Um diese Frage
zu beantworten, betrachten wir die Gleichung (ZI34]) zur Definition von C' und berechnen

C? = (ﬁxf)2+a2m2—2am§<ﬁxf) .

Der Geschwindigkeits- und damit auch der Vektor des Impulses p = mu sind in der
Ebene der Bewegung und damit senkrecht zum Vektor des Drehimpulse [ (das ergibt sich
natiirlich auch schon aus der Definition des Drehimpulses [=7x p). Damit ist der Betrag
des Vektors p x [ gleich dem Produkt der Betrédge p und [. Fiir das Vektorprodukt im
letzten Term dieser Gleichung benutzen wir die Bezichung (ZI34) in der Form

f(ﬁxf) —[(7Fxp) =12
Damit erhalten wir fiir (ZT3.4))

C? = 2 + o?m? — 2aml®

r
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und mit (ZT33) ergibt sich

2 [ p?* «
2
- 1 _ ¢
© i a?m <2m r)
20

— 1+
a’m

E. (2.105)

In der Klammer in der ersten Zeile dieser Gleichung steht nimlich mit p?/(2m) gerade
die kinetische Energie des Teilchens und mit —«a/r die jeweilige potenzielle Energie, die
als Summe die Energie E ergeben. Fiir negative Werte der Energie kann das Teilchen
dem attraktiven Potenzial nicht entflichen: Fiir r — oo geht ja das Potenzial gegen Null
und damit wére eine negative kinetische Energie erforderlich um die Energieerhaltung
zu bewahren. Dies ist aber wegen der Positivitdt der kinetischen Energie (mwv?/2) nicht
moglich. In diesem Fall negativer Energien liefert (Z10H) eine Exzentrizitit ¢ < 1, was
bedeutet, dass die Trajektorie eine Ellipse ist.

Fiir positive Energien ist aber die kinetische Energie so grofl, dass das Masseteilchen
sich auch beliebig weit von dem Kraftzentrum entfernen kann. In diesem Fall wird das
Teilchen am Kraftzentrum gestreut und durchlauft die Trajektorie einer Hyperbel. Bei-
spiele fiir solche Hyperbelbahnen finden sich in der Astronomie, wenn z.B. ein Satellit
mit ausreichender Geschwindigkeit an einem Planeten vorbeifliegt. Die gleichen Trajek-
torien erhalt man aber auch, wenn man die Streuung eines Elektrons an einem Atomkern
beschreibt. In diesem Fall ist das attraktive Zentralfeld durch die Coulomb Anziehung zwi-
schen dem elektrisch positiv geladenen Atomkern und dem Elektron gegeben. Die Bahnen
der gebundenen Elektronen wéren auch hier Ellipsen. Man muss jedoch beachten, dass
zur Beschreibung der Phidnomene bei diesen extrem kleinen Abstéinden die Effekte der
Quantenmechanik zu beriicksichtigen sind.



Kapitel 3

Vielteilchensysteme

3.1 Dynamik zweier oder mehrerer Massenpunkte

3.1.1 Das dritte Newton’sche Axiom

In den vorangegangenen Kapiteln hatten wir diskutiert, wie sich einzelne Massenpunkten
unter dem Einfluss von Kriften bewegen. Wir hatten dabei nicht weiter beriicksichtigt,
dass diese Kréfte i. allg. ebenfalls von Korpern ausgehen, die sich bewegen konnen. Dies
war bei den Experimenten, die wir durchgefiihrt hatten, eine gute Annahme. So waren
beispielsweise die Federn und Pendel, die wir betrachtet hatten, an massiven Stativen bzw.
der Decke fest verankert. Die Stative bzw. die Decke waren so ausgelegt, dass sie Kriifte,
die die schwingenden oder héngenden Massen auf sie ausiibten, nicht zu deren Zusam-
menbruch fiihrten. Auch im Fall der Planetenbewegung ist es so, dass sich die erheblich
schwerere Sonne selbst (fast!) nicht bewegt, obwohl sie selbst der Gravitationskraft un-
terliegt, die die Planeten auf sie ausiiben. Im Fall der Sonne ist diese Aussage aber etwas
weniger klar ersichtlich wie im Fall der Stative und der Decke. Wir werden im Verlauf des
Kapitels aber sehen, wie stark die Riickwirkung der Planeten auf die Sonne ist.

Um die Krifte, die zwei Korper aufeinander ausiiben, genauer zu fassen, fithren wir
zunéchst einige Experimente durch:

1. Wir ziehen an zwei identischen Federn, die miteinander verbunden sind (Abb. BI).
Ziehen wir symmetrisch von beiden Seiten mit jeweils der gleichen Kraft (Abb. BIh),
beobachten wir, dass beide Federn gleich weit gedehnt werden. Dieser symmetrische
Fall ist nicht sehr iiberraschend. Jetzt verankern wir Federl und ziehen nur an Feder
2 (Abb. BIb). Wiederum werden beide Federn gleich stark gedehnt. Das gleiche
Ergebnis erhalten wir, wenn wir Feder 2 verankern und an Feder 1 ziehen (Abb.

B.Tc)

2. Wir driicken auf der Luftkissenbahn zwei Wagen gegeneinander. An jedem Wagen
befinden sich Metallringe, die wie eine Feder wirken (s. Abb. B2). Wir lassen dann
die Wagen voneinander weglaufen. Driicken die beiden Metallringe gegeneinander,
bewegen sich die Wagen symmetrisch mit entgegengesetzt gleichen Geschwindigkei-
ten voneinander weg. Das gleiche Ergebnis erhalten wir aber auch, wenn nur einer
der beiden Wagen mit seinem Metallring gegen den anderen Wagen ”driickt”.

111
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(a)

[

(b)

—— soss - oy O ——

(c)

Abbildung 3.2: Abstofflung zweier identischer Wagen auf der Luftkissenbahn. An den
Wagen befinden sich Metallringe, die durch eine Feder symbolisiert sind.

Offensichtlich waren in beiden Féllen die Krifte, die die beiden Korper aufeinander aus-
geiibt hatten, sehr symmetrisch, auch wenn die Geometrie wie in den Féllen (b) und (c)
der Abb. Bl und asymmetrisch war.

Diese Beobachtung kénnen wir nun abstrahieren:

”Wenn die Kraft ﬁ12 , die auf einen Korper 1 wirkt, ihren Ursprung in einem
anderen Korper 2 hat, so wirkt auf diesen die entgegengesetzt gleiche Kraft
—Flg”.

Dies ist die Ausssage des 3. Newtonschen Axioms, das die Newtonschen Axiome ver-
vollstandigt. In kiirzerer Form lésst sich dieses Axiom, das auch als ” Reaktionsprinzip”
bezeichnet wird, ”actio” = ”reactio” schreiben. Abb. stellt das Reaktionsprinzip
graphisch dar.

E, B, =-F,
— > D Sm—
Abbildung 3.3: Zum Reaktionsprinzip.
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3.1.2 Gesamtimpuls, Schwerpunkts- und Relativbewegung

Wir wollen nun die Bewegungsgleichungen fiir zwei bzw. verallgemeinernd auch fiir N
Massenpunkte aufstellen:

Zunéchst konnen wir ganz allgemein schreiben:
ﬁl = ml}_}l = ﬁl (31)

Fy= maory = po

bzw. fiir N Massenpunkte: ﬁ, = mT; = ﬁi, mit 2 =1,..., N.
Nun wollen wir den Gesamtimpuls P einfiihren: .

Addieren wir die Gleichungen Bl und B2, so ergibt sich fiir 2 Massen:
Fi+Fy=p +ph=P (3:3)

bzw. fiir N Massen:

ﬁl

Z =Y fi= P (3.4)

Um nun Welterzukommen zerlegen wir die Kraft FZ, die auf Masse ¢ wirkt, in eine von
aullen wirkende Kraft F ) und in die inneren Kriifte Flk, die von den anderen Massen
k ausgehen (man beachte, dass F, glelch null ist, da der i-te Korper keine Kraft auf sich

selbst ausubtﬂ Die dufleren Krifte F ) konnen zum Beispiel durch die Schwerkraft der
Erde gegeben sein. Mit dieser Zerlegung schrelbt sich die Kraft auf den ¢-ten Massenpunkt:

FE=FY4+F, (ik=1,...,N) (3.5)
Nun setzen wir dies in S~ F, = P cin:

oy

1=1

"111

N
Z Fi (3.6)
i =1

Die beiden Indizes unter dem zweiten Summenzeichen auf der rechten Seite der Gleichung
deuten an, dass sowohl iiber ¢ als auch {iber j summiert wird (beide laufen von 1 bis N).

Im Fall zweier Massen erhalten wir:

ﬁ:ﬁl(a) +ﬁ§a)+ﬁ12+ﬁ2l- (3.7)

Nun ist aber nach dem Reaktionsprinzip Fiy = —ﬁgl, bzw. Fy = —ﬁki(i,kzl...N). Wenn
wir also iiber alle ¢’s und k’s summieren, so heben sich diese Beitriage gerade auf und wir

erhalten:
N

P=Y A (3.8)

i=1

—

!Dies folgt auch aus dem Reaktionsprinzip: F,= —13“-, woraus sich 13” = 0 ergibt.
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Der Gesamtimpuls wird also nur durch die dufleren Krifte geindert. Die in-
neren Krifte haben keinen Einfluss.

Speziell fiir den Fall, dass diese dufleren Kréfte verschwinden, bleibt der Gesamtimpuls
erhalten, ganz egal, wie kompliziert die inneren Kréfte zwischen den Massenpunkten sind.

Es liegt nun nahe, ganz in Analogie zur Definition des Impulses fiir einen Massenpunkt,p’ =
mr, auch fiir das gesamte Ensemble aus N Teilchen einen Vektor R einzufiihren, so dass
gilt: P = MR. Hierbei ist M = Zf\il m; die Gesamtmasse. Der Vektor R ist die
”Schwerpunktskoordinate” oder kurz der ”Schwerpunkt”.

Mit der Definition des Gesamtimpulses gilt:

R=5= (3.10)

Im Englischen nennt man den Schwerpunkt ”center of mass”, was offensichtlich sehr an-
gebracht ist.

Entsprechend kénnen wir durch R = @, auch eine Schwerpunktsgeschwindigkeit v
definieren.
Es gilt:

. .. N

P=ME=>Y F" (3.11)

i=1

Diese Beziehung ist sehr erstaunlich. Sie besagt nédmlich, dass sich der Schwerpunkt
so bewegt, als ob alle dufleren Krifte f‘i(a) in ihm angriffen, obwohl der Vektor
moglicherweise einen Punkt zeigt, in dem sich nicht einmal ein Massenpunkt befindet.
Die inneren Kréfte Fj;, haben dagegen auf die Schwerpunktsbewegung keinen
Einfluss.

Wir wollen nun fiir zwei Massenpunkte herausfinden, wo sich der Schwerpunkt in Bezug
auf die beiden Massen befindet. Zunéchst gilt entsprechend der Definition von R:
MiT] + Moty

R= (3.12)

m1+m2

Fiir den Spezialfall m; = msy ergibt sich: R = @, was wir auch als R = 1+ %(Fg —
71) schreiben konnen. Der Vektor 7 — 7 zeigt vom Massenpunkt 1 zum Massenpunkt
2. Fiir den Fall gleicher Massen liegt der Schwerpunkt also genau zwischen den beiden

Massenpunkten.
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Um die Lage des Schwerpunkts fiir ungleiche Massen zu finden, fiihren wir zwei Vektoren
71,s und 7 5 ein via:

1

<

T =

!

L
T T

1,s (313)

_l’_
+ (3.14)

<

Ty = 2

Der Vektor 77, zeigt also vom Schwerpunkt zum Massenpunkt 1, der Vektor 75, vom
Schwerpunkt zum Massenpunkt 2.

Nun gilt:

. ~ mar + mar- m . m . m L

Ts=r1—R=7r— o 22 = 27— 2= 2 (F—7%). (3.15)

my + Mo my + Mo my + ma my + Mo

Analog ergibt sich:
- = S my - =
Ts:T—Rzi’f‘—T . 316
2,5 = T m1+m2( > —T1) (3.16)

Die Vektoren 7 s und 73 s und damit der Schwerpunkt liegen auf der Verbindungs-
linie zwischen den beiden Massenpunkten.

Die Betrage dieser Vektoren verhalten sich wie: % = 2. Die Abstédnde der beiden

Massen vom Schwerpunkt verhalten sich also umgekehrt wie die Massen selbst.
Die Abb. B4l demonstriert die besonderen Eigenschaften des Schwerpunkts an Hand ei-
ner mehrfach belichteten Aufnahme des Wurfs einer Hantel. Der Schwerpunkt ist schwarz
markiert. Die Hantel selbst dreht sich beim Wurf, so dass die beiden Kugeln der Hanteln
relativ komplizierte Bahnkurven durchlaufen. Der Schwerpunkt folgt allerdings schlicht-
weg einer Wurfparabel.

Abbildung 3.4: Wurf einer Hantel. Der Schwerpunkt (oben schwarz markiert, unten noch-
mals gegen = aufgetragen) folgt dabei einer Wurfparabel (aus: Brand/Dahmen, Mechanik,
S. 76)

Im Horsaal demonstrieren wir die Eigenschaften des Schwerpunkts an einer Reihe von
Versuchen:
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e Hochheben eines im Schwerpunkt gelagerten Holzstabes, an dessen Ende sich zwei
Gewichte (Massen m; und my) befinden (s. Abb.BH(a)). Auf den Schwerpunkt wirkt
sehr wohl die Gewichtskraft (mq+ms+mpowstan) - g, €s gibt aber beispielsweise keine
Krifte, die den Stab drehen. Genau dies passiert aber, wenn der Stab auflerhalb des
Schwerpunkts gelagert wird.

e schnelle Drehung einer Hantel um eine Achse senkrecht zur Verbindungslinie zwi-
schen den Kugeln (Abb. BH(b)). Geht die Rotationsachse durch den Schwerpunkt,
dreht sich die Hantel lediglich um sich selbst. Andernfalls fliegt die Hantel in radialer
Richtung weg.

l (my+m,+mg,,)g

O
o

(o) (b)

Abbildung 3.5: (a) Hochheben eines im Schwerpunkt gelagerten Holzstabes, an dem zwei
Massen mq und my hdngen; (b) Drehung einer im Schwerpunkt gelagerten Hantel.

e Auf der Luftkissenbahn sind zwei sich bewegende Wagen durch eine Feder verbun-
den. Die Wagen schwingen zwar gegeneinander, der Schwerpunkt (Markierung durch
Pfeilspitze) bewegt sich aber mit konstanter Geschwindigkeit entlang der Bahn.

Wir wollen jetzt untersuchen, welchen Einfluss die inneren Kriéfte Fy auf die Bewegung
der Massenpunkte haben. Dazu verwenden wir nochmals die Gleichungen Bl und B2k

Wir multiplizieren Gleichung Bl mit ms , Gleichung mit m; und bilden die Differenz:
mlmg(%g —%1) :mlﬁg —mgﬁl (317)
Nehmen wir weiter an, dass die dufleren Krifte ﬁl(a) und F;(a) verschwinden, so ergibt sich:

mama(Fy — 1) = myFiy — myFy (3.18)
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Auf Grund des Reaktionsprinzips ist ]321 = —ﬁlg und wir erhalten:

mama(iy — 1) = (my + ma) Fip (3.19)
oder: )
mit: g = ;22 ("reduzierte Masse”) und: "= 75 — 77 ("Relativkoordinate”).

Gleichung hat genau die gleiche Form wie die Gleichungen B.1] und

Man kann also das Zweikorperproblem wie ein Einko6rperproblem behandeln
und beispielsweise Losungen, die wir in vorangegangenen Abschnitten erhalten
haben (z. B. Planetenbewegungen, Schwingungen) direkt verwenden. Man
muss in der Losung des Einteilchenproblems lediglich die Masse durch die
reduzierte Masse und die Koordinate durch die Relativkoordinate ersetzen.

Vom Schwerpunkt aus betrachtet bewegt sich dann Korper 1 mit der Koordinate 7 4(t) =
—7(t) - 22 und Kérper 2 mit 75 (t) = 7(¢) - 2.

Beispielsweise bewegen sich nun sowohl die Planeten als auch die Sonne auf Ellipsenbahnen
um den gemeinsamen Schwerpunkt, der in der Ndhe des Sonnenzentrums liegt. Wie nahe,

konnen wir leicht aus folgenden Daten berechnen:

Masse der Erde: mp ~ 6 - 10%* kg

Masse der Sonne: mg ~ 333000 mg
Sonnendurchmesser: 2rg ~ 1.4 - 10° km

Abstand zwischen Erde und Sonne: rgz ~ 1.5 - 10% km.

Das Verhéltnis der Absténde der Sonne bzw. der Erde vom Schwerpunkt ist 7y /725 =
1/330000 ~ 3 - 1075, Mit rsp = 715 + ros ~ ro ergibt dies ry ¢ & 450 km, was wesentlich
weniger ist als der Radius der Sonne.

Die reduzierte Masse ist p = ;278 = mE(m) ~mp(l—5E) ~mp(l—3-107°),

weicht also nur um 3 - 107% von der Erdmasse ab.

Es war also eine sehr gute Ndherung, die Planetenbewegung so zu behandeln, als wire
die Sonne unbeweglich. Hatten wir anstelle der Erde den 318 mal schwereren und 5.2 mal
weiter entfernten Jupiter betrachtet, so wire die reduzierte Masse um ca. 1073 von der
Jupitermasse abgewichen und der Schwerpunkt wiire etwa 7.5 - 10° km vom Sonnenzen-
trum weg, also etwa am Sonnenrand.

Wir wenden uns nun Prozessen zu, bei denen zwei Korper voneinander weggeworfen bzw.
weggeschossen werden. Hierzu zunéchst folgendes Gedankenexperiment:

Ein Astronaut (Masse inkl. aller Gegensténde, die er bei sich trigt: my, Geschwindigkeit
U1 = 0) schwebt im Weltall und wirft einen Gegenstand (Masse my, Geschwindigkeit
Up) von sich weg. Der Schwerpunkt und der Gesamtimpuls ist in Ruhe und bleibt dies
auch, da keine dufleren Krifte vorliegen. Nach dem Wurf miissen sich also Astronaut und
Gegenstand so voneinander wegbewegen, dass weiterhin P=0 gilt. Die Geschwindigkeit
des nun um my leichteren Astronauten nach dem Wurf sei v7.

Es gilt also .
P=0= (m1 - m2)171 = m2170 (321)
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woraus folgt: .

7 = —szﬁo. (3.22)
Nun soll der Astronaut nochmals einen Gegenstand (Masse mq, Geschwindigkeit ¥y relativ
zum Astronauten) von sich wegwerfen. Beobachtet dies ein weiterer Astronaut der sich
mit der gleichen Geschwindigkeit ¢} wie der Astronaut vor dem zweiten Wurf bewegt,
so stellt er fest, dass der Astronaut sich mit der Geschwindigkeit v} = — e ent-
gegen der Wurfrichtung bewegt (der Summand 2msy im Nenner entsteht dadurch, dass
der Astronaut zum zweiten mal um die Masse my leichter wurde). Addiert man hier
die Geschwindigkeit ] hinzu, die der Astronaut schon nach dem ersten Wurf hatte, so
erhilt man eine Gesamtgeschwindigkeit von o] + 0] = —mg(mlimz + m1_12m2)170. Man
kann diesen Vorgang nun weiter fortsetzen, wobei aber zu beachten ist, dass die Masse
des Astronauten nicht beliebig klein oder gar negativ werden kann. Der Astronaut
kann also durch wiederholtes Wegwerfen von Gegenstéinden immer schneller
werden. Man beachte aber, dass bei dem Vorgang der Schwerpunkt des Ausgangssystems

(Astronaut + viele Massen m;) in Ruhe bleibt.

Genau dieses Prinzip kann benutzt werden, um eine Rakete zu beschleunigen.

Wir pumpen eine Rakete mit Luft auf den Druck von einigen bar auf und lassen dann die
Luft ausstrémen. Die Rakete fliegt sehr maBig weit.

Die Rakete habe eine Anfangsmasse M, ; und eine Anfangsgeschwindigkeitﬁ Uang = 0. Aus
der Schubdiise der Rakete sollen sehr leichte Massen dm mit einer Geschwindigkeit —uvy
entgegen der Flugrichtung austreten. Nach einer gewissen Zeit hat die Geschwindigkeit
der Rakete den Wert v und ihre Masse ist m. Ihr Impuls ist dann m-v. Nach dem Austritt
der néchsten Masse sei die Geschwindigkeit der Rakete gleich v+ dv. Die Geschwindigkeit
der austretenden Masse relativ zum ruhenden Beobachter ist v — vy, ihr Impuls betragt
dm - (v —wp) (s. Abb. Bf). Die Erhaltung des Gesamtimpulses verlangt:

m-v=(m—dm)-(v+dv)+ (v—19) -dm (3.23)
Ausmultipliziert ergibt dies:
m-v=m-v+m-dv—dm-v—dm-dv+uv-dn—uvy-dm (3.24)
oder, wenn wir den sehr kleinen Term dm - dv vernachléssigen:
0 = mdv — vy - dm. (3.25)

dm
pal

Wir 16sen nach dv auf: dv = vy

Diese Gleichung miissen wir nun vom Anfangswert (m = Mg, s, v = 0) bis zum Endwert
(m = Mepg, © = Uenq) integrieren:

Vend Mend
/ dv = UO/ dm (3.26)
0 Manf m

2Wir nehmen an, dass die Bahnkurve der Rakete gerade ist (eindimensionale Bewegung) und lassen
deshalb die Vektorpfeile weg.
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m, v m-dm, v#dy  dM V-V

vorher nachher

Abbildung 3.6: Zum Prinzip des Raketenantriebs

Die linke Seite liefert: fove"d dv = Vepg, die rechte Seite liefert:
Manf

Mend
Uo/ d—m:volan =1y - In = —vp - In ——. (3.27)

end end
Mony m Mans M(MIf end

Die Endgeschwindigkeit ist also: v.,g = —vg - In %L"j Die Funktion ist in Abb. B darge-
stellt. Man beachte den logarithmischen Maflstab auf der z-Achse.

v /v |
end 0
()

Abbildung 3.7:  Endgeschwindigkeit der Rakete in Abhdngigkeit von My, s/Menq

Fiir Myny = Mepg ist vepg = 0. Dies macht auch Sinn, da M,y = M.,q bedeutet, dass
keine Masse ausgestoBen wurde. Der Wert v,,g = —vo wird fir My, r/Meng = € =~ 2.718
erreicht. Soll die Rakete die 4-fache Austrittsgeschwindigkeit des Treibstoff erreichen, so
miisste My, r/Menq bereits etwa 55 betragen.

Um die Rakete effektiv fliegen zu lassen, sollte also vy moglichst hoch sein und ein
moglichst grofler Teil der Masse abgegeben werden.

Wir demonstrieren den zweiten Effekt - Abgabe eines grofien Teils der Anfangsmasse
- dadurch, dass wir die Spielzeugrakete mit Wasser fiillen. Den ersten Effekt - hohe
Austrittsgeschwindigkeit - demonstrieren wir anhand eines Go-Carts, das durch den Gas-
austritt aus einer 200 bar Druckflasche angetrieben wird.

Zum Schluss dieses Abschnitts besprechen wir noch kurz ein Experiment, bei dem ein
Pfeil von einer Schaukel geschossen wird. Man findet:
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1. Fliegt der Pfeil von der Schaukel weg, so schldgt die Schaukel entgegen der Flugrich-
tung des Pfeiles aus und Pendel gedampft nach. Die Schaukel hat durch den Schuss
einen Impuls erhalten, der dem Impuls des Pfeils entgegengesetzt gleich isth.

2. Schlégt der Pfeil in einem Brett ein, das mit der Schaukel verbunden ist, so ” wackelt”
das System Schaukel /Pfeil kurz wihrend des Schusses, ist dann aber schnell wieder
in Ruhe. Es hat (nach Einschlag) kein Impuls die Schaukel verlassen, so dass diese
in Ruhe bleibt.

3Aus dem Ausschlag der Schaukel kénnen wir im Prinzip den Impuls bzw. bei bekannter Masse die
Geschwindigkeit des Pfeils bestimmen. Wir werden eine analoge Rechnung im néchsten Abschnitt beim
"ballistischen Pendel” durchfiihren
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3.2 Volumenintegrale

Wenn man Systeme von vielen Massenpunkten m, an Positionen 7, beschreiben will,
so muss z.B. die Gesamtmasse M des Systems, den Vektor des Schwerpunktes R oder
aber auch die Kraft F ausgerechnet werden, die durch die Gravitationswechselwirkung
all dieser Teilchen auf einen weiteren Massenpunkt p an der Position 7 ausgeiibt wird. Es
treten also Summen auf vom folgenden Typ auf:

N
M = Zma
a=1
5 ZN—lmaFa
R = =~—=———— 3.28
= (3.28)
X yum
F(m) = ‘;iw—m (F — 7) (3.29)

Diese Summen kann man leicht ausfithren, wenn es sich um N = 3 oder N = 10 Mas-
senpunkte handelt. Es wird jedoch unmoglich, wenn es sich bei den Massenpunkte z.B.
um die Molekiile H>O in einem Wassertropfen handelt. In einem Mol Wasser, das sind 18
Gramm Wasser, befinden sich ndmlich

N = N; ~ 6103

Molekiile, wobei N, die Loschmidtsche Zahl bezeichnet. Wenn man einen modernen
Computer benutzen wiirde, der in einer Sekunde etwa 1 Millionen Summanden in der
Summe ([B2¥) aufsummieren konnte, so wire dieser Computer immerhin etwa 1.9 10
Jahre beschiftigt. Das ist erheblich ldnger als das Alter des Universums, der Computer
ware also sicher kaputt bevor er so eine einfache Aufgabe Berechne den Schwerpunkt eine
Menge von 18 g Wasser erfiillt hitte. Wir miissen uns also nach einer anderen Rechen-
technik umsehen.

Wir kénnten z.B. das uns interessierende Volumen V' in £ kleine Untervolumina der Grofie
AV einteilen (mit V' = kAV'). Dieser Teilvolumina kénnten z.B. Quader sein mit einer
Kantenldnge von Az, Ay und Az in x—, y— beziehungsweise der z—Richtung sein. Es
gilt also

AV = Az Ay Az.

Man kann dann bestimmen, wie viele der Massenpunkte m,, typischerweise in dem Teil-
volumen AV an der Stelle 7; befinden (siehe auch Abb. BF). Wir definieren also eine
Teilchendichte mit

n;

wobei n; die Zahl der Teilchen in diesem Volumen bezeichnet. Damit konnte man nun
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! AV

>

Abbilglung 3.8: Teilvolumina AV zur Berechnung z.B. des Schwerpunktvek-
tors R. Hier wird speziell der Beitrag eines Elementes i an der Position 75
betrachtet.

berechnen

k
5 m S
R = i g Tip(Ti) AV . (3.30)

Dabei haben wir angenommen, dass die Massen aller Teilchen gleich sind m, = m. In
diesem Fall ist es fiir viele Fille geschickter, an Stelle der Teilchendichte die Massendichte

mn;

) = mp(F) = 3o

einzufiihren. Diese ist auch in der Regel einfach zu bestimmen aus dem Quotienten Masse
in einem Volumen AV dividiert durch dieses Volumen.

Eine solche Aufteilung oder Diskretisierung des Volumens ist aber problematisch, wenn
sich die Teilchendichte sehr stark mit dem Ort 7; andert. In diesem Fall miisste man
sehr viele und sehr kleine Teilvolumina definieren, die Kantenldngen wiirden infinitesimal
klein:

AV =AzAyAz — dV =dxdydz

Aus der Summe wird dann ein Integral iiber die drei Raumrichtungen x, y und z wie z.B.
bei der Summe in (B30):

Soav ~ [ ][ s w] o

=1
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Als ein erstes einfaches Beispiel fiir die Berechnung eines solchen Volumenintegrals be-
trachten wir den Fall, dass die Massenteilchen auf das Volumen eines Quaders mit den
Kantenldngen a, b und ¢ beschréankt sind. Die Funktion der Teilchendichte ist also definiert
durch

po fir0<xr<a,0<y<bh 0<2z<¢c
pla,y,2) = 0 sonst.

Damit kénnen wir das Integral aus (B2) berechnen:

o = L[]
([

= poabc = poV

Die Teilchenzahl ergibt sich also als Produkt der konstanten Teilchenzahldichte p und
dem Volumen V' des Quaders, ein Ergebnis, das offensichtlich richtig ist. Ganz &hnlich
kénnen wir nun auch den Vektor des Schwerpunktes dieses Quaders berechnen. Als Bei-
spiel betrachten wir hier die Berechnung der xz-Komponente dieses Schwerpunktvektors
und berechnen dazu:

o fffot = [ [ ]

= m/ xpobedx
0
azb v
= mpo—=bc =mpyV =
[)02 Po 9

Entsprechende Ergebnisse erhélt man fiir die beiden anderen Komponenten, so dass der
Vektor des Schwerpunktes gegeben ist durch

a

1
av=_|0o
i 2 )=z (1)

ein Ergebnis, das natiirlich auch unseren Erwartungen entspricht.

Als ein weiteres Beispiel betrachten wir eine Teilchenverteilung, die eine konstante Dichte
innerhalb des Volumens eines Zylinders besitzt. In diesem Fall ergibt sich

po fir0 <z<e, 0<a?4+9y? < R?
pla.y,z) = { O0 sonst.
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Berechnen wir das Volumenintegral fiir diese Dichteverteilung ergibt sich:

VvVRZ—z2
o [ f
VR2—z2
= cpo/ dr 2V R? — z2
R
1
= 2cp0R2/ dx'v1 — 22
-1

1 1
= 2cpoR? [g\/ 1—22+ 5 arcsin@)}
-1
= pocnR?* = pyV (3.31)

wobei wir e R? als Volumen des Zylinders V identifiziert haben. Einfacher kann man diese
Rechnung in Zylinderkoordinaten durchfiihren. Dazu miissen wir allerdingz zunéchst das

Volumenelement dV' in Zylinderkoordinaten bestimmen. Dies ergibt sich aus dem Produkt

der 3 Vektoren
or

dr; = 5 —di
wo die Ableitung des Ortsvektors i nach jeweils einer der 3 Koordinaten berechnet wird
(die beiden anderen Koordinaten werden festgehalten) und das Ergebnis dann mit dem
Differenzial dieser koordinate di multipliziert wird. Als Beispiel betrachten wir fiir den

Fall der Zylinderkoordinaten, wo ja der Ortsvektor dargestellt wird durch

T COS
7= rsing
z

den Vektor dr,, der ja die infinitesimale Anderung des Ortsvektors beschreibt, wenn sich
der Azimuthwinkel ¢ infinitesimal dndert. Dieser berechnet sich nach ([B2) fiir i = ¢ zu

—rsin @
dr, = rcosg | dp=reéy,dp.
0

Dabei haben wir wieder auf die Einheitsvektoren é, der Zylinderkoordinaten zuriickge-
griffe; die wir ja bereits bei der Definition der Zylinderkoordinaten eingefiihrt hatten.
Entsprechende Rechnungen fiir die anderen beiden Vektoren dr; liefern:

dr, = é.dr und dr,=¢é,dz.

Alle drei Vektoren stehen also senkrecht aufeinander. Deshalb ergibt sich fiir das Volu-
menelement in Zylinderkoordinaten

dV =rdrdpdz

Bevor wir dieses Volumenelement in Rechnungen benutzen, zunéchst noch 2 Anmerkungen
zum Faktor r in diesem Volumenelement. Einerseits ist natiirlich klar, dass ein Volumen-
element drdedz nicht richtig sein kann, da ein solches Element lediglich die Dimension
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Abbildung 3.9: Darstellung eines Vektor in Zylinderkoordinaten und zugehdérige
Basisvektoren. Diskussion im Text.

einer Linge zum Quadrat (also z.B. Meter zum Quadtrat m?) besiifie, was aber die Dimen-
sion einer Fldche und nicht eines Volumens wére (Winkel ¢ werden ja in dimensionslosen
Einheiten gemessen). Der Faktor r in (B2) “sorgt” also dafiir, dass dV die richtige Di-
mension (m?) eines Volumens besitzt. Diesen Faktor r kénnen wir aber auch geometrisch
verstehen. Dazu betrachten wir die Skizze der Abb. B9 Es ist klar, dass eine Verschiebung
des Ortes 77 durch eine Vergréferung des Winkels ¢ in Richtug des Basisvektors é,, erfolgt.
Die Lénge der Strecke, die die Spitze des Ortsvektors dabei zuriicklegt ist proportional
zu der Anderung des Winkels dy aber auch proportional zum Abstand vom Koordina-
tenursprung r. Insgesamt ergibt das Produkt dr mal rdy eine inifinitesimale Fléiche der
Form, wie sie durch die gestrichelten Vektoren in Abb. angedeutet ist. Multipliziert
man diese Fldche noch mit einem Vektorelement dz senkrecht zur dargestellten Ebene, so
ergibt sich das gesamte Volumenelement dV .

Wir diskutieren hier nur die Rechenregeln fiir Volumenelemente im 3-dimensionalen Raum
fiir den Fall, dass die Basisvektoren der betrachteten Koordinatensysteme é; ein orthogo-
nales Basissystem bilden. Allgemein ergeben sich Volumenelemente bei der Transformati-
on von den kartesischen Koordinaten x,y, z auf Koordinaten u, v, w durch die Beziehung

oz, vy, 2)
A(u, v, w)
Dabei steht der Ausdruck zwischen den Betragstrichen fiir den Betrag der sogenannten
Jakobideterminantel Wir werden dies spéter in dieser Vorlesung behandeln.

dedydz =

‘dudvdw.

Mit Hilfe der Zylinderkoordinaten und dem zugehérigen Volumenelement aus (B:2)) kann
man das Volumenintegral aus (B31]) einfacher berechnen mit

R 27 c
///pdV = / rdr/ dcp/ dzpo
0 0 0

1
= poC 27T§R2 =poV, (3.32)

4siche z.B.: H. Fischer, H. Kaul: Mathematik fiir Physiker I, 23, oder Bronstein - Semendjajew: Ta-
schenbuch der Mathematik, 3.1.11
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X
Abbildung 3.10: Darstellung eines Vektor in Kugelkoordinaten.

was natiirlich das identische Ergebnis wie in (B3]) ist.

In vielen Anwendungen sind jedoch die Kugelkoordinaten noch geeigneter als die hier
diskutierten Zylinderkoordinaten. Die geometrische Bedeutung der Winkelvariablen ¢ (der
Winkel zwischen dem Vektor 7 und der z-Achse) und ¢ (der Winkel, den die Projektion
von 7 auf die zy-Ebene mit der z-Achse bildet) ist in Abb. BI0 dargestellt.

Daraus ergibt sich fiir die Darstellung des Vektors in Kugelkoordinaten die Form
r sin ¥ cos

7= | rsindsine
7 cos U

Fiir eine vollsténdige Abdeckung des Raumes tiberstreicht der Winkel ¥ den Bereich [0, 7]
und der Winkel ¢ nimmt Werte aus [0, 27] an. Mit diesen Definitionen und den oben
skizzierten Rechenregeln berechnet sich das Volumenelement in Kugelkoordinaten zu

dV =r?dr sind dddy ,

und ein Volumenintegral schreibt etwa iiber eine Kugel mit dem Radius R schreibt sich:

R s 2
/ r2dr/ sinﬁdﬂ/ de.
0 0 0

In diesem dreifachen Integral betrachten wir speziell die Integration iiber den Winkel 9
und definieren
X = cosV.

Daraus ergibt sich

dx :
dxy = d_ﬁdﬁ = —sinv dv

Das zweite Integral aus (B2) kann also umgeschrieben werden auf die Form

s cos T 1
/ sinﬁdﬁ:—/ dX:/ dx
0 cos(0) -1
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Abbildung 3.11: Berechnung des Gravitationspotenzials einer kugelformigen
Massenverteilung auf ein Teilchen auf der z-Achse (links) und fiir ein Teilchen
innerhalb einer Massenschale (rechtes Teilbild).

womit das Volumeninegral von (B2) die Gestalt annimmt

R 1 27
/ rzdr/ dxf dy,
0 —1 0

was fiir viele Rechnungen eine sehr geeignete Darstellung ist. Das einfachste Beispiel ist
es wohl, das Volumen der Kugel zu berechnen mit

R 1 2 1
V:/ rzdr/ dx/ =_R¥22r.
0 -1 0 3

Als eine erste physikalisch motivierte Anwendung betrachten wir jetzt die Berechnung
des Gravitationspotenzials einer ausgedehnte kugelférmigen Masse mit Radius R und
konstanter Dichte auf eine Testmasse u, die ausserhalb dieser Masse an der Position 7
liegt (siehe linkes Teilbild der Abb. BIl). Dies ist ein Modell z.B. fiir die Anziehung,
die die Erde (die ja sicher keine Punktmasse ist) auf den Probekorper p ausiibt. Dazu
betrachten wir zunéichst einmal den Beitrag, den ein infinitesimales Volumenelement dV”’
an der Position 7 dazu leistet. Dieser Beitrag ist gegeben durch

SU(R) =~ 2120) gy

77

Dabei steht p(7") fir die Massendichte an der Stelle 7, so dass pdV"’ gleich der Masse im
Volumen dV” ist und « bezeichnet die Newtonsche Gravitationskonstante. Berechnet man
namlich z.B. die z-Komponente der zu diesem Potenzial zugehorige Kraft

SE(F) = 2 ppdV”
) O \flw =P+ (y—y)P + (2 = 2)?
yupdV'

= - 3($—ZL‘/)
Ve =22+ y—y)2+ (z — )
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Entsprechendes gilt fiir die y— und die z— Komponente, so dass insgesamt

7 = — —\ f}//“’l‘ﬁdvl — —
VF (1) = =VéU(r) = — e ms(r — )

also eine Kraft entsteht, eine Anziehung des Punktteilchens p zur Teilmasse pdV’ an der
Position 7. Addieren wir nun all diese infinitesimalen Beitridge 6U der Volumenelemente
dV' in (B2) auf, so ergibt sich das gesamte Potenzial durch das Volumenintegral

R 1 2 —1
v = - [ [ [T a2
0 _ |

- / g / Ly / I I Gl (3.33)
0 -1 0 N

In der zweiten Zeile dieser Gleichung nehmen wir an, dass das Koordinatensystem so
ausgerichtet ist, dass die Testmasse p auf der z-Achse liegt. Damit wird der Kosinus des
Winkels zwischen 7 und 7 gleich der Integrationsvariablen y’ = cos(¢’). Das Integral {iber
den Azimuthwinkel ¢ liefert den Faktor 2w. Ausserdem benutzen wir

1d 1 \/(T—r’)2—\/(r+r’)2
X - )
\/r2 + 72— 2ty rr’

Fiir den hier relevanten Fall » > 7’ ist dieses Integral gerade 2/r. Damit ergibt sich
insgesamt fiir das Integral in (B:33)

5 e (R | yuM
U(r) = ——ww/ rtdr' = —yup— R - = -
r 0 3 r

also gerade das Potenzial einer Punktmasse der Masse M (gleich dem Produkt aus Mas-
sendichte p und dem Volumen der Kugel mt Radius R) im Koordinatenursprung also im
Zentrum der kugelférmigen Masse. Damit haben wir also jetzt bestétigt, dass wir die Gra-
vitationsanziehung der Erde durch das der entsprechenden Punktmasse im Zentrum der
Erde beschreiben koénnen, so lange wir uns auf Teilchen beschrédnken, die sich ausserhalb
des Erdradius bewegen.

Welche Gravitationskraft spiiren aber Teilchen, die sich im Inneren der Erde befinden. Zur
Beantwortung dieser Frage betrachten wir nun die Berechnung des Gravitationspotenzials
einer kugelformigen Massenschale auf das Teilchen p, das sich im inneren Hohlraum dieser
Massenschale befindet (rechtes Teilbild von Abb. BII). Auch in diesem Fall betrachten
wir das gleiche Volumenintegral, wir miissen aber die Integration iiber die radiale Ko-
ordinate 7’ auf den Bereich zwischen dem Radius der inneren Hohlkugel R; und dem
AussenradiusR, umschreiben. Ausserdem miissen wir natiirlich fir das Integral [B2) an-
nehmen, dass r’ > r ist, was zu einem Ergebnis fiir dieses Integral von 2/7’ fiithrt. Damit
erhalten wir also in diesem Fall ein Potenzial der Form

R, r2
U(r) = —47T’7[L,5/ —dr'.
R, T

Es ist nicht erforderlich dieses Integral weiter auszuwerten. Wir sehen, dass der Wert
nicht von der Position 7 des Teilchens p abhéngt. Die Kraft, berechnet als negativer
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Gradient des Potenzials ist also identisch Null. Die Beitrédge der verschiedenen Teilmassen
der Kugelschale zur Gesamtkraft auf die Testmasse im Inneren heben sich also gerade
gegenseitig auf.

Betrachten wir nun also den allgemeinen Fall, dass sich unser Testteilchen g an einer
beliebigen Position in einer Massenverteilung p mit kugelformiger Symmetrie befindet.
Die Bereiche der Massenverteilung, die einen Abstand vom Zentrum dieser Kugel haben,
die grofler ist als der Abstand r des Teilchens u tragen, wie wir gerade gezeigt haben,
nicht zur Gravitationskraft bei. Der Anteil der Massenverteilung, der innerhalb der Kugel
mit dem Radius r liegt, wir bezeichnen ihn mit der Massenfunktion M (r) {ibt eine Kraft
aus, als ob diese Masse M(r) im Zentrum der Kugel, also im Koordinatenursprung lége.
Wir erhalten also mit diesen Bezeichnungen fiir die resultierende Kraft

F) = _ypM(r)

r2

=<3y

Nimmt man an, dass unser ausgedehnter Korper eine konstante Dichte fiir 0 < ' < R
besitzt, die ausserhalb des Radius R direkt auf Null absinkt, so ergibt sich fiir M (r)

s
M(r):{ﬂéf’ fir »<R

M fir r>R

Damit ergibt sich also fiir den Betrag der Kraft als Funktion von r

R3

wl - fir r >R

yuM i
F(r):{ r fir r<R

Eine interessante Anwendung ergibt sich, wenn wir annehmen, dass die Massenverteilung
einer Galaxie kugelformig ist. Sterne in dieser Galaxie wiirden also durch die Anziehung
ihrer Mitsterne, eine anziehende Kraft auf das Zentrum der Galaxie von der Form (B2)
spiiren. Dabei ist r der Abstand des jeweiligen Sterns von diesem Zentrum. Ist die Galaxie
in einem stabilen Zustand, so werden sich die Sterne auf Ellipsen um das Zentrum bewegen
(genau so wie die Planeten um die Sonne). Wir wollen der Einfachheit halber annehmen,
dass es sich hier um Kreisbahnen handelt, bei denen die Anziehung der Gravitation durch
die Zentripetalkraft kompensiert wird:

M(r)

rz

pre’ =y

Fiir die Geschwindigkeit der Sterne auf ihrer Bahn egibt sich also
M(r)

, .

U2:T2(p2:’}/

Wiére die Massendichte homogen, so sollte diese Geschwindigkeit proportional zu r an-
steigen, am Rande der Galaxie aber dann mit 1/4/r abfallen. Man beobachtet auch den
linearen Anstieg im Inneren der Galaxie, stellt aber fest, dass im Aussenbereich die Ge-
schwindigkeit einen konstanten Wert v annimmt.

Diese Beobachtung wird als ein Indiz (neben anderen) fiir die Existenz der sogenannten
dunklen Materie angenommen. Danach besteht der iiberwiegende Anteil der Materie, die
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Gravitationskrifte auf Sterne und Galaxien ausiibt, nicht aus Materie von uns bekann-
ter Art (Materie von Sonnen, Planeten, ausgebrannte Sonnen, die zu schwarzen Lochern
kollabiert sind ...) sondern eben aus dieser dunklen Materie, die sich nur durch die Gravi-
tation bemerkbar macht. Ein Halo aus solch dunkler Materie um die leuchtenden Sterne
einer Galaxie konnte diese Daten erkléren.

Alternativ kann man diese Geschwindigkeiten auch mit einer modifizierten Newtonschen
Gleichung beschreiben. Diese Parametrisierung hat den schonen Namen MOND fiir MOdi-
fied Newtonian Dynamicﬁ. Man nimmt dazu an, dass fiir sehr schwache Kréfte (unterhalb
einer Minimalkraft) die bekannte Beziechung F' = ma ersetzt werden muss durch

F = pma®.

Die Kraft ist also in diesem Fall proportional zur Beschleunigung a zum Quadrat. Fiir
die Sterne am Rande einer Galaxie sollte die Anziehungskraft so gering sein, dass (B.2])
anzuwenden ist. Aus der Beziehung (B2)) wiirde also

M(r)

rz

uBr’ et = yu

was das Geschwindigkeitsverhalten erklaren konnte. Der Ansatz (B2) ist natiirlich nur ein
Versuch einer Parametrisierung eines beobachteten Effektes, keine wirkliche Theorie, mit
der auch ganz andere Phdnomene beschrieben wiirden. Vielleicht verbirgt sich aber hinter
dieser Parametrisierung eine Theorie, die die Forderung nach der Existenz der dunklen
Materie iiberfliissig machen kénnte

°Eine allgemeinverstiindliche Darstellung dieser MOND Beschreibung findet sich in der Zeitschrift
Spektrum der Wissenschaften, Oktober 2002
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3.3 StoBle zwischen zwei Korpern

3.3.1 Allgemeine Anmerkungen

Wir wollen im folgenden Abschnitt Stossprozesse zwischen zwei Korpern der Masse my
bzw. msy betrachten.

e Im " Anfangszustand” weit weg vom StofSpunkt sollen die beiden Massen Geschwin-
digkeiten o, U5 bzw. Impulse p;, p> haben.

e die beiden Korper sollen dann aufeinander zufliegen und wie in Abb. B.T2 skizziert
miteinander stoflen.

Streuwinkel ¢

"1 "

S

b,

................ i StoB_
............................. parametel’ b

P,
Abbildung 3.12: Stofs zwischen zwei Korpern: Schematische Darstellung

e nach dem Stof3 entfernen sich die beiden Massen wieder voneinander und haben im
”Endzustand” weit weg vom StoBipunkt die Geschwindigkeiten o', U5" bzw. Impulse
=/ -/

P1,D2.

Man kann sich in Bezug auf den obigen Prozess eine Reihe von Grundfragen stellen wie
etwa:

1. wie ist bei gegebenem Anfangszustand (gegeben etwa durch die Impulse p;, P> und
dem Stoflparameter b, der den Abstand angibt, an dem Korper 1 ohne Wechselwir-
kung am Korper 2 vorbeifliegen wiirde) der Ablenkwinkel der beiden Teilchen bzw.
wo treffen die Kérper auf?

2. Wie war bei bekanntem Endzustand der Anfangszustand?
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3. wie war bei bekannten Anfangs- und Endzustinden die Art der Wechselwirkung
zwischen den beiden Koérpern; welche Art Korper bzw. Teilchen lagen vor?

4. Wie war die Energie und Masse des einfallenden Teilchens?

5. Welche innere Energie wurde an die Korper {ibertragen?

Fragestellung [1. ist z. B. beim Billiard interessant, Fragestellung ] bei der Ermittlung des
Schuldigen bei einem Autounfall.

Die Fragestellungen Bl und Bl sind insbesondere in der Kern- und Teilchenphysik von grofien
Interesse. Man untersucht Teilchen der Grofle eines Atomkerns und darunter oft dadurch,
dass man Ausgangsteilchen wie Elektronen oder Protonen (aber auch schwerere Teilchen)
mit bekanntem Impuls und bekannter Energie auf die Atomkerne eines ” Targets” schiefit.
In einigen Fillen ldsst man auch gegenlaufige Elektronen- oder Protonenstrahlen gegen-
einanderprallen.

Ein frithes Experiment wurde beispielsweise von Rutherford, Geiger und Marsden 1910
durchgefiihrt. Sie bestrahlten Atomkerne mit ”-Teilchen” (He-Kernen) und stellten fest,
dass diese Teilchen die Atome nahezu ungehindert durchdringen. Die beobachteten Ab-
lenkwinkel zeigten im Widerspruch zur géngigen Vorstellung iiber Atome, dass praktisch
die gesamte Masse des Atoms in einem sehr kleinen Kern konzentriert war.

Bei sehr hochenergetischen Stoiprozessen muss keineswegs die Zahl der Teilchen konstant
bleiben. Werden beispielsweise in groflen Beschleunigeranlagen Protonenstrahlen sehr ho-
her Energie bis in den TeV-Bereichfl gegeneinandergefiihrt, so entstehen beim Stof eine
Vielzahl neuer Elementarteilchen oder auch angeregte Zustdnde bekannter Elementarteil-
chen Die Untersuchung dieser Teilchen und der Wechselwirkung zwischen diesen Teilchen
ist eines der wichtigen Themengebiete der Elementarteilchenphysik. Weitere Sto3prozesse,
die hier genannt werden sollten, sind die zwischen sehr schweren Atomkernen (”Schwe-
rionenreaktionen”), in denen beispielsweise neue Zustéinde der (Kern-)Materie erforscht
werden. Bei diesen Reaktionen entsteht beim Stofl in der Regel eine sehr grofie Zahl von
Teilchen. Unter geeigneten Bedingungen erlauben Stole zwischen schweren Ionen aber
auch die Erzeugung neuer Atomkerne und damit die Erweiterung des Periodensystems
der Elemente zu immer schwereren Atomen.

Die Abb. zeigt beispielhaft zwei Aufnahmen von StoBen eines a-Teilchens bzw. eines
Protons mit Atomkernen.

Fragestellung Bl ist beispielsweise im Bereich der Astronomie und der Astrophysik wichtig.
Aus dem Weltall treffen ungeheuer energiereiche Teilchen (mit Energien bis zu 10%° eV,
entspricht einem schnellen Tennisball) auf die Atmosphére und erzeugen dort in einer
Kaskade von Stofiprozessen einen ganzen Schauer von Teilchen, der dann auf der Erde
nachgewiesen werden kann. Eine wesentliche Fragestellung ist, woher diese Teilchen kom-
men bzw. welche Mechanismen sie auf ihre hohe Energie beschleunigt haben. Die Details
solcher Stofiprozesse werden Sie in einer spéteren Phase Ihres Studiums kennenlernen. An
dieser Stelle wollen wir uns den Grundprinzipien der St688e zwischen zwei Korpern wid-
men. Wir werden dabei sehr starken Gebrauch vom Impuls- und Energieerhaltungssatz
machen und auflerdem annehmen, dass die Zahl der beteiligten Korper erhalten bleibt.

61 Elektronvolt = 1 eV = 1.6 - 107! J; dies ist die Energie, die ein Elektron beim Durchlaufen einer
elektrischen Spannung von 1 Volt gewinnt
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(b)

Abbildung 3.13:  Teilchenstifle in der Kernphysik: (a) Stof§ eines a-Teilches mit einem
Kern (Pfeil) (b) Erzeugung von 12 Teilchen beim Stof eines Protons (Energie: 24 GeV)
mit einem Atomkern. Abb. [T 13a wurde in einer ”Nebelkammer” angefertigt. In der Ne-
belkammer befindet sich ein wasserdampfgesdttigtes Gas. Der Wasserdampf kondensiert
entlang der Bahn ionisierender Teilchen . Abb. [B13(b) wurde in einer Blasenkammer an-
gefertigt. Sie enthdlt eine tberhitzte Flissigkeit, in der sich entlang der Teilchenbahnen

Blasen bilden. (aus: Gerthsen Physik, 21. Auflage: (a) S. 840; (b) S. 849).

Betrachten wir zunéchst die Impulserhaltung.

Wenn ganz allgemein K Teilchen miteinander stoflen und nach dem Stol N Teilchen
auseinanderlaufen, so gilt:

D= v (3.34)

Fiir den Fall von zwei stolenden Teilchen, die beim Stofl intakt bleiben, reduziert sich
dies zu:

Py +pa =i+ Py (3.35)

Die Energieerhaltung miissen wir etwas genauer diskutieren. Betrachten wir hierzu
ein System von N wechselwirkenden Massenpunkten, auf die ausschlieBllich konservative
Krifte wirken sollen.

Zunéchst haben wir die gesamte kinetische Energie der Massenpunkte, die durch die

Summe der kinetischen Energien aller Massenpunkte gegeben ist:

N 1 N p2
Eyin = Z 577%%2 = ﬁ (3.36)
i=1 i=1 v



134 KAPITEL 3. VIELTEILCHENSYSTEME

Die Kraft auf das i-te Teilchen kénnen wir wiederum zerlegen in eine duflere Kraft ﬁ(a nd
eine innere Kraft Flk, die zw1schen Teilchen 7 und Teilchen k£ wirkt. Das dritte Newtonsche
Axiom verlangt: sz = —Fm

Die dufleren Krafte F ) kénnen wir nun aus Potentialen V( (73) via F v V '(7)
gewinnen. Der Gradlent soll sich dabei auf die Koordinate des Tellchens 7 bemehen.

-~ ov oV oV

VATARIES = 3.37

Ganz entsprechend konnen wir auch die Kréfte F’,k aus Potentialen Vj; gewinnen. Wir
nehmen hierzu an, dass die V;;, von der Differenz der Koordinaten 7; und 7) abhéingt:
Vie = Vie(ri — 7). Die Kraft Fy, ergibt sich dann aus: Fy = —§Z~Vik(ﬁ- — 7%). Man
beachte hierbei, dass V' nur nach der Koordinate 7; differenziert wird. Da das i-te Teilchen
keine Kraft auf sich selbst ausiibt, kénnen wir verlangen: V;; = 0. Aulerdem wollen wir
verlangen, dass Vj, = Vj; ist. Damit gilt:

ﬁik = _ﬁi‘/z‘k(ﬁ — ) = _61"/1%’(7?@' — ) = +§kvm(ﬁ — ) = —ﬁm‘ (3.38)

Die Beziehung ﬁini(f; — ) = —ﬁkini(ﬁ- — 1) ergibt sich, da Vj; von der Differenz
7; — 75, abhdngt und daher die Differentiation nach 7} ein negatives Vorzeichen liefert.

Wir kénnen damit die Gesamtenergie der N Massenpunkte schreiben als:

N
E = Epin + ‘/ges = 2m2 + 5 Z Vik- (339)

sz

Der Faktor % vor der Doppelsumme iiber ¢ und k ist notig, weil wir bei der Doppelsumme
jedes Potential zwischen i und k doppelt zdhlen (ndmlich vom Koérper i aus und vom
Korper k aus). Man macht sich dies leicht fiir zwei Massenpunkte klar, die durch eine
Feder verbunden sind. Die potentielle Energie V;, = %C’ (75 — 7%)? der Feder diirfen wir
nur einmal zéhlen!

Wir werden im Folgenden Stofiprozesse bei Abwesenhelt auBlerer Krifte, betrachten, d.
h. Prozesse fiir die die &ufleren Potentiale V gleich null (bzw. konstantll) sind. Wesent-
lich ist aber der Term ; Zuk:o k- Er besagt letztlich, dass die beiden Stofipartner, die
ja ihrerseits aus sehr vielen Atomen bestehen, beim Stof§ innere Energie speichern oder
evtl. auch freigeben konnen. Die Summe der kinetischen Energien der Stoflpartner vor
dem StoB ist also auch bei Abwesenheit duflerer Kréfte nicht notwendig gleich der Sum-
me der kinetischen Energien nach dem Stof}. Gilt dies aber, so sprechen wir von einem

elastischen Stof3:
N /2
= P 4
Z:: o (3.40)

Andernfalls sprechen wir von einem inelastischen Stof}. Speziell bewegen sich beim voll-
kommen inelastischen Stof3 die Stoipartner nach dem Stofl mit gleichem Impuls weiter
(sie "kleben” z. B. zusammen).

Wir wollen nun zunachst

"Wir vergleichen Energien vor und nach dem Sto8. Konstante Terme sind daher nicht von Belang.
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3.3.2 Eindimensionale Sto3e
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betrachten, bei der sich die Stofipartner nur entlang einer Linie (z. B. der x-Koordinate)

bewegen konnen.

Der einfachste Fall ist der Stof3 eines Korpers der Masse mq mit einem unendlich schweren,

ruhenden Koérper (einer Wand):

Stofl mit einer Wand

Diese Situation ist in Abb. B14] gezeigt.

—_ —/

O~ ~O
H 41_

vorher nachher

Abbildung 3.14: Ein Massenpunkt (Masse my) stofit an eine Wand und wird an dieser

refiektiert.
Fiir einen elastischen Stof} gilt:

p2 p2 p/2 p/2
Ekin - E]/ﬂn bZW, L + wand = __ 1 + wand

le 2anand 2Tnl 2anand

2 12
Da die Wand unendlich schwer ist, ist —xed = Pwand — () d. h. es gilt:
2anand 2anand
2 12
P1 P

2m1 N 2m1

Hieraus folgt: |p1| = |p'1], bzw. p1 = £p/5.

Im Fall des Vorzeichens

(3.41)

(3.42)

7.7 wird der Massenpunkt an der Wand reflektiert. Im Fall des

Vorzeichens 4" wiirde der Massenpunkt durch die Wand (z. B. durch ein Loch in der

Wand!) hindurchlaufen.
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Betrachten wir nun die Impulserhaltunﬁ:
D1+ Dwand = pll + plwand (343)

Aus der Energieerhaltung wissen wir im Fall der Reflexion: p; = —p}. Damit erhalten
wir fiir pyana = 0: pl..q = 2p1. Auf die Wand wird also durchaus Impuls iibertragen.
Die Geschwindigkeit der (unendlich schweren) Wand nach dem Stof ist aber gleich 0:
v =Pl nd/Mwana = 0, wie zu erwarten war.

Im Fall eines inelastischen StoBes ist |p1| # |p}|. Speziell bleibt beim vollkommen inela-
stischen Stofl der Massenpunkt an der Wand kleben und verliert dabei vollstdndig seinen
Impuls und seine kinetische Energie.

Die néchste Situation, die wir betrachten wollen, ist ein

Elastischer Stofl zwischen zwei Massenpunkten endlicher Masse m; und ms

Die beiden Massen sollen zunédchst mit entgegengesetzten Impulsen p; und p-»
aufeinander zukommen, d. h. es gelte: p; = —po (s. Abb. B13)

b P,=P
—;) (i—

Abbildung 3.15:  FEindimensionaler elastischer Stof§ zwischen zwei Massenpunkten, die
mit entgegengesetzten Impulsen aufeinander zufliegen.

Fiir den Gesamtimpuls gilt: P = p; + po, = 0. Damit ist die Schwerpunktsgeschwindigkeit

_ P _
Vs = ima =0.

Der Schwerpunkt ruht also bei diesem speziellen Stof.

Impulserhaltung:
prtpe=p)+py=0 (3.44)
Energieerhaltung:
A R A
— 3.45
2m1 * 2m2 2m1 * 2m2 ( )
Aus B4 folgt:
P1 = Do und Py = —ph. (3.46)
Aus folgt dann:
2 2 12 /2
b1 b1 P b
— ) 3.47
2m1 + 2m2 le + 2m2 ( )
Hierbei haben wir unter Benutzung von p; = —pe und p| = —p}, die Impulse py und p)
eliminiert.

8Wir verzichten bei den eindimensionalen Stéfen auf die Vektorpfeile.
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Wir erhalten dann:

2 12

p1< 1 1 ) pl( 1 1 )

— |t ) ==+ — 3.48

2 \m;  my 2 \myp  my ( )
oder mit der reduzierten Masse p = o2

n_

SEl v nl =Dl (3.9
Alle Impulse sind damit vom Betrag her gleich. Der Fall p| = —p; entspricht gerade

der Reflexion, der Fall pj = p; bedeutet, dass die beiden Massen ohne Wechselwirkung
aneinander vorbeilaufen.

- e

Abbildung 3.16: FEindimensionaler elastischer Stof§ zwischen zwei Massenpunkten; Masse
meq ruht.

Nun ruhe die Masse mqy vor dem Stof, d. h. p, =0 (s. Abb. BI8) Impulserhaltung:

p1 =Py + ph. (3.50)
Energieerhaltung:
T S &
= + : 3.51
le 2m1 2m1 ( )
Wir 16sen nach p’ auf und quadrieren:
2 2
P = (p = p'5)? = pi + /5 — 2piph. (3.52)
Einsetzen in BXA1l und Multiplikation mit 2my ergibt:
my
pi = (07 + 95 — 2pph) + — 15, (3.53)
my
oder: .
pa(1+ ) = 2piph, (3.54)
L)

Falls pf, # 0 ist (der Fall p, = 0 bedeutet wiederum, dass keine Wechselwirkung vorlag),
folgt hieraus: pj (1 + %) = 2p; oder:

’ 2p1 2m2
Do

= = 3.55
1—|—m1/m2 m1+m2pl ( )
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Setzen wir dies in (I) ein, so erhalten wir p/ als Funktion von p;:

2m, 2my myp — Mg
/ g — / = _—_— = 1 _— = 356
Py =D1— Py =D1 T m2p1 D1 ( e— m2p1) o— m2p1 (3.56)

Fiir die entsprechenden Geschwindigkeiten ergibt sich:

/
A 2 _ 2m
vy = —— = ————U = ——1]
meo my + Mo my + Mo
/ mp —msg
v, = ——1
my + Mo

Wir wollen diese Ausdriicke nun fiir verschiedene Grenzfille diskutieren:

1. mqy — o0:

Py — 2; vy, — 0
Py — —m vy — —u
Dieser Grenzfall entspricht genau dem schon besprochenen elastischen Stofl mit einer
Wand.
2. meo — 0:
’ 2m2 / 2
Py — —p1 — 0 Vy — (%1
my /
/ v — U
P 7 N

In diesem Grenzfall stofit ein sehr schwerer Korper elastisch mit einem sehr leich-
ten. Impuls und Geschwindigkeit des schweren Korpers dndern sich praktisch nicht,
der leichte wird dagegen auf die doppelte Geschwindigkeit des stoflenden Korpers
beschleunigt.

3. my = ma:

Py = vy — v

Py = 0 vy = 0
Dieses Ergebnis mag etwas iiberraschen. Die stolende Masse kommt zur Ruhe, die
vor dem Stofl ruhende Masse lduft mit dem Impuls bzw. der Geschwindigkeit der
stofenden Masse weiter. Die beiden Massen gaben gewissermaflen ihre Rolle ge-
tauscht.

Dieser Grenzfall, aber auch die Félle mq = 2msy, mo = 2m; werden auf der Luftkis-
senbahn vorgefiihrt.

Fiir my = 2my (schwerer Wagen auf leichten) gilt dabei:

4 2 1 1
pl2 = §p1 Ué - gvl pll = _gpl Ui = _gvl

Fiir 2m; = my (leichter Wagen auf schweren) gilt:
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Allgemeiner elastischer Stof3, Massen m;, mq, Impulse p;, p» (s. Abb. B.1T)

b P

—:)(i_

Abbildung 3.17: Findimensionaler elastischer Stofy zwischen zwei Massenpunkten (allge-
meiner Fall)

Wir wollen zunéchst vom Laborsystem in das Schwerpunktsystem iibergehen, in
dem der Schwerpunkt der beiden Stopartner ruht. Hierzu miissen wir offensichtlich von je-
der Geschwindigkeit (d. h. von vy, v}, vq, v) gerade die Geschwindigkeit vy = %
des Schwerpunkts abziehen.

Wir wollen die verschiedenen Gréfien im Schwerpunktsystem (SPS) mit einem Index
”s” kennzeichnen. Damit erhalten wir:

Impulserhaltung;:
pi+py=p1+15=0. (3.57)
Energieerhaltung:
)’ _ N~ (05
; T ; ST (3.58)
Aus BA7 folgt:

pi=-py und  pi=-pl. (3.59)
Mit folgt weiter, wenn wir hier pj = —p5 und p'] = —p’; einsetzen:

pi=%p7 wd  py=Lp. (3.60)

Hierbei bedeutet das Vorzeichen ”+" wiederum, dass keine Wechselwirkung stattfand.

Im anderen Fall sehen wir, dass alle Impulse gleichen Betrag haben, wobei die Impulse
der einlaufenden wie der auslaufenden Teilchen gegeneinander gerichtet sind.

Fiir die Geschwindigkeiten im SPS gilt dann: v{ = —v'] und v§ = —v'3.

Wir iibertragen jetzt dieses Ergebnis vom Schwerpunktsystem auf das Laborsy-
stem. Hierzu miissen wir zu jeder der Geschwindigkeiten des SPS (d. h. v§, v, v'], v'5) die
Geschwindigkeit vy des Schwerpunkts wieder hinzuaddieren.

Wir erhalten: v = v’} + v, = —vf + v, = —(v1 — vs) + Vs = 20, — V1.

Hierbei haben wir zunéichst das Ergebnis v'] = —vf dann v = v; — v benutzt.
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Wir erhalten schlief3lich:

, miv1 + Moy 2m1v1 + 2m2212 — M1V — MoV
V=205 -0V =2—————— — U =
my + Mo my + me (3 61)
(m1 — mg)’UQ + 3m2’02 '
my + mao
Ganz analog erhélt man:
Mo — My )V + 3MV
v;:( 2 = m)vz + 3 (3.62)

my + Mo

Damit konnten wir durch die Transformation Laborsystem — Schwerpunktsystem, l6sen
der Gleichungen im Schwerpunktsystem und anschliefende Riicktransformation ins La-
borsystem sehr leicht die resultierenden Impulse und Geschwindigkeiten im Laborsy-
stem bestimmen. Wir hétten selbstverstiandlich Impuls- und Energieerhaltung direkt im
Laborsystem erhalten konnen. Die entsprechenden Rechnungen wéren aber wesentlich
aufwandiger gewesen.

Wir behandeln jetzt den

Vollkommen inelastischen Stofl zwischen zwei Massenpunkten m; und my (s.

Abb. EIR)

(m)= “(m)
vorher: e <«

Vi
nachher: @

Abbildung 3.18: Vollkommen inelastischer Stof$ zwischen zwei Massenpunkten

Beim vollkommen inelastischen Stofl bewegen sich die beiden Massen nach dem Stof3
gemeinsam mit der Geschwindigkeit v; = v, = v’. Nach wie vor gilt die Impulserhaltung:
p1+p2=p)+ 0

Wir haben damit myv; + mave = (my + ma)v':

oder:

;  M1V1 + Moy

: (3.63)

v
my + Mo

was genau der Ausdruck fiir die Schwerpunktsgeschwindigkeit ist. Dies ist nicht weiter

verwunderlich, da sich ja die beiden Massen nach dem Stofl zusammen bewegen. Speziell

gilt im Schwerpunktsystem: v' = 0, d. h. die beiden Massen fliegen mit entgegengesetztem

Impuls aufeinander zu und ruhen dann.

Auf der Luftkissenbahn demonstrieren wir diese Effekte mit Massen mq, = mo, sowie
my = 2mey und moy = 2m;.
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Fiir die kinetischen Energien gilt im Schwerpunktsystem:

vor dem Stof3:

(p5)?  (p3)? of 1 1 (p$)?
ES. = = H < ) = . 4
kin = 9 T omg (P) oy | 2my 2 (3.64)
nach dem Stof3:
ES. =0 (3.65)

Im Schwerpunktsystem geht also die gesamte kinetische Energie verloren.
Im Laborsystem, mit py = 0 gilt:

vor dem Stof3:

i
ki = o (3.66)
nach dem Stof3:
12 12 2 2
Byp=aly 2o b N (3.67)

2m1 2m2 2(m1 + mg) 2(m1 + mg)

Die Differenz der beiden Energien geht verloren. Fiir m; = my ist das gerade 50% von
Ekin. Fiir my > mg erhalten wir E}, = FEj,, d. h. praktisch keinen Verlust an kineti-
scher Energie. Fiir mo = my ist E, ~ i Eyin =~ 0, d. h. wir erhalten einen praktisch
vollstdndigen Verlust der kinetischen Energie. Die beiden letzten Grenzfélle entsprechen
der Situation eines fahrenden Autos, das eine ruhende Fliege prallt, bzw. der Situation
eines ruhenden Autos, gegen das eine Fliege prallt. Im ersten Fall erwarten wir keine
Anderung der kinetischen Energie des Autos, im zweiten Fall dagegen den vollstéindigen

Verlust der kinetischen Energie (und nicht nur der Energie!) der Fliege.

Die Gesetze des vollkommen inelastischen Stofles wenden wir nun an beim ballistischen
Pendel, das in Abb. BT9 schematisch dargestellt ist.

°® °
MZ
m, v, v
— | M, —
vor Sto unmitelbar Pendel
nach Sto3 schlagt aus

Abbildung 3.19: Das ballistische Pendel

Das ballistische Pendel dient zur Bestimmung von Geschossgeschwindigkeiten.
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Es besteht wie in Abb. angedeutet aus einem Stab (Masse Mg = 358 g, Stabldnge
Isiap = 94.5 c¢cm) und einem wiirfelformigen Ende (Masse My, = 581 g, Kantenlinge
d = 9.5 cm). Die Gesamtmasse des Pendels ist Mp = M, + My, = 939 g.

Ein Geschoss (Masse m = 1.0 g, Geschwindigkeit v;) trifft auf das ruhende Pendel und
bleibt darin stecken.

Die Impulserhaltung ergibt fiir diesen Vorgang:

Pgeschoss = (m + Mp)vl (368)
bzw. mit Pgeschoss = TU1:
W= —" (3.69)
m+ M, " '

Die kinetische Energie kurz nach dem Aufschlag (d. h. nachdem das Geschoss steckenge-
blieben ist, sich aber das Pendel noch nicht wesentlich bewegt hat) betragt:

m? , 1 m?

1 s 1
Blan = lmey) 7 = lm 4 Me) e N = e gy

(3.70)

Jetzt schldgt das Pendel aus. Bei vernachléssigbarer Reibung kommt das Pendel zur Ruhe,
sobald die anféingliche kinetische Energie in die potentielle Energie im Schwerefeld der
Erde umgewandelt ist. Entscheidend ist hierbei das ” Anheben” des Schwerpunkts.
Hierbei gilt:
1

(m+ Mp)-g-h= iElgm (3.71)
wobei h die Hohe sei, um die der Schwerpunkt angehoben wurde. Damit ergibt sich die
Geschwindigkeit der Kugel aus:

1

1 m?
Mp)-g-h=-F! = —-———3? .72
oder: M
v = %mm (3.73)

Im Experiment wird allerdings nicht die Hohe h direkt gemessen, sondern der Ausschlag
Ax parallel zur Erdoberflache, der an einem am unteren Ende des Pendels angebrachten
Zeiger (Abstand lg,s = 1,12 m von der Stehachse zur Zeigerspitze) abgelesen wird. Im
Experiment ergibt sich Az = 13 cm. Wir miissen jetzt zum einen Az in Verbindung mit
h bringen und zum andern die Position des Schwerpunkts ermitteln.

Zur Losung des ersten Problems betrachten wir Abb.

Abb. B20(a) entnimmt man, dass fiir kleine Auslenkwinkel ¢ ~ Az /l ., ist. Der Schwer-
punkt befinde sich nun in einem Abstand [; von der Drehachse. Bei Auslenkung um den
Winkel ¢ ist h gerade gegeben durch h = I, — I, cos p = I,(1 —cos @) ~ I,(1 — 1+ p?/2) =
lsp? /2.

Damit erhalten wir:

Mp+m M M Mp Az
o= 2gh s gl 2 = o glo= R Vgl (3.T4)

M lges
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(@) (b)

Abbildung 3.20: Zur Auslenkung des ballistischen Pendels

Nun miissen wir den Abstand [y des Schwerpunkts vom Drehzentrum bestimmen. Allge-
mein gilt fiir den Schwerpunkt:

R, = %ﬂ (3.75)

p

Wir legen den Koordinatenursprung in das Drehzentrum und schreiben die Massendichte
r als Summe iiber die Massendichte des Stabes rg und der Massendichte ry des unteren
wiirfelformigen Teil des Pendels, p = ps + pw. Die z-Koordinate zeige vom Drehzentum
zur Pendelspitze. Wir erhalten dann:

5 M ps+pw) 7-dV_ [[[ ps 7 dV + [[f pw 7 dV
S M M

p p

(3.76)

Das Integral iiber rg liefert aus Symmetriegriinden gerade Mj - lst;" - €,. Beim zweiten
Integral miissen wir iiber den Wiirfel integrieren, wobei die z-Koordinate von lg;, bis
lstap + d 1auft. Diese Integral ergibt wiederum aus Symmetriegriinden My - (lsm + %l) €.
Hiermit finden wir dass der Schwerpunkt bei

Ms . lsglb + MW . (lStab + g)
Mg + My

l, = (3.77)

liegt.
Einsetzen der Zahlenwerte liefert [, = 79 cm.

Setzt man alle Groflen in v; =~ % . Az

-v/gls ein, so erhdlt man v; ~ 304 m/s, was im

lges
Rahmen des Messfehlers mit dem direkt gemessenen Wert von 292 m/s (vgl. Einleitung)

gut iibereinstimmt.
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3.3.3 Nicht-zentrale Stofle

Wir wenden uns nun Stéfen in 3 Dimensionen zu. Auch hier wollen wir konsequent von
der Impuls- und Energieerhaltung Gebrauch machen.

Impulserhaltung:
Pyp2 = pi’ + po (3.78)

Energieerhaltung:

T R A
= 3.79
le * le 2m1 * le * Q ( )

Hierbei haben wir die Anderung der kinetischen Energie mit ) bezeichnet. Es entspricht:
() = 0 elastischer Stof3
@ # 0: inelastischer Stofl mit

@ > 0: "endothermer” Stof (d. h. kinetische Energie geht in innere Energie iiber)
@ < 0: "exothermer” Stof (d. h. innere Energie geht in kinetische Energie iiber)

Die Energie- und Impulserhaltung stellen jetzt ein System von 4 Gleichungen dar. Dem
stehen die 6 Variablen p;’ und py’ gegeniiber, die i. allg. unbekannt sind. Es bleiben also
zwei Variablen unbestimmt. Eine der Variablen kann beispielsweise der Streuwinkel ¢ bzw.
der Stofiparameter b sein. Es bleibt dann noch eine freie Variable. Wir hatten bislang noch
nicht beriicksichtigt, dass die Vektoren p;’ und p5’ i. allg. nicht in der gleichen Ebene liegen
miissen wie die Vektoren p; und ps. Die letzte freie Variable kann also der Winkel sein,
um den p;’ und p5’ aus der durch p; und p, aufgespannten Ebene herausgedreht sind. In
einigen Bezugssystemen findet aber der Stof in einer Ebene statt. Dies gilt speziell, wenn
Korper 2 ruht. Dann spannen die Vektoren p;’ und py” eine Ebene auf, in der auch p) liegt.
Im Schwerpunktsystem ist p; = —p> und py’ = —p5’. Auch hier sind damit alle Vektoren
in einer Ebene; allerdings werden p; und p;” um einen Winkel ;" gegeneinander verdreht
sein.

Bevor wir uns einigen speziellen Sté8e zuwenden, wollen wir zunéchst betrachten, wie sich
die Energie () beim Ubergang vom Laborsystem zum Schwerpunktsystem &ndert. Dort
sei Q° die Differenz der kinetischen Energien vor und nach dem Stof.

Wir haben also im Laborsystem:

Impulserhaltung;:
0y + P2 = pi’ + Py (3.80)
Energieerhaltung:
2 2 2 2
P1 4 P _ D1 4 P2 (3.81)

und im Schwerpunktsystem:

Impulserhaltung:
P+ 75 =i+ P2’ (3.82)

Energieerhaltung:

+ Q5. (3.83)
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Wir 16sen nach Q auf:

PPl B 1 2 -p
_ = =S (2 — 3.84
@ 2my + 2ms 2 £ ma (U = 07) ( )

Q:%Zmi[(a;—@)z—(“—vs 7| = %Zmz[ 7 :’S)ﬂ—im(v —)7, (3.85)

i=1 i=1

—

Nun ist %Zf LMy [(178)2 (Uf%) ] = Q°, wihrend die zweite Summe Y7 m; (7 — )7,

verschwindet, da sich die Summanden paarweise autheben (p§ = —p5; pi* = —ps*).

Also ist Q = Q)*, d. h. die "Wéarmetonung” héngt nicht vom Bezugssystem ab, wie auch
zZu vermuten war.

—

Weiter liefert die Energieerhaltung im Schwerpunktsystem zusammen mit p5 + p§ = pi* +

~>/s.

P2

—\2 )2 /s =152
e =
oder:
(ph)? = (i)’ +Q; o reduzierte Masse (3.87)
2u 2u
Hieraus folgt:
P =2 —2uQ (i=1,2) (3.88)

Fiir @ = 0 sind die Betrége aller Impulse gleich, fiir @ > 0 (Q < 0) sind die Impulsbetrige
nach dem Stof kleiner (groer) als die vor dem Stoff. Dies ist in Abb. B2T] dargestellt.

Abbildung 3.21: Impulse vor und nach dem StofS im Schwerpunktsystem

Betrachten wir nun einige spezielle StofSprozesse.
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-

Abbildung 3.22: Nicht-zentraler StofS mit einer Wand

Stofl mit einer Wand
Der Stof laufe in der (x,y)-Ebene ab. Dann ist:

cos U

. ' —cos )
7= SHB 0 (3.89) und Fo=p | sind, (3.90)
0

Beim elastischen Stof} bleibt der Betrag des Impulses erhalten, p; = p}. Wenn wir weiter
annehmen, dass beim Stofl die Bewegung parallel zur Wand kréftefrei ist, so haben wir
sint; = sin?] bzw. ¥; = ¥]. Die x-Komponente kehrt damit wie beim zentralen Stof
ihr Vorzeichen um (Reflexion an der Wand). Andernfalls sind beliebige Streuwinkel )
moglich; erst durch die konkrete Angabe der Wechselwirkung kann 9} bestimmt werden.
Umgekehrt kann die Messung von ) Riickschliisse iiber die Krifte zwischen Wand und
Kugel erlauben.

Nichtzentraler Stofl zwischen zwei Kugeln, m,; — oo.
Falls wie beim elastischen Stofl mit der Wand wiederum die Impulskomponente in Rich-
tung der Verbindungslinie der beiden Kugelmittelpunkte beim Stofl ihre Richtung um-

kehrt, erhalten wir 9, = ¢]. Die Kugel 2 bleibt auf Grund ihrer unendlichen Masse in
Rubhe.

Elastischer Stof3 gleicher Massen im Laborsystem

Wir betrachten den Stoff im Laborsystem, in dem Masse 2 ruht.

Impulserhaltung;:
0y = i + P2 (3.91)
Energieerhaltung;:
2 > /2 > /2
b1 P1 P2
— =+ = 3.92
2m  2m * 2m ( )
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Abbildung 3.23:  Nichtzentraler Stof$ zwischen zwei Kugeln (Kugel 1: Masse my, Radius
ay, Impuls py; Kugel 2: Masse my — 00, Radius ay, Impuls po = 0) im Moment des
Zusammenstofies

Wir quadrieren BOTk

pi = (7! +19)* = pi* + P + 2pips (3.93)
und setzen in -2m ein:
P+ P2% + 2pips = pi” + ps” (3.94)
Hieraus folgt
2pips = pipycosp =0 (3.95)

mit den Losungen: cos ¢ = 0 oder pj = 0 oder p, = 0.

Interessant ist insbesondere die Losung cos ¢ = 0.Sie bedeutet, dass die beiden Teilchen
nach dem Stofl im rechten Winkel auseinanderfliegen. Diese Losung tritt ein, wenn
die Teilchen nicht zentral aufeinandertreffen Abb. B24] zeigt dies fiir den Stofl von Billi-
ardkugeln, sowie fiir den Stof§ zwischen zwei Protonen. Beim zentralen Stof gilt die zweite
Losung pj = 0 (Masse 1 bleibt stehen, Masse 2 bewegt sich weiter); Losung 3 schliefllich
bedeutet, dass keine Wechselwirkung stattgefunden hat.

Im Experiment demonstrieren wir den nicht-zentralen Stof§ gleicher Massen an Hand
einer Kugel, die von einer Schanze herunterlduft und mit variierbarem Stofiparameter
eine ruhende Kugel trifft. Auler beim zentralen Stof3 fliegen die Kugeln im rechten Winkel
auseinander. Alle Kugeln liegen anschliefend auf einem Kreis, wie in Abb. B2 angedeutet.

Im Schwerpunktsystem sind die Impulsbetrige der beiden Stoipartner vor und nach dem
Stof8 gleich Z-. Da die beiden Korper gleiche Masse haben, sind auch die Betrige aller
Geschwindigkeiten im Schwerpunktsystem gleich (= % ). Dies ist in Abb. (links)
dargestellt. Alle Geschwindigkeitsvektoren liegen auf einem Kreis mit Radius 5. Um ins
Laborsystem zuriickzukehren miissen wir zu jeder Geschwindigkeit die Schwerpunktsge-
schwindigkeit (Ebenfalls gleich %) addieren. Wir erhalten das rechte Diagramm der Abb.
B28

Beim Fall von der Schanze ist die Fallzeit fiir alle Kugeln gleich (¢, = ,/%). Sie legen

dann in der (x,y)-Ebene vom Schanzentisch gerechnet den Weg (z,y) = (va,vy) - trau
zuriick, so dass die Aufschlagspunkte gerade die Verteilung der Stossgeschwindigkeiten
im Laborsystem abbilden.
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Abbildung 3.24:  FElastischer Stof§ zwischen zwei Protonen (oben) bzw. zwischen zwei
Billiard-Kugeln (unten) [aus: Dransfeld/Kienle/Kalvius, Physik I, S. 139).

Elastischer Stofl im Schwerpunktsystem: Streuwinkel und Stoflparameter

Abb. skizziert den elastischen Stofl zweier Massen im Schwerpunktsystem. Nehmen
wir wiederum an, dass sich die Bewegung parallel zur Verbindungslinie der beiden Massen
kréftefrei ist, ergibt sich wiederum 9, = ¥.

Wir wollen hier unsere Ausfithrungen iiber Stofle zwischen zwei Korpern beenden. Weite-
re Zusammenhénge wie etwa die Umrechnung von Streuwinkeln im Schwerpunktsystem
in die Streuwinkel im Laborsystem oder der Zusammenhang zwischen Streuwinkel und
Stofiparameter werden in Ubungsaufgaben behandelt. Es sei aber nochmals darauf hin-
gewiesen, dass insbesondere die Bestimmung des Zusammenhangs zwischen Streuwinkel
und Stoflparameter, aber auch die Bestimmung von ) die Angabe der Krifte zwischen
den Stofipartnern (bzw. die Losung der entsprechenden Bewegungsgleichungen) erfordert.
Im System der Relativkoordinaten (7= 7, — 77) ist dies aber dquivalent zur Losung des
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P

7 /]

Abbildung 3.25:  Nichtzentraler elastischer StofS zweier Kugeln gleicher Masse. Links:
Seitenansicht des Versuchsaufbaus; rechts: Aufsicht.

S
Vy Y]

4
vi/2 ¢ v/2

-V, /2=

-v,/25

1 1N, VS

-v,/2 v,/2

Abbildung 3.26:  Geschwindigkeiten der StofSpartner vor und nach dem Stofs: links:
Schwerpunktsystem; rechts: Laborsystem

entsprechenden Einkérperproblemﬂ. Es sei im Einkorperproblem 7} der Radiusvektor,
my die Masse. Man erhélt dann als Losung den Vektor 7 (t), der auch von m; abhéngen
kann. Wir ersetzen dann 7 (t) durch #(¢) und m, durch p. Vom Schwerpunkt aus bewegen
sich die beiden Massen mit den Vektoren 75(t) = —27(¢) und 75(¢t) = 7L7(t). Addieren

wir noch die Bewegung é(t) des Schwerpunkts, so haben wir die Bewegung der beiden
Massen vollstandig charakterisiert.

9Eine entsprechende Methode zur Behandlung von mehr als zwei Korpern existiert leider nicht.
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Abbildung 3.27:  Stoff zweier Massen im
Schwerpunktsystem

b/ _ \l
P, =D

3.4 Der Virialsatz

Zum Abschluss dieses Kapitels wollen wir noch den Virialsatz formulieren und beweisen.
Der Virialsatz findet Anwendung bei einem System von Massenpunkten (natiirlich auch
bei einem einzelnen Massenpunkt), die sich in einem Kraftfeld bewegen. Dabei ist es egal,
ob dieses Kraftfeld auf gegenseitige Wechselwirkungen oder auf ein externes Kraftfeld
basiert. Die Krifte F, sollen die Massenpunkte (mit Massen m; und Ortsvektoren 7;)
in einem endlichen Volumen zusammenhalten. Nach dem Virialsatz gilt dann fiir den
zeitlichen Mittelwert der kinetischen Energie des Systems T'

:——ZFT,

Der zeitliche Mittelwert einer zeitabhingigen Grole A(t) ist dabei definiert durch

_ 1 T
A= lim - | A(t)dt.

T—00 T 0

Zum Beweis des Virialsatzes betrachten wir das Produkt aus den Impulsen und den Orts-
vektoren der einzelnen Teilchen, summiert iiber alle Teilchen

Bildet man die Ableitung dieser Grosse nach der Zeit ¢, so ergibt sich

E = pTz_‘_szrz

dt
= ZFT’MLZWH%

= ZFTHLQT (3.96)
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Bei dem Ubergang zur zweiten Zeile haben wir die Newtonsche Bewegungsgleichung aus-
genutzt und die Zeitableitung des Impulses p; durch die wirkende Kraft ersetzt. Berechnet
man den Mittelwert dieser Zeitableitung

E = lim l/Tﬁdt
dt — tocoT Jo dt
~ lim L[G() — G(0)]

T—00 T

= 0. (3.97)

Dieser Ausdruck ist null, da nach Voraussetzung die Ortsvektoren 7; und damit auch die
Impulsvektoren p; endlich sind, so dass auch G(t) fiir alle Zeiten endliche Werte annimmt.

Aus (B96) und B37) folgt

dG -
%:;Fﬁﬁw:o

und damit der Virialsatz (B4).

Als Anwendungsbeispiel betrachten wir die Bewegung eines Teilchens in einem konserva-
tiven Zentralfeld, das durch ein Potenzial der Form

V(r) = ar™tt,
gegeben ist. Dies ergibt eine Kraft der Form
F=-VV=—(n+1ar" ¥
und es ergibt sich nach dem Virialsatz

n+1—

n+1
V.
2

T = arntl =

Im Falle des Potenzials eines Harmonischen Oszillators (n = 1) ergibt sich also

T=V
wihrend z.B. im Fall des Coulomb oder Gravitations - Potenzial (n = —2) gilt
— 1—
T=—-V.

2
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Kapitel 4

Rotationen

4.1 Drehung eines Koordinatensystems

In diesem Kapitel soll untersucht werden, welchen Einfluss ein rotierendes Koordinaten-
system auf die Beschreibung von Bewegungen hat. Jedes Koordinatensytem, das z.B. im
Bezug zur Erde fixiert ist, unterliegt einer solchen Rotataion, da sich ja die Erde mit einer
Geschwindigkeit von w gleich 27 pro Tag um ihre Rotationsachse dreht. In einem ersten
Schritt wird in diesem Abschnitt behandelt, wie man mathematisch die Rotation eines
Vektors beschreiben kann. Dazu betrachten wir einen Vektor

a
7= b :aé1+bé2+cé3,
C

den wir in einem karthesischen Koordinatensystem (é; bezeichnet dabei den Einheitsvek-
tor in x Richtung, é; in y und é3 in z-Richtung) mit den Koordinaten a, b und ¢ eindeutig
festlegen. Wir wollen uns nun ansehen, wie der gleiche Vektor 7 in einem Koordinaten-
system beschrieben wird, das den gleichen Koordinatenursprung besitzt aber relativ zum
urspriinglichen Koordinatensystem gedreht ist.

Als erstes Beispiel betrachten wir den Fall, dass das gedrehte Koordinatensystem durch
eine Drehung um die z-Achse um einen Winkel o aus dem urspriinglichen Koordinaten-
system hervorgeht. Zur Definition einer solchen Drehung benutzen wir die sogenannte
“rechte-Hand-Regel”. Diese besagt: Positioniere deine rechte Hand so, dass der ausge-
streckte Daumen parallel zur Drehachse steht (also in unserem Beispiel parallel zur z-
Achse). Die leicht gekriimmten Finger dieser Hand zeigen dann an, in welche Richtung
die z- und y-Achse gedreht werden. Bei einer solchen Drehung um die z-Achse behélt also
die z-Achse ihre Richtung. Die Richtungen der z- und y-Achse wird bei einer Drehung
um den Winkel « so gedreht, wie das in Abb. ELT] dargestellt ist.

Als erstes sehen wir uns an, wie der Vektor aé; in der neuen Basis dargestellt wird. Aus
der Abbildung EETl wird deutlich, dass die Projektion von aé; auf die “neue” x—Achse eine
Koordinate a cos « ergibt, wihren die Projektion auf die neue y— Achse, in der Abbildung
mit 1’ bezeichnet den Wert —asin « liefert. In dem gedrehten Koordinatensystem wird

153
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Abbildung 4.1: Drehung des Koordinatensytems um die z-Achse um einen Win-
kel a.. Die z-Achse steht senkrecht zur Darstellungsebene und zwar so, dass sie
aus der Ebene in Richtung des Betrachters zeigt.

also
1 acos o
aéy=a | 0 = aé) = | —asina
0 Drehung 0
beziehungsweise
1 COoS (v
e=10 = ¢y =| —sina
0 Drehung 0

Bei dem Vektor é] handelt es sich also um die Darstellung des Vektors é; im gedrehten
Koordinatensystem. Ganz entsprechend gilt fiir den Einheitsvektor é; in Richtung der
y-Achse des urspriinglichen Koordinatensystems

0 sin v
éa=| 1 = ey = | cosa |,
0 Drehung 0

wéhrend die Darstellung von é3 unveréndert bleibt

0 0
é3 = 0 = ég = 0 =é3.
1 Drehung 1

Mit diesen drei Beziehungen (E]) - (E1)) und der Darstellung unseres Vektor 7 aus (E1])
kénnen wir jetzt die Darstellung des Vektors 7 im gedrehten Koordinatensystem berech-
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nen:
— N N N
7= aeé) + bé, + céy

CcoSs (v sin o 0

= aq| —sina | +b| cosa | +c| O

0 0 1

acosa +bsina +0
= —asina +bcosa +0

0 +0 +c
cosae sina 0 a
= —sina cosa 0 b | . (4.1)
0 0 1 c

In der letzten Zeile dieser Gleichung haben wir eine neue Schreibweise eingefiihrt, der
Spaltenvektor 7 wird hier multipliziert mit einer Matrix aus 3 Zeilen und 3 Spalten, die
wi.r fiir diesen Fall der Drehung um die z-Achse um einen Winkel o mit R*(«) bezeichnen
wollen. Damit lautet die Gleichung (Bl) in kompakter Form

7 = R*(a)r,

mit
cosa sina 0
R*(a) =| —sina cosa 0
0 0 1

Allgemein hat eine Matrix A mit drei Zeilen und drei Spalten, eine 3 x 3 Matrix, also 9
Eintrage:

All A12 A13
A= A21 A22 A23 ’
A31 A32 A33

mit Matrixelementen A;; in der Zeile ¢ und der Spalte j. So ist also das Matrixelement
der zweiten Zeile und ersten Spalte von R*(«) in () gegeben durch

R3, (o) = —sin(a) .

Bezeichnen wir mit r; und r; die Elemente der Spalten Veltoren 7 (beziehungsweise 7) in
der i-ten (Beziehungsweise j-ten Zeile, so ist die Matrixmultiplikation aus (BI]) definiert
durch

3
ri = Z R (a)r; .
j=1
Dies bedeutet also z.B. fiir die erste Zeile unseres Beispiels aus (B1])
ri = Ri(a)a+ Riy()b+ Riz(a)e = acosa+ bsina + c0.

Im néchsten Schritt sollen 2 Drehungen hintereinander ausgefiihrt werden. Beschréinken
wir uns zunédchst wiederum auf Drehungen um die z-Achse, eine erste Drehung um den
Winkel « fithrt nach () zur Darstellung 7. Eine zweite Drehung um den Winkel g
erzeugt dan hieraus

F = RO = RE(9) (R (o))
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Fiihren wir dies Matrixoperationen explizit in der Indexschreiweise der (EIl) aus, so
erhélten wir
= SR
= ZRZ R (a)ijry)

= Z ZRZ(ﬁ)kiRZ(Q)ij] rj
= ) X (4.2)

Wir erhalten also die Komponenten ) direkt aus den Komponenten des Ausgangsvektors
rj durch Anwendung der Matrix

ST
Wir definieren entsprechend das Produkt von 2 Matrizen A und B als C' = AB mit der

Rechenvorschrift
CU == Z Aszk] .
k

Das Hintereinanderasufithren von 2 Drehungen wir dann dargestellt durch das Produkt
der beiden zugehorigen Rotationsmatrizen, wobei die Matrix der ersten Drehung rechts
von der der zweiten geschrieben wird.

Als Beispiel rechnen wir das Matrixelement in der ersten Zeile und ersten Spalte von X
gemaB (1) aus zu

X = RB)uR(a)n+ R ()12 ()i + R (8)13R* (a)s
= cos(f) cos(a) + sin(B)(—sin(«)) + 0
= cos(a+f). (4.3)
Bei dem Ubergang zur letzten Zeile habe wir eine der trigonometrischen Beziehungen

ausgenutzt. Entsprechend berechnen sich die anderen Matrixelemente von X, so dass wir
insgesamt fiir () erhalten

cos(aw+ ) sin(a+pG) 0 cosf  sinf 0 cosaw  sina 0
X=| —sin(a+p3) cos(a+pF) 0 |=| —sinfB cosB 0 —sina cosa 0
0 0 1 0 0 1 0 0 1
Die resultierende Matrix
X = R*(a+ f)

ist also gerade die Matrix fiir eine Drehung um die z-Achse mit dem Gesamtwinkel o+ (3,
wie ja zu erwarten war. An der Darstellung in (BZ]) kann man sich auch eine geometrische
Veranschaulichung der Matrixmultiplikation verdeutlichen: Das Matrixelement X;, das ist
das Element in der i-ten Zeile und j-ten Spalte der Ergebnismatrix, ergibt sich durch die
Multiplikation der i-ten Zeile von R*(/3) mit der j-ten Spalte von R*(«). Dieses Produkt
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einer Zeile mit einer Spalte bedeutet, das das erste Element der Zeile mit dem ersten
Element der Spalte multipliziert wird und dazuaddiert wird das Produkt des zweiten
Elementes der Zeile mit dem zweiten Element der Spalte plus demProdukt aus drittem
Element der Zeile mit dem dritten Element der Spalte.

Ein Spezialfall dieser Hintereinanderausfithrung von 2 Drehungen ist der Fall = —« in
ET). In diesem Fall ergibt sich

R(a—a) = =R (—a)R*(a) =1

O O =
O = O
_ o O

Die Ergebnismatrix mit den Diagonalelementen 1 und nichtdiagonalen Elemenen 0 nennt
man die “Eins” der Matrixmultiplikation. Wendet man namlich diese “Eins” Matrix auf
einen beliebigen Vektor an, so ergibt sich genau wieder dieser Vektor. Dies entspricht ja
genau unserer Vorstellung von den Drehungen: Dreht man das Koordinatensystem um «
um es dann in einem zweiten Schritt um genau diesen Winkel wieder zuriickzudrehen, so
ist das genau so als héitte man gar nicht gedreht.

Die Matrix R*(—«) nennt man auch die zur Matrix R*(«) inversen Matrix und schreibt
R*(~a) = (R*(a))"

Allgemein ist die zu A inverse Matrix A~! definiert durch
AATT=ATTA=1.

Ausserdem definieren wir die zu A transponierte Matrix A* durch die Beziehung zwischen
den Matrixelementen

Die transponierte Matrix A’ ensteht also aus der Matrix A dadurch, dass Zeilen- und
Spaltenindices vertauscht sind. Fiir Matrizen, R, die Rotationen darstellen gilt
R'=R!

was man am Beispiel R = R*(«a) leicht verifizieren kann. Aber Achtung diese Beziehung
[ET) gilt nur fir die sogenannten orthogonalen Transformationen, also fiir die Matrizen,
die Rotationen darstellen.

Bisher haben wir uns auf Drehungen um die z-Achse beschrinkt und dabei war es
gleichgiiltig, ob wir erst um den Winkel o und dann um den Winkel 3 gedreht haben,
oder umgekehrt. Die Ergebnismatrix ist in beiden Féllen gleich

R (a+0) = R (B)R* (o) = R*(a)R*(0) .
Im allgemeinen gilt aber fiir die Multiplikation zweier Matrizen
AB # BA,

das Kommutativgesetz gilt nicht fiir die Matrixmultiplikation. Als Beispiel betrachten wir
eine Drehung um die z-Achse um den Winkel 7/2

0 10
Ri(n/2)=| -1 0 0
0 01
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und eine Drehung um die z-Achse, ebenfalls um den Winkel 7/2; die durch

1 0 0 1 0 0
R*(r/2)=1| 0 cos(w/2) sin(x/2) | =1 0 0 1
0 —sin(7/2) cos(m/2) 0 -1 0

Drehen wir unser Koordinatensytem zunéchst um die z-Achse und dann um die z-Achse
ergibt sich

R (r/2)R*(x/2) = | —1

Dies kénnen wir experimentell iiberpriifen, indem wir ein Koordinatensystem genau diesen
Drehungen unterziehen (beachte rechte Hand Regel fiir die Drehungen). Die Darstellung
des urspriinglichen Basisvektors é! (z-Richtng im ungedrehten System) im Koordinaten-
system nach den Drehungen wird durch die Koordinaten gegeben, die in der ersten Spalte
der Matrix von (B)) zu finden ist. Dieser Basisvektor é; ist also antiparallel zur y-Achse
des gedrehten Koordinatensystems. Entsprechend zeigt die 2. Spalte der Matrix in (ETI)
das der urspriingliche Basisvektor ¢, antiparallel zur z-Koordinate des gedrehten Systems
liegt.

Betrachten wir nun die Drehung des Koordinatensystems, wenn zunéchst um die z-Achse
und dann um die z-Achse gedreht wird, so ergibt sich

R (n/2)R* (1 /2) =

— O O

1
0
0

o = O

eine ganz andere Matrix aber auch ein ganz anders orientiertes Koordinatensystem. Auch
hier kénnen wir die Rechnung durch das “Experiment” iiberpriifen. Insgesamt sieht man
also aus dem Vergleich (I1l) und (EJl), dass das Ergenis von 2 Drehungen im Allgemei-
nen von der Reihenfolge abhéngt, was in der Matrizenrechnung dadurch zum Ausdruck
kommt, dass auch das Ergebnis einer Multiplikation von 2 Matrizen von der Reihenfolge
abhéngt, dass also (E) gilt.

Neben der Multiplikation zweier Matrizen (E) kénnen wir auch die Addition von 2
Matrizen C' = A 4 B definieren durch

Cij = Aij + Bij
sowie die Multiplikation mit einer Zahl \: C' = \A:
Cij = N5 .
Es gilt das Distributivgesetz fiir Matrizen

AB +C) = AB + AC,
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Abbildung 4.2: 3 Schritte zu Drehungen des Koordinatensytems in eine belie-
bige Orientierung zur Definition der Euler Winkel. Siehe Diskussion im Text.

wie wir leicht durch die folgende Rechnung beweisen konnen:
(A(B + C))ij = Z Aip(B + C)yy
k

= Z Air(By; + Cij)
k

_ (2}; A,.kBkj) + <Zk: Aikckj)

Kehren wir nun von allgemeinen Rechenregeln fiir die Matrizenrechnung wieder zu den
Rotationen. Wir werden uns nun davon iiberzeugen, dass eine beliebige Rotation durch 3
Winkel eindeutig charakterisiert werden kann. Dazu wollen wir hier die sogenannten Euler
Winkel heranziehen. Die 3 Rotationen und zugehorigen Winkel, die vom Ausgangssystem
zum gewiinschten Endsystem fithren, sind in den 3 Teilbildern von Abb. dargestellt.

In einem ersten Schritt soll die z-Achse des Koordinatensystems in ihre endgiiltige Position
gekippt werden. Dazu benotigen wir die Drehung um 2 Winkel: Zunéchst eine Drehung
um die z-Achse um einen Winkel a aus dem Intervall [0, 27]. Dann eine Drehung um die
x-Achse mit einem Winkel § aus dem Intervall [0, 7]. Diese beiden Drehungen sind in den
Teilbildern a und b von Abb. dargestellt.

Es folgt dann noch eine Drehung um die resultierende z-Achse (siehe Teilbild ¢ von
Abb. EE2) mit einem Winkel v aus dem Intervall [0,27]. Die Rotationsmatrix, die zu
der gesamten Drehung gehort berechnet sich also zu

REUIer(oz,ﬂ,v) = R*(7)R*(B) R*(c)
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Das Ergebnis dieser Matrizenmultiplikationen ist:

cos 7y cos a — sin 7y cos 3 sin « cosysina + sinycos fcosa  sinysin 3
—sin~ycosa — cosycos Asina  —sin~ysina + cosycos Fcosa  cosysin 8
sin (3 sin « —sin  cos « cos 3
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4.2 Zeitableitung eines Vektors
im rotierenden Koordinatensystem

Bisher haben wir uns in unseren Uberlegungen auf Koordinatensysteme beschrinkt, die
wir uns als fest im Raum fixiert vorgestellt haben. Genau genommen gilt dies aber zum
Beispiel auch fiir ein Koordinatensystem, das fest mit der Erde verbunden ist (also eins
was wir an die Wandtafel zeichnen), nicht. Ein solches erdfestes Koordinatensystem rotiert
mit der Eigenrotation der Erde, so dass die Koordinatenachsen stédndig ihre Richtungen
dandern, bis auf solch eine, die zuféllig parallel zur Drehachse der Erde steht. Beschreibt
man die Position eines Teilchens in einem solchen Koordinatensystem durch eine Vektor-
funktion 7(t), so erhilt man bei der Berechnung der Geschwindigkeit als Ableitung dieser
Vektorfunktion 7(¢) ein anderes Ergebnis, als wenn man die Bewegung und die zugehorige
Geschwindigkeit in einem nicht-rotierenden Koordinatensystem beschrieben hétte.

Zur Ilustration dieses Unterschiedes betrachten wir zwei Kordinatensysteme mit iden-
tischem Koordinatenursprung, die zum Zeitpunkt ¢ = 0 auch ihre kartesischen Achsen
parallel orientiert haben. Das eine, das Laborsystem soll ruhen, das zweite, das wir das ro-
tierende Koordinatensystem nennen wollen, rotiert mit einer konstanten Winkelgeschwin-
digkeit w um die 2-Achse, die ja in beiden Systemen die gleiche ist. Zu einem Zeitpunkt
t ist also das rotierende System relativ zum Laborsystem um einen Winkel

o =uwt,

gedreht. Betrachten wir nun eine Fliege, die sich auf der z-Achse des rotierenden Systems
befindet in einem Abstand a vom Koordinatenursprung. Aus der Sicht des rotierenden
Systems, also aus der Sicht eines Beobachters, der sich mit dem Koordinatensystem mit-
bewegt, hat die Fliege zu jeder Zeit den Ortsvektor

a
0
0

=
Il

Die Fliege dndert ihre Position nicht und daher ist die Geschwindigkeit der Fliege aus der
Sicht des rotierenden Koordinatensystem

{ﬂ} 5.
dt RK

(Der Index RK bei dieser Zeitableitung steht nicht fiir Reinhold Kleiner, sondern fiir
Rotierendes Koordinatensystem). Aus der Sicht eines Beobachters, der sich nicht mit
demKoordinatensystem dreht, also aus der Sicht des Laborsystems hat die Fliege aber
natiirlich eine von Null verschiedene Geschwindigkeit. Wir wollen im folgenden zeigen,
dass diese Geschwindigkeit, gemessen aus der Sicht des Laborsystems, sich nach

()
dt J Lab dt J RK ’

berechnet. Dabei steht der Vektor der Winkelgeschwindigkeit ¢ fiir den Vektor mit dem
Betrag entsprechend der Winkelgeschwindigkeit w des rotierenden Systems mit der Rich-
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tung parallel zur Drehachse. In unserem Beispiel ist also

0
0],

&l
Il

parallel zur z-Achse. Zm Beweis der Gleichung (EE2) fiir unser Beispiel fithren wir uns
zunéchst vor Augen, dass der Ortsvektor der Fliege im Laborsystem zur Zeit ¢ gegeben
ist durch

cosep —sing 0 a
Mabt) = sing cosp 0 0
0 0 1 0
acos @ a cos(wt)
= asin ¢ = | asin(wt) | . (4.4)
0 0

In der ersten Zeile dieser Gleichung haben wir den Ortsvektor der Fliege, der zum Zeit-
punkt ¢ im rotierenden Koordinatensystem durch (B-2Z) Anwenden der Rotationsmatrix
R?*(—) ins Laborsystem transformiert. Dabei haben wir berticksichtigt, dass das Labor-
system relativ zum rotierenden System um den Winkel (—¢) gedreht ist. In der zweiten
Zeile wird die Zeitabhangigkeit des Ortsvektors im Laborsystem dadurch explizit zum
Ausdruck gebracht, dass wir ¢ = wt aus (E2) einsetzen. Wenn wir diesen Ortsvektor
nach der Zeit ableiten, so ergibt sich

A7 —wa sin(wt)
Vol = {E}Lab = wa cc())s(wt)
0 a cos(wt)
= 0 | x| asin(wt) | =dx7 (4.5)

0

In der letzten Zeile haben wir die Darstellung des Vektors der Winkelgeschwindigkeit w
aus (£2)) und des Ortsvektors der Fliege 7 aus (B4]) identifiziert. Die Vektoren sind also als
Spaltenvektoren so dargestellt, dass die erste Zeile der z-Komponente des Laborsystems
entspricht. Da in dem gewéhlten Beispiel die Geschwindigkeit der Fliege im rotierenden
System identisch Null ist (siche (E22)) ganz gleich in welchem Koordinatensystem wir diese
0 darstellen, ist also mit (BH) die Beziehung (B2) fiir das Beispiel der Fliege verifiziert.

Ganz dhnlich wollen wir die Beziehung (BE2) aber nun auch fiir den allgemeinen Fall
beweisen. Ohne Einschrankung der Allgemeinheit kénnen wir annehemn, dass die Koor-
dinatensysteme wie gehabt zum Zeitpunkt ¢ = 0 identisch sind und das rotierende System
mit einer Geschwindigkeit w um die z-Achse rotiert. Eine beliebige Bewegung eines Mas-
senpunktes werde im rotierenden Koordinatensystem durch den Ortsvektor
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beschrieben. Daraus ergibt sich eine Geschwindigkeit im rotierenden System

()

wobei der Punkt in a(t) wie iiblich die Ableitung der Funktion a nach der Zeit bezeichnet.
Diesen Vektor konnen wir natiirlich auch in der Basis des Laborsystems beschreiben durch
Anwenden der Transformation R*(—¢):

d7 cosp —sing 0 a(t)
{ = } = sing cosg 0 b(t)
RK 0 0 1 é(t)
acosy — f}sin %)
= asin @ + bcos (4.6)
&

Andererseits betrachten wir den Ortsvektor aus (BE2) und transformieren ihn ins Labor-
system

cosp —sing 0 a(t)
ro= sinp cosp 0 b(t)
0 0 1 c(t)

a cos(wt) — bsin(wt)
= asin(wt) + bcos(wt) (4.7)

Wenn wir diesen Ortsvektor im Laborsystem nach der Zeit ableiten, so miissen wir sowohl
die Zeitabhéngigkeit beriicksichtigen, die in den Koordinaten a, b und c steckt als auch die
explizit sichtbare Abhéngigkeit vom Typ wt. Durch Anwenden der Produktregel erhalten
wir

qF a cos(wt) — fﬁsin(wt) — aw sin(wt) — bw cos(wt)
{—} - asin(wt) + b cos(wt) + wa cos(wt) — wbsin(wt)
dt ) Lab p
a cos(wt) — 'l')sin(wt) —aw sin(wt) — bw cos(wt)
- asin(wt) +beos(wt) | + | wacos(wt) —wbsin(wt)
& 0

. 0 a cos(wt) — bsin(wt)
_ {_} 0 X asin(wt) + bcos(wt)
dt RK w C
R 0
d
— {_T} +1 0 | xr. (4.8)
dJrg \

Natiirlich konnen wir diesen Beweis nicht nur fiir die Zeitableitung eines Ortsvektors 7
benutzen. Er gilt genau so fiir jede andere Vektorfunktion, wie z.B. die Geschwindigkeit,
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Beschleunigung oder auch Kraft. Es gilt also allgemein fiir jede beliebige zeitabhéngige

Vektorfunktion f
df df -
(4).- (), =
Lab RK

Héufig schreibt man diese Beziehung auch einfach als eine Operatorrelation

U = L e
dt J 1,ah dt JRK

die auf einen Vektor von Funktionen angewendet werden kann.
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4.3 Bewegungsgleichungen im rotierenden Koordina-
tensystem

Die Newtonschen Bewegungsgleichungen gelten in einem Inertialsystem. Wenn nun auf
einen Korper keine Kraft wirkt, so ruht er (d.h. sein Ortsvektor 7 ist konstant) oder er
bewegt sich auf einer geraden Linie. Nehmen wir einmal an, dass der Korper in dem
Inertialsystem ruht, also z.B. die Koordinaten = = a, y = z = 0 besitzt. Wenn wir nun
ein Koordinatensystem K’ betrachten, das den gleichen Koordinatenursprung besitzt,
aber mit einer Winkelgeschwindigkeit w um die z-Achse rotiert, so ist die Bahnkurve des
Korpers in diesem rotierenden Koordinatensystem gegeben durch

7 = R, (p=wt)r

cos(wt) sin(wt) 0 a
= —sin(wt) cos(wt) 0 0
0 0 1 0
a cos(wt)
= —asin(wt) | . (4.9)
0

Fiir einen Beobachter in diesem rotierenden Koordinatensystem bewegt sich der Kérper al-
so auf einer Kreisbahn in der zy-Ebene mit dem Radius a. Wenn dieser Beobachter in dem
rotierenden Koordinatensystem davon ausgeht, dass sein Koordinatensystem ein Inertial-
system ist, so kommt er zu dem Schluss, das auf diesen Korper eine Kraft wirkt, denn er
bewegt sich ja nicht auf einer geradlinigen Bahn. Diese scheinbare Kraft ist aber lediglich
die Konsequenz der Rotation des Koordinatensystems und heisst deshalb Scheinkraft.

In diesem Abschnitt wollen wir die Scheinkréfte untersuchen, die wir z.B. auf unserer
Erde deshalb registrieren, weil sich die Erde téglich einmal um ihre Achse dreht. Dabei
wollen wir nicht beriicksichtigen, dass sie sich ausserdem natiirlich auch noch einmal im
Jahr um die Sonne bewegt, die Sonne sich relativ zur Milchstrafie bewegt usw.

Wir unterscheiden dazu drei verschiedene Koordinatensysteme (siche auch Abb. E3)):

1. Laborsystem: Ein nichtrotierendes Koordinatensystem mit dem Ursprung im Zen-
trum der Erde. Die z-Achse zeigt in Richtung des Nordpols ist also parallel zur Dreh-
achse. Die x-Achse zeigt z.B. stets zur Sonne. Wir betrachten dieses Koordinaten-
system als Inertialsystem, vernachléssigen also wie bereits diskutiert die Bewegung
der Erde um die Sonne etc. Dieses System nennen wir im folgenden Laborsystem.

2. Mitrotiendes System K1: Dieses Koordinatensystem hat ebenfalls seinen Koor-
dinatenursprung im Zentrum der Erde und die z-Achse in Richtung des Nordpols
orientiert. Im Gegensatz zum Laborsystem rotiert es aber mit der Erde. Seine x-
Achse weist also fest auf einen Punkt der Erdoberfliche, am Aquator also z.B. die
Stadt Recife am Amazonas.

3. Mitrotierendes System K2: Auch dieses System ist fest mit der Erde verbunden.
Es hat aber seinen Koordinatenursprung hier im Horsaal in Tiibingen.
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Abbildung 4.3: Koordinatensysteme auf der rotierenden Erde (siehe Diskussion
im Text)

Bezeichnen R ( 7) die Ortsvektoren des Koodinatenursprungs von K2 (eines Massenpunk-
tes) aus der Sicht von K1 und 7" den Orstvektor des Massenpunktes aus der Sicht von
K2, so gilt

F=R+7

wobei E ein konstanter Vektor ist. Die Winkelgeschwindigkeit w ist in allen drei Koordi-
natensystemen ein konstanter Vektor parallel zur z-Achse mit dem Betrag

_2m —5 -1

Wir betrachten zunéchst einmal die Geschwindigkeiten eines Massenpunktes aus der Sicht
des Laborsystems, beziehungsweise des Koordinatensystems K1: Nach den Regeln zu
Zeitableitungen in rotierenden Systemen gilt:

U[ oy = r _fdr +dxr
Lab = at [, Ldt [k1 '

Analog gilt fiir die Beschleunigung aus der Sicht des Laborsystems

i~ {4ULab
Lab dt Lab

d UL ab L.
{Tta}Kl +w X ’ULab . (410)

Setzt man in diese Gleichung o7 , 1, aus ([B3) ein, so ergibt sich, wobei nun alle Ableitungen
nach der Zeit im Koordinatensystem K1 vorzunehmen sind:

7 —i@—k*x*jt*x @+*x“
CLLab = dt | at w r w dt w r

—

d dF
::@q+7%xf+%b%£+@x@xﬂ. (4.11)
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Multiplizieren wir diese Gleichung mit der Masse m des beschriebenen Kérpers und er-
setzen

—

m‘jLab =F

duch die real existierende Kraft F' , die im Inertialsystem beobachtet wird und stellen
(EETT) um, so ergibt sich

miyy = F —ma X F—2mw X §—mw X (w X 7) .
K1 —_——— —— ,
(a) (b) (c)

Das Produkt Masse m mal in K1 beobachtete Beschleunigung, also die Kraft, die ein
Beobachter in K1 aus deE Bewegung des Teilchens extrahieren wiirde, enthélt neben der
real existierenden Kraft F' noch 3 Scheinkréfte, die wir im folgenden diskutieren wollen:

(a): Lineare Beschleunigungskraft (Term (a) in (E3)): Die Winkelgeschwindigkeit
mit der die Erde um ihre Achse rotiert ist praktisch konstant, also w = 0. Dieser
Beitrag ist also vernachléssigbar.

(b): Corioliskraft (Term (b) in (E3))): Diese Kraft wird immer dann beobachtet, wenn
sich das Teilchen bewegt (' # 0) und die Geschwindigkeit eine Komponente hat, die
senkrecht zur Rotationsachse der Erde steht. Fiir die Berechnung der Corioliskraft
ist es irrelevant, ob wir die Geschwindigkeit ¢ bezogen auf das Koordinatensystem
K1 angeben, oder bezogen auf K2. Da die Ortsvektoren in diesen beiden rotierenden
Koordinatensystemen sich nach (f23)) nur um einen konstanten Vektor R unterschei-
den, ist die Geschwindigkeit in K1 und K2 identisch.

(c): Zentrifugalkraft (Term (c) in (E3])) Wegen der Eigenschaften des Vektorproduktes
steht die Zentrifugalkraft senkrecht zu & und senkrecht zu dem Flachenvektor der
aus  und 7 aufgespannten Fléche. Diese Scheinkraft zeigt fiir einen Punkt auf der
Erdoberfliche senkrecht zur z-Achse nach aussen. Sie ist maximal fiir einen Punkt
auf dem Aqutor, da hier 7 und & einen rechten Winkel bilden:

‘ﬁ(c) = mw27’.

Setzt man den Betrag fiir w aus ([E3) und fir » den Radius der Erde ein, so er-
gibt sich ein Zentrifugalbeschleunigung von etwa 0.032 m s~2. Dies entspricht einer
Reduktion der Erdanziehung um 0.3 Prozent.
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4.4 Versuche zu Scheinkraften

Im diesem Abschnitt stellen wir einige Experimente vor, die die verschiedenen Scheinkrifte
im rotierenden Bezugssystemen vorstellen. Am Schluss des Abschnitts werden wir kurz
auf die Scheinkréfte eingehen, die entstehen, wenn ein Bezugssystem gegen das andere
linear beschleunigt wird.

4.4.1 Scheinkrafte im rotierenden Bezugssystem

Im Theorieteil hatten Sie die allgemeine Formel:

—

ﬁRK = mc_L’RK =F— mc_u’ X 'FRK —2ma X URK — mw X (L_J X FRK) (412)

kennengelernt. Hierbei bezeichnet der Index RK Groflen in dem mit der Winkelgeschwin-
digkeit & rotierenden Koordinatensystem (Kréfte, Beschleunigungen und Geschwindigkei-
ten). Die GroBen ohne Index beziehen sich auf das ruhende Koordinatensystem.

Der erste Term Fyy = —ma x 7 auf der zweiten Seite von tritt bei nicht-konstanter
Winkelgeschwindigkeit auf. Der zweite Term ist die ” Corioliskraft” Fo = 2md x v,
der dritte die ”Zentrifugalkraft” F;, = —md x (J x 7).

Entsprechend erhalten wir Coriolis- und Zentrifugalbeschleunigung via dc = ﬁc /m =
—20 X 17RK und 6Z = Fz/m = -0 X ((Ij X F)

Wir besprechen nun diese Kréfte fiir spezielle Geometrien. Zunéchst betrachten wir Ex-
perimente, in denen vor allem die

Zentifugalkraft

wesentlich ist. Hierzu betrachten wir rotierende Systeme, in denen die interessierenden
Korper in Ruhe sind. Die Corioliskraft verschwindet dann.

Wenn wir ein Experiment aus dem ruhenden Zustand heraus ”anfahren” lassen, wird
zunéchst der Term Fyr = —md& X 7 eine Rolle spielen. Er verschwindet aber, sobald die
endgiiltige Winkelgeschwindigkeit erreicht ist.

(a) Wir beobachten einen rotierenden Balken, auf dem eine Masse m radial reibungs-
frei gleiten kann und gegen eine Feder driickt (Abb. E4).

Beim ” Anfahren” des Experiments wirkt zunéchst die Kraft ﬁw. Unser Balken ro-
tiert gegen den Uhrzeigersinn. Die Winkelgeschwindigkeit & zeigt in Richtung +z
aus der Papierebene heraus. Die Kraft Fy ist dann senkrecht zu & gerichtet und
7driickt” die Masse m in der Stellung der Abb. 4 nach links (Der Vektor 7 zeigt in
der Abb. von Drehzentrum nach unten). Dies ist ein sinnvolles Ergebnis; auf Grund
seiner Tragheit versucht die Masse m, in Ruhe zu bleiben; wiirde sie nicht durch
den Balken "mitgezogen”, wiirde sich m relativ zum unteren Balkenende nach links
entfernen.

Betrachten wir den weiteren Vorgang zunédchst vom ruhenden System (Hérsaal) aus.
Wihrend des Anlaufens der Anordnung wird die Masse m etwas zunéchst nach auflen
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laufen und gegen die Feder schwingen. Nach einiger Zeit kommt m aber in Ruhe. Die
Masse m erfahrt dann sténdig eine nach auflen gerichtete Radialbeschleunigung a, =
—w?r, die von der Feder kompensiert wird. Die Feder "misst” die Zentripetalkraft

mw?r.

Im bewegten Bezugssystem ist die Masse m nach einiger Zeit in Ruhe. Die Feder
misst dennoch die Kraft mw?r, die der Beobachter im bewegten System als die radial
nach auBen gerichtete Zentrifugalkraft F; = mw?r - e, interpretiert.

m

s

\L Abbildung 4.4: Mit Winkelgeschwindigkeit & = w - e, rotieren-
FZ der Balken. Auf dem Balken kann eine Masse m radial gleiten
und gegen eine Feder driicken.

(b) Wichtig ist die Zentrifugalkraft bei Zentrifugen (oder auch Kettenkarussellen),

deren Prinzip wir als ndchstes erkldren wollen. Der prinzipielle Aufbau ist in Abb.
gezeigt.

Betrachten wir die Zentrifuge im ruhenden Koordinatensystem, so wirkt auf diese
die Schwerkraft —mg in -z-Richtung. Das Reagenzglas erfahrt eine Beschleunigung
w?p in radialer Richtung. Die Gesamtkraft auf die Zentrifuge ist:

. fo m 0
Fos=| E, | = mwip | =|F,l| sina (4.13)
Fy —mg COS (v
mit Fe, = my/g? + (w?p)2.
Ww2p

. . 2
Wir erhalten: sina = bzw. tana = %.

9> +(w?p)?
Mit p = po + [ - sina (l:Léange der Aufhdngung zwischen der Drehachse und
dem Schwerpunkt des Reagenzglases; po: Abstand der Drehachse zur Aufhéngung)



4.4. VERSUCHE ZU SCHEINKRAFTEN 171

Abbildung 4.5: Prinzip der Zentrifuge oder des Kettenkarussells

konnen wir weiter schreiben:

2 2l
tanoz:w—~(p0+l-sinoz):w—(%—l—sina). (4.14)
9 9

Fiir kleine Drehgeschwindigkeiten ist die rechte Seite dieser transzendenten Glei-

chung LT klein und damit auch tana. Wir ndhern: tana ~ « und sina =~ a.

w?po/g
1-w?l/g

Umgekehrt geht fiir w — oo die rechte Seite von Gleichung EET4] gegen unendlich.
Der Winkel a geht dann gegen 90°.

Damit erhalten wir: o = . Fiir w — 0 geht o gegen null.

Im Spezialfall py = 0 reduziert sich Gleichung EET4] zu: cos = ;. Diese Gleichung
hat erst eine Losung a > 0 fiir w?l > ¢. Fiir hohe Drehgeschwindigkeiten geht o
auch hier gegen 90°.

Auf ein Teilchen (Masse m;) im Reagenzglas wirkt die Beschleunigung % in

Richtung des Reagenzglasbodens. Auf das Teilchen wirkt also die Kraft ﬁges L
Schwimmt das Teilchen in einer leichteren Fliissigkeit, so wird es unter dem Einfluss
dieser Kraft deutlich schneller auf den Boden sinken als auf Grund der Gewichts-
kraft m,g allein. Hierin liegt der Vorteil und die Anwendung von Zentrifugen, die bei
hohen Drehgeschwindigkeiten sehr effektiv Stofftrennungen durchfiithren kénnen.

Als néichstes betrachten wir ein mit Wasser gefiilltes zylindrisches Gefif3, das
um seine Lingsache rotiert.

Nach einer gewissen Anlaufphase wird das Wasser mit der Winkelgeschwindigkeit
des Gefifles rotieren. Die Wasseroberfliche ist dann gekriimmt wie in der Abb.
dargestellt.

Wir interessieren uns nun fiir die Form der Wasseroberflache.

Unter dem Einfluss der Zentrifugalkraft werden sich die Wassermolekiile so lange

verschieben, bis die Gesamtkraft ﬁges senkrecht auf der Wasseroberflache steht. Dies

ist in Abb. angedeutet. Ez)S sei & der Winkel zwischen der Gewichtskraft mg und

Fes. Es gilt dann: tan v = “-£2. Nun zeichnen wir fiir diesen Wert von p die Tangente

an die Wasseroberfliche. Sie schneidet die p-Achse ebendfalls unter dem Winlgel a.
z wp

Aus der Steigung dieser Tangente erhalten wir: tan o = s und damit: g—; =%
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o)
Z
D) A
\\ /“ Wasser-
oberflache
—>
p

Abbildung 4.6: Mit Wasser gefiilltes zylindrisches Gefaf3, das um seine Lingsachse rotiert.
Links: schematische Darstellung; rechts: Kriftediagramm an einem Punkt der Wassero-
berfliche.

Diese Gleichung kénnen wir integrieren und erhalten: z(p) = %%2 P2
Die Wasseroberfliche ist also proportional zu p? gekriimmt. Man bezeichnet dies
auch als ” Rotationsparaboloid”.

(d) Abplattung der Erde Auf eine rotierende Kugel wirken (von einem Beobachter auf
der Kugel aus gesehen) Zentrifugalkrifte wie in Abb. 7] dargestellt.

Abbildung 4.7:  Mit Winkelgeschwindigkeit
W = we, rotierende Kugel (Radius R). Auf
einen Punkt mit Abstand p von der Drehach-
se wirkt die Zentrifugalbeschleunigung a, =
w?p - €., die zur Abplattung der Kugel fiihren
kénnen.

Wenn sich die Kugel verformen kann, wird diese abgeplattet werden (d. h. in eine
elliptische Form iibergehen). Der Radius (die kleine Halbachse) in Richtung der
Drehachse (d. h. in Richtung der Pole) betrage Ry, der Radius in Richtung des

Aquators sei R,. Im Fall der Erde ist RLR_HR” ~ 55, d. h. Ry — Ry ~ 21 km. Als

Konsequenz der Erdrotation und der Abplattung ist die Schwerebeschleunigung am
Aquator geringer als die am Pol.

Man misst: g4, = 9.78 m/s?, gpo; = 9.83 m/s?, also einen Unterschied von ca. 0.5%.

Am Aquator selbst wirkt zum einen die Zentrifugalkraft ”nach oben” und vermindert
g um den Betrag w?R, = (2r/T)?- R,. Fiir T = 24 h ergibt dies einen Beitrag von
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etwa gpo/300. Die restliche Differenz von etwa 0.2% wird durch die etwas geringere
Gravitationskraft am Aquator verursacht.

Coriolis- und Zentrifugalkrifte

Wir diskutieren nun Anordnungen, bei denen sich ein Korper im rotierenden System
bewegt. Die Winkelgeschwindigkeit w sei konstant. Wir haben dann eine von null ver-
schiedene Corioliskraft, die wir neben der Zentrifugalkraft beriicksichtigen miissen.

(a) Im ersten Experiment setzen wir einen im Laborsystem ruhenden Stuft auf eine
rotierende Scheibe auf. Die Scheibe rotiere gegen den Uhrzeigersinn um die z-
Achse. Der Abstand des Stifts von der Drehachse sei R. Der Stift ”schreibt” dann
natiirlich einen Kreis mit Radius R um die Drehachse. Aus Ubungsgriinden wollen
wir dies nochmals an Hand der Rotationsmatrix verifizieren. Der Vektor rrx =

TRK
yrrx | ist fiir unsere Geometrie mit der Rotationsmatrix R*(¢ = wt) mit dem

ZRK
x
Vektor ¥= | y | des festen Koordinatensystems verkniipft:
z
TRK cosp sing 0 x
Yrxg | = | —singp cosp 0 Y (4.15)
ZRK 0 0 1 z
Ausgeschrieben bedeutet dies:
Tprrg = x-coswt+y-sinwt (4.16)
Yrk = —x-sinwt+y-coswt (4.17)
ZRK — < (418)
Der Stift ruhe bei z = —R, y =0, z = 0.
Dies ergibt:
Trxk = —R -coswt, ypx = —R - sinwt und zzxg = 0, was genau einer "rechts-

drehenden” Kreisbahn fiir den Beobachter im rotierenden System entspricht. Die
Winkelgeschwindigkeit des Stifts ist dabei & = —we,.

Der Stift erfahrt offensichtlich fiir den Beobachter auf der Scheibe eine Beschleu-
nigung drx = w?Re,. Diese muss durch eine Zentripetalbeschleunigung der Form
dzp = —w?Ré, kompensiert worden sein, da der Stift auf seiner Bahn bleibt.

Diese Zentripetalbeschleunigung muss sich nun aus der Summe von Zentrifugal- und
Coriolisbeschleunigung ergeben:

Im rotierenden System erfahrt der Stift auf seiner Kreisbahn die radial nach auflen
gerichtete Zentrifugalbeschleunigung @, = w? - R(t) - €,. Die Corioliskraft ist gemif
der allgemeinen Formel F. = —2m& X vk, die Coriolisbeschleunigung gleich
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a. = —20 X Upk. Der Stift rotiert fiir den Beobachter auf der Scheibe im Uhrzei-
gersinn auf einer Kreisbahn mit Radius R. Seine Relativgeschwindigkeit bzgl. der
Scheibe hat den Betrag vgx = wR und ist in azimuthaler Richtung im Uhrzeigersinn
gerichtet. Die Winkelgeschwindigkeit w zeigt in Richtung +z, so dass die Coriolis-
beschleunigung @. = —2w? - R(t) - €, betriigt, d. h. radial zur Drehachse hin zeigt.
Die Summe aus Zentrifugal- und Coriolisbeschleunigung ergibt

d.+ad.=[—2w- R(t)+w* R(t)] -& = —w?- R(t)- &, (4.19)
also genau die Zentripetalkraft, die notig ist, um den Stift auf seiner Bahn zu halten.

Wir bewegen nun den Stift mit konstanter Geschwindigkeit v = vy€, wie in
Abb. gezeichnet.

, Schreibspur

Sti Abbildung 4.8: Fin Stift bewegt sich mit Ge-

schwindigkeit vy tiber eine rotierende Scheibe.

Anwendung der Rotationsmatrix ergibt zunéchst mit z(t) = —R+vot, y(t) = 2(t) =
0:

Tri(t) = (=R + vot) - cos(wt), yri(t) = —(—R + vot) - sin(wt). (4.20)

Wir wollen die Bewegung des Stiftes nun aus der Sicht des rotierenden Beobachters
beschreiben. Zunéchst zerlegen wir die Geschwindigkeit des Stifts in einen Anteil
U) parallel zu 7rx und einen Anteil ¥, senkrecht zu 7rx. Damit haben wir fiir die
Coriolisbeschleunigung:

e = =20 X U= =20 X (V) + V1) = G + Gea (4.21)

Bei langsamer Bewegung des Stifts ist v ~ ¢, und der Term d,, klein. Der erste
Term liefert wie im Beispiel [l @,; = —2w? - r(t) - €,. Die Zentrifugalbeschleunigung
betrigt @, = w?-r(t)-€,, die Summe aus beiden Termen ist w?-r(¢) - é,. Solange sich
der Stift auf das Drehzentrum zubewegt, nimmt 7(¢) und damit die Zentrifugalkraft
linear mit der Zeit ab. Der Stift beschreibt eine auf des Drehzentrum zugerichtete
Spirale, deren Endpunkt (d. h. die Position des Stifts) sich im Uhrzeigersinn bewegt.
Nach passieren des Drehzentrum nimmt die Zentrifugalkraft mit der Zeit zu; der
Stift schreibt eine nach auflen gerichtete Spirale, deren Endpunkt sich gegen den
Uhrzeigersinn bewegt. Die mittels der Rotationsmatrix berechnete Bahnkurve ist in
den Abb. und EI0 illustriert.
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Abbildung 4.9: Schreibspur fiir den sich langsam bewegenden Stift. links: Stift be-
wegt sich zum Drehzentrum; rechts: Stift bewegt sich vom Drehzentrum. Verwendete
Funktion: links: xgpk(t) = (=1 + 0.1t) - cos(nt), yri(t) = —(—1 + 0.1t) - sin(nt);
rechts: rri (t) = (0.1t) - cos(nt), yri (t) = —(—0.1t) - sin(xt); t von 0 bis 10

10F
05}
JE 001
Abbildung 4.10:  Gesamte Bahnkur-
03 ve des Stifts beim Uberqueren der ro-
ol tierenden Scheibe. Verwendete Funk-
N ‘ ‘ ‘ ‘ tion: xpi(t) = (=1 + 0.2t) - cos(2nt),
100500 05,10 yri (t) = —(—=140.2t) -sin(27t); t von
0 bis 10

Was passiert nun, wenn sich der Stift sehr schnell bewegt?

Natiirlich kénnen wir weiterhin die Beziehung
rri () = (=R + vot) - cos(wt), yri(t) = —(—R + vot) - sin(wt). (4.22)

verwenden und die Bahnkurve auftragen.

Gehen wir aber einen Schritt zuriick und betrachten die Kréfte im rotierenden Sy-
stem etwas genauer.

Die dominante Kraft auf den Stift ist jetzt die Komponente mda.. Die zgg-
Komponente der Geschwindigkeit des Stifts beim Start bei z = zgrx = —R ist
nahezu v, px = vy und parallel zur Bahn des Stifts gerichtet. Die Coriolisbeschleu-
nigung ist dann in -y-Richtung gerichtet und hat den Betrag 2wv,. Die Bahnkurve
ist ungefihr eine Wurfparabel mit der Startgeschwindigkeitﬂ vo€y; der Stift wird

"'Wir kénnten hier noch die kleine Komponente wR in +y-Richtung hinzunehmen.
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dabei in Richtung -y abgelenkt, siehe Abb. EETT] (links). Wire der Stift dagegen von
links nach rechts gewandert, wére er in Richtung +y abgelenkt worden, sieche Abb.

ECTT (rechts).

0.2 T T T 0.5
0.4+
0.0
N4 X
> >
0.2}

0.4} ] 01}

1 1 1 _02 1 1 1
-1.0 -0.5 0.0 0.5 1.0 -1.0 -0.5 0.0 0.5 1.0

RK RK

Abbildung 4.11: Bahnkurve eines mit im ruhenden System mit hoher Geschwin-
digkeit v,€, tber den Drehteller bewegten Stiftes; (links): Bewegung von links nach
rechts; (rechts): Bewegung von rechts nach links. Verwendete Funktionen: (links):
zri(t) = (=1 + b5t) - cos(0.27t), yrx(t) = —(—1 + 5t) - sin(0.2wt); (rechts):
ri(t) = (1 — 5t) - cos(0.27t), yri(t) = —(1 — 5t) - sin(0.27t); ¢ von 0 bis 2

(d) Was passiert, wenn ein Gegenstand von der Oberfliche einer rotierenden Scheibe

losgelost wird (s. Abb. EETZ2(links))?

Abbildung 4.12:  Ein Kérper (schwarzer Punkt) wird von einer mit Winkelge-
schwindigkeit w rotierenden Scheibe (Radius R) losgelassen; (links) Schemazeich-
nung; (rechts) Zusammenhang zwischen der Hohe h des Korpers tiber der Scheibe
und seinem Abstand x(t) vom ”Startpunkt”.

Von der Warte eines Beobachters im rotierenden System hatte zunéchst eine Zen-
tripetalkraft F zp = —mw?R - €, den Gegenstand (Masse m) am Rand der Scheibe
(Radius R) festgehalten, um die Zentrifugalkraft F, = +mw?R- &, zu kompensieren.
Man hatte: 0 = agg = ﬁzp+ﬁz. Wird der Gegenstand losgelassen, ist ﬁzp =0 und
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wir erhaltend: @ RK = ﬁz In den ersten Momenten ist diese Kraft ungefidhr konstant
und der Gegenstand wird sich gemé&f:

1
h(t) = 5&3 -2 (4.23)

in radialer Richtung um einen Abstand h vom Radius der Scheibe entfernen.

Wie sehen nun diese erstem Momente von der Warte des nicht-rotierenden Beob-
achters aus?

Vor dem Loslassen wirkte auf die Masse die radiale Beschleunigung —mw?R - €,
die wiederum von einer Zentripetalkraft mw?R - €, kompensiert wurde. Im Moment
des " Loslassens” sei die Masse in +y-Richtung orientiert. Thre ” Anfangsgeschwin-
digkeit” ist vy = wR - €,. Nach dem Loslassen entfernt sich die Masse mit dieser
Anfangsgeschwindigkeit kriiftefreil von der Scheibe, d. h. wir haben: x(t) =ov(t) - t.

Nun sollte aber die Messgrofle h(t) fiir beide Beobachter die selbe sein. Dies trifft
tatsachlich zu, wie wir Abb. (rechts) entnehmen konnen: Wenn sich die Masse
um die Strecke z(t) entfernt hat, ist der Startpunkt (z,y) = (0, R) ebenfalls ein Stiick
weiterrotiert. Es gilt: (h+ R) - cos ¢ = R, was fiir kleine Winkel mit cos p ~ 1 — %@2
ergibt:
2 2
h+ —%—RT@:R. (4.24)

Wir interessieren uns nur fiir die ersten Momente der Bzewegung, so dass sowohl
h als auch ¢ klein sind. Wir kénnen damit den Term % gegeniiber den anderen

. . 2
Termen vernachléssigen und erhalten: h = RT“"

Nun ist () = wt und damit h(t) ~ Lw?Rt?, was sich mit dem Ergebnis des rotie-
renden Beobachters deckt.

Der weitere Verlauf der Bewegung des Massenpunkts ist fiir den ruhenden Beob-
achter eine Wurfparabel; fiir den rotierenden Beobachter kriimmt sich die Bahn des
Teilchens zunéchst durch den Einfluss der Corioliskraft "nach links” weg und be-
schreibt schliellich eine gegen den Uhrzeigersinn verlaufende Spirale. Wir kénnen
dies mittels der allgemeinen Koordinatentransformation schreiben als:

vrr = (wRt) - cos(wt) + (R — gt*/2) - sin(—wt) (4.25)
Yyrxk = —(wRt)-sin(—wt)+ (R — gt?/2) - cos wt. (4.26)

Hierbei haben wir berticksichtigt, dass sich im hier dargestellten Beispiel Fall die
Scheibe im Uhrzeigersinn dreht (deshalb der Vorzeichenwechsel der sin-Funktionen).
Wir haben ausserdem z(t) = vot = wRt), y(t) = R — gt*?/2 benutzt. Eine entspre-
chend dieser Transformation berechnete Bahnkurve zeigt Abb. LT3

2Sobald sich der Korper bewegt, wirkt zusétzlich sie Corioliskraft. Sie war null, solange der Gegenstand
im rotierenden System ruhte; nach dem ”Loslassen” wird die Corioliskraft von null auf einen endlichen
Wert anwachsen. Solange wir nur die ersten Momente der Bewegung der Masse verfolgen, kénnen wir F,
aber vernachlédssigen.

3Wir unterschlagen hier den Einfluss der Schwerkraft; Beziehen wir diese mit ein, beschreibt die
losgelassene Masse eine Wurfparabel.
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Tt Abbildung 4.13: Bahnkurve eines von einer mit
21 der Kreisfrequenz w rotierenden Scheibe wegflie-
i genden Gegenstands. Startgeschwindigkeit wR.
sl Verwendete Funktionen: xgx = (wt) - cos(mt) —

5482101 23,45 (R_022)sin(nt); ypx = (t) - sin(wt) + (1 —
0.2t?) - cos 7t.

(e) Wir lassen nun ein Pendel iiber einer sich mit Frequenz w gegen den Uhrzei-

gersinn drehenden Scheibe schwingen. Im ruhenden System sei die Bahnkurve
x(t) = zocoswt, y = z = 0. Im sich drehenden System beschreibt das Pendel eine
Rosettenbahn (”Hypozykloide”), wie in Abb. ELT4] dargestellt.

yRK

Abbildung 4.14: Rosettenbahn eines im Ruhe-
system mit x(t) = xocoswt schwingenden Pen-
dels, das seine Bahn auf eine mit w gegen den
-t .1 Uhrzeigersinn drehende Scheibe schreibt. Ver-
: Xo wendete Funktionen: xrix = (sinmt)-cos(0.17t);
yrix = —(sin7t) - sin(0.17t); t von 0 bis 10.

Ist die Frequenz des Pendels sehr hoch gegen die Drehfrequenz der Scheibe, so
konnen wir sagen, die Ebene, in der das Pendel schwingt, dreht sich allmé&hlich. Die
Drehrichtung der Schwingungsebene ist der Drehrichtung der Scheibe entgegenge-
setzt. Im rotierenden System entsteht der Effekt durch die Corioliskraft. Wie im Fall
ist die Geschwindigkeit des Pendels relativ zur Scheibe nahezu parallel zu 7gk.
Damit haben wir fiir die Coriolisbeschleunigung:

G, = —20 x T = —20 x () + 71) ~ —20 x 6 (4.27)

Die Indizes || und L beziehen sich auf den Anteil der Relativgeschwindigkeit parallel
und senkrecht zur Bahnkurve.

(f) Das Foucault’sche Pendel
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Der Effekt der Drehung der Schwingungsebene eines Pendels im rotierenden Sy-
stem wurde von Foucault 1851 benutzt, um die Drehung der Erde nachzuweisen.
Foucault fithrte das Experiment in Paris durch.

Um das Prinzip nochmals genauer zu sehen, nehmen wir zunéchst an, das Expe-
riment werde am Nordpol durchgefiihrt. Dies entspricht genau der Situation des
in B beschriebenen Drehtellers. Die Erde dreht sich fiir einen am Nordpol stehen-
den Beobachter gegen den Uhrzeigersinn, die Schwingungsebene des Pendels -
die fiir den ruhenden Beobachter konstant bleibt - dreht sich im Uhrzeigersinn. In
24 Stunden betriagt die Drehung 360°. Wird das Experiment am Siidpol durch-
gefiihrt, so dreht sich die Schwingungsebene im Uhrzeigersinn. Auch hier betrégt
die Drehung 360°in 24 Stunden. Der Grund fiir diese Umkehr der Drehrichtung
liegt daran, dass der Siidpol-Experimentator und dessen Koordinatensystem bzgl.
seinem Kollegen am Nordpol auf dem Kopf steht. Fiir ihn dreht sich die Erde rechts
herum.

An einem beliebigen Ort auf der Erde miissen wir das Kreuzprodukt in der Corio-
lisbeschleunigung @, = —2& X ¥ etwas genauer betrachten. Rein formal erhalten wir
eine Beschleunigung a. = |2w-v-sin | =~ |2w-v-sin ¢|, wobei ¢ der Winkel zwischen
& und v ist. Im Fall des Foucault-Pendels ist ¢ gerade der Breitengrad des Orts, im
dem das Experiment durchgefiihrt wird. Wir kénnen dies an Hand der Abb.
veranschaulichen. Wir betrachten das Pendel an einem Ort der geographischen Brei-
te . Um die Situation auf die am Nord- bzw. am Siidpol zuriickzufiihren, miissen
wir die Drehachse &g der Erde auf die z-Achse des Pendels projizieren. Diese Achse
ist um ¢ gegen & geneigt, die Projektion ist & = & - sin . Man beachte, dass am
Aquator sin ¢ = 0 ist und dort keine Drehung der Pendelebene auftritt.

‘(’OE

7 O=OgSINE

Abbildung 4.15: Foucault-Pendel an einem Ort
des Breitengrads .

In Tiibingen ist ¢ = 48.5° nordlicher Breite. Wir erhalten w = wp - sinp =
360°/(32h). Die Pendelachse dreht sich in 32 Stunden um 360°, was 11.25°/Std.
entspricht. Die Drehrichtung ist wie am Pol gegen den Uhrzeigersinn. Diese Dre-
hung kénnen wir an einem im Hérsaal schwingenden Foucault-Pendel beobachten.
Das Pendel schwingt dabei in einem Glasgefafl (Aquarium), um nicht durch Luftzug
gestort zu werden. Hier sei noch kurz angemerkt, dass im allgemeinen auch auf die
Authéngung des Pendels Scheinkrifte wirken, die sich dem Pendel mitteilen; auf die
Diskussion dieser Effekte wird hier aber verzichtet.
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(g) Corioliskraft und Wetter

Man hat bislang eventuell den Eindruck bekommen kénnen, dass Scheinkrifte im
rotierenden Bezugssystem Erde eher gering sind und sich nur in subtilen Effekten
wie der Drehung von Schwingungsebenen von Foucault-Pendeln duflern. Tatséchlich
sind typische Coriolisbeschleunigungen sehr klein. Betrachten wir den Betrag von
a. = | — 20 X Urk|. Wenn wir gy L & annehmen, erhalten wir a. = 2wv = 22%11.
Setzen wir hier ' = 24 h ein, so erhalten wir a, ~ 1.5 - 107 v/(ls), was selbst
fiir v = 300 m/s, also einem Wert in der Nihe der Schallgeschwindigkeit, nur etwa
a. ~ 0.044 m/s? liefert, also etwa 0.5% von g. Allerdings wirkt die Corioliskraft im
allgemeinen in eine andere Richtung als g; damit sind grundsétzlich neue Effekte zu
erwarten, auch wenn ac klein ist. Speziell ist die Corioliskraft fiir die Dynamik un-
serer Erdatmosphire -das Wetter - extrem wichtig. Betrachten wir hierzu zunéchst
die Wetterkarte der Abb. EET8. Hier ist ein iiber Europa liegendes Hochdruck- und
Tiefdruckgebiet gezeichnet. Man erkennt Wolkenbéander, die sich gegen den Uhrzei-
gersinn in das Tiefdruckgebiet spiralen.

mit Erdrotation

(Gleichgewicht Druckgradient, Corioliskraft, Reibung

Abbildung 4.16: links: Hoch- und Tiefdruckgebiet tiiber Europa; rechts: Luftbe-
wegung in der Ndhe von Hoch und Tief.

Bewegungen der Atmosphire entstehen zunichst dadurch, dass am Aquator die
Erde wesentlich stérker erwiirmt wird als an den Polen. Am Aquator steigt war-
me Luft auf und sinkt an den Polen wieder ab. Wiirde die Erde nicht rotieren, so
wiirde daraus ein stabiles Konvektionssystem entstehen, bei der Luftmassen vom
Aquator zu den Polen und zuriick transportiert wiirden. Im Fall des in Abb.
iiber Europa liegenden Hochs und Tiefs wiirde Luft in radialier Richtung aus dem
Hochdruckgebiet heraus- bzw. in radialier Richtung in das Tiefdruckgebiet hinein-
strémenll. Die treibende Kraft ist hierbei der Gradient des Luftdrucks. Nun miissen
wir die Corioliskraft beriicksichtigen. Sie fithrt auf der Nordhalbkugel dazu, das wie
in Abb. angedeutet die in das Tief hineinstréomenden Luftmassen nach rechts

4Hoch und Tief hiitten sich in dieser Form ohne Erdrotation allerdings erst gar nicht gebildet.
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abgelenkt werden, so dass sich insgesamt ein gegen den Uhrzeigersinn drehender
Wirbel ausbildet. Analog rotieren die aus dem Hoch ausstromenden Luftmassen im
Uhrzeigersinn.

Man beachte wiederum, das die Drehrichtungen auf der Stidhalbkugel gerade umge-
kehrt sind. Hier drehen Tiefdruckgebiete im Uhrzeigersinn, Hochdruckgebiete ent-
gegen dem Uhrzeigersinn.

Dieser Effekt wird in den Abb. EET7 und veranschaulicht. Abb. EET1 zeigt Wir-
belstiirme und Hurricanes auf der Nordhalbkugel, Abb. die entsprechenden
Wirbel auf der Siidhalbkugel. Spétestens hier sollte klar sein, dass die Corioliskraft
einen sehr groflen Einfluss haben kann.

SATELLITE: g9 98 06 24 1330z DAY/NIGHT PRODUCT ) .
WARNING: BLAS (03) 980624 1500 14.0N 104.5W
NRL Monterey code 7541

“Mitch”, Mittelamerika 11/1998

= METEQ"
LB FRANCE o
= .

“Lothar”, Europa, 26.12.1999 “Jeanette”, Europa, 27.10.2002

Abbildung 4.17:  Wirbelstirme und Hurricanes auf der Nordhalbkugel. Quellen:
"Mitch”: rhein-zeitung.de/on/98/10/28 /topnews/mitch.html, andere: http://www-
imk.physik.uni-karlsruhe.de/ “muehr/Sat/satsp.htm

4.4.2 Scheinkrifte im linear beschleunigten Bezugssystem

Zum Abschluss dieses Kapitels mochten wir noch kurz darauf hinweisen, dass nicht nur
in rotierenden Systemen Scheinkrifte auftreten. Ein einfaches Beispiel fiir ein weiteres
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Sam", Australien, 8.12. 2000
ani", Stidpazifik, 16. 1. 1999
= R |
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Abbildung 4.18: Wirbelstirme und Hurricanes auf der Stidhalbkugel. Quelle: http://www-
imk.physik.uni-karlsruhe.de/~ muehr/Sat/satsp.htm

System ist ein in eine feste Richtung beschleunigendes Objekt (z. B. Auto, Rakete, Auf-
zug,. .. ).

Im Fall des beschleunigenden Aufzugs wirkt auf jedes Objekt im Aufzug, sowie auf den
Aufzug selbst, die Erdbeschleunigung —ge,. Der Aufzug werde mit der Beschleunigung a
nach oben beschleunigt. Auf eine Masse m im Aufzug wirkt dann die Kraft m(—a —g)-é€.
nach unten. Zur Erdbeschleunigung g wir also die Scheinkraft a addiert. Hierbei miissen
a und ¢ nicht notwendig entgegengesetzt gerichtet sein. Im Spezialfall des freien Falls ist
la| = g und in Richtung -z gerichtet. Die Gesamtkraft auf die Masse m im Aufzug ist null.

Es sei schliellich angemerkt, dass fiir einen Beobachter im konstant beschleunigten Aufzug
Erdbeschleunigung und Scheinkraft vollig dquivalent sind. Dies ist einer der Ansatzpunkte,
mit der Einstein seine Allgemeine Relativititstheorie aufgebaut hat.



Kapitel 5

Starre Korper

5.1 Definition und Freiheitsgrade

Bisher haben wir uns darauf beschréankt, die Teilchen eines Systems als Punktteilchen
zu beschreiben. Um die Bewegung dieser Teilchen zu beschreiben, reichte es aus, den
Ortsvektor dieser Teilchen als Funktion der Zeit anzugeben. Fiir jedes dieser Punktteilchen
haben wir also 3 Koordinaten beziehungsweise 3 Freiheitsgrade.

Wir wollen nun beriicksichtigen, dass die uns umgebenden Teilchen keine Punktteilchen
sind, sondern eine Ausdehnung und charakteristische Form besitzen. Wenn man nun je-
mandem die genaue Lage eines solchen ausgedehnten Korpers, z.B. eines irregular geform-
ten Steines, eindeutig beschreiben will, so kann ich diesem Kollegen zunéchst einmal die
Position angeben, etwa dadurch, dass ich den Ortsvektor des Schwerpunktes bestimme.
Ausserdem sollte ich dem Kollegen aber auch noch dariiber etwas sagen, in welcher Lage
sich dieser Stein an seiner Position befindet. Die Frage ist wie viele Angaben (Koordina-
ten) sind erforderlich, um diese Lage eindeutig zu definieren?

Wir kénnten sehr naiv an dieses Problem herangehen und uns iiberlegen, dass der Stein
aus N Atomen besteht. Wir werden also eine genaue Information iiber die Lage des Stei-
nes vermitteln, wenn wir dem Kollegen alle 3N Koordinaten der Atome mitteilen. Ganz
abgesehen davon, dass dies wegen der groflen Zahl N der Atome praktisch unmaoglich ist,
enthielten diese 3N Koordinaten aber offensichtlich auch sehr viel redundante Informa-
tion. Die Atome des Steines sind ja untereinander fest verbunden. Wir wissen, dass die
Absténde von jeweils 2 Atomen i und j

7 — 73] = Cy

unverdandert bleiben, jedenfalls solange wir den Stein nicht zertriimmern. Wir sprechen
allgemein von einem Starren Korper, wenn wir ein System aus N Massenpunkten vor-
liegen haben, fiir deren Absténde zueinander eine Bedingung vom Typ (B gilt.

Man koénnte also nun annehmen, dass die 3N Koordinaten oder Freiheitsgrade eines sol-
chen starren Korpers durch die N(N — 1)/2 Zwangsbedingungen so eingeschrénkt sind,
dass man insgesamt

N(N —1)

— 3N —
f=3 5

183
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Freiheitsgrade hatte. Aber auch diese Abschitzung kann nicht stimmen. Sie wiirde ja fiir
N =7 den Wert Null liefern und fiir V grofler als 7 sogar einen negativen Wert.

Wir wollen uns deshalb dieser Frage nach der Zahl der Freiheitsgrade eines starren Korpers
dadurch anndhern, dass wir die verschiedenen Teilchenzahlen N einzeln berachten:

N=1: Besteht der starre Korper aus nur einem Atom, so ist die Zahl der Freiheitsgrade
natiirlich gleich f=3, was auch der Formel (BI) entspricht.

N=2: Ein starrer Korper aus 2 Atomen ist eindeutig dadurch gekennzeichnet, dass man
zunéchst einmal die Koordinaten des ersten Teilchens angibt. Wegen der Zwangsbe-
dingung (BJ]) kann sich das zweite Atom nur auf der Oberfliche einer Kugel mit dem
Radius ¢;2 und dem ersten Atom im Zentrum aufhalten. Diese Position ist also durch
zwei Winkel (Kugelkoordinaten) festgelegt. Insgesamt hat das Sysem f =342 =15
Freiheitsgrade, was auch durch (B]) gegeben ist.

N=3: Die Positionen der Atome 1 und 2 mit dem Abstand C}, seien festgelegt. Das drit-
te Atom mit dem geforderten Abstand C}3 vom Atom 1 muss sich dann auf der
Oberflache einer Kugel mit Zentrum beim Atom 1 und dem Radius C;3 befinden
(sieche Abb. B1I). Gleichzeitig aber auch auf der Oberfldche der Kugel mit dem Zen-
trum im Atom 2 und dem Radius Cy3. In der Abb. Bl sind diese Kugeln als Kreise
dargestellt mit zwei Schnittpunkten, die als mogliche Position des 3.Atoms gekenn-
zeichnet sind. Im drei-dimensionalen Raum liegen diese Schnittpunkte der Kugeln
auf einem Kreis um die Verbindungslinie zwischen Atom 1 und 2. Fiir die Position
des 3. Atoms ergibt sich also unter den Bedingungen des starren Korpers genau
ein weiterer Freiheitsgrad, etwa eine Winkelkoordinate fiir den Kreisbogen. Auch in
diesem Fall stimmt die Zahl der Freiheitsgrade (f = 6) mit der Abschitzung (B1))
iiberein.

N=4: Fiir die Position des 4. Atoms sind 3 Zwangsbedingungen zu erfiillen. Wenn diese
Bedingungen iiberhaupt erfiillbar sind, gibt es dafiir im allgemeinen genau 2 Losun-
gen. Fiir das 4. Atom ergibt sich also kein weiterer kontinuierlicher Freiheitsgrad und
es bleibt bei f = 6 auch fiir den Fall N = 3, was ja auch mit (BJ]) tibereinstimmt.

N=5 und mehr: Fiir das 5. Atom (und das gleiche gilt fiir jedes weitere Atom), ist
die Position bereits durch die Angabe des Abstandes zu den Atomen 1, 2 und 3
festgelegt. Die Angabe der Abstédnde zu den weiteren Atomen ist also redundant.
Die Zwangsbedingungen sind nicht unabéngig voneinander. Deshalb stagniert auch
die Zahl der Freiheitsgrade bei f = 5 fiir einen starren Kérper mit N = 3 bis hinauf
zu einer beliebig groflen Anzahl von Atomen N.

Um die Lage eines starren Korpers mit N = 3 oder mehr Atomen eindeutig anzugeben,
reicht also die Angabe von 6 Koordinaten. Mit 3 Koordinaten konnen wir die Positi-
on eines Referenzpunktes des starren Korpers angeben. Dies kann z.B. der Schwerpunkt
des starren Korpers oder aber auch ein anderer Punkt sein. Durch diese 3 Koordinaten
ist sozusagen der Aufenthaltsort des Korpers definiert. Wir haben dann noch genau 3
Koordinaten zur Verfiigung um die Orientierung des Korpers im Raum zu beschreiben.
Dazu kann man z.B. den Referenzpunkt des Korpers (also etwa der Schwerpunkt) als Ko-
ordinatenursprung fiir zwei Koordinatensysteme ansehen. Das eine Koordinatensystem
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“mogliche
Positionen fiir 3

Abbildung 5.1: Position eines dritten Atoms im starren Korper (siehe Diskus-
sion im Text)

hat seine Achsen fest im Raum verankert. Das zweite Koordinatensystem mit dem glei-
chen Koordinatenursprung orientiert seine Achsen aber auf Punkte des starren Koérpers.
Wir sprechen von einem korperfesten Koordinatensystem, das sich mit dem Koérper
bewegt und rotiert. Die Orientierung des Korpers kann nun durch die 3 Eulerwinkel de-
finiert werden, die erforderlich sind, das raumfeste Koordinatensystem in das korperfeste
Koordinatensystem zu drehen.

Natiirlich gibt es auch alternative Moglichkeiten fiir die Wahl der Kordinaten, die die
Orientierung des Korpers fest legen. Als ein weiteres Beispiel sei genannt, dass wir die
Position von zwei weiteren Referenzpunkten des starren Korpers angeben. Wegen der
festen Abstdnde dieser weiteren Referenzpunkte zum ersten und untereinander, reichen
auch hier 3 weitere Koordinaten.



186 KAPITEL 5. STARRE KORPER

5.2 Drehimpuls, Drehmoment und Trigheitstensor

Wie wir im vorhergehenden Abschnitt gesehen haben, besitzt ein starrer Korper 3 Frei-
heitsgrade zur Beschreibung seiner Position und 3 Freiheitsgrade zur Beschreibung seiner
Orientierung. Da wir die Kinematik der Ortsdnderung von Teilchen, die Translations-
bewegungen bereits am Beispiel der Punktteilchen diskutiert haben, wollen wir uns
jetzt zundchst auf die Beschreibung von Bewegungen beschrénken, bei denen ein Punkt
des starren Korpers ruht. Dies sei gleichzeitig der Koordinatenursprung unseres Koordi-
natensystems. Wenn der Korper sich um eine Drehachse dreht, die durch diesen diesen
Referenzpunkt geht, dreht, so spricht man von einer Rotation des Korpers. Mit diesem
Korper wird aber natiirlich auch ein korperfestes Kordinatensystem gedreht relativ zu dem
ruhenden Laborsystem (Beide Systeme haben einen gemeinsamen Koordinatenursprung,
eben den ruhenden Referenzpunkt).

Wenn wir die Geschwindigkeit der einzelnen Atome a im Laborsystem berechnen wollen,
so konnen wir die allgemeine Beziehung zwischen Geschwindigkeiten in Inertialsystemen
und rotierenden Systemen benutzen

Ty = (d—Fa) - (d—Fa) +W0 X T,
: dt ) Lab dt ) RK o
—_———

=0

Dabei bezeichnet & die Winkelgeschwindigkeit des rotierenden Korpers beziehungsweise
des mitrotierenden korperfesten Koordinatensystems. Wegen der Zwangsbedingungen des
starren Korpers bewegen sich die Atome nicht relativ zueinander. Deshalb ist natiirlich
auch die Geschwindigkeit jedes Atoms im mitrotierenden Koordinatensystem identisch
Null. Damit erhalten wir also z.B. fiir den Drehimpuls des Atoms « mit der Masse my,,
bezogen auf den Koordinatenursprung

-

lo = mg (Fo X Uy)
= ma{Ta X {& x 7 }}
Tq Wy Tq
= Mo | Yo | X | wy | X| ¥a | - (5.1)
o Wy 2o

Im Folgenden soll der Gesamtdrehimpuls L des starren Korpers betrachtet werden, das
ist die Summe der Drehimpulse seiner atomaren Bestandteile:

P- Y0

Lo wyza — WlYa
= E Mea Yo X WX — Wrla
@ Ra Wrla — WyTy

ya(wxya - Wyxa) — Ra (wzza - W:(:Zoz)
= Z My Zoz(wyza - wzyoe) — T (wxya - wyxa)

a xa(wzxa - wmza) - ya(wyza - Wzya)
yi + Zi —Tala —Tola Wy
= Z Mo | —Tala T2+22 —YaZa wy | - (5.2)

2 2
a —ToZa  —YaRa ThTYL Wy
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Der Gesamtdrehimpuls L kann also berechnet werden als Produkt des Vektors der Win-
kelgeschwindigkeit w mit einer Matrix I, die wir als Tréagheitstensor bezeichnen.

L=13.

Die Matrix des Tragheitstensors ist dabei definiert durch

Yy, + 2, —Tala —ToZa
I = Z Mo | —Tala 2+ 22 ;yaza2
« —TaRa “YaZa Ty, + Yo
Ly L I
= Iy Iy In3 . (5‘3>
Iy I3p I3z

Die Matrixelemente des Tragheitstensors sind identisch, wenn der Zeilen- und Spaltenin-
dex vertauscht sind

Iij = I]Z )
man nennt deshalb den Trégheistensor einen symmetrischen Tensor oder Matrix.

Der Zusammenhang zwischen Drehimpuls und Winkelgeschwindigkeit ¢ in (E2]) kann
man ganz analog zur Beziehung zwischen Geschwindigkeit ¢ und Impuls p eines Teilchens
sehen: p' = Mu. Der Trégheistensor I ist dabei wie die Masse M ein Charakteristikum
des bewegten Korpers. Es gibt jedoch wichtige Unterschiede: Die Masse M ist eine Zahl,
eine skalare Grole. Deshalb sind die Geschwindigkeit ¢ und der Impuls p auch zueinander
parallel. Da I aber eine Matrix ist, gilt dies im Allgemeinen nicht fiir Drehimpuls und
Winkelgeschwindigkeit. Sei & z.B. die Geschwindigkeit einer Drehung um die z-Achse, so
berechnet sich der Drehimpuls nach (B2)

. Ly Ly Iz 0 Iw
L= Iy Iy I3 0 = Isow s
Iy I3y Is3 w Is3w

ist also ein Vektor, der nur im Fall I3; = I35 = 0 parallel zu & ist.

5.2.1 Haupttriagheitsachsen und Momente

Der Tragheitstensor ist also eine Grofle, die genau so wie die Masse eines Teilchens charak-
teristisch fiir einen starren Korper ist. Allerdings ist die Masse eines Teilchens unabhéngig
von der Wahl des Koordinatensystems, in dem ich die Bewegung des Teilchens beschreibe.
Der Trégheitstensor hiangt aber von der Wahl des Koordinatensystems ab. Die detaillierte
Form der Matrix I hingt sowohl von der Wahl des Koordinatenursprungs als auch von
der Orientierung der kartesischen Koordinatenachsen ab, wie man aus der Darstellung
in (B3) direkt entnehmen kann. Dies ist nicht sehr verwunderlich, da ja auch der Dre-
himpuls von der Wahl des Koordinatenursprungs als Referenzpunkt abhéngt. Dariiber
hinaus ist natiirlich auch die Angabe einer Komponente des Drehimpulses, also z.B. die
x-Komponente L, von der Orientierung des Koordinatensystems abhéngig.

In diesem Teilabschnitt wollen wir den Referenzpunkt zur Berechnung des Trégheitsten-
sors konstant halten. Wir stellen uns nun die Frage: Kénnen wir die Matrix I, die den
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Trégheitstensor beschreibt, durch eine geschickte Wahl der Orientierung des Koordina-
tensystems, auf eine moglichst einfache Gestalt bringen.

Dazu iiberlegen wir uns in einem ersten Schritt, wie sich die Matrix / dndert, wenn wir
das Koordinatensystem drehen. Ausgangspunkt dieser Uberlegung ist die Beziehung (5:2)
zwischen Drehimpuls [_:, Tréagheitstensor I und Winkelgeschwindigkeit &. Diese Beziehung
soll natiirlich in jedem Koordinatensystem gelten, ganz egal wie wir das System der karte-
sischen Achsen drehen. Wir haben im Abschnitt BTl gelernt, wie sich die Darstellung eines
Vektors, z.B. des Drehimpulsvektors, dndert, wenn wir das Koordinatensystem drehen:

L' =RL.

Dabei bezeichnet L' den Spaltenvektor, durch den der Drehimpuls im gedrehten System
dargestellt ist und R ist die Transformationsmatrix fiir die durchgefithrte Rotation des
Koordinatensystems mit der Eigenschaft (siehe (ETI))

R™'=R.
Wenden wir diese Eigenschaften auf (22)) an, so ergibt sich

L' = RIG
RIR'R&
=1
= RIR'R&
= I'ad’.
In dieser letzten Zeile bezeichnet &’ = R& die Darstellung des Vektors der Winkelge-

schwindigkeit und
I'=RIR™",

konsequenterweise die Darstellung des Tréagheitstensors im gedrehten Koordinatensystem.
Wiéhrend sich also die Komponenten eines Vektors bei einer Drehung oder orthogonalen
Transformation des Koordinatensystems dndern nach

Ly =) RylL;,
J

transformiert sich eine Grofle wie der Tragheitstensor unter der gleichen Transformation
wie

L = YRRy
kl

= Y RuRuly. (5.4)
kl

Bei dem Ubergang zur zweiten Zeile haben wir ausgenutzt, dass R~' = R’. Allgemein
bezeichnet man eine Grofle T mit 3" Elementen, die durch n Indizes iy = 1,2,3 (bzw. i1 =
x,y, z) bis i,, = 1,2, 3 charakterisiert wird als einen Tensor der Stufe n genau dann, wenn
bei einer orthogonalen Transformation, also z.B. einer Drehung des Koordinatensystems
gilt, dass sich die Elemente dieses Tensors im transformierten System berechnen genifl

Ti1i2...in - E : RZUlRZsz s Rlnjnlem---Jn :
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Mit dieser Nomenklatur ist also ein Vektor ein Tensor erster Stufe und der Tragheitstensor
ein Beispiel fiir einen Tensor zweiter Stufe. Eine Zahl, die sich bei der Drehung eines
Koordinatensystems nicht dndert, wie z.B. die Masse eines Teilchens, bezeichnet man als
einen Tensor nullter Stufe oder einen Skalar.

Nachdem wir wissen, wie sich ein Tragheitstensor in einem gedrehten Koordinatensystem
berechnet, wollen wir einen starren Korper betrachten, der eine Symmetrieachse besitzt.
Dabei versteht man unter einer Symmetrieachse die folgende Eigenschaft des Korpers:

Wir drehen einen Koérper um eine Achse mit einem Winkel ¢ = 27 /n. Kann man den
Korper und seine Orientierung nach dieser Drehung nicht unterscheiden von der Ausgangs-
lage vor der Drehung, so bezeichnet man die Achse um die gedreht wurde, als n-zéhlige
Symmetrieachse.

Dreht man z.B. eine Wiirfel um eine Achse, die durch den Mittelpunkt einer Seite und
dem Zentrum des Wiirfels geht, um den Winkel von 90 Grad, also 27/4, so dndert sich
seine Erscheinung nicht. Diese Drehachse ist also eine 4-zdhlige Symmetrieachse.

Als ein weiteres Beispiel betrachten wir einen Zylinder mit der z-Achse der Zylinderkoor-
dinaten als Drehachse. In diesem Fall bleibt der Korper bei einer Drehung mit beliebigem
Winkel unveréandert: Man spricht daher von einer unendlich zéhligen Symmetrieachse.

Wir betrachten jetzt einen Koérper mit einem korperfesten Koordinatensystem in der
Gestalt, dass die z-Achse eine n-zéihlige Symmetrieachse ist mit n = 2 oder auch héher.
Bei einer Drehung des Koordinatensystems um diese z-Achse mit einem Winkel « ergibt
sich also der Triagheitstensor im gedrehten System I’ nach (B4l mit

cosae sina 0
R*(a)=| —sina cosa 0
0 0 1

(Siehe (ET)). Damit berechnen sich die Elemente des Tensors im gedrehten Koordinaten-
system wie z.B.

Il =TLscosa+ lsina = I3

Iy = Lssina+ Izcosa = I (5.5)

Dabei gilt die letzte Gleichung in jeder Zeile, wenn o = 27/n ist, da ja dann der Korper
nach entsprechender Drehung des Koordinatensystems die gleiche Darstellung und damit
auch den gleichen Trigheitstensor besitzt, wie vor der Drehung. Die Gleichungen in (E5)
koénnen fiir einen beliebigen Winkel v # 0 aber nur erfiillt werden, wenn

113:[31 =0 und ]23213220.

In diesem Fall gilt also fiir eine Winkelgeschwindigkeit w parallel zur z-Achse

=

L:]33c3 fiir &ZWéz

Der Vektor des Drehimpulses zeigt also in Richtung der Winkelgeschwindigkeit. Man be-
zeichnet diese z-Achse als Haupttrigheitsachse und I33 als Haupttriagheitsmoment. Wir
haben an diesem Beispiel gezeigt, dass Symmetrieachsen eines Korpers Haupttrigheits-
achsen sind.
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Man kann nun allgemein zeigen, dass man auch fiir Koérper, die keine Symmetrieachsen
besitzen, immer eine Drehung des Koordinatensystems finden kann, so dass

I, 0
I'=RIR = 0 I, 0
0 0 I

Die Elemente I7,, I}, und [}, sind die Haupttragheitsmomente und die zugehérigen Achsen
des gedrehten Koordinatensystems sind die Haupttriagheitsachsen. Mathematisch bezeich-
net man die Haupttragheitsmomente als Eigenwerte des Tragheitstensors I. Die Haupt-
tragheitsachsen sind die Eigenvektoren. Wir suchen ja die Vektoren ¢é; fiir die mit dem
Eigenwert \; gilt
Ie; = Ne,
beziehungsweise
(I—N1)é=0.

Dabei steht 1 fiir die 3x3 Einheitsmatrix. Damit diese Gleichung eine nicht triviale Lésung
hat, darf die Matrix I — ;1 nicht invertierbar sein. (Wire diese Matrix invertierbar, so
konnten wir Gl.(B2ZT]) von links mit der inversen Matrix multiplizieren und erhielten als
Ergebnis é; = 0 also nur die triviale Losung.) Diese Forderung wird erfiillt, wenn die
Determinante von I — \;11 = 0 ist. Die Eigenwerte \; ergeben sich also als Nullstellen des
charakteristischen Polynoms

]11 - A Il2 Il3
det (] — )\]].) = det 121 122 - A ]23
I3 Ip I33— A

5.2.2 Drehmomente

Warum ist der Drehimpuls eines starren Korpers fiir uns interessant? Wir sehen uns dazu
an, unter welchen Bedingungen sich der Drehimpuls als Funktion der Zeit &ndert und
betrachten (im Laborsystem)

dt — dt
= > % (P X Mg T

— za:ma (To X T) +§a: (Fa % %maﬁa)
. _

= Zfa x F, . (5.6)

«

Beim Ubergang zur letzten Zeile haben wir die Newtonsche Bewegungsgleichung aus-
genutzt. Das Vektorprodukt aus dem Ortsvektor und der Kraft F,, summiert iiber alle
Teilchen bezeichnet man als Drehmoment

5= xF,.

«
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Mit (58) haben wir also gezeigt, dass die Anderung des Drehimpulses mit der Zeit durch

das Drehmoment D gegeben ist
D=—.
dt
Die Kraft, die auf ein Teilchen a wirkt, F., besteht aus dem Anteil durch externe Ursachen
Fe** und den internen Kréften,

= P 4 YRy
B
die die atomaren Bestandteile des Korpers aufeinander ausiiben. Diese internen Krifte,
die also z.B. das Teilchen (3 auf das Teilchen « ausiibt wirken im Normalfall in Richtung
der Verbindungslinie zwischen den Atomen

Fog = f(af) (Fa — 75) -

Ist diese Bedingung (222 erfiillt, so tragen die internen Kréfte nicht zum Drehmoment
bei. Zum Beweis dieser Behauptung berechnen wir

ﬁint = ZFO‘ Xﬁaﬁ

= 0. (5.7)

Bei dem Ubergang zur dritten Zeile haben wir das Newtonsche Axiom “Actio = Reactio”
(Fso = —F,3) angewandt und beim Ubergang zur vierten Zeile die Voraussetzung (5=22)
eingesetzt, womit die Behauptung bewiesen wurde, dass in diesem Fall Drehmomente nur
durch externe Kréfte generiert werden. Wir haben also die atomaren Krifte zwischen den
Elementen des starren Korpers nicht zu beriicksichtigen.

5.2.3 Tragheitsmomente

Wenn wir im folgenden die Drehung des starren Kérpers auf eine feste Drehachse redu-
zieren, also z.B. die z-Achse, dann ist fiir die Winkelgeschwindigkeit, den Drehimpuls und
das Drehmoment auch nur die jeweilige z-Komponente von Interesse. Aus (52) sehen wir,
dass in diesem Fall auch nur die Komponente

[33 = éz([éz)

von Interesse ist. Allgemein definieren wir das Tragheitsmoment eines starren Kérpers
um die Drehachse é,, das ist der Einheitsvektor der in Richtung der Winkelgeschwindigkeit
@ zeigt, durch

I, =é,(Ié,).
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Im Fall ¢, = é, erhalten wir

Iw = 133 = Zma(l'i ‘l‘ yi),

wie man aus (B3) ablesen kann. Jede Masse m, wird also gewichtet mit dem Abstand
von der Drehachse, A,, zum Quadrat. Fiir eine beliebige Drehachse é, ergibt sich also

entsprechend
I, = ZmQA?X = Zma (Fg — (f’aéw)z) )

Es sollen nun fiir einige Beispiele die Tragheitsmomente ausgerechnet werden. Als erstes
Beispiel betrachten wir 4 Massenpunkte der Masse m, die auf den Eckpunkten eines
Quadrates der Kantenléinge a angeordnet sind, wie es in Abb. dargestellt ist. Die
Drehachse befinde sich in der Mitte des Quadrates (siehe Teilbild a der Abb. B2) und die
Richtung der Winkelgeschwindigkeit sei senkrecht zur Ebene, in der die Massenpunkte
angeordnet sind. Damit ist der Abstand eines jeden dieser Massenpunkte A, von der
Drehachse gleich a/v/2 und es ergibt sich insgesamt ein Trigheitsmoment

I, = 4mA2 = 2ma®.

Als zweites Beispiel betrachten wir die gleiche Anordnung der Massenpunkte, nun aber
mit einer Drehachse, die durch einen der Eckpunkte geht (die Winkelgeschwindigkeit steht
wieder senkrecht zur Ebene der Massenpunkte, siche Teilbild b der Abb. B2)). Der Mas-
senpunkt, der auf der Drehachse liegt liefert in diesem Fall keinen Beitrag zum Tréagheits-
moment, da ja der Abstand zur Drehachse, A, identisch Null ist. Zwei der Massenpunkte
haben den Abstand A, = a und einer den Abstand v/2a. Insgesamt ergibt sich also fiir
das Tréagheitsmoment in diesem Beispiel der Wert

I, = 2ma® + m(v/2a)? = 4ma®.

Wir sehen also, dass der gleiche starre Koérper unterschiedliche Werte fiir das Trégheits-
moment liefert wenn die Drehachse nur verschoben wird.

Der Zusammenhang zwischen den Tagheitsmomenten eines starren Korpers bei zueinan-
der verschobenen Drehachsen wird durch den Satz von Steiner beschrieben. Danach
gilt:

e Das Triagheitsmoment eines starren Korpers um eine Drehachse é,,, I, ist gleich
der Summe des Triigheitsmomentes I°¥ des Korpers um die Drehachse, die parallel
zu é, durch den Massenschwerpunkt des Korpers verlauft plus der Masse M des
Korpers multipliziert mit dem Abstand des Schwerpunktes von der Drehachse b
zum Quadrat (siehe auch Abb. B3)):

I, =I5" + MV
Als Beispiel fiir die Anwendung dieses Satzes kénnen wir die 4 Massenpunkte der Abb.

heranziehen. Das Beispiel a) liefert gerade 157 (siche (BZ3)), da ja in diesem Fall die
Drehachse durch den Schwerpunkt verlauft. Der Abstand der Schwerpunktes von der
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a) b)

Abbildung 5.2: Beispiele zur Berechnung von Trigheitsmomenten (siehe Dis-
kussion im Text)

Abbildung 5.3: Illustration des Satzes von Steiner (siehe Diskussion im Text)
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Drehachse des Beispieles b der Abb. entspricht a/v/2. Damit liefert der Satz von
Steiner fiir die Anordnung im Teilbild b:

2
a

I, = 2ma® + 4m (— = 4ma®
NG ’

was ja auch mit der Rechnung aus (BZ3) iibereinstimmt.

Zum Beweis des Steinerschen Satzes betrachten wir den Ortsvektor eines Massenpunktes
a des starren Korpers einerseits in einem Koordinatensystem, dessen Ursprung auf der
Drehachse é,, liegt (und bezeichnen diesen mit 7, andererseits im Schwerpunktssystem,
also dem Koordinatensystem mit Ursprung im Schwerpunkt mit dem Ortsvektor R. Be-
zeichnen wir die Koordinate des Massenpunktes v im Schwerpunkt mit g, so gilt (siehe
auch Abb. B3)):

o= R+ fa

Damit konnen wir das Tragheitsmoment um die Drehachse é, nach (E2Z3) ausrechnen
L = ) ma (7= (Fabn)?)
L2 . 2
= o |(fe) - (R e
= Y ma |RE 4285+ R - (Ren)? - 2 (Fa) — (7at)?]
= ME 40+ mapl — M(Rén)” = 0= ma(fats)

57 + Mv*. (5.8)

Beim Ubergang von der dritten zur vierten Zeile haben wir ausgenutzt, dass
Z map_:x =0 )

da die linke Seite dieser Gleichung gerade die Gesamtmasse multipliziert mit dem Vektor
des Schwerpunktes ergibt und zwar in dem Koordinatensystem der pg,, in dem dieser
Schwerpunkt gerade im Koordinatenursprung liegt. Mit (B.8)) ist also der Beweis des Satzes
von Steiner erbracht.

Als spezielle Anwendungen berechnen wir nun noch das Tragheitsmoment eines Zylinders
der Hohe ¢ und mit Radius R, der eine homogene Massendichte py aufweist. In diesem Fall
geht natiirlich die Summe iiber die Massenpunkte in das entsprechende Volumeninegral
iber. Ist die Drehachse identisch mit der zentralen Léngsachse des Zylinders, der z-Achse
des zugehorigen Zylinderkoordinatensystems, so berechnet sich das Trégheitsmoment zu:

c 27 R
IZ:/ dz/ dgo/ por?rdr.
0 0 0

Dabei besteht der Integrand (neben den Anteilen r dr dp dz die das Volumenelement in
Zylinderkoordinaten darstellen) aus der Massendichte py und dem Abstand der Massen-
elemente von der Drehachse zum Quadrat, r2. Dieses Integral liefert
R4 ) R2 R2
IZ:c27Tp0Z:,00 TcR TZMT’
=Volumen
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also das Tragheitsmoment das vorliegt, wenn die gesamte Masse M des Zylinders den
Abstand R/ v/2 von der Drehachse hiitte.

Bei einem Hohlzylinder mit den gleichen geometrischen Abmessungen un der gleichen
Masse M, hat die gesamte Masse den Abstand R von der Drehachse (wenn dies ebenfalls
die zentrale z-Achse ist. Dies ergibt also ein Trigheitsmoment fiir den Hohlzylinder von

I.=MR?.
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5.3 Drehimpuls und Drehmoment im Experiment

Wir besprechen nun einige Experimente zum Thema Drehimpuls und Drehmoment. Wir
betrachten ein System von N Massenpunkten, die miteinander verbunden sind.

Die Ausgangsgleichung ist: ‘
L=D (5.9)

Hierbei ist L = > ;7 % p; der Drehimpuls des Systems; die Summe lauft iiber alle Mas-
senpunkte. Die Grofle D= > Myt X F_i ist das gesamte Drehmoment, das auf das System
wirkt. Hier sind die Krifte F; die auf die Massenpunkte wirkenden dufleren Krifte. Wie
im Theorieteil gezeigt wurde, verschwinden die Beitrage durch die inneren Kréfte ﬁ,-k,
solange diese Krifte parallel zur Verbindungslinie zwischen den Massenpunkten ¢ und k
wirken. Weiter ist zu beachten, dass L und M von der Wahl des Ursprung des Koordina-
tenystems abhéngen; im allgemeinen werden wir den Ursprung auf die Achse legen, um
die sich das betrachtete System dreht.

5.3.1 Drehimpulserhaltung

Fiir D =0ist L = const., der Drehimpuls des Systems bleibt erhalten.

Wir kénnen die Drehimpulserhaltung sehr schon dadurch demonstrieren, dass wir auf
einer um die z-Achse drehbaren Scheibe (”Drehschemel”) ein Rad in Rotation versetzen
bzw. dieses Rad in verschiedene Richtungen drehen (Abb. BA).

T O)Drehsch.

T(DRad

Abbildung 5.4: Rotierendes Rad
auf dem Drehschemel.

War der Drehschemel anfangs in Ruhe und starten wir das Rad so, dass die Drehachse in z-
Richtung zeigt, mit Emd = L,44€., dann rotiert der Drehschemel selbst in Gegenrichtung,
so dass die Summe Lqupemet + Lraq erhalten bleibt (d. h. 0 ergibt). Drehen wir das Rad
um 180°, so dass Emd = —L,qq€, gilt, so dreht sich auch der Drehschemel gerade in die
Gegenrichtung. Die Drehung des Rades erfordert einigen Kraftaufwand, da sich dabei Lrad
zeitlich dndert, was ein endliches Drehmoment auf das Rad erfordert. Dieses Drehmoment
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Abbildung 5.5: Mazwell-Rad (”JoJo”).

wird von der Lagerung des Drehschemels aufgenommen. Steht Lyeq in (x,y)-Richtung, so
ist auch der Drehschemel in Ruhe, da L, .4 keine Komponente in z-Richtung mehr hat.

Wenn wir das Rad auflerhalb des Drehschemels in Rotation versetzen und dann auf den
anfinglich ruhenden Drehschemel bringen, so bleibt dieser in Ruhe, solange wir die Ach-
se des Rads nicht &ndern. Jede Anderung der Rotationsachse fithrt jetzt aber zu einer
Rotation des Drehschemels, wobei gilt: Erad + Eschemel = Erad,O- Hierbei ist Emd70 der
anfingliche Drehimpuls des Rades.

Eine weitere Demonstration von L = M ist ein in z-Richtung abrollendes Maxwell-
Rad ("JoJo”) (s. Abb. BH). Auf dessen Drehachse ist ein Faden aufgewickelt, dessen
freies Ende an einem Stativ befestigt ist. Das Rad ist zunéchst in einer Hohe A in Ruhe.
Auf das Rad wirkt ein Drehmoment l_j, das das Rad nach unten abrollen lésst; hierbei

wéchst geméaf L = D der Drehimpuls des Rades. Ist der Faden des Rades am unteren
Umkehrpunkt vollstéandig abgewickelt, ist L maximal und D = 0. Jetzt muss sich das Rad
aber weiterdrehen, so dass das Rad wieder nach oben ((in Richtung +z) lduft. Hierbei
nimmt L wieder ab. Ohne Reibung wiirde das Maxwell-Rad wiederum die Héhe h erreichen
(hier ist L = 0) und dann wieder nach unten abrollen.

5.3.2 Hebelgesetze und Gleichgewicht

Als néchstes betrachten wir statische Anordnungen, auf die Drehmomente D wirken.
Wir diskutieren zunédchst den ”einarmigen Hebel” der Abb. In der Position (a) ist
der Betrag des Drehmoment auf den Verankerungspunkt in der Wand gleich m - ¢ - [. Das
Drehmoment zeigt aus der Zeichenebene heraus. Analog ist der Betrag des Drehmoments
in der Position (b) gleich m - g -1 -sin ¢; speziell in der Position (c) verschwindet D. Wenn
der Hebel um den Verankerungspunkt in der Wand drehbar ist, so wird er schnell in die
Position (c) tibergehen und dort zur Ruhe kommen.

Wir betrachten jetzt den zweiarmigen Hebel der Abb. B
Der Hebel sei drehbar gelagert. Auf den Hebel wirken die beiden Drehmomente

—

D1 = —mlgl_i X é; = —mlgll sin (plgy (510)

und

—

Dy = —m2gl; X €, = —magly sin o€, (5.11)
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—]—>
/
" /
mg m m
J mg
mg
(a) (b)

() Abbildung 5.6: Einarmiger Hebel.

—ANf—
m, m,
m,g m,g

Abbildung 5.7: Zweiarmiger Hebel.

Das Gesamtdrehmoment verschwindet fiir

—mygly sin 1 = —mygls Sin o, (5.12)
d. h. fir
—maqly sin; = —mgls sin o, (5.13)
was sich mit
sin ¢ = sin 9 zu mily = maly (5.14)

reduziert. Dies ist die ” Hebelbedingung”.

Fiir mqly = moly verschwindet das Gesamtdrehmoment auf den Hebel. Unterschlagen wir
fiir den Moment, dass wie in Abb. B gezeichnet die Massen m; und msy unterhalb der
Drehachse liegen, so ist die Hebelbedingung fiir alle Winkel ¢ erfiillt. Zum anderen ist
dann der Hebel genau im Schwerpunkt gelagertt.

Wenn - bei obiger Ndherung - die Hebelbedingung fiir einen kontinuierlichen Satz von
Winkeln ¢, erfiillt werden kann, so liegt ein ”indifferentes Gleichgewicht” vor.

!"Wenn wir beriicksichtigen, dass sich die Massen m, und m, unterhalb des Hebelarms befinden, dann
finden wir, dass im Gleichgewicht der Schwerpunkt genau unterhalb der Drehachse liegt. Wir werden
darauf etwas spéter eingehen.
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Allgemein sprechen wir von einem ”stabilen Gleichgewicht”, wenn ein Korpers nach
Auslenkung aus der Ruhelage wieder in diese zuriickkehrt. Beim ”labilen Gleichge-
wicht” entfernt sich der Kérper nach der Auslenkung immer weiter vom Gleichgewichts-
wert, wiahrend beim ”indifferenten Gleichgewichts” die verschobene Position ebenfalls
stabil ist. Das Prinzip ist in Abb. nochmals erldutert. Hier befindet sich eine Kugel in
einem Tal, auf einem Berg bzw. in einer Ebene.

Q Abbildung 5.8: Sta-
\()/ biles, labiles und in-

. labil indifferent  differentes Gleichge-
stabil wicht.

Kehren wir wieder zu Hebeln und Drehmomenten zuriick und betrachten die Anordnung
der Abb.

In der Konfiguration der Abb.

EA(b) gelte myly = 2myly. Hangen NC. Tm om
. . . 2 2

wir jetzt eine der beiden Massen m1 m,

mo an den unteren rechten He- L Im,

belarm (Lénge: l3) wie in Abb.

E9(a), so haben wir als Hebelbe-

dingung: mil; = mals+mesls cos a

(man beachte, dass a = 90° — 3
ist, wobei ¢35 wie in Abb. BT

der Winkel zwischen dem He- (a) (b)
belarm und der z-Achse ist). Nun
ist l3cosa = [y, so dass beide Abbildung 5.9: Dreiarmiger Hebel.

Konfigurationen im Gleichgewicht sind.

Man beachte aufierdem, dass bei der Anordnung (a) der Schwerpunkt deutlich unterhalb
der Drehachse liegt, wobei sein z-Abstand von der Drehachse 3 sin o/ (my +2m5) betragtﬁ.
Stellen wir jetzt die Anordnung (a) analog zur Abb. BX7(b) schrig, so stellen wir fest, dass
die Anordnung wiederum in die Gleichgewichtspostion ¢ = 90° zuriickkehrt. Der Grund
hierfiir ist leicht zu verstehen: Der Schwerpunkt liegt fiir ¢; # 90° nicht mehr unterhalb
der Drehachse. Jetzt fithren die Kréfte, die an den drei Massen angreifen, zu einem Dreh-
moment auf den Schwerpunkt, die diesen wieder zur Drehachse hin bewegen. Das gleiche
gilt auch, wenn man die Lénge aller Hebelarme [, I, und I3 (bzw. die Produkte m;l;)
andert. Die Anordnung ist im stabilen Gleichgewicht, sobald sich der Schwerpunkt
unterhalb der Drehachse befindet.

Wenn sich umgekehrt der Schwerpunkt oberhalb des Aufhingepunktes befindet,
ist die Anordnung im labilen Gleichgewicht. Jede Storung fiithrt zu einem Anwachsen
des Drehmoments, die Anordnung kippt, sofern die Form des Koérpers dies zulésst. Wir
demonstrieren den Effekt am ”schiefen Haus”, das in Abb. skizziert ist.

Das stabile Gleichgewicht verlangt, dass der Schwerpunkt einer frei drehbaren Anordnung
von Massenpunkten unterhalb der Drehachse liegt. Dies erlaubt, den Schwerpunkt auch
von kompliziert geformten starren Korpern zu bestimmen: Wir hingen den Kérper an
einem beliebigen Punkt auf, der nicht der Schwerpunkt sein soll. Der Korper wird sich

’Die x-Koordinate des Schwerpunkts ist =lymy + lomy + lycosamg = —l,my + Iym, +1y;my = 0
(Hebelbedingung).
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dann so ausrichten, dass der Schwerpunkt unterhalb des Authédngepunkts liegt. Wiederho-
len wir dies fiir drei nicht in einer Ebene liegende Aufhéingepunkte und ”zeichnen” jeweils
eine Gerade in z-Richtung durch den Aufhidngepunkt, so ist der Schwerpunkt gerade der
Kreuzungspunkt der drei Geraden.

Was passiert nun der Korper genau im Schwer-
punkt gelagert wird?

Ganz allgemein gilt:

D=Y Di=> #xF, (5.15) °

i

Wir setzen fiir F’Z explizit die Schwerkraft F’Z =
—m,;gé€, ein und erhalten:

= —gzmiﬁ % 3. Abbildung 5.10: ”Schz’efes Hays”.
- Der Schwerpunkt ist durch einen

. . Kreis markiert. Die linke Anord-

-9 Z{miyex — mizey} (5.16)  nung ist stabil. Das Haus kippt, so-

' bald der Schwerpunkt auferhalb des

=—gM Z{Rygx — R.ey} rechten unteren Hausecks (=Dreh-

achse) liegt (rechte Anordnung).

Hierbei sind R, und R, die x- bz. y-Koordinate des Schwerpunktsvektors und M die
Gesamtmasse. Nun hatten wir aber den Korper im Schwerpunkt gelagert, d. h. es ist
R, = R, = 0 und damit ist auch D = 0. Bei Lagerung im Schwerpunkt wirken keine
Drehmomente auf den Korper, er ist im indifferenten Gleichgewichtt].

Wir nutzen nun die Hebelgesetze, um das Prinzip der Balkenwaage zu beschreiben.
Diese Waage ist in Abb. .11l skizziert. Anstelle der Massen m; und my des zweiarmigen
Hebels aus Abb. b7 haben wir jetzt Waagschalen gleicher Masse m angebracht. Auf der
linken Schale liege die Masse Am. Die beiden Hebelarme zu den Schalen seien gleich lang
(Lange ). Wir haben zusétzlich einen Zeiger der Lénge [. Er habe die Masse m,.

Auf die Drehachse wirken also drei Drehmomente.

Dy = —(m+Am)-gl-sing-é, (5.17)
Dy = m-gl-sing- €y (5.18)
Dy = m,-gl,-sina- €y. (5.19)

Das Gesamtdrehmoment verschwindet fiir:
(m+4+Am)-gl-sinpg—m-gl-sing —m, - gl,-sina = 0. (5.20)

Nun ist o + ¢ = 90° und wir erhalten:

Am -1
myl,

Am -1-cosa=m,l,sin« oder tan o = (5.21)

3Dies gilt, solange wir den Koérper um die Aufhingung kippen. Beziiglich einer Verschiebung der
Aufhidngung aus dem Schwerpunkt ist die Lagerung im allgemeinen labil.
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Fiir kleine Winkel ist tan o ~ o und wir erhalten:

o 1 (5.22)

Am myl,

Diese Grofle bezeichnet man auch als die Empfindlichkeit der Waage (Ausschlag pro
Gewicht Am). Sie kann offensichtlich z. B. durch Verkiirzung der Zeigerlage [, bequem
gesteuert werden.

<~ |—> ¢

Am

(a) (b)

Abbildung 5.11: Prinzip der Balkenwaage
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A

> )

Abbildung 5.12: Koordinaten zur Berechnung der kinetischen Energie (siche
Diskussion im Text)

5.4 Kinetische Energie eines Starren Korpers

In diesem Abschnitt diskutieren wir, wie sich die Kinetische Energie eines Starren Korpers
berechnet. Dazu gehen wir wieder davon aus, dass wir den Starren Korper wieder in Mas-
senpunkte mit Massen m, zerlegen kénnen und der Aufenthaltsort dieser Massenpunkte
beziiglich eines Laborsystems durch Vektoren 7, gegeben ist (siehe Abb. BIZ). Wir neh-
men ausserdem einen festen Punkt des starren Korpers heraus, der auf der Achse der
augenblicklichen Drehbewegung liegt und gleichzeitig Koordinatenursprung eines korper-
festen Koordinatensystems sein soll. Fiir den Ortsvektor eines Massenpunktes gilt dann

7o =R+ Pa.

Dabei ist R der Vektor fiir den Referenzpunkt im starren Kérper und p, der Ortsvektor
des Massenpunktes im korperfesten Koordinatensystem. Zur Berechnung der kinetischen
Energie benotigen wir die Geschwindigkeit der Massenpunkte im Laborsystem

dra _dR (dp,
dt — dt dt ) 1ab

In einem néchsten Schritt wird nun ausgenutzt, dass

(1) _(U2) o
dt J1ab dt JRK
————

=0

Dabei ist w die Winkelgeschwindigkeit mit der sich der Korper um die aktuelle Drehachse
dreht und die Geschwindigkeit der Massenpunkte im Referenzsystem des starren Kérpers
ist natiirlich identisch Null. Damit ergibt sich fiir die Geschwindigkeit
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Die kinetische Energie des gesamten starren Korpers berechnet sich damit zu

My (AT, 2
= 25 ()

«

M (dR dR [ _ . 1 Ly
= 7(%) *E(wxgm%)*ﬁzm“”“a) - 6:23)

Diese kinetische Energie setzt sich also aus 3 Summanden bzw. Komponenten zusammen:

1. Translation

2. Rotation

3. Mischterm

Der erste Term in (B223)) entspricht der kinetischen Energie der Gesamtmasse des
Starren Korpers, M vereinigt zu einer Punktmasse am Ort des Referenzpunktes,
charakterisiert durch den Ortsvektor R. Man bezeichnet diesen Beitrag als die ki-
netische Energie der Translationsbewegung.

Fiir die Diskussion des dritten Terms in (E2Z3)) betrachten wir den Betrag des Vektors
|&d X pa|. Der Betrag dieses Vektors entspricht dem Abstand des Massenpunktes «
von der Drehachse multipliziert mit dem Betrag der Winkelgeschwindigkeit. Setzt
man dieses Ergebnis in den dritten Term von (223]) ein und beachtet die Definition
des Tragheitsmomentes fiir eine Drehung um die Drehachse I, so ergibt dieser dritte
Term:

2]ww

Wir bezeichnen diesen Beitrag als kinetische Energie der Rotationsbewegung

Neben diesen beiden Termen tritt im allgemeinen Fall noch der Mischterm, der
zweite Term in (23)) auf. Dieser Mischterm verschwindet natiirlich, wenn der Re-
ferenzpunkt ruht ~
iR,
dt
also eine reine Rotation um die Drehachse stattfindet ohne jede Translation. Der
Mischterm verschwindet aber auch, wenn der Schwerpunkt des starren Korpers auf
der Drehachse liegt. In diesem Fall definieren wir den Schwerpunkt als den Koordi-
natenursprung des korperfesten Koordinatensystems und es gilt daher, dass

Zmaﬁa:O.

Als Beispiel wollen wir nun die Bewegung eines Zylinders betrachten, der, wie in Abb.
eine schiefe Ebene herunterrollt. Am Anfang befindet er sich in Ruhe auf der Héhe h und
besitzt also die potenzielle Energie M gh wobei M die Masse des Zylinders und ¢ die Be-
schleunigung durch die Erdanziehung darstellt. Am Fufpunkt der schiefen Ebene ist diese
potenzielle Energie vollsténdig in kinetische Energie umgesetzt. Da die Rollbewegung um
die Drehachse erfolgt, die (bei homogener Dichte des Zylinders) durch den Schwerpunkt
des Zylinders verlduft, entfdllt der oben diskutierte Mischterm der Bewegung und die
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Abbildung 5.13: Rollbewegung eines Zylinders auf einer schiefen Ebene (siehe
Diskussion im Text)

kinetische Energie setzt sich nur aus der Energie der Translation und der der Rotation
zusammen:

1 1
Mgh = §Mv2 + §Izw2 .

Dabei bezeichnet v die Geschwindigkeit der Translationsbewegung. Zwischen dieser Ge-
schwindigkeit der Translationsbewegung und der Drehgeschwindigkeit w gibt es nun noch
eine Verbindung, die Zwangsbedingung fiir die Rollbewegung. In der Zeit T', in der sich
der Zylinder einmal um die eigene Achse dreht, rotiert er um den Winkel 27. Gleichzeitig
legt er den Weg 27 R zuriick, wobei R der Radius des Zylinders ist. Es gilt also

w = 2—7T und V= @
T T
Hieraus konnen wir herleiten v
w = E s
was, eingesetzt in (B4 liefert
1 I, 9

Nachdem der Korper die Hohe h abgerollt ist, erhalten wir fiir seine Geschwindigkeit:

2gh

[+ 1/ (ME?) (5:24)

Vend =

Nun gilt fiir einen Vollzylinder: I = M R?/2 und fiir einen Hohlzylinder I = M R?.

Wir erhalten fiir diese beiden Korper:

2 2
Vend = 29h (Vollzylinder)  (5.25) Vend = A/ %h (Hohlzylinder)  (5.26)
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was einen Faktor v/1.5 ~ 1.225 bzw. v/2 ~ 1.41 geringer ist als die Endgeschwindigkeit
eines nichtrotierenden Kérpers.

In unserem Versuch ist A = 21 cm, was fiir einen nichtrotierenden Korper zu v,.,q ~
2.03 m/s fuhrt, fiir den Vollzylinder zu 1.66 m/s und fiir den Hohlzylinder zu 1.43
m/s.

Man beachte ferner, dass in die obigen Beziehungen weder der Radius noch die Masse des
Zylinders einging, sondern nur sein ”innerer” Aufbau (d. h. hohl oder voll).

Grundsétzlich kann man nun aus dem Abrollverhalten eines Korpers mit unbekanntem
inneren Aufbau sein Tragheitsmoment bestimmen und daraus gerade auf seinen inneren
Aufbau Riickschliisse ziehen.

Wir hatten dies an zwei verschlossenen Zylindern gleicher Masse und gleicher duflerer
Form demonstriert. Der langsamere der beiden Zylinder war ein Hohlzylinder, bei dem
schnelleren war der grofite Teil seiner Masse in der Néche der Drehachse konzentriert, so
dass er nahezu die Endgeschwindigkeit eines nichtrotierenden Korpers erreicht.

Wir hatten noch zwei weitere Zylinder mit abrollen lassen, die eine sehr seltsame Be-
wegungsform zeigten: Ein Zylinder hatte eine ”Unwucht”, so dass dessen Schwerpunkt
nicht auf der Drehachse lag. Er bewegt sich extrem unregelméfig die schiefe Ebene herab.
Im zweiten Zylinder war entlang der Rotationsachse ein Gummiband gespannt, an dem
eine Masse m angehdngt war. Wenn der Zylinder bei entspanntem Gummiband anrollt,
verdrillt sich das Band und erzeugt ein Drehmoment auf die Masse. Diese bleibt zunéchst
in Ruhe, bis ein kritisches Drehmoment erreicht ist und rollt dann im Innern des Zylinders
ab. Als Konsequenz beginnt die Dose, zuriickzurollen (s. Abb. BT4I)

1%

am

Abbildung 5.14: 7Riickrollender Zylinder” mit eingebautem Gummiband. Unten: Seiten-
ansicht. Oben links: nur die Dose rollt und spannt das Gummiband. Oben Rechts: Masse
rotiert und Dose rollt zuriick.

Eine weitere ”Spielerei”, die wir kurz angesprochen haben, ist das ”Wackelholz” (Abb.
BTH). Es sieht duBerlich sehr symmtrisch aus, hat aber in seinem Inneren eine Unwucht,
die durch die beiden Kreise (zusétzliche Massen) in Abb. b.TH angedeutet sind. Bringt man
das Holz entlang seiner Léngsachse zum Schaukeln, dann kippt das Holz in der Néhe seiner
Umkehrpunkte in Richtung der zuséztlichen Masse. Als Konsequenz rotiert das Holz im
Uhrzeigersinn. Dreht man das Holz im Uhrzeigersein, so bleibt diese Drehung stabil. Bei
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Drehung gegen den Uhrzeigersinn fithren immer vorhandene leichte Schaukelbewegungen
zur Abbbremsung der Drehung und schlieflich zur Umkehr des Drehsinns.

Y o

Abbildung 5.15: ”Wackelholz”. Oben: Blick von oben; unten: Seitenansicht
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5.5 Rotationen um freie Achsen; Kreisel

Wir betrachten jetzt frei rotierende Korper.

Das erste Objekt ist ein Quader. Seine Haupttrigheitsachsen verlaufen wie in Abb.
angezeichnet. Die Haupttragheitsmomente seien I; < I, < I3. Wirft man den Quader, so
stellt sich heraus, dass er beim Wurf um die Achsen 1 und 3 stabil rotiert, dagegen nicht

um die Achse 2 (s. Abb EI7).

B

Abbildung 5.16: Hauptrdagheitsachsen und Haupttrdgheitsmomente eines Quaders

Ganz allgemein lésst sich zeigen (ohne Beweis), dass
fiir I; # Iy # I3 freie Rotationen um die Haupt-
triagheitsachsen mit dem grofiten oder dem
kleinsten Tragheitsmoment stabil sind, Rotatio-
nen um das mittlere Haupttriagheitsmoment
dagegen labil.

Sind bei einem rotationssymmetrischen Korper zwei
Haupttrigheitsmomente gleich (z. B. I, = I3), so
ist nur die Rotation um die Symmetrieachse, d.
h. um /; stabil.

Wir demonstrieren dies durch die Rotation einer
Ringkette und eines Holzrings, die mittels eines ro-
tierenden Seils angetrieben werden (vgl. ”Lasso”).
Sie rotieren stabil um die Symmetrieachse. Rotiert
man ein (gekochtes) Ei um eine Querachse, so rich-
tet es sich nach einiger Zeit auf und rotiert um die
Langsachse.

Man kann dies auch durch ein Maxwell-”Rad” demon- Abbildung 5.17: Wurf eines Qua-
strieren, dessen ”Réider” zu beiden Seiten des aufge- —ders (aus: Brand-Dahmen, Me-
wickelten Fadens Quader sind. Sind die Quader so chanik, Abb. 7.9)

montiert, dass sie um [, rotieren miissen, kann das

Maxwellrad im allgemeinen nicht stabil abrollen. Dies gelingt aber doch, wenn beide
Quader um 90° gegeneinander verdreht sind, so dass sie parallel zur Drehachse betrachtet
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ein Kreuz bilden. Diese Anordnung ist symmetrisch genug, dass das Rad stabil abrollen
kann.

Kreisel

Eine besonders oft genutzte Anordnung rotationsymmetrischer drehender Korper ist der
Kreisel, der um einen Auflagepunkt rotiert. Lagert man den Kreisel im Schwerpunkt, so
spricht man vom ”kréftefreien symmetrischen Kreisel”, andernfalls vom ”schweren
Kreisel”.

Die Symmetrieachse des Kreisels wird Figurenachse genannt. Wir wollen sie mit f be-
zeichnen. Neben dieser Achse sind im Folgenden noch die Rotationsachse & und die
Richtung des Drehimpulses L wichtig. Die drei Groflen f, & und L kénnen, miissen
aber nicht in die gleiche Richtung zeigen.

Einen kréftefreien symmetrischer Kreisel kann man beispielsweise durch kardanische
Aufhingung oder durch Luftkissen-Lagerung erhalten (Abb. EIS).

—

Lasst man den kréaftefreien symmetrischer Kreisel schnell rotieren, so zeigen f, & und
L in die gleiche Richtung. Die Richtung von L bleibt aber im Raum erhalten, da keine
Drehmomente auf den Kreisel wirken, so dass auch die Figurenachse unabhéngig von der
Rotation des ” Auflensystems” immer in die gleiche Richtung weist. Dieses Prinzip wird
in Flugzeugen und Schiffen als ” Kiinstlicher Horizont” verwendet.

3

Abbildung 5.18: Krdftefreier symmetrischer Kreisel: kardanische Aufhingung (links) und
Laderung im Luftkissen (rechts).

Driickt man nun sanft gegen den Kreisel und bewirkt dadurch eine langsame Anderung

der Richtung des Drehimpulses, so werden f und & mitgenommen, bleiben also parallel
zu L.

Schldgt man dagegen gegen den Kreisel und bewirkt so eine schnelle Anderung des
Drehimpulses, so sind f , @ und L nicht mehr parallel zueinander. Jetzt rotieren die
Figurenachse und & um L. Die entsprechende Drehung heifit ” Nutation” oder "regulére
Préazession” und erfolgt mit der ” Nutationsfrequenz” &y , deren Grofle wir an Hand
der Abb. ableiten konnen.
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Abbildung 5.19: Nutation eines Kreisels, der sich nicht um die Figurenachse dreht.

Wir zerlegen zunéchst & in eine Komponente &; parallel zur Figurenachse und in eine
Komponente &y senkrecht dazu, & = &1 + Ws. Analog konnen er auch L in Komponenten
parallel und senkrecht zur Figurenachse zerlegen, L= L1 + L2 Nun gilt L1 = J;0; und
L2 = [yWy. Da aber I} # I 1st sind nun & und L nicht mehr parallel Auf Grund der
Drehimpulserhaltung bleibt L fest im Raum orientiert und &, sowie f drehen sich um L.
Die Nutationsfrequenz &y zeigt in Richtung von L. Aus der Abb. g entnehmen wir:

L, L
WN COS Y = Wy = 1_2 = CIOSSO. (5.27)
2 2
Hieraus folgt:
L
Gy = . (5.28)
Iy

Man beachte, dass sich auch f relativ zu & mit der Nutationsfrequenz dreht. Dieser Effekt
lasst sich dadurch demonstrieren, dass eine Scheibe mit 3 unterschiedlichen Farbsegmenten
mit f mitrotiert. Das Auge, das iiber volle Umdrehungen der Scheibe mittelt, erkennt
jeweils die Farbe, durch die & gerade zeigt.

Als néchstes wollen wir zum kardanisch aufgehidngten Kreisel der Abb. zuriick-
kehren und Drehachse 2 blockieren. Der Kreisel kann jetzt um seine Figurenachse 1
rotieren und um die Achse 3 kippen. Rotieren wir nun die Aufhdngung des Kreisels um
eine Drehachse &p , die parallel zur Achse 3 sein soll, so wirkt auf den Kreisel ein Drehmo-

ment parallel zu &p das via L = D eine Anderung von Lin Richtung &p bewirkt. Da Wp
wesentlich geringer ist als die Drehung & des Kreisels um seine Figurenachse, bleiben f,
& und L dabei parallel. Die Figurenachse des Kreisels und dessen Winkelgeschwindigkeit
zeigen nach einiger Zeit parallel zu Wp.
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Wir kénnen uns die Drehung des Kreisels auch dadurch veranschaulichen, dass wir uns in
ein Bezugssystem begeben, das mit &p rotiert. Dann wirken auf den Kreisel Corioliskréfte,
die diesen zu &p hin kippen, siche Abb.

Auf diesem Effekt basiert der Kreiselkompass. Er stellt sich parallel zur Drehrichtung
der Erde ein, zeigt also (bei geeigneter Markierung) nach ”Norden”.

Z T (DD y A )
(D \
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( D, dL/dt
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> Xrk ” YRk

Abbildung 5.20: Kardanisch aufgehdngter Kreisel mit blockierter Drehachse 2. Wird der
Kreisel mit Gp rotiert, so stellt sich & parallel zu JGp. Die beiden oberen Bilder sind im
ruhenden Koordinatensysten, die beiden unteren im mit &p mitrotierenden System. F.
und Fp seien die zu Drehachse zry hin- bzw. wegzeigenden Anteile der Corioliskraft.

Was passiert, wenn der Kreisel auflerhalb des Schwer-
punkts gelagert ist, so dass die Schwerkraft ein Drehmo-  Z T
ment auf diesen ausiibt (”schwerer Kreisel”, Abb. B21))? Es

zeigt sich, dass der Kreisel keinesfalls umféllt, sondern f, W Q)
und E, die parallel zueinander bleiben, senkrecht ausweichen. Q);
Der Kreisel rotiert um die z-Achse (” Préazession”).

Es gilt hierbei: mg

> X

L=D=-mg(R X ¢&,). (5.29) Abbildung 5.21: Prdzedie-

o ) render schwerer Kreisel
R ist der Ortsvektor vom Auflagepunkt des Kreisels zum

Schwerpunkt, m sei die Masse des Kreisels. Nun ist L (bei

einer Links-Drehung des Kreisels) parallel zu R. Damit ist E senkrecht zu L und zur
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z-Richtung. Wir schreiben Rals R= % - R und erhalten:
—L —L
5 R, - R Y Y
L=-"9%Lxe)y="9" r, |=wp-| L. |. (5.30)
L L 0 0

Diese Differentialgleichung wird beispielsweise geléstﬂ von L, = Lcoswpt, L, = Lsinwyt,
mit der Prizessionsfrequenz w, = %R, die interessanterweise unabhéngig ist vom Winkel
v zwischen & und der z-Achse (Etwas allgemeiner kénnen wir auch D = mgR sin ¢ riicks-
ubstituieren und erhalten w, = #iw’ was auch fiir andere Drehmomente anwendbar ist;
falls D nicht proportional zu sin ¢ ist, hingt die Prézessionsfrequenz auch von ¢ ab).

Diese paradoxe senkrecht-Ausweichen des Kreisels - man kann einen schnell drehenden
Kreisel mit seiner Spitze sogar so in eine Seilschlinge legen, dass seine Figurenachse parallel
zum Erdboden rotiert - ldsst sich wiederum gut in einem Bezugssystem veranschaulichen,
das mit w, mitrotiert. Dann versuchen wiederum Corioliskréfte, den Kreisel zu kippen.
Im Gegensatz zum Kreiselkompass, der im Schwerpunkt gelagert war, wirkt aber diesmal
das durch die Schwerkraft verursachte Drehmoment dieser Kippung entgegen, so dass der

Kreisel nicht um- bzw. herunterfallt.

Uberlagert man weiterhin Nutations- und Prézessionsbewegungen, so spricht man von
”Nickschwingungen” oder einer ”pseudoreguldren Prézession”.

Auch die Drehachse der Erde, die um 66.5° gegen die Bahnebene der Planeten und des
Mondes geneigt ist, fiihrt eine Prizessionsbewegung aus. Durch die Abplattung der
Erde iiben Sonne und Mond ein Drehmoment auf den ” Aquatorwulst” aus. Die Drehachse
der Erde weicht entsprechend aus und prézediert mit einer Periode von 25850 Jahren
(”Platonisches Jahr”). Diese Prizesionsbewegung wirde bereits in der Antike durch
Hipparch entdeckt. Auch die anderen Planeten tragen zu einer Prizession der Erdachse
bei, mit entsprechend ldngeren Prézessionsperioden.

Es sei weiter angemerkt, dass die Prézession auch im atomaren Bereich eine grofie Rolle
spielt. So haben beispielsweise Elektronen einen Eigendrehimpuls (Spin), der im dufleren
Magnetfeld um die Richtung des angelegten Feldes prazediert. Hierbei ist das Drehmoment
auf das Elektron proportional zum angelegten Feld Magnetfeld (” Larmor-Prézession” mit
der ”Larmor-Frequenz”, die proportional zum Feld ist).

Zum Abschluss betrachten wir noch einige spezielle Kreisel:

e der ”Stehaufkreisel” wird angedreht wie in Abb. B2Z2(a) dargestellt. Nach kurzer
Zeit richtet sich der Kreisel auf und rotiert wie in Abb. BE2A(a). Dabei wandert
offensichtlich der Schwerpunkt des Kreisels nach oben, d. h. der Kreisel gewinnt
potentielle Energie. Als Konsequenz muss w und L abnehmen. Dass gerade die
Anordnung (b) der stabile Zustand ist, lasst sich nur schwer anschaulich erklaren.

e Das ”Levitron” ist ein ferromagnetischer Kreisel, dessen ”Nordpol” iiber dem
”Nordpol” eines Permanentmagneten kreist. Diese Anordnung ist statisch labil; einer
der Magneten wiirde sofort umklappen, so dass sich Nord- und Siidpol gegeniiber-
stehen. Die Kreiselbewegung stabilisiert aber in gewissen Grenzen die Anordnung.
Durch die AbstofSlung der beiden Magneten schwebt der Kreisel.

4Wir koénnen aus L_ und L auch zu einem komplexen Vektor [ = L_ + L, zusammensetzen, der sich
dann geméf [(t) = [ - exp(iwpt) zeitlich entwickelt.
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Abbildung 5.22: Stehaufkreisel. (a): An-

fangsposition, die auch ohne Drehung des

Kreisels stabil ist. (b) stabile Position bei
(a) (b) schneller Drehung des Kreisels.

e Eine auch statisch stabile Anordnung lésst sich durch einen Supraleiter erreichen,
der auf den Permanentmagneten gebracht wird. Im Supraleiter flieen sehr grofle
Ringstrome, die unabhéngig von der Orientierung des Supraleiters so gerichtet sind,
dass das von ihnen erzeugte Magnetfeld dem Feld des Permanentmagneten entgegen
wirkt und dieses aus dem Supraleiter verdrangt. Diese Strome realisieren letztlich
die Kreiselbewegung, die den Supraleiter schweben lésst.



Kapitel 6

Thermodynamik und Warmelehre

6.1 Definition und Freiheitsgrade

Im letzten Kapitel haben wir die Bewegung eines Starren Korpers betrachtet. Ein solcher
starrer Korper bestand im Allgemeinen aus sehr vielen atomaren Teilchen. Durch die
Zwangsbedingungen, dass der Abstand von jeweils zwei dieser Massenpunkte fest gegeben
war, reduzierte sich jedoch die Zahl der Freiheitsgrade auf 6: 3 fiir den Ort und 3 fiir die
Orientierung des Korpers.

In diesem Abschnitt wollen wir ein Vielteilchensystem betrachten, bei dem die Atome
(Molekiile oder auch andere kleine Bestandteile) des Systems sich vollkommen unabhéngig
voneinander bewegen. Wir bezeichnen ein solches System als ein Ideales Gas und defi-
nieren dies durch:

Ein Ideales Gas ist ein System aus N atomaren Teilchen, die elastisch aneinander
stofien und so miteinander Energie austauschen konnen. Dariiber hinaus sollen sie
aber keine Krdfte aufeinander austiben.

Das Problem besteht also nun darin, dass wir fiir eine grofle Anzahl von Teilchen, wenn wir
also z.B. die Atome in einem Kubikzentimeter Luft betrachten, es praktisch unmaoglich ist
die Orte und Geschwindigkeiten so vieler Teilchen (von der Groenordnung der Loschmidt
Zahl N =~ 6 10%3) zu registrieren, geschweige denn als Funktion der Zeit zu verfolgen.
Wir miissen also nach anderen charakteristischen Kennzeichen oder Koordinaten fiir ein
Ideales Gas suchen.

Dabei hilft uns, dass, wie wir im weiteren Verlauf dieses Abschnittes noch sehen wer-
den, gerade fiir eine groffe Teilchenzahl N statistische Aussagen iiber Mittelwerte fiir die
Observablen der einzelnen Atome sehr zuverlissige Ergebnisse liefern.

Als ein Beispiel fiir solch statistische Aussagen zur Frage wo sich ein Atom aufhélt be-
trachten wir ein Volumen V', dass in zwei gleich grofie Teilvolumina V7 und V5, aufgeteilt
sein soll. Die BeobachtungsgroBe (Observable) ist die Teilchenzahldichte
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Nehmen wir nun mal an, dass N = 2 Atome auf das Volumen verteilt werden sollen. Die

Dichte ist dann
2 1 1

Bei einer Verteilung der 2 Atome auf das Volumen V' beziehungsweise die beiden Teilvo-
lumina gibt es 4 Moglichkeiten

p

—_

1linVy, 2inV;
linVi, 2inl,
linVy, 2inl}
1linV,, 2inV,

[\)

w
—_— — — —

W

Von diesen 4 Moglichkeiten sind 2, ndmlich Fall 2) und Fall 3), von der Art, dass beide
Teilvolumina die gleiche mittlere Dichte aufweisen. Bei den beiden anderen Moglichkeiten
haben wir aber Abweichungen von der mittleren Dichte und zwar Abweichungen von der
GroBle 100 Prozent des Mittelwertes. Wenn nun die Verteilung zufillig erfolgt, so sind
alle 4 Realisierungsmoglichkeiten gleich wahrscheinlich. Wir beobachten also fiir den Fall
N = 2 mit einer Wahrscheinlichkeit von 50 Prozent, dass die Abweichung der einzelnen
Dichten vom statistischen Mittelwert 100 Prozent betragt.

Wir wollen nun an diesem Beispiel zeigen dass der statistische Fehler bei einer solchen
zufilligen Verteilung mit zunehmender Teilchenzahl geringer wird. Dazu betrachten wir
den etwas allgemeinerenFall, dass das Volumen V' in zwei Teilvolumina aufgeteilt ist von
der Grofle

Vi=pV und Vo, =4qV mitp+qg=1.

Bei einer zufélligen Aufteilung der Atome auf die Teilvolumina betrigt also die Wahr-
scheinlichkeit, dass ein Atom in V; landet p, und die dass es in V5 landet q. Wie es sich
fiir Wahrscheinlichkeiten gehort sind p und ¢ positive Zahlen und kleiner gleich Eins.

Als néchstes beweisen wir nun den Satz {iber die Binomialverteilung:

In einem bestimmten System sei die Wahrscheinlichkeit ein Teilchen in einem Zu-
stand zu finden gegeben durch p(p < 1) und damit die Wahrscheinlichkeit diese
Teilchen nicht in diesem Zustand zu finden durch ¢ = 1 — p. In diesem Fall ist
die Wahrscheinlichkeit genau n Teilchen aus einer Gesamtzahl von N Teilchen in
diesem Zustand zu finden gegeben durch die Binomialverteilung:

N!

P(n) = n! (N — n)!pnqN_n

Zum Beweis dieses Satzes stellen wir uns vor, dass alle N Teilchen durchnumeriert sind.
Dann ist die Wahrscheinlichkeit, dass die Teilchen 1 bis n in dem bewussten Zustand sind,
gegeben durch p™. Die Wahrscheinlichkeit ausserdem die Teilchen n + 1 bis N nicht in
diesem Zustand zu finden ist gegeben durch das Produkt p"¢™~". Nun soll natiirlich die
Wahrscheinlichkeit P(n) von (1)) nicht nur den Fall erfassen, dass gerade die bestimmten
Teilchen 1 bis n in dem Zustand sind. Vielmehr miissen alle Fille beriicksichtig werden, bei
denen eine beliebige Gruppe von n aus N Teilchen gerade diese Bedingung erfiillt. Damit
ist P(n) gegeben also durch das Produkt von p"¢"¥~" mal die Zahl der Moglichkeiten n
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Teilchen aus N herauszugreifen. Wenn wir also nun noch beweisen, dass diese Zahl gegeben
ist durch den Binomialkoeffizienten

(0) = =

so ist die Behauptung (E1]) bewiesen.

Den letzteren Teilbeweis fithren wir nun durch vollstdndige Induktion iiber N. Die Be-
hauptung 148t sich leicht iiberpriifen fiir den Induktionsanfang ,N=1“: In diesem Fall
brauchen wir nur die Félle n = 0 und n = 1 zu betrachten. Im Fall (N = 1,n = 0) gibt es
natiirlich nur eine Moglichkeit n = 0 Teilchen aus N=1 herauszugreifen und auch der Bi-
nomialkoeffizient (B1]) ergibt die Zahl 1 (Beachte: 0! = 1). Die gleiche Ubereinstimmung
erzielt man auch fiir den Fall (N = 1,n = 1). Fiir den Induktionsschluss ((N — 1) — N)
unterscheiden wir die moglichen Arten n aus N auszuwédhlen danach ob das Teilchen
N in dem fraglichen Zustand ist oder nicht. Im ersten Fall (Teilchen N ist in dem Zu-
stand) haben wir also (n — 1) aus (N — 1) Teilchen in den Zustand gebracht im zweiten
Fall (Teilchen N ist nicht in dem Zustand) n aus (N — 1). Da aber fiir N — 1 Teilchen
nach Induktionsvoraussetzung die Behauptung gilt, ist die Gesamtzahl der Moglichkeiten
gegeben durch

(N—1)+<N—1) _ (V- 1) + (N = D)l (N — 1 —n)!

n—1 n (n—1IN—-1—(n—-1))!
(N—1!n + (N—-1)(N —n)
nl(N—-1-n+1)!
- (0)

Damit ist der Beweis fiir die Binomialverteilung (G1I) erbracht.

Als Test kénnen wir nun auch sofort {iberpriifen, dass die Wahrscheinlichkeitsverteilung
P(n) richtig normiert ist. Summieren wir ndmlich die P(n) iiber alle moglichen n, so muss
insgesamt die Wahrscheinlichkeit 1 herauskommen, denn die Summe der Wahrscheinlich-
keiten fiir all moglichen Realisierungen muss 1 sein, da wir ja das System immer in einem
seiner moglichen Zustédnde vorfinden werden. Nun gilt aber auch

f: P(n) = i (]Z) P

= (p+9" = p+1-p" =1

Das heisst die Verteilung P(n) ist richtig normiert.

Mit Hilfe der Binomialverteilung kénnen wir nun die Wahrscheinlichkeiten angeben, mit
der wir bei unserem Beispiel der Verteilung von N Atomen auf die Teilvolumina n; Teil-
chen im Teilvolumen V; finden. Diese Wahrscheinlichkeitsverteilungen sind in Abbildung
fiir p = ¢ = 1/2 angegeben fiir N = 4,10 und 40.

Man sieht an dieser Figur, dass P(n) mit wachsendem N ein immer ausgeprigteres Ma-
ximum bei n; = N/2 zeigt. Aus der Binomialformel (E1]) wird aber nun auch klar, woher
dieses Maximum kommt. Der Faktor p"¢™~ =" ist fiir p = ¢ = 1/2 unabhiingig von n. Das
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Gauss—Verteilung und Binomial-Verteilung
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Abbildung 6.1: Die Binomialverteilung (G1) fir N = 4,10 und 40 ist aufge-
tragen als Funktion von n/N fir den Fall p = q = 1/2. Diese Ergebnisse der
Binomialverteilungen (Gestrichelte Linien) werden verglichen mit den entspre-
chenden Gaufi—Verteilungen (durchgezogene Linien). Um einen direkten Ver-
gleich zu ermdglichen, sind die Binomialverteilungen jeweils mit einem Faktor
N wersehen.

Maximum wird also durch den Binomialkoeffizienten bewirkt, d.h. dadurch, dass es eben
sehr viel mehr Moglichkeiten gibt die Teilchen gleichméBig zu verteilen als etwa die nur
eine Moglichkeit alle Teilchen in das Teilvolumen V; unterzubringen.

Um nun etwas genauer zu verstehen warum das Maximum der Wahrscheinlichkeitsvertei-
lung mit zunehmendem N immer ausgepragter wird, beweisen wir noch den Satz {iber die
Normal- oder auch Gauf3-Verteilung:

Fiir groffe Teilchenzahlen N geht die Binomialverteilung

n—mn, 2
P(n) — #e—%

V21pg N

tiber, die an der Stelle ng = pN den Mazximalwert annimmdt.

Zum Beweis dieser GauB-Verteilung fithren wir zunéchst einmal die Variable

n Un
r= — |, ZZ'Q:N

ein und betrachten eine Funktion w(z), die an den diskreten Werten fiir z, die in (E1)
definiert sind, mit P(n) identisch ist und fiir Werte von x dazwischen kontinuierlich fort-
gesetzt ist. Fiir diese Funktion w(z) betrachten wir die Taylor - Entwicklung von In w(x)
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um die Stelle des Maximums zg

1
Inw(x) =Inw(zy) + Bi(x — x) + 532(35 — 20)2 4

mit
dF Inw
g ()

An den durch (G1) definierten Werten von x gilt:

By =

Inw(z)=InN!'—Inn! —In(N —n)! +nlnp+ (N —n)Ing
Benutzt man nun die Ndherung

dlnn! Inn!—In(n—1)!
dn n—(n-—1)

= In = 1) =1Inn
so ergibt sich
dnw(n(z)) ~ dhhwdn
dx  dn dx
= (—lnn+In(N—-—n)+Inp—Ing) N (6.1)

Damit berechnet sich der Koeffizient B; geméfl der Definition (G1I) zu

(N =no)p _ vy, N —p)p

B, = Nln
' noq Npq

=0

wobei beriicksichtigt wurde, dafl np = Np und (1 — p) = ¢. Diese Gleichung bestétigt
also, dafl die Funktion w(x) und damit auch Inw(z) ein Extremum an der Stelle z = z
besitzt. Die zweite Ableitung von Inw(x) nach z ergibt sich durch die erneute Ableitung

von (E1]) zu

2]
dd% - N2%(—lnn—i—ln(N—n)+lnp—lnq)
1 1
= N2(-—Z - -
)
so, daf
N? N? N
B2:———7:

Np N(-p)  pg

Dies bestétigt, dass die Funktion Inw(z) an der Stelle 2y ein Maximum hat und erlaubt
uns durch Einsetzen von B aus (BI) und B, aus (&) in (E0]) Inw anzundhern durch

Inw(z) ~ Inw(ze) + % (%) (o — 20)’

Damit gilt also

_ N(mfaco)z _ (nfno)z
w(;(;) = wWpe 2pq = wpe  2paN
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Den Wert fiir wy gewinnen wir nun aus der Normierungsbedingung fiir eine Wahrschein-
lichkeitsverteilung w(x), ndmlich

00 2
1 = wo/ e_zzjwdn

= wo\/27pgN

Lost man diese Gleichung nach wy auf, setzt das Ergebnis in (E1]) ein, so erhélt man die
GauB-Verteilung in (E7).

Die Approximation der Binomialverteilung durch die GauB-Verteilung von (G1I) sollte fir
grofile Werte von N gut funktionieren. Denn der Abbruch der Taylorentwicklung (B1I) ist
nur fiir kleine Werte x — xq gerechtfertigt. Fiir groffle N benétigen wir aber die Verteilung
nur bei kleinen Werten von = — xg, da bei grolen Abweichungen x — x( die Verteilung auf
Null absinkt. In Figur vergleichen wir die Binomialverteilungen (gestrichelte Linien)
fiir N = 4,10 und 40 mit den entsprechenden GauB-Verteilungen (durchgezogene). Dabei
stellt man fest, dal die Ndherung aber bereits recht brauchbare Ergebnisse fiir N = 4
beziehungsweise N = 10 liefert und fiir N = 40 der Unterschied nicht mehr darstellbar
ist.

Die Breite der Gau$-Verteilung, das heifit der Wert fiir (z — x¢) bei dem die Wahrschein-
lichkeit auf den Wert wg/e abgefallen ist, ist gegeben durch

2 2
(z—xo)Qz% also (x—xo):\/%.

Damit fillt also die relative Breite mit zunehmendem N ab. Genau genommen ist dieser
Abfall proportional 1/ V/N. Dies erklirt noch einmal, dass die Maxima der betrachteten
GauBl-Verteilungen mit zunehmender Teilchenzahl immer ausgeprégter werden und somit
die Vorhersagen fiir solche statistischen Beobachtungsgrofien, wie wir sie hier diskutiert
haben, mit wachsendem N immer préziser werden. Dies gilt fiir Teilchenzahlen aber auch
fiir andere Beobachtungsgroflen, wie z.B. die mittlere Energie eines makroskopischen Sy-
stems, die sich bei bekannter Wahrscheinlichkeitsverteilung P(i) fiir die verschiedenen
Zusténde i aus den Energien ¢; dieser Zustinde ausrechnen lédsst zu

e= Z e P(i)

Wir wollen nun die Situation betrachten, dass die N Atome eines Idealen Gases sich zum
Beginn unseres Gedankenexperimentes alle im Teilvolumen V; aufhalten, das durch einen
Schieber vom Teilvolumen V5 getrennt sein soll. Zu einem bestimmten Zeitpunkt ¢, soll
nun dieser Schieber geoffnet werden, so dass sich alle Teilchen auf die beiden Volumina
verteilen konnen (sieeh Abb. E2)).

Nach einer gewissen Zeit werden sich die Atome gleichméssig auf die beiden Teilvolumina
verteilen. Das bedeutet, dass wir mit groler Wahrscheinlichkeit eine Verteilung der Atome
auf die beiden Volumina erhalten, bei der der Anteil der Atome in V; sehr nahe an dem
statistischen Anteil n; = pN ist. Dies gilt insbesondere, wenn die Gesamtzahl der Atome
N sehr grof} ist. Wir sagen, das System befindet sich im Statistischen Gleichgewicht.
Man bezeichnet diese Situation auch héufig als Thermisches Gleichgewicht.

Wir wollen dieses Gedankenexperiment heranziehen um einige allgemeine Eigenschaften
des Statistischen Gleichgewichtes zu erlautern:
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Abbildung 6.2: Fin System bestehend aus N Teilchen in einem Volumen V.
Durch einen beweglichen Schieber kann das Volumen in zwei Teile Vi und Vs
unterteilt werden. Zur Zeit t = 0 befinden sich alle Teilchen im Teilvolumen

Vi.

e In unserem Beispiel aus Abb. benétigten die Atome eine gewisse Zeit, bis sie
sich gleichmé&fig auf die beiden Volumina verteilen. Entsprechendes gilt auch fiir
andere Systeme: In der Regel dauert es eine gewisse Zeit bis sich das Statistische
Gleichgewicht einstellt.

e Der Einstellen des Thermischen Gleichgewichtes ist ein irreversibler Vorgang: Fiir
eine groffe Anzahl von Atomen ist die Wahrscheinlichkeit, dass die Ausgangssitua-
tion (im Beispiel der Abb. alle Teilchen im linken Teilvolumen) wieder erreicht
wird so gering, dass dieser praktisch (wihrend der Lebensdauer unseres Universums)
nicht passieren wird. Man muss von auflen in das System eingreifen um den Anfangs-
zustand wieder herzustellen (in dem man etwa unter Aufwendung von Energie alle
Atome zuriickschiebt).

e Beim Einstellen des Statistischen Gleichgewichtes wird eine Verteilung realisiert
fiir die die Anzahl der Realisierungsmoglichkeiten (also im Beispiel die Zahl der
Moglichkeiten die Atome auf die beiden Volumina zu verteilen) grofler ist als im
Ausgangszustand (bei dem es ja nur die eine Moglichkeit gibt: alle Teilchen in ei-
nem Volumen). Beim Ubergang zum Statistischen Gleichgewicht wiichst also die
Unordnung. Man kann auch sagen, dass wir weniger Information haben: Wir wis-
sen nicht, welcher der moglichen Realisierungen umgesetzt wird. Wir werden spéter
diese Unordnung bzw. die Unkenntnis mit dem Begriff Entropie verkniipfen.

e Das Einstellen des Statistischen Gleichgewichtes ist ein Kennzeichen fiir die Zeit-
entwicklung. Auf der mikroskopischen Ebene gilt die Zeitumkehrsymmetrie: wenn
wir einen Film iiber den Stofl zweier Atome sehen wiirden kénnen wir nicht sagen,
ob dieser Film richtig abgespielt wird oder im Riicklauf. Bei der Einstellung des
Gleichgewichtes (wie im Beispiel der Abb. 2) wissen wir aber sehr wohl ob ein
Film von diesem Vorgang in der richtigen Zeitfolge abgespielt wird.
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6.2 Temperatur und Boltzmann Verteilung

Im letzten Abschnitt haben wir gesehen, dass eine statistische Verteilung von Atomen ei-
nes idealen Gases in einem Volumen V' dazu fithren wird, dass sich die Teilchen gleichméBig
in dem Volumen verteilen und die Dichte konstant wird. Zur Charakterisierung des Zu-
standes von Teilchen oder Massenpunkten reicht es jedoch nicht den Ort dieses Teilchens
zu kennen. Wir miissen auch seine Geschwindigkeit wissen, um die Position im Phasen-
raum festzulegen, was ja eine eindeutige Vorhersage der Bewegung dieses Teilchens in
einem Kraftfeld erlaubt. Deshalb steht in diesem Abschnitt die Frage nach der statisti-
schen Verteilung der Geschwindigkeiten der Atome eines Idealen Gases im Zentrum des
Interesses.

Natiirlich kénnte man meinen, dass die Geschwindigkeiten genau so gleichméfig verteilt
sind wie die Verteilung der Aufenthaltsorte. Dabei wiirden wir aber ignorieren, dass mit
der Geschwindigkeit v eines Teilchens auch eine Energie verkniipft ist: die kinetische
Energie
Lo
€= gmv".

Konnten also die Geschwindigkeiten statistisch beliebig verteilte Werte annehmen, so gélte
das auch fiir die zugehorigen kinetischen Energien. Dies wiirde aber zu Konflikten mit der

Energieerhaltung bzw. der Bergrenztheit der zur Verfiigung stehenden Energie geraten.

Wir wollen deshalb eine Wahrscheinlichkeit definieren, dass wir ein Atom unseres Idealen
Gases mit einer Geschwindigkeit aus dem Intervall [v, v + dv| vorfinden

w(v) = f(v)dv.

Bei dieser Darstellung wurde beriicksichtigt, dass natiirlich diese Wahrscheinlichkeit w(v)
proportional zur Lénge des Intervalls dv sein wird. Die physikalisch interessante Grofe ist
die in dieser Gleichung definierte Wahrscheinlichkeitsdichte f(v). Eine solche Wahrschein-
lichkeitsddichte muss so normiert sein, dass die Summe iiber alle Wahrscheinlichkeiten

gerade den Wert 1 ergibt
Z fvi)Av=1.

Dabei haben wir angenommen, dass wir eine abzéhlbare Menge von Geschwindigkeitsin-
tervallen bei den Geschwindigkeiten v; haben, die alle die Intervallinge Av besitzen. Im
Grenzfall, dass diese Intervallinge infinitesimal klein wird (Av — dv) geht diese Summe
iiber in ein Integral und wir normierern

/_Zf(v)dvzl.

Nach der Definition eines idealen Gases fiihren die Atome dieses Gases elastische Stof3e
aus etwa in der Form
V1 + Vo — V] + Uy,

was bedeuten soll, dass zwei Atome mit den Geschwindigkeiten v; und v, so aneinander
stoflen, dass sie anschliessend die Geschwindigkeiten v] und v} haben. Bei einem solchen
Stof sollte natiirlich die Energie erhalten bleiben, es muss also gelten

/ /
€1téex=¢7+ ¢y,
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wobei sich die Energie £ auf das Atom mit der Geschwindigkeit v; bezieht und fiir die
anderen Energien entsprechendes gilt. Die Zahl der Sté8le vom Typ (62) ist proportional
zur Zahl der Atompaare, die die Geschwindigkeiten v; beziehungsweise vy besitzen, also
proportional zum Produkt der Wahrscheinlichkeitsdichten f(v;) und f(ve). Wenn das
System im thermischen Gleichgewicht ist muss es genau so viele Sto8e vom Typ (E2) wie
solche in umgekehrter Richtung

/ /
V] + Uy — U1 + Vg

geben. Damit das der Fall ist muss also gelten

f(v1) f(vz) = f(“i)f(vé) .

Da die Wahrscheinlichkeitsdichte offensichtlich mit der Energie der Teilchen verkniipft ist,
konnen wir auch schreiben, dass gilt

f(e1)f(e2) = f(eh) f(ey)

Diese Bedingung wird fiir allgemeine Prozesse, bei denen die Energieerhaltung (2
gewihrleistet ist gerade erfiillt durch die Verteilung

f(e) = foe ™.

Damit gilt ndmlich

f(e1)f(e2) = foe ™ foe P2 = fge_ﬁ(gﬁw) = f(e1)f(eh)

Dabei konnen wir annehmen, dass [ eine positive Zahl ist. Natiirlich ist aus mathemati-
scher Sicht auch die Funktion in (£2) mit negativem Wert von [ eine Losung. In diesem
Fall wiirde aber die Wahrscheinlichkeitsdichte fiir hohe Energien divergieren. Dies scheint
nicht sehr verniinftig, da das ja bedeutet, dass die Zahl der Atome exponentiell mit ihrer
Energie anwichst. Dariiber hinaus wiirde ein solches Verhalten aber auch die Normierung
entsprechend (62) unmoglich machen. Mit

f(v) = foe 5",

ist also die Form der Wahrscheinlichkeitsverteilung bestimmt. Wir miissen aber noch
die Parameter f; und 3 in dieser Verteilung bestimmen, beziehungsweise verstehen. Die
Konstante fy wird durch die Normierungsbedingung (6.2)) festgelegt. Dazu berechnen wir

© m 2
1:/ fOe_ﬁ702dU:f0\/—7T7
oo Bm

was bedeutet, dass

und
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Geschwindigkeit v

Abbildung 6.3: Verteilungsdichte fiir Geschwindigkeiten bei zwei verschiedenen
Temperaturen, beziehungsweise Faktoren (5 in (622).

Es verbleibt also noch die Bestimmung des Parameters § in dieser Wahrscheinlichkeits-
verteilung. Dazu betrachten wir den statistischen Mittelwert fiir die kinetische Energie

Dieser Mittelwert berechnet sich dadurch, dass man alle méglichen Geschwindigkeiten
betrachtet, dafiir jeweils die kinetische Energie berechnet, multipliziert mit der Wahr-
scheinlichkeitsdichte f(v) ein Atom dieser Geschwindigkeit vorzufinden und dann dieses
Produkt iiber alle Geschwindigkeiten integriert.

Setzt man also in diese Gleichung (6.2) die Wahrscheinlichkeitsdichte aus (6.2)) ein, so

ergibt sich

— m o 2 —,37—”1)2 1

£ = — (& 2 d _ .

1o /_oo ’ "7

Anders ausgedriickt der Parameter 1/ entspricht der doppelten mittleren Energie & der
statistischen Bewegung. Diese mittlere kinetische Energie wird durch einen Parameter,
die Temperatur 7' charakterisiert. Temperaturen werden allerdings im Allgemeinen in
anderen Einheiten (Grad Celsius oder Kelvin) angegeben als die Energie (in Joule). Wir
bendétigen daher noch einen Umrechnungsfaktor zwischen diesen verschiedenen Skalen und

definieren .

Der Umrechnungsfaktor kg, die sogenannte Boltzmann Konstante dient zur Umrech-
nung von Temperaturskalen in Energieskalen und hat den Wert

Joule
kp=1.38110"%2 ——.
B 38110 Kelvin

Er erlaubt also die Umrechnung einer Temperatur, die in Kelvin gemessen wird (Defini-
tion siehe unten), in eine Energie, gemessen in Joule. Erhoht sich die Temperatur um ein
Kelvin, das entspricht einem Grad Celsius, so erhoht sich nach (62) die mittlere kinetische
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Energie der Teilchen um 2 mal 1.381 1072 Joule. Dies ist eine Aussage iiber die mittlere
kinetische Energie, insgesamt liegt jedoch eine Energieverteilung oder Geschwindigkeits-
verteilung (E2) vor, die wir nun umschreiben kénnen in

m _ mv?
— 2kgT
/) \ 20k, T

Beispiele fiir eine solche Geschwindigkeitsverteilung sind in Abb. fiir zwei unterschied-
liche Temperaturen dargestellt. Die rote, gestrichelte Kurve bezieht sich auf eine Tempe-
ratur, die halb so grof} ist wie die der anderen Kurve.

Wir haben hier die Temperatur eingefiihrt als ein charakteritisches Maf fiir die mittle-
re kinetische Energie der zufélligen (stochastischen) ungeordneten Molekiilbewegung. Es
gibt insbesondere auch den Grenzfall der Temperatur 7" = 0, bei dem diese kinetische
Energie vollstéindig eingefroren ist. Dieser Zustand des Systems entspricht dem absoluten
Nullpunkt der Temperatur und definiert den Nullpunkt der Kelvin Skala der Temperatur.
Diese Temperatur von 0 Kelvin entspricht -273,2 Grad Celsius. Selbstverstéindlich gibt
es auf dieser Kelvinskala keine negativen Temperaturen genau so wie es keine negativen
kinetischen Energien gibt.

Die Diskussion haben wir bisher auf die Bewegung von Atomen in einer Raumrichtung
angewandt. Betrachten wir nun ein System von Atomen, die sich in 3 Raumrichtungen
bewegen koénnen, so ist die Wahrscheinlichkeit ein Atom mit den Geschwindigkeitskoor-
dinaten v, v, und v, zu finden gegeben durch das Produkt von 3 Wahrscheinlichkeiten
in einer Raumrichtung, also geméaf (G.2) durch

w(@) = fi(ve)fi(vy) fi(vy) dvg dvy, do,
= [f3(V) dvg dvy dv;, (6.2)

wobei sich die Wahrscheinlichkeitsdichten f; auf den bisher diskutierten eindimenionalen
Fall beziehen, wihrend die Wahrscheinlichkeitsdichte fiir den Fall der Bewegung in 3
Dimensionen gegeben ist durch

3
m )5 _ mZ 4y o)

e 2kgT
27T]€BT

£3(0) = Fi(va) fr(v,) fi(02) = (

Die mittlere kinetische Energie eines Atoms fiir diese Bewegung in 3 Dimensionen ist dann

auch gegeben durch

3
s = —kgT'.
g 23

Allgemein kénnen wir dann die mittlere Energie eines idealen Gases aus N Atomen oder
Molekiilen mit Bewegungsenergien in f Freiheitsgraden bestimmen zu

E= iN kgT .
2
Fiithren wir also einem solchen System eine bestimmte Energiemenge AQ zu in Form von
Waérmeenergie, d.h. in der Form, dass Energie der ungeordneten stochastischen Bewegung

erhoht wird, so ist das mit einer Temperaturerhohung AT verkniipft in der Form

AQ = gNkBAT.



226 KAPITEL 6. THERMODYNAMIK UND WARMELEHRE

Dieses Ergebnis kénnen wir nun experimentell iiberpriifen und definieren dazu die
Wirmekapazitiat des Systems

C = lim AQ _ dQ

= 1 _— = —,
AT—0 AT dT

In einfachen Worten ausgedriickt misst man die Warmekapazitit eines Systems dadurch,
dass man die Warmemenge AQ bestimmt, die man benétigt, um die Temperatur um AT
gleich 1 Kelvin oder um 1 Grad Celsius zu erhdhen. Sie wird angegeben in Einheiten
Joule/Kelvin. Nach den oben angestellten Uberlegungen (62) sollte die Wérmekapazitét
gegeben sein durch

f
==Nkg.
C=5Nks

Dies kann man relativ einfach iiberpriifen, beziehungsweise durch die experimentellen
Daten bestimmen, wie viele Freiheitsgrade f fiir die einzelnen Atome oder Molekiile vor-
liegen. Handelt es sich ndmlich um ein Gas von Atomen, bei denen die einzelnen Atome
wirklich als Punktteilchen anzusehen sind, dann sollte f gleich 3 also der Zahl der Transla-
tionsfreiheitsgrade sein. Kann man andererseits die Molekiile eines Gases als einen kleinen
starren Korper ansehen, so sollten neben den 3 Freiheitsgraden der Translation fiir jedes

Molekiil auch noch 3 Freiheitsgarde der Rotation mdoglich sein. f wiére also in diesem Fall
6.

Fiir den Vergleich der Theorie in (622) mit dem Experiment muss aber noch die Zahl der
Atome N des Systems bestimmt werden. Dies ist natiirlich nicht so einfach. Man definiert
deshalb zunéchst einmal fiir jedes Material die spezifische Wiarmekapazitit c, das ist
die Warmekapazitiat pro Kilogramm des Materials

C
. Masse M in kg

in Einheiten Joule/(Kelvin * kg .

Diese Grofle ist experimentell sehr einfach zu bestimmen, sagt aber fiir den Vergleich mit
der Theorie in (62) nicht sehr viel aus, da ja z.B. in einem Kilogramm Blei sehr viel
weniger Atome sind als in einem Kilogamm Wasserstoff. Ein Atomkern des Bleis (genauer
des Tsotops 2°Pb) besteht aus 208 Nukleonen und ist damit etwa 208 mal so schwer wie
der Atomkern eines Wasserstoffatoms, das ja nur ein Proton enthélt. Deshalb definiert
man die molare Wiarmekapazitit als die Warmekapazitét eines Mols.

O C
~ Angzahl der Mole

Ein Mol ist dabei die Menge des Materials, das gerade n Gramm wiegt, wobei n das
Atomgewicht bezogen auf Wasserstoff ist, also praktisch die Zahl der Nukleonen im ent-
sprechenden Atomkern. Genauer genommen ist dieses Atomgewicht n natiirlich ein Mit-
telwert, der beriicksichtigt, dass die meisten Elemente in verschiedenen Isotopen vorliegen,
und ausserdem die Massendeffekte durch die Bindungsenergie. Es ist also 2 Gramm Was-
serstoff ein Mol des Molekiilgases Hs, bei dem jedes Molekiil ja aus 2 H Atomen besteht.
Andererseits liegt z.B. das Edelgas Argon als atomares Gas vor mit einem Atomgewicht
von etwa 40; damit ist also 1 Mol Argon gerade durch 40 Gramm realisiert.

in Einheiten Joule/(Kelvin * Mol .

Die Zahl der Atome oder Molekiile in einem Mol ist also identisch fiir alle Materialien.
Diese Zahl, die sogenannte Loschmidt Zahl oder Avogadro Konstante ist gegeben
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durch das Verhaltnis
1

N =
A Masse des H in Gramm

1
— - =0610".
1.6710-2

Damit sollte also nach (B2 fiir die molare Wérme gelten
S S J
C’—2NAkB—28.3 — |

(6.3)
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6.3 Thermische Bewegung, Temperatur und Wiarme

Im Theorieteil haben Sie die ersten Begriffe der statistischen Mechanik wie Boltzmann-
Verteilung, Temperatur oder Warme kennengelernt. Wir wollen nun einige experimentelle
Aspekte ansprechen.

6.3.1 Anmerkungen zur Geschwindigkeitsverteilung von Gas-
molekiilen

Zunichst betrachten wir ein mechanisches Modell zur Bewegung von Gasmokeliilen.
Hierbei sind in einen riittelnden Kasten kleine Kugeln eingebracht. Die Kugeln bewegen
sich in zufélliger Weise im Kasten hin- und her, wobei klar zu erkennen ist, dass sie sehr
unterschiedliche Geschwindigkeiten haben. Die Kugeln &dndern ihre Richtung und ihre
Geschwindigkeit nach jedem Stofl mit entweder der Wand oder mit anderen Kugel.

Legen wir zusétzlich grofiere und schwerere Partikel (Kltzchen) in den Kasten, so werden
diese von den "Molekiilen” bzw. der Wand angestolen und bewegen sich ihrerseits nach
kurzer Zeit im Kasten umher. Die (mittlere) Geschwindigkeit ist aber erkennbar langsamer
als die der kleinen Kugeln. Dies soll auch so sein, da ja die Kugeln wie die Klotzchen die
gleiche ” Temperatur” und damit mittlere kinetische Energie haben sollten:

1 1 1

Hierbei ist kg = 1.381-10"2% J/K die Boltzmann-Konstante. Jede Geschwindigkeits-
komponente v, v,, v, trigt kg7 /2 zur mittleren kinetischen Energie bei, so dass man
insgesamt m (v?) /2 = 3kgT/2 erhilt.

Man nennt 1/ (v)* auch die mittlere thermische Geschwindigkeit vy,:

3kpT
vy = BL (6.5)
m

Die Masse der Klotzchen ist deutlich grofler als die der Kugeln und damit ist ihre mittlere
”thermische” Geschwindigkeit deutlich kleiner (Die ” Temperatur” des riittelnden Kugeln
ist natiirlich keineswegs gleich der Zimmertemperatur).

Wir wollen nun mittels Gleichung berechnen, wie grof vy, fiir reale Molekiile ist. Wir
schreiben die Masse eines beliebigen Molekiils zunichst als umy, wobei my = 1.67-10727
kg die Masse eines Wasserstoffatoms ist. Luft besteht zu ca. 20% aus Oy und zu 80% aus
Ny. Der mittlere Wert fiir p ist fiir Luft daher p ~ 29 [= (0.8-144-0.2-16) - 2]. Man erhalt
dann fiir eine Temperatur von 20°C (=293 K) einen Wert vy, ~ 500 m/s, was ungefihr
das Doppelte der Schallgeschwindigkeit ist.

Fiir T = 3000 °C ergibt sich fiir Luft v, ~ 1600 m/s. Analog ergeben sich fiir Wasserstoff-
molekiile Werte von 1900 m/s bei 20 °C und von 6000 m/s bei 3000 °C. Wir haben die
Werte fiir eine Temperatur von 3000 °C deshalb angegeben, weil sie nicht unwesentlich
fiir die Raketenphysik sind. Die Endgeschwindigkeit, die eine Rakete erreichen kann,
war ja proportional zur Geschwindigkeit des ausgestoflenen Gases, und diese ist letztlich
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durch die Geschwindigkeit der Molekiile in der Brennkammer limitiert (vgl Gleichung
B27). Man bendtigt als ein moglichst leichtes Gas, das bei méglichst hohen Tem-
peraturen verbrennt. Deswegen wird die Hauptrakete des ”Space shuttle” mit Knallgas
(Oq + 2H,) betrieben.

Kehren wir zuriick zum Schiittelapparat. Hier wurden die Klotzchen durch die kleinen
Kugeln in eine Zitterbewegung versetzt. Einen ganz analogen Effekt beobachtete 1828 der
Botaniker Robert Brown, als er Pollen einer Pflanzenart unter dem Mikroskop untersuchte.
Er fand, dass die Pollen eine sténdige Zitterbewegung durchfiihrten. Heute wissen wir, dass
diese Bewegung dadurch verursacht wird, dass die Pollen stindig durch die Molekiile der
Luft angestofien werden (” Brown’sche Molekularbewegung”). Man kann den Effekt z.
B. dadurch vorfiithren, dass man eine Emulsion sehr kleiner Partikel (1-2 gm Durchmesser),
oder auch einen Tropfen homogenisierter Milch, unter dem Mikroskop betrachtet. Wenn
wir annehmen, das Teilchen habe eine Masse von 107! kg, so erreicht diese immerhin
eine mittlere thermische Geschwindigkeit um 30 pm/s, was sich unter dem Mikroskop gut
beobachten lasst.

Es sei ferner angemerkt, dass die Brown’sche Molekularbewegung das Auflésungsvermogen
eines Messinstruments begranzen kann. Beispielsweise haben wir beim Cavendish-Experi-
ment die Drehung der Massen durch einen Laserstrahl abgebildet, der an einem am Faden
angebrachten Spiegel abgelenkt wurde. Auf Grund der Brown’schen Bewegung zittert der
Spiegel leicht, was die Auflosung begrenzt. In unserem Experiment war der Effekt zwar
gegeniiber allen anderen Fehlerquellen vollig vernachléassighar; er ist aber wesentlich bei
vielen hochauflésenden Geraten. Auch bei elektronischen Geréten gibt es einen dhnlichen
Effekt. Dort bewegen sich die Elektronen statistisch hin und her. Das daraus resultierende
"Rauschen” einer Grofle wie der elektrischen Spannung heisst ” Nyquist-Rauschen”
oder ”weifles Rauschen”.

6.3.2 Messung von Temperaturen; Temperaturskalen

Um Temperaturen zu messen, beniitzt man im allgemeinen indirekte Verfahren, wobei
zumindest im Prinzip jeder Effekt verwendet werden kann, der in eindeutiger Weise von
der Temperatur abhéngt. Nur in wenigen Féllen (z. B. manchmal in der Astrophysik)
wird direkt die Geschwindigkeitsverteilung von Molekiilen und daraus die Temperatur
bestimmt.

Bevor wir einige real verwendete Thermometer vorstellen, wollen wir aber zunéchst einige
in der Praxis verwendete Temperaturskalen vorstellen.

Bereits mehrfach verwendet haben wir die Celsius-Skala und die Kelvin-Skala. Zur Fest-
legung einer Temperaturskala werden zunéchst zwei reproduzierbare Fixpunkte be-
notigt.

Bei der Celsius-Skala, die von dem schwedischen Astronomen und Physiker Anders
Celsius 1742 eingefiihrt wurde, ist der Nullpunkt durch bei einem Druck von p = 1 bar

gefrierendes Wasser festgelegt. Der Wert von 100 °C ist durch bei p = 1 bar siedendes
Wasser festgelegt.

Bei der Kelvin-Skala (dies ist die SI-Einheit) ist, wie im Theorieteil erlautert wurde, der
Nullpunkt durch das Verschwinden der mittleren thermischen Energie der Gasmolekiile
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gegeben. Dieser Nullpunkt ist nicht vollstdndig erreichbar oder gar unterschreitbar. Man
kann sich ihm aber sehr weit anndhern. Die Unterteilung der Kelvin-Skala ist die gleiche
wie bei der Celsius-Skala, d. h. eine Temperaturdifferenz von 1 K ist identisch mit der
Temperaturdifferenz von 1 °C. In Einheiten der Celsius-Skala liegt T = 0 K bei T = -273
°C. Die Kelvin-Skala wurde von Lord Kelvin (ehem. William Thomson) 1848 eingefiihrt.

Bei der vor allem in den USA wird noch immer die Fahrenheit-Skala benutzt. (durch
D. G. Fahrenheit, seit 1714). Thr Nullpunkt ist durch die Temperatur einer Eis-Wasser-
Salmiak-Mischung bestimmt und liegt bei -17.78 °C. Die Temperatur des menschlichen
Blutes (definiert als 37.7°C) wurde als 100 °F festgelegt. Die Umrechnung von Celsius
nach Fahrenheit ist:

5
x°F = 9 (xr —32)°C. (6.6)
Die Réaumur-Skala (R. A. Réaumur, seit 1730) - sie wird heute praktisch nicht mehr
verwendet - legt bei 1 bar gefrierendes Wasser als 0 °R und bei 1 bar siedendes Wasser
als 80 °R fest. Damit gilt die Umrechnung;:

D
r°R=--2°C. (6.7)
4
Fiir reale Thermometer werden wesentlich mehr als zwei Fixpunkte zur Eichung
benétigt, da im allgemeinen die zur Temperaturmessung herangezogene Grofle nicht oder
zumindest nicht vollig linear mit der Temperatur zusammenhéngt.

Man verwendet als Fixpunkte beispielsweise die Siede- oder Schmelzpunkte unterschied-
licher Materialien bei einem genau spezifizierten Druck. Beispiele sind in Tab. ange-
geben.

Art der Phasenumwandlung | Material T[°C]
(p = 1.013 bar)

Siedepunkt He -268.94
Siedepunkt Hy -252.78
Siedepunkt N, 196.20
Siedepunkt O, -182.97
Siedepunkt COq -78.52
Schmelzpunkt Hg -38.87
Schmelzpunkt Ag 960.50
Schmelzpunkt Au 1063
Schmelzpunkt Pt 1773
Schmelzpunkt W 3380 % 20

Tabelle 6.1:  Schmelzpunkte und Siedepunkte einiger Materialien bei einem Druck von
1.013 bar. Diese Werte werden als Fixpunkte zur Fichung von Thermometern herangezo-
gen.

Insbesondere die Siedepunkte der obigen Materialien sind z. T. stark druckabhéngig. Die
Eichung des Thermometers setzt also eine genaue Kenntnis des Drucks vorausl. Eleganter,

'Umgekehrt kann bei geeichtem Thermometer die Bestimmung des Siedepunkts zur Druckmessung
dienen.
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allerdings technisch oft schwerer zu realisieren, sind ” Tripelpunkte”, bei denen die drei
Phasen fest-fliissig-gasformig miteinander koexistieren. Hier sind Druck und Temperatur
eindeutig. Fiir Wasser liegt der Tripelpunkt bei p = 6.1 mbar, T=0.0075 °C. Fiir CO,
liegt er bei p = 5.1 bar, T=-56 °C.

Beispiele fiir Thermometer

Wie bereits erwéhnt, kann im Prinzip jede physikalische Gréfle X zur Temperaturmes-
sung ausgenutzt werden, die eindeutig mit der Temperatur verkniipft ist. In der Praxis
wird man fiir einen gegebenen Temperaturbereich, in dem man messen will, ein moglichst
einfaches bzw. einfach zu handhabendes Thermometer heranziehen. Ein Beispiel fiir die
Temperaturmessung im Bereich der Raumtemperatur sind Fliissigkeitsthermometer. Thr
Giiltigkeitsbereich ist offensichtlich auf die Temperaturen beschréinkt, bei denen der ver-
wendete Stoff (z. B. Alkohol) auch tatséchlich fliissig ist. In dhnlicher Form existiert auch
fiir jedes andere Thermometer nur ein endliches Temperaturintervall, in dem dieses funk-
tioniert.

Es ist ebenfalls hilfreich, wenn der Zusammenhang zwischen der verwendeten Messgrofie
und der Temperatur moglichst linear ist. Dies ist zwar keine notwendige Voraussetzung,
erleichtert aber das Ablesen bzw. die Eichung des Thermometers.

Der erste Thermometertyp, den wir besprechen wollen, basiert auf der thermischen
Ausdehnung von Gasen, Fliissigkeiten oder Festkorpern.

Betrachten wir hierzu zunéchst einen Stab, der bei der Temperatur T die Lange [y hat.

Wenn sich die Temperatur um AT auf den Wert T' = T, + AT andert, dann dndert sich
di(T)

die Lénge des Stabes um eine Linge Al ~ ==

Anderungen AT:

- AT'. Es gilt also fiir nicht allzu grofle
To

Hierbei ist a = % der ”lineare thermische Ausdehnungskoeffizient”. Im all-
T

gemeinen ist « selbst gine Funktion der Temperatur. Anstelle der linearen Ausdehnung
eines Stabes konnen wir ebenfalls die Volumenausdehnung eines Stoffes betrachten.
Nehmen wir hierzu bei der Temperatur T einen Wiirfel der Kantenldnge Iy (Volumen:
Vo). Bei der Temperatur T'= Ty + AT gilt dann:

Ve =0 =01 (1+aAT)® =~ 13- (14 2aAT) = VE(1 +~AT). (6.9)

Hierbei haben wir angenommen, dass die Langenénderung Al wesentlich kleiner ist als /.
Wir haben ebenfalls den ” Volumen-Ausdehnungskoeffizienten” v = 3a eingefiihrt.

In Tab. sind Zahlenwerte fiir « fiir einige Festkorper aufgefithrt. Die genauen Zahlen
gelten in der ndhe der Zimmertemperatur. Typischerweise erhilt man aber Werte von
einigen 107 pro °C. Ein 1 m langer Stab dndert sich fiir AT = 100 °C also um 0.1 - 1
mm.

Diese Anderung scheint auf den ersten Blick zu klein zu sein, um ihn zur Thermome-
trie zu nutzen. Der Trick besteht darin, zwei unterschiedliche Materialien (i. allg. zwei
Metalle) miteinander zu verbinden wie in Abb. dargestellt (”Bimetallstreifen”). Bei
einer Temperaturidnderung AT dehnt sich das Metall 1 um Al; = a; AT, das Metall 2 um
Aly = ap AT aus. Waren die Streifen bei der Temperatur Tj gleich lang, so unterscheidet
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sich ihre Lange bei der Temperatur T = Ty+ AT um Al; —Aly = (o — ) AT Der Strei-
fen muss sich biegen. Er beschreibt dann annédhernd einen Kreisbogen mit Offnungswinkel

©.
Es sei lp; bzw. I o die Lénge der beiden Metalle, wenn

sie nicht miteinander verbunden wiren. Da die beiden | Material |« [1079/°C] |
Metalle an der Kontaktfliche gleich lang sein miissen, Quarzglas 8.0
wird Metall 1 zur Kontaktfliche hin gegeniiber I7; ge- Jenaer Glas 0.5
dehnt, Metall 2 gegeniiber 75 gestaucht. In der Mitte Kupfer 16.7
der beiden Streifen betragen die Léngen Ir; bzw. lr Aluminium 23.8
("neutrale Fasern”). Eisen 12.0

Der Abstand vom Kreismittelpunkt zur neutralen Faser .
des Metalls 1 sei r, der Abstand zur neutralen Faser des Tabelle 6.2:  Linearer ther-

Metalls 2 sei r + d. Es gilt dann: mischer Ausdehnungskoeffizi-
ent fiir einige Festkorper
lrp=re und  lpo = (r+d)p (6.10)

Die Differenz ergibt:

(g — ay)AT

y (6.11)

lT72 — lT71 = (Ozg — Oél)AT = dg@ bzw. Y =

Wenn die beiden Metalle diinn sind, d. h. d sehr klein ist, ist diese Biegung ist grofl genug,
um leicht nachgewiesen werden zu kénnen.

T=T,

FIIIIIIIIIIIIII‘

T>T, r
T<T, L
- d
Q IT,Z/\/

Abbildung 6.4: Bimetallstreifen

Zur thermischen Ausdehnung von Festkorpern ist noch anzumerken, dass sie grundsétzlich
dadurch zustande kommt, dass die regelméflig angeordneten Gitterbausteine mit einer
mit zunehmender Temperatur wachsenden Amplitude um ihre Ruhelage herumschwingen.
Man muss hier allerdings die Anharmonizitit dieser Schwingung beriicksichtigen. Ein
harmonischer Oszillator wiirde unabhéngig von seiner Auslenkung immer um die gleiche
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Ruhelage herum schwingen. Die schwingenden Atome des Kristallgitters wéiren dann im
Mittel immer gleich weit voneinander entfernt. Im realen Festkérper nimmt die abstoflende
Kraft zwischen zwei Atomen aber iiberproportional zu, wenn diese sich gegeniiber ihrer
Ruhelage aufeinander zu bewegen. Die anziehende Kraft nimmt iiberproportional ab, wenn
sich die Atome voneinander wegbewegen. Als Resultat bleiben die Atome etwas ldnger bei
grofen Abstidnden als bei kleinen. Der zeitliche Mittelwert des Abstands (die Ruhelage)
vergroflert sich mit wachsender Schwingungsamplitude, und der Festkorper dehnt sich
aus.

Wir konnen dies gut in einem Energiediagramm darstellen, das die potentielle Energie
eines Atoms gegeniiber einem zweiten darstellt. Der Nullpunkt des Koordinatensystems
sei bei Atom 1. Wiirde die Kraft zwischen beiden Atomen dem Hooke’schen Gesetz folgen,
wire die potentielle Energie die einer Feder, U = 3C(z — x0)?. Atom 2 wiirde harmonisch
um die Ruhelage z schwingen (Abb. BH(a)). Die reale potentielle Energie ist in Abb.
G.0(b) aufgetragen. Sie durchliuft bei zp ein Minimum und wéchst fiir kleine Abstédnde
sehr stark an. Fiir Abstdnde wesentlich grofler als xg geht U gegen null. Entwickelt man
U(x) um xg, so erhilt man

B U 1dU ,  1dU
U(.T)—U(x(])"—— (LL’—SL’(])—F?% xO(SL’—SL’Q) "—6% 20

dx o
Der lineare Koeffizient 4 verschwindet bei z, wie aus Abb. E3(b) ersichtlich. Der qua-
dratische Term liefert gerade das Hooke’sche Gesetz. Entscheidend ist der kubische Term.
Er ist das erste Glied der Taylorreihe, das zur thermischen Ausdehnung fiihrt.

(x—20)*+.... (6.12)

U
U (b)
(a)

N . "
O 0

Abbildung 6.5: Zur thermischen Ausdehnung von Festkorpern: Potentielle Energie ei-
nes Atoms 2 beim Abstand x gegeniiber einem Atom 1 im Ursprung. (a) Harmonische
Niherung, (b) realistische Darstellung.

Gehen wir nun zur thermischen Ausdehnung von Fliissigkeiten und Gasen iiber. In Tab.
sind Zahlenwerte fiir den Volumen-Ausdehnungskoeffizienten + fiir einige Fliissigkeiten
angegeben, in Tab. die Volumen-Ausdehnungskoeffizienten einiger Gase.

Es fallt im Vergleich zu Tab. auf, dass die Ausdehnungskoeffizienten der Fliissigkeiten
um ca. eine Groéflenordnung hoher sind als die der Festkorper. Bei Gasen sind die ent-
sprechenden Werte zum einen nochmals um eine Groflenordnung héher, zum anderen fiir
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| Material |y [107%/°C] |

Quecksilber 181
Benzol 1060
Wasser 230

Tabelle 6.3:  Volumen-Ausdehnungskoeffizient v fiir einige Flissigkeiten (T=20-25°C)

| Gas | v [1/°C] |
Luft | 0.0033675
Hy | 0.003662
He | 0.00366
Ar 1 0.003676
CO4 | 0.003726

Tabelle 6.4: Volumen-Ausdehnungskoeffizient v fiir einige Gase (T = 0°C)

alle Gase nahezu identisch. Sie werden in Kiirze die Eigenschaften des ”idealen Gases”
kennenlernen, in dem die Gasmolekiile als punktférmige Teilchen angesehen werden, die
lediglich {iber elastische Stofe miteinander wechselwirken.

Fiir dieses ideale Gas ergibt sich bei festem Druck fiir die Volumenausdehnung;:

V=1, (1 + T[OC]) . (6.13)

273.2

Man hat also, bezogen auf T, = 0°C ein Volumenausdehnungskoeffizient v = 1/273.2
°C~! =0.00366 °C~'. Insbesondere He und Hs kommen diesem Wert sehr nahe.

In gebrauchlichen Fliissigkeitsthermometern werden oft Quecksilber oder Weingeist
(90°Alkohol) verwendet. Diese Materialien bleiben iiber einen relativ grofen Temperatur-
bereich fliissig. So betrigt der Gefrierpunkt von Quecksilber (bei 1.013 bar) -38.87 °C,
der Siedepunkt liegt bei 356.7 °C. Weingeist erstarrt bei -117 °C und siedet bei 78.17
°C. Besonders erwahnenswert ist hier das Fieberthermometer. Es repréasentiert den Typ
eines ”Maximumsthermometers”, bei dem bei steigender Temperatur die Fliissig-
keit aus dem Vorratsvolumen herausgedriickt wird, bei fallender Temperatur aber nicht
zuriicklauft. Dieses Zuriicklaufen verhindert eine Engstelle in der Glaskapillare kurz nach
dem Vorratsvolumen.

Uber erheblich gréBere Temperaturbereiche sind Gasthermometer einsetzbar. Insbeson-
dere Helium kann im Prinzip bis herab zum Siedepunkt von 4.2 K (bei 1 bar) eingesetzt
werden. Zu hohen Temperaturen hin wird das Gasthermometer spétestens durch die lo-
nisation der Gasatome begrenzt. Die kinetische Energie der Gasmolekiile wird dann so
grof}, dass diese bei Stoflen ionisieren. Man hat dann kein Gas aus elektrisch neutralen
Atomen mehr vorliegen. Dieser Effekt wird oberhalb einiger 1000 °C relevant (Bereits
vorher diirfte allerdings die Gefidwand schmelzen!).

Weitere im Laborbetrieb relevante Thermometer sind Thermoelemente, Pyrometer oder
Rauschthermometer.
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Das Thermoelement niitzt aus, dass die Dichte frei beweglicher Elektronen in unter-
schiedlichen Metallen unterschiedlich ist. Bringt man zwei unterschiedliche Metalle in
Kontakt, treten Elektronen aus dem Metall mit der hoheren Konzentration in das andere
Metall iiber, was zu einer Aufladung bzw. einer elektrischen Spannung (” Thermospan-
nung”) fiihrt (Abb. EHl(a)).

Metall1 Metall1

Metall1 Metall2
Metall2

| T T,
;

(a) (b)

Abbildung 6.6: Thermospannung und Thermoelement. Zwei Metalle mit unterschiedlichen
Elektronenkonzentrationen befinden sich im elektrischen Kontakt. Es treten dann Elektro-
nen von Metall 1 in Metall 2 tiber, Metall 1 ist dann positiv, Metall 2 negativ aufgeladen.
In Anordnung (a) wird eine Spannung gemessen, die Abhdingig von der Temperatur T der
Kontaktstelle ist. In (b) sind beide Metalle 1 positiv geladen. Fine Spannungsdifferenz U
tritt erst auf, wenn sich T, und Ty unterscheiden, d. h. wenn die Aufladung der beiden
Metalle unterschiedlich ist.

Der Effekt ist temperaturabhingig. Typischerweise hat man Spannungsdnderungen im
Bereich von einigen bis einigen 100 ¢V /K. Beim eigentlichen Thermoelement verwendet
man die Anordnung der Abb. E8(b). Hier ist Metall 2 an beiden Enden mit zwei Dréhten
aus Metall 1 kontaktiert. Fiir fiir 77 = 75 sind die beiden Metalle 1 gleich stark aufgela-
den, die Spannung U ist 0. Eine Spannung wird erst fiir 77 # T, gemessen. Dann ist U
proportional zur Differenz (T, —T7). Bei der Messung von 75 bringt man die Kontaktstelle
1 auf eine bekannte Temperatur (z. B. Eintauchen in Eiswasser, 7} = 0 °C) und kann
dann die Temperatur 75 ermitteln.

Bezieht man die Thermospannung auf ein Referenzelement (i. allg. Pb), so kann man
allen Metallen eine ” Thermokraft” zuordnen (die Thermospannung bei Kontakt mit
Pb). Beispielsweise hat dann Kupfer bei 0 °C eine Thermokraft von +2.8 'V /K, Nickel
-19 uV/K. Bei einem Kontakt zwischen Cu und Ni misst man die Differenz dieser Ther-
mokrifte, +2.8 uV/K - (-19 pV/K) = 21.8 uV/K.

Beim Pyrometer wird die ”Farbe”, genauer: das Spektum der abgestrahlten elektroma-
gnetischen Wellen) glithender Kérper genutzt. Diese Warmestrahlung héngt nur von der
Temperatur aber nicht von der Art des Korpers (Material, Form etc.) ab. Ublicherweise
betrachtet man den Korper, dessen Temperatur bestimmt werden soll, vor einem gliihen-
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den Hintergrund bekannter Temperatur. Sobald der Probekorper ”verschwindet”, hat der
die gleiche Temperatur wie der Hintergrund.

Beim Rauschthermometer schliefllich wird das Nyquist-Rauschen der Elektronen in
Metallen beobachtet, das wir schon bei der Brown’schen Bewegung kurz angesprochen
haben. Durch das Nyquistrauschen fluktuiert die iiber einem Draht abgegriffene elektri-
sche Spannung U. Die Rauschleistung (o< U?) ist dabei proportional zur absoluten Tem-
peratur (Kelvin Skala). Rauschthermometer kommen damit der kinetischen Definition der
absoluten Temperatur sehr nahe.

6.3.3 Physikalische Vorgéinge bei verschiedenen Temperaturen;
Heiz- und Kiihlverfahren

In Abb. ist eine Auswahl von Phénomenen zusammengestellt, die bei verschiedenen
Temperaturen beobachtet werden. Die logarithmische Temperaturskala reicht von 1078 K
bis 10® K. Tatsichlich ist der in der Physik untersuchte Temperaturbereich noch grofier.

Eckpunkte, die wir eingetragen haben, sind die Temperatur der Sonnenoberfliche, die bei
ca. 6000 °C liegt, die Temperatur im Sonneninneren von ca. 10% K, sowie die ”kosmische
Hintergrundstrahlung” bei 2.735 K. Diese elektromagnetische Strahlung, die aus allen
Richtungen auf die Erde trifft, stellt gewissermafien das ”Nachglithen” des Urknalls dar.
Diese 2.735 K sind letztlich die Temperatur des Universums. In irdischen Labors kann
man allerdings wesentlich tiefere Temperaturen bis herab zu wenigen nK realisieren.

Der Bereich des organischen Lebens umfasst auf der aufgetragenen Skala nur einen sehr
kleinen Bereich. Phaseniibergidnge fest-fliissig-gasformig nehmen bereits einen breiteren
Bereich zwischen 10* K und einigen K ein. Bei hoheren Temperaturen beobachtet man
zunéchst den Auf- und Abbau der Atomhiille. Die energiereichsten Molekiile im Gas sind
dann schnell genug, um sich gegenseitig zu ionisieren. Ist das Gas grofitenteils ionisiert,
spricht man von Plasmen. Bei noch hoheren Temperaturen fithren Stofle zwischen Atomen
zum Auf- und Abbau der Kerne. Typische Energien, die man fiir die Fusion zweier Kerne
benotigt, liegen im Bereich einiger MeV, was Temperaturen von einigen 10'° K entsprichtﬁ.
Man beachte, dass dieser Wert deutlich iiber der Temperatur des Sonneninneren liegt, wo
ja Fusionsprozesse die Energie der Sonne liefern. Hier sind es nur die besonders schnellen
Ionen aus der Maxwell’schen Geschwindigkeitsverteilung, die fusionieren konnen.

In den Temperaturbereich einige 100 °C bis herab zu einigen mK fallen viele Problem-
stellungen der Festkorperphysik. Hier stehen Kréfte zwischen den Leitungselektronen im
Vordergrund. Ordnungsphédnomene, die hier auftreten, sind beispielsweise die Supralei-
tung oder die magnetische Ordnung der Elektronen (Ferromagnetismus, Antiferroma-
gnetismus,....). Zu noch tieferen Temperaturen hin beobachtet man beispielsweise Ord-
nungsphidnomene zwischen den Atomkernen in einem Festkorper oder, bei Temperaturen
unterhalb von 1 pK die ”Bose-Einstein-Kondensation” von Gasen. Diese Kondensati-
on wurde von Bose und Einstein Anfang des 20. Jh. vorhergesagt, konnte aber erst in
den 1990er Jahren experimentell realisiert werden. Die Gasatome kondensieren hierbei
in einen sehr eigenartigen Zustand, in dem sich alle Gasatome identisch verhalten. Das
Phinomen hat Ahnlichkeiten mit dem Licht eines Lasers (Photonen im gleichen Zustand)

2(1MeV) /kp ~ 1.16 - 100 K
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Abbildung 6.7: Physik bei verschiedenen Temperaturen.
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oder dem Stromfluss im Supraleiter (Paare von Elektronen im gleichen Zustand). Viele
dieser Phénomene werden Siie im Verlauf des Studiums noch detailliert kennenlernen.

In Abb. sind schliefllich einige Methoden zusammengestellt, wie besonders hohe
oder auch tiefe Temperaturen im Labor realisiert werden koénnen.

Sehr hohe Temperaturen im Bereich 10® K und dariiber werden beispielsweise bei Stof-
prozessen etwa zwischen Schwerionen erreicht (vorausgesetzt, es stellt sich ein thermody-
namisches Gleichgewicht ein, bevor die Streuprodukte auseinanderfliegen!). In der Fusi-
onsforschung erreicht man die notwendigen hohen Temperaturen entweder dadurch, dass
man sehr intensive Laserstrahlen auf eine Probe fokussiert, die dann implodiert, oder
dadurch, dass man Plasmen durch sehr grofle elektrische Stréme aufheizt.

Im Bereich tiefer Temperaturen kénnen bis herab zu etwa 20 K zyklische Kéltemaschinen
verwendet werden (Details: B.8). Mit speziellen mehrstufigen Kryokiihlern erreicht man
Temperaturen um 1 K.

Ein sehr haufig angewandtes Kiihlverfahren ist die Kithlung durch siedende Gasd]
(Wie man Gase verfliissigt, beschreiben wir in ). Bis 77 K verwendet man fliissi-
gen Stickstoff, bis 4.2 K (bei p = 1 bar) fliissiges *He. Erniedrigt man den Druck iiber
der siedenden Fliissigkeit (abpumpen), so sinkt der Siedepunkt der Fliissigkeit weiter ab.
Man kann mit “He ca. 1.3 K erreichen, mit dem Isotop *He, das nicht frei in der Natur
vorkommt, sondern an Reaktoren hergestellt werden muss, ca. 0.2 K. Bis ca. 10 mK ver-
wendet man 3He/*He Mischungskryostaten, in denen aus einer *He/*He 3He ” verdampft”
wird.

Festkorper lassen sich durch die ”adiabatische Entmagnetisierung” weiter abkiihlen
(vgl. BTT)). Hierbei legt man an paramagnetische Materialien zunéchst ein hohes Magnet-
feld an. Die magnetischen Momente, der Elektronen, die proportional zu deren Eigen-
drehimpuls (=Spin) sind, werden dann parallel zum Feld geordnet). Man hélt in dieser
Phase die Temperatur der Probe durch Ankoppelung an ein Wirmebad konstant. Das
Feld wird dann wieder erniedrigt, wobei die Probe vom Wérmebad abgekoppelt ist. Bei
der Felderniedrigung werden die Elektronenspins wieder ungeordnet. Dieser Prozess kiihlt
das Kristallgitter ab. Die erreichbaren Endtemperaturen betragen ca. 30 mK.

Die adiabatische Entmagnetisierung von Elektronen wird meist benutzt, um eine zwei-
te Kiihlstufe vorzukiihlen, in der dann bei einem &hnlichen Prozess die magnetischen
Momente der Atomkerne erst bei konstanter Temperatur magnetisiert und dann nach
Abkoppelung vom Wirmebad entmagnetisiert werden. Man erreicht ca. 1 pK.

Um Ensembles sehr weniger (einige 103 bis 10°) Atome zu kiihlen, verwendet man die
”Laserkiithlung”. Hier werden in allen drei Raumrichtungen je zwei Laserstrahlen ge-
geneinandergerichtet. Deren Wellenldnge ist so eingerichtet, dass Atome, die sich etwas
zu schnell bewegen, dieses Licht absorbieren kénnen, langsame dagegen nicht. Durch die
Absorption eines Photons erhélt das Atom einen Riickstol und hat nach der Absorption
eine geringere kinetische Energie. Mit dem Verfahren lassen sich ca. 30 mK erreichen.
Um die kalten Atome weiterzukiihlen, werden sie in einer ”"magnetischen Falle” gefan-
gen. Aus dieser Falle konnen aber die schnellsten Atome entweichen (”verdampfen”), so

3Man taucht die Probe in die Fliissigkeit, lisst die Probe von abdampfendem N2-Gas umstrémen oder
kiihlt ein Zwischenelement, das thermisch an die Probe angekoppelt ist.
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Erzeugung hoher/tiefer Temperaturen

Schwerionenreaktionen,
sehr hohe T: StolRe,

Implosionen,

Stromheizung in Plasmen

(..))

tiefeT:  >20K  yklische Kaltemaschinen

(Kuhlschrank, Warmepumpe, Kryokuhler)

>0.2K Kihlung durch siedende Gase

>77K:N, (p=1bar)
> 4.2 K: “He (p=1 bar)

> 1.3 K: fl. “He abpumpen
> 0.3 K: fl. 3He abpumpen

>10 mK  3He/*He-Entmischunskryostaten
("Verdampfen" von 3He aus “He)

>10 mK adiabatische Entmagnetisierung"
von Elektronenspins

>1 uK  "adiabatische Entmagnetisierung"
von Kernspins

>30 mK  Laserkiihlung von Atomen
>1nK  "Verdampfung" aus magnetischen Fallen

Abbildung 6.8: Kiihlverfahren
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dass die mittlere Energie des Ensembles und damit die weiter absinkt. Diese Verdamp-
fungskiihlung, das die Kiihlung weniger Atome unter 1 nK erlaubt, erlaubt die bereits
erwiahnte Herstellung von Bose-Einstein-Kondensaten.

6.3.4 Wirmekapazitit und spezifische Wirme

Die Wirmekapazitit C' (in J/K) war definiert als C' = AT, wobei AQ) die der Probe
(Gas, Fliissigkeit oder Festkorper) zugefithrte Warme und AT die dadurch hervorgerufene
Temperaturanderung ist. Bezogen auf die Masse M der Probe ergibt sich die spezifische

Wirme ¢ = 7, bezogen auf die Stoffmenge die molare Wérme, Cy,p = m in

J/ (Mol-K). Be1 Gasen wird weiter unterschieden, ob die Wirmekapazitéit bei konstantem
Druck oder bei konstantem Volumen gemessen wird. Man fiigt entsprechend einen Index
"7 bzw "p” an. Wir werden uns hier zunéchst nur mit der bei konstantem Volumen
gemessenen Warmekapazitit beschéftigen. Tab. gibt die spezifischen Wérmen und
die molaren Warmen einiger Gase fiir konstantes Volumen an, Tab. die spezifischen
Wiérmen und molaren Warmen einiger Festkorper.

‘ Gas ‘ ¢y [J/kgK] ‘ Cy.moi [J/molK] ‘
He 3151 12.6
Ar 314 124
Luft 715 20.7
Ny 740 20.7
H, 10078 20.2
CO, 627 25.1
N»0 660 26.5

Tabelle 6.5:  Spezifische Wirme einiger Gase (20 °C).

‘ Material ‘ b [J/kgK] ‘ p (=m/mpg) ‘ Cumol ‘
Li 3386 6.94 | 23.4
Diamant 502 12.01 | 15.9
Si 710 28.06 | 20.1
Fe 460 55.85 | 25.5
Pb 130 207.21 | 26.8

Tabelle 6.6: Spezifische Wirme einiger Festkorper (20 °C)

Es fillt auf, dass alle einatomigen Gase molare Warmen um 12.5 J/(mol-K) haben,
zweiatomige um 20.5 J/(mol-K) und dreiatomige um 26 J/(mol-K).

Betrachten wir zunéchst die einatomigen Gase. Jedes Atom kann sich in (x,y,z) Richtung
bewegen. Diese f = 3 Freiheitsgrade tragen je kp/2 zur Wiarmekapazitit bei. Man
erhélt

< 1
Cyimo = Na - - %B =6-10*(mol)~"-3- 5 1.38-107*J/K = 10.4J /mol - K = (6.14)
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was sehr nahe an den experimentell beobachteten Werten liegt.

Klassisch sollten auch Rotationen der Atome zur Energie des Gases und damit zur Warme-
kapazitat beitragen. Man hat prinzipiell 3 Freiheitsgrade der Rotation um die drei Raum-
achsen. Es stellt sich jedoch heraus, dass diese Freiheitsgrade thermisch nicht angeregt
werden und daher keinen Beitrag liefern.

Dies andert sich allerdings bei zweiatomigen Gasen. Hier tragen die 3 Freiheitsgrade
der Translation je kp/2 zur Warmekapazitit bei. Stellt man sich das zweiatomige Molekiil
als Hantel vor, so kann diese in zwei Raumrichtungen senkrecht um ihre Symmetrieachse
rotieren, sowie um ihre Symmetrieachse. Die letztgenannte Rotation kann wiederum nicht
angeregt werden. Die beiden Rotationen senkrecht zur Symmetrieachse tragen wiederum je
kpT/2 zur inneren Energie, bzw. kg /2 zur Warmekapazitét bei. Ein weiterer Freiheitsgrad
ist die Schwingung der beiden Atome des Molekiils gegeneinander. Es stellt sich aber
heraus, dass dieser Beitrag zumindest bei Zimmertemperatur vernachléssigbar klein istl.
Damit hat man f = 5 und Cy,,, = 20.8 J/(mol- K).

Bei dreiatomigen Gasen ist, solange diese nicht entlang einer Linie angeordnet sind,
keine Symmetrieachse mehr vorhanden. Alle 3 Rotationsfreiheitsgrade tragen je kp/2 zur
speziefischen Wérme bei. Man hat aulerdem 3 Schwingungsfreiheitsgrade, deren Beitrag
aber wiederum bei 300 K vernachlissigbar ist. Damit ist f = 6, was Cy, 0 = 25 J/(mol-
K) in guter Ubereinstimmung mit dem Experiment ergibt.

Grundsétzlich kénnen bei vielatomigen Systemen (mit N Atomen) bis zu 6 Freiheits-
grade pro Atom angeregt sein, die den 6 klassischen Freiheitsgraden (3xTranslation,
3xRotation) des einzelnen Atoms entsprechen. Drei dieser Freiheitsgrade entsprechen
der Translation des Systems als ganzem, 3 der Rotation als Ganzem. Die anderen 3N — 6
Freiheitsgrade treten als Schwingungen der Bausteine gegeneinander auf.

Im Fall des HyO-Molekiils sind in der Tat alle Freiheitsgrade angeregt, man erhélt
3 -6 = 18 Freiheitsgrade pro Molekiil und damit Cy,,,, = 74.5 J/(mol- K). 1 Mol Wasser
wiegt 1.8 - 10—2 kg, woraus ¢ ~ 4130 J/(kgK) folgt. Man misst fiir Wasser ¢ = 4185
J/(kgK), was auch als 1 cal (1 ”Kalorie”) definiert ist.

Bei Festkérpern ist N von der Gréfilenordnung 10%3. Man kann die 6 Freiheitsgrade
der Rotation bzw. Translation des gesamten Festkorpers gegen die 10%* Schwingungsfrei-
heitsgrade vernachléssigen und erhélt 6 Schingungsfreiheitsgrade pro Atom. Falls diese alle
angeregt sind - bei Festkorpern ist dies im Gegensatz zu den mehratomigen Gasen bei 300
K meist der Fall - erhélt man |Cy,0 &~ 24.9 J/(mol-K) |. (”Regel von Dulong-Petit”).

Tab. zeigt, dass mit Ausnahme von Diamant die molaren Warmekapazitéiten aller
aufgelisteten Materialien nahe an diesem Wert liegen. Abb. zeigt fiir Pb, Cu und Dia-
mant die Temperaturabhingigkeit der molaren Warmekapazitidt. man erkennt, dass fiir
Pb und Cu C,, zu tiefen Temperaturen hin in einem charakteristischen Temperaturinter-
vall stark abnimmt. Diese charakteristische Temperatur ist die ” Debye-Temperatur”,
die in der Festkorperphysik eine wichtige Rolle spielt. Der starke Abfall von C,,, bei der
Debye-Temperatur wird auch als das ” Einfrieren” der Schwingungsfreiheitsgrade bezeich-
net.

Auch C,,, von Diamant ndhert sich fiir hohe Temperaturen dem Wert von 24.9 J/(mol-
K) an. Dies passiert allerdings erst weit oberhalb der Zimmertemperatur.

4Die Energie, die mit dieser Schwingung verbunden ist, ist von der GroBenordnung eV. Die ther-
mische Energie k5T bei 300 K ist ca. 25 meV. Die Wahrscheinlichkeit, dass ein Molekiil mit dieser
Energie schwingt, ist proportional zum Boltzmann-Faktor exp(—E/kzT) ~ exp(—40) ~ 4 - 1078, was
vernachlédssigbar wenig ist.
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Wir kommen schliellich zur Messung der Wirmekapazitit. Ein direktes und oft an-
gewendetes Verfahren besteht darin, einer thermisch gut von der Auenwelt isolierten
Probe eine definierte Warmemenge AQ zuzufithren und die Temperaturerhohung AT zu
messen. Man beobachtet dann ein Anwachsen dieser Temperatur mit der Zeit, da sich das
thermische Gleichgewicht erst allméhlich einstellt. Nach Erreichen eines Maximalwertes -
dieser wird zur Bestimmung von AT verwendet fillt die Probentemperatur langsam ab,
da durch die iiblicherweise nicht vollstandige Abkopplung von der Auflenwelt allméhlich
Energie an diese abgegeben wird.

Ein zweites, sehr einfaches Verfahren be-
nutzt das Mischungskalorimeter. Man
benutzt ein Wasserbad (Wassermasse: m; )
bei der Temperatur 77, in das die Probe
(Temperatur Ty, Masse my) eingebracht
wird. Die Wirmekapazitit des Gefafles
bei der Anfangstemperatur 77 sei Cy. Das
Gefafl sollte gut von der AuBlenwelt iso-
liert sein, so dass Energieverluste an die
Umgebung vernachléssigt werden koénnen.
Nach einiger Zeit stellt sich thermisches
Gleichgewicht zwischen Probe und Bad
ein, die fiir Gefafl, Bad und Probe gleiche
Temperatur ist die Mischtemperatur 7,.
Bei Vernachlédssigung von Energieverlu-
sten muss die von der Probe abgegebene
Wirmemenge AQy = cmo(Ty — T),) gleich
der vom Bad aufgenommenen Wérmemen- Abbildung 6.9: Temperaturabhdingigkeit der
ge AQ1 = (comq +Cy) (T2 —T),) sein. Man  molaren Wirmekapazitit von Pb, Cu und

erhélt hieraus Diamant (aus: Gerthsen, 2002, Abb. 5.5)
comq + g Tm— 1 (6 15)

mo TQ—Tm

Wir demonstrieren dies experimentell fiir eine Messing-Kugel, die aus einem kochenden
Wasserbad heraus in ein mit Wasser gefiilltes Styroporgefafi geworfen wird. Der nach
obiger Formel ermittelte Wert ¢ liegt knapp unterhalb des Literaturwertes von ca. 370
J/(kgK) fiir Messing.

In einem zweiten Versuch legen wir drei gleichgrofie heifle Kugeln aus Messing, Al und
Pb auf eine Wachsunterlage. Die Kugel schmelzen das Wachs auf, wobei die Messingkugel
am weitesten einsinkt, gefolgt von der Al-Kugel. Die Pb-Kugel sinkt nur wenig ein.

Die spezifischen Wérmen dieser Materialien sind:
Pb: 0.134 J/(kgK); Al: 0.92 J/(kgK); Messing: 0.37 J/(kgK).

Die Massen betragen:
Pb: 0.698 kg; Al: 0.183 kg; Messing: 552.5 kg.

Hieraus folgen die Warmekapazitéten:
Pb: 93.5 J/K ; Al: 169.2 J/K; Messing: 205 J/K (Messing).

Die Kugeln sanken in der Tat umso weiter ein, je grofler deren Warmekapazitéit war.
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6.4 Ideales Gas

6.4.1 Zustandsgleichung des idealen Gases

Das ideale Gas hatten wir definiert als ein System von Atomen, die sich mit verschiedenen
Geschwindigkeiten in einem begrenzten Volumen V' aufthalten. Mit einer gewissen Wahr-
scheinlichkeit stoflen diese Atome dabei gegen eine der begrenzenden Wandflachen und
werden von dieser reflektiert. Dabei dndert sich der Impuls des Atoms: die Komponente
des Impulses, mv, die senkrecht zur Wandflache steht, &ndert ihr Vorzeichen, mv — —muw.
Wegen der Erhaltung des Gesamtimpulses ist diese Impulsdnderung des Atoms verkniipft
mit einem Impulsiibertrag auf die Wand. Summieren wir diese Impulsiibertrége iiber einen
gewissen Zeitraum At, so ergibt sich im statistischen Mittel ein gesamter Impulsiibertrag
auf eine gewisse Fliache AF der Wand. Dieser Impulsiibertrag dividiert durch die Zeit At
entspricht dann einer Kraft, die auf diese Flache AF ausgeiibt wird. Diese Kraft entsteht
also dadurch, dass stindig Atom des Gases auf die Wand prallen und von dieser reflek-
tiert werden. Damit die Wand an ihrem Ort bleibt muss von aussen eine Gegenkraft auf
die Wand wirken, die diese Kraft gerade ausgleicht. Wir definieren als den Druck des
Gases gerade den Betrag dieser Kraft der Gasatome (beziehungsweise der gleichstarken
kompensierenden Kraft) pro Fldcheneinheit

auf AF' iibertragener Impuls in At
AF At '

Zur Bestimmung des Impulsiibertrages, der in At im statistischen Mittel auf AF' {ibertra-
gen wird, bestimmen wir zunédchst einmal die Anzahl der Atome mit einer Geschwindigkeit
v, die in der Zeit At auf die Wand auftreffen werden. Diese Atome oder Molekiile diirfen
hochstens den Abstand Az = vAt von der Wand haben, sonst haben sie ja keine Chance
mit ihrer Geschwindigkeit v in der Zeit At die Wand zu erreichen. Insgesamt miissen sie
sich also in einem Volumen AV = vAtAF befinden. Bei der vorgegebenen Teilchendichte
p ist die Zahl der Atome also gerade

Druck =

Z = pvAtAF .

Von diesen Z Atomen wird sich aber im Mittel nur jedes sechste auf die Wand zubewegen,
da ja im 3-dimensionalen Raum insgesamt 6 Bewegungsrichtungen zur Verfiigung stehen.
Die Zahl der Atome, die auftreffen werden ist also gleich

Z = évatAF )

Jedes dieser auftreffenden Atome der Masse m iibertrigt dabei den Impuls 2mwv, womit
sich nach (GZT]) insgesamt ein Druck p ergibt der Grofie
_ 2mupvAFAt 1 9

P=""6AFAr 3"

Die Atome haben aber nicht alle die Geschwindigkeit v, es gibt ja eine Geschwindig-
keitsverteilung und wir haben im vorhergehenden Abschnitt ausgerechnet, dass bei einem
idealen Gas fiir den Mittelwert der kinetischen Energie und damit dem Mittelwert des
Quadrates der Geschwindigkeit v? gilt

1 - 3
577’7/1]2 = §kBT
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Im statistischen Mittel sollten wir also gerade v? in (EZ1]) durch diesen Mittelwert ersetzen

und erhalten ) N
p= gpmv2 = pkpT = VkBT’

wobei wir ausgenutzt haben, dass die Teilchendichte sich aus der Teilchenzahl N und dem
Volumen V' ergibt zu p = N/V. Multipliziert man diese Gleichung mit dem Volumen V/,
so ergibt sich die Zustandsgleichung des Idealen Gases in der Form

Betrachtet man nun ein Gas mit v Molen, so ist die Zahl der Atome gerade N = vNy
mit N der Avogadro Konstanten. Damit konnen wir die Zustandsgleichung (GZ1]) auch

umschreiben auf die Form
pV =vN kgT = vRT,

wobel wir die Gaskonstante definiert haben mit

J
mol K

Die Zustandsgleichung des idealen Gases (.4]l) definiert, bei festgehaltener Anzahl der
Atome N, einen Zusammenhang zwischen der Temperatur 7', dem Volumen V und dem
Druck des Gases p. Wenn man nun Anderungen des Systems betrachtet, bei denen jeweils
eine dieser ZustandsgroBen festgehalten wird, ergeben sich also aus (E4.1]) die folgenden
Beziehungen:

R = Njkp =83

e Wird die Temperatur 7" konstant gehalten, so spricht man von einer isothermen
Anderung des Systems. In diesem Fall gilt das Gesetz von Boyle und Mariotte

pV = konst. bzw. p~VTL

e Bleibt der Druck p konstant, so nennt man diesen eine isobare Anderung des
Systems. In diesem Fall gilt das Gesetz von Gay und Lussac

V~T.

e Im Falle, dass das Volumen konstant gehalten wird, nennt man dies eine isochore
Anderung des Systems. Hier gilt das Gesetz von Charles

p~T.

6.4.2 Barometrische Hohenformel

Der Druck, den wir auf der Erdoberflache spiiren, von etwa p = 1 bar, wird erzeugt durch
das Gewicht Luftsdule, die auf der betrachteten Fliche F' lastet. Wenn man annimmt,
dass die Dichte dieser Luftsédule in allen Hohen identisch ist mit der an der Erdoberflache,
so miisste diese Luftsédule, unter der Annahme, dass bei den Bedingungen auf der Erdober-
fliche 1 Liter Luft etwa 1 Gramm wiegt, eine Hohe von etwa 10 km haben. Diese Annahme
ist aber natiirlich falsch: diese Massendichte von 1 Gramm pro Liter erreicht die Luft bei
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dem Druck von etwa 1 bar, den wir etwa auf Meereshéhe vorfinden. In grofler Hohe,
also z.B. auf hohen Bergen ist die Hohe der Luftsdule niedriger, dementsprechend auch
der Druck, der dadurch ensteht, und entsprechend dem Gesetz von Boyle und Mariotte
(EZT) das Volumen fiir eine vorgegebene Anahl von Atomen grofier. Dies bedeutet aber
das die Teilchendichte p und damit auch die Massendichte p entsprechend kleiner sind.
Wir konnen also eine bestimmten Wert fiir die Massendichte p nur in einer bestimmten
Hohe annehmen.

Deshalb betrachten wir (siehe Abb. EI0) den Druck iiber eine
Flache F' in einer Hohe h + Ah und stellen fest, dass dies dem
Druck p(h) in der Hohe h entspricht minus der Gewichtskraft pro
Flache, die durch die Luft in dem Volumen FAR erzeugt wird
(gekennzeichnetes Volumen in Abb. GI0). Damit ergibt sich
Ap = p(h+ Ah) —p(h) = —pF?hg -

Dabei bezeichnet g wie iiblich die Beschleunigungskonstante
durch die Erdanziehung. Die Massendichte entspricht der Volu- Ah
mendichte p multipliziert mit der Masse m der einzelnen Luft-
molekiile

. N p h

Py T
wobei wir die Zustandsgleichung des idealen Gases (G41]) be- F
nutzt haben. Damit kann man (E42) umschreiben in

myg
kgT

Dividiert man diese Gleichung durch AhA und vollzieht den Grenziibergang Ah — 0, so
ergibt sich daraus die Differenzialgleichung

Abbildung 6.10:

Ap = Ahp.

dp my

b~ kpT"
zur Bestimmung der unbekannten Funktion Druck als Funktion der Hohe, p(h). Man kann
sich nun leicht davon iiberzeugen, dass die Funktion
mgh

p(h) = poe *BT |

die Losung der Differenzialgleichung (EZ2) ist. Dabei entspricht die Konstante pg dem
Druck bei der Héhe h = 0. Diesen Ausdruck (6-Z2) bezeichnet man als barometri-
sche Hohenformel. Sie gilt natiirlich nur, wenn die Annahme, dass die Temperatur 7'
konstant, also unabhéngig von der Hohe A ist.
Mit der Beziehung

N _p

P= 5 =7 7>

V. kT
kann man die barometrische Hohenformel natiirlich auch umschreiben in einen Ausdruck,
der die Dichte als Funktion der Héhe angibt:
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6.5 (Gasgesetze, Druck und Vakuum

6.5.1 Gasgesetze und Gasthermometer

Im Rahmen der kinetischen Gastheorie ergab sich der Druck als Kraft/Wandfliche =
(Impulstibertrag an die Wand) /(Wandfldche-Zeit).

Die SI-Einheit des Drucks ist 1 N/m2 = 1 Pa (Pascal).
Daneben sind allerdings eine Vielzahl von Einheiten gebréauchlich, z. B.:

1 bar = 105 Pa
1 at = 1kp/cm? = 0.981 bar (” Atmosphiire” );
1 Torr = 133 Pa = 1.3 mbar
1 Torr ist der Druck, den eine Hg-Sédule von h=1 mm Hé6he auf eine Oberfldche
erzeugt: p=m - g/(Fliche)=1r-g-h = 13.546 kg - 9.81 m/s* - 1073 m ~ 133 Pa.
Druck von 1 m Wassersdule = 0.098 bar.
PSI = "pounds per square inch” (gebrauchlich in USA)
u. v. a.
Fiir ein ideales Gas gilt: p-V = N-kg-T =v-N-kg-T = v-R-T mit der Gaskonstanten
R =28.31 J/(K-mol).

Hélt man die Temperatur konstant, so ergibt sich hieraus p o % Dies ist das Gesetz
von Boyle-Mariotte. Wir demonstrieren dies dadurch, dass wir auf ein Gasvolumen
den Druck von 5 m Wassersiule (= 0.5 bar) ausiiben (Hochziehen eines Wassereimers,
der durch einen Schlauch mit dem Gasvolumen verbunden ist). Der Gesamtdruck auf das
Gasvolumen steigt von 1 bar auf 1.5 bar. Das Gasvolumen verringert sich auf 2/3 des
Ausgangswerts.

T2>T1 T2>T1
V, V,>V, v,

Wasser

Abbildung 6.11: Messung der Gay-Lussac’schen Beziehung.

Andert man die Temperatur eines Gases bei konstantem Volumen, ergibt sich das Ge-
setz von Gay—Lussa(E: p o< T. Wir demonstrieren dies mit der in Abb. gezeigten
Anordnung. An eine mit Luft gefiillte Glaskugel ist ein Schlauch angebracht, der z. T.
mit Wasser gefiillt ist. Fiir T = T} seien die beiden Schenkel der Wasserséule gleich hoch.

5Die Abhingigkeit V o T fiir p = const., die wir hier nicht niher untersuchen, wird auch das Gesetz
von Charles genannt.
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Erwérmt man die Glaskugel im Wasserbad, so dehnt sich das Gas aus und driickt das
Wasser im linken Schenkel herunter. Dies wird durch Anheben des Wasserschlauchs aus-
geglichen, bis sich das anfiangliche Gasvolumen wieder eingestellt hat. Zwischen beiden
Oberflachen der Wasserséule ist eine Hohendifferenz h, entsprechend der Druckzunahme
im Gas. Fiir eine Temperaturdnderung von 20 °C auf 40 °C ( 293 K auf 313 K) ergibt
sich: T1/T5 = 1.068. Wir erwarten nach Gay-Lussac eine Druckerh6hung von 1 bar auf
1.068 bar, was 68 cm Wassersédule entspricht (in etwa dieser Wert wird auch gemessen).

Auf diese Weise funktioniert im Prinzip auch das Gasthermometer, wobei i. allg. an Stelle
von Wasser Quecksilber verwendet wird, das iiber ein U-Rohr ein Gasvolumen abschlief3t.
Das Anfangsvolumen wird durch einen zweiten Schlauch wiederhergestellt, der mit dem
U-Rohr verbunden ist (Abb. ET2).

Hg

Abbildung 6.12: Gasthermometer.

6.5.2 Vakuum

Im folgenden wollen wir uns mit fiir die Physik interessanten Druckbereichen beschéftigen.
Wir beginnen mit dem ”Vakuum” und besprechen im Anschluss kurz einige Phdnomene,
die bei sehr hohen Driicken auftreten.

Historisch wurde das Vakuum bzw. die enorme Kraft, die die Atmosphére auf eine evaku-
ierte Kugel ausiibt, 1654 von Otto von Guericke (Jurist, Biirgermeister von Magdeburg)
auf dem Regensburger Reichstag demonstriert (”Magdeburger Halbkugeln”, Abb.
ET3). Er evakuierte zwei zusammengepresste Halbkugeln (Durchmesser: 33.5 cm) und
benctigte Pferdegespanne, um die evakuierten Halbkugeln zu trennen. Bei der Demon-
stration im Horsaal hidngen wir zwei 25 kg-Gewichte an die Halbkugeln (Durchmesser: 75
cm). Bei einem Innendruck von 0.68 bar werden die Halbkugeln getrennt.

In einem zweiten Versuch evakuieren wir einen Glaskolben und messen dabei sein Gewicht.
Wir finden, dass 1 1 Luft bei 20°C und p = 1 bar ca. 1.2 g wiegt (ca. 1073 des Gewichts
von Wasser). Mit u = 29 fiir Luft entspricht dies 2.4 - 10?2 ” Luftmolekiilen”. Ny = 6-10%
Molekiile (1 mol) nehmen entsprechend ein Volumen von 25 Litern ein. (Fiir p = 1 bar,
T = 273 K ergibt sich der Wert von 22.4 1/mol).
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Abbildung 6.13: Magdeburger Halbkugeln (Original). Quelle: hitp://www.deutsches-mu-
seum.de/ausstell/daver/physik/physik1.htm

| Bezeichnung | Druck [mbar] |
Grobvakuum 1000-1
Feinvakuum (Vorvakuum) | 1-107°
Hochvakuum (HV) 1073 - 107"
Ultrahochvakuum (UHV) | < 1077 (bis ca. 10~'1)

Tabelle 6.7: Bezeichnungen unterschiedlicher Vakua.

Man unterscheidet heute je nach Druckbereich unterschiedliche Vakua, die in Tab.
aufgelistet sind.

Bei Driicken unterhalb des Feinvakuums sinkt die mittlere freie Weglédnge 1, die die Gas-
molekiile zwischen zwei StéBen zuriicklegen kénnen, auf Werte iiber 10 cm (Hy bei 107
mbar: ca. 3 m). Hierbei ist [ umgekehrt proportional zum Druck.

In Vakuumkammern, wie sie etwa zum Aufdampfen diinner Filmdl auf ein Substrat ver-
wendet werden, stofflen dann die Molekiile praktisch nur noch mit den Wéanden. Insbeson-
dere bewegen sich abdampfende Molekiile geradlinig zum Substrat, wo sie den Diinnfilm
bilden. In Aufdampfanlagen will man aber in der Regel noch erheblich bessere Driicke
im UHV-Bereich, um Verunreinigungen der aufwachsenden Filme durch die Restgase zu
vermeiden. Driicke im HV - Bereich sind ebenfalls nétig, um etwa in magnetischen Fallen
einzelne Atome zu isolieren, oder um in der Fernsehrohre einen Elektronenstrahl auf einen
Leuchtschirm zu lenken. Auch bei Thermoskannen oder Kryostaten ist ein Innenbehélter

6Diinnfilme oder auch vielfach geschichtete unterschiedliche Materialien (Multilagen) sind sehr wichtig
in der modernen Forschung und Technik. Mikroelektronische Bauelemente aller Art werden in Diinn-
schichttechnik hergestellt.
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durch Vakuum von einem Auflenbehélter getrennt. Damit wird der Wéirmetransportﬁ ZWi-
schen den beiden Behiltern stark vermindert.

6.5.3 Vakuumpumpen

Zur Erzeugung der verschiedenen Druckbereiche werden unterschiedliche Typen von Va-
kuumpumpen eingesetzt.

Im Bereich des Vor- und Feinvakuums verwendet man rotierende Verdréngerpum-
pen (z. B. ”Drehschieberpumpen” oder ”Wilzkolbenpumpen” (="Rootspum-
pen”), die in Abb. dargestellt sind.

OUTLET -
VALVE INLET
SEAL
VANES
ROTOR
STATOR .

Abbildung 6.14: Drehschieberpumpe (links) und Wilzkolbenpumpe (rechts). Arbeitsbe-
reich: Grob- und Vorvakuum. Aus: MaisselédClang, Handbook of thin film technology

Driicke im HV- und UHV-Bereich kénnen durch die Kombination kinetischer und
gasbindender Pumpen erreicht werden. Sie bendtigen bereits Driicke im Feinvaku-
umbereich, um Arbeiten zu konnen. Kinetische Pumpen sind beispielsweise die Diffusi-
onspumpe, die Turbomolekularpumpe oder die Ionen-Getterpumpe. Bei der Turbomo-
lekularpumpe (Abb. BTH) dreht sich ein ventilatorartiger Rotor mit hoher Drehzahl
und stoBt Gasmolekiile, deren freie Weglédnge bereits sehr grofl gegen die Pumpendimen-
sionen ist, in Forderrichtung. Bei den Diffusionspumpen (Abb. ETI6H) wird zunéchst
ein hochvakuumgeeignetes Treibmittel (spezielle Ole) erhitzt und durch den Vakuum-
bereich gestromt. Das kondensierende Ol reifit dabei die Molekiile im Restgas mit sich.
Bei Ionen-Getterpumpen (Abb. B17) werden die Luftmolekiile erst ionisiert und dann
mittels angelegter Spannungen ”abgesaugt”.

Gasbindende Pumpen (Kiihlfallen, Sorptionspumpen) schliefllich nutzen aus, dass
Molekiile bevorzugt an kalten Oberflichen adsorbieren (&dhnlich der Kondensation von

"Wirme wird ebenfalls ganz erheblich durch Wirmestrahlung transportiert. Dieser Mechanismus des
Warmetransport kann durch Verspiegeln der Behélter oder durch Anbringen metallischer Blenden stark
verringert werden.
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(b)

Abbildung 6.15:  Links: Molekularpumpe nach Gaede (1: Ansaugstuzen, 2: Vorva-
kuumstutzen, 3: Rotor, 4: Gehduse mit Statorstutzen, 5: Trennwand zwischen links-
und rechtsseitigem Stromungsweg, 6: Antriebswelle). Rechts: Turbomolekularpum-
pe (hier: Pfeiffer TPU 170). Arbeitsbereich: HV, UHV Quelle: http://www.pe.tu-
clausthal.de/agbalck/vorlesung/server/mess2001 /ms-vor05 /imh_3543.htm
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Wasserdampf an einer kalten Fensterscheibe). Diese Pumpen behalten das Restgas im
System. Sie miissen daher von Zeit zu Zeit ausgeheizt werden.

Ein gasbindender Pumpeffekt tritt auch ”von selbst” in Kryostaten auf. Man hat dort bei-
spielsweise einen inneren Behélter, der auf Temperaturen des fliissigen Heliums gekiihlt
wird. Um diesen Behélter ist oft ein zweiter Behélter angebracht, der durch fliissigen Stick-
stoff gekiihlt wird. Der Raum zwischen den beiden Behéltern ist evakuiert und enthélt z.
T. Luft oder Ny als Restgas. Sobald die Temperatur der Innenwandung unter die Siede-
temperatur von Ny gefallen ist, kondensiert dieses an der Wand aus (Restliche He-Atome
im evakuierten Bereich kondensieren dagegen nicht; man muss daher selbst kleine Lecks
zum He-Behélter nach Moglichkeit vermeiden).



252 KAPITEL 6. THERMODYNAMIK UND WARMELEHRE

Abbildung 6.17:  lonen-Getterpumpe (HV-Bereich) Quelle: hitp://www.pe.tu-claus-
thal.de/agbalck/vorlesung/server/mess2001 /ms-vor05/imh_3543.htm

Es sei hier aulerdem angemerkt, dass das maximal erreichbare Endvakuum durch die Ba-
lance (Saugvermogen der Pumpe) < (durch Lecks einstromendes Gas) gegeben ist. Bei
sinkendem Druck sinkt auch das Saugvermogen der Pumpe, so dass der Endruck einen
gewissen Endwert nicht unterschreiten kann. Auch von den Oberflichen der Vakuum-
kammern dampfen dort adsorbierte Restgase ab. Bei ”groben” Verschmutzungen (Feuch-
tigkeit, Fingerabdriicke) kénnen kaum Enddriicke unter 1072 mbar erreicht werden. Im
Bereich des UHV ist selbst bei sehr sauberen Oberflichen das Ausgasen der Oberflichen
sehr problematisch.

6.5.4 Druckmessung

Zur Druckmessung werden eine Reihe von Methoden herangezogen, die z. T. direkter Art
und z. T. indirekter Art sind.

Das Quecksilberbarometer (Abb. GI8) realisiert die Definition des Torr. Der Aufbau
ist ganz dhnlich wie die Anordnung der Abb. BTl Die Hohe h gibt ist proportional zum
Uberdruck in dem GefiB, also proportional zu ps — p;. Man kann den rechten Schenkel
des U-Rohrs auch bei ps =~ 0 geschlossen halten (Quecksilbermanometer). Die Hohe h
ist dann direkt proportional zu p;. Um den geschlossenen rechten Schenkel zu evakuieren,
fiillt man ihn vollstdndig mit Hg und dreht dann die Anordnung um. Das Quecksilber
sinkt dann ab und hinterlésst einen evakuierten Bereich (” Toricelli-Vakuum”), in dem
sich lediglich Quecksilberddmpfe befinden.

Beim Aneroidbarometer wird eine evakuierte, wellige Dose durch den Auflendruck de-
formiert und diese Deformation auf die Druckanzeige weitergegeben (Abb. EI1J). Beim
Rohrenbarometer (Abb. BE20) sorgt die Differenz zwischen den verschieden grofien Innen-
und Auflenflichen des Rohres zu einer mechanischen Verformung.

Beim Pirani-Vakuum-Meter dient die Warmeleitfiahigkeit von Gasen zur Druckmes-
sung bei geringen Driicken. Hier wird ein elektrischer Widerstand oder ein Thermoelement
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Abbildung 6.18: Prinzip des Quecksilberthermome-
ters

Abbildung 6.19: Aneroidbarometer (” Vidiedose”) nach Lucien Vidie (1805-1866). Quelle:
http://www. freunde-alter-wetterinstrumente.de/12barges. htm

durch das Gas gekiihlt. Sinkt der Gasdruck, heizt sich der Sensor auf. Aus dessen Tem-
peraturdnderung ldsst sich dann der Druck bestimmen. Bei der Penning-R6hre und bei
Ionisationsrohren wird das zunéchst elektrisch neutrale Gas durch St68e mit Elektro-
nen z. T. ionisiert und dann die elektrische Leitfahigkeit der Ionen gemessen. Aus dieser
Leitfahigkeit wird der Druck des Gases bestimmt.

Einen interessanten Effekt beobachtet man bei den Lichtmiihlen (sie werden allerdings
nicht mehr zur Druckmessung eingesetzt). Die Lichtmiihlen bestehen aus frei rotierba-
ren Schaufelrddern, die eine reflektierende und eine absorbierende Seite haben. Bei Gas-
driicken zwischen ca. 1072 und 107 mbar rotieren die Lichtmiihlen, sobald sie von einer
Lichtquelle angestrahlt werden. Dabei erfolgt die Rotation in Richtung der reflektierenden
Flachen. Dieser Radiometereffekt kommt dadurch zustande, dass das einfallende Licht
die absorbierenden Flidchen stiarker erwarmt als die reflektierenden. Molekiile, die auf die
absorbierenden Fléichen treffen, werden im Mittel mit etwas hoherer kinetischer Energie
zuriickgestreut als Molekiile, die auf die spiegelnden Flachen auftreffen. Die resultieren-
de Kraft und damit auch die Rotationsgeschwindigkeit ist proportional zur Flache der
Schaufelrider, dem Druck in der Vakuumkammer und der Temperaturdifferenz zwischen
der reflektierenden und der absorbierenden Fléache. Damit sich das Rad drehen kann, muss
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Abbildung 6.20:  Réhrenbarometer Quelle: http://www.freunde-alter-wetterinstrumen-
te.de/12barges.htm

die mittleren freien Weglidnge der Gasmolekiile grofler werden als der Abstand zwischen
den Schaufelriidern, was typisch bei Driicken unter 10~2 mbar der Fall ist. Bei sehr nied-
rigen Driicken sind stoflen dagegen zu wenig Molekiile gegen die Réader, um sie gegen die
Reibungskréfte anzutreiben.
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6.6 Physik bei sehr hohen Driicken

Bisher hatten wir uns im wesentlichen mit Driicken zwischen 1 bar und 10~!° bar auseinan-
dergesetzt. Umgekehrt treten bei sehr hohen Driicken sehr hiufig interessante Hochdruck-
phasen auf. So bildet sich beispielsweise Diamant erst oberhalb von ca. 10 kbar. Solche
Driicke kann man relativ leicht mit groffen Druckstempeln erzeugen. Derzeit sind Maxi-
maldriicke iiber 3 Mbar erreichbar, die man mit speziellen Diamantdruckzellen erreicht.
Abb. zeigt eine solche Zelle. Derart hohe Driicke - sie entsprechen z. B. dem Druck
bei einem Meteoriteneinschlag - kann man nur noch mit speziell geschliffenen Diamanten
erzeugen, da sich jedes andere Material bereit lange vorher verformen wiirde. Einer der
Griinde, warum sich Physiker fiir so hohe Driicke interessieren, ist die Suche nach metal-
lischem Wasserstoff. Wasserstoff ist als einziges Element der ersten Gruppe des Perioden-
systems unter Normalbedingungen kein Metall. Unter Druck bilden die Ho-Molekiile eine
isolierende Kristallstruktur mit sehr komplexem Aufbau. Kénnte man separate H-Atome
zu einem Kristall zusammenfiigen, so hétte dieser zahlreiche interessante Eigenschaften,
auf die wir hier nicht im Detail eingehen kénnen. Es sei aber angemerkt, dass die theo-
retischen Vorhersagen, bei welchem Druck ein solcher Kristall entstehen wiirde, mit den
experimentellen Moglichkeiten "mitwuchsen” und immer etwas hoher als der jeweilige
experimentelle Stand der Technik waren.

o]

Diamond ?

"
\
\

| | Z |
e 2
:/}:sket / I
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Sample chamber

Abbildung 6.21: Aufbau einer Diamantdruckzelle (aus Mao and Hemley, Review of Mo-
dern Physics 66, 671 (1994))

Man hat allerdings metallischen Wasserstoff bereits in Form einer metallischen Fliissig-
keiten bei Driicken oberhalb 1.4 Mbar bei Temperaturen von 2200 K bis 4400 K gesehen
[Physics Today, Mai 1996, S. 17]. Bei solchen Experimente werden bis iiber 7 km/s schnel-
le Projektile auf eine Probe geschossen und dadurch die hohen Driicke erzeugt. Fliissiger
metallischer Wasserstoff liegt im Inneren von Gasriesen wie Saturn und Jupiter vor.

Im Sonnensystem und im Universum treten noch wesentlich extremere Druckskalen auf.
So herrscht im Sonneninneren ein Druck von ca. 10! bar. In Neutronensterne herrschen
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Driicke um 10%° bar. Hier sind die Elektronen in die Atomkerne ”gedriickt” worden, so
dass man einen wenige km groflen Stern mit der Materiedichte des Atomkerns vorliegen
hat. Dies mag als extremes Beispiel einer Phasenumwandlung dienen.

Wir haben damit an einigen Beispielen gesehen, dass in verschiedenen Temperatur-
und Druckbereichen sehr unterschiedliche physikalische Phéinomene beobachtet werden
kénnen. Einige davon werden Sie im Verlauf Ihres Studiums noch detailliert kennenlernen.

6.6.1 Zur barometrischen Hohenfomel:

Im Theorieteil haben Sie gesehen, dass der Atmosphérendruck exponentiell mit steigender
Hohe abnimmt: p(h) = po - exp(—h/hy). Hierbei konnen wir hqg als po/(ro - g) schreiben,
wobei pg bzw. g Druck und Gasdichte in der Hohe A = 0 bedeuten. Setzen wir py = 105 Pa
und 79 = 1.2 g/1 = 1.2 kg/m?, so erhalten wir mit g = 9.81 m/s?, hy &~ 8500 m. Die relative
Druckdifferenz im Horsaal zwischen dem Erdboden und A = 5 m Hohe betrdgt dann
Ap/p = —h/hy = 5/8500 =~ 6-10~* (Diese Beziehung liisst sich leicht durch Ableitung der
barometrischen Hohenformel nach h erhalten). Dies entspricht 6 mm Wassersdule, was wir
im Horsaal dadurch demonstrieren, dass wir einen offenen Behélter in 5 m Hohe ziehen,
dort den Behélter schlieen und am Hérsaalboden die Druckdifferenz messen.

6.6.2 Energieerhaltung

Die Energie eines idealen Gases ist mit der Temperatur in eindeutiger Weise verkniipft
durch die Beziehung

E= gN kgT,
wobei N die Zahl der Atome (bzw. Molekiile) und f die Zahl der Freiheitsgrade fiir die
einzelnen Atome definiert. Wir nehmen weiter an, dass das Gas unter einem bestimmten
Druck p steht. Dies ist in Abb. dadurch dargestellt, dass auf dem Gasvolumen ein

Gewicht m angebracht ist, das auf die Flédche F' einen Druck

_mg
p= R

erzeugt. Wir kénnen uns vorstellen, dass diesem Gas nun weitere Energie zugefiihrt wird,
etwa dadurch dass versucht wird das Gas durch “Aufheizen” weiter zu erwidrmen. Diese
Energiezufuhr in der Form von Warmenergie AQ wird zu einer Erhchung der Temperatur
des Gases fithren und damit auch wegen (E.6.2) zu einer Erhohung der inneren Energie
des Gases E. Durch diese Temperaturerhohung wird bei dem konstant gehaltenen Druck
wegen der Zustandsgleichung des Idealen Gases, bzw. des Gesetzes von Gay und Lussac,
auch das Volumen vergroflert. Dies bedeutet aber, dass das Gewicht m in Abb. ein
Stiick Ah angehoben wird. Ein Teil der zugefiihrten Warme A kann also bei diesem
Aufbau nicht zur Erhéhung der inneren Energie des Gases genutzt werden sondern muss
in Form von mechanischer Arbeit AA an das Gewicht, das fiir die Aufrechterhaltung des
Druckes sorgt, “weitergereicht” werden. Es gilt also

AQ =AE+ AA,
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Abbildung 6.22: Fin ideales Gas bei konstantem Duck

wobei die Energie, die an das Gewicht abgegeben wird bezeichnet wird durch

mgF'Ah

AA = mgAh =
mgAh I3

PAV,

mit der Volumenénderung AV des Gases bei dieser Energiezufuhr. Bezeichnen wir die
Anderung der Energie des Gases durch mechanische Arbeit mit AW = —AA, so nimmt
also die Bilanz der inneren Energie des Gases die folgende Gestalt an

AE = AQ+ AW
= AQ - pAV. (6.16)

In dieser Summe spiegelt sich das Gesetz von der Erhaltung der Energie: Dem Gas kann
Energie in Form von Wiarme A(Q) oder mechanischer Arbeit AW = —pAV zugefiihrt (bzw.
abgefiihrt) werden. Wire das Gas also thermisch isoliert (AQ) = 0), so kénnte dem Gas
durch eine Verringerung des Volumens, AV < 0, innere Energie zugefithrt werden, was
sich ja in einer Erhohung der Temperatur (sieche (E6.2) niederschlégt. Fiir infinitesimale
Anderungen wird dieses Gesetz der Energicerhaltung geschrieben

dE = 6Q +6W
5Q — pdV . (6.17)

Diese Darstellung der Energierhaltung, die wir in der ersten Zeile allgemein formuliert
haben und in der zweiten Zeile in der speziellen Form fiir ein Ideales Gas, bezeichnet
man als den 1. Hauptsatz der Thermodynamik. Dabei wird ganz bewusst unter-
schieden zwischen differenziellen Formen, wie dE und dV/, die sich auf Anderungen von
ZustandsgroBlen beziehen und infinitesimal kleinen Groéflen wie 6Q) und W, die infini-
tesimal kleinen Anderungen von Gréflen bezeichnen, die fiir einen bestimmten Prozess
definiert sind. Wahrend man definieren kann was der Energieinhalt eines Systems ist oder
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wie grofl sein Volumen ist, deshalb Zustandsgréfie, kann man dem System nicht ansehen,
ob diese Energie in Form von Wérme oder mechanischer Arbeit zugefiihrt wurde. Diese
Unterscheidung kann man nur fiir einen bestimmten Prozess machen, die Frage Wérme-
zufuhr oder Zufuhr von Energie in Form von mechanischer Arbeit hédngt vom Weg ab, auf
dem diese Energiezufuhr erfolgt.

Wir wollen im folgenden solche verschiedenen Prozesse oder Wege diskutieren.

e Als erstes betrachten wir die Energiezufuhr bei isochoren Prozessen, also solchen
bei denen V' konstant bleibt und damit dV' = 0 ist. Daraus ergibt sich

dW = —pdV =0

und -
dE = 6Q = gNdeT,
woraus wir wieder ablesen konnen, das die Warmekpazitéit bei konstantem Volumen
durch )
o _f
- _ Y — _N
14 AT 2 kB )

gegeben ist.

e Als néchstes betrachten wir Prozesse, bei denen der Druck konstant gehalten wird,
also isobare Prozesse. Nach dem ersten Hauptsatz (EI7) ergibt sich fiir die auf
das Gas iibertragene Wérme:

6Q = dE + pdV = CydT + pdV .

Da der Druck konstant bleiben soll kénnen wir diese Beziehung fiir infinitesimale
Anderung auch direkt umschreiben auf groflere Anderungen der Temperatur und

des Volumens
AQ =CyAT +p AV .

Dabei soll AV = V5, —V; die Anderung des Volumens Vom_.Startwert Vi zum Endwert
Vy bezeichnen und AT = T, — 17 die entsprechende Anderung der Temperatur.
Sowohl fiir den Anfangs- als auch den Endzustand gilt die Zustandsgleichung des

Idealen Gases
pV; =N kgT; fiiri=1 und 2,

und somit

pAV = N kgAT .
Setzt man diese Beziehung in (E6.2) ein, so ergibt sich

AQ = CyAT + N kAT

= Nkg <§ + 1) AT = CpAT. (6.18)

Daraus ergibt sich also eine Warmekapazitit des Idealen Gases fiir Prozesse, bei
denen der Druck konstant gehalten wird von:

_AQ
AT

Cp :CV—FN/{ZB:NkB(i—Fl).

2
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Ausserdem sei angemerkt, das natiirlich im Fall eines solchen isobaren Prozesses,
die auf das Gas tibertragene mechanische Arbeit gegeben ist durch

AW = —pAV = —N kpAT .

e Wir wenden uns nun den isothermen Prozessen zu, also solchen bei denen die
Temperatur konstant bleibt. Wegen der konstanten Temperatur éndert sich bei ei-
nem solchen isothermen Prozess die innere Energie des Gases nicht. Es gilt also

dE =0 =6Q — pdV .

Die auf das Gas iibertragene mechanische Arbeit ist also bis auf das Vorzeichen
identisch mit der {ibertragenen Warme und berechnet sich zu

Va
AW = —AQ = —/ pdV
\%1
1% 1

:—Nk:T/ —dV
B vV

= —NkgT(InVy—InW3)

= —NkgTln (E) . (6.19)
Vi

(Bei dem Ubergang zu zweiten Zeile wurde der Druck p entsprechend der Zustands-
gleichung des Idealen Gases ersetzt.) Wird das Volumen also vergroflert, so ist
Vo > Vi und der Logarithmus des Quotienten aus diesen Volumina positiv, die
am Gas geleistete Arbeit also negativ. Da die Temperatur konstant bleibt, muss das
Gas also Warme aufnehmen (AQ > 0).

e Schliesslich betrachten wir noch adiabatische Prozesse. Das sind Prozesse, bei
denen sich Temperatur, Druck und Volumen des Gase #ndern koénnen. Diese Ande-
rung soll aber so ablaufen, dass keine Wérmeenergie mit der Umgebung ausgetauscht
werden kann. Dies gilt zum Beispiel fiir Prozesse, die so schnell ablaufen, dass kein
Wiérmeaustausch mit der Umgebung méglich ist. Es gilt also

AW = AFE = CyAT.

In der differenziellen Darstellung ist ein adiabatischer Prozess auch charakterisiert
durch
dE = CydT = —pdV .

Ersetzen wir in dieser Gleichung denDruck p entsprechend der Zustandsgleichung
des Idealen Gases und Cy durch Nkpf/2 so ergibt sich

f dv
NLkpdl = —N kT —
o B 55y

beziehungsweise
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Integriert man die beiden Seiten dieser Gleichung jeweils vom Anfangzustand zum
Endzustand, so ergibt sich daraus

fo[rar _/V2ﬂ
2 )y T y v

- f
f 1 15\ 2 V3 Vi
Sln(=)=In{|—= = —Inl—=)|=Ih{—=]). 2
5 T, n T, n V. n 7 (6.20)
Daraus entnehmen wir, dass
I I
n-(m) -Gr)
Vo T mWi ’

(bei der Umformung der zweiten Gleichung wurde wieder die Zustandsgleichung des
Idealen Gases herangezogen). Daraus ergibt sich

f+2 f+2

piVi T= p2Vs r
Benutzt man nun, dass wegen (E6.2)

f+ C,

& — /{,

foo G

so besagt (E26.2), dass bei einem adiabatischen Prozess das Produkt
p V" = konst,

also unverandert bleibt.
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6.7 Die Entropie und der Zweite Hauptsatz

6.7.1 Definition der Entropie

Im vorhergehenden Abschnitt haben wir im ersten Hauptsatz der Thermodynamik die
Anderung der inneren Energie eines Systems in die Zufuhr oder auch Abfuhr von mecha-
nischer Energie und Warmeenergie aufgeteilt. Bei infinitesimalen Anderungen ergab sich
die Anderung der Energie zu

dE =0Q + oW

Im Fall des Idealen Gases ergab sich die Anderung der Energie in Form von mechanischer
Arbeit )W durch eine Volumenénderung und konnte geschieben werden in der Form

oW = —pdV

als ein Produkt von der ZustandsgroBe Druck p und einer infinitesimalen Anderung der
Zustandsgrofle Volumen dV'. Ganz analog soll nun die Zufuhr von Wérmeenergie ebenfalls
als ein Produkt der Form

5Q = TdS

beschrieben werden, wobei wir neben der Zustandsgréfe Temperatur 7' eine neue Variable
S die Entropie eingefiihrt haben. Aus dieser Gleichung ergibt sich also die differenzielle
Anderung der Entropie zu

1
ds = 20Q.

Wir konnen diese Gleichung als die thermodynamische Definition der Entropie verstehen.
Bei einer isothermen Zufuhr von Warmeenergie wiirde sich also die Entropie dndern um

1
AS = ZAQ.

Dies bedeutet, dass eine Zufuhr von Energie in der Form, dass die Enerie in der statistisch
fluktuierenden Bewegungsenergie der Atome erhéht wird, das ist ja gerade die Zufuhr
von Wérmeenergie, verbunden ist mit einer Erhohung der Entropie (Beachte, dass die
Temperatur auf der absoluten Skala stets positiv ist).

Neben dieser thermodynamischen Definition (E71]) wollen wir noch eine statistische De-
finition der Entropie einfiihren durch die Gleichung

S=kgphw.

Dabei bezeichnet w die Wahrscheinlichkeit, dass das System in seinem Zustand realisiert
ist. Nun stellt sich natiirlich die Frage, wie diese Wahrscheinlichkeit definiert ist. Welche
Alternativen muss ich beriicksichtigen, so dass die Summe aller Wahrscheinlichkeiten den
Wert eins ergibt? Dies ist die Frage nach der absoluten Definition der Entropie. Wir werden
aber weiter unten sehen, dass diese Frage nach der absoluten Definition der Entropie sich
nicht stellt. Was von Bedeutung ist, ist die Frage nach der Anderung der Entropie, wenn
ich das System vom Zustand 1, mit der Entropie S7, in den Zustand 2, mit der Entropie
S, bringe. In diesem Fall ergibt sich die Anderung der Entropie zu

Aszsyﬂﬁszm(ﬂ).

w1
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Dabei bezeichnet w; die Wahrscheinlichkeit, dass das System im Zustand ¢ realisiert ist.
Das Verhéltnis der Wahrscheinlichkeiten lésst sich aber in der Regel bestimmen, ohne
dass ein absolute Normierung der Wahrscheinlichkeit gegeben sein muss. Durch die ther-
modynamische Definition (G-Z1]) wurde ja auch nur die Anderung der Entropie bestimmt.

Wir werden weiter unten zeigen, dass diese so unterschiedlichen Definitionen der Entro-
pie (EZTl) und (E7LT) in der Tat identisch sind. Zunéchst sei aber angemerkt, dass die
Einheiten, in denen die Entropie angegeben ist nach der thermodynamischen Definition
1) in Einheiten Energie durch Temperatur, also z.B. Joule durch Kelvin, anzugeben
sind. Dies sind aber auch die Einheiten der Boltzmann Konstanten £ und damit auch
der Entropie gemiB der statistischen Definition (EZTI).

Die thermodynamische Definition zeigt, dass die Entropie eine extensive Grofle ist, also
eine Grofle, die wie die Energie, die Teilchenzahl oder das Volumen eines Systems addiert
wird, wenn zwei Untersysteme zusammengefiigt werden. Als Quotient einer extensiven
Grofle, die Warmeenergie, und einer intensiven Grofle, die Temperatur 7', ist die Entro-
pie nach der Definition (EZZT]) selbst extensiv. Das gleiche gilt auch fiir die statistische
Definition. Bringt man némlich zwei Teilsysteme a und b zusammen, die jeweils in einem
Zustand mit der Wahrscheinlichkeit w, und wy realisiert sind, so ergibt sich die Gesamt-
wahrscheinlichkeit als das Produkt

W= WeWp -
Damit ergibt sich die Entropie des zusammengefiihrten Systems zu

S = kBlnw:kBln(wawb)
= kplhw, +kglnw,=5,+ 5,

ist also auch nach der statistischen Definition (E7.1l) extensiv.

Wir wollen nun zeigen, dass die statistische Definition der Entropie (&7.1]) das gleiche Er-
gebnis liefert wie die thermodynamische Definition (E2Z]) und betrachten dazu ein Ideales
Gas, das sich in einem Volumne V' befindet und keine Energie mit der Umgebung aus-
tauschen kann. Da die Energie konstant ist, muss auch die Temperatur konstant bleiben,
wir betrachten also isotherme Prozesse.

Wir stellen uns nun vor, dass das Volumen des Gases auf die Hélfte reduziert wird. Die
statistische Wahrscheinlichkeit, dass sich alle N Atome in einer Héalfte des Volumens
befinden betrigt gerade w = (1/2)Y. Damit ergibt sich also fiir die statistische Definition
der Entropie eine Anderung der Entropie bei Halbierung des Volumens von

1 N
AS:]{,’BIH<§) :—k’BNIHQ

Die Anderung der Entropie AS ist negativ, d.h. die Entropie des Endzustandes ist kleiner
als die des Anfangszustandes, da der Endzustand besser geordnet ist.

Um diesen Endzustand zu erreichen, miissen wir von aussen mechanische Arbeit zufiihren
die zu der Kompression des Volumens dient. Dies bedeutet, dass das Gas eine Zufuhr von
mechanischer Energie erfihrt im Umfang von (siehe Berechnung der Arbeit bei isothermen
Prozessen in (19) im vorhergehenden Abschnitt)

V/2 1
AW:—/ pdV:—N/{:BTln(i):N/{JBTlILQ.
\%
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Ausserdem gilt aber bei isothermen Prozessen, dass
AE=AQ+ AW =0

wodurch sich fir
AQ =—NkgT In2,

ergibt. Zur Berechnung der Entropiednderung AS nach der thermodynamischen Definition
(EZT) miissen wir diese Anderung der Warme noch durch die Temperatur 7" dividieren
und erhalten das selbe Ergebnis wie in (G21]).

Mit diesem Ergebnis kénnen wir nun sehr einfach den zweiten Hauptsatz der Ther-
modynamik verstehen. Aus der Sicht der statistischen Mechanik ist es klar, dass ein
System nie in einen unwahrscheinlicheren Zustand iibergehen wird. Wegen der statisti-
schen Definition der Entropie ist dies aber gleichbedeutend mit der Formulierung dieses
zweiten Hauptsatzes:

Ein abgeschlossenes System vollzieht nur solche Prozesse, bei denen die Entro-
pie des Systems konstant bleibt oder anwéchst.

Da der wahrscheinlichere Zustand aber auch der Zustand mit der niedrigeren Ordnung
ist (Verteilung der Atome auf das Gesamtvolumen bedeutet ja grofere Unordnung, als
die Konzentration der Atome auf einen Teilbereich), kénnen wir diesen Satz auch so
formulieren, dass die Unordnung stehts anwéichst.

Wir unterscheiden dabei zwischen reversiblen Prozessen mit AS = 0 und irreversiblen
Prozessen mit AS > 0.

6.7.2 Warmekraftmaschinen

Dieser zweite Hauptsatz der Thermodynamik wird auch héufig iibersetzt in die Moglich-
keit, Wérmeenergie in mechanische Arbeit umzuwandeln. Es ist relativ einfach, mechani-
sche Energie oder Arbeit in Warme umzuwandeln. Eine solche Anordnung ist sehr schema-
tisch in Abb. dargestellt. Die mechanische Energie liegt in derForm der potentiellen
Energie der Masse M in einer Hohe h vor. Im Anziehungsfeld der Erde (Erdbeschleuni-
gung ¢) haben wir also eine potentielle Energie, A = Mgh, vorliegen. Das aus der Hohe
h fallende Gewicht M {ibertrigt diese Energie auf das Schaufelrad und setzt dieses in
Bewegung (Kinetische Energie). Das Rad rotiert und heizt durch die dabei entstehende
Reibung das Wasser auf (AQ > 0). Dem Wasser wird also von auflen mechanische Arbeit
zugefiihrt, die dann in Warme umgewandelt wird.

Natiirlich liegt die Frage nahe, inwieweit es moglich ist, eine Maschine zu bauen, die einem
Waéirmereservoir innere Energie in Form von Wéarme entzieht und diese in mechanische
Arbeit umwandelt? Mit anderen Worten, ist eine Joule-Thomson-Maschine, so wie sie
schematisch in Abb. skizziert ist, realisierbar?

Die Antwort auf diese Frage lautet: Es ist unmoéglich eine solche Joule-Thomson
Maschine zu bauen. Die Umwandlung von Arbeit in Warme ist ein irreversibler Prozess,
weil wihrend dieses Prozesses die Entropie anwéchst. Bei dem Umkehrprozess, Umwand-
lung von Wéarme in Arbeit wiirde also die Entopie kleiner, was den Prozess unmoglich
macht. Bei der skizzierten Maschine gilt fiir die gesamte Entropie:

AS - ASMaschinc _'_ ASUmgcbung _'_ ASW.rcsorvoir (621>
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Abbildung 6.23: Umwandlung von mechanischer Arbeit in Wdrme

Wirmereservoir
T

AQ $
Arbeit

Maschine —>>

Abbildung 6.24: Eine Joule-Thomson Maschine, die nicht realisiert werden
kann

Da die Maschine mehrmals verwendbar sein soll, muss sie diesen Prozess unverindert
durchlaufen, sie muss einen sogenannten Kreisprozess vollziehen. (ASyaschine = 0)
Die Umgebung soll nur Arbeit und keine Wéarme aufnehmen, deshalb muss also auch

ASumger = 0 sein. Das Warmereservoir schliellich soll Wérmeenergie abgeben, sodass
wir (62I) umschreiben zu
AQ

AS = ASVV.rcsorvoir = T (622)

Die Warme wird aus dem Wérmereservoir abgezogen, AQ) < 0, auflerdem ist natiirlich
T > 0. Damit wiirde aber (222) besagen, dass die gesamte Entropieinderung AS < 0
sein muss, was natiirlich im Widerspruch zum zweiten Hauptsatz der Thermodynamik
steht.

Dieses Ergebnis kénnen wir uns auch mit der folgenden Uberlegung zum Beispiel in der
Abb. plausibel machen: Das Warmereservoir ist im thermischen Gleichgewicht d.h.
die Energie ist statistisch iiber alle mikroskopische Freiheitsgrade verteilt. Prinzipiell be-
steht zwar eine Wahrscheinlichkeit dafiir, dass sich die Molekiile des Wassers so bewegen,
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Abbildung 6.25: Eine reale Wirmemaschine

dass sie kollektive Arbeit am Schaufelrad leisten, dies in Bewegung setzen und damit
das Gewicht M wieder hochziehen. Doch diese Wahrscheinlichkeit fiir den Prozess, bei
dem alle Molekiile des Wassers kohérent Arbeit am Schaufelrad leisten, ist so gering, dass
sie ohne weiteres vernachléssigt werden kann. Ein solcher Prozess ist ja auch noch nie
beobachtet wordenfl.

Kehren wir zuriick zur Entwicklung einer Warmekraftmaschine. Wir haben festgestellt,
dass die Entropiednderung des Gesamtsystems nicht negativ sein darf. Den zweiten Haupt-
satz konnen wir aber “austricksen”, indem wir an die Joule-Thomson-Maschine noch ein
Hilfssystem, ein zweites Warmereservoir, anschlielen. Es sollte eine tiefere Temperatur
T5 haben als das erste. Die Entropie dieses zweiten Warmereservoirs soll bei dem Pro-
zess erhoht werden. Das bedeutet dann, dass die Entropie des einen Teilsystems (die
urspriingliche J.T.Maschine) negativ sein darf, ohne dass die Forderung AS > 0 fiir das
Gesamtsystem gestort wére. Eine solche Maschine ist schematisch in Abbildung dar-
gestellt.

Eine solche Maschine ist aber nicht ideal, weil die vom Wirmereservoir (mit 7) ) abge-
gebene Wirme ¢; nicht vollstdndig in Arbeit umgewandelt werden kann (A < ¢1). Ein
Teil von ¢; wird ndmlich vom zweiten Wérmereservoir (mit 75) als die von der Maschine
abgegebene Wiarmemenge ¢ aufgenommen, damit der zweite Hauptsatz erfiillt ist, d.h.
damit gilt: AS = AS; + ASy; > 0 Wie erfiillen wir uns dann den Wunsch nach maximaler
Arbeit pro eingesetzter Warmeenergie ¢;?

Behauptung: Ein thermisch isoliertes System, das aus 2 Wirmere-
servoirs (7; > T3) und einem Arbeitskorper M besteht, leistet die
maximale Arbeit, wenn der Prozess quasistatisch gefiihrt wird mit
AS = 0. Der Wirkungsgrad ist dann:

A T -T
Q1 Th

n (6.23)

8Dieser Prozess, bei dem das Wasser wieder das Schaufelrad in Bewegung setzt und dieses dann die
Masse M hochhebt, beobachtet man natiirlich in einem Film, der riickwérts lauft. Dieses Beispiel zeigt
sehr deutlich, dass das Anwachsen der Entropie in makroskopischen System direkt verkniipft ist mit der
Tatsache der Unumkehrbarkeit der Zeit
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Wenn diese Forderung erfiillt ist, durchlduft diese Maschine den sogenannten Carnot-
schen Kreisprozess und man nennt den maximal erreichbaren Wirkungsgrad (623)) den
Wirkungsgrad einer Carnot-Maschine.

Zum Beweis der Behauptung stellen wir wieder die Entropiebilanz auf:

AS = AS;+ASy + ASy +ASy
—_ —~~

=0 =0
o e
TR
S (Y
T T
A G Q1
> — S _ = —
2 T T
A < Ty T2_1 L, T-T,
q — T T Ty T,
Der Wirkungsgrad ist also n = = < TlTTZ, wobei das Gleichheitszeichen fiir den Fall

AS = 0 gilt. Aus dieser Glelchung fur den Wirkungsgrad 7 ist ersichtlich, dass T} moglichst
grof} gegeniiber T, sein sollte. Zum Beispiel fiir ein Elektrizitatswerk, das ja auch thermi-
sche Energie von der Verbrennung von Kohle, Ol oder atomaren Brennstoff in elektrische
Energie und damit potentielle Arbeit umwandelt, ist die Temperatur T, des kiihleren Re-
servoirs durch die Umgebungstemperatur oder durch die Wassertemperatur des Flusses,
der zur Kiihlung herangezogen wird, vorgegeben. Man kann den Wirkungsgrad also nur
dadurch verbessern, dafl man das heifle Wérmereservoir auf moglichst hohe Temperatur
T bringt.

Betrachten wir zum Schluf3 dieses Abschnitts noch kurz die klassische Realisierung des
Carnotschen Kreisprozesses. In diesem Fall ist der Arbeitskorper durch ein ideales Gas

gegeben. Die Maschine durchlauft vier Schritte, die im pV-Diagram von Abbildung
dargestellt sind:

e [a) — b)] adiabatische Kompression: Das System ist thermisch isoliert (AQ = 0).
Druck und Temperatur vergroBern sich (p, < py , To < Tp). Dabei gilt To = T, <
T, = T;. Dabei wird Arbeit AW am Korper geleistet:

AWy = Cy (T, —Ty)

e [b) — ¢)] isotherme Expansion in Kontakt mit dem heiflen Wérmereservoir: Der
Druck verkleinert sich (p, > p.) und die Temperatur bleibt konstant (7, = T, = T})
auf dem Niveau des Wirmereservoirs. Dabei leistet der Korper selbst die Arbeit:

v
—AWQ Nk B Tb In —
Vi
e [c) — d)] adiabatische Expansion: Das System ist thermisch isoliert (AQ = 0).
Druck und Temperatur verkleinern sich (p. > pg , T. > Ty). Dabei leistet der
Korper selbst die Arbeit, beziehungsweise er gibt Arbeit ab im Umfang:

—AW3 = Cv(Ta — Tb)
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Abbildung 6.26: Der Carnot-Zyklus in einem schematischen pV' Diagramm fir
ein ideales Gas als Arbeitsmedium
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Abbildung 6.27: Der Carnot-Zyklus im TS Diagramm

e [d) — a)] isotherme Kompression in Kontakt mit dem kalten Wérmereservoir:
Druck verkleinert sich (p, > pg) und die Temperatur bleibt konstant (7, = T,).
Dabei wird Arbeit AW am Korper geleistet:

AW};:NkBTalnE
Va

Die adiabatischen Arbeiten AW; und —AWSj; kompensieren sich, so dass die gesamte
Arbeit, die vom Arbeitskorper nach auflen verrichtet wird:

AA=—AW = N(T, — Ty)In %

betrégt.

Zur Berechnung des Wirkungsgrades 7 ist es einfacher, den Carnot Prozess im Temperatur
- Entropie Diagramm der Abbildung anzusehen. Nach dem ersten Hauptsatz ist die
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von der Maschine verrichtete Arbeit gleich der Warmemenge, die insgesamt wihrend des
Kreisprozesses zugefiihrt wurde:

—AA = AQy e+ (—AQ4) (6.24)
= T,AS+T,(—AS)
(T, — Ty) AS
AA T, —-T, T —T,
T T,AS T, T,
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6.8 Zustandsidnderungen, Kreisprozesse und Kraft-
Waiarme-Maschinen

Nachdem Sie im Theorieteil den Carnot’schen Kreisprozess ausfiihrlich diskutiert haben
werden wir uns im experimentellen Teil mit Realisierungen solcher Kreisprozesse beschéfti-
gen.

In einem einfithrenden Experiment demonstrieren wir die adiabatische Zustandsidnde-
rung dadurch, dass wir das Volumen eines luftgefiillten Zylinder durch schnelles Ziehen
(Driicken) eines Kolbens in etwa verdoppeln (halbieren). Man wiirde im Idealfall beim
Verdoppeln des Volumens entsprechencﬁ TV*~! = const. eine Temperaturdnderung von
20 °C auf -51 °C erhalten (d. h. 293 K — 222 K), beim Halbieren des Volumens eine
Anderung von 20°C auf 112 °C (293 K — 385 K. Fiir Luft ist k = c,/c, = 1.4 und
damit Ty /Tena = (Vena/Vans)0.4. Unser Kolben ist keineswegs perfekt thermisch von der
AuBenwelt isoliert; wir erhalten bei der Expansion dennoch Endtemperaturen unter 0 °C,
bei der Kompression iiber 60 °C.

Die Abb. zeigt die Wirkungsgrade verschiedener realer Kreisprozesse im Vergleich
zu Carnot’schen Wirkungsgrad. Die realen Werte liegen z. T. erheblich unter dem Ideal-
wert.

Wirkungsgrod verschiedenor Kraftwerksprozesse

3
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Abbildung 6.28: Wirkungsgrade verschiedener Kraftwerksprozesse.
Quelle: http://energiewelt.bei.t-online.de/SB102/SB102-05.htm

Carnot (Abb. links) hatte seine Uberlegungen zum Wirkungsgrad im wesentlichen
auf der Basis von Dampfmaschinen angestellt. Die ersten Maschinen dieser Art wurden
von Denis Papin und Thomas Saverin um 1700 konstruiert. Mit der Entwicklung der
Dampfmaschine assoziiert man ebenfalls den Nahmen James Watt (Abb. E2Z9 rechts).
Sein wesentlicher Beitrag war die Entwicklung des Kondensors, der den Wasserdampf
aufBerhalb des Kolbens kondensiert und dort einen starken Unterdruck erzeugt.

9Es gilt: pV* = const = (pV) - V,_, und mit pV o« T'dann =T - V*~! = const.
WFiir Luft ist k = ¢,/c, = 1.4 und damit T, /T, ; = ( end/ Von)0-4. Fir V, ,/V, . = 0.5 folgt
Topf/Topg =077 Fixr V,, ,/V,,, =2flgt T, /T, ,=13.
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In Deutschland wurde die erste Dampfmaschine Watt’scher Bauart Ende des 18. Jh. in
Mansfeld (Konig-Friedrich-Schacht) errichtet. Abb. 3 zeigt deren Funktionsprinzip. Die
Maschine arbeitete die Maschine mit dem geringen Dampfiiberdruck von ca. 0.3-0.4 bar.
Ihr Wirkungsgrad betrug 2%.

Das Funktionsprinzip von Dampflokomotiven wird sehr schoén in einer Animation von
K. Wetzstein gezeigt, ebenso wie Animationen von Otto- und Dieselmotoren und dem
Stirling-Motor, siehe: http://www.k-wz.de/uebersicht.html.

Abbildung 6.29: links: Sadi Carnot (1796
- 1832); rechts: James Watt (1736-1819).

Wir wollen hier noch kurz den Dieselmotor und den Viertakt-Ottomotor ansprechen.

Beim Dieselmotor (R. Diesel, 1892) wird das Gas im Kolben zunéchst (angenéhert!)
adiabatisch komprimiert. In das erhitzte Gas wird Kraftstoff eingespritzt, der sich so-
fort entziindet. Diese Prozess verlauft auf Grund der ablaufenden chemischen Reaktionen
annahernd isobar. Im anschlieBenden Arbeitstakt expandiert das Gas annidhernd adiaba-
tisch und wird schliellich isochor ausgestofien.

Beim 4-Takt Ottomotor werden im pV-Diagramm zwei Schleifen durchlaufen, s. Abb
3T Zunéchst wird anndhernd isobar bei niedrigem Druck Gas angesaugt (unterster
Teil der Kurve, von links nach rechts durchlaufend) und dann adiabatisch komprimiert
(Ubergang in obere Schleife, von rechts nach links). Die nach der Ziindung ablaufende
Verbrennung verlduft hier annidhernd isochor. Im anschlieBenden Arbeitstakt wird das
Gas adiabatisch entspannt und schliellich isobar ausgestofien. Der Ausstofl schliefit die
untere Schleife. Eine weitere Animation des 4-Takt-Ottomotors inkl. pV-Diagramm findet
man unter http://techni.chemie.uni-leipzig.de/otto/.

Der Stirling-Motor arbeitet mit einem geschlossenen Gaskreislauft]. In einem Zylinder
bewegen sich ein Arbeitskolben und ein Verdrangerkolben mit einer Phasenverschiebung
von 90°. In dem einen Teil des Zylinders wird das Arbeitsgas durch eine beliebige Warme-
quelle erwédrmt, im anderen abgekiihlt. Der Verdranger verschiebt das Arbeitsgas zwischen
den beiden Teilvolumina des Kolbens. Beim Durchtritt des heiflen Gases durch den Ver-
drénger gibt das Gas Wérme an diesen ab, beim Durchtritt des kalten Gases nimmt dieses
Wirme vom Verdréanger auf (Regeneration). Der Kreisprozess wird gut durch zwei Iso-
thermen (Kompression bzw. Entspannen des Gases) und zwei Isochoren (Verschieben des
Arbeitsgases) beschrieben.

Die oben beschriebenen Motoren sind ” Warme-Kraft-Maschinen”. Die aus einem Bad
bei hoher Temperatur entnommene Wérme wird z. T. zur Erzeugung mechanischer Ar-

UEntsprechende Animationen finden Sie unter http://techni.tachemie.uni-leipzig.de/stirling/ oder un-
ter http://www.k-wz.de/vmotor /stirling.html.
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beit genutzt. Umgekehrt wird bei ” Kraft-W drme-Maschinen” unter Aufwendung me-
chanischer Arbeit Wérme zwischen zwei Warmebéddern transportiert. Hier werden im
pV-Diagramm Schleifen gegen den Uhrzeigersinn durchlaufen. Beim Stirling-Prozess wird
beispielsweise das Arbeitsgas bei hoher Temperatur isotherm komprimiert und bei niedri-
ger Temperatur entspannt. Je nachdem, ob das sich erwédrmende oder das sich abkiihlende
Reservoir (beim Stirling-Motor: eine der beiden Hélften des Zylinders) genutzt werden,
erhélt man ein Kiihlaggregat oder eine Warmepumpe. Beim Kiihlschrank involviert
der Kreisprozesss einen Phaseniibergang fliissig/gasformig. Hier wird ausgenutzt, dass
der Verdampfungsvorgang Energie benotigt, die dem zu kiihlenden Volumen entnommen
wird. Das Gas wird anschliefend wiederum durch Kompression verfliissigt.

Abdampf vom
Zylinder

Abbildung 6.30: Funktionsprinzip der Wattschen Dampfmaschine. Im oberen Totpunkt
des Kolbens sind das Finlass- und das Auslassventil (EV bzw. AV) gedffnet, wihrend
das Ausgleichsventil (GV) geschlossen ist. Der Dampf stromt in den Zylinder und driickt
den Kolben nach unten, unterstiitzt durch den Unterdruck unter dem Kolben (links). Bei
diesem Arbeitstakt werden die Kolben der Schachtpumpen und damit das Wasser aus
dem Schachtsumpf gehoben. Kurz vor dem unteren Totpunkt schlieffen EV und AV, GV
wird gedffnet. Aufgrund des Druckausgleichs zieht das Ubergewicht des Schachtgestinges
den Kolben wieder hoch. Der entspannte Dampf stromt dabei durch die Ausgleichslei-
tung in den Zylinderraum unter dem Kolben. Zum Austarieren der Krdifte dient ein mit
der Schachtstange gekoppelter Hilfsbalancier mit Gewichtskasten. Auf diese Weise wird
erreicht, daf$ der Leertakt mit der gleichen Geschwindigkeit ablauft wie der Arbeitstakt
(Mitte). Beim Erreichen des oberen Totpunktes wechselt die Ventilstellung wieder, und
der ndchste Arbeitstakt beginnt. Wihrend frischer Dampf oben in den Zylinder einstromdt,
wird der vom vorhergehenden Takt unter dem Kolben befindlichen Dampf durch die kup-
ferne Abdampfleitung in den Kondensator ausgestofien (links). Das FEinspritzventil (SV)
ist wihrend des Arbeitstaktes gedffnet. Durch FEinspritzen von kaltem Wasser konden-
siert der Abdampf. Zusdtzlich findet im wassergekiihlten Abdampfrohr eine Oberflichen-
kondensation statt, so dafs ein 90prozentiges Vakuum erreicht wird. Die Nassdampfpum-
pe (im Kondensatorkasten) entfernt das Kondensat-Luft-Gemisch aus dem Kondensa-
tor. Die tiber dem Kasten stehenden Heisswasserpumpe hebt das Kondensat 4,5 m hoch
auf eine Rinne, aus der es dem Kessel durch die Speiseleitung allein infolge der stati-
schen Druckhiéhe wieder zulduft (rechts). Quelle (Text und Bild): hittp://webserver.et.fh-
merseburg.de/mansfeld /museum/maschine/funktion/funktion.htm
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Abbildung 6.31: 4-Takt-Ottomotor. Quelle:  http://techni.tachemie.uni-

leipzig.de/otto/otto_g0.html
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6.9 Freie Energie und Freie Enthalpie

Nach dem zweiten Hauptsatz der Thermodynamik laufen Prozesse so ab, dass die Entropie
anwéchst. Ein System ist also in einem stabilen Zustand, im statistischen Gleichgewicht,
wenn die Entropie ein Maximum annimmt. In diesem Fall kann es ja ohne zusétzliche
Einwirkungen zu keinen Anderungen kommen: Jede Anderung wire mit einer Verringe-
rung der Entropie verbunden und das ist ja nicht zuléssig. In Formeln ausgedriickt heisst
das, dass die Summe aus der Entropie des Systems plus der Entropie der Umgebung, die
Einfluss auf das betrachtete System nehmen kann, maximal ist:

S = Ssystem + SUmgebung = Maximal ,

oder auch
s = dSSystem + dSUmgebung =0 s
beziehungsweise
—0 o
dSSystem = _dSUmgebung = _TQ = ?Q . (625)

Dabei bezeichnet 6Q) die Wirmemenge, die dem System zugefithrt wird, sodass —0@Q)
von der Umgebung aufgenommen wird, 7" ist die Temperatur, und wir haben einfach die
thermodynamische Definition der Entropiednderung (G71) benutzt.

Im folgenden wollen wir versuchen, die Entropie der Umgebung zu eliminieren und werden
zur Vereinfachung auf den Index “System” bei der Entropie verzichten: dSsysem — dS.
Damit ergibt sich unter Benutzung des ersten Hauptsatzes der Thermodynamik aus (E25])

dE — §W
ds = ———.

oder auch
dE—TdS — W =0. (6.26)

Nehmen wir nun als Beispiel wieder ein Gas, dem durch Kompression mechanische Energie
zugefithrt wird: 0W = —pdV, so ergibt dies

dE +pdV —TdS =0. (6.27)

Betrachten wir nun isochore - isotherme Prozesse, also solche bei denen die Temperatur
und das Volumen konstant gehalen werden, so besagt die Gl. (6:21]), dass bei solchen iso-
choren - isothermen Pozessen der Zustand eingenommen wird, bei dem die Freie Energie,
definiert durch

F=FE-TS, (6.28)

minimal ist. Zum Beweis dieser Folgerung erarbeiten wir uns zunéchst einmal die Rechen-
regeln fiir die infinitesimale Anderung einer Grofe, die sich als Produkt zweier Groflen,
also z.B. Temperatur 7" mal Entropie S berechnet. Diese berechnet sich geméaf3

dTS) = (T+dT)(S+dS)—TS
= TS+dl'S+dST+dSdl —TS
— dTS+dST. (6.29)



274 KAPITEL 6. THERMODYNAMIK UND WARMELEHRE

Dabei haben wir ausgenutzt, dass das quadratisch kleine Element,d.S dT', vernachlassigt
werden kann. Diese Produktregel fiir die Berechnung von Differenzialformen benutzen wir
nun um auszurechnen

dF = d(E—TS)
= dE—-TdS—SdT. (6.30)

Bei isothermen Prozessen (d7" = 0) entféllt der letzte Term in (G30) und bei isochoren
Thermen (dV = 0) der zweite Term in (E21). Damit ergibt sich also aus dem Vergleich
von (E217) und (E30), dass fiir isochore - isotherme Prozesse das statistische Gleichgewicht
identisch ist mit der Forderung, dass dF' = 0, die Freie Energie F' also extremal ist. Dass
es sich dabei um ein Minimum handelt wird deutlich, wenn man beriicksichtigt, dass T’
positiv ist und damit ein Anwachsen der Freien Energie mit einer Reduktion der Entropie
verkniipft ist.

Um die Bedeutung dieses Ergebnisses zu konkretisieren betrachten wir ein System aus
zwei Fliissigkeiten von jeweils unterschiedlichen Atomen oder Molekiilen. Die Wechselwir-
kung zwischen Atomen der gleichen Sorte sei attraktiv und von kurzer Reichweite. Bei
niedrigen Temperaturen 7', natiirlich insbesondere im Grenzfall T' = 0 ist das Minimum
der Freien Energie bestimmt durch das Minimum der Energie. Unser System wird also so
realisiert werden, dass die Atome einer Sorte eng beeinander sind. Dies bedeutet, dass die
Fliissigkeiten bei tiefen Temperaturen ungemischt sein werden.

Auf der anderen Seite ist aber die Entropie sehr viel hoher, wenn alle Atome sich im ganzen
Volumen aufhalten diirfen, die beiden Fliissigkeiten also durchmischt sind. Deshalb steht
also fiir dieses System zu erwarten, dass bei hohen Temperaturen, wo der Entropiefaktor
in der Freien Energie an Bedeutung zunimmt, das System im Zustand grofler Entropie,
also im gemischten Zustand realisiert wird. Bei der Uberganstemperatur Ty gilt fiir die
Freie Energie Fy, die Energie F; und die Entropie des gemischten Zustandes im Vergleich
zu den entsprechenden Groflen des ungemischten Zustandes (F,, E,, S,)

F,=E,~TyS, = F,=E,—TyS,,

beziehungsweise
Ty (Sy — Su) = E, — E, . (6.31)

Als anderes Beispiel betrachten wir ein System aus vielen Atomen, das als Fliissigkeit oder
als Gas vorliegen kann. Die Umwandlung von einer Fliissigkeit in ein Gas erfolgt aber in
der Regel nicht in einem isochoren Prozess mit fest vorgegebenem Volumen sondern in
einem isobaren Prozess, bei dem der Druck konstant bleibt.

Fiir einen isothermen - isobaren Prozess ist aber die Forderung nach minimaler Entropie
von System plus Umgebung, die zur Gl. (G2Z10) fiihrte gleichbedeutend damit, dass die
Freie Enthalpie

G=E+pV-TS=F+pV, (6.32)

minimal ist. Zum Beweis dieser Behauptung betrachten wir die Differenzialform

dG = d(E+pV —TS)
= dE+Vdp+pdV —TdS - SdT. (6.33)
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Bei dem Ubergang zur zweiten Zeile haben wir wieder die Produktregel (6229) fiir den
TS Term und den pV Term angewandt. In einem isobaren Prozess ist V dp = 0 und in
einem isothermen Prozess gilt SdT" = 0. Damit reduziert sich dG fiir einen isobaren -

isothermen Prozess auf
dG =dE +pdV —TdS, (6.34)

und die Forderung (B27) ist identisch mit der Forderung nach einem Minimum fir die
Freie Enthalpie G.

Vergleichen wir nun die Eigenschaften von Atomen in einer fliissigen und in der gasférmi-
gen Phase, so kann man feststellen, dass

e die Entropie der fliissigen Phase, Sy, niedriger ist als die der gasférmigen S;, da die
Atome in der fliissigen Phase eine gewisse Nahordnung aufweisen.

e die Energie der fliissigen Phase, Iy, niedriger ist als die der gasférmigen E,, da die
enge Nachbarschaft der Atome in der Fliissigkeit eine attraktive potenzielle Energie
liefert.

e das Volumen der fliissigen Phase, V7, kleiner ist als das Volumen der gleichen Anzahl
Atome in der gasformigen Phase.

Vergleicht man unter diesen Voraussetzungen die Freie Enthalpie G = E —T'S 4+ pV der
fliissigen und der Gasphase, so wird man schliessen, dass bei niedrigen Temperaturen 7" der
Entropieeffekt nicht so wichtig ist und so die fliissige Phase eher realisiert wird. Ausserdem
wird bei einem niedrigen Druck der Term pV weniger Bedeutung haben, sodass eher die
gasformige Phase realisiert werden kann.
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6.10 Zustandsgleichung eines realen Gases

In diesem Abschnitt soll am Beispiel der van der Waal’schen Zustandsgleichung fiir ein
reales Gas der Phaseniibergang zwischen einer Fliissigkeit und einem Gas aufgezeigt wer-
den. Solch ein Phaseniibergang findet in der Regel unter der Randbedingung statt, daf3
der Druck, der von auflen auf der Fliissigkeit, beziehungsweise dem Gas lastet, in einem
Labor eben gerade der atmosphérische Druck, konstant gehalten wird. Zur Beantwortung
der Frage, ob bei vorgegebenem Druck und Temperatur, die Substanz in der fliissigen
oder in der gasformigen Phase realisiert wird, miissen wir die Freie Enthalpie G(T', p) be-
rechnen und ermitteln fiir welcher der beiden Phasen die Freie Enthalpie sich im globalen
Minimum befindet (siehe Diskussion im vorhergehenden Abschnitt).

Zur Beschreibung eines realen Gases miisste man die Wechselwirkung zwischen den Ato-
men beriicksichtigen. Eine solche mikroskopische Berechnung ist aber in der Regel sehr
kompliziert und wir werden erst in der Theorievorlesung zur Thermodynamik im Haupt-
studium darauf zuriickkommen. Hier gehen wir lieber von der Zustandsgleichung des Idea-
len Gases aus und modifizieren diese so, dass rein phénomenologisch die Abweichungen
eines realen Gases von der idealen Gasgleichung implementiert sind. Eine solche Modifi-
kation ergibt sich z.B. durch die Umwandlung der Zustandsgleichung des Idealen Gases
in die sogenannte van der Waalsche Zustandsgleichung fiir ein reales Gas

a
\_3" i)

Im Vergleich zum Idealen Gas gibt es also hier zwei zusétzliche Terme, charakterisiert

durch die Konstanten a und b, deren Bedeutung kurz erlautert werden soll:

i) Ist der Parameter b > 0, so ist das praktisch gleichbedeutend damit, dal dem idealen
Gas nicht mehr das gesamte Volumen V' zur Verfiigung steht sondern eben nur noch
das Volumen V —b. Man kann b also so interpretieren, dafl die Atome nicht mehr als
Punktteilchen verstanden werden sondern als Teilchen, die insgesamt ein Volumen
b besetzen, das natiirlich der Bewegungsfreiheit der anderen Atome entzogen ist.
Dieser Parameter b représentiert also die Tatsache, dafl das Potential zwischen zwei
Atomen bei sehr kurzen Relativabstédnden so stark repulsiv ist, dass eine gegenseitige
Durchdringung unmdéglich wird.

ii) Ist die Konstante a > 0, so wirkt sich das genau so aus wie eine Vergréfierung
des Druckes: die Atome werden also stédrker zusammengehalten. Dies simuliert den
Effekt einer attraktiven Wechselwirkung zwischen den Atomen. Da dieser Beitrag
mit 1/V? skaliert, wird diese attraktive Wechselwirkung erst bei kleinen Volumina
V wirksam. Dies ist aber gleichbedeutend damit, dass man durch diesen Term eine
attraktive Wechselwirkung kurzer Reichweite zwischen den Atomen simuliert.

Lost man die van der Waalsche Zustandsgleichung nach dem Druck p auf

_N]{?BT a

T (6.36)

p
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Abbildung 6.32: Lisung der van der Waalschen Zustandsgleichung fir ein rea-
les Gas bei vorgegebener Temperatur. Die resultierende Funktion (6238 ) gibt
an, welches Volumen sich bei vorgegebenem Druck p einstellt.

so erhélt man also eine Funktion p(7, V'), die bei festgehaltener Temperatur angibt, wel-
cher Druck bei vorgegebenem Volumen fiir das Gas resultiert, beziehungsweise welches
Volumen sich bei vorgegebenem Druck einstellen sollte. Eine solche Funktion p(V') fiir
eine bestimmte Temperatur 7" und bestimmte Werte fiir die Teilchenzahl N und die Pa-
rameter a und b ist in Abb. dargestellt. Entsprechend dieser Figur kénnen wir drei
Bereiche unterscheiden:

p <p1:

p > pa:

Die Zustandsgleichung liefert in diesem Druckbereich ein eindeutiges Ergebnis fiir
V. Dies bedeutet, dass die Freie Enthalpie als Funktion von V' nur ein Extremum
aufweist. Aus dem Kurvenverlauf p(V') in Abb. ist weiterhin klar, dass es sich
bei diesem Extremum um ein Minimum handelt.

Diese Bedingung fiir ein Minimum in der Enthalpie ist auch anschaulich eine Be-
dingung fiir eine stabile Realisierung des Systems. Bedeutet sie doch, dafl bei einer
Verkleinerung des Volumens der Druck grofier wird. Wiirde aber der Druck bei einer
Verkleinerung des Volumens kleiner, so wiirde das zu einer Instabilitdt des Sytems
fithren: Eine kleine Volumenénderung hervorgerufen durch eine externe Kraft fiihrt
ja dann zu einem reduzierten Gegendruck des Systems, was natiirlich eine weitere
Volumenreduktion schliefflich also einen Kollaps des Systems zur Folge hitte.

In diesem Druckbereich erhalten wir eine Losung mit einem grofien Volumen. Fiir
dieses grofle Volumen V' kann man die Korrekturterme in der van der Waalschen
Zustandsgleichung vernachléssigen

V>b und — =0,

das System verhélt sich also wie ein Gas.

Auch in diesem Druckbereich gibt es nur eine Losung der Zustandsgleichung: es gibt
also ebenfalls nur ein Extremum fiir die Freie Enthalpie G(V'). Auch in diesem Fall
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o \
fliissig gas

Abbildung 6.33: Schematische Darstellung der Freien Enthalpie als Funktion
von V' fiir jeweils einen Druck aus den Druckbereichen p < p1, p1 < p < po
und py < p nach Abb. [6-73.

handelt es sich um ein Minimum. Das resultierende Volumen ist aber signifikant
kleiner als in dem Druckbereich p < p;. In diesem Fall sind die Korrekturterme zum
Idealen Gas relevant: die Wechselwirkung zwischen den Atomen wird wichtig und
wir indentifizieren diese Losung deshalb mit der fliissigen Phase des Systems.

p1 < p < p2 In diesem Druckbereich gibt es drei Losungen der Zustandsgleichung, die wir ent-
sprechend der obigen Diskussion mit drei Extrema der Freien Enthalpie G(V') ver-
binden. Zwei dieser Extrema sind Minima, bei der dritten Losung handelt es sich
hingegen um eine Maximum.

Fiir jeweils einen Druck p aus den drei gerade diskutierten Druckbereiche ist in Abb.
die Funktion G (V') schematisch dargestellt. Wahrend fiir p < p; und p > ps jeweils nur
ein Minimum in G(V') auftritt, muB fiir den Zwischenbereich untersucht werden, welches
der beiden Minima von G, G(V4) oder G(V¢) das absolute Minimum darstellt. Dazu

berechnen wir B

G(Va) — G(Ve) = /C dG . (6.37)

Zur weiteren Berechnung betrachten wir die Differenzialform fiir dG aus (G.33])

dG = dE+Vdp+pdV —TdS— SdT
= TdS—pdV+Vdp+pdV —TdS — SdT
= Vdp—SdT
V dp (6.38)

Beim Ubergang zur zweiten Zeile haben wir dE durch den Wiérmebeitrag 0@ = T'dS und
den Beitrag mechanischer Arbeit dW = —pdV dargestellt und beim Ubergang zur letzten
Zeile wurde beriicksichtigt, dass die Temperatur konstant ist, also d1" = 0. Damit ergibt



6.10. ZUSTANDSGLEICHUNG EINES REALEN GASES 279

A

>

V. v, v

Abbildung 6.34: Grafische Darstellung der Differenz G(Va) — G(Ve) in (6239)
durch Fldachen: Maxwell Konstruktion zur Bestimmung des Druckes bei dem
Phaseniibergang stattfindet.

sich aus (E37)

A A
G(Va) - G(Ve) = / vip = / (d(pV) — pdV)

c c
A

= pVa—pVe —/ p(V)dV . (6.39)
c

Grafisch dargestellt entspricht der Beitrag p(Va — Vi) in dieser Gleichung der Fliche
des Rechtecks in Abb. B34 die oben durch die Gerade p = const abgeschlossen wird
wéhrend links und rechts jeweils die Begrenzungen durch V' = Vi beziehungsweise V = V)
gegeben ist. Das Integral [ pdV entspricht der Fliche unter der Kurve p(V') bei gleichen
Begrenzungen an den Seiten. Das totale Ergebnis von (E39) wird demnach durch die
Differenz der beiden in Abb. herausgegehobenen Flichen dargestellt.

Wenn der Druck p gerade den Wert p = pg annimmt, bei dem die Differenz dieser Flachen
gerade identisch null ist, so haben wir den Grenzfall erreicht bei dem beide Minima in
G(V) gleichen Wert haben: G(V4) = G(V). Ist der Druck kleiner als dieser Wert pg, so
ist die rechte der beiden Fléchen groBer, was ja nach (639) bedeutet, daB G(V4) < G(Ve)
ist. In diesem Fall p < py wird also die gasfdrmige Phase mit V = Vj realisiert. Ist
andererseits p > pg, so wird G(V4) > G(V¢) sein und entsprechend die fliissige Phase
auftreten. Diese gerade beschriebene Konstruktion zur Bestimmung des Druckes po (7)),
bei dem gerade bei der vorgegebenen Temperatur T' der Phaseniibergang “fliissig < fest”
stattfindet nennt man Maxwell Konstruktion.

Halt man nun fiir ein System aus wechselwirkenden Atomen die Temperatur konstant und
setzt es unter einen kleinen dufleren Druck p, so wird es ein Gas bilden mit groBem Volumen
V. Wird der Druck p stetig erhoht, so wird das Volumen kontinuierlich abnehmen, das
System bleibt aber im gasformigen Zustand so lange der Druck unterhalb des Druckes
po(T), der durch die Maxwell Konstruktion bestimmt werden kann, liegt. Genau bei dem
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Abbildung 6.35: Ldsung der van der Waalschen Zustandsgleichung bei ver-
schiedenen Temperaturen und der kritische Punkt.

Druck pg koexistieren beide Phasen. Wichst der Druck schlieflich iiber py an, so bildet
das System bei kleinem Volumen eine Fliissigkeit.

Bei dem Druck pg sind die Freien Enthalpien fiir die gasformige und die fliissige Phase
identisch. Die Entropie der Fliissigkeit ist kleiner als die Energie des entsprechenden Ga-
ses, da ja in der fliissigen Phase wegen der Wechselwirkung der Atome eine Korrelation
zwischen den Nachbaratomen und damit eine gewisse Nahordnung besteht, wihrend in
der Gasphase alle Atome sich unabhingig voneinander bewegen. Andererseits ist aber die
Energie der Gasphase kleiner als die der fliissigen Phase. Es muf} also eine Energiemenge,
die sogenannte Verdampfungsenthalpie aufgebracht werden, um die Fliissigkeit in die
Gasphase zu iiberfiihren ['2

Die Losung der van der Waalschen Zustandsgleichung p(V') nach (636]) dndert sich mit
der Temperatur 7" wie es in Abb. an Beispielen dargestellt ist. Bei einer gewissen
Temperatur Ty,; verschwindet der Druckbereich, in dem 3 Losungen fiir das Volumen
V' bei vorgegebenem p gefunden werden koénnen. Bei dieser kritischen Temperatur und
oberhalb T' = Tj,;; treten keine getrennten Minima fiir die gasfiirmige und die fliissige
Phase auf. Bei diesen hohen Temperaturen exisitiert das System nur noch in einer Phase.
Den Endpunkt des Koexistenzbereiches in dem p(V') Diagramm, bezeichnet man als den
kritischen Punkt (siehe auch Abb. [£3H). Beispiele fiir die Temperatur, Ty, den Druck
Prri¢ und dem Verhéltnis

Prrit Vierit

NkBTkrit
etwa fiir ein Mol verschiedener Substanzen sind in der Tabelle aufgelistet. Daraus
ersehen wir, daf} sich z.B. fiir die Temperatur des kritischen Punktes T},.;; Werte ergeben,
die sich um zwei GroBenordnungen unterscheiden. Ahnliches gilt auch fiir den Druck. Das
Verhiltnis aus (B.40) ist jedoch nahezu unabhéngig von dem betrachteten Material, hat
also eine eher globale Bedeutung.

(6.40)

12Tm t#glichen Leben ist dies z.B. die Energie, die nétig ist um eine Menge Wasser bei 100 Grad Celsius
zu verkochen, also ohne Erhéhung der Temperatur von der Fliissigkeit in die Dampfphase zu tiberfithren.
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Tkrit [K] Pkrit [b] pV/NkBT

Wasser 647 217.5 0.239
Sauerstoff 154 50.8 0.292
Wasserstoff 33.3 13 0.304
Helium, “He 5.3 2.26 0.308

Tabelle 6.8: Temperatur und Druck des kritischen Punktes, so wie das Verhdlt-
nis (0.40) fir verschiedene Materialien.

281
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6.11 Phasen und Phaseniiberginge

Im diesem Abschnitt setzen wir uns mit experimentellen Ergebnissen zum Thema Phasen
und Phaseniibergénge auseinander. Hierbei interessieren uns einerseits die Eigenschaften
der Grenzlinien zwischen den Phasen (z. B. Grenzlinien fest-fliissig, fliissig-gasformig, fest-
gasformig), andererseits die Art und Weise, wie verschiedene Phasen realisiert werden
konnen (z. B. Verfliissigung von Luft).

Die Abb. zeigt schematisch die Phasen fest, fliissig, gasformig von HoO und von COq
in Abhéngigkeit vom Druck und von der Temperatur. Darstellungen dieser Art nennt man
Phasendiagramme.

p p
(bar) H,O (bar) CO,
220.5 krit. Punkt 72.9 krit. Punkt
flissig o
fest fest filissig
1
0.006
Tripelpunkt 5.1 Tripelpunkt
gasf. 1 gasf.
0.01 100 374 T(°C) -78.5 -56 31 T(°C)

Abbildung 6.36: Schematische Phasendiagramme von HyO und von COy. Die Skalen sind
nicht mafstablich.

Betrachten wir zunéchst das Phasendiagramm von H5O. Unter Umgebungsbedingungen
(20°C, 1 bar) ist HoO fliissig. Bei 1 bar siedet HoO bei 100°C und gefriert bei 0 °C.
Die Grenzlinie fliissig/gasformig (Sieden «>Kondensation) héngt dabei stark vom Druck
und von der Temperatur ab. Wesentlich schwécher ist diese Abhéngigkeit fiir die Grenz-
linie fliissig/fest (Gefrieren «>Schmelzen). Speziell bei HoO ist diese Grenzlinie im (p, T')-
Diagramm leicht nach links geneigt, d. h. bei steigendem Druck verschiebt sich der Pha-
seniibergang zu niedrigeren Temperaturen. Die Grenzlinie fest/gasformig (Sublimation
—Deposition) ist dagegen wiederum nach rechts geneigt. Alle drei Phasen treffen sich im
Tripelpunkt, der fiir H,O bei 0.006°C und 0.01 bar liegt. Den kritischen Punkt (HyO:
220.5 bar, 374°C), haben Sie bereits im Theorieteil bei der Behandlung der van der Waals
- Gleichung kennengelernt. Fiir Driicke bzw. Temperaturen oberhalb des kritischen Punk-
tes gibt es keinen Unterschied mehr zwischen der Gasphase und der Fliissigphase, der
Phaseniibergang fliissig/gasformig existiert nicht mehr.

Im Phasendiagramm von COy (Abb. rechts) treten ebenfalls die Phasen fest-fliissig-
gasformig auf. Der Tripelpunkt liegt bei -56°C und 5.1 bar, der kritische Punkt bei 31°C
und 72.9 bar. Abgesehen von den unterschiedlichen Druck- und Temperaturskalen ist
das Phasendiagramm von CO, dem von HyO sehr dhnlich, mit der Ausnahme, dass die
Grenzlinie fest/fliissig leicht nach "rechts” geneigt ist.
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Es sei hier weiter angemerkt, dass die Unterscheidung fest-fliissig-gasformig einen Stoff
keineswegs vollsténdig charakterisiert. Speziell im festen Zustand gibt es oft eine Vielzahl
weiterer Phasen, die sich z. B. in der Kristallstruktur, d. h. der Anordnung der Atome
oder Molekiile im Kristall, oder auch in ihren elektronischen Eigenschaften (z. B. para-
magnetisch /ferromagnetisch) unterscheiden.

Als Beispiel zeigt Abb. einige Phasen von Eis. Die 9 gezeigten Phasen unterscheiden
sich alle in ihrer Kristallstruktur.

80

40

-40

80 |

Temperatur [*C]

-120

-160

IRt : | Abbildung 6.37:  Phasendiagramm von
200 5 10 15 20 FEis. Quelle:  http://ruby.chemie.uni-
Druck [kbar] ————————= freiburg.de/ Vorlesung/oxide_2.html

6.11.1 Phaseniibergang fliissig-gasformig: Verdunsten, Konden-
sation, Sieden und Dampfdruck

Wir wollen uns zunéchst der Phasengrenzlinie bzw. dem Phaseniibergang fliissig/fest ge-
nauer zuwenden. Ausgehend von einem Wertepaar (p,T') in der Gasphase kann man den
Phaseniibergang dadurch erreichen, dass man bei gegebenem Druck die Temperatur er-
niedrigt oder bei gegebener Temperatur den Druck erhoht.

Kondensation und Sieden von CO-,

Den letztgenannten Fall demonstrieren wir mit in einer Kapillare eingeschlossenem CO, -
Gas, das wir unter hohen Druck setzen. Bei einem Druck in der Gegend von 70 bar bildet
sich in der Kapillare fliissiges CO,, wobei die Fliissigkeitsmenge mit wachsendem Druck
ansteigt. Wenn der Druck wieder verringert wird, dann siedet die Fliissigkeit (d. h. wir
beobachten Blasenbildung), bis sich schliellich der Gaszustand wieder eingestellt hat.

Verdunsten

Um uns der Phasengrenzlinie fliissig/gasformig anzunéhern, betrachten wir zunéchst einen
Vorgang, den Sie aus der téglichen Erfahrung kennen. Wenn wir ein Glas Wasser in ein
(trockenes)) Zimmer stellen, so ist das Wasser nach einiger Zeit verdunstet. Ein Glas
voll Ol oder ein mit Quecksilbergefia wiirde dagegen sehr lange stehen, bis man einen
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Fliissigkeitsverlust bemerkt. Spiritus oder Methylalkohol verdunsten dagegen sehr schnell
(auch am Geruch merkt man hier eindeutig, dass die entsprechenden Molekiile aus der
Fliissigkeit ausgetreten sind!).

Wir geben jetzt Chloraethyl auf ein mit einem Wattebausch versehenes Thermoelement
und lassen es dort verdunsten. Bei der Verdunstung sinkt die Temperatur bis auf ca. -80°C
ab. Bei der Verdunstung wird der Fliissigkeit also sehr viel Warmeenergie entzogen.

In einem Punkt (p,7T") des Phasendiagramms, bei dem die Fliissigkeit die energetisch
giinstigste Phase ist, kostet es jedes Molekiil (im Mittel) eine Energie e, um gegen die
intermolekularen Bindungskriifte aus der Fliissigkeit auszutreten. Wir bezeichnen mit A
die Verdampfungswérme pro Mol, mit A die Verdampfungswéarme pro kg. Diese Energie
ist natiirlich abhéngig vom Material und fiir Pb deutlich hoher als fiir Methylalkohol. Um
iiberhaupt aus der Fliissigkeit austreten zu konnen, bendtigen die Molekiile eine kineti-
sche Energie, die mindestens gleich ¢ ist. Im allgemeinen werden nur die energiereichsten
Molekiile (auch in der Fliissigkeit gibt es eine Geschwindigkeits- bzw. Energieverteilung)
austreten konnen. Die Wahrscheinlichkeit, ein Molekiil in der Gasphase vorzufinden, ist
dabei wiederum proportional zum Boltzmann-Faktor exp(—e/kpT). Je grofer € und je ge-
ringer T, desto geringer wird die Zahl der Teilchen sein, die pro Zeiteinheit in die Gasphase
gelangen.

Dampfdruck und Sieden

In einem zweiten Gedankenversuch fiillen wir ein Gefaf teilweise mit Fliissigkeit und ver-
schliefen dieses. Das Gefaf§ soll thermisch gut an die Umgebung angekoppelt sein, also bei
konstanter Temperatur bleiben. Auch jetzt werden Molekiile aus der Fliissigkeit austreten.
Sie konnen aber nicht entweichen, sondern fiillen allméhlich den freien Teil des Gefafles.
Diese Molekiile tragen zum Gesamtdruck iiber der Fliissigkeitsoberfliche bei (man nennt
den Beitrag einer Molekiilsorte zum Gesamtdruck auch Partialdruck, es gilt bei N Mo-
lekiilsorten: pges = Ziv pn)- Speziell bezogen auf die aus der Fliissigkeit verdampfenden
Molekiile sprechen wir vom Dampfdruck. Mit wachsendem Dampfdruck kehren aber
auch mit wachsender Wahrscheinlichkeit Molekiile aus der Gasphase in die Fliissigkeit
zuriick. Man erreicht schliellich ein stationéres Gleichgewicht, bei dem pro Zeiteinheit ge-
nauso viele Molekiile verdampfen wie kondensieren. Hier ist der Sattigungsdampfdruck
pp erreicht. Auch dieser ist proportional zum Boltzmannfaktor, es gilt:

—A

pp =po(T) - 7. (6.41)

Bei 20°C betrigt pp fiir H,O 23.3 mbar, fiir Hg 1.6x1073 mbar und fiir Methylalkohol
125 mbar.

Abb. zeigt den Sattigungsdampfdruck von HyO als Funktion der Temperatur. Einige
Zahlenwerte sind tabellarisch mit abgegeben.

Speziell erreicht bei einer Temperatur von 100°C der Séttigungsdampfdruck den Atmo-
spharendruck von 1013 mbar. Hier beginnt das Wasser zu sieden; HoO-Molekiile entwei-
chen nicht nur durch die Grenzflache fliissig/gasformig sondern bilden auch im Fliissig-
keitsvolumen Gasblasen. Der Druck in den Gasblasen ist gleich dem Auflendruck von 1013
mbar.
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Im pT-Phasendiagramm der Abb. ist der Gesamtdruck gegen die Temperatur aufge-
tragen. Die Grenzlinie fliissig/gasformig ist dadurch bestimmt, dass der Sattigungsdampf-
druck gleich dem Auflendruck wird. Es gilt also:

-2
Psiede = pp = po(T') - €77 (6.42)

Pumpt man einen teilweise mit Wasser gefiillten Kolben ab, so findet man, dass das Wasser
bei ca. 23 mbar zu sieden beginnt. Hier ist der Druck im Kolben gleich dem Dampfdruck
bei 20°C.

pibar
T PC) p fmbar] | T [°C] p [mbas] 1
0 6.1 100 1013 0.9
10 13.3] 110 1432 08
20 9233|120 1985 0.7
30 422 130 2700 0,6
40 737 150 4760 0,5
50 123 170 7919 gg’
60 199 | 190 12549 o0
70 311 300 82894 i
80 473 | 350 165330 ., EEEEE T i
90 701 =100 1350000 VS0 00

PRIE

Abbildung 6.38: Dampfdruckkurve von HyO mit einigen Zahlenwerten fiir pp bei verschie-
denen Temperaturen. Quelle: Gerthsen Physik, Tab. 5.12 und Abb. 5.56

Abb. demonstriert nochmals die Abhéngigkeit pp o< exp(—const/T). Die Abbildung
zeigt das Phasendiagramm von HyO in der Auftragung In(p) gegen 1/T. Die Phasengrenz-
linie fliissig/fest verlauft praktisch hier praktisch linear, was In(pp) o 1/T" entspricht.

Luftfeuchte

Meist liegt die Konzentration des Wasserdampfs in der Atmosphére deutlich unterhalb
des Sattigungsdampfdrucks liegen. Das thermodynamische Gleichgewicht hat sich dann
noch nicht eingestellt, das Wasser verdunstet. Man gibt die aktuell vorhandene Menge an
Wasserdampf als Luftfeuchte an. Die absolute Luftfeuchte bezeichnet die Konzentra-
tion des Wasserdampfs in g/cm?®. Die relative Luftfeuchte ist das Verhiltnis absolute
Feuchte/Sattigungsfeuchte. Sie wird durch Hygrometer gemessen. Man nutzt dabei in
der Regel indirekte Effekte wie die Eleastizitdt von Haaren oder die beim Verdunsten
erzeugte Temperaturabsenkung aus. Wenn Luft bei einer relativen Luftfeuchte < 100%
abgekiihlt wird, sinkt der Dampfdruck und damit die Séttigungsfeuchte. Der Wasserdampf
muss, wenn der Sattigungswert erreicht ist (" Taupunkt”), aus der Luft auskondensieren.
Dies geschieht beispielsweise als Tau bzw. Nebel.

Clausius-Clapeyron-Gleichung

Wir kehren nochmals zum Séttigungsdampfdruck und zur Phasengrenzlinie fliissig/gas-
formig zuriick. Man kann einen sehr wichtigen Zusammenhang finden zwischen der Ver-
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Abbildung 6.39: Phasendiagramm von HaO in einer Auftragung Inp gegen 1/T. Quelle:
Gerthsen Physik, Abb. 5.58

dampfungswéirme A, der Steigung der Phasengrezlinie und den spezifischen Volumina der
beiden Phasen:
dpp

A= Tﬁ - (vp — vg) (" Clausius-Clapeyron-Gleichung”) (6.43)

Hierbei ist vy, das "spezifische Volumen” der Fliissigeit (= 1/Dichte), vp das spezifische
Volumen des Dampfes. Fiir 1 Mol lautet diese Gleichung:

dpp

A=T .
dr

(Vmol,D - Vmol,ﬂ) (644)

Es ist im allgemeinen Vp > Vg, und damit A ~ Tdé’—j? * Vinol.D-

Weiterhin ist Vp > 0 und A > 0. Damit muss notwendig dpp/dT > 0 sein, also die
Phasengrenzlinie im pT-Diagramm nach "rechts” geneigt sein.

Benutzen wir ferner fiir den Dampf das ideale Gasgesetz: ppVmo,p = RT', so erhalten wir:
‘Z’—IE’ SR %. Man kann durch Differentiation sofort sehen, dass pp = po - e M%7 diese

Gleichung 16st.

Zur Ableitung der Clausius Clapeyron-Gleichung betrachtet man einen Carnot-
schen Kreisprozess, bei dem eine Fliissigkeit verdampft wird. Der Prozess ist in Abb.
schematisch im pV-Diagramm dargestellt.

Im Punkt ”4” (Druck p;, Temperatur T') seien sehr knapp an der Phasengrenzlinie alle
Molekiile in der Fliissigkeit (Volumen: V). Man erwédrmt dann die Flissigkeit (z. B.
adiabatisch) um eine Temperatur d7’, d. h. bewegt sich von 4 — 1. Da es sich um eine
infinitesimale Anderung handeln soll, sind die dabei auftretenden Energiesinderungen sehr
klein und sollen vernachléssigt werden. Vom Punkt 71”7 zum Punkt ”2” verdampfe die
ganze Fliissigkeit, wobei sowohl der Druck als auch die Temperatur konstant bleiben.
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Abbildung 6.40: Kreisprozess zur Ableitung der Clausius-Clapeyron-Gleichung.

Das Volumen vergroflert sich dabei von Vi, auf V. Hierdurch kann ein Kolben die Arbeit
AW; = (p1+dp) - (vp —vp) verrichten. Von 72" nach ”3” wird das Gas (z. B. adiabatisch)
von T'+dT auf T abgekiihlt, wobei wieder der Druck p; erreicht wird. Wir vernachléssigen
wiederum die infinitesimal kleine Anderung von Vp. SchlieBlich wird das Gas von ”4” nach
717 kondensiert. Der Kolben leistet die Arbeit AWy = —p; - (Vp — V). Die gesamte vom
Kolben geleistete Arbeit ist AW = AW, + AW, = (Vp — Vp)dp. Beim Verdampfen
musste auflerdem die Wiarme AQ = A - M (M: Masse der Fliissigkeit) einem Wirmebad
entnommen werden. Der Wirkungsgrad ist also:

AW (Vp=Vp)dp  (vp — vp)dp

= = = , 6.45

TTAQ M ) (6.45)

Andererseits gilt fiir einen Carnot-Prozess: n = % = %. Hierbei haben wir die
kleine GroBe d1' im Nenner vernachlassigt.

Der Vergleich liefert: M = %, was aufgelost nach A die Clausius-Clapeyron-

Gleichung ergibt.

Phaseniibergang fliissig-fest:
Schmelzen und Sieden

Auch fiir den Phaseniibergang fliissig-fest lisst sich ganz analog zum Ubergang gasférmig-
fliissig durch Betrachten eines infinitesimalen Carnot-Prozesses iiber die Phasengrenze
hinweg eine Clausius-Clapeyron-Gleichung ableiten:

dps

AN=Tor

('Ufl - Ufest)- (646)

Hierbei ist die Schmelzwérme A > 0. Jetzt kann aber vy sowohl groBer als auch kleiner
als vyesr sein. Fiir die meisten Stoffe ist vy > vpes. Dann ist die Schmelzkurve p,(7T)
wiederum im pT-Diagramm nach rechts geneigt. Fiir einige Stoffe (insbesondere HyO!) ist
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aber vf.q < vg. Dann ist notwendig dp,/dT" < 0; die Schmelzkurve ist nach links geneigt
(vgl. Abb. [E36]).

Als Konsequenz schmilzt Eis unter Druck. Ein Schlittschuh gleitet deshalb auf einem
Wasserfilm.

Weiter ist anzumerken, dass im allgemeinen die Differenz |vsess — vyi| wesentlich kleiner
ist als die entsprechende Differenz beim Phaseniibergang fliissig/gasférmig. Wenn A und
X von gleicher Groflenordnung sind, ist deshalb dps/dT deutlich groer als dpp/dT, die
Schmelzkurve verlauft im p7T-Diagramm sehr steil.

Phaseniibergang fliissig-gasformig:
Sublimation und Deposition

Wir demonstrieren den Prozess der Sublimation durch festes CO, das wir dadurch her-
stellen, dass wir fliissiges CO5 aus einer Hochdruckflasche (T=20°C) ausstromen lassen.
Hierbei wird COy zunéchst gasféormig und kiihlt beim Entspannungsvorgang bis in die
feste Phase ab. Fiir p = 1 bar hat festes CO5 eine Temperatur von -78.5°C und sublimiert
in die Gasphase, was experimentell gut beobachtet werden kann. Der Effekt wird haufig
bei Biithnenshows eingesetzt (" Trockeneis”).

Phasengleichgewicht fest-fliissig-gasformig;
Gibbs’sche Phasenregel

Wir kommen schliefSlich zum Gleichgewicht fest-fliissig-gasformig. Hier sind Temperatur
und Druck fiir einen bestimmten Stoff eindeutig festgelegt (” Tripelpunkt”).

Eine Verallgemeinerung auf ein System von & Komponenten (z. B. Losungen unterschied-
licher Atomsorten) besagt, dass die Zahl der Freiheitsgrade (z. B. Druck, Temperatur,
Mischungsverhéltnis der Komponenten) gegeben ist durch:

f=k+2—p: (6.47)

Hierbei ist p die Zahl der koexistierenden Phasen (z. B. gasférmig, fliissig, fest).

Fiir eine Atomsorte ist k = 1. Dies liefert fiir die Koexistenz gas/fliissig/fest p = 3 und
f = 0. Das System ist eindeutig festgelegt. Fiir Losungen zweier Stoffe (wir besprechen
einige Details im néichsten Kapitel) ist & = 2. Die Phasen gas/fliissig/fest konnen auf
einer ganzen Linie im in einem (p, T-Konzentration)-Diagramm koexistieren.

Verfliissigung von Stickstoff, Sauerstoff, Helium

Sauerstoff siedet bei ca. 90 K, Ny bei 77 K. Hat man bereit fliissigen Stickstoff erzeugt, so
lasst sich fl. Oy dadurch herstellen, dass eine gut warmeleitfahige Fliache (in unserem Ex-
periment: ein mit fl. Ny gekiihlter Cu-Zylinder) auf eine Temperatur unter den Siedepunkt
von O gekiihlt wird. Oy kondensiert dann aus der Luft aus.

Zur Erzeugung fliissigen Stickstoffs (oder auch fliissiger Luft) verwendet man das ” Linde-
Verfahren”, das in Abb. skizziert ist.
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Man setzt zunéchst ein Gas unter hohen Druck, wobei die dabei freiwerdende Wéarme an
die Umgebung abgefiihrt wird. Das komprimierte Gas leitet man in ein Gefafl; wo es {iber
ein Drosselventil entspannt wird. Das Gas kiihlt dabei ab (" Joule-Thomson-Effekt”),
ist aber im ersten Zyklus noch nicht fliissig. Jetzt wird das Kaltgas zum Kompressor
zuriickgeleitet, wobei es das entgegenstromende noch wiarmere Gas vorkiihlt. Nach einigen
Zyklen setzt die Verfliissigung ein.

Man kann zeigen (s. unten), dass der Prozess der Gasentspannung durch ein Drosselventil
ein Gas nur dann zur Abkiihlung fiihrt, wenn die Ausgangstemperatur unterhalb der
" Inversionstemperatur” T; liegt, die das 6.75-fache der kritischen Temperatur ist. Fiir Ny
betragt Ti 851 K, fiir H2 225 K, fiir He 35.8 K. Speziell He-Gas muss man durch andere
Kiihlverfahren unter3b K kiihlen, damit der Joule-Thomson-Effekt zur Abkiihlung und

Verfliissigung fiihrt.
1
n L

Wéarme-
austauscher

(T

Flissigkeit

Abbildung 6.41: Gasverflissigung nach Linde. Quelle: http://www.tu-bs.de/institute/
pci/aggericke/PC1/Kap_11/JT-Effekt.htm

Joule-Thomson-Effekt Beim Joule-Thomson-Effekt stellt man sich vor, dass ein Gas
durch eine Drosselstelle wie in Abb. gezeigt durchgedriickt wird. Das Gesamtsystem
sei dabei thermisch von der Umgebung isoliert.

Der linke Druckstempel verrichtet die Arbeit p;V; am Gas, dieses leistet die Arbeit psVs
am rechten Stempel. Die Differenz dndert die innere Energie E des Gases, d. h. Fy, — E; =
p1Vi — paVa.

Die Grofle H = E+pV (”Enthalpie”) bleibt also wihrend des Prozesses konstant (”isent-
halpe Zustandsinderung”). Fiir vorgegebenes pq, ps, V; ldsst sich zusammen mit der
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Abbildung 6.42: Joule-Thomson-Effekt: Gasentspannung durch eine Drossel. Quelle:
hitp:/ /www.fs-physik.uni-bonn.de /scripts /andere /thermo /joulethomson. html

van der Waals-Gleichung (p+ %) (V —b) = vRT die Temperaturinderung des Gases
berechnen.

Die innere Energie des realen Gases hat wie das ideale Gas zunéchst (fiir 1 Mol, d. h.

v = 1) den Beitrag gRT . Es kommt jetzt aber noch ein weiterer Beitrag —a/V hinzu, da
Arbeit gegen die Kohésionskrifte zwischen den Molekiilen geleistet wird. Der Gradient
dieses Terms liefert gerade den Binnendruck a/V?.

Es gilt also (fiir 1 Mol):

f a
H==RT ——+pV. 6.48
; P (6.48)
Man muss jetzt unter Benutzung der van der Waalsgleichung die Gréfie dT'/dp bestimmen,

wobei die Nebenbedingung H = const. zu erfiillen ist.

Wir wollen dies hier nicht im Detail durchfiihren sondern statt dessen eine vereinfachte
Darstellung wéhlen, bei der wir annehmen, wir hatten die Volumina V; und V5 vorgegeben.
Wir berechnen dann die Grofie dT'/dV unter der Nebenbedingung H = const.

Es gilt: dH = g—l‘f ‘ Teeomst. AV F g—l; ‘V:C(mst -dT. Hier ist dH das "totale Differential”. Mit
ist die partielle Ableitung nach = (x = T, V') bezeichnet.

Hieraus folgt

T H _
d_ _ (a /8V>T—const. (649)
av (8H/6T)V:const.
Wir 16sen die van der Waals-Gleichung nach p auf und setzen in H ein:
f a RT a f V 2a
H==RT - — ——— | ' V=RT|4+—| — —. 6.50
2 Vv + V—b V2 2 + V-0 Vv (6.50)
Ausfiihren der Ableitung ergibt:
dT|  weE — e RTb—2a 6.51)
av| I - ‘

%—Fm (£+1)RV2

Hierbei wurde im letzten Schritt V — b~ V gesetzt.
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Die Grole dT'/dV wechselt offensichtlich ihr Vorzeichen bei T; = 2a/Rb = 6.75T ..y =
6.75(8a/27Rb). T; ist die Inversionstemperatur, oberhalb der sich ein durch die Drossel
stromendes Gas erwérmt anstatt abzukiihlen. Fiir ein ideales Gas ist a = b = 0. Dann ist
(dT'/dV) g = 0, wie es auch sein muss, da dessen innere Energie nur von der Temperatur
abhingt und sich bei dem Uberstrémvorgang nicht éndert.

Die Abb. zeigt in einem 7' — p—Diagramm das Ergebnis der vollstdndigen Rechnung.
Unterhalb der ”Inversionskurve” kiihlt das Gas ab, auflerhalb erwérmt es sich.

PPt
12

+ .00

Abbildung 6.43: Inversionkurve im T — p—Diagramm. Unterhalb der parabolischen Linie
kihlt sich das Gas beim Aus- bzw. Uberstromen ab, oberhalb erwdrmt es sich. Quelle:
hitp:/ /www.fs-physik.uni-bonn.de /scripts /andere /thermo /joulethomson. html

Kiihlung durch adiabatische Entmagnetisierung

Zum Abschluss dieses Abschnitts wollen wir nochmals auf die adiabatische Entmagneti-
sierung eingehen, die wie bei der Aufzéhlung verschiedener Kiihlverfahren bereits genannt
hatten. Mittlerweile ist der Begriff der Entropie eingefiihrt, so dass wir den Prozess ge-
nauer beschreiben kénnen.

Elektronen wie viele Atomkerne haben einen Eigendrehimpuls (Spin), der zu einem ma-
gnetischen Moment fi fiihrt. Diese Spins lassen sich durch ein dufleres Magnetfeld B
ausrichten, dabei ist die Energie durch E = [iB gegeben.

Ohne duBeres Feld sind die Spins der einzelnen Elektronen bei hohen Temperaturen véllig
ungeordnet, die Entropie ist hoch. Zu niedrigen Temperaturen hin richten sich die Spins
immer besser aus, die Entropie sinkt und verschwindet fiir 7" — 0. Bei endlichen Tempe-
raturen ldsst sich die Entropie auch durch Anlegen eines moglichst hohen Magnetfeldes
erniedrigen (vgl. Abb. G44).

Man legt nun bei einer hohen Anfangstemperatur zunécht isotherm ein Magnetfeld B; an,

das viel hoher ist als das Feld By (717 — 727). By selbst ist durch die Wechselwirkungen
zwischen den Elektronen bzw. Atomkernen selbst vorgegeben und materialabhéngig.

Anschlieflend wird die Probe thermisch von der Umgebung isoliert und das Magnetfeld
langsam abgeschaltet. Bei diesem adiabatischen Prozess kiihlen zunéchst die Elektronen
bzw. Kerne und nach einiger Zeit der gesamte Kristall ab. Die Entropie des Spinsystems
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ist dabei iiber den Boltzmann-Faktor eine Funktion von jiB/kgT. Fiir den adiabatischen
Abkiihlvorgang "2” — 73" ist S = const. und damit auch das Verhéltnis B/T. Also ist

Tend/Tanf = BO/BI-

Man kann mit der Entmagnetisierung von
Kernspins Endtemperaturen im Bereich
um 1 pK erreichen, fiir Elektronen Werte
um 30 K. Die Begrenzung kommt unter
anderem dadurch zustande, dass unter-
halb einer gewissen Temperatur sie Spins
spontan in einen geordneten Zustand (z.
B. Ferromagnetische Ordnung) iibergehen
und dann das Verfahren nicht mehr funk-
tioniert.

S a
1
B=8,
3 fe N B=B.>>B,
............................. 2
Tend Tanf , T

Abbildung 6.44: Adiabatische Entmagnetisie-

rung.
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6.12 Losungen

Wir haben im letzten Abschnitt die Phasen fest /fliissig/gasformig eines einkomponentigen
Stoffs (z. B. H,O, CO,) diskutiert. Jetzt gehen wir zu zweikomponentigen Systemen iiber,
bei denen zwei unterschiedliche Substanzen gemischt sind.

Unter "Losung” versteht man eine sehr feine (evtl. molekulare) Durchmischung zweier
Substanzen. Dagegen bezeichnet ein " Gemenge” eine grobe Durchmischung.

Man charakterisiert Losungen neben Variablen wie Druck, Temperatur, Volumen zusétz-
lich durch die Konzentation c, die beispielsweise durch die Molaritédt angegeben wird
(d. h. wie viele Mol einer gelosten Substanz in 1 1 Losung sind).

6.12.1 Osmotischer Druck; Pfefferzelle

Eine Pfefferzelle (Abb. B20) ist ein Gefafl
mit porésen Winden, durch die Losungs- Pfefferzelle
mittel (z. B. HyO) durchtreten kann. Da-

gegen ist diese Wand fiir den geldsten Stoff h I
(z. B. Kochsalz) undurchlissig.

Wiirde man eine zunéchst leere Pfefferzelle
in ein Losungsmittel (z. B. Wasser) stellen,
so wiirde sie sich langsam fiillen. Nach ei-
niger Zeit wéren die Fliissigkeitsspiegel in-
nen und aufen gleich hoch. Daran &ndert

Lésungsmittel Lésung

sich auch nichts, wenn sich im Inneren der Pordose Wand
Zelle ein Gemenge befindet (z. B. eingefiill-
ter Sand). Abbildung 6.45: Schema einer Pfefferzelle

Fiillt man dagegen einen l6slichen Stoff (z. B. Kochsalz, NaCl) in die Zelle, so 1ésen
sich das Salz auf, die Molekiile (genauer: Nat bzw. Cl~- Ionen) bewegen sich relativ frei
im Wasser und iiben beispielsweise bei Sto8en mit der Wand einen (Partial-)Druck auf
diesen aus. Man kann die im Losungsmittel gelosten Molekiile in guter Naherung durch
eine ideale Gasgleichung beschreiben:

DosmV = VRT ("Gesetz von van’t Hoff”) (6.52)

Hierbei wird der durch die gelosten Molekiile ausgeiibte Druck als ”osmotischer Druck”
bezeichnet. Er addiert zum Druck durch die Molekiile des Losungsmittels.

Eine Konsequenz des osmotischen Drucks ist, dass die Grenzfliache gas/fliissig in der Pfef-
ferzelle hoher liegt als die des Losungsmittels auflerhalb. Die Hohendifferenz h ist gerade
durch den zusétzlichen Druck in der Zelle, also den osmotischen Druck bestimmt. Es gilt:

Pri-g- h = Posm, (65?))

d. h. das Gewicht der Fliissigkeitssédule oberhalb der Grenzfliche des reinen Lésungsmittel
kompensiert den osmotischen Druck.
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Im Experiment sehen wir, dass die Pfefferzelle sich langsam mit Wasser fiillt. Je mehr
Salz im Wasser gelost wird, desto hoher steigt die Fliissigkeitssaule.

Der osmotische Druck ist auch dafiir verantwortlich, dass Wiirste manchmal in kochendem
Wasser platzen. Das in der Wurst vorhandene Salz durchdringt deren Haut nicht oder nur
sehr langsam, wiahrend das Wasser schnell eindringen kann.

Sehr hohe Béume bendttigen den osmotischen Druck, um Wasser in die oberen Regionen
zu transportieren. Eine reine Wassersédule konnte im Baum maximal 10 m hoch steigen,
da dann der Druck durch die Wassersiule gleich dem Auflendruck von 1 bar wird (1 m
Wassersédule & 0.1 bar). Die kalifornischen Mammutbdume schaffen es, bis zu 120 m hoch
zu werden.

6.12.2 Dampfdrucksenkung

Eine Losung hat einen niedrigeren Dampfdruck als das reine
Losungsmittel. Man kann sich den Effekt wiederum an Hand

einer Pfefferzelle klarmachen (Abb. G.Z6]).
Die Pfefferzelle steht in einem abgeschlossenen Volumen. Im P-Ap hI
Gasvolumen bildet sich Wasserdampf, der nach einiger Zeit P

seinen Sattigungswert erreicht. Wir nehmen an, dass der
geloste Stoff einen vernachléssigbar geringen Dampfdruck
hat und nicht zum Gesamtdruck {iber der Fliissigkeit bei-
tragt.

Jede der beiden Fliissigkeitsoberflichen, also sowohl die des

Losungsmittels im Auflenraum als auch die der Losung in der Abbildung  6.46:  Zur
Pfefferzelle steht nach einiger Zeit im stationédren Gleichge- Dampfdrucksenkung einer
wicht, bei dem genauso viele Wassermolekiile die Fliissigkeit Lésung

verlassen wie eintreten. Wéare das nicht der Fall, wiirde dies dem 2. Hauptsatz der Ther-
modynamik widersprechen. Wiirden z. B. aus der Oberfliche in der Zelle mehr Wasser-
molekiile aus- als eintreten, so miisste aus dem Auflenraum stdndig Wasser in die Zelle
nachstromen. Man kénnte dann eine kleine Turbine in die Membran einbauen, die stédndig
Arbeit leistet.

Nun herrscht auf der Oberfliche aulerhalb der Zelle der Druck p, auf der Oberflidche in der
Hohe h aber ein geringerer Druck p—Ap (barometrische Hohenformel!). Die Druckdifferenz
Ap ist gegeben durch

Ap = ppampt - g+ b, (6.54)

da in der Hohe h pro Flécheneinheit die Masse ppamps - h weniger auf der Oberfldche lastet.
Andererseits konnen wir h auch durch den osmotischen Druck ausdriicken:

PfL-g- h = Posm bzw. h = Posm (655)
PfL- 9
Dies ergibt:
Ap = ool (6.56)
Pl

Wir wollen jetzt noch den osmotischen Druck aus dieser Gleichung eliminieren.
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Der geloste Stoff in der Zelle wie der Dampf im Gasraum gehorchen einer idealen Gas-
gleichung. Die Temperatur soll in der Zelle die gleiche sein wie auflerhalb. Dann gilt:

Posm _ Pgel _ H-c
Pdampf Pl Pyl

(6.57)

Hierbei haben wir mit pg.; die Dichte des gelosten Stoffes bezeichnet, mit ;1 seine Masse
pro Mol.

Damit erhalten wir:

Ap = pﬂc ("Raoult’sches Gesetz”). (6.58)
P

Der Dampfdruck der Losung erniedrigt sich also proportional zur Konzentration des
gelosten Stoffes. Dies gilt, solange ¢ nicht allzu groff wird. Andernfalls ist das Gesetz
von van’t Hoff nicht mehr erfiillt.

Wir demonstrieren die Dampfdrucksen-

kung an Hand einer Losung von Magne- Nentil

siumchlorid in Wasser. Der Aufbau ist in
Abb. gezeigt.

Zwei Glaskolben sind durch ein mit Queck-

silber gefiilltes U-Rohr (Hg-Barometer)

miteinander verbunden. Parallel zum U-

Rohr verlauft ein zweites Rohr, das durch

ein Ventil verschlossen werden kann. Bei

offenem Ventil ist der Druck iiber den bei- Hg

den Kolben der gleiche, die beiden Schen-

kel des U-Rohrs sind gleich hoch. Schlief3t

man das Ventil, so stellt sich auf der linken

Seite des U'—Rohrs der Sé’fttigungsdampf— reines Wasser Lésung
druck des reinen Wassers ein, auf der rech-
ten Seite der Séattigungsdampfdruck der
Losung. Das Quecksilber steht im linken
Schenkel des U-Rohrs hoher als im rech-
ten. Die Hohendifferenz der beiden Hg-Oberfldchen ergibt direkt den Druckunterschied
und damit die Dampfdrucksenkung Ap in Torr.

Abbildung 6.47: Messaufbau zur Demonstra-
tion der Dampfdrucksenkung in der Ldsung

6.12.3 Gefrierpunktserniedrigung und Siedepunktserh6hung

Die Dampfdrucksenkung fiihrt zu zwei Konsequenzen:

e Der Siedepunkt einer Losung ist gegeniiber dem Siedepunkt des reinen Losungsmit-
tels erhoht (”Siedepunktserhéhung”).

e Der Gefrierpunkt der Losung ist gegeniiber dem Gefrierpunkt der reinen Losungs-
mittels erniedrigt (" Gefrierpunktserniedrigung”).
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Die Gefrierpunktserniedrigung erlaubt, durch ”Salzen” die Straflen im Winter eisfrei u
halten.

Siedepunktserhéhung

Die Abb. B48 zeigt qualitativ, wie die Siedepunktserhohung zustande kommt. Die Dampf-
druckerniedrigung der Losung verlangt, dass deren Dampfdruckkurve gegeniiber der
Dampfdruckkurve des reinen Losungsmittels im p — T-Diagramm bei gegebener Tempera-
tur nach "unten” verschoben ist. Bei vorgegebenem Druck ist dann die Siedetemperatur

um AT, erhoht.

Quantitativ kann dies leicht mittels des Ausdrucks pp =

po - e METs fiir den Sattigungsdampfdruck abgeleitet wer-  p reines
den. Differenzieren nach T ergibt: Losungsmittel
dpp —A/RTs A A fltissig \
AT, =Dpo-€ : —RTSQ =Pb RT? (6.59) Lésung
mit Z”TIS’ — ﬁ—];? ergibt sich:. |7 gast.
App A oA
— = AT, = — - T, 6.60
Pp RT? RT? ( )
T
) tat- — K
Nach dem Raoult’schen Gesetz ist: App = pp i€ Abbildung 6.48: Siedepunkts-
und damit: AT, = fo _ ;XRTSQ efh(')'u.ng und Dampfdrucker-
oL P niedrigung

Die Siedepunktserh6hung ist also proportional zu ¢ und
héangt quadratisch von T, ab. Die Abhéngigkeit von p erlaubt ausserdem, Molgewichte
durch Messung der Siedepunktserhohung zu bestimmen.

Gefrierpunktserniedrigung
Man kann fiir die Gefrierpunktserniedrigung ganz analog zur Siedepunktserhohung finden:

2
RT;

AT, = —
! Npi ¢

(6.61)

Wir wollen diesen Ausdruck hier nicht im Detail herleiten. Qualitativ wird die Siedepunk-
terniedrigung aber aus Abb. klar, die die Schmelzlinie zusammen mit der Siedellinie
zeigt.

Man beachte weiter, dass von der Warte des gelosten Stoffes aus zumindest der Schmelz-
punkt erhoht wurde. Der Stoff war ja in reiner Form bei Zimmertemperatur fest und wur-
de durch Zugabe von Wasser fliissig. Siedepunktserniedrigung und Dampfdruckerh6hung
gelten also nur fiir nicht allzu grofle Konzentrationen c.

Losungen zweier Materialien konnen sich bei hohen Konzentrationen sehr kompliziert
verhalten. Die Abb. zeigt einige Beispiele, bei denen die beiden Fliissigphasen z.
T. gemischt und zum Teil entmischt sind. Der Bereich, in dem getrennte Phasen vor-
liegen, wird ”Mischungsliicke” genannt. Am linken bzw. rechten Rand liegen die beiden
Substanzen jeweils in reiner Form vor.
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flissig .
B

Losun
.:/g

T W eine Phase
LOST e UCST———=
zwei Phasen
eine Phase
Beispiel : Beispiel :

Triethylamin-Wasser

Phenol-Wasser

LGST—T——= zwei Phasen
T zwei Phasen UCSTH——=
p— eine Phase
LCST T~~~ 17
eine Phase zwei Phasen
Beispiel : Beispiel :

Nicotin-Wasser

Schwefel-Triphenylamin
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Abbildung 6.49: Siedepunktserhohung und Gefrier-
T punktserniedrigung im pT'-Diagramm

Abbildung 6.50: Mischungen zweier Flissigkeiten. Nach oben ist jeweils die Tempe-
ratur aufgetragen, nach rechts die Konzentration. Quelle: hitp://ttk-net.ciw.uni-karls-
ruhe.de/scripten/wwwct /node4 7. html

6.12.4 Diffusion und Wiarmeleitung
Diffusion

Wir betrachten jetzt einen geschlossenen Behélter mit eingefiigter Trennwand. Im Teil-
volumen 1 befinde sich ein Gas, Teilvolumen 2 sei leer. Offnet man in der Trennwand ein
Loch (Flache A), so werden Gasmolekiile in das Teilvolumen 2 fliegen. Die Teilchenzahl
im Volumen 1 nimmt ab, die Teilchenzahl im Volumen 1 zu. Nach einiger Zeit befinden
sich im Mittel gleich viele Molekiile in beiden Teilrdumen. Dann bewegen sich gleich viele
Molekiile von 1 nach 2 wie von 2 nach 1. Zu einem fritheren Zeitpunkt hat sich dieses
Gleichgewicht noch nicht eingestellt. Wir fragen jetzt danach, wie viele Teilchen in einer
gewissen Zeit At im Mittel durch die Offnung treten.

Zunéchst gllt AN = N1_>2 — N2_>1.
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Fiir das Zeitintervall At wahlen wir die Stof3zeit 7, iiber die die Teilchen im Mittel zwischen
zwei Stofen frei fliegen.

In diesem Zeitintervall gelangen vor allem solche Teilchen durch die Offnung (bei 2 = ),
die sich etwa eine Streuldnge [ von der Trennwand entfernt befinden. Diese Teilchen legen
in der Stofzeit T gerade die Strecke [ = vy, - t zuriick. Hier ist vy, die mittlere thermische
Geschwindigkeit, die gleich der Wurzel aus dem mittleren Geschwindigkeitsquadrat der
3kpT

m )

Gasmolekiile definiert war. Es war: vy, = wobei m die Masse eines Molekiils ist.

Die Streulidnge [ sei klein gegen alle anderen Dimensionen des Systems (Durchmesser der
Offnung, Abmessungen des Behélters). Die Bewegung der Teilchen wird dann durch Sté8e
untereinander dominiert. Die Teilchen diffundieren durch die Offnung.

Die Teilchendichte bei x = xy — I sei n(x — [). Wiirden alle Teilchen geradlinig auf die
Offnung zufliegen, so wiirden sich n(x — 1) - A - vy, - I Molekiile in der Zeit At = 7 durch
die Offnung bewegen. Tatséchlich bewegen sich im Mittel aber nur 1/6 dieser Molekiile
in Richtung +x.

Fiir Ny, ergibt sich also:
1
N1_>2 = EA . n(l’o - 1) * Utp, At. (662&)
Ganz analog finden wir:

1
N2_>1 = EA . n(:z:o + 1) * Utp At. (662b>

Streng genommen koénnen sich 7, vy, und ! rechts und links der Offnung unterscheiden.
Wir nehmen an dieser Stelle aber an, dass diese Unterschiede gering sind, d. h. dass bereits
viele Teilchen durch die Offnung getreten sind.

Die Differenz ergibt:

AN = Ni_o — Noy = = - Aln(zg — 1) — n(zo + 1)] - vy, - At (6.63)

| =

Da wir annehmen, dass sich die Teilchendichten im Abstand I von der Offnung nicht
allzusehr unterscheiden, kénnen wir n(zo — [) Taylor-entwickeln:

dn
-~ - —1 6.64
(o — 1) % (o) — 5 (6.64a)
Analog finden wir fiir n(xg + 1):
d
n(zo + 1) ~ n(we) + 2 (6.64D)
dx
und damit:
1 dn 1 dn
AN—Nl_Q—NQ_)l = —6142% "Uth'At— —gA%'UthAt (665)
oder

AN_ A-D dn

E —_— * %. (6.66)
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D = %vthl ist die Diffusionskonstante. Sie hingt iiber vy, von der Temperatur und
der Teilchenmasse ab, sowie iiber [ von der Dichte der Teilchen (je enger die Teilchen
zusammen sind, desto kiirzer wird die Zeit zwischen zwei Stofien).

Fiihrt man den Teilchenstrom J = AA—]X ein (d. h. die Zahl der Teilchen, die pro Zeit durch

die Offnung ”strémen”), sowie die Stromdichte j = J/A, so erhalten wir:

j=-D- Z—n 1. Fick’sches Gesetz. (6.67)
x

Wir haben hier angenommen, dass die Gasmolekiile nur in z-Richtung diffundieren.
Bei der Diffusion in drei Dimensionen erweitert sich dies zu: j = —D - grad(n).

Das 2. Fick’sche Gesetz beschreibt die zeitliche Anderung der Teilchenzahl in einem klei-
nen Teilvomumen AV. Bei Bewegung allein in z-Richtung ist dV' gegeben durch A - dz.
Der linke Rand des Volumenelements befinde sich bei z, der rechte bei x + dz. Von
links stromen j(x) Teilchen pro Zeiteinheit in dV hinein, an der rechten Begrenzung
J(2 + dx) Teilchen wieder heraus. Die zeitliche Anderung der Teilchenzahl in dV ist also:
¥ = J(x) — J(x + dz). Wir teilen durch dV = A - dz und erhalten:

dn = i(z) — jx + d) = 4 2. Fick’sches Gesetz (6.68)
dt dz dz

In 3D miissen wir beriicksichtigen, dass aus allen Fléchen unseres (wiirfelformigen) Volu-
menelements dV Teilchen aus- bzw. eintreten. Es gilt dann:

dn Qo djy  dj: =
— ==+ 4 =) =( .
7 (d:c + d + g (6.69)

Mit "div” wird die ”Divergenz” bezeichnet, die Sie im Sommersemester noch ausfiihrlich
benutzen werden.

Experimentell demonstrieren wir die Diffusion dadurch, dass wir Wasserstoff in ein mit
Luft gefiilltes Tongefdfl eindiffundieren lassen. Der Druck im Gefafl wichst zunéchst
stark an und fallt dann wieder ab. Quantitativ konnte man diesen Prozess mit Hilfe
der Fick’schen Gleichungen berechnen. Der Prozess ist aber auch qualitativ einsichtig:

Die Hy-Molekiile haben eine weit hohere thermische Geschwindigkeit und damit Diffusi-
onskonstante als die sich im Geféf§ befindende Luft. Die Hy-Molekiile diffundieren schneller
ein als die Luftmolekiile entweichen konnen. Der Druck im Gefafl wéchst an. Nach einiger
Zeit stellt sich aber wiederum ein Druckausgleich ein.

Wirmeleitung in Gasen

Ganz analog wie die Diffusion kénnen wir die Warmeleitung von Gasen behandeln. Hierzu
nehmen wir an, ein geschlossenes langes Rohr sei mit Gas gefiillt und werde auf einer Seite
auf die Temperatur T} erhitzt. Die Temperatur der anderen Seite sei T5. Die Gasmolekiile
nahe der erhitzten Stelle haben jetzt eine hohere mittlere kinetische Energie und Tempe-
ratur als die anderen. Diese Molekiile werden sich jetzt durch den Stab bewegen und ihre
kinetische Energie allméhlich an die anderen Molekiile abgeben. Der Prozess und auch
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der weitere Rechenweg ist vollig analog zur Diffusion. Wir fragen jetzt nach der Wérme-
energie, die die Elektronen beim Durchtritt durch eine Fliche A bei x = x9 abgeben bzw.
aufnehmen.

Man findet: AQ J
1 E
Mit E = %fk;BT folgt hieraus:
AQ 1 dU n ~dT dT

mit der Warmeleitfahigkeit A, = é f kpnugl. Fiihrt man hier noch die Warmekapazitét

pro Volumeneinheit C' = %an ein, so ergibt sich:

1
Ao = 5Cvnl (6.72)

Mit der Definition eines Wérmestroms J, = AQ/At bzw. einer Warmestromdichte j, =
Jy/A erhdlt man:
dar

Jo= g (6.73)

bzw. in 3D: j, = —A,gradT.

Wirmeleitung in Festkorpern

In elektrisch isolierenden Festkoérpern erfolgt die Wérmeleitung iiber die Schwingungen
des Kristallgitters. Nach den Gesetzen der Quantenmechanik zeigt sich, dass man diesen
Schwingungen Quanten (die ”"Phononen”) zuordnen kann, dhnlich wie die Photonen die
Quanten des Lichts darstellen. Diese Phononen lassen sich ihrerseits als Gas behandeln,
so dass man wiederum &hnliche Gesetze der Warmeleitung erhélt wie im Fall der Gase.

Bei Metallen kénnen sich Elektronen frei bewegen. Die Wérmeausbreitung geschieht z. T.
iiber die Phononen, zum iiberwiegenden Teil aber durch die Elektronen, die sich extrem
schnell (bis zu einigen % der Lichtgeschwindigkeit) durch das Metall bewegen konnen.
Die Warmeleitfahigkeit von Metallen ist daher meist sehr hoch.

Im stationédren Gleichgewicht (ein Ende eines Metallstabs der Lénge L wird auf der Tem-
peratur T gehalten, das andere auf Ty) variiert Andert sich die Temperatur praktisch
linear iiber den Stab. Es gilt dann: j, = —)\w%. Wir demonstrieren diesen linearen
Verlauf an einem Cu-Stab, der sich im Vakuum befindet.

Tabelle vergleicht die Warmeleitfiahigkeit einiger Substanzen bei 300 K,

Offensichtlich sind Metalle die besten Wéarmeleiter. Die meisten Isolatoren, Gase und
Fliissigkeiten leiten die Warme dagegen deutlich schlechter.



Kapitel 7

Schwingungen und Wellen

7.1 Uberlagerung von Schwingungen, Fourier Zerle-
gung

Im Abschnitt iiber die Bewegungen einzelner Teilchen haben wir uns sehr intensiv mit
den Harmonischen Schwingungen beschiftigt, die auftraten, wenn einzelne Teilchen
kleine Schwingungen um die Position ausfiihrten, bei der das Potenzial ein Minimum
besitzt. In diesem Fall ergibt sich in erster Ndherung eine Riickstellkraft, die linear mit
der Auslenkung x der Masse m aus dem Punkt minimaler potenzieller Energie anwéchst.
Diese fiihrte zu einer Newtonschen Bewegungsgleichung, die auf die Form

d? K

—sa(t) = ——a(t), (7.1)

gebracht werden konnte. Dabei steht K fiir die Stéirke der Riickstellkraft. Diese Differen-
zialgleichung zweiter Ordnung besitzt zwei voneinander unabhéngige Losungen

K
71(t) = cos(wt) und wy(t) = sin(wt) mit w =4/ —
sodass man die allgemeine Losung schreiben kann in der Form
x(t) = Acos(wt) + Bsin(wt) . (7.2)

Die Konstanten A und B kénnen z.B. durch die Anfangsbedingungen (¢ = 0) und @(t =
0) festgelegt werden. Alternativ zu den Losungen cos(wt) und sin(wt) kann man auch die
komplexwertigen Exponentialfunktionen als unabhéngige Losungen heranziehen und die
allgemeine Losung darstellen durch

z(t) = ae™ + Be ™", (7.3)

wobei die komlexen Parameter o und (§ so zu wéihlen sind, dass die reellwertigen An-
fangsbedingungen reproduziert werden. Wir bezeichnen solche Bewegungen, bei denen
die Auslenkungen mit einer reinen Kosinsus- oder Sinusfunktion beschrieben werden als
Harmonische Schwingungen (siehe Abb. [[Tl). Diese Bezeicnung gilt auch, wenn andere
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Zeit t/T

Abbildung 7.1: Graphische Darstellung einer Harmonischen Schwingung

physikalische Gréflen sich so verhalten, dass sie als Funktion der Zeit mit einer Kosinus-
oder Sinusfunktion mit einer festen Winkelfrequenz w beschrieben werden . Als ein Bei-
spiel fiir solche Harmonische Schwingungen wollen wir an dieser Stelle den Schall (hier
dndert sich der Druck als Funktion der Zeit) und elektromagnetische Schwingungen, bei
denen sich unter anderem die Stérke des elektrischen Feldes als Funktion der Zeit éndert,
erwiahnen. Weitere Beispiele werden wir spéter in diesem Kapitel betrachten.

Wir kénnen die Schwingung ([Z3)) auch umschreiben auf die Form
2(t) = aReal (e'“1)) = q cos(wt + J) (7.4)

Eine solche Harmonische Schwingung ist also definiert durch die Amplitude a die Pha-
senverschiebung 6 und die Winkelgeschwindigkeit w. Diese Winkelgeschwindigkeit driickt
man auch héufig aus durch die Frequenz v oder die Schwingungsdauer 7', das ist die Zeit,
die verstreicht bis das Argument der Kosinusfunktion eine volle Periode 27 durchlaufen
hat. Diese Grofien sind zueinander definiert durch

w= 2% = 27v. (7.5)
Was ergibt sich, wenn man mehrere Harmonische Schwingungen aufaddiert, man nennt
dies auch eine Uberlagerung von Schwingungen. Wir wollen dazu zunichst den Fall be-
trachten, dass wir nur zwei Schwingungen mit gleicher Amplitude a und 2 leicht unter-
schiedlichen Winkelgeschwindigkeiten wy — dw bzw. wy + dw haben. Die Uberlagerung
berechnet sich am leichtesten durch Aufaddieren der Schwingungen und ergibt

z(t) = acos((wg— ow)t) — acos((wy + dw)t)
= 2asin(dwt) sin(wpt) . (7.6)
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Abbildung 7.2: Grundschwingung mit Amplitudenmodulation.

Dies entspricht also einer Schwingung der Grundwinkelgeschwindigkeit wg deren Ampli-
tude mit der Zeit variiert und zwar mit einer Winkelgeschwindigkeit von dw, die sehr viel
kleiner sein kann als wy. Man spricht von einer Schwebung.

Eine Grundschwingung mit der Tragerfreqenz vy = wp/27 und einer Amplitude, die mit
einer geringeren Frequenz moduliert ist, ist in Abb. dargestellt. Solche amplituden-
modulierte Schwingungen ergeben sich durch die Uberlagerung von Schwingungen mit
leicht unterschiedlichen Frequenzen. Ein Anwendungsbeispiel fiir solche Schwingungsiiber-
lagerungen findet man etwa in der Ubertragung von Schallwellen mit Radiowellen. Die
Trigerfrequenz v, fiir eine Ubertragung im Ultra - Kurz - Wellen (UKW) Bereich liegt
z.B. bei 94 MHz, also 94 Millionen Schwingungen des elektromagnetischen Feldes pro
Sekunde. Horbare Schallwellen haben eine Frequenz v von 10 Hz bis etwa 20 KHz. Zur
Ubertragung solcher Schallwellen bendtigt man also Uberlagerungen von Radiowellen mit
v = 1y £ v, also nicht nur eine einzige Fequenz sonder ein ganzes Frequenzband.

7.1.1 Fourier Reihen

Nun beobachtet man aber in der Natur sehr viele verschiedene periodische Vorgédnge und
zwar nicht nur solche, die durch eine Harmonische Schwingung dargestellt werden. Wir
werden im folgenden sehen, dass sich solche periodischen Vorginge stets durch eine Uber-
lagerung von Harmonischen Schwingungen darstellen lassen. Man nennt diese Darstellung
einer periodischen Funktion f(z) die Fourier Reihe dieser Funktion.

Um diese Fourier Reihe zu spezifizieren, definieren wir zunéchst einmal, was wir unter einer
periodischen Funktion f verstehen. Wir betrachten dazu eine reellwertige Funktion f einer
Variablen z, die im Intervall —L < x < L definiert sein soll mit der Nebenbedingung,
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dass f(—L) = f(L). Die Lénge des Definitionsintervalls, 2L, heisst die Periodenlange
der Funktion. Eine solche Funktion kann dann periodisch ergénzt werden fiir beliebige
Argumente durch die Definition

f(x)= f(zx+2nL) fir — L <x <L undn eine ganze Zahl.

Die Fourier Reihe zur Darstellung dieser Funktion lésst sich dann schreiben in der Form
fx) =ay—= —I—Zan cos nz)+bni
VL

Dabei sind die a,, und b,, Koeffizienten, also Zahlen, die fiir die Funktion f(z) charakte-
ristisch sind und {iber deren Bestimmung noch zu reden sein wird. Die Wellenzahlen £k,
sind definiert durch

sin (k,z) . (7.7)

nm
o= . (7.8)

Damit sind die Funktionen cos(k,x) und sin(k,z) periodische Funktionen auf dem Inter-
vall [—L, L]. Die Gleichung ([L7) sagt aus, dass jede reellwertige periodische Funktion f
durch die entsprechenden periodischen Kosinus- und Sinusfunktionen dargestellt werden
kann. Diese periodischen Funktionen bilden némlich einen Vektorraum. Dies bedeutet
zuniichst einmal, dass jede Uberlagerung von periodischen Funktionen fi(z) und fy(x) in
der Form

f(z) =afi(x) + bfs(x),

mit a und b beliebigen reellen Zahlen, selbst wieder ein Element dieses Vektorraumes ist,
wovon man sich leicht iiberzeugen kann. Ausserdem sind die anderen Voraussetzungen fiir
cinen solchen Vektorraum erfiillt [l

Die Kosinus- und Sinusfunktionen bilden dann eine Basis in diesem Vektorraum und wir
kénnen (Z7) umschreiben auf die Form

f >=aoleo >+ anlen > +bulen > . (7.9)

n=1

In dieser Schreibweise haben wir also die Elemente des Vektorraumes identifiziert mit den
Bezeichnungen

flx) — |f>
1
7z T le>

1
—=cos(kp,x) — e, >

VL

%Lsm(knx) e s, (7.10)

siehe z.B. Kapitel IT aus H. Fischer und H. Kaul: Mathematik fiir Physiker I, Teubner Taschenbiicher,
und die entsprechende Vorlesung Mathematik. Eine ausfiihrliche Diskussion der Fourierreihe aus Sicht
der Mathematik findet sich im Kapitel III Paragraph 6 von H. Fischer und H. Kaul: Mathematik fiir
Physiker II.
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eine Bezeichnung, die insbesondere in der Quantenmechanik benutzt wird und die wir
deshalb an dieser Stelle auch schon mal einfithren wollen. Diese Basiselemente |e,, > und
|e, > bilden eine Orthonormalbasis. Zum Nachweis miissen wir aber zunéchst einmal de-
finieren, wie das Skalarprodukt zweier Vektoren in diesem Vektorraum der periodischen
Funktionen gebildet werden soll. Dazu fithren wir die Definition ein, dass das Skalarpro-
dukt zweier Elemente |f > und |g >, beziehungsweise der entsprechenden Funktionen
f(x) und g(x) berechnet werden soll durch

< flg >::/_ dx f(x) g(z) . (7.11)

L

Man muss sich davon iiberzeugen, dass diese Definitionen die Bedingungen an ein Skalar-
produkt erfiillt. Insbesondere kann man mit dieser Definition den Abstand zweier Funk-
tionen f und g definieren durch

f>—lg>|=v<f—glf—g>, (7.12)
mit .
<foglf—g>= / o (f(2) = 9(0)° (7.13)

Dieser Abstand ist also positiv definit und liefert nur dann den Wert Null, wenn die
beiden Funktionen f und g identisch sind. Mit dieser Definition kénnen wir uns nun davon
tiberzeugen, dass die in (ZI) aufgefiihrten Elemente eine Orthonormalbasis darstellen.
Es gilt also zum Beispiel

1 L
<ele; > = —/ dx cos(k;z) cos(k;x)
L.
1, firi=7>0
= {2 firi=j=1
0 sonst

Entsprechende Beziehungen gelten fiir die anderen Elemente
< gl|€j > und < ei‘gj >=0.

Wir miissen nun noch die Entwicklungskoeffizienten a,, und b,, des Elementes | f > unseres
Vektorraumes nach den Basiszusténden nach (Z9) bestimmen. Wie auch im einfachen
Vektorraum der Ortsvektoren geschieht das dadurch, dass wir das Skalarprodukt der zu
entwickelnden Funktion mit den einzelnen Elementen der Orthonormalbasis bilden. Es
gilt also

L
g =< fleo > \/%/_def(x),
1 L
a, =< fle, > ﬁ/—L dz f(x) cos(knx),

- I .
b, =< flen > ﬁ/—L dz f(x) sin(k,x) . (7.14)
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Fourier Reihe
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Abbildung 7.3: Dreiecksschwingung und deren Fourier Entwicklung nach (7.13)

Als Anwendungsbeispiel betrachten wir das Intervall mit L = 1 und darauf die Dreiecks-
funktion, definiert durch

2z +1) fir —1<z<—05
flx) =< 2z fir —05<x<0.5
2(1—2z) firob<z<l1

und dargestellt in Abb. Fiir diese Funktion f(z) kann man nun z.B. mit der Hilfe von
MAPLE die Entwicklungskoeffizienten nach (ZI4]) berechnen. Man findet

a=a, = 0 (7.15)
— { 0 fiir n gerade,

(-1)%=" — fiir n ungerade.

(7.16)

™

Die Ergebnisse dieser Fourierreihe sind ebenfalls in Abb. dargestellt. Wenn man die
Fourierreihe () bei n = 1 abbricht, wird die Funktion f(z) durch eine entsprechend
normierte Sinusfunktion dargestellt, was einer sehr groben Niaherung entspricht. Nimmt
man aber alle Terme bis n = 9 mit, so kann man das Ergebnis der Fourierreihe kaum
noch von der exakten Funktion unterscheiden.

Als zweites Beispiel wollen wir die Fourierreihe fiir die Rechtecksschwingung betrachten.
Diese Rechteckschwingung ist definiert durch

() = -1 fir—-1<x2<0
V=11 firo<z<1
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Abbildung 7.4: Rechtecksschwingung und deren Fourier Entwicklung nach

(aw)

und dargestellt in Abb. [[4l Die Entwicklungskoeffizienten der Fourierreihe berechnen sich
in diesem Fall zu

a=a, = 0 (7.17)
b 0 fiir n gerade,
"o f—ﬂ fiir n ungerade.

Auch in diesem Fall sind die Ergebnisse der Fourierreihe in Abb. [[4l dargestellt. Durch
die Mitnahme weiterer Terme in der Fourierreihe wird die Annédherung an die Rechteck-
schwingung weiter verbessert.

Der akustische Schall ist ein typisches Beispiel fiir eine periodische Schwingung. In diesem
Fall dndert sich der Druck als Funktion der Zeit, wie wir im Laufe dieses Kapitels auch
noch diskutieren werden. Die Frequenz dieser Schwingung ist charakteristisch fiir die Héhe
des Tones. Liegt eine reine Sinusschwingung vor, so sprechen wir von einem Ton. Ein
Klang, hingegen, ist ein streng periodisches Signal, das nicht die Form einer Sinuswelle
hat. Die oben diskutierten Rechteck- und Dreieckschwingungen stellen also, wenn wir sie
als Funktion der Druckabweichung in Abhéangigkeit von der Zeit ansehen, einen solchen
Klang dar. In diesem Sinne sind die Tone, die von Musikinstrumenten erzeugt werden als
Klénge zu bezeichnen. Nachdem wir gesehen haben, dass wir solche streng periodischen
Funktionen durch eine Fourierreihe darstellen kénnen, wissen wir, dass auch ein Klang
durch eine Uberlagerung von Schwingungen mit Frequenzen nw, dargestellt werden kann.
Dabei ist wg die Winkelfrequenz fiir die periodische Schwingung und nwy mit einer ganzen
Zahl n sind die Frequenzen der Obertone.
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7.1.2 Fouriertransformation

Als Ergénzung zur Diskussion der Fourierreihe sollen an dieser Stelle auch einige Bemer-
kungen zur Fouriertransformation einer beliebigen nicht notwendig periodischen Funktion
gemacht werden. Dazu iiberlegen wir uns, dass man natiirlich das Konzept des Vektorrau-
mes von periodischen Funktionen auf einem Intervall [—L, L] erweitern kann auf komplex-
wertige Funktionen. In diesem Fall miissen wir lediglich die Definition des Skalarproduktes
aus ([LITl) erweitern fiir komplexwertige Funktionen zu

< flg >:= /_ dx f*(z) g(x), (7.18)

L

wobei die Funktion f*(x) gerade das komplex konjugierte Ergebnis zu f(x) liefert. Durch
diese Definition ist gewéhrleistet, dass das Skalarprodukt < f|f > einer Funktion mit
sich selbst einen reellen, positiven Wert ergibt.

Fiir die periodischen komplexwertigen Fuktionen sind die komplexwertigen Exponential-
funktionen eine geeignete Basis und wir kénnen schreiben

Z cn ethn® — Z Cnlen >, (7.19)

n=—oo n=—oo

mit

wie schon in ([Z8). In ([[ZTY) erstreckt sich die Summe aber auch auf negative Werte fiir n.
Die Entwicklungskoeffizienten ¢, in ([Z8) sind komplexe Zahlen und berechnen sich durch

—<alf>= | U da e f(a) (7.20)
Cp = €n = \/ﬁ . X e xZ). .

Wenn wir nun annehmen, dass die Grenzen des Intervalls anwachsen und schliefSlich gegen
L — oo streben, so liegen die disketen Wellenzahlen £, mit wachsendem L immer enger
zusammen. Aus der Summe iiber alle Wellenzahlen k,, wird dann ein Integral iiber konti-
nuierliche Wellenzahlen. Dies fiihrt zur Fouriertransformation fiir eine beliebige Funktion

f ()

fz) = @/ dk c(k) ™™ . (7.21)

Die Gewichtsfunktion ¢(k) in dieser Darstellung der Funktion f(z) heisst auch die Fou-
riertransformierte Funktion zu f(z) und berechnet sich durch

\/ﬁf da f(x)e ™. (7.22)

Wir werden auf diese Fouriertransformation einer Funktion spéter zuriickkommen.
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7.2 Wellengleichung

Unter Schwingungen verstehen wir die periodische Anderung einer physikalischen Grofe
als Funktion der Zeit. Dabei betrachten wir diese Grofle aber stets am gleichen Ort. Wenn
sich diese Anderung aber von einem Ort zu einem anderen ausbreitet, so sprechen wir von
einer Welle. Als ein einfaches Modell fiir die Ausbreitung einer solchen Welle betrachten
wir das Modell einer linearen Kette von Massenpunkten, bei denen die Nachbarpunkte je-
weils iiber eine Feder miteinander verbunden sind (siche Abb. [ZH). In der Ruhelage haben
die Massenpunkte jeweils einen Abstand [ voneinander, sodass sich der n-te Massenpunkt
an der Position x,, = n * [ befindet. Betrachten wir den Fall, dass die Massenpunkte aus
dieser Ruhelage in Richtung auf die Nachbarn ausgelenkt werden konnen. Man spricht
in diesem Fall von einer longitudinalen Auslenkung, beziehungsweise einer longitudinalen
Schwingung, wenn diese Auslenkung sich periodisch mit der Zeit &ndert. Bezeichnen wir
diese Auslenkung mit w,(t), so befindet sich also der n-te Massenpunkt zur Zeit ¢ an der
Position

Un(t) = xp + wy(t) . (7.23)

Der Abstand zwischen dem Massenpunkt n und dem Massenpunkt n — 1 betrégt also
dann wu, — u,_1, was einer Auslenkung der verbindenden Feder aus der Ruhelage von
Uy — Up—1 — | entspricht. Dadurch erfahrt der Massenpnkt n eine Riickstellkraft vom
Betrag D(u,, —u,_1 — 1), mit D der Federkonstanten der verbindenden Feder in Richtung
auf den (linken) Nachbarn n — 1. Hinzu kommt eine Kraft durch die Verbindungsfeder
mit dem Nachbarn n 4+ 1 von der Grole D(u,iq1 — u, — ). Die Gesamtkraft auf den
Massenpunkt n mit der Masse m ergibt sich aus der Summe dieser beiden Krafte, was zu
einer Newtonschen Bewegungsgleichung der Form

d?u,,
m
dt?

=—D(up —tup_1 — 1) + D(tps1 —u, — 1), (7.24)

fithrt. Ersetzt man jetzt die Koordinaten der Massenpunkte u, nach ([LZ3) durch die
jeweiligen Auslenkungen w,, so fiihrt dies zu

d*w,,
m a2 D(wpt1 — wp) = D(wp — wn-1). (7.25)
[ WVa0VaVa AAUYAVR 2VaViVaVa' QVaViVaVa™ 2V¥aViVaVe
—_
l
Abbildung 7.5: Schematische Darstellung einer Kette fiir eine longitudianle

Schwingung

Im néchsten Schritt betrachten wir die Auslenkungen w,, als eine kontinuierliche Funktion
vom Ort x, an dem sich der betreffende Massenpunkt befindet. Wir ersetzen also z.B.

wp(t) — w(t, x)
Wpy1(t) — w(t,x + Az).
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Damit kénnen wir (IZ25) umformen in

2
m% =Dw(t,x + Az) —w(t,z)] — D[w(t,z) — w(t,x — Az)] . (7.26)
Fiir kleine Werte des Abstandes Ax benutzen wir die Taylor Entwicklung
dw(t, x) 1d*w(t,x) , ,
Setzt man diese Entwicklungen in ([Z28) ein, so ergibt sich
d*w(t, ) dw(t, x) 1 d*w(t,x) dw(t, ) 1 d*w(t, x)
—2- =D A+ ——— LA 4+ D | —— 2L A+ ——— AP
s . Py Tae O T I BT B
d*w(t, x)
_ 2 )
d*w(t, )
wobei wir mit der Abkiirzung
DAz?
2 7.29
‘L m ( )

eine Konstante eingefiithrt haben, die vom Aufbau der Kette (Federkonstante D, Masse
der Kettenglieder m und Abstand der Kettenglieder Ax) abhéngt. Damit kénnen wir die
Gleichung ([Z28) umschreiben in eine homogene Differenzialgleichung der Ordnung 2 mit
Ableitungen der gesuchten Funktion w(¢, x) nach den Argumenten Zeit ¢t und Ort z

1 Pw(t,z)  dw(t, )

T R (7.30)

Diese Differenzialgleichung hat den Namen d’Alembert Gleichung und ist benannt
nach dem franzosischen Naturwissenschaftler und Philosophen Jean-Baptiste le Rond
d’Alembert (1717-83).

Wir kénnen uns nun leicht davon iiberzeugen, dass jede Funktion w(x,t), die nicht un-
abhéngig von den Parametern x und ¢ abhéingt sondern nur von der Kombination x —ct,
also

w(z,t) =wy(y) mit y=z—cpt, (7.31)
eine Losung der d’Alembert Gleichung ([Z30) liefert. Zum Beweis berechnen wir

dw(z,t)  dwy(y)dy dw

a dy dt | Tay
dw?(z,t) o d?w

a2 LTy
dw(z,t)  dwi(y)dy dwy

dx N dy dr @
dw?(z,t)  d*wy

dz? o dy?

Setzt man diese Ergebnisse fiir die Ableitungen in ([Z30), so ergibt sich die Behauptung,
dass die d’Alembert Gleichung fiir jede Losung nach ([Z31]) erfiillt ist.
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Abbildung 7.6: Beispiel fir eine Losung der d’Alembert Gleichung nach (7.37)).
Dargestellt ist die Funktion w(x,t) firt =0 und t = x¢/cr.

Was bedeutet diese Losung? Zur Veranschaulichung nehmen wir an, dass die Funktion
w4 (y) durch die einfache Dreieckstruktur aus der Abb. dargestellt ist. Zur Zeit ¢t =0
gilt mit ([Z31]) y=x und die Funktion w(z,t = 0) hat also das Maximum bei z = y = 0.
Zu einem spéteren Zeitpunkt ¢t > 0 ist dieses Maximum an der Stelle z(, die sich ergibt
aus

y=0=2x9—cpt.

Dieses Maximum, entsprechendes gilt fiir die anderen charakteristischen Punkte der Drei-
eckstruktur, die durch w,y definiert ist, wandert also mit der Geschwindigkeit ¢y, in posi-
tiver Richtung der z-Achse (siche Abb. [[H]). Die Konstante ¢y, die ja iiber die Material-
konstanten der Kette gegeben ist (siehe ([Z29)), ist also die Geschwindigkeit, mit der sich
die Struktur ausbreitet. Man spricht auch von der Gruppengeschwindigkeit oder Phasen-
geschwindigkeit, 2 Geschwindigkeiten, die in diesem Zusammenhang identisch sind.

Neben der Losung vom Typ ([Z3T) gibt es aber auch Losungen der d’Alembert Gleichung
vom Typ
w(z,t) =w_(y) mit y=uz+cpt, (7.32)

was man ganz analog zu den oben skizzierten Rechnungen beweisen kann. In diesem Fall
bewegt sich die Struktur, die durch w_ beschrieben wird mit der Ausbreitungsgeschwin-
digkeit c;, antiparallel zur x-Achse.

Da die d’Alembert Gleichung eine lineare Differenzialgleichung ist, ist aber auch jede
Linearkombination der Losungen vom Typ ([Z31) und (L32) eine Losung. Eine solche
Losung hat also die Form

w(z,t) = awy(r — cpt) + fw_(z + crt).

Eine ganz spezielle Losung der d’Alembert Gleichung erhalten wir, wenn wir die Funktion
wy in (Z3T) in Form einer Sinusfunktion angeben, also

w(z,t) = Agsin (k (x — cpt)) . (7.33)

Wir sprechen in diesem Fall von einer Harmonischen Welle. Es ist klar, dass diese
Harmonische Welle eine Losung der d’Alembert Gleichung ist.

Wenn wir diese Harmonische Welle zu einem festen Zeitpunkt betrachten, also z.B. t = 0,
so ist w(z) als Funktion des Ortes eine Sinuswelle

w(z,t =0) = Agsin (kz) .
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pxT> < P(X+AX)

X X+Ax

Abbildung 7.7: Schematische Darstellung einer Flote zur Diskussion der Aus-
breitungsgleichung fiir Schallwellen im Text

Diese Funktion durchlauft eine volle Periode zwischen = 0 und dem Wert x = )\ mit

2
kA =21 also A= % . (7.34)
Man bezeichnet diese Lénge A als Wellenlénge der Harmonischen Welle mit der Wellenzahl
k. Wir kénnen die Harmonische Welle (Z33) aber auch bei festgehaltenem Wert von z
(z.B. © = 0) als Funktion der Zeit betrachten. Dies entspricht der Wahrnehmung der
Welle fiir einen Beobachter, der sich an einem festen Ort aufhélt. Dies fiihrt zu

w(z =0,t) = Apsin (—kcpt) = —Agsin (kept) .

Wir haben es auch in diesem Fall mit einer Sinusschwingung zu tun.Die volle Periode wird
durchlaufen zwischen ¢t = 0 und ¢ = T" mit
2m A

keyT' =27 also T=-—=—. (7.35)
]{ZCL Cr,

Diese Zeit T bezeichnet man auch als Periodendauer. Damit ergibt sich fiir die Winkel-
geschwindigkeit w und die Frequenz v der Schwingung

2
w= % =2nv = key, . (7.36)

In der Abbildung [ Hund in der Diskussion, die zur d’Alembert Gleichung fiihrte haben wir
das Beispiel einer longitudinalen Schwingung der Massenpunkte und die Ausbreitung als
Welle betrachtet. Charakteristisch fiir diese longitudinale Welle ist, dass die Bewegung der
Massenpnkte in Ausbreitungsrichtung (bzw. antiparallel dazu) erfolgt. Fithren die Mas-
senpunkte Schwingungen aus, die senkrecht zur Ausbreitungsichtung der Welle (d.h. der
linearen Kette) verlaufen, spricht man von einer transversalen Welle. Auch die Ausbrei-
tung einer solchen Schwingung fiithrt auf die d’Alembert Gleichung. Allerdings werden die
Materialkonstanten fiir eine solche transversale Schwingung in der Regel unterschiedlich
sein zu denen der longitudinalen Schwingung (insbesondere die Stérke der Riickstellkraft
D). Dies bedeutet, dass man unterschiedliche Ausbreitungsgeschwindigkeiten fiir longitu-
dinale Wellen, ¢y, und transversale Wellen cr im gleichen Material beobachtet.

Als einen weiteren Schwingungsvorgang, der sich in Form einer Welle ausbreitet, wollen
wir den Schall betrachten. Dazu iiberlegen wir uns die Verteilung des Druckes im Inneren
eines Zylinders, also z.B. einer Blockflte. Dies ist schematisch in Abb. [ dargestellt.



7.2. WELLENGLEICHUNG 317

Wir betrachten dazu das Gas in einem Volumen V = AAx, mit A der Grundfliche des
Zylinders und Az der Ausdehnung dieses Volumens senkrecht zur Grundfliche, wie in
Abb. [ dargestellt. Auf dieses Gasvolumen wirkt an der Stelle z eine Kraft

die sich aus dem Produkt Druck p(z) mal Fliche, A, ergibt. Die Kraft hat ein positives
Vorzeichen, was andeuten soll, dass sie versucht, die Atome im Volumen V parallel zur
x-Achse zur verschieben. An der Stelle x + Az wirkt die Kraft

Flz+ Azx) = —p(z + Az)A ~ — <p(x) + Z—iAm) A

wobei das negative Vorzeichen bedeutet, dass die Kraft antiparallel zur z-Achse wirkt
und die Taylorentwicklung fiir p(z + Ax) fiir kleine Werte von Az gerechtfertigt ist. Die
resultierende Kraft fithrt zu einer Beschleunigung der Atome im Volumen V der Form

dv dp
M— =—-A—Azx. )
p” AT (7.37)
Dabei ist v die Geschwindigkeit des Volumens und M die Masse, die sich mit der Mas-
sendichte p berechnet zu

M = 5AAz .
Damit ergibt sich aus ([Z37) die Beziehung

dv 1dp

- 7.38

dt pdx ( )
Die mittlere Geschwindigkeit v(x) mit der sich die Atome am linken Rand unseres Vo-
lumens im Mittel bewegen wird im Allgemeinen anders sein, als die Geschwindigkeit am
rechten Rand v(z + Ax). Es gilt in guter Naherung (Taylorentwicklung)

dv
Azx) =~ —A
v(z+ Ax) ~v(x) + R
Wenn sich die beiden Rénder mit unterschiedlicher Geschwindigkeit bewegen, so fiihrt

dies zu einer Anderung des Volumens

AV =A @AIAt = V@At.
dx dx

Im Grenzfall einer infinitesimalen Anderung der Zeit, At — dt, kann man also schreiben

1 dv
VdV = %dt. (7.39)

Fiir die weiteren Rechnungen fiihren wir an dieser Stelle den Begriff der Kompressibi-
litédt ein und definieren ihn durch
1dy

- -2 7.40
X Yy (7.40)
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Die Kompressibilitdt y gibt also an, wie sehr sich das Volumen eines Materials éndert,
wenn sich der auf das Volumen wirkende Druck p dndert. Damit die Kennziffer des Ma-
terials durch positive Zahlen angegeben werden kann ist in der Definition ([Z40) ein Mi-
nuszeichen eingefiigt. Der Faktor 1/V beriicksichtigt, dass die Anderung eines Volumens
dY natiirlich zunéchst einmal proportional zum Volumen ist. Diese Definition der Kom-
pressibilitdt kann man umformen in

11 1 dv

dp= ———dV = ——"—dt 7.41
p Y Y T (7.41)

wobei in der zweiten Gleichung die Beziehung ([L39) eingesetzt wurde. Daraus ergibt sich

dp 1 dv
dt  ydz’
Leitet man diese Beziehung nach der Zeit ab, so ergibt sich
d*p 1d dv
-r_ -7 7.42
dt? x dt dz ( )
Andererseits ergibt sich aus der Ableitung von ([Z38)) nach der Position x
d dv 1d?*p
-8 7.43
dx dt p da? (7.43)

Die beiden Gleichungen (LZ2) und ([ZZ3) kénnen nun zusammengefiigt werden zu

2 2 2
b _ ;@ = c2@. (7.44)
dt?2  py da? dz?

Dies ist eine Differenzialgleichung vom Typ der d’Alembert Gleichung ([Z30) zur Bestim-

mung des Drucks p als Funktion von Ort und Zeit. Die Eigenschaften der Losungen dieser

Gleichung haben wir bereits diskutiert und kénnen deshalb daraus ablesen, dass sich

Druckénderungen an einer Stelle x zur Zeit ¢t ausbreiten mit der Geschwindigkeit

c= (7.45)

Da wir die Druckénderungen mit akkustischem Schall identifizieren kénnen, liefert diese
Gleichung also einen Ausdruck fiir die Ausbreitungsgeschwindigkeit von Schall in einem
Medium mit der Massendichte p und der Kompressibilitit .

Als ein Beispiel betrachten wir die Schallausbreitung in einem Gas. Wenn wir dazu an-
nehmen, dass die Kompressionen des Gases durch den Schalldruck so schnell vonstatten
gehen, dass ein Austausch von Warmeenergie unterdriickt wird, die Kompressionen und
Dekompressionen also adiabatisch verlaufen, so gilt fiir die Beziehung zwischen Druck p
und Volumen V des Gases bei einem solchen adiabatischen Vorgang
pV* = o =konst. mit k= CC_p’ . (7.46)
1%

Daraus ergibt sich

v _d (g)% _ 1 (7.47)
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Setzt man diese Bezichung in den Ausdruck fiir die Kompressibilitat (Z40) ein, so erhalt
man
X=—
KD
und damit iiber die Beziehung ([43) fiir die Schallgeschwindigkeit

c= /2 (7.48)

p

Setzt man in diese Beziehung typische Werte fiir die uns umgebende Luft ein, also insbe-
sondere k = 7/5 so ergibt sich ein Wert fiir die Schallgeschwindigkeit von ¢ = 330 Meter
pro Sekunde, was sehr genau den Messergebnissen entspricht.

Bei dieser Berechnung der Schallgeschwindigkeit sind wir davon ausgegangen, dass die
Kompressionen des Gases adiabatisch erfolgen (siehe ([Z40)). Hétten wir stattdessen an-
genommen, dass diese Kompressionen so langsam erfolgen, dass sich der Druck isotherm
einstellt, so hétten wir statt (CZ40) die isotherme Beziehung pV = konstant benutzt. Die
weiteren Rechnungen zur Bestimmung von ¢ sind analog zu den Gleichungen ([ZZ0) -
(D), wir miissen lediglich den adiabatischen Exponenten x durch 1 ersetzen. Dies fiihrt
zu einer Vorhersage fiir die Schallgeschwindigkeit von ¢ = 280 Meter pro Sekunde, was
sehr viel schlechter mit dem experimentellen Wert iibereinstimmt als die Abschitzung von
([C2]). Aus diesem Vergleich zwischen Theorie und Experiment kénnen wir also schliessen,
dass die Kompressionen der Luft bei der Ausbreitung von Schall adiabatisch ablaufen.

Zum Ende dieses Abschnittes wollen wir uns die Frage stellen: Welche Energie steckt in
einer Welle. Als erstes Beispiel betrachten wir wieder die lineare Kette aus Massenpunkten
fiir die Ausbreitung von longitudinalen oder transversalen Wellen. Eine harmonische Welle
wird beschrieben durch die Form

Az, t) = Apsin (kx — wt) , (7.49)

und beschreibt die Auslenkung aus der Ruhelage fiir den Massenpunkt an der Stelle x
zur Zeit t. Die Amplitude A, steht fiir die maximale Auslenkung. Beschréinken wir uns
auf einen Massenpunkt etwa am Ort z = 0, so gilt fiir die Auslenkungsamplitude dieses
Massenpunktes
A(t) = Agsin (—wt)

und damit fiir seine Geschwindigkeit

dA
t) = —
vt) = —

Die Energie dieses Massenpunktes wechselt standig zwischen kinetischer und potenzieller
Energie. Zur Zeit t = 0 ist die Auslenkung und damit die potenzielle Energie gleich null,
die Energie entspricht also der kinetischen Energie

= —Apw cos (—wt) = —vg cos (—wt) .

1 1
E = 577’”)3 = imszg .

Daraus ergibt sich eine Energiedichte, also Energie pro Volumen, von

1
pE= 3 w2 A2 (7.50)
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wobei p wieder fiir die Massendichte steht. Als néchstes betrachten wir nun die Intensitét
der Welle, das ist die Energie, die diese Welle pro Zeiteinheit At durch eine bestimmte
Fliache AF transportiert. Die Intensitdt I ergibt sich zu

Energie

AFAt
Energie Ax

AFAz At
—

=PE =c

1.
= ppc= c§pw2A(2) . (7.51)

Die Intensitit einer Welle ist also proportional zum Quadrat der Amplitude Aj.

Betrachten wir nun die Ausbreitung einer Kugelwelle, das ist eine Welle, die in einem
Punkt startet und sich gleichméBig in alle Raumrichtungen (kugelformig) ausbreitet. Aus
Griinden der Energierhaltung muss die Energie, die diese Welle durch die Oberfléche einer
Kugel mit dem Radius r; um den Ausgangspunkt der Welle transportiert, identisch sein
mit der Energie, die durch eine zweite Kugel mit dem Radius ry transportiert wird. Die
Intensitét dieser Welle muss also proportional zur Oberflache der Kugel also proportional
zu 1/r? mit dem Radius r der Kugel abnehmen. Da die Intensitét nach (IZRl) proportional
zum Quadrat der Amplitude ist, muss also die Amplitude proportional zu 1/r abfallen.
Damit hat also eine solche Kugelwelle die Gestalt

A1) = 2 i (hr — w) | (7.52)

r

die Amplitude héngt also nur vom Abstand vom Ausgangspunkt 7 (hier gleich dem Ko-
ordinatenursprung), nicht aber von der Richtung ab.
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7.3 Schwingungen und Wellen

7.3.1 Schwebung und Fourieranalyse im Experiment

In einer Reihe qualitativer Experimente demonstrieren wir einige Schwingungs-
vorginge:

Schwebung

Die Uberlagerung zweier Schwingungen der Form A(t) = Ajsin(wit) 4+ Ay sin(wst) mit
leicht unterschiedlichen Winkelgeschwindigkeiten bzw. Kreisfrequenzen wy, ws ist in Abb.
dargestellt, mit A; = Ay = 1; ws = 1.1w;. Die Einhiillende variiert mit der Differenz-
frequenz (wy — wo).

Wir demonstrieren den Effekt optisch (Messkurve auf Oszilloskop), sowie akustisch. Im
letzten Fall hért man neben einem hohen Pfeifen die Differenzfrequenz als Brummton.

Amplitude

0 50 100 150 200 250 300

Zeit Abbildung 7.8:  Uberlagerung von zwei
Schwingungen A(t) = sin(t) + sin(1.1-¢)

Generell lisst sich eine periodische Schwingung beliebiger Form A(t) in eine Fourierreihe
entwickeln, wie im Theorieteil gezeigt wird. Die Fourieranalyse ist eine elegante und
vielfach verwendete Methode, eine allgemeine Kurve A(t) zu analysieren.

Fourieranalyse: Schwingende Saite und Kratzgerdusch

Das Frequenzspektrum einer schwingenden Saite besteht aus einer Reihe diskreter Fre-
quenzen, die ganze Vielfache einer Grundfrequenz fy = wy/27 sind. Erhoht man den Ton
durch Halbieren der Saite um eine Oktave, so treten nur noch Frequenzen bei Vielfachen
von 2 f, auf. Kratzt man dagegen an einem Mikrofon, so zeigt die Fourieranalyse eine sehr
grofle Zahl von Frequenzen, die zum Signal beitragen.

Im Oszilloskop wird bei der Fourieranalyse zunéchst das zeitabhéngige Signal A(t) aufge-
zeichnet. Die Methode der ”schnellen Fouriertransformation” (Fast Fourier Transform,
FFT) erlaubt dabei eine Echtzeit-Darstellung des Frequenzspektrums.
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7.3.2 Wellen in Natur und Technik

Wir demonstrieren zunéchst qualitativ einige Wellentypen im Experiment.

An einem vertikal aufgehédngten Draht sind waagerecht Négel angebracht. Das untere En-
de des Drahtes hingt frei. Jeder der Négel kann Drehschwingungen ausfiihren, wobei die
riickstellende Kraft proportional zur Verdrehung des Drahtes ist (vgl. Cavendish-Versuch)
Lenkt man den untersten Nagel aus und ldsst ihn dann los, so iibertriagt sich die Aus-
lenkung auf benachbarte Négel; eine pulsformige Anregung lauft die Nagelkette entlang,
wird am eingespannten Ende reflektiert und lduft in Gegenrichtung weiter. Analoge Effek-
te lassen sich beobachten, wenn ein Seil an einem Ende angeschlagen wird oder wenn ein
Gegenstand in ein Wasserbad geworfen wird. Das Prinzip dieser pulsférmigen Anregungen
ist in Abb. skizziert.

Regt man dagegen z. B. in der Wellen- ‘
wanne eine Stelle durch einen periodisch —\/\_)
eintauchenden Stab an, so entsteht ein
Wellenzug mit einer periodischen Abfol- \/\_}
ge von Wellenbergen und -télern, der sich

kreisformig vom Eintauchpunkt ausbrei- \/\i Zeit
tet. In drei Dimensionen wiirde dem eine
Kugelwelle entsprechen, die sich von einem <—/\/7
Punkt weg nach allen Richtungen ausbrei-

tet. Analog fiihrt die periodische Anregung (‘_/\/
durch einen breiten Schieber zu einer ebe-

nen Welle, bei der die Wellenkamme baw. Ay pilqung 7.9: Pulsformige Welle, die an ei-
-téler eine Abfolge ebener Linien bilden. nem Seil entlangliuft und am eingespannten
Nach diesen einfiihrenden Beispielen kom-  rechten Rand reflektiert wird. Bei der Refle-

men wir nun zu einigen konkreten Wellen-  gijon dreht sich das Vorzeichen der Welle um.
arten. Betrachten wir zunéchst Schallwellen in Gasen. Hier handelt es sich, um longi-

tudinale Druckwellen, wobei die Kompression lokal adiabatisch erfolgt. (Demonstra-
tion: brennende Kerze vor Lautsprecher; die Flamme bewegt sich mit der Musik). Wie
im Theorieteil gezeigt wurde, ist die Ausbreitungsgeschwindigkeit (Schallgeschwindigkeit)

gegeben durch: ¢ = % =,/ %. Hierbei ist § = —%Cfi—‘; die Kompressibilitit, x = ¢,/c,
und p = m/V die Massendichte. Mit pV = vRT lésst sich ¢ auch ausdriicken durch

kvRT

BT st also proportional zu T2 und zu m~'/?

c = . Fir ein Gas aus leichten Mo-

lekiilen ist also ¢ deutlich grofler als fiir ein Gas aus schweren Molekiilen.
Typische Zahlenwerte fiir T=0°C sind:

Luft: 331 m/s

He: 965 m/s

Hy: 1284 m/s

Schallwellen in Fliissigkeiten sind ebenfalls longitudinale Druckwellen. Da die

Kompressibilitéit von Fliissigkeiten deutlich unter der von Gasen liegt, ist ¢ grofler als bei
(nicht allzu leichten) Gasen. Man findet z. B.

Aceton: 1378 m/s
Hg: 1451 m/s
H,O: 1497 m/s
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Von diesen Druckwellen zu unterscheiden sind Oberflichenwellen, wie sie sich z. B.
in der Wellenwanne beobachten lassen. Die Behandlung dieser Wellen und das Bewe-
gungsmuster der Molekiile im Wasser ist relativ kompliziert. Wir wollen hier nur einige
Ergebnisse wiedergeben. Grundsétzlich wirken zwei Kréfte als Riickstellkrifte, ndmlich
einerseits die Schwerkraft und andererseits die Oberflichenspannung, die versucht, die
Oberfliche der Welle zu minimieren. Die Oberflichenspannung ¢ bewirkt beispielsweise
auch die Kugelform einer Seifenblase.

Fiir kleine Wellenlidngen A (Wasser: A < 1.6 cm) iiberwiegt der Effekt der Oberfléchen-
spannung. Man spricht von Kapillarwellen. Fiir die Geschwindigkeit der Wellen ergibt
sich: ¢ = /270 /(pA). Die Schallgeschwindigkeit héngt also von A selbst ab und steigt
fiir kurze Wellenldngen. Fiir groe Wellenldngen (Wasser: A > 1.6cm) ist der Einfluss
der Schwerkraft dominant (die potentielle Energie einer welligen Wasseroberflache ist of-
fensichtlich hoher als sie einer glatten). Man spricht dann von Schwerewellen. Falls die
Wassertiefe h wesentlich groBer ist als A, ergibt sich: ¢ & /\g/27. Im entgegengesetzten
Grenzfall A > h findet man: ¢ ~ \/gh.

Die Besonderheit der Oberflichenwellen ist, dass ¢ von der Wellenldnge (bzw. der Fre-
quenz) der Welle abhéngt. Diese Eigenschaft wird als Dispersion bezeichnet.

Zum Zeitpunkt ¢ = 0 sei die Welle durch eine gewisse Form A(x) gekennzeichnet. Man
kann nun A(z) eine Summe von sin- und cos-Termen darstellen (Fourierreihe, diesmal
mit dem Ort x als Argument). Wenn ¢ nicht von A\ abhéngt, bewegen sich alle Teilwellen
mit der gleichen Geschwindigkeit und das gesamte Wellenpaket behélt seine Form, d. h.
wir konnen schreiben: A(z,t) = A(x £ ¢ - t). Bei dispersiven Wellen bewegen sich die
Fourierkomponenten mit unterschiedlichen Geschwindigkeiten, das Wellenpaket A(x,t)
kann seine Form &ndern.

Dies lésst sich bei Wasserwellen beim Phénomen der Brandung oder, in groflerem Maf3-
stab, bei Tsunamis beobachten.

Wenn Wasserwellen auf das Ufer zulaufen, wird die Wassertiefe h irgendwann vergleich-
bar bzw. kleiner als A. Die Wellenberge bekommen dann bei ¢ &~ /gh eine héhere Ge-
schwindigkeit als die Wellentéler. Die Welle steilt sich auf. Wenn Erdbeben im Ozean
stattfinden, 16sen diese Wellen mit Wellenlédngen aus, die gréfler sind als die Meerestiefe.
Es sei h = 9km. Dann ergibt sich ¢ ~ \/gh ~ 1000 km/h. Die entsprechende Welle mag
im Ozean sehr unscheinbar sein. In Kiistennédhe steilt sie sich aber zu enormer Grofle auf
und kann grofle Verwiistungen anrichten.

Kommen wir nochmals zuriick zu Schallwellen. Noch nicht betrachtet hatten wir Schall-
wellen in Festkorpern. Hier wirken die Kréfte zwischen den Gitterbausteine als Riick-
stellkréfte. Sie wirken in allen Raumrichtungen, so dass Schallwellen in Festkorpern so-
wohl longitudinal als auch transversal sein konnen. Typische Schallgeschwindigkeiten
liegen fiir longitudinale Wellen im Bereich 10 km/s, fiir transversale Wellen leicht darun-
ter. Die moglichen Wellenldngen solcher Schallwellen umfassen enorme Distanzen. Die
kleinsten Wellenléngen liegen im Bereich der Atomabstéinde (kleinere Wellenlédngen sind
nicht mehr sinnvoll), die groBten im Bereich der Abmessung des gesamten Festkorpers.
Im Extremfall ist dies der Erddurchmesser (bzw. Sonnen- oder Sterndurchmesser, falls
man extraterrestrische Objekte mit einbezieht ).

Besondere Bedeutung haben diese groflen Wellenléngen fiir die Geologie. Durch Erdbe-

ben ausgeloste Wellen wandern durch die Erde und kénnen an verschiedenen Messsta-
tionen an der Erdoberfliche registriert werden. Geschwindigkeit der Welle hédngt dabei
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von der Beschaffenheit des Erdinneren ab, so dass durch systematische Beobachtung der
(mittleren) Schallgeschwindigkeit zwischen ”Sender” und ” Empfénger” die Beschaffenheit
des Erdinneren spektroskopiert werden kann. Das Prinzip ist in Abb. [LT10 skizziert.

Die Abb. [Tl zeigt die aus solchen Mes-
sungen gewonnene Geschwindigkeit trans-
versaler und longitudinaler Schallwellen in
unterschiedlichen Tiefen. Man beachte ins-
besondere, dass bei Tiefen zwischen 3000
km und 5000 km keine Transversalwellen g, _ 20.4 min
vorkommen. Dies ist der Bereich des fliissi- \

gen duBeren Kerns der Erde.

1l
10.4 min

Kruste

. Innerer
R i
Gestein se—Eisen — Nickel — bildung 7.10:  Ausbreitung von Wellen
fpokm Kruste ch einem Erdbeben (aus: Dransfeld / Kien-
w b 4/ Kalvius, Physik I, Abb. 9.20)
12 F \ n
s Longitudinal
€10 .
38 .
Tt ]
2
S 4r Transversal i
2 —
. . . . 1 Abbildung 7.11:  Schallgeschwindigkeit in

1
1000 2000 3000 4000 5000 6000  Abhdngigkeit von der Erdtiefe (aus: Drans-
Tiete [km] feld/Kienle/Kalvius, Physik I, Abb. 9.21).

Im Zusammenhang mit Schallwellen sollten wir noch auf einige Eigenschaften unseres
Gehors (vgl. Abb. [[T2) eingehen.

Hammer +  Steig- Ovales  Gehoérschnecke
4 AmboB blgel Fenster  (Cochlea)

Abbildung 7.12:  Aufbau des menschlichen
Ohrs. (aus: Dransfeld / Kienle / Kalvius,
Physik I, Abb. 9.22).

Trommelfell
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Am empfindlichsten ist das menschliche Gehor bei Frequenzen um 1 kHz. Es kann dort
minimale Schallintensititen von ca. 1072 W/m? wahrnehmen, was einer Druckiinderung
um 20 pPa bzw. einer Schwingungsamplitude der Luftmolekiile von lediglich 107*° m ent-
spricht.

Die maximal detektierbare Intensitit (Schmerzgrenze) liegt bei ca. 100 W/m?. Das Gehor
hat damit einen dynamischen Bereich, der 14 Zehnerpotenzen umfasst.

Innerhalb dieses Bereichs besitzt das Ohr ein logarithmisches Lautstirkeempfinden
[Weber-Fechner’sches Gesetz; Lautstérke oc log(Intensitét)].

Quantitativ wird diese Lautstérke in Phon bzw. in Dezibel (dB) angegeben. Hierbei ist
dB = 10 - logy0(I/Ip), wobei I geeignet zu wéhlen ist (z. B. Horschwelle). Die Einheit
dB ist also dimensionslos und misst auf logarithmischer Skala die Schallintensitét im
Verhéltnis zu einer Normier-Intensitét . Man kann wegen I oc (Druck)?dB ebenfalls
durch 20-log10(p/po) ausdriicken. Abb. gibt die ”Horfliche” des menschlichen Gehors
in dB an. Hierbei ist die Normiereinheit die frequenzabhingige Horschschwelle Iy(f). Die
Kurve 0 dB bezeichnet gerade diese Horschwelle. In Abb. [.T4] sind schliefflich typische
Schallpegel aufgetragen.

/W m-2
104
1
0,1 ﬁ\
0 100 dB
80
10-7 60
160-10
105 : 7> Abbild . "Horfliche”
1020 50 20050011 2.5 1020 ildung 7.13: 7Horfliche” des mensch-
' : ol R lichen Gehdrs (aus: Gerthsen Physik, Abb.
4.69).

Oberhalb von 20 kHz beginnt der Frequenzbereich des Ultraschalls bis zu Maximal-
frequenzen von 20 GHz. Der daran anschlieBende Frequenzberiech heisst Hyperschall,
dessen Maximalfrequenzen bei 20 THz liegen. Bei noch héheren Frequenzen wiirde die
Wellenlénge des Schalls kiirzer als der Atomabstand.

Man erzeugt Ultraschall beispielsweise durch Piezokristalle (z.B. Quarzkristalle). Diese
andern ihre Form bzw. ihre Dicke durch anlegen einer Spannung. Legt man eine hochfre-
quente Spanung an enen dieser Kristalle, so vibriert dieser mit der angelegten Frequenz
und erzeugt dadurch Ultraschall. Umgekehrt erzeugt ein zur Vibration angeregter Piezo-
kristall auch eine elektrische Spannung, die abgegriffen werden kann. Der Kristall wirkt
dann als Mikrofon (wir demonstieren beide Mechanismen im Experiment, sowie die Wir-
kung des auf eine Wasseroberfldche gerichteten Ultraschalls; auf dieser bildet sich ein
”Springbrunnen”).
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Eine zweiter Effekt, der die Erzeugung von Ultraschall erméglicht, ist die Mlagnetostrik-
tion. Bei einigen magnetischen Materialien &ndert sich der Abstand der Gitterbausteine
bei Anlegen eines Magnetfeldes. Bei Verwendung eines zeitlich oszillierenden Magnetfelds
lasst sich damit wiederum die Vibration des Kristalls erreichen.

Schliellich sollen einige weitere Wellenarten kurz erwahnt werden.

Elektromagnetische Wellen (im Detail: s. Physik II) umfassen ebenfalls einen ex-
trem groflen Frequenz- bzw. Wellenldngenbereich. Im Gegensatz zu akustischen Wellen
bendtigen sie kein Tragermedium, um sich auszubreiten. Bei Wellenldngen im m- bis km-
Bereich spricht man von Radiowellen. Daran schlieBen sich Mikrowellen (Wellenldngen:
cm ...0.4 mm) an, gefolgt vom Infrarot (0.4 mm ...0.4 pum). Das fiir das Auge sicht-
bare Licht umfasst lediglich die Wellenléngen 0.4 ...0.7um. Zu kiirzeren Wellenléingen
folgen das Ultraviolett, fiir A < 10 nm schlieflich der Rontgen- und Gamma-Bereich.
Nach den Gesetzen der Quantenmechanik kann jeder Welle ein Quant und umgekehrt zu-
geordnet werden (Welle-Teilchen-Dualismus; Elektromagnetische Wellen: Photonen;
Schall: Phononen). Analog besitzen Elektronen, Protonen oder andere Teilchen Wellenei-
genschaften. Generell gilt fiir Materiewellen die Zuordnung;:

(Impuls) 7= hk (Wellenvektor)
(Energie) E = hw (Kreisfrequenz)
Hierbei ist A~ 1073* Js das Planck’sche Wirkungsquantum.

Fiir ein Elektron mit E = 10eV (typische Bindungsenergie im Atom), m = 9.1 - 1073!
kg ergibt sich eine Geschwindigkeit v = /2E/m =~ 2 -10°m/s. Die Wellenlinge ist
A =2n/k=h/p=h/(mv)~ 0.36 nm, was ungefihr einem Atomdurchmesser entspricht.
Fiir w ergibt sich 2.5 - 10'° Hz. Fiir ein Proton der Energie 10 MeV (Typische Energie im
Atomkern) findet man mit m = 1.67 - 1072" kg eine Wellenléinge von ca. 10714 m, was von
der GroBenordnung des Kerndurchmessers ist. Fiir ein Objekt mit m = 1g, v = 1 mm/s
ergibt sich eine Wellenliinge von ca. 6-10728 m. Die Wellenliingen makroskopischer Objekte
sind also zu klein, um wahrgenommen werden zu koénnen.

7.3.3 Einige allgemeine Eigenschaften von Wellen

Im folgenden betrachten wir einige ganz allgemeine Eigenschaften von Wellen, die fiir viele
oder gar alle der oben angesprochenen Typen von Wellen gelten.

Dopplereffekt

Der Dopplereffekt tritt auf, wenn sich ein Sender oder ein Empféanger relativ zueinander
oder relativ zu dem die Wellen {ibertragenden Medium bewegen.

Wir nehmen zunéchst an, sowohl der Sender als auch der Empfinger ruhen. Der
Sender strahle Wellen der Frequenz fy bzw. der Wellenlédnge Ay aus. Die Ausbreitungsge-
schwindigkeit der Welle im Medium sei c¢. Damit gilt ¢ = fy .

Der ebenfalls ruhende Empfinger hort die Frequenz fy; er misst fiir die Ausbreitungsge-
schwindigkeit der Welle den Wert c.
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Lautstiirke von Schallvorgingen
Kurven gleicher Lautstirke
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Abbildung 7.14: Lautstirke unterschiedlicher Schallvorginge. Quelle: Skript Ihringer



328 KAPITEL 7. SCHWINGUNGEN UND WELLEN

Wenn sich der Empfinger mit der Geschwindigkeit u auf die Quelle zubewegt,
misst er eine hohere effektive Schallgeschwindigkeit c.fy = ¢ + u. Er hort demnach die

Frequenz
U

Ceff u-+c
— = = 1 — .
f " Y fo ( + C) (7.53)

Die relative Frequenzverschiebung Af/fo = (f — fo)/fo betrigt: % —u,

C

Wenn sich der Empfanger mit der Geschwindigkeit «' = —u vom Sender wegbewegt,
erhdlt man genau das selbe Ergebnis % = “?/ = —2. Die Frequenz ist jetzt lediglich zu

niedrigeren Werten verschoben.

Ein etwas anderer Gedankengang muss verwendet werden, wenn der Empfanger ruht
und sich der Sender mit der Geschwindigkeit v auf den Empfianger zu bewegt.

Der Sender bewegt sich jetzt in den von ihm erzeugten Wellenzug hinein. In einer Schwin-
gungsperiode T" = 1/f; legt er dabei den Bruchteil AN = vy = v/fy der Wellenlénge
Ao zuriick. Die vom Sender ausgesandten Wellenmaxima haben deshalb den Abstand
Aeff = Ao — AX = Ao — v/fy. Der Empféinger misst die Schallgeschwindigkeit c. Die
Frequenz, die er jetzt hort, betrégt:

C C

- Aeff - Ao —u/fo

(7.54)

Bewegt sich der Sender vom Empfianger weg, so erhélt man das selbe Ergebnis, mit v < 0.
Fiir v < ¢ lésst sich das Ergebnis ndhern als f = fy (ﬁ) ~ fo (1 — %), bzw: % S
Bei nicht allzu groflen Geschwindigkeit erhélt man also die gleiche Frequenzverschiebung
wie im Fall des bewegten Empfingers.

Dopplereffekt bei elektromagnetischen Wellen

Bei elektromagnetischen Wellen muss der Dopplereffekkt etwas anders behandelt werden,
da sich diese Wellen einerseits ohne ein Medium ausbreiten, andererseits ein Beobachter
unabhéngig von seinem eigenen Bewegungszustand immer die gleiche Lichtgeschwindigkeit
misst.

Die genaue Behandlung benétigt den Formalismus der speziellen Relativitétstheorie, die
Sie im néchsten Semester kennenlernen werden. Wir geben hier nur das Ergebnis fiir die

Frequenzverschiebung an:
1+v/c
= . 7.55
r=inf = (7.5)

Hierbei ist v die Relativgeschwindigkeit zwischen Sender und Empfénger (”+7, falls sich
die beiden aufeinander zubewegen.

Fiir v/c < 1 erhdlt man durch Taylor-Entwicklung;: % =1 }Of ¢ ~ 2 was das Ergebnis fiir
den akustischen Fall fiir u, v < ¢ reproduziert.

Eine Anwendung des Dopplereffekts mit elektromagnetischen Wellen ist der Polizeiradar
oder die Laserpistole (s. Einleitung).
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Mach’scher Kegel und Schockwellen

Wir kehren nun zuriick zu akustischen Wellen und betrachten die Schallausbreitung durch
Objekte, die sich mit Uberschallgeschwindigkeit bewegen.

Das Objekt erzeuge zur Zeit ¢ = 0 einen Schallpuls. Dieser Puls breitet sich in Form
einer Kugelwelle in den Raum aus und hat zur Zeit t; = At einen Radius r = cAt. Das
Geschoss selbst hat in der Zeit At die Strecke vAt zuriickgelegt. Zu Zeit to = 2At hat der
zur Zeit 0 abgesandte Puls einen Radius 2cAt erreicht, ein zur Zeit t; abgesandter Puls
den Radius cAt. Das Objekt selbst hat die Strecke 2vAt zuriickgelegt. Diese Situation ist
graphisch in Abb. [[.TH veranschaulicht.

t=2At

x=0 X=VAt x=2vAt

Abbildung 7.15: Schallausbreitung durch ein tiberschallschnelles Objekt. Links: Schallpuls
entsteht zur Zeit t = 0 am Ort x = 0. Mitte: Die Schallpulse zur Zeit t; = At und zur
Zeit t = 0 haben sich tber einen Radius cAt bzw. 2cAt vom Entstehungsort ausgebreitet.
Rechts: Geometrische Darstellung des Offnungswinkels des ”Machschen Kegels”

Das Geschoss zieht offensichtlich einen Schallkegel, den "Mach’schen Kegel” nach sich,
dessen Offnungswinkel sich aus der Abb. zu sin « = c/v ergibt. Die Abb. zeigt
eine Aufnahme eines iiberschallschnellen Geschosses. Der Machsche Kegel ist deutlich
erkennbar.

Abbildung 7.16: Hochgeschwindigkeitsaufnahme ei-
nes tberschallschnellen Geschosses. Quelle: Dransfeld /
Kienle / Vonach, Physik I

Die Grofle M = (sina) — 1 = v/e¢ wird Machzahl genannt. Man beachte, dass speziell
fir M = 1 a = 90° ist. Das Geschoss fliegt dann auf gleicher Hohe mit der flachen
”Schallmauer”.

Nahe des Mach’schen Kegels wird die relative Schallamplitude, d. h. die relative Druck-
schwankung Ap/p sehr grof. Die Schallgeschwindigkeit war ihrerseits proportional zu
\/]% bzw. proportional zu T2. In den adiabatisch verdichteten Bereichen sind Druck
und Temperatur deutlich héher als in den dekomprimierten Bereichen. Damit breiten sich
dghnlich wie bei der Brandung im Fall der Wasserwellen die verdichteten Regionen schnel-
ler aus als die dekomprimierten. Dadurch steilt sich die Vorderkante der Schallfront zu
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einer Schockfront auf, an der sich Druck und Temperatur enorm rasch auf Distanzen um
0.1 pm &ndern. In der Schockfront konnen Temperaturen von mehreren 1000 K auftreten.
Beispielsweise werden fiir ein sich mit M = 9 in 16 km Hohe bewegendes Objekt in der
Schockfront Temperaturen um 5000 K erreicht.

In speziell konzipierten Schockrohren (Gaskanonen) ldsst man ein unter hohem Druck (z.
B. 40 bar) stehendes Gasvolumen aus Hs rapide in einen praktisch evakuierten Bereich
(Druck: wenige mbar) ausbreiten. Hierbei rast eine Schockwelle durch das Rohr, an deren
Vorderfront Temperaturen von 20.000 K und mehr erreicht werden.

Reflexion, Stehwellen und Interferenz

Reflexion von Wellerfl

Kehren wir nochmals zur Abb. [L9 zuriick und be-

trachten die Reflexion von Wellen. Das eingespann- > V<
te Ende eines Seiles oder Stabes muss in Ruhe blei-

ben, wenn die Welle hier ankommt. Diese Rand-
bedingung lasst sich elegant dadurch erfiillen, dass h /\/ I
man sich das Seil iiber den Verankerungspunkt hin- I
aus verldngert vorstellt und eine Welle entgegenge-

setzten Vorzeichens auf diesen Punkt zulaufen lasst APbildung 7.17:  Reflezion einer
(Abb. [ZI7). Man hat damit erreicht, dass der Ver- Welle am festen Ende als "Kollisi-
ankerungspunkt bei der "Kollision” der beiden Wel- on” mit einer viertellen Welle (ge-
len in Ruhe bleibt. Nach der ”Kollision” wechsen S$trichelte Linie)

realer und virtueller Puls ihre Rolle; die Welle ist reflektiert worden. Fiir eine sinusférmige
Welle lasst sich auch sagen, die Reflexion am festen Ende fiihrt zu einem ”Phasen-
sprung”’ um 7.

Wenn der Puls auf ein offenes Ende zuléduft, wird das Seilende dagegen voll ausschlagen,
was leztlich den Ausgangspuls reproduziert. Es findet also kein Phasensprung statt.

Stehwellen

Stellen wir uns jetzt einen Puls vor, der zwischen zwei ein-
gespannten Enden hin- und herlduft (Abb. [LT8h). Wenn wir —>

die Einspannpunkte immer mehr verkiirzen, erhalten wir die

in Abb. dargestellte Situation. Die Welle lduft nicht

mehr, sondern bildet eine stationdre Stehwelle. |ﬁ/\/_ IOWI
(a)

Man kann ganz allgemein eine Stehwelle als Uberlage-
rung zweier entgegengesetzt laufender (periodischer) (b)
Wellen auffassen. Dies lésst sich leicht durch Rechnung ve-

rifizieren: Abbildung 7.18: Kon-
) i struktion einer Stehwelle
y = yo-sin(wt —kz) —yo - sin(wt + kz) durch wiederholte Reflexi-
= Yo [SiH(Wt> cos(kx) — cos(wt) sin(k:x)} on einer laufenden Welle
—yo - [ sin(wt) cos(kx) + cos(wt) sin(kz)]
= —2ygcos(wt) sin(kx) (7.56)

2Die folgenden Abschnitte (Reflexion Stehwellen, Interferenz) sind sehr kurz gefasst. Diese Effekte
werden im 2. Semester ausfiihrlich beschrieben
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Der erste Term auf der rechten Seite der ersten Zeile entspricht der einlaufenden Welle, der
zweite der reflektierten Welle. Man beachte das ”-”- Zeichen, das den Phasensprung bei
der Reflexion beriicksichtigt. Der Ausdruck in der letzten Zeile enthélt die Ortsfunktion
sin(kx), die mit der Funktion cos(wt) multipliziert ist. Jeder Punkt z fiihrt also eine
Oszillation mit der Amplitude yo sin(kx) aus.

Betrachtet man zwei fest eingespannte Enden einer Saite, einer Feder oder eines Seils der
Lénge L, so muss sin(kz) fiir x = 0 und fiir x = L verschwinden. Hieraus folgt, dass k die
Werte nm/L, mit n = 1,2,3, ... annehmen kann. Mit k = 27 /[ folgt: L = n%, es "passen”
also Vielfache einer halben Wellenldngen zwischen die eingespannten Enden.

Genau diese Stehwellen konnen angeregt werden, wenn man beispielsweise an einer Saite
zupft. Der Grundton etwa des Tons ”A” liegt bei ca. 100 Hz. Die Saite schwingt dabei mit der
Frequenz fj, bei Obertonen nfy. Diese Obertone entsprechen der Bedingung L = n% Halbiert
man durch Fingerdruck die Saite erhilt man Grundschwingungen der beiden Hélften bei 2 fy,
sowie Obertone bei 2n fy. Die Saitenverhéltnisse, die gespielt werden miissen, sind z. T. relativ
kompliziert. So entspricht eine kleine Sekunde einem Verhéltnis 16:15. Bei der grofien Sekunde
ist das Verhéaltnis 9:8, bei der grofien Terz 6:5, bei der Quarte 4:3, der reinen Quinte 3:2 und bei
der groflen Sexte 5:3.

Auch bei offenen Enden lassen sich Stehwellen erzeugen. Hierbei schwingen die Enden
maximal durch, man erhélt eine Serie cos(kz) von Stehwellen, mit £ = /L. Ist ein
Ende z. B. eines Stabes eingespannt, das andere offen, so ergeben sich Stehwellen fiir
L=02n+1)A/4, mitn=0,1,2,....

Stehwellen dieser Art kénnen mit dem Quinke-Rohr horbar gemacht werden. Hier ist am
oberen Ende eines zylindrischen Rohrs ein Lautsprecher angebracht. Im Rohr befindet
sich Wasser. Die Distanz L zwischen Lautsprecher und Wasseroberfliche kann variabel
eingestellt werden. Die Wasseroberflache entspricht dem offenen Ende (die Amplitude der
Druckschwankungen ist hier nicht fixiert), der Lautsprecher dem geschlossenen Ende.

Auch in zwei bzw. drei Raumdimensionen treten Stehwellen auf. In 2D demonstrieren wir
dies an Hand einer runden Plexiglasscheibe, deren Zentrum durch einen vibrierenden Stab
mit variabler Frequenz angeregt wird. Die Platte ist mit feinkoérnigem Pulver bestreut, das
sich in den Minima der Stehwellen ansammelt. Die Stehwellen haben fiir diese Geometrie
Nullstellen in radialer Richtung, u. U. aber auch in azimuthaler Richtungﬁ.

Fiir eine quadratische (2D) bzw. kubische Form (3D) ist die Ortsabhéngigkeit der Steh-
wellen von der Form sin(k,z) - sin(k,y) - sin(k,z), wobei die Wellenzahlen in z, y bzw z die
Bedingungen k, = mn,/a, k, = m™y,/a, k, = mn,/a, mit n,, n,,n, = 0,1,2,... erfiillen.
Man fasst die Wellenzahlen (k, k,, k.) zum ”Wellenvektor” k zusammen. Der Zusam-
menhang zwischen Kreisfrequenz w und dem Wellenvektor k ist im einfachsten Fall: w? =
Ak? = A(kI4-k;+k2). Fiir den Wiirfel (Kantenlinge a) erhilt man: w?® = ¢*Z(n2+n>+n?).
Fiir die Stehwelle mit der niedrigsten Frequenz ist eine der Zahlen n,, n,,n, gleich 1, die
beiden anderen sind 0.

Wichtig sind solche zwei- oder dreidimensionalen Resonanzen beispielsweise in der Mi-
krowellentechnik. Man verwendet z. B. Hohlleiter (offene Rohre mit rechteckigem Quer-
schnitt). Die elektromagnetische Welle kann sich entlang des Hohlleiters (in z-Richtung)

3Die mathematische Behandlung wiirde auf Besselfunktionen fiihren, die die Amplitude dieser Steh-
wellen beschreiben.
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ausbreiten, die Feldkomponenten in (z,y) Richtung werden wiederum durch Ortsfunktio-
nen sin(k,x)-sin(k,y) (bzw. cos(k,x)-cos(k,y)), mit diskreten Werten (k,, k,) beschrieben.

Ein Beispiel fiir akustische Wellen ist unser Kehlkopf. Hier regen die Stimmbénder ganz
bestimmte Wellenzahlen an. Fiir eine gegebene Stehwelle ist w = const. - ¢. Erhoht man ¢
(Einatmen von He-Gas), wird damit w drastisch erh6ht, wie wir im Experiment bestétigen.

Interferenz

Auf einer Wasseroberflache (x,y) sollen N Quellen Wellen der Form z,(z,y,t) erzeugen.
Diese Wellen iiberlagern sich zu einer Gesamtwelle z(z,y,t) = .~ z,(z, ¥, 1).

Der einfachste Fall besteht in der Uberlagerung zweier ebener, sich in z-Richtung ausbrei-
tender Wellen: z = ze!F12=w1t) 5 pilkez—wat+9) Hierbei haben wir angenommen, dass die
Wellen am Ort x eine Phasenverschiebung ¢ haben. Frequenz, Wellenzahl und Amplitude
a der beiden Wellen seinen gleich, d. h. z; = 290 = 2 , w1 = wy = w, k; = ky = k. Die
Intensitdt der Welle ist dann I = |A|> = [2a(1 + cos ¢)]?. Sind die beiden Teilwellen in
Phase (¢ = 0) ist [ = 422 baw. z(z,t) = 22¢'*12=“%) Fiir ¢ = 7 16schen sich die Wellen
dagegen vollstandig aus: z(x,t) = 0.

Im Experiment demonstrieren wir die Uberlagerung von Wellen in zwei Dimensionen (Wellen-
wanne). Wir betrachten qualitativ die Uberlagerung der von zwei Quellen ausgehenden Kreis-
wellen, die Wellen, die durch einen Spalt durchtreten sowie die Interferenz von Wellen beim
Durchgang durch zwei benachbarte Spalte. In allen Féllen wechseln sich Bereiche maximaler
Amplitude mit Nullstellen in z(z,y,t) ab. Diese Interferenzerscheingungen werden wir im Zu-
sammenhang mit der Behandlung elektromagnetischer Wellen detailliert analysieren.

Schliefflich seien einige Wellen erwéhnt, die entsprechend dem Welle-Teilchen-Dualismus
aus der kohdrenten Uberlagerung einer sehr grofien Zahl von Quanten gehérenden hervor-
gehen. Hierzu gehéren:

e Laserlicht: kohirente Uberlagerung von Photonen
e Supraleiter: kohirente Uberlagerung von Elektronenpaaren

¢ Bose-Einstein-Kondensate: kohirente Uberlagerung elektrisch neutraler Gasato-
me (Alkaliatome)

e Superfluide: Kohirente Uberlagerung von elektrisch neutralen *He-Atomen oder
von Paaren von *He-Atomen

Diese Systeme spielen in der modernen Physik eine enorm wichtige Rolle. Sie werden ihre
Eigenschaften in spéiteren Semestern kennenlernen.
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7.4 Gekoppelte Schwingungen

Als Beispiel fiir 2 gekoppelte Schwingungen betrachten wir das Doppelpendel, das in
Abb. dargestellt ist. Zunéchst vernachléssigen wir die rot eingezeigte Feder zwischen
den beiden Pendeln. In diesem Fall haben wir zwei unabhéngige Pendel. Das einzelne
Pendel wurde bereits im Abschnitt zum Mathematischen Pendel behandelt. Wir haben
dort gesehen, dass wir fiir die Auslenkung des Massenpunktes z.B. fiir des ersten Pendels,
x1, eine Differenzialgleichung erhalten der Form

>z

mq a2 :—Dl’l

Dabei steht m; fiir die Masse die an dem Pendel héngt und D ist die sogenannte Riick-
stellkonstante, die sich ja beim Pendel aus der Masse, der Lénge der Pendelauthdngung
und der Beschleunigung durch die Erdanziehung ergibt. Eine entsprechende Gleichung
erhalten wir auch fiir die Auslenkung des zweiten Pendels, x5.

—_— -

X X
1 2
Abbildung 7.19: Darstellung von 2 gekoppelten Pendeln. Die rote Verbindung-
linie zwischen den beiden Pendelaufhdngungen reprdsentiert die Feder, die die
beiden Pendel koppelt.

Aus den zwei unabhéngigen Pendeln wird ein System von 2 gekoppelten Pendeln, wenn
wir die beiden Massenpunkte oder die zugehorigen Pendelstangen durch eine Feder ver-
binden, so wie es in Abb. dargestellt ist. Dabei wollen wir annehmen, dass diese
Feder genau dann keine Riickstellkraft erzeugt, wenn die beiden Pendel sich in ihrer Ru-
helage befinden. Die Riickstellkraft ist also von null verschieden, wenn die Differenz der
beiden Auslenkungen xy — x; ungleich null ist. Bezeichnen wir die Federkonstante dieser
Verbindungsfeder mit d, so ergeben sich, wie man sich leicht aus den enstehenden Kréfen
iiberlegen kann, fiir die beiden Massenpunkte die folgenden Bewegungsgleichungen

Pz
dt21 = —DSL’l + d (l’g - l’l)
Pz
m dt; = —Day+d(x —3) . (7.57)

Dabei haben wir zur Vereinfachung der Nomenklatur angenommen, dass die beiden Mas-
sen identisch sind, m; = my = m. Die beiden Bewegungsgleichungen in ([Z21) sind ein
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System von 2 gekoppelten Differenzialgleichungen, da fiir den Fall, dass die Verbindungsfe-
der eingebaut ist (also d ungleich null), die gesuchten Funktion z;(¢) in beiden Gleichungen
auftauchen. Damit konnen diese Gleichungen nicht isoliert voneinander behandelt werden.

Trotzdem koénnen wir uns vorstellen, dass es auch im Fall der gekoppelten Pendel Losun-
gen gibt, bei denen die beiden Massenpunkte im Takt hin und her schwingen und die
Verbindungsfeder nicht ausgelenkt wird. Man spricht in diesem Fall von einer Eigen-
schwingung oder Normalschwingung des Systems. Den Ansatz fiir solche Normal-
schwingungen schreiben wir in der Form

ait) = ( 28 ) - < - )em. (7.58)

Die Normalschwingung ist als ein Vektor ¢ aus 2 Komponenten (zweidimensional) dar-
gestellt, wobei die obere Komponente durch die Funktion z;(¢) und die untere durch
xo(t) gegeben ist. Im zweiten Teil der Gleichung wird zum Ausdruck gebracht, dass diese
Funktion durch jeweils eine konstante Amplitude x;o multipliziert mit der komplexwerti-
gen Exponenzialfunktion, die hier wieder zur Darstellung der harmonischen Schwingung
genutzt wird. Dabei interessiert uns also wieder nur der Realteil dieser Funktionen.

Setzt man diesen Ansatz fiir die Funktionen x;(¢) in (CLH7) ein, so ergibt sich daraus

— mwleoei“’t = [—Dl’lo + dl’QO — dSL’lo] €Mt

—mw?rye™ = [~Dxgy + drig — drgg) ™" . (7.59)
Alle Terme dieser Gleichungen besitzen den Faktor e, den wir deshalb aus diesem Glei-
chungssystem herauskiirzen kénnen. Mit kleinen Umfomungen ergibt sich daraus

mw2x10 = (D + d)l’l() — dI‘QO

mw?ry = (D +d)zy — dryg,

zwei algebraische Gleichungen, die wir mit Hilfe der Rechenregeln fiir Vektoren der Di-
mension 2 und zugehorigen 2 x 2 Matrizen auf die Form bringen kénnen

D+d —d T10 . 2 T10
(D () (). .

Diese Gleichung vom Typ
a f Q ¢
=A , 7.61
</5 7)(%) (C_IZ) (7.61)

e e N e’
Matrix A Vektor ¢

bezeichnet man als Eigenwertgleichung der symmetrischen Matrix A. Die Konstante
A auf der rechten Seite der Gleichung hat den Namen Eigenwert der Matrix A und den
zweidimensionale Vektor ¢ fiir den diese Gleichung gilt bezeichnet man als Eigenvektor
zum Eigenwert \. Fiir den Ansatz ([Z58) reduziert sich das Problem der gekoppelten
Differenzialgleichungen (IZ57) auf das algebraische Eigenwertproblem ([Z60).

Solche Eigenwertprobleme begegnen uns an vielen Stellen in der Physik. Insbesondere in
der Quantenmechanik stehen Eigenwertprobleme im Zentrum. Aber auch in dieser Vor-
lesung ist uns bereits ein solches Eigenwertproblem begegnet, ohne dass wir dort darauf
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hingewiesen haben. Fiir den Zusammenhang zwischen dem Drehimpuls L und der Rota-
tionsgeschwindigkeit & eines starren Korpers gilt ja die Beziehung

L=13,

wobei Z fiir den Tragheitstensor des starren Korpers steht, also durch eine 3 x 3 Matrix
reprasentiert wird. Fiir Drehungen um Haupttrégheitsachsen, stehen Drehimpuls und Ro-
tationsgeschwindigkeiten parallel zueinander und es gilt

L=1I3,

mit einer Zahl I, dem Haupttragheitsmoment. Daraus ergibt sich also die Bedingung fiir
Haupttragheitsachsen
o =13. (7.62)

Die Bestimmung der Haupttrédgheitsmomente und Haupttriagheitsachsen ist also eben-
falls ein Eigenwertproblem hier fiir Vektoren und Matrizen der Dimension 3: die Haupt-
tragheitsmomente sind die Eigenwerte des Triagheitsensors und die zugehérigen Haupt-
trigheitsachsen liegen parallel zu den Eigenvektoren.

Die Methoden zur Losung von Eigenwertproblemen werden in der Linearen Algebra dis-
kutiertll. Wir wollen an dieser Stelle nur auf einige zentrale Ergebnisse hinweisen und ein
“Kochrezept” zur Losung angeben. Man kann zeigen, dass eine symmetrische N x N Ma-
trix A (mit reellwertigen Matrixelementen) genau N Eigenwerte und jeweils zugehorige
Eigenvektoren besitzt, die zueinander orthogonal sind. Diese Eigenvektoren bilden also ei-
ne Basis des N-dimensionalen Vektorraumes. Das bedeutet, dass man jeden Vektor durch
eine Linearkombination von Eigenvektoren darstellen kann.

Wie bestimmt man aber nun die Eigenwerte und Eigenvektoren einer symmetrischen
Matrix A, so wie das z.B. in (L&) formuliert ist? In einem ersten Schritt bestimmt
man das Charakteristische Polynom. Dieses Charakteristische Polynom ergibt sich
als Determinante der Matrix (A — AE;) wobei E; die Matrix die “Eins-Matrix” also
mit Eintrdgen 1 in der Diagonale und Null sonst. Damit ist also die Matrix (A — A\E})

gegeben durch
a—\ [
A—-A\E)) = ,
( 1) < ﬁ — Y )

wenn wir als Beispiel die 2 x 2 Matrix aus ([ZG1]) heranziehen. Die Determinante einer
2 x 2 Matrix berechnet sich als das Produkt der beiden Elemente in der Diagonalen minus
dem Produkt der beiden nichtdiagonalen Elemente. Fiir die Determinate von (A — AE})
ergibt sich also

det(A—AE)) = (a—N)(y—\) —p?
= M= Ma+7)+ay -2 (7.63)

Die Berechnung von Matrizen einer grofleren Dimension als 2 ist etwas aufwendiger und
wir werden diese zu gegebener Zeit diskutieren. Das Ergebnis dieser Rechnung in ([ZG3) ist
ein Polynom vom Grade 2 in der Variablen A, die den Namen Charakteristisches Polynom
der Matrix A tragt.

4siehe z.B. H. Fischer unnd H. Kaul: Mathematik fiir Physiker I, § 18.
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Die Eigenwerte der Matrix A sind gleich den Nullstellen des charakteristischen Polynoms.
Wir bekommen also fiir unsere Beispielmatrix A die Eigenwerte dadurch, dass wir die
Werte A; und Ay bestimmen, fiir die der Ausdruck in ([ZG3) null ergibt. Dies fiihrt zu

2
Al,zza—gvi\/@—avjtﬁ? (7.64)

Ersetzen wir die Matrixelemente von A, also «, § und ~ durch die Eintréage der entspre-
chenden Matrix in ([ZG60), so ergibt sich

Mo=mwi, = D+dx\/(D+d)?—(D+d)?+d
= D+d=+d

Daraus ergeben sich also fiir die Winkelgeschwindigkeiten der Normalschwingungen die

Werte
D D +2d
wi=1/— und wy= i : (7.65)
m m

In einem weiteren Schritt miissen nun die Eigenvektoren bestimmt werden. Dazu setzen
wir zunéichst das Ergebnis fiir w = wy in ([60) ein und erhalten

D+d —d Tio \ Z10

Daraus ergibt sich, dass alle Vektoren mit x19 = x99 = x Eigenvektoren zu diesem Eigen-
wert sind. Fiir die Normalschwingung ergibt sich also (siehe (Z5S))

z1(t) = 25(t) = Real (xe™")
= Real (x (cos(wit) + isin(wit)))
= wuycos(wit) + ug sin(wt) . (7.67)

Die Koeffizienten u; und us dieser Normalschwingung ergeben sich aus den Anfangsbe-
dingungen der Schwingung. Wenn wir etwa den Fall betrachten, dass zur Zeit ¢t = 0 das
System in Ruhe sein soll, so ist uy = 0 und wu; entspricht der Auslenkung x| = x5 = uy
der beiden Massenpunkte aus der Ruhelage.

Diese erste Normalschwingung mit der Winkelgeschwindigkeit w; entspricht also genau der
Schwingung, die wir bei der Motivation des Ansatzes ([L58) im Auge hatten: Die beiden
Massenpunkte schwingen im Gleichtakt mit der Winkelgeschwindigkeit der ungestorten
Einzelpendel. Da der Abstand der beiden Massenpunkte x5 — x1 stets dem Abstand in der
Ruhelage entspricht, wird durch Verbindungsfeder keine Riickstellkraft hervorgerufen.

Unsere Rechnungen fithren aber auch zu einem zweiten Eigenwert bzw. einer zweiten
Winkelgeschwindigkeit we in (ZGH). Setzen wir diese Losung w = wy in (IZG0) ein, so
erhalten wir zur Bestimmung des Eigenvektors zu diesem zweiten Eigenwert die Gleichung

D+d —d T10 . 10
(P50 1 (2 ) o270 -
In diesem Fall gilt fiir die zugehorigen Normalschwingungen x19p = —x99 = ¥, also:

x1(t) = —xo(t) = wy cos(wat) + wa sin(wat) . (7.69)
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Auch hier werden die Koeffizienten w; und wy durch die Startbedingungen festgelegt.
Fiir den Fall, dass die Geschwindigkeiten der Massenpunkte zur Zeit ¢t = 0 identisch
Null sein soll, ergibt sich, dass wy = 0 und w; der Auslenkung des Massenpunktes 1 zur
Zeit = 0 entspricht. Bei dieser zweiten Normalschwingung schwingen die beiden Pendel
“gegeneinander” | da ja stets gilt: x1(t) = —xo(t).

Es wurde bereits oben gesagt, dass die Eigenvektoren einer Matrix eine orthogonale Basis
des zugehorigen Vektorraumes bilden. In unserem Fall bedeutet das, dass jede beliebige
Losung der gekoppelten Differenzialgleichungen ([Z57) als Linearkombination der Normal-
schwingungen ([Z&17) und ([Z8Y) darstellen lassen. Beschrinken wir uns weiter auf solche
Losungen, die zur Zeit ¢ = 0 in Ruhe sind, also us = wy = 0) so lautet der Ausdruck fiir
eine beliebige Losung von ([CH7):

z1(t) = wuycos(wit) + wy cos(wat)
xo(t) = wycos(wit) — wi cos(wat) . (7.70)

Als Beispiel fiir eine solche gekoppelte Schwingung sind in Abb. [L20) solche Auslenkungen
x1(t) und xo(t) dargestellt fir den Fall, dass D/m =1 und d = 0.1 % D, also eine relativ
schwache Kopplung vorliegt. Die Anfangsbedingungen sind so gewahlt, dass fiir ¢ = 0 die
Amplitude z; = 1 maximal ist, wihrend der zweite Massenpunkt sich in der Ruhelage
xe = 0 befindet. Dies fiihrt auf die Werte u; = w; = 0.5 in (ZZ0). Man sieht an den
Auslenkungen, dass die Energie, die zur Zeit t = 0 vollstandig auf den ersten Massenpunkt
konzentriert ist, wihrend des Schwingvorganges auf den zweiten Massenpunkt iibertragen
wird, bis bei etwa t = 6x7 der erste Massenpunkt fast zur Ruhe kommt wéhrend der zweite
eine maximale Amplitude aufweist. Darauthin wird die Energie der Schwingbewegung
wieder auf den ersten Massenpunkt iibertragen. Dieser Vorgang wiederholt sich periodisch.

Eine etwas andere Darstellung des gleichen Vorganges ist in Abb. [L21] gegeben. In dieser
Abbildung sind jeweils die Positionen x; (auf der horizontalen Achse) und zo (auf der
vertikalen Achse aufgetragen). Wihrend das linke Teilbild, damit der Leser sich mit dieser
Darstellung vertraut machen kann, die Schwingungen fiir 0 < ¢ < 3% 7 widergibt, sind im
rechten Teilbild die Amplituden fiir 0 < ¢ < 30 * m dargestellt.
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Abbildung 7.20: Amplituden von 2 gekoppelten Pendeln. In diesem Beispiel
sind D/m =1 und d = 0.2 D gewdhlt. Die Zeit auf der horizontalen Achse
st in Finheiten von ™ angegeben.

0<t<3*n 0<t<30*n

Abbildung 7.21: Darstellung der 2 gekoppelten Pendel aus der Abb. [T.20. In
dieser Darstellung ist sind x1, horizontale Achse, und xo auf der vertikalen
Achse fiir gleichen Zeitpunkt aufgetragen.
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7.5 Gekoppelte Schwingungen im Kristallgitter

Wir betrachten jetzt die Eigenschwingungen, die die regelméflig angeordneten Atome im
Kristall ausfithren kénnen.

In einem Kristall wiederholt sich eine Anordnung von m Atomen periodisch in allen Raum-
richtungen. Man kann den Kristall durch wiederholtes Aneinanderfiigen eines geeignet
geformten Volumens (”Einheitszelle”) erhalten. das gerade diese m Atome enthélt. Der
gesamte Kristall bestehe aus N Einheitszellen, enthalte also IV - m Atome. Jedes dieser
Atome kann sich in drei Raumrichtungen verschieben, sowie Drehungen um 3 Achsen
durchfiithren. Der gesamte Kristall hat also 3 N - m Freiheitsgrade der Bewegung. Hierbei
entsprechen 3 Freiheitsgrade der Translation des gesamten Kristalls und drei Freiheits-
grade der Rotation des Kristalls. Die {ibrigen 3 N - m — 6 Freiheitsgrade entsprechen
Schwingungen der Atome gegeneinander.

7.5.1 Die einatomige lineare Kette

Bevor wir den allgemeinen Fall behan-
deln, betrachten wir zunéchst ein stark
vereinfachtes Modell, bei dem N identi-
sche Atome (Masse: M) in z-Richtung o 9 ® ® ®

in Form einer Kette aufgereiht sind (ein- u(t)

atomige lineare Kette). Die Atome sollen i i > X
sich nur in z-Richtung bewegen koénnen na (n+1)a

und um Gleichgewichtspositionen z¥ her-

um schwingen kénnen. Die entsprechende  Abbildung 7.22: Einatomige lineare Kette.
Anordnung ist in Abb. skizziert.

Der Gleichgewichtsabstand der Atome sei a, wobei sich das erste Atom bei z = 0 befinde.
Fiir den Gleichgewichtsabstand z¥ gilt daher: 2% = na. Die zeitabhingige Position des
Atoms n ist: z,(t) = na + u,(t), wobei wu,(t) Schwingungen beschreibt. Im Folgenden
benutzen wir aus Griinden der Einfachheitf] zyklische Randbedingungen, d. h. wir
nehmen an, Atom 1 sei identisch mit Atom N (dies ldsst sich daruch erreichen, dass wir
die Enden der Kette zu eiem Ring verbinden).

Weiter sei die Kraft zwischen Atom n und seinen nédchsten Nachbarn an den Positionen
ZTne1 und z,_q durch das Hook’sche Gesetz beschrieben, d. h. proportional zur relativen
Vergroferung des Abstands dieser Atome iiber den Gleichgewichtsabstand a hinaus.

Es gilt also:
Fon-1=D(up—1 —uy) = D(up_1 — uy) (7.71)

bzw.
Fons1=—D(un+1—un), (7.72)

mit der Federkonstanten D.

Die Kréfte zwischen weiter entfernten Atomen, d. h. F),,_» usw., sollen vernachldssigt
werden.

Eine analoge Rechnung lieBe sich auch fiir offene Randbedingungen durchfiihren.
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Die Gesamtkraft auf das Atom n ist: F,, = D(n,401 — un) + D(Upy1 — uy),

die Newton’sche Bewegungsgleichung fiir dieses Atom lautet:

Mi=D - (upi1 +Up—1 —2u,) mit n=1,...N (7.73)

Wir nehmen jetzt an, alle Atome schwingen mit der gleichen Frequenz w, d. h wir wahlen
den Ansatz: u, = U,e”“".

Einsetzen in die Bewegungsgleichungen liefert:

~Mw?ty, = D - (Gyq + Up_y — 20,)  (n=1..N) (7.74)
Mit 4 = (uq, usg, ..., uy) konnen wir dies in der Matrixform:
M. -
_T“’g AT (7.75)

schreiben. Hierbei sind die Diagonalelemente A,, der N x N-Matrix 7{ gleich -2, die
Elemente A, ,_; und A, 4+ gleich 1 und alle anderen Elemente gleich 0.

Gleichung hat die Form einer Eigenwertgleichung, wie Sie sie bei der Behandlung
zweier gekoppelter Pendel kennengelernt haben. Allerdings ist die Matrix jetzt erheblich
grofer.

Wenn man die lineare Kette an einem Atom anstoft, breitet sich eine Welle entlang der
Kette aus. Es liegt daher Nahe, einen Ansatz fiir die Atompositionen w4, so zu wihlen,

dass die Atompositionen eine Welle e*** ”abtasten”.
Wir setzen deshalb an: 4, = u - e*"®.
Einsetzen in [ 74 liefert:
C Motue*me — Dy (eik(n—‘rl)a 1 gik(n=Da _ 9¢ikna) (7.76)

Kiirzen von u und Multiplikation mit e~*"® liefert:

. . 2D
Mw? = —D(e™ + e7* —2) = 2C(1 — coska) bzw w? = ﬁ(l — cos ka) (7.77)

Es gilt: 1 — cos(ka) = 2sin*(ka/2), woraus folgt

_ fac
YTV M

Fiir die Amplituden z,(¢) erhalten wir schlielich: z,(t) = na + u - e/"*e=?)

. ka
sin —

. (7.78)

(bzw. im reeller Schreibweise: zn(t) = na + u - cos(nka — wr)
Wir miissen jetzt diskutieren, welche Werte k£ annehmen kann.

Zunichst ist zu beachten, dass zur Phase k - a ein ganzzahliges Vielfaches von 27 addiert
werden kann, ohne den Wert von x,,(t) zu dndern. Daher kann k - a auf den Wertebereich

6Die zyklischen Randbedingungen kénnen wir dadurch beriicksichtigen, dass wir die Matrix um eine
0-te Zeile bzw. Spalte erweitern, die wiederum die Elemente u,, enthélt.
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—m < ka < 7 eingeschrinkt werden. Dieses Intervall nennt man auch die ”1. Brillouin-
Zomne” (eine analoge Definition lasst sich auch in 3 Dimensionen machen). Die Abb.
zeigt die Funktion w(k)

Jetzt nutzen wir die Annahme zyklischer Randbedingungen aus. Es gilt: u,, = uyy, und

damit:
inka

e — 6i[(n+N)ka+27rl] (779)

Hierbei ist [ eine ganze Zahl. Der Ausdruck 2zl gibt an, dass die Phase nur bis auf
Vielfache von 27 bestimmt ist. Hieraus folgt: Nka = 27l und daraus:

B 27 ]
~ Na
Da ka nur zwischen —7m und 7 zu variieren braucht, kann man [ einschrinken auf die
ganzen Zahlen zwischen —N/2 und N/2. Dies sind N unabhéngige Werte (eigentlich

N + 1; man beachte aber, dass durch die zyklischen Randbedingungen ist aber der erste
und der letzte Wert dquivalent.

2 (7.80)

Damit nimmt & N Werte an, also genau
der Zahl der Freiheitsgrade entspricht, die
in einer Dimension zu ”vergeben” sind. i
Der Wert £ = 0 entspricht dabei der
Translation der gesamten Kette.

Die Abb. [[24] illustriert, dass k-Werte au-
Berhalb der 1. Brillouin-Zone keine Infor-
mationen an den durch die Atome vorge-

20
_/ (4 D/M)1/2

"':,I K

gebenen Positionen liefert, die nicht auch —Zréla —nla ﬂ:lla 2n/a

durch eine Welle mit |ka| < 7 geliefert

wiirde. Abbildung 7.23: Dispersionsrelation w(k) der
einatomigen linearen Kette.

Abbildung 7.24: Die Welle der durchgezogenen Kurve tibermittelt keine Information, die
nicht auch durch die gestrichelte Kurve gegeben wird. Man braucht nur Wellenldingen
grofier als 2a, um die Bewegung der Atome wiederzugeben (aus Ch. Kittel, Festkdorperphy-
sik, Abb. 4.5)

Wir betrachten jetzt die Losungen w,(t) bei k = +7/a (d. h. am Zonenrand):
Uy = U - e:l:iﬂne—iwt —u- (_1>n . e—iwt (781)

Dies entspricht einer stehenden Welle. Benachbarte Atome schwingen dabei abwechselnd
voneinander weg und zueinander hin.
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Im Grenzfall ka < 1 (langwelliger Grenzfall) gilt: sin ka/2 ~ ka/2 und damit:

D
w:\/Mus“k:Eck. (7.82)

Hier wird also der Zusammenhang zwischen w und k fiir Schallwellen reproduziert.

7.5.2 Die zweiatomige lineare Kette

Wir diskutieren nun die Eigenschwingun-
gen einer eindimensionalen Kette aus 2 un-

terschiedlichen Atomen mit Massen M,
’ o @) o @) o @)
M, (s. Abb. [[ZH)

Die Vorgehensweise beteht darin, der einen |
Atomsorte die Koordinaten u,,, der ande- U, V
ren die Koordinaten v,, zu geben.

|
I
un \ l'In+1 \

n+1

Es ergeben sich ganz analog zur einatomi- Abbildung 7.25: Eindimensionale zweiatomi-
gen linearen Kette die Bewegungsgleichun-  ge Kette

gen:
My, = D - (v, 4+ vp1 — 2uy,) (7.83a)
Myv, = D - (tupi1 + uy — 20y) (7.83b)

Mit dem Ansatz u, = u - /"0 4 = ¢ . "= findet man das Gleichungssystem:
—w Mu = D[l + e*] — 2Dy (7.84a)
—w?Myv = Du[l + e**] — 2Dv (7.84b)

Diese beiden Gleichungen stellen wiederum ein Eigenwertproblem fiir die Groflen u und
v dar. Kombiniert man (u, v) zu einem Vektor so ergibt sich:

2D — Myw? =D -1+ e ] u)
( —D-[1+e*] 2D — Myw? )70 (7.85)

Die Determinante der 2 x 2-Matrix muss verschwinden, um eine nichttriviale Losung zu
erhalten. Dies liefert:

My Myw* — 2C - (M + Ms)w? + 2C?*(1 — cos ka) = 0 (7.86)

was eine quadratische Gleichung fiir w? darstellt, also elementar gelost werden kann. Wir
betrachten aber nur zwei Grenzfille:

e Losung fiir ka < 1:

1 1
w? =2D (E + E) ("optischer Zweig”) (7.87)
oder o
w?=——"—k**® ("akustischer Zweig”) (7.88)

2(M; + M)
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e Losung an der Zonengrenze bei k = +7/a: w- = M, (7.89)
2D
w? =" 7.90
oder M, ( )

Die kompletten Losungen w(k) sind in Abb. aufgetragen.

Optischer Phononenzweig

i)
\ (20/M2)'/2

M| > M, '
L (2C/My)' 2

I ) . -
Akustischer Abbildung 7.26: Optischer und akustischer

Phononenzweig Zwetg der linearen zweiatomigen Kette. Die
| Wellenzahl ist in der Abbildung mit K be-
L K zeichnet, die Federkonstante mit D. (aus

m/a Ch. Kittel, Festkirperphysik, Abb. 4.7)

Fiir ka < 1 schwingen auf dem akustischen Zweig die beiden Atomsorten im wesentli-
chen miteinander. Auf dem optischen Zweig dagegen gegeneinander. An der Zonengrenze
erhélt man wiederum eine Stehwelle, wobei bei der ersten Losung die Atome der Sorte 1
gegeneinander schwingen und die Atome der Sorte 2 in Ruhe sind. Bei der zweiten Lésung
sind die Atome der Sorte 1 in Ruhe, die Atome der Sorte 2 schwingen gegeneinander. In
Abb. sind die Schwingungsmoden fiir ka < 1 skizziert.

Optische Mode Abbildung 7.27: Optische und akustische
Mode der zweiatomigen linearen Kette fiir

— K ka < 1.Die Verschiebungen der Atome

sind in transversaler Richtung aufgetra-

Akustische Mo gen.(aus Ch. Kittel, Festkorperphysik, Abb.

4.10)

Durch die beiden Zweige erhélt man 2N Werte fiir die Wellenzahl k. Dies entspricht
wiederum der Zahl der Freiheitsgrade der 2N Atome. Betrachtet man allgemein m un-
terschiedliche Atome, so erhilt man insgesamt m Zweige, von denen einer fiir £ = 0 bei
w = 0 beginnt (akustischer Zweig). Alle anderen Zweige beginnen bei endlichen Werten
von w (optische Zweige).

7.5.3 Gekoppelte Schwingungen in drei Dimensionen

Léasst man bei der linearen Kette weiter die Bewegung der Atome in alle drei Raum-
richtungen zu,. so verdreifacht sich die Zahl der Losungen. Jeder Zweig spaltet in zwei
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transversale Moden und eine longitudinale Mode auf. Hierbei sind die transversalen Mo-
den oft entartet, d. h sie haben fiir festes k die gleiche Frequenz.

Auch in diesem allgemeineren Fall liegen alle verfiigbaren Schwingungsfreiheitsgrade in-
nerhalb der ersten Brillouin-Zone.

Geht man weiter zu dreidimensionalen Atomanordnungen iiber, so vergrofert sich die
Zahl der Freiheitsgrade bzw. die Zahl der Zweige nicht mehr. Die Wellen kénnen sich
aber in verschiedene Kristallrichtungen ausbreiten, man muss von der Wellenzahl £ zum
Wellenvektor & iibergehen. Graphisch wird dann wk entlang besonders symmetrischer
Kristallrichtungen aufgetragen. Die Abb. zeigt dies am Beispiel von Germanium.
Hier wurde w(k) entlang der Raumdiagonalen aufgetragen [”(111)-Richtung”].

—
o)

Abbildung 7.28: Dispersionsrelation

Phononenfrequenz in 10!2 Hz
S

2 entlang der Raumdiagonalen [7(111)-
Richtung”].  TO:  Transversal-optischer

0 | 1 1 L Zweig; LO: Longitudinal-optischer Zweig;
0 02 04 06 08 1.0 LA: Longitudinal akustischer Zweig; LO:
K /Kmax, in [111]-Richtung Longitudinal-optischer — Zweig.(aus — Ch.

Kittel, Festkorperphysik, Abb. 4.8a)

Abb. zeigt die mit Hilfe von Neutronen-Streuexperimenten gemessene Dispersionsre-

lation von GaAs entlang verschiedener Kristallrichtungen. Das Symbol I' entspricht dem
Ursprung, d. h. £ = 0.

Die Abb. [[30zeigt schliefflich die berechneten Eigenmoden der supraleitenden Verbindung
T1;BasCaCuyOg, die 15 Atome in der Einheitszelle enthélt. Ensprechend komplex ist die
Zahl der Phononzweige. Man sieht aber sehr schon, dass am ['-Punkt (k = 0) jeweils
drei akustische Zweige beginnen. Die optischen Zweige sind z. T. entartet. Es sind aber
insgesamt 42 optische Zweige zu jedem k-Wert vorhanden.

7.5.4 Nichtlineare Effekte

Abschlieflend wollen wir noch kurz erwihnen, dass eine Vielzahl neuer Effekte auftreten,
wenn Schwingungen nichtlinear werden, d. h. die Riickstellkréfte nicht mehr proportional
zur Auslenkung sind (Beim Fadenpendel war die Riickstellkraft ja eigentlich proportional
zum Sinus aus dem Aulenkwinkel).
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- 100 Abbildung 7.30: Berechnete Eigenmoden
i g g
i der Verbindung T1;BayCaCuyOg (aus: Kul-
ANRasas karni et al., Physical Review B 43, S.
A 5451).

In vielen Fillen werden die Schwingungen chaotisch. Der Auslenkwinkel ¢ eines chao-
tischen Pendels beispielsweise verldauft dann unperiodisch und vor allem auch unvorher-
sagbar. Jede kleinste Storung dndert den zeitlichen Verlauf vollig. Dieses Verhalten kann
beispielsweise bei Pendeln auftreten, deren Aufthédngepunkt selbst durch ein Pendel gege-
ben ist.

Eine weitere Eigenschaft nichtlinearer Pendel ist die Moglichkeit der Phasensynchro-
nisation. So beobachtete Hughens im 19. Jh. dass, zwei an einer Wand befestigte, ur-
spriinglich mit leicht unterschiedlicher Frequenz schwingende Pendeluhren nach einiger
Zeit mit gleicher Frequenz synchron schwingen. Dieser Effekt der Phasensynchronisation
nichtlinearer Oszillatoren wird in der Physik héufig ausgenutzt.

Ein letztes Beispiel ist eine Kette von Pendeln, die durch Gummibénder verbunden sind.
Auch hier ist die durch die Gravitation hervorgerufene Riickstellkraft proportional zum
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Sinus des Auslenkwinkeld]. Verdreht man ein Ende der Pendelkette um 360°, so kann
sich diese Verdrillung inkl. der daran hdngenden Pendel wie ein Teilchen bewegen. Diese
Anregungsform heisst ”Soliton”. Die Bewegung gehorcht den Gesetzen der speziellen
Relativitatstheorie. Die Abb. [L3T] bis [[33 zeigen abschlielend einige Bewegungsformen
einer solchen Pendelkette.

1 T

Abbildung 7.31: Durch ein Gummiband verbunde Kette von Pendeln. (aus: ”Wellenma-
schine zur Demonstration harmonischer und anharmonischer Wellenphdnomene (Solito-
nen)”, M. Dietrich, H. J. Patt, http://www.uni-saarland.de/fak7/patt /welcome.html).

Abbildung 7.32: links: Wellen kleiner Amplitude auf der Pendelkette; rechts:
um  360Pverdrehte Pendelkette. Die Verdrehung wird auch als 7Soliton” bezeich-
net. (aus: ”Wellenmaschine zur Demonstration harmonischer und anharmonischer
Wellenphinomene (Solitonen)”, M. Dietrich, H. J. Patt, hitp://www.uni-saar-
land.de/fak’7/patt/welcome.html).

"Die Bewegungsgleichung der Kette, eine nichtlineare Wellengleichung, heisst ”Sinus-Gordon-Glei-
chung”.
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Abbildung 7.33: links: ruhendes Soliton von der Seite betrachtet; rechts: Stofs eines sich
von links nach rechts bewegenden Solitons mit einem gegenldufigen ”Antisoliton” mit um-
gekehrten Drehsinn der Verdrillung des Bandes (aus: ”Wellenmaschine zur Demonstra-
tion harmonischer und anharmonischer Wellenphdnomene (Solitonen)”, M. Dietrich, H.
J. Patt, hitp://www.uni-saarland.de/fak?/patt/welcome.html).



