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Zur Quantentheor ie  
t i e r  L i n i e n s t r u k t u r  u n d  der a n o m a l e n  Zeemanefl'ekte.  

You Werner Heisenberg in Mfinchen. 

Mit einer Abbildung. (Eingegangen am 17. Dezember 1921.) 

Die grofe  Regelmiifigkeit und Gesetzm~ifigkeit der Aufspaltungs- 
bilder im anomalen Zeemaneffekt ist in letzter Zeit mehrfaeh Gegen- 
stand eingehender Untersuehungen geworden. Zun~chst hat Back1) ,  
dem man ja auch das empirisehe Material wesentlich verdankt, den 
einheitliehen Aufbau der Zeemantypen klargelegt. Dann hat ins- 
besondere Land~  ~) in Weiterffihrung des quantentheoretischen Stand- 
punktes, w i e e r  im ,magnetooptisehen Zerlegungssatz" yon S o m m e r -  
:feld s) eingenommen wurde and unter Verwendung yon dessQn ,inneren 
Quantenzahlen ~, die magnetisehen Aufspaltungen fiir kleine Felder in 
einfaehe quantentheoretisehe Formeln zusammengefaft ,  die sich auch 
extrapolatoriseh gut bewahrt haben. In Tell II  4) versueht L a n  d 
bereits, seinen Formeln gewisse modellmal]ige Vorstellungen unter- 
zulegen. In allerletzter Zeit haben P a s c h e n  und B a c k  s) merk- 
wfirdige magnetisehe Eigensehaften der zusammengesetzten Dubletts 
und Tripletts aufgedeekt, die mit dem behandelten Problem in innigem 
Znsammenhang zu stehen seheinen. Ein weiterer Ausbau des empi- 
risehen Materials kann noch dadureh erfolgen, daf  man die V o i g t -  
sche Theorie der JD-Linienaufspaltung bzw. deren yon S o m m e r f e l d ~ )  
berrfihrende Vereinfaehung in die Spraehe der Quantentheorie iiber- 
setzt. Bei den Dnbletts kSnnen wir dann den ganzen Ubergang yon 
kleinen magnetischen Feldern (anomaler Zeemaneffekt) bis zum Pasehen- 
Baekeffekt genau verfolgen. - -  Von einer Theorie aller dieser Er- 
scheinungen mfissen wir fordern~ daft sis 1. die IAnienstruktur aller 
Elements qualitativ und, soweit dies ohne Kenntnis der Einzelheiten 
tier Modelle mSglieh ist, quantitativ erkliirt, und daf  sis 2. des ge- 
saints bisberige empirisehe Material fiber anomale Zeemaneffekte, also 
auch den l[:[bergang zum Pasehen-Baekeffekt, darstellt. Bevor wit zur 
Entwieklung einer Theorie fibergehen, sell das empirisehe Material 

1) E. Back, Die Naturwissenschaften 9, 199, 1921. 
~) A. Land~, ZS. f. Phys. ~, 231, 1921. 
3) A. Sommerfeld,  Ann. d. Phys. 63, 221, 1920. 
4) A. LaudS, ZS. f. Phys. 7, 398, 1921. 
5) ZeemanjubUiiumsheft, Physica 1, 261, 1921. 
6) A. S o m m e r f e l d ,  GStting.l~achr. 1914, M~rz; ZS. f. Phys. 8, 257m272, 1922. 
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nooh einmal kurz zusammengefaf l t  werden;  fiir die Begri indung und 
Pr i i fung  verweisen wit auf  die genannten Abhandlungon oder  auf  die 
im Erscheinen begriffene Neuauf lage  des Buches 1) yon S o m m e r f e l d .  

I. D u b l e t t s t r u k t u r .  

I s t  `dv~ die normale  magnet ische Aufspal tung,  gemessen dutch 

`d v ,  ---~ ~ - -  ~ H, und `d v der  urspriingliche Linienabstand im Duble t t  
4 ~  m c  

b~w. `d v .  h die Energiedifferenz der  beidon Duble t te rme,  und endlich 

v das Verh~Itnis:  v - -  `dv---~' so ist nach L a n d ~  fiir v ~,~ co die Zusatz- 

energie  eines Energieniveaus  im Magnetfeld,  dessen azimutale Quanten- 
zahl n, dessen , inhere  a Quantenzahl  2) n j  sei, gegeben  dutch 

, d E  --~ ~ff  " m------~* . `d  v , . h ,  (1) 
1 
2 

wo m* eine magnet ische Quantenzahl  ist, die die W e r t e  ~- ( ~ - 3 5 _  , "~, . . . )  

annehmen kanna),  mi t  der Nebenbed ingung  ] ~ * [ ~ n x .  Wi r  k6nnen 
diese Forme l  auch so schreiben:  

` d E  m* l ~ - 2 n ~ l  
wobei  das obere Vorzeichen f a r  das obere  Duble t tn iveau ( n j - - - n ) ,  
das untere fiir das untere Niveau ( n j - - n -  1) gilt. Ferner  besagt  
die vlel a l lgemeinere V o i g  t sche Theorie  ~), in ihrer Extrapolat ion,  

fo lgendes:  I s t  E das Mittel  der Energien  der  beiden Duble t te rme,  so 
ist die Gesamtenerg ie  gegeben  dutch:  

E - - -  ~ -q -  `d - , , .  h Ira* ~ 1 ~ ' - { -  2~** v -[- 1] �9 (3) 

x) A. S o m m e r f e l d ,  Atombau und Spektrallinien~ 3. Aufl., Braunsehweig 
1922, Kapitel 6. 

~) Die Sommerfe ldsehe  Bezeichnnug ~i ~ndern wit ab in nj ,  um an- 
zudeuten, dais bei den Dubletts, wie spiiter entwiokelt werden soll und wie auoh 
schon yon Land6 vermutet wurde, ~r  die quantenzahl des Gesamtimpulses des 
Atoms dars~ellt. Bei den Tripletts ist der Zusammeuhang zwisohen n j  und dem 
gesamten Drehimpuls jedoeh komplizierter. 

1 
3) Dies e ~Halbzahligkeit ~ deuten wir dureh das Symbol m* ~ m - - ~ - a n .  

1 
Ebenso sei n* ~ n ~ ~ .  2 

~) Ihre Obereinstimmung mit der Erfahrung bei Li, ~ ~ 6708 zeigt Kent ,  
Astrophys. Journ. 40, 848, 1914. 
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Diese Formel enthiilt natfirlich (1) and (2) in sich. Fiir kleine 
Folder ist n~imlich v sehr groB; entwiekeln wir also nach Potenzen 

1 
yon--~ so ergibt sich: 

v 

.E + ,d v, .h [m*~_-~ ~,l.~L- n. v i i  

"--- _ _  v,~ . - -  2 - ~ - - - -  1")" 
E - + ~ - h  + z/ h . m * ( l +  1 

\ 

Fiir grebe Felder, also v --- 0, gibt die Formel (3) den Paschen- 
Baoket~ekt: -- ( 1) F,--- ~ +  Av,,.]~. m * + ~  ; 

m*~ l/2 ist namheh eine ganzo Zahl. Dutch die Formel (3) wird 
also das gan~.e empirisehe Material der I)ubletts beschrieben. 

IL T r i p l e t t s t r u k t u r .  

Hier gilt fiir k]eine Felder naeh L a n d ~  die folgende Formel 
fiir die Zusatzenergie im Magnet~eld: 

. , d . E = m ( l + l ) ~ v , ~ . h  ~-iir ~j  --- n; 

,d .E "-- re(i\ n --1 ~'~ Jyn  . fiir n~- = n - -  2. 

Die magnetische Quantenzahl m soil jetzt eine ganze Zahl sein 
mit der )Tebenbedingung 

Iml 5 nJ" 
Ffir starke Folder haben wir auch hier den Paschen-Backeffekt. 

Ein Analogon zur Voigtschen Theorie der D-Linien flit den ~ber- 
gang yon schwachen zu starken Feldern existiert bei den Trlpletts nicht. 

Naehdem wit so alle bisherigen Messungen and Beobachtungen. 
in ein einfaehes Quantenschema geordnet haben, soil die Frage nach 
der modellm•fligen Deutung aufgenommen werden. 

w Al lgeme ine  A nnahme  tiber Dub le t t a tome .  Im perio- 
disehen System der Elemente ist fiir die Linienstruktur eine Eigen- 
schaft auflerordentlieh charakteristiseh: Dablettstruktur ist stets mit 
ungerader Valenz verbunden, Triplettstruktur mlt gerader Valen~ 
Dieser Satz ist schon von R y d b e r g  1) ausgesproch'en worden, exakter 

1) A. Rydberg, Astrophys. Journ. 6, 239, 1897. 
20, 
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begrfindet wurde er yon S o m m e r f e l d  1). Die einfachste Deutung 
dieser Tatsache wfirde in der Annahme liegen, daft bei den Dubletts 
e in ,  bei den Tripletts zwei  ~ufere Elektronen dureh losere Kopplung 
eine gewisse ausgezeiehnete Rolle spielen. 

Wir  besehreiben also ein ,I)ublettatom u, speziell z.B. ein Alkali, 
in folgender Weise: 

Es besteht aus einem am den Kern gruppierten, starker zusammen- 
gekoppelten Komplex yon Elektronen, den wir in Zukunft den ,Atom- 
rumpf" nennen wollen, und einem ~ul~eren Elektron, dem ,Serien- 
elektron ~ oder ,Valenzelektron ~. Im l~ormalzustand, der dutch den 

h Term 1 s gegeben ist, hat dam ganze Atom den I)rehimpuls 1.2- ~ .  

h 
I)en Faktor  ~-~ wollen wir in Zukunft der einfacheren Ausdrueks- 

weise halber weglassen und sagen: Dam ganze Atom hat im Normal- 
zustand den Impuls 1. I)ies entsprieht der blsher fibliehen Annahme 
fiber den s-Term. Nun fragt sieh: K~unen wir fiber den Impuls 
des ~ul~eren Elektrons aUein eine Aussage machen? Zun~ehst ist 
klar, daft dieser Impuls keineswegs konstant sein wird; im Verlauf 
der Bewegung wh'd vielmehr Impulsmoment yore Rumpf auf das 
Elektron und umgekehrt fibergehen. Wit  wollen jetzt die fiir alles 
folgende grundlegende Annahme machen, daft im zeitlichen Mittel die 
Vel~eilung des Impulses zwisehen beiden eine g l ei  e h e, also der 
mittlere Impuls des ~uferen Elektrons wie der des Rumples 1/2 sei. 
I)iese Annahme ist identiseh mit der fo]genden: Das ~u~ere Elektron ist 
hinsiehtlieh seines Impulses analog gequantelt, wie ein (relativistisehes) 
Wasserstot~atom, jedoeh mit der Quantenzahl 1/2. Damit wir die 
letztere Form der Annahme aus der ersten ableiten, bemerken wir: 

Um die station~iren Bahnen des ~uferen Elektrons festzulegen, 
benutzt man Winkeivariable2), deren Einfiihrung, wie sich aus der 
Tatsache der Serienspektren folgem l~Bt, derjenigen bei Wasserstoff 
nachzubilden ist. I)ureh die erste Quantenbedingung wird dann be- 

"kanntlieh die allgemeine Serienform festgelegt: 

/~.h 
m2 

wobei R die Rydbergzahl und m die in den Serien auftretende Gc- 
samtquantenzahl ist. I)ieses m hat natfirlich nichts mit der  magne- 
tisehen Quantenzah] der Einleitung zu tun. 

1) Ann. d. Phys. 1. c. oder ,Atombau ~ 8, Kap. 6, w 6; 467. 
~) Vgl. etwa Kramers,  KS. f. Phys. 8, 199. 1920. 
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Die zweite, uns interessierende, Quantenbedingung liefert das 
Auseinandertreten der Balmerserie in die verschiedenen (s, p, d usw.) 
Serien. Sie lautet: 

2 ~  

~ p d f l  ~-- n * . h .  
o 

Hierin bedeutet  p das Impulsmoment  des Elektrons, fl die ihm 
konjugierte Winkelvariable, namlieh den Winkel~ den die grofe  Aohse 
der Bahn mit einer Koordinatenachse (bei Polarkoordinaten r --" 0) 
einsehlieft, n* sei die ,Impulsquantenzahl ~ des ~uferen Elektrons. 
Auf  der linken Seite steht offenbar das 2 ~-faehe des zeitliohen Mittel- 
wertes yon p ,  wenn dieser Mittelwert tibet" einen vollen P e r i h e l -  
umlguf erstreckt wird. Da innerhalb eines Perihelumlaufs das Elek- 
tron oft in seiner Bahn kreist, so wird sich dieser Mittelwert P in 
hinreiehender N~herung nieht yon dem oben definierten, der gleieh 
1/2 gesetz~ wurde, unterseheiden. 

Wir  sehliefen also aus ~ ----- 1/2 in der Tat  n* ------ 1/2 f~ir die 
Grundbahn (1 s), ebenso fiir jede Bahn (m s). 

Wir  nehmen jetzt an, daft der Atomrumpf  seinen mittleren Im- 
puls t/2 aueh in den angeregten Zust~nden behalten sell. Fiir das 
~iufere Elektron bedenke man,  da f  die in den Serienformeln auf- 
tretende Quantenzahl m stets ganzzahlig ist und daft m a l s  Summe 
der Impulsquantenzahl und der radialen Quantenzahl betraehtet  werden 
kann. Daraus folgt, daft die radiale Quantenzahl halbzahlig, d. h. mit 
den Werten  (1/2 , a/~...) fortsehreltet und daf  ihr Minimalwert 1.2, 
nieht 0 ist 1). Der Minimalwert yon m wird dementsprechend n* ~- 1' 2, 
wenn wir das eben geschilderte Verhalten der radialen Quantenzah[ 
aueh ftir die anderen Serienterme fordern. Nun ist der Minimal- 
wert yon m identiseh mit der bisher iiblichen konventionellen azimu- 
talon Quantenzahl n. V~rir erhalten so: 

~ *  = ll.-- ~A. (5) 
Es ergibt sich also das folgende Atommodelh In der Mitre ein 

, R u m p f "  mit dem mittleren Impuls 1/2 , auflen ein Elektron mit dem 
mittleren Impuls n -  1]2. Jetzt  entsteht die Frage:  Wodurch ist die 
relative Lage "dieser beideu Drehimpulse n - - 1 / ~  und ~/~ festgelegt? 
liicr ist nun z,~ bedenken, d:tI~ zwischcn diesen I,eiden Impulsen eine 
magnetisehe Wechselwirkung besteht, die sich, fiir ein spezielles Atom- 

1) Schr6dlnger  (~.S.f. Phys. 4, 347, 1021) macht es wahrscheinlich, dab 
in den s-Termen der Minimalwert yon m ~gleich 2, der der radialen Quantenzahl 
also gleich s/9. ist. In den anderen Serientermen haben wir aber den Minimal- 
wert 1//2 als gesiohert zu betrachten. 
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modell, genau berechnen l~ift. Sei @ der Winkel zwisehen d e n  beiden 
Impu]sachsen, so ist die magnetisehe Wechselwirkungsenergie 

J E prop. Hi cos ~. 

Hi sei das Magnetfeld, welches das Valenzelektron in der N~he des 
Rumpfes erzeugt. 

Der Proportionalit~tsfaktor wird (vgl. Einleitung): Impuls des 

Rumples ~i 2 m c" 

Also betriigt die Weohselwirkungsenergie 

1 h e 
A ~  2 2~2~n~ Hic~ (6) 

Der Winkel @ ist hierbei jedoeh nieht beliebig, sondern nach 
S o m m e r f e 1 d 1) durch die sogenannte r~iumliehe Quantelung festgelegt. 
Das Prinzip der r~iumlichen Quantelung besagt folgendes: Aul3er dem 
Impulsvektor ist aueh seine Projektion auf die Aehse eines etwaigen 
magnetischen Feldes, also die Komponente des Impulses um die Feld- 
achse, bestimmt durch feste Quantenzahlen. 

Nach unserer Annahme (5) 

sohreitet der m6gliche Impuls des Elektrons h a l b z a h l i g  (1/2 , s/s . . .  ) 
fort. W i t  mi issen  d a s s e l b e  auoh  yon der  P r o j e k t i o n  se ines  
I m p u l s v e k t o r s  a u f  die  F e l d a c h s e  (also hier auf dis Aohse des 
veto Rumpf helu~ihrenden innercn Magnetfeldes) f o r d e r n. Diese 
Notwendigkeit ergibt sieh schon daraus, daft wir jedenfa]ls die (bei 
Abwesenheit iiul~erer Felder!) mechanisch natiirlichste Stellung @ ~ 0, 
cos # --" l in den Bereich der M6glichkelt zu ziehen haben. 

Bei dieser Annahme folgt fiir die m{Jgliche relative Lage des 
Atomrumpfes und des Valenzelektrons 

n* cos.# = m~. (7) 

Fiir die Quantelung im ~uferen Felde wenden wir gleieh die 
analoge Gleiohung 

~* cos ~1 ~ ~z* (7 a) 

ant deren Bedeutung wit in w  S. 297 und S. 300, .Gleichung (17) 
n~ther er]iiutern werden. 

Hier bedeutet m~ eine ,innere" magnetische QuanteDzahl. Diese 
kann, wie sp~ter auseinandergesetzt werden sell, im Falle der ]Dublett- 
atome nur die beiden Werte -~-n* und - - n *  annehrnen; also ist 

cos ~ ~--- +I. 

i) A. Sommerfeld, Ann. d. PhyB. ~1, I, 1916, w 7. 
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W i r  erhal ten daher  fiir  unser  Atomraode l l  zwei fundamenta le  

S te l lungen :  
1. Die  R ieh tung  der  be iden  I rapulsvektoren  n - -  1/r 2 und 1/~ ist  gleich;  
2. sie is t  genau  entgegengese tz t .  
De r  Gesarat i rapuls  des  ganzen A t o m s  ist  ira ers teu Fa l l e  

- -  l h  + 1/2 = n ,  
ira zweiten Fa l le  

n--I/'~--I/2 = n - - 1 .  

Diese  beiden M~gl iehkei ten  l iefern,  wie wir behaupteu,  die be iden  
verschiedenen Dub le t t ene rg ie t e r r ae  1). Die Bedeu tung  der  inneren 

Quantenzahl  n j  e rg ib t  sich dann yon se lbs t ;  sie s te l l t  don Gesarat -  

i rapuls des  A t o m s  dar,  w~hrend n die Sumrae der  absolu ten  Bet r~ge  
d e r  be iden  Impulse  - -  E l e k t r o n - - R u r a p f  - -  angibt .  Dera  entspr icht  

es, daft ein Duble t tn iveau  ml t  de r  azirautalen Quantenzahl  n stets in 

zwei Niveaus  mi t  den inneren Quan tenzah len  n j  ~ n und n j  ~ n - -  1 
zerf~llt.  Die  Energiedi f ferenz  dieser  be iden  Duble t tn iveaus  fo lg t  aus 
(6) und (7) zuS):  

1 h e H, / _ _ 1 \  h ~ ~ )  e 
h. J v =  2 2 ~ 2 m c  2 ~ 2 m c  

also 1 e 
5 , ,  = ~--~,n--~. ~r~. (8)  

Hier in  bedeu te t  d v den in Wol lenzahlen  ( e r a -  0 geraessenen 

A b s t a n d  der  be iden  Linien.  

Dara i t  haben  wi r  eine Hypo these  t iber das W e s e n  der  Duble t t -  
s t ruk tur  e ingef i ihr t ;  wi t  wollen sehen, wie sie sich dera P r o b l e m  der  

auoraalen Zeeraaneffekte  gegen i ibe r  bewiihrt .  

w  V e r h a l t e n  d e r  D u b l e t t a t o r a e  i m  ~iul~eren M a g n e t -  
f e l d e .  H sei die  St~rke clues i iugeren magnet i sohen  Feldes .  W i r  
ffihren, wie in der  Ein le i tung ,  die  Gr6fle 

1 e 

4 ~ m c  
ein und setzen 

d ~  /A 

1) Es witre hier die Frage aufzuwerfen, weshalb der s-Term nicht doppelt 
ist. Wenu wir mit S c h r 5 d i n g e r  annehmen miissen, dal~ das s-Elektron in den 
l~umpf eindringt, so ist eine Auszeichnung des gleichsinnigen Drehimpulses sehr 
plausibel. JedenfalLq mii~te die ungleichsinnige zweite Bahnm5glichkeit eine 
ganz andere Energie - -  wohl eine sehr vlel kleinere - -  ergeben. Die Beob- 
achtung scheint aber ein in Strenge einheitliches SoNiveau zu ver|angen. 

2) / / i  hat ffir beide Niveaus dieselbe GrSl~e, da diese nut vom iiulSeren 
Elektron abhi~ngt, das in beiden F~llen wesentlich dlese~be Bahn beschreibt. 
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U m zuniichst die Stellung der Bahn des ~ufleren Elektrons gegen 
das Feld zu definieren, fiihren wir ein r~umliehes Polarkoordinaten- 
system ein, dessen Polaraehse dem Feldvektor I I  parallel geht, und 
besehreiben die Lage der mittleren Bahnebene (yon der Bahnebene 
sehlechtweg zu spreehen, h~tte keinen Sinn, da die Bahn im all- 
gemeinen nicht eben sein wird) dureh den Winkelabstand 1) ~1 der 
Knotenlinie v o n d e r  Meridianebene ep ~ 0 und dureh den mittleren 
Impuls ~/ des Etektrons um die Feldaehse. Der Winkel #1, den die 
Impulsachse des ~ul.~eren Elektrons mit  der Feldachse einsehliel~t, ist 

dann festgelegt durch cos #1 = ~" (~ der mittlere Impuls des ~iul~eren 

Elektrons). Die Koordinaten ~1, ~-sind als konjugierte Variable eines 
ungest~rten Wasserstoffatoms hinreiehend bekannt. Analog kSnnen 
wir die Lage des Atomrumpfes dureh den Winkel #2 besehreiben, 
dell sein Impulsvektor mit  dem Feldvektor H einschlieflt (der dem 
q entsprechende Drehimpuls ~ des Rumples  um die Feldachse inter- 
essiert uns nieht weiter)~ und dutch den Winkel ~ ,  den wir als 
Winkel deuten zwisehen r ~--- 0 und der Sehnittlinie einer zum Dreh- 
impulsvektor des Rumples  orthogonalen Ebene und der r 
Der  Winkel #12 zwischen den beiden Vektoren des mittleren Impulses 

1 
n* = n - - - - ~  und 1/2 ist dann elementargeometrisch gegeben als 

COS #12 ~ COS ~1 cOS ~"2 -~ sin #1 sin #~ cos (~1 - -  7~). 

Dgzu merken wir an: 

- -  ~-~2 e~ #12 ---- cos gl  sin #9 - -  sin #1 cos #~ cos (~1 - -  ~.2)- 

Jetzt  sind wir in der Lage ,  den dureh das innere und iiuflere 
Feld verursaehten Energiezuwaehs z / E  als Funktion der Koordinaten 
zu schreiben, z / /~  spielt die Rolle einer St(irungsenergie (daft man 
Dublettstruktur und Zeemaneffekt als ,kleine Stf rung a auffassen kann, 
ist ohne weiteres klar) und ist deshalb als ein zeitlieher Mittelwert 
definiert, wobei die zeitliehe Mittelung fiber die liingste Periode des 
ungest(irten Systems zu erstreeken isis). Diese Mittelung ist der 
Grund dafiir, daI~, trotz der Inkonstanz des Impulses des Valenzelektrons 
einersdts, des Rumples  andererseits, in die Energie der Zeemaneifekte 
nur die azimutale Quantenzahl eingeht. Wir  erhalten so, wie in (6) 

1 

1) Der Index 1 bezieht sieh auf das ~u~ere Elektron, der Index 2 auf den 
~umpf. 

~) :Bohr, On the ~uantum theory of lin~ speetrs. :Part YL S. 41 u. 87. 
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Hierbei rfihrt der erste Term veto Einflull des ~iufleren Feldes 
auf alas Serienelektron her; er k6nnte dureh z /vn.  2 z t -  ersetzt werden. 
Der zweito Term bedeutet den EinfluB des anBeren Feldes auf den 
Rumpf, dot dritte endlieh vertritt  die Weehselwirkungsenergio. 

Einsohaltungsweise wollen wir jetzt, be re t  wir Ansatz (9) all- 
gemein auswerten, z//~ fiir den Grenzfall v ~,~ cr ffir beliebige Werte 
yon m~ festlegen und den Beweis naehholen, dab qn* nur die beiden 
Werto n* : n - -  1/~; __ n* : - -  (n - -  1/~) annehmen kann. Zu diesem 
Zweek stellen wir ein allgemeines Prinzip attf, alas fiir eine beliebige 
Anzahl (~t) mSglioher Werte yon m[ Gfiltigkeit haben soil. 

Sind L /E  1, z / E ~ . . .  J:E~ die zu den mSgliehen Werten yon m*, 
n~imlieh" rail,* m*2 . .  . m~, geh~rigen Zusatzenergien, so mug gelten: 

~__jzlE~ -~- X . m * . z l v . h  + eonst. (10) 
/ t=l  

Hierin bedeutet m* die unten n~her zu bestimmende magnetische 
Quantenzahl, yon der wir hier nur die Eigensehaft voraussetzen, dab 
tier Ubergang m* �9 m* 7t-Komponenten, tier ~bergang m*---~ (m* + 1) 
6-Komponenten erzeugt. Die Konstante enthMt aueh die Terme der 
Weehselwirkungsenergie, die yon m* unabhiingig sind. O b m * ,  wie 
bier gesehrieben, halbzahlig oder ob es ganzzahlig ist, ist gleiehgfiltig. 

Dieses Prinzip kann etwa folgendermaBen begrfindet werden: 
Die t?berlegungen, die R u b i n o w i e z  0 fiber die Ausstrahlung yon 
Impulsmoment anstellt, wfirden, auf das e i n z e l n e  Atom angewendet, 
stets den normalen Zeemaneffekt liefern. In der Tat  verlangt R u b i -  
nowiez  fiir eine 6-Kompouente stets die Ausstrahlung des Dreh- 

h 
i m p u l s e s ~  um die Feldachse; da aber z / E  fiir v ~ ~ proportional 

dem Impuls um die Feldaehse ist, so bedeutet dies normale Aufspal- 
tung der Linie. Wi t  kSnnen also, um nieht in Widersprueh mit der 
Erfahrnng zu kommon, das R u b i n o w i e z s e h e  Prinzip nur ffir die 
Gesamtheit tier Atome~) gelten lassen. Der in senkreehter Polarisation 

h 
ausgestrahlte Gesamtimpuls muB hiernaeh bei hr Atomen 2V-2~ be- 

tragen. Nehmen wit noeh an, da$ unsere /t versehiedenen Atome 
gleiehwahrseheinlieh sind, so folgt daraus der obige Satz. 

Nun wollen wit z / E  (v ~ ~ )  als Funktion yon m? und m* an- 
sehreiben. Wit  verlangen, dab die station~ren Zustande des Atoms 

I) R u b i n o w i c z ,  Phys. ZS. 19, 441, 485, 1918. 
s) Damlt stellen wit  uns in b~wullten Gegensatz zur klassischen Aus- 

strahlung. Die Folgerungen aus diesem physikalisch hSchst wichtigen Ergebnis 
mSgen der unten noch zu erwiihnenden, sp~teren Arbeit vorbehalten bleiben. 
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im Felde H, wie in G1. (7), dadurch gegeben seien, daft die Projektion 
des mittleren Impulses des aul~eren Elektrons auf die Feldaehse H gleieh 

h 
m * . - - s e i .  [FiJr m* = ~ - n *  stimmt diese F0rderung mit (7a) 

iibereiu]. Es wird sich sp~ter ergeben, daft dann flit m* das Auswahl- 
prinzip Gfiltigkeit hat. Der Gesamtimpuls des Atoms sei J ,  sein 

Winkel gegen die Feldachse O. Dann gilt, wegen cos@---~ 

[vgL (7)]: 
J = V,,*' + 2 . , ! , . , , .  eosO + (Xl,), = ~,~*, + ,,,~ + (Xl,),. 

Der mittlere Impuls H des ~iul3eren Elektrons entsteht jetzt dureh 
Mittelbildung auch fiber die dutch Hi hervorgerufenen Bewegungen 

_ h 
und stimmt fiberein mit der Projektion yon p = n *  .~-~ auf die 

Riehtung yon J. Denn verm6ge der ,Larmorpr~zession" yon Hi (die 
wegen H H Hi noch nieht merldich gest0rt wird) ffihren die Vektoren 
n* und 1/9_ Pr~zessionen um J aus. ~ wird also geometriseh: 

,1-2 + n* ~ - -  (V~) 2 h 

---- 2 y  " 2 - ~ "  I 

Daraus folgt daun, well d E ~--- ( J .  cos O -}- a/2 v cos ~) J vn. h und cos O 
h 

2~ 

Z~ .E -"- ~ q-/n h 12 (#* 2 + m t  "JI- C1/2) 2) m* q) ~'-~-'~] 
�9 L 2 n  . 2  + m* +2" n*J 

Gleiehung (10) verlangt jetzt zur Bestimmung yon ~L und mi. 

" ~  \ l + 2 n . , 4 m ~ k j  = ,;L; d .  h . ~  2n*"+m*1,mik+x/' = 0 .  
k=l  ~ : I  

Donkt man sieh die m*~ als Funktlon von n* geschrieben, so fmdet man, 
dab diose Gleiehung dureh die Werte ~ = 2, m~t ---~ n*, m*2 : - - n *  
und n u r  durch diese befriedigt werden kann. Der Wert  m*---~ ~ I/2 
ist auszusehlieBen, weil er ffir den Atomrumpf zu einor Bewegung 
ffihren wfirde, die de]~enigen entsprieht~ die z. B. ein Wasserstofl~atom 
im ~uBereu Magnetf~lde ausfiihrt~ wenn sein Impuls um die Feld- 
aehse 0 ist. Dieser .]~ewegungszustand ist aber naeh B o h r  verboten. 
Die Gleiehung (10) seheidet also ~us der Sebar der mSgtichen Werte 
yon m~ gerade zwei ,brauehbare" aus. 
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Setzen wir die beiden, nun gesieherten GrfBen m~ ~ n*, - -n*  
in Gleichung (11) ein~ so ergeben sieh sofort die Landdsehen 
Formeln des anomalen Zeemaneffektes (H~.  Hi): 

A E 1  : . d v . . h [ m * ( l q - 2 n l  1) q - 2 ] ;  

z lE2 = z lvn h i m * ( 1  1 
�9 2 n - - - 1 ) - - 2 ] "  

Wir gehen jetzt wieder zum allgemeinen Fall (beliebiges v) fiber. 
In Gleiehung (9) sell H 1 sparer festgelegt werden~ fiber H 2 wollen wir 
zan~ehst verffigen. Dies geschieht einfaeh durch die Forderung, dab 
die Riohtung des Drehimpulsvektors des Atomrumpfes stets mit der 
Riehtuug der R e s u l t a n t e  yon H und Hi zusammenfallen solle. Der 
damit eharakterisierte l~bergang yon kleinem zu grollem Felde H stellt 
einen adiabatisehen ProzeB dar (der fiir H~.~ Hi natfirlich cos HI~. 

-4-1 liefert). Man erkennt dies daraus~ dab dann das l~hasen - 
integral des Rumples um die Feldrichtung~ d. i. d ie  Projektion seines 
mittleren Impulses auf die Resultante~ tats~chlich invariant ist. 

Die Einstellung in die Resultante definieren wir am bequemsten 
naeh dem Prinzip der virtuellen Verriickungen so, dab wit setzen 
~ zl E ~ A . E  

0 unter konstant gehaltenem H1. Bezeiehneu wir 
V H2 - -  ~ 72 

also den yore Rumpf herrfihronden Teil der Zusatzenergie mit X~ so 
haben wir 

X = cos H~ + v eos HI~, (12) 

und die Bedingnngen 

~ X  
- -  0~---  sinH 2 - v ~ c o s H 1 2  

o ~ 2  
(13) 

und 
~ X  

- -  0, d.h .  sin ( 7 1 - - 7 ~ )  ~--- 0. (14)  
72 

Die drei Impulsvektoren liegen stets in einer Ebene. Mnltiplizieren 
wir jetzt (12) mit eos H~ und (13) mit sin H2~ ein anderes Mal (12) 

mit eos H12 und (13) mit - - ~ - ~  cos H12 , so ergibt sich dureh Addieren: 

XcosH~ ~ 1 - b v c o s H  1 
und 

X cos H~ - -  cos H1 A- v [cosJ HI A- sin~ H1 cos~ (71 - -  7~)] - -  v + cos H~. 

Multiplizieren wir (12) mit X und setzen die Werte von X cosH~ und 
X cos H12 ein, so folgt: 

X 2 ~ 1 -b 2v eosH1 -4-v 2. (15) 
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Gehen wir damit wiederum in (11) ein und ersetzen eos~ 1 durch 

1) n*.h '  so folgt: 

J E = J , , . h [ T ~ _ _ ] V l + 2 n - W ~ . h v - [ - v s  ] -  (16) 

In dieser Energieformel ist eharakteristischerweise 71 herausgefallen; 
71 ist also fiir die StSrungsrechnung eine zyklische Koordinate. Daraus 
folgt ein Doppeltesl): 

1. daft wir auch fiir beliebige Felder 
2 ~  

~ - d ~ ,  : 2 ~ "  = ~ * . h  (LT) 
0 

dutch die bier einzufiihrende Quantenzahl m* festzulegen haben (vgl. 
7a) und 

2. dat$ fiir m* ein Auswahlprinzip der bekannten Art gilt, niim- 
lich: m*. > m* gibt z-Komponenten, Tn*--~ (m*~ 1) gibt a-Kompo- 
nenten; dal~ die ffir m* in Betraeht kommenden Werte, wie schon 
in der Bezeichnungsweise angedeutet, halbzahlig werden, n~mlieh: 
~ ( 1 / 2  , s/2 , 5 / s . . - ) ,  wurde schon in Gleiehung (7) begriindet. 

Setzen wir (17) in (16) ein, so ergibt sich 

J E  - -  J ~ , . h  m*-t- 1 q- 2~-;-v-t-v 2 ; (18) 

wie in der Einleitung (3) hervorgehoben, gibt diese Gleiehung die 
anomalen Zeemaneffekte der Dubletts erschSpfend wieder. [Zu (18) 
miissen wir hinzufiigen, dab die Bedingung gilt I~n*l<ny. Dies wird 
in einer sogleieh zu erw,~hnenden spiiteren Arbeit begriindet werden.] 
Wir sind also, dureh Anwendung quantentheoretiseher StSrungs- 
reehnungen auf unser hypothetisehes Dublettatom, zu derselben Formel 
gekommen, die aus der Voigtsehen Theorie extrapoliert war, und 
haben damit den Ansehlal~ an s~mtliehe Beobaehtungen e~a'elcht, die 
fiber die anomalen Zeemaneffekte yon Dublettsystemen bis jetzt gemaeht 
worden sind. Eine sp~tere gemeinsam mit Herin Prof. Sommer-  
fel.d auszufiihrende Arbeit wird zeigen, daft sieh, als Folge dieser 
Ableitung, aueh die IntensitRtsfrage mittels des Korrespondenzprinzips 
befriedigend 16sen liil}t. Insbesondere wird das Versehwinden einiger 
Komponenten im Pascheu-Backeffekt und die Durehbreohung des 
Auswahlprinzips yon nj  durch Magnetfelder 2) eine Begriindung er- 
heisehen. In der dargestellten Betraehtungsweise hat fihrigens der 

1) Vgl. Bohr, L c~ Part. II~ S. 54--60. 
2) Pasohen und Back, l.-c. Zeemanjubil~umssehrift, Physica 1, 261, 1921. 
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Pascheu-Backet~ekt eine einfaehe, anschauliehe Bedeutung. Wiihrend 
die Bahn des i~ul3eren Elektrons yon sehwaehen his zu starken Feldern 
stets dieselbe Lage (7a) oder (17) gegen das ~uBere Feld hat, wird 
der Atomrumpf durch das st&rker werdende Eul~ere Feld allmEhlieh 
gedreht, bis sich sein Impuls ira totalen Pasehen-Backeffekt parallel 
zum Feldvektor einstellt. - -  Im totalen Pasehen-Backef[ekt werden 
ferner im allgemeinen die resultierenden Linien des Lorentztripletts 
sehmale Mehrfaehlinien yon der GrOl~enom'dnung der ursprfingliehen 
Dubletts bleiben, in derselben Weise, wie dies z. B. beim Starkeffekt 
des Wasserstoffs der Fall ist. Neueste Beobachtungen von P a s e h e n  
seheinen bei Li, ~ -~- 6708, aueh dies Resultat der Theorie quantitativ 
zu bestiitigen, doch sind die Untersuchungen dariiber nieht abge- 
sehlossen. 

Eine genaue Priifung hat die Theorie bei mittleren Magnetfeldern 
nur im Falle des D-Linientypus erfahren 1). Ffir den Beginn der 
,magnetisehen Beeinflussung a liegen auBerdem jetzt Messungen yon 
P a s e h e n  (l. c.) an den verbotenen Linien dip 2 fiir verschiedene Magnet- 
fe[der vor. P a s c h e n  beobaehtet dort eine gewisse ,Versehiebung ~a, 
die die Abweiehung der Linien vom gewShnliehen anomalen Zeeman- 
effekt mil~t. Diese Versehiebungen lassen sich theoretisch aus (18) 
bereehnen mit den Daten J v  und H. Wit  stellen z. B. die empiri- 
sehen Werte bei A I m i t  den aus Gleiehung (i8) bereehneten zusammen: 
Es ist dort z/vsa ~--- 1,32 cm -1 ~ 0,126 A. 

o 
Tabelle I. ). ~ 3802,1A; y ----- 2p2--3dl ;  t I  = 39000Gau~. 

o 
(0 in k-Einheiten.) 

Aufspaltung in 
H )'normal 

{ ~ ~/1~ 
0 14//15 

{ J -  '/15 
Yr ' 4//15 _ i% 

0beobachtet 

--0,054 

--0,042 
--0,035 
--0,023 

Obereehuet 

- -  0 , 0 6 0  

--  0,050 
-- 0,050 
--  0,039 
--  0,039 
-- 0,023 

Obeob . - -  Ober. 

-]- 0,006 

- -  0,003 
+ 0,004 

0,000 

Die ~lbereinstimmung ist vollstiindig, sehon wegen des weehselnden 
Vorzeichens der Abweichung. 

w 3. Q u a n t i t a t i v e  F o l g e r u n g e n  f iber  den  I ) u b l e t t a b s t a n d  
im p e r i o d i s c h e n  Sys t em.  Einfache Reehnungen fiber den Dublett- 
abstand lassen sieh offenbar nur dann mit einiger Sieherheit aus- 

1) Kent, I. c. 
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fiihren 2 wenn wir den Rumpf  in erster NRherung als unendlieh klein 
voraussetzen k6nnen. Fiir den p-Term ist das nu t  bei Lithium 3 der 
Fall, fiir den d - T e r m  wohl noch bei Natr ium 11, viol weniger gut  
schon bei Kalium 19. Die Dimensionen des Rumpfes,  d. h. die Ionen- 
radien, nehmen nRmlich mit  der Ordnungszahl stark zul).  Ehe  wit  
nun den Gang mit der Ordnungszahl n~iher betraehten,  wollen wir 
den Dublet tabstand bei Lithium (2p) untor m6gliehst einfaehen An- 
nahmen ausreehnen. W i r  nehmen an, dab die Bahn des ~uSeren 
Elektrons eben sei und daft der Dublet tabstand nut  dureh magnetisehe 
Weehselwirkung bedingt  werde. (Prinzipiell ist dies letztere nRmlieh 
bei den vorangehenden Betl 'aehtungen gar  nieht vorausgesetzt  - -  voraus- 
gesetzt ist nut  eine Weehselwirkung , die [vgl. (9)] mit cos#a2 geht.) 
W i r  haben also eine Bahn des ~uBeren Elektrons mit  den zwei Achsen 3): 
Halbe grebe Aehse al ~ a .  23 ~___ 4 a, halbe kleine Aehse as ~ a 2.3/2 

3 a. a sei der Wasserstoffradius. Die effektive Kernladung ist fiir 
das ~iui~ere Elektron 1. 

])as Magnetfeld ist in der N~he des Rumpfes  nach B i o t - S a v a r t  
gegeben dureh 

e [ V r ] _ _  e m[Vx] (19) - - - -~-  ~3 - - ~ "  ~ - 

r bedeutet  den Kemabstand,  m [~r] stellt das Impulsmoment  des Elek- 
h 3 

trons dar und ist als solehes . . . .  Da uns der Mittelwert yon Hi 
2 ~  2 

interessiert,  miissen wir noeh 1 berechnen. Dureh Einfi ihrnng der 
r3 

exzentrisehen Anomalie u und der Exzentrizit~t e erhalten wit ohne 
welteres: 

2 ~  

I | I d u  1 1 (20)  

0 .  

Aus (19) und (20) fo lg t :  

- -  h e 1 
/-/i ~ -  (19 a) 

2 ~ m c aS. 23. (3/'2)~ 

Die Aufspal tung wird naeh (8) 
- -  1 e 

, : t v  ----_ H i .  4 ~  m c  

1) VgL Grimm,  ZS. f. phys. Chem. 98, 358, 1921. 
~) Siehe z. B. Sommer fe ld ,  Atombau, 3. Aufl., Kap. 4, S. 290. Man beachte, 

daI~ all Stelle von n uud n t bier ha|be Zahlen, bei Li (2p) niimlich s/2 bzw. 1/2 , 
zu treten haben. 
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Das ergibt mit den bekannten Zahlenwerten 

h = 6 , 5 5 . 1 0 - ~ ;  e ~ 1,77.107 und a ----- 0 ,532 .10-s :  
m . c  

zt~2p = 0,32 em -1. 

Der empirische Wer t  ist naeh K e n t  0,34 cm -1,  die ~bereinst immung 
is1,, in Anbetraeht des groben N~herungsverfahrens bei der Rechnung, 
sehr gut. Aus (19a) entnehmen wir auch sofort alas Gesetz, mit  
dem z /v  je in den ersten Seriengliedern mit der azimutalen Quanten- 

zahl abnimmt: 
1 

J y , ~  
n a . ( n  - -  ~/2) 2 

Der Abstand z/va~ wird also, wenn nicht andere Unterschiede sich 
geltend maehen: 

2s" (3/2)~. z/w.p 0,11 .z/v2~. 

(GrSl~ere Abweiehungen von diesem Gesetz zeigen sieh naturgemiifi 
da, we der Rumpf  zwar fiir den d-Term, nicht aber fiir den p-Term 
als unendlieh klein zu gelten hat; daun wird d vs ~ ~ 0,11 d v2 r werden.) 
Er  wiirde sich also bei Lithium zu 0,035cm -1  ergeben. Zu dieser 
GrSflenordnung stil~mt gut,  dal~ K e n t  in der zweiten Nebenserie 
0,34em -1, in der ersten Nebenserie aber nur 0,327cm -1 fiir ~4v~p 
erhKIt, ein Unterschied, den S o m m e r f e l d  auf die Multiplizit~it des 
d-Terms zurtickfiihrt. In der Ta t  wiirden wit" in der ersten Igebenserie 
ein Liniengebilde veto Typus der zusammengesetzten Dubletts erwarten, 
dessen Sehwerpunktsabstand sieh zu etwa 0,32 erg~ibe. Doeh kann man 
auf die hier in Betracht kommenden letzten Dezimalen sieher nicht 
allzu viel Wer t  l e g e n .  

Fiir das Verhalten der Dublettabst~inde mit waehsender Ordnungs- 
zahl kommen drei Ursachen in Betracht: 

1. Hat  der Rt~mpf nicht mehr als unendlieh klein zu gelten, so 
wird die fii~ das ~uflere Elektron wirksame Kernladung nicht mchr 
genau l, sondern grSl]er, sagen wir gleieh Z~ff sein. Allgemein geht 

1 
(19). Da aber wiederum r mit ~ folgt, da$ Hi Hi mit ~ geht, so 

eft 
mit Z ~  proportional wird. 

2. Wenn wir etwa das aui~re Elektron und den Rumpf  dutch 
zwei Elektr0nenbahnen vom Radius rl  und r~ repriisentioren, so w~ichst 
die magnetisehe Weehselwirkung in dem MaBe, wie r~ = r 2 wird, 
gegen unendlieh.'. Je n~her also die Bahn des iiufleren Elektrons der 
des Rumpfes kommt,  um so grfBer wird die Weehselwirkungsenergie 
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3. Wenn Elektronenbahn und Rumpf sich sehr nahe kommen, 
wird man wohl annehmen miissen, da6 aueh elektrischo Gr6Ben in 
den Bahnunterschieden eine RoUe spielen. Man k6nnte sogar die 
Frage aufwerfen, ob das nieht auoh bei den leiehten Atomen (z. B. Li) 
der Fall ist und ob diese elektrischen Unterschiede nicht yon h6herer 
Gr66enordnung sind als die. magnetisehen. Das m6ehten wir nieht 
annehmen, denn schon die Tatsache, dab sich die Serienspektren im 
wesentliehen dnrch modifizierte Kernfelder beschreiben lassen, weist 
auf eine reeht grofle Symmetrie des Rumples bin, auf eine Symmetrie 
nieht im geometrischen, sondern im physikalisehen Sinne. 

Die angeffihrten Grfinde maehen ein allgemeines An~vachsen der 
Dublettdifferenz J v mit der Ordnungszahl Z verst~indlieh. ])as quanti- 
tative Gesetz dieses Anwachsens (ungefiihr mit Z ~) l~6t sich daraus 
jedoeh nicht bogrfinden; dazu sind offenbar spezieliere Vorstellungen 
fiber den Sehalenbau notwendig. 

w 4. A l l g e m e i n e  A n n a h m e  f iber  T r i p l e t t a t o m e .  Wie schon 
zu Anfang yon w 2 hervorgehoben wurde, miissen wir dem Triplett- 
atom konsequenterweise zwei Valenzelektronen zusehreiben. Wir fiigen 
also zu unserem Dublettatom noch ein weiteres s-Elektron mit dem 
Impuls 1, verteilen diesen Impuls 1 gleichm~tBig auf Rumpf und Elektron 
nnd erhalten so ffir die Grundbahn dos Triplettatoms zwei fundamen- 
tale M6glichkeiten: 

1. Der Atomrumpf hat den mittleren Impuls 0, das eine Valenz- 
elektron 1/2 , das andere --1/a. Der Gesamtimpuls des Atoms ist 0, 
das Atom ist also diamagnetisch. ~Wegen des Gesamtimpulses 0 wird 
diese Konfiguration besonders stabil sein. Sie liefert d e n  G r u n d -  
t e r m  1 S de r  E i n f a c h l i n i e n .  Wie sich aus Schlfissen, die denen bei 
den Dubletts genau nachgebildet sind, ergibt, veraligemeinert sich 
diese These im angeregten Zustand damn, dab das eine Valenzelektron 
den mittleren Impuls n - -  1/~, das andere - -  1/~ erh~lt. Die Verteilung 
n -  1/~ und ~ 1/~ wollen wir aus demselben Grunde aussohlieBcn, dem 
wit die Einfachheit des s-Terms bei den Dubletts entnommen haben; 
sp~ter wird noch yon dieser M6gliehkeit zu sprechen sein. Der Ge- 
samtimpuls des Atoms ist also n ~ 1, in Obereinstimmung mit der 
inneren Quantenzahl nj, die Land~ l )  den Einfaehlinien zuordnet. Der 
Grund, warnm wh" es hier mit wirkliohen E in fach l in i en  zu tun haben, 
ist ersiehtlieh der, dab der Atomrumpf den mittleren Impuls 0 hat. 
In der Tat  haben wir schon bei den Dubletts erkannt, da6 ein 

1) A. L and~,  [:rber das Serienspektrum des Ne und Hg. Phys. ZS. 22, 
417, 1921. 
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m a g n e t i s c h e s  M o m e n t  des  R u m p l e s  die h i n r e i c h e n d e  und  
n o t w e n d i g e  B e d i n g u n g  fiir L i n i e n s t r u k t u r  und  a n o m a l e n  
Z e e m a n e f f e k t  darstellt. Wir sehen also, daft ein Triplettatom 
stets aueh ein Einfaohliniensystem enthalton muB, wie dies ja aueh 
bei den betreffenden Elementen stets beobachtet wurde. 

2. Die zweite MSgliehkeit fiir den s-Term ist folgende: Der Atom- 
rumpf hat den mittleren Impuls -}- 1, das innere Valenzelektron -~ I/2 , 
das iiu6ere ebenfalls -~-1/2. Der Gesamtimpuls ist hier 2. Dies ent- 
sprieht durehaus den Termaufspaltungen, die L a n d g  am Zeemaneffekt 
des s-Terms feststellt. Im angeregten Zustande wiirde dies Atom, das 
eigentliehe Triplettatom, dann folgendermaBen aussehen: Ein Rumpf mit 
dem mittleren I)rehimpuls 1, ein inneres Valenzelektron mit dem Impuls 
1/2, ein iiui~eres mit n--1/2.  Die gegenseitige SteUung dieser drei 
Impulsvektoren soil wieder dureh magnetische Kopplung, genau wie 
im Falle der Dublettatome, festgelegt werden. Zun~ehst konstatieren 
wir, dal~ der s-Term einfach sein wird. Naeh S e h r 5 d i n g e r  werden 
niimlich die beiden s-Elektronen in den Rumpf eindringen. Also 
wird die gleiehsinnige Drehrichtung ausgezeiehnet, aui~erdem die 
gegenseitige Kopplung viel zu stark sein, um andere Stellungen als 
die Gleiehrichtung aller drei Impulse zuzulassen. Dieser Sehlul~ gilt 
abet veto inneren Valenzelektron a l l g e m e i n ,  aueh fiir die angeregten 
Zust~s Bis auf GrSfien, die yon der Gr~flenordnung 

(~ = Kopphmg des ~ul3eren Elektrons mit dem Rumpf 
Kopplung des inneren Elektrons mit dem Rumpf 

sind, kSnnen wir deshalb sagen, dab der mittlere Impuls yon Rumpf 
-~ innerem Elektron s/_~ wird. 

Die gegenseitige Lage der drei Impulse wird aueh hier wieder 
durch r~iumliche Quantelung (und zwar diesmal beider Elektronen 
gegen den Rumpf und sein Feld) festgelegt sein. Wir beziehen den 
Index 1 auf das au~ere, den Index 2 auf das innere Elektron, den 
Index 3 auf den Rumpf. Dann heii~t die der Gleichtmg (7) ent- 
spreehende Quantenbedingung : 

1/2 cos #22 Jr-n*  cos#18 ~--- m~. ( 2 1 )  
Hierbei wird ~ni ganzzahlig sein, well aueh n* ~ 1/~ eine ganze 

Zahl ist. I)a die relative Lage veto Rumpf znm inneren Elektron 
jedoch schon dureh ~2 ~ @2, eos@2s ~- 1 definiert ist l) ,  liefert uns 
Gleiohung (21) den Winkel ~ls ~@1~ zwischen den beiden Impulsen s/~ 
und n - -  1/2: ~* cos~12 --- m*. 

1) Dies gi l t  bis auf die GrSBen yon der Ordnung ~, die wir prinzipiell ver- 
nachl~ssigen wollen, w a s  be i  lelchteren Atomen wohl eine hinreichende N~iherung 
bedeutet. 

Zeitschrift fitr Physik. Bd. VIII. 21 
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Hier muB, wio spiiter gezeigt werden wird, m* die d r e i  Werto 

. ~ * = n * ,  0", - - n *  ----n---~, 2'  n - -  

annehmen. Fiir die Tripletts sind also drei eharakteristisehe Fiille 
miiglich: Die Gleichriehtung beider Impulse, die entgegengesetzt 
gleiche Riehtung und die ,gekreuzte" Stellung yon Rumpf zu Elek- 
tron und umgekehrt. Jetzt sell noeh der Abstand des obersten und 
untersten Triplettniveaus L/vls in Wellenzahlen festgelogt werden. 
Bedeutet Hi wieder das inhere Weohselwirkungsfeld, so wh'd 

Die Einstellung des Rumpfes (vgl. w 2, S. 299) bei beliebigem v 
kSnnen wir fiir das obere und untere Triplettniveau wieder formal 
durch die Bedingung festlegen: 

0~g 

bei konstant gehaltenem @1. 
w V e r h a l t e n  d e r  T r i p l e t t a t o m e i m  M a g n e t f e l d .  Sehr 

einfaeh lii~t sich die Frage des Zoemaneffektes boi der ersten Mbg- 
liehkeit, dem Einfachliniensystem, beantworten. Die der Ol. (21) ent- 
sprechende 1) Bedingung der r~iumliehen Quantelung im Felde H lautet: 

2~-- COS a ]  "~- n* COS a 1 : nL (23) 

Schreiben wit die Stiirungsenergie auf, so wird, wie in G1. ( l l )  

[ .  1 1 ] ]  

(24) �9 [ o  ] 
: ~/~,,. h m -t- ~-eos el~ �9 

cos# is  wird, wie aus den Annahmen yon w folgt, fiir v--- oo 
gleieh - - 1 .  Fiir kleines Feld H haben wir also bereits normalen 
Zeemaneffekt, was sich durch Wachsen yon H nicht ~indern kann. Wir  
schreiben also an: 

Der normale Zeemaneffekt des Einfaehliniensystems war ja aueh, 
wegen des Rumpfimpulses 0, yon vomherein klar. 

1) In (21) selbst handelte es sich um das Wechselwirkungsfeld H i. Analog 
der  Gleiehung (7a) mui~ (23) fiir cos 012 ~= :t: 1 etwas allgemeiner (vgl. S. 308) 
gefaBt werden.  



Zur Quantentheorie der Linienstruktur und der anomalen ZeemanetVekte. 29l 

In ganz derselben Weise schreiben wir jetzt fiir die zweite 
MSgliehkeit, die eigontlichen Tripletterme, die StSrungsenergie auf. 
Sie wird 

A E = z/~n. h n* cos •1 -4- ~- cos ~2 + ~-v cos (if1 - -  ~2) " (26) 

t i ler  ist die Bedingung ~,J.E/~72 ~-  0, ~12 ~ # 1 - - ~  bereits 
beriicksichtigt. Wie bei den Dubletts wollen wit cos ~ - { - v c o s  ( ~ 1 -  ~a) 
mit X bezeichnen. Dabei beschr~inken wir uns zuniichst auf das 
oberste und unterste Triplettniveau und legen J E  gleich fiir beliebige 
Werte yon v lest; dann haben wit zur Bestimmung yon A E  vier 
Gleichungen: 

A E = A v , . h  [n::: oos ~l -~-3 X]  (27) 

X - -  cos O~ -t- v co s  (01 - -  O~) (28 )  

~ X  
- -  0 ----- Sin ~ -t- v sin (~2 - -  if1) (29) 

und dazu die Quantenbedingung (23). 
Aus (28) und (29) folgt  wieder, wie in w 2: 

X~ --" 1 A- 2 v cos  O 1 -]- v 2. ( 3 0 )  

Aus (29) ferner entnehmen wir: 

0 ~ sin ~ .  (1 + v cos @~) - -  v sin #t  cos g~. 

Daraus folgt trigonometrisch 

1 -{- v cos  ~1 I "4- v oos ~1 
c~ ~/1 -[- 2vcos ~1 -t-v ~ X (31a) 

Setzen wir hierin cos g~ aus (23) ein, so ergibt sieh 

1 A- v c o s  ~a 
2 (m - -  n* cos O~) - -  X 

und 
2 r e X - - 1  

- -  �9 ( 3 1  b )  cos~x - -  2n* X'4- v 

Aus (30) und (31b) erhalten wir 

X ' - - l - - v ' =  2v2Xnm,- -  1 
+ v '  

oder 

Xs ~- V--~ X a - -  1 - -  v O. (32) 
z n  2n* - -  

Wir  sind also zu einer Gleichung dritten Grades fiir X gekommen, 
yon deren Wurzeln abor nur zwei physikalische Bedeutung haben 
k6nnen; fiir die dritte Wurzel ergeben sich imaginilre Winkel. 

21" 
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Ffir das oberste und unterste Triplettniveau schlieflen wir yon X 
auf ` d ~  dutch die G|eichung [vgl. (27), (31b)] 

, d E =  n 9  h.[n* 2 Xm-- I _]_ 23__X]. (33) 
�9 2 X ; , *  + ,~ _ 

G1. (32) hag fiir kleines magnetisehes Feld H @ ~ oo) die zwei 
ffir uns in Betraeht kommenden Wurzeln 

X-=v+n--; X-------v n--I 
`dE 

Kiirzen wir ~ durch `dE~, dE~ ,  `dE~ fiir das ersto, zweite, 

dritte Triplettniveau ab, so folgt  daraus fiir v--~ c~ 

3 +m(1 1 

Zur Diskussion dieses Ergebnisses soil erst sp~ter iibergegangen 
werden. 

Zuerst miissen wir noeh den Beweis dafiir naehholen, daft m~ nut 
die drei Werte n*, 0", - - s *  annehmen kann; zu diesem Zweek, werden 
wir analog der Beweisfiihrung in w 2, `dE  fiir v ~-~ oo und beUebiges 
m -~ ausrechnen. 

Es wird 

`dE [Jeos 0 3. m}'l = h.  

J, der Gesamtimpuls, ist wegen cos ~,2 - -  ~-~ gegeben dureh 

cos O (we 0 der Wiukel des Gesamtimpulses gegen die Feldachse) 

wird entsprechend (23), gleieh m ~ - - , . w o  P,s den Mittelwert der Im- 
Pls 

1 

pulse n* und 2 '  also deren Projektion auf die Riehtung yon J darstellt. 

' V Die vektorielle Summe yon . *  und ~ ergibt sieh zu n .2 + m~, 

deren Projektion auf J wird 

(I-)' n *~ -l- n u m~ -I- J'-- I 

10,2 = 2 J  
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Daraus folgt fill" ,d.E: 

, d E  ----- Jv~.h~ 3 n * /  

-= z t  v n . h 1 -I- "3 m q- ~ v -'~- I " 
2 n*~-J- 4m* q- ~ ' 1  

~l~e.ichung (10) liefert jetzt als Bedingung ftir die Gr61~en m*: 

2 (m*, q - 3  ) 

3 ---0.  

Denkt man sieh wieder m~ als Funktion yon n gesehrieben, so 
findet man, dab diese Bedingung dutch das Wertsystem it = 3, 
m*l ----- n*, m~*2 ----- 0", m~ = - - n *  und n u r  dutch dieses befriedigt 
wird. Wie wit also im Falle des einen Valenzelektrons zwangsliiufig 
auf ein Dublett, so werden wit im Falle der zwei V.alenzelektronen 

3 ist fiir zwangsl~ufig auf ein Triplett gef-iihrt. Der Fall m}::-- 2 

1 
n > 2 aus demselben Grunde auszusehlieffen, aus dem wir m} :~ 

2 
bei den Dubletts als unmSglieh erkl~rten. 

Setzen wir jetzt die gefundonen Werte yon m~ ~ in , d E  fiir v ~-~ ve 
ein, so ergeben sieh die Land~sehen  Formeln (fiir H ~ H ~ ) ,  die fiir 
z/E1 und z/Es sehon auf andere Weise hergeleitet wurden: 

z /E,  = z/vn.h [m (1 q- 1 )  q- 3 v ]  

�9 - z +  (35) 

z l .E  s : z t v , , . h [ m ( 1  , 1 ~ ) - - 3 v ]  

Gleichung (10) hat hier die spezielle Form: 
/ , 3 0 " \  AE1 = (36) 

Sic muff, ihrer Ableitung entsprecheud, fiir beliobigo Werte von v 
gelton uud liefert daher in Verbindung mit (33) z/:E 2 auch fiir 
m i t t l e r e  und s t a r k e  Felder ohne weitere Reclnmng. Daff die 
hierdurch gegebene Energie des. mittleren Triplettniveaus wirkUch 
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einem adiabatischen Obergang aus (35i entsprieht, folgt daraus, dab 
dies einorseits fiir J E 1  und 4 E  s entsprechend ihrer Ableitung, anderer- 
seits fiir die reehte Seite von GI. (36) der Fall ist. 

Wir  gehen nun zur Diskussion der Resultate fiber. Ein Vergleich 
yon (34) und (35) mit (4) der Einleitung zeigt, dab die entwickelte 
Theorie die anomalen Zeemanefl~ekte der Triplettsysteme ersch6pfend 
wiederzugeben vermag (~ber die Bedingung Iml ~ ~r vgl. S. 2 8 4 ) . -  
F~r v ~ 0 liefert (32) und (36) den Pasehen-Baekeffekt: Es wird 

J ~ - - ' ~ n + l ;  ~ F ~ ;  A E ~ - - - - - m ~ I .  
Die einze]nen magnetisehen Niveaus haben sich sehr charak- 

teristisch fibereinandergeschoben. Die ~bereinstimmung dieses Re- 
sultats mit der Erfahrung beim partieUen Paschen-Backeffekt yon 
Mg (Pi d) ist hither ausgefiihrt yon S o m m e r f e 1 d z). Die Figur stellt 

1 I I f .  ' 

~7~) ~v~ ~ v 

den Ubergang der Linien im (sp~) Triplett veto anomalen Zeeman- 
et~ekt bis zum Paschen-Backei~ekt dar; die entspreehende Figur fiir 
die Dublettstruktur teilt S o m m e r f e I d in dieser Zeitsehri~t mit. Ein 
quautitativer Vergleich der theoretischen Ergebnisse fiir mittlere 
Magnetfelder mit der Ers ist his jetzt unm~glich. Das einzige 
vorliegende Material scheinen die Messungen yon P a s c h e n  und 
BackS) am Sauerstot~triplett A---~ 3947 zu sein. Diese steheu mit 
dem abgeleiteten Ergebnis sehr gut im Einklang. Die Gleiehungen 
(35) und (36) fordern z. B. fiir die endgiiltige mittlere ~-Komponente 
bei starken Feldern, daft sie in Strenge (d. h. bis auf Gr~Ben yon der 
Ordnung v s, nicht nut his auf Gr~Ben der Ordnung v) einfach sei, 
dab jedoch die beiden d-Komponenten Mehrt~aehlinien mit AbstAnden 
yon der Ordnung der urspriinglichen TrlplettabstAnde bleiben miisscn. 

Beides, sowie die theoretisehe Lage der z~-Komponente ( J E ~  ~ 

I) S o m m e r f e l d ,  Atombau, 8. Autl., Kap. 6, S. 495. 
s) P a s c h e n  u. B a c k ,  Ann.  d. Phys. 40, 960, 1913. 
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ftir v ~ 1) findet in den Aufnahmen voile Bestiitigung. Ftir mittlere 
Magnetfelder l ~ t  sich wegen der Verwasehenheit der Linien nur 
qualitativ eine ~Ybereinstimmung zwisehen Theorie und Erfahrung 
feststellen. Eine weitere M6glichkeit der quautitativen Priifung besteht 
wieder bei den an den verbotenen Linien (p~d 1 usw.) gemessenen 
,Versehiebungen @" (vgl. S. 301). DieseVersehiebungen zeigen deutlieh 
den zu erwartenden Gang. Wegen der Vernaehl~ssigung der Gr61~en 
yon der Ordnung ~ wird jedoeh die direkte Berechnung yon @ unsieher. 

Ftir die Genauigkeit unserer Formeln fiir mittlere Magnelfelder 
mtissen wir noeh eine allgemeine, aueh ftir die Dubletts giiltige Be- 
merkung machen. Die Rechnungen wurden nnter wesentlieh ide- 
alisierenden Vora,ssetzungen durchgefiihrt, z .B .  Homogenit~t des 
Feldes H~ in der Niihe des Rumpfes, Fehlen elektrischer Wirkungen. 
Die damit begangene Ungenauigkeit ist fiir die Grenzfiille v ~ 1 und 
v ~ 1 offenbar gleichgfiltig, spielt aber fiir v ~.~ 1 eine gewisse Rolle. 
Es ist sehr wabrseheinlicb, daft z.B. die kleinen Diskrepanzen, die 
K e n t  bei Li, ~ ~ 6708 im Gebiet der mittleren Felder zwischen der 
V o i g t s e h e n  Theorie und der Erfahrung feststellt, auf die genannten 
Einfl~isse zuriiekzuffihren sind. Die theoretisehen Formeln bedeuten 
bis jetzt zweifellos nur eine erste N~herung. Erst wenn uns die 
Einzelheiten des ]~I0dells bekannt sind, ist auch hier die v611ig exakte 
1Reehnung m6glieh. 

w Q u a n t i t a t i v e  F o l g e r u n g e n  t i b e r  d e n  T r i p l e t t -  
a b s t a n d .  Als wiehtigstes Resultat k6nnen wir aus den Formeln (34) 

J v l g  
und (35) das Verh~tltnis der Triplettabst~ude ~ (ohne Magnetfeld) 

ableiten. Es wird 
0* 1 

z/v12 1 - -  n.~4 1 ~ 2 n *  n 

dr28 ~ "  - -  1 n - -  1 
1 ~ .-~-- 1 - - - -  " 

2 n *  

Diese Gleiehung sagt aus: 

A,,,n A ~,~ 
Fiir d e n / ) - T e r m  ist A ~ , ~  = 2, fiir den d - T e r m  ist A~,--~ - -  1,5. 

In der Spektroskopie ist dieses Verh~ltnis l~ngst als eharak- 
teristisch fiir den p- bud d-Term bekannt; es unterseheidet die mag- 
netisehen Tripletts bezeichnend von den relativistisehen. Wie eine 
Tabelle ~) zeigt, wird es fiir die leichtvren Elemente stets bis auf 
~inige Prozent genau so beobaehtet, wie es die Theorie fordert, nm- 
bei sehweren Atomen zeigen sieh systematisehe Abweiehungen. Aueh 

1) Vgl. S o m m e r f e l d ,  1. c. Atombau, 3. Aufl., Kap. 6, S. 455. 
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dies ist sehr verst~indlich, denn dot t  ist eben die Vernachl~ssigung der 
Gr6Ge 8 nicht mehr statthaft. Aueh die Messungen yon S a u n d e r s  1) 
am b-Term yon Barium passen sich dem theoretisch zu erwartenden 

Verh~ltnis d~bl-----~2-~- 1,33 gut an. L/~b~a 
Ober die absolute Gr0Ge des Triplettabstandes lassen sieh ins- 

besondere bei den Elementen der zweiten Spalte des periodischen 
Systems Angaben maehen. Die Bahn des iiuGeren Valenzelektrons 
wird niimlieh in roher Anniiherung fiir ein Alkali und das folgende 
Erdalkali wesentlieh dieselbe sein. Also kann man ungefiihr setzen 
~ ' i  Alkali  ~ .~i E~dslkali* Gr6Gere Abweichungen werden sich da zeigen, 
we im Dublettatom das Atominnere noch als sehr klein vorausgesetzt 
werden kann, beim Triplettatom (wegen des inneren Valenzelektrons) 
abet nieht mehr. 

Aus (22) und (8) sehlieflen wir dann, daGt der Abstand des obersten 
veto untersten Triplettniveau im ErdalkaU etwa dreimal so grog ist w i e  
der entspreehende Dublettabstand im vorausgehenden Alkali, Aueh 
diese Beziehung ist hinreiehend gut erfiillt. Im iibrigen gelten fiir das 
Verhalten der Triplettabstiinde mit waehsender Ordnungszahl dieselben 
]~berlegungen, wie wir sie bei den Dublettsystemen angedeutet haben. 

Absehlieflend sei zu den Triplettsystemen noeh bemerkt, dal~ bei 
ihnen die theoretisehen Sehwierigkeiten in maneher Beziehung erheb- 
lieh gr6Ger sind als bei den Dublettsystemen. Die , inhere Quanten- 
zahla hat nieht mehr die einfaehe Bedeutung des Gesamtimpulses 
(dies trifft nut  fiir die Einfachlinie und das jedesmal unterste Triplett- 
niveau zu), sondern mug eher als eine Art yon Numerierung der 
drei m6gliehen Rumpfstellungen aufgefaGt werden. Die Auswahlregel 
fiir n j  kann daher bei den Tripiettsystemen nur unter dem Oesichts- 
punkte des Korrespondenzprinzips verstanden werden. Auch die In- 
tensitiitsfrage kann dann~ wie bei den Dubletts sehon hervorgehoben 
wurde, auf diesem W'ege befriedigend gelSst werden. 

Endlieh mag noch die Frage der sogenannten ,uneigentliehen 
I)ubletts ~ km'z beriihrt werden, wie sic z.B. bei Orthohelium beob- 
achtet sin& Es liegt nahe, sie als Dubletts yon ,Einfaehlinien" mit 
den M6glichkeiten der Impulsstellung des iiuGeren und inneren Valenz- 
elektrons (vgl. S. 288) (n - -  1/~ und - -  1/~) und ( n -  1/2 , q- ~/2) aufzn- 
fassen, denn gerade der Grund, der fiir das AusfaUen der letzteren 
M6gliehkeit geltend gemaeht wurdo, triter bei He wegen des fehlenden 
Rumples nicht zu. Der normale Zemanneffekt dieser Dubletts, wio 
er ja beobachtet ist, versteht sich dann ),on selbst. 

~) S a u n d e r s ,  Astrophys. Journ. 61, 23, 192o. 
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Zur einfaeheren Ubersicht wollen wit noch einmal die Deutungen 
uncl IYmdeutungen der verwendeten Quantenzahlen zusammensteUeu. 
Die in den Serienformeln im Nenner auftretende Quantenzahl bleibt 
ganzzahlig und ist als Summe der radialen und der Impulsquantenzahl 
fiir das ~ul~ere Elektron aufzufassen. Letztere stlmmt nieht iiberein 
mit der bisher fibliehen azimutalen Quantenzahl n, sondern sie ist 
gleieh n m 1/2. Die radiale Quantenzahl sehreitet mit den Werten 
( l j ;  s/2 ...) fort. Die. , innere u Quantenzahl ~ij, die fiir die inner- 
magnetiseh versehiedenen Niveaus versehieden ist, stimmt bei den 
Dublettsystemen iiberein mit dem Gesamtimpuls des Atoms; bei diesen 
kann man dann n a l s  Summe der Absolutwerte des Rumpfimpulses 
und des dem ~uBeren Elektron zugeh6rigen Drehimpulses deuten. 
Bei den Tripletts ist der Zusammenhang zwisehen nj  und dem Gesamt- 
impuls komplizierter. Festgelegt wird die Dublett- bzw. Triplett- 
struktur dutch die innere magnetisehe Quantenzahl m~ bzw. ~n~. Sie 
bedeutet die l~rojektion des mittleren Impulses der Valenzelektronen 
auf die Aehse des veto Rumpf herriihrenden Magnetfeldes. Die mag- 
netisehe Quantenzahl .~n* bzw. m ist gegeben dureh die Projektion 
des mittleren Impulses der Valenzelektronen auf die Feldaehse yon H. 

Z u s a m m e n f a s s u n g. In w 1 und w 4 werden fiber die Struktur 
yon Dublett- und Triplettatomen einfaehe Annahmen gemaeht, die die 
Linienmultiplizit~tten dutch innere Magnetfelder erMiiren. In w 2 und 
w 5 wird das Verhalten dieser Atome im ~uBeren Magnetfelde unter- 
sueht. Die Untersuehung liefert die Gesamtheit der anomalen Zeeman- 
effekte in ]~bereinstimmung mit der Erfahrung und stellt den ~ber-  
gang zum Pasehen-Baekeffekt formelm~iBig dar. Als wesentlieher 
physikaliseher Grund fiir die MSgliehkeit anomaler Zeemaneffekte 
wird ein Widersprueh gegen die klassisehe Ausstrahlung (Kugelwelle) 
festgestellt. In w 3 und w 6 werden quantitative Sehliisse auf die 
Dublett- und Triplettabst~nde gezogen. Die Aufspaltung der Lithium- 
linie ~ ~-- 6708 wird berechnet in guter Ubereinstimmung mit der Er- 
fahrung; aueh die Abnahme der Aufs.paltung in der Reihe (s, ~, d . . . )  
wird fo rmelm~ig  festgelegt. Fiir das Verh~ltnis der Triplettabst~nde 
z/~12 
z/v---- ~ wird eine einfaehe Formel hergeleitet, die das eharakteristische 

Verhalten dieses Quotienten in der Reihe" der Elemente: 2 : 1 beim 
p-Term, 3 : 2  beim d-Term usw. wiedergibt. 

Am Sehlu~ m6ehte ieh meinem hoehverehrten Lehrer, Herrn 
Prof. S o m m e r f e l d ,  meinen Dank ausspreehen f/ir die Anrogung zu 
dieser Arbeit und fiir vielfache FSrderung. 

M ii n e h e n, Institut fiir theoretisehe Physik. 


