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4. Ueber irreversible Strahlungsvorgdnge;
von Max Planck.
(Nach den Sitzungsber. d. k. Akad. d. Wissensch. zu Berlin vom 4. Februar
1897, 8. Juli 1897, 16. December 1897, 7. Juli 1898, 18. Mai 1899 und

nach einem auf der 71. Naturf.-Vers. in Miinchen gehaltenen Vortrage
fiir die Annalen bearbeitet vom Verfasser.)

Die nachfolgende Arbeit enthélt eine Darlegung der Haupt-
ergebnisse meiner unter dem obigen Titel veroffentlichten Unter-
suchungen iiber die Bedeutung des zweiten Hauptsatzes der
Thermodynamik fir die Erscheinungen der Wirmestrahlung,
vom Standpunkt der elektromagnetischen Lichttheorie betrachtet.

Dass auch die strahlende Wiarme den Forderungen des
zweiten Hauptsatzes Geniige leistet, dass z. B. die gegenseitige
Zustrahlung verschieden temperirter Kérper immer im Sinne
einer Ausgleichung ihrer Temperaturen erfolgt, ist wohl all-
gemein unbestritten, und schon G. Kirchhoff hat hierauf seine
Theorie des Emissions- und Absorptionsvermégens der Korper
gegrindet. Daher macht es die fortschreitende Erkenntnis
der elektromagnetischen Natur der Warmestrahlung zur dringen-
den Aufgabe, den zweiten Hauptsatz der Wirmetheorie in seiner
Anwendung auf die strahlende Wirme rein elektromagnetisch
zu begreifen und woméoglich auch zu beweisen. Erste Voraus-
setzung hierbei ist natiirlich, dass man die Erscheinungen der
Emission und Absorption strahlender Wirme als elektro-
magnetische Vorginge auffasst, dass man also die Emission
von Wirmestrahlen als bedingt ansieht durch die Aussendung
elektromagnetischer Wellen von Seiten gewisser elementarer
Oséilla.toren, die man sich in irgend einem Zusammenhang
mit den ponderablen Atomen der strahlenden Koérper denken
mag, und ferner, dass man die Absorption strahlender Wirme
nicht etwa als Folge eines galvanischen Leitungswiderstandes
oder irgend einer Art Reibung, sondern lediglich als Resonanz-
phénomen auffasst, indem die genannten Oscillatoren nicht
nur Wellen aussenden, sondern auch durch auffallende Wellen
zu Schwingungen angeregt werden. Hierin liegt zugleich in-
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begriffen, dass die Dimpfung der elektrischen Schwingungen,
die ein Oscillator ausfiihrt, lediglich durch die Ausstrahlung
elektromagnetischer Energie verursacht wird. Jede andere Art
von Dampfung wiirde nimlich locale (Joule’sche oder Reibungs-)
Wirme erzeugen miissen, und durch die Annahme einer ,Er-
wirmung der Atome* wiirde keine Losung der Aufgabe, sondern
im Gegenteil eine ins Ungemessene gehende Vermehrung ihrer
Schwierigkeit geschaffen.

Denken wir uns also in einem homogenen Isolator, etwa in
einem Vacuum, das rings von festen spiegelnden Wianden um-
schlossen ist, eine Anzahl solcher schwingender elementarer Oscil-
latoren von bestimmten Kigenperioden befindlich, so werden die-
selben durch ihre Schwingungen Wellen emittiren und dadurch
Energie verausgaben, gleichzeitig aber auch wieder die auf sie
fallenden Wellen durch Resonanz selectiv absorbiren und dadurch
ibre Schwingungsenergie verstirken. Vom thermischen Stand-
punkt aus betrachtet muss fiir diesen, allen &usseren Einfliissen
entzogenen Vorgang der zweite Hauptsatz gelten, d. h. die Ver-
inderungen gehen in einem bestimmten Sinne vor sich, indem
die Entropie des ganzen Systemes fortwiahrend wiéchst, und
endigen schliesslich in einen stationiren Zustand, den des
Wirmegleichgewichtes, der durch das Maximum der Entropie
bestimmt ist.

Gilt nun das namliche auch dann, wenn man den Vor-
gang rein vom elektromagnetischen Standpunkt betrachtet?
Existirt auch dann eine durch den augenblicklichen Zustand des
Systemes bestimmte, etwa als elektromagnetische Entropie zu
bezeichnende Grosse, welche im Laufe des Processes fort-
wihrend wichst? Auf den ersten Blick muss diese Frage
principiell verneint werden, und zwar aus folgendem Grunde.
Die Verinderungen des betrachteten Systemes werden geregelt
durch die elektromagnetischen (M ax well’schen) Grundglei-
chungen und durch die Grenzbedingungen an den spiegelnden
Wianden und an den oscillirenden Resonatoren, wobei jeglicher
Reibungsvorgang oder galvanischer Leitungswiderstand aus-
geschlossen ist. Daher lassen sowohl die Grundgleichungen
als auch die Grenzbedingungen fiir jeden moglichen Vorgang
auch den gerade umgekehrten zu; denn zu jeder Losung des
(Gleichungssystemes kann man eine entsprechende entgegen-
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gesetzte finden, indem man das Vorzeichen der Zeit und zu-
gleich das der magnetischen Kraft umkehrt. Damit ist aber
offenbar die vom Entropieprincip geforderte Einseitigkeit der
Veréinderungen keineswegs gewihrleistet. Ja, es scheint auch
gar keine Aussicht vorhanden, durch Einflihrung einer neuen,
ausserhalb der Maxwell’schen Gleichungen stehenden Hypo-
these diejenige Beschrinkung der zulidssigen Losungen einzu-
fithren, welche zum zweiten Hauptsatz der Wirmetheorie hin-
leitet. Denn die Maxwell’schen Gleichungen bestimmen
bekanntlich bei gegebenem Anfangszustand und gegebenen
Grenzbedingungen den Vorgang eindeutig und fiir alle Zeiten.
Was also ausserdem noch hinzugefiigt wird, wire entweder
falsch — dann niamlich, wenn es einen Widerspruch gegen
die Maxwell’schen Gleichungen enthilt —, oder es wire
tiberfliissig —, wenn es keinen derartigen Widerspruch enthilt.

So einfach und biindig diese Useberlegung erscheint, so
hat sie dennoch eine Liicke. Es ist in der That nicht nur
moglich, sondern sogar unumginglich notwendig, neben den
Maxwell’schen Gleichungen noch eine besondere Hypothese
einzufithren, wenn man in dem vorliegenden Falle auf rein
elektromagnetischem Wege iiberhaupt zu bestimmten Resultaten
kommen will.

Zur besseren Anschaulichkeit exemplificire ich auf einen ein-
fachen concreten Fall. Denken wir uns einen aus einem con-
tinuirlichen Spectrum herausgeschnittenen monochromatischen
Licht- oder Wirmestrahl, etwa von der Farbe einer der
D-Linien, von constanter Intensitit, und durch ein Nicol’-
sches Prisma polarisirt, so wird, vom thermischen Standpunkt
betrachtet, der Strahl vollstindig definirt sein, wenn ausser
seinen rein geometrischen Bestimmungsstiicken die Polarisations-
ebene, die Farbe und die Intensitit gegeben ist. Nun weiss
man, dass es absolut scharfe Linien im Spectrum nicht giebt,
d. h. dass auch der homogenste Strahl einen gewissen end-
lichen, wenn auch noch so geringen Bezirk im Spectrum ein-
nimmt. Dieser Unbestimmtheit konnte etwa dadurch abge-
holfen werden, dass man zu der Schwingungszahl, welche die
Farbe charakterisirt, noch die Angabe der Breite des von
dem Strahl eingenommenen Spectralbezirkes hinzufiigt. Mit
diesen Daten wird der Thermodynamiker zufrieden sein; er
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wird, und zwar, wie die Erfahrung lehrt, mit Recht, erwarten,
dass alle Wirkungen, die dieser Strahl unter gewissen gegebenen
Umstinden ausiibt, vollkommen bestimmte sind.

Ganz anders wird man vom elektrodynamischen Stand-
punkt aus die Sache ansehen. Will man nimlich den Strahl
als elektromagnetische Welle darstellen, indem man etwa die
auf der Polarisationsebene des Strahles senkrecht stehende
elektrische Kraft an einem bestimmten Ort als Function der
Zeit bestimmt, so ergiebt sich fiir den monochromatischen
Strahl, mag er auch noch so homogen sein, eine vielfach un-
endliche Zahl von Moglichkeiten. Denn nehmen wir an, der
Spectralbezirk des Strahles umfasse auch nur den millionsten
Teil des sichtbaren Spectrums, also ein Schwingungsintervall,
das etwa durch das Verhiltnis 1:1,000001 dargestellt wird,
so bleibt fiir die Periode der betrachteten Welle noch die Aus-
wahl unter allen zwischen 510 Billionen und 510000510000000
gelegenen Schwingungszahlen, d. h. unter 510 Millionen ver-
schiedenen Schwingungszahlen ibrig. Entwickelt man, was
immer mbglich ist, die elektrische Kraft als Function der Zeit
fiir die Dauer einer Secunde in eine Fourier’sche Reihe, so
wird im allgemeinen jede dieser 510 Millionen Schwingungs-
zahlen in der betrachteten Welle vertreten sein, und da jeder
einfach periodischen Partialschwingung eine andere Amplitude
und eine andere Phase entsprechen kann, so haben wir im
Ganzen noch zweimal 510 Millionen unbekannte Grossen, -zu
deren Bestimmung nur die beiden Grissen zur Verfiigung sind,
welche die Intensitat und die Spectralbreite des Strahles an-
geben. Diese Grossen sind als gewisse Mittelwerte aufzu-
fassen, aus denen man natiirlich keine bestimmten Schliisse
auf die einzelnen Partialschwingungen der Fourier’schen Reihe
zichen kann. FEine Messung derselben ist schon aus dem
Grunde undenkbar, weil die Partialschwingungen einzeln iiber-
haupt gar keine unmittelbare physikalische Bedeutung haben;
denn die Glieder der Reihe hingen von der Wahl der Grund-
periode ab.

Andererseits darf man aber auch nicht glauben, dass die
Werte der Amplituden und Phasen der einzelnen Partial-
schwingungen, wenn ihre Perioden so nahe beieinander liegen,
iiberhaupt ohne merklichen Einfluss seien auf die vom ganzen
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Strahl ausgehenden messbaren Wirkungen. Allerdings: wenn
es sich nur um die Messung der Gesamtintensitit des
Strahles handelt, kommt nur die Summe der Einzelstrahlungen
in Betracht. Aber gerade in dem vorliegenden Falle haben
wir es mit der selectiven Absorption der Strahlung durch
Resonatoren mit bestimmten Figenperioden zu thun, und man
weiss, dass, je kleiner das logarithmische Dimpfungsdecre-
ment eines Resonators ist, um so kleinere Verinderungen der
Schwingungsperiode der erregenden Welle dazu gehdren, um
recht betrichtliche Aenderungen der Resonanzwirkung nach
sich zu ziehen. In der That wiirde es leicht sein, bei Fest-
haltung der Farbe, Spectralbreite und Intensitit des Strahles
die Verteilung der Amplituden und Phasen auf die einzelnen
Partialschwingungen so vorzunehmen, dass die Resonanz-
wirkungen auf einen und denselben Resonator die allerver-
schiedensten und sonderbarsten Eigenschaften aufweisen wiirden.

Die angestellte Ueberlegung fiithrt also zu dem unaus-
weichlichen Schluss, dass bei gegebener Farbe, Spectralbreite
und Intensitit eines.Strahles die Maxwell’schen Gleichungen
keineswegs ausreichen, um alle messharen Wirkungen des
Strahles vorauszusagen, dass im Gegenteil die elektromagne-
tische Theorie in demselben Falle, wo die Thermodynamik
ein ganz bestimmtes Resultat fordert, geradezu unendlich viele
Maéglichkeiten offen lisst, und dass man folglich vom Standpunkt
der Elektrodynamik zunichst gendtigt ist, die gestellte Aufgabe
fir unzureichend formulirt und daher fiir unlosbar zu erklaren.

Will man sich also mit der Thermodynamik, und auch
mit der Erfahrung, in Uebereinstimmung setzen, so ist das
nur mdglich auf Grund einer neuen, von den Maxwell’schen
Gleichungen unabhiéngigen Hypothese. FEine derartige Hypo-
these ist enthalten in dem unten (§ 9) eingefiihrten Begriff der
,hatiirlichen Strahlung®. Wenn gesagt wird, ein elektro-
magnetischer Strahl besitze die Eigenschaften der natiirlichen
Strahlung, so soll dies kurz gesagt heissen: Die Energie der
Strahlung vertheilt sich vollkommen wunregelmissig auf die
einzelnen Partialschwingungen, aus denen der Strahl zusammen-
gesetzt gedacht werden kann.

Diese durch ihre Einfachheit fast selbstverstindlich schei-
nende Voraussetzung erweist sich dennoch bei weiterer Durch-
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fiilhrung als sehr weittragend. Zunichst fiihrt sie auf rein
elektromagnetischem Wege mit Notwendigkeit zur Giltigkeit
eines dem zweiten Hauptsatz der Thermodynamik analogen
Satzes. Wenn man, um wieder zu dem am Anfang betrach-
teten System von Resonatoren zuriickzukehren, die Annahme
macht, dass samtliche im System vorkommende Strahlen zu
allen Zeiten die Eigenschaften der natiirlichen Strahlung be-
sitzen, so lasst sich eine elektromagnetische Function des Zu-
standes angeben, welche fortwihrend wichst, und deren Maxi-
mum mithin einen stationdren Zustand angiebt. Man kann
daher auch sagen: Die Hypothese der natiirlichen Strahlung,
fiir alle Orte und Zeiten als giiltig vorausgesetzt, enthalt in
nuce den zweiten Hauptsatz der Thermodynamik in seiner
Anwendung auf Strahlungsvorginge, sie ist nur ein anderer
Ausdruck fiir denselben. Ihr Vorteil besteht aber darin, dass
man die Grosse der Strahlungsentropie in allen Einzelheiten,
und damit auch den Betrag ihrer Aenderung in einer be-
stimmten Zeit angeben kann; wihrend der zweite Hauptsatz
in seiner gewohnlichen Fassung den Begriff der Zeit iiber-
haupt nicht enthalt. Durch Identificirung der elektromagne-
tischen Entropie mit der thermodynamischen Entropie ergiebt
sich ohne weiteres die elektromagnetische Definition der Tem-
peratur eines Warmestrahles, und das Maximum der Entropie
ergiebt das Wirmegleichgewicht, d. h. den Zustand der statio-
niaren Wirmestrahlung. Das Gesetz der spectralen Energie-
verteilung in diesem Zustande erweist sich als identisch mit
dem von W. Wien auf anderem Wege abgeleiteten Gesetz,
das bekanntlich in neuerer Zeit durch die Untersuchungen von
F. Paschen, sowie von O. Lummer und E. Pringsheim
experimentell in gewisser Annidherung bestitigt worden ist. —

Die hier unternommene elektrodynamische Deutung des
zweiten Hauptsatzes der Thermodynamik legt es nahe, einen
kurzen vergleichenden Blick auch auf dessen mechanische
Deutung, namentlich auf die entsprechenden Kragen in der
kinetischen Gastheorie, zu werfen. Auch hier finden wir
bekanntlich denselben, oft besprochenen Gegensatz zwischen
den Grundgleichungen der Mechanik, welche einen vollkommen
reversibeln Charakter haben, und dem Inhalt des zweiten
Hauptsatzes, welcher fr alle wirklichen Vorginge Irrever-
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sibilitit fordert. Aber auch hier lisst sich der Gegensatz
in ganz ahnlicher Weise 16sen durch die Einfithrung einer be-
sonderen Hypothese, welche, solange sie in Giiltigkeit bleibt,
alle Consequenzen des zweiten Hauptsatzes in sich birgt. Es
ist dies in der Ausdrucksweise von L. Boltzmann?) die Hypo-
these der ,molecularen Unordnung®. Sie ist notwendig und
hinreichend fiir die Existenz einer durch den augenblicklichen
Zustand bestimmten Function, welche sich fortwihrend in dem
nimlichen Sinne #ndert und daher die wesentlichen Eigen-
schaften der Entropie besitzt. Allerdings erweist sich die
Hypothese der molecularen Unordnung, falls man sie nicht
nur fir den Anfangszustand, sondern fiir alle Zeiten giiltig
annimmt, als unvereinbar mit der Voraussetzung einer end-
lichen Anzahl von einfachen, innerhalb starrer Winde ein-
geschlossenen Atomen, und dieser Umstand bereitet der Ein-
fithrung des zweiten Hauptsatzes als eines allgemeinen Principes
in die Gastheorie eine gewisse Schwierigkeit, welche auf der
einen Seite zu Einwinden gegen die Berechtigung der Gas-
theorie iiberhaupt, auf der anderen dagegen zu Zweifeln an der
Allgemeingiiltigkeit des zweiten Hauptsatzes der Warmetheorie
gefiihrt hat. Indessen handelt es sich hier in Wirklichkeit
gar nicht um eine derartige Alternative. Wenn man von den
eben genannten Voraussetzungen nur eine, etwa die Annahme
starrer Winde, deren Existenz im strengen Sinne ohnehin von
vornherein hochst unwahrscheinlich ist, fallen lasst, so scheint
einer allgemeinen Durchfiihrung der Hypothese der molecularen
Unordnung nichts im Wege zu stehen, und damit bleibt auch
vom Standpunkt der kinetischen (Gastheorie aus die Moglich-
keit gesichert, den zweiten Hauptsatz auf alle Zeiten auszu-
dehnen.

Fir die Hypothese der natiirlichen Strahlung, angewendet
auf den Fall eines zwischen spiegelnden Winden befindlichen
strahlenden Systemes, und die Frage ihrer unbeschrinkten
Giiltigkeit wiirde sich iibrigens wahrscheinlich eine ganz ahn-
liche Sohwierigkeit wie die soeben geschilderte ergeben, falls
man auf die Natur der als Strahlungscentren fungirenden
elementaren Oscillatoren naher eingehen wollte. Das ist aber

1) L. Boltzmann, Vorlesungen iiber Gastheorie 1. p. 21. 1895.
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bei der hier entwickelten Theorie gar nicht notig, weil hier
von vornherein die Voraussetzung eingefithrt wird, dass die
Wellenlinge der Eigenschwingung eines Oscillators gross ist
gegen seine linearen Dimensionen; und unter dieser Voraus-
setzung lassen sich die Gesetze der Emission und Absorption
ganz ohne Riicksicht auf die specielle Beschaffenheit des
Resonators entwickeln. Es kann auch z. B. ganz dahingestellt
bleiben, ob die Schwingungen der elementaren Resonatoren
auf Leitungsstromen (selbstverstindlich ohne galvanischen Wider-
stand) oder auf-Convectionsstromen (Bewegungen elektrisch ge-
ladener Teilchen) beruhen. Sobald man aber diese Krage
offen lisst, ist auch kein Anhaltspunkt vorhanden, um den
Giiltigkeitsbereich der Hypothese der natiirlichen Strahlung
zeitlich irgendwie einzuschrianken, und damit verlieren auch
die Bedenken gegen eine bestindige Zunahme der Entropie
ihre Stiitze. 1)

Erster Abschnitt.

Emission und Absorption elektromagnetischer Strahlung durch
einen Resonator.

§ 1. Schwingungen eines geradlinigen Resonators.

In einem von Dbeliebigen -elektromagnetischen Wellen
durchzogenen Vacuum befinde sich ein geradliniger elektrischer
Resonator, dessen Kigenperiode einer im Verhiltnis zu seinen
Lineardimensionen grossen Wellenlinge entspricht und dessen
Schwingungen nur durch Ausstrahlung von Energie in den um-
gebenden Raum, nicht durch galvanischen Leitungswiderstand
oder andere in seinem Innern wirksame, Knergie consumirende
Vorginge gedimpft werden. Bezeichnet dann f(¢) das Moment
des vom Resonator zur Zeit ¢ dargestellten elektrischen Dipols,
Z(t) die in die Richtung des Resonators fallende Componente
der Intensitit des elektrischen Feldes, welches von den im
Vacuum sich fortpflanzenden Wellen am Orte des Resonators

1) Die folgende Darstellung bildet, mit einigen Abinderungen und
Zusitzen, eine Wiedergabe meiner letzten, das Wesentliche der Theorie
zusammenfassenden Mittheilung an die Berliner Akademie der Wissen-
schaften (vom 18. Mai 1899).
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gebildet wird, beides gemessen im absoluten elektrostatischen
Maass, so ist die Schwingung des Resonators bestimmt durch
seinen Anfangszustand (fiir ¢ = 0) und durch die folgende Diffe-
rentialgleichung!):

af af . 3g
n Friny 261"’"&7 4+ 4atvlf= i Z

¢ bedeutet hierbei die Lichtgeschwindigkeit im Vacuum, ¢ das
logarithmische Decrement der Schwingungsamplituden, das nach
den gemachten Voraussetzungen notwendig klein ist, », die
Schwingungszahl des Resonators (Anzahl der Schwingungen in
der Zeiteinheit).

Die Energie U, des Resonators ist bestimmt durch die
Gleichung:

df\?
© Uy =3 K1*+ 1 L ()
wobei die Constanten?):
16ntv} - 4nty,
®) B==wn  I=say

Mit der Einfibrung von U, lasst sich die Schwingungs-
gleichung (1) in folgender Form schreiben:

., df 8n?vd (df\2
(4) a0, =4 Glae— 2258 (1 ae

Das erste Glied rechts bezeichnet die in der Zeit d¢ vom
Resonator aus der Umgebung absorbirte Energie, das zweite
Glied die in derselben Zeit vom Resonator nach aussen emit-
tirte Energie. Wiahrend diese letztere ein constantes Vorzeichen
hat, wird, wie man sieht, die absorbirte Energie unter Um-
stinden negativ, nimlich immer dann, wenn die ,erregende
Schwingung*, als welche wir Z kurz bezeichnen wollen, ent-
gegengesetzt gerichtet ist dem im Resonator fliessenden elek-
trischen Strome, dessen Intensitit das Vorzeichen von df/d¢
besitzt. In diesem Falle wird also durch die ,erregende
Schwingung‘* dem Resonator Energie entzogen.

1) M. Planck, Sitzungsber. d. k. Akad. d. Wissensch. zu Berlin
p. 165. 1896; Wied. Ann. 60. p. 593. 1897,
2) L e
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§ 2. Darstellung der erregenden Schwingung durch ein
Fourier'sches Integral.
In jedem Falle lisst sich Z fiir ein beliebig grosses end-
liches Zeitintervall, etwa von ¢ = O bis ¢ = 7, folgendermaassen
schreiben:

() Z:fdw- C,cos @ mut — &),
0

wobei C, (positiv) und %, gewisse Functionen der positiven
Integrationsvariabeln » bedeuten!), deren Werte ibrigens
durch dasVerhalten der Grisse Z in dem genannten Zeitintervall
bekanntlich noch nicht bestimmt sind, sondern ausserdem noch
von der Art abhiingen, wie die Zeitfunction Z iiber jenes In-
tervall hinaus nach beiden Seiten fortgesetzt wird. Ks wire
daher auch ganz unrichtig, wenn man die Schwingung Z sich
etwa als ein continuirliches ,,Spectrum® von periodischen Schwin-
gungen mit den constanten Amplituden C, vorstellen wiirde.

Wir wollen 7 so gross wéhlen, dass nicht nur 2,7, sondern
auch o 2,7 durch eine grosse Zahl ausgedriickt wird, und wollen
im Folgenden immer nur solche zwischen 0 und 7' gelegene
Zeiten ¢ betrachten, fiir welche g, ¢, und um so mehr 2,7, grosse
Werte hat. Diese Festsetzung gewidhrt namlich den Vorteil,
dass wir dann von dem Anfangszustand des Resonators (fiir
t = 0) ganz absehen konnen, weil derselbe sich zur Zeit ¢ nur
mit einem Gliede von der Grossenordnung e-°** geltend macht
und daher dann keinen merklichen Einfluss auf den Zustand
mehr ausiibt.

§ 8. Berechnung der Resonatorschwingung.

Unter den gemachten Voraussetzungen ergiebt sich fiir
irgend eine erregende Schwingung (5) als allgemeine Ldsung
der Schwingungsgleichung (1), wie leicht zu verificiren:

1) Die Einfiihrung der ,,Frequenz“ n =2 n v statt der Schwingungs-
zahl » wiirde in diesem Abschnitt zu einer Vereinfachung, in den
folgenden dagegen zu einer Complicirung der Ausdriicke fithren. Statt
der Darstellung durch ein Integral kénnte man iibrigens ebenso gut Z
in eine Fourier'sche Reibe, etwa mit der Grundperiode 7, entwickeln;
der Unterschied ist, soweit ich sehe, nur ein formeller. Auf die Vorziige
des Integrals hat mich mein Freund Carl Runge hingewiesen.
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3¢

[ = 1-6713;;gfdv-%”-siny,-cos(2nvt—z‘},—7,),

wobei zur Abkiirzung gesetzt ist:
3 _ g2

ctgy, = Yo

gy, v

Um y, eindeutig zu machen, wollen wir noch festsetzen,
dass y, von O bis = wichst, wenn »/», von kleinen zu grossen
Werten iibergeht.

Da o klein ist, so weicht siny, nur dann merklich von
Null ab, wenn »/v, nahezu = 1, d. h. es tragen nur diejenigen
Glieder des Fourier’schen Integrals(5) merklich zur Resonanz-
erregung bei, deren Index » der Eigenschwingung », des Re-
sonators nahe liegt. Man kann daher fiir gewohnlich einfacher
schreiben:
f(t)= Tefli_afdvo, siny, cos(2n vt — &, — 7,)
6) { und: °

v

ctgy, = 2m- 27

g,

§ 4. Intensitit der erregenden Schwingung.

Die ,,Intensitit der erregenden Schwingung* J als Function
der Zeit ¢ definiren wir als den Mittelwert von Z% in dem
Zeitintervall von ¢ bis ¢ + 7, wobei r méglichst klein genommen
ist gegen die Zeit 7, aber immer noch gross gegen die Zeit
1/v,, d. h. gegen die Zeitdauer einer Schwingung des Reso-
nators. In dieser Festsetzung liegt eine gewisse Unbestimmt-
heit, welche bewirkt, dass im allgemeinen J nicht nur von ¢,
sondern auch von r abhingig bleiben wird. Wenn dies der
Fall ist, kann man von einer Intensitit der erregenden
Schwingung iiberhaupt nicht reden; denn es gehért mit zum
Begriff der Schwingungsintensitit, dass ihr Betrag sich inner-
halb der Zeitdauer einer einzelnen Schwingung nur unmerklich
andert. Daher wollen wir kiinftig nur solche Vorginge in
Betracht ziehen, bei denen unter den angegebenen Bedingungen
ein nur von ¢ abhingiger Mittelwert von Z? existirt. Die
spéter (§ 9) vorzunehmende weitere Beschrinkung auf den Fall
der ,natiirlichen Strablung® wird zugleich auch die Erfillung
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der hier als nothwendig erkannten Bedingung enthalten. Um
ibr in mathematischer Hinsicht zu geniigen, wollen wir zu-
nichst annehmen, dass die Grossen C, in (5) fir alle diejenigen
Werte von » unmerklich klein sind, welche gegen v, ver-
schwinden, oder, anders ausgedriickt, dass in der erregenden
Schwingung Z keine ganz langsamen Perioden von merklicher
Amplitude enthalten sind.

Zur Berechnung von J bilden wir nun aus (5) den
Wert von Z? und bestimmen den Mittelwert Z2 dieser Grosse
durch Integration nach ¢ von ¢ bis ¢ 4 7, Division durch  und
Uebergang zur Grenze durch gehorige Verkleinerung von z.
Es ergiebt sich so zun#chst:

7% = ffdw’dv Cy Cycos (2mv't—&,)cos (2mut — 3,).
090

Vertauscht man die Werte von » und #, so &ndert sich die
Function unter dem Integralzeichen nicht; daher setzen wir fest:
v >

und schreiben:
7 = 2ffdw’dv0,,0, cos{2m v t — F,)cos(2mut — )
oder:
7 =ffd1/ dv C, C,fcos[2m(y — )t — F, + ]

4cos{2xm (v + o)t — 3 — 3]}
Folglich:

t+t

J=ZZ=%fZ2dt'

t

:ffd’/d’”or'av {Sin7t(y/_y)T.COS[ﬂ(y’_y)(2t+ 1)._,9,,,_*_37]

(' — v

+ sinm (0 + v)z.co8{n (¥ +») (R + 1) — F — Ty }
a( + vz

Da nach der oben gemachten Voraussetzung alle die-
jenigen C, unmerklich klein sind, fiir welche » gegen », ver-
schwindet, so kann man in dem vorstehenden Ausdruck w,
und umsomehr #, als von gleicher oder hoéherer Grossen-
ordnung wie v, annehmen. Lassen wir nun 7 immer kleiner
werden, so ist vermdge der Bedingung, dass v,z gross bleibt,
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der Nenner (' 4 v)7 des zweiten Bruches jedenfalls gross,
wahrend der des ersten Bruches, (¢ — ») r, mit abnehmendem z
unter jeden endlichen Betrag herabsinken kann. Daher re-
ducirt sich das Integral fiir geniigend kleine Werte von
v — v auf:

f dv' dv C, Cyeos (27 (v — v)t — Sy + &, ],

also unabhingig von z. Die ibrigen Glieder des Doppelinte-
grals, welche grisseren Werten von » — », d. h. schnelleren
Aenderungen mit der Zeit entsprechen, hiangen im allgemeinen
von 7 ab und miissen daher verschwinden, wenn die Intensitit
J nicht von 7 abhiingen soll. Daher ist in unserem Falle,
wenn man noch '
p=v —v(>0
als zweite Integrationsvariable statt » einfiihrt:

(1) J=ffdp.dfu CopuCocos(2mpt — Foy o+ )0
oder:

J:fdp(d,,sin?wpl+Blucos2nyt),
wobei:
(8) 4, =fdw6’,+#0,sin(l9*y+#—— )

B, = fda: Cy s u G €08 (Fy 4, — ).

Hierdurch ist die Intensitit J der erregenden Schwingung,
falls sie iiberhaupt existirt, in der Form eines Fourier'schen
Integrals dargestellt.

§ 5. Schnell verinderliche und langsam ver&inderliche
Grdssen.

Schon in dem Begriff der Schwingungsintensitdt J liegt
die Voraussetzung enthalten, dass diese Grosse mit der Zeit ¢
viel langsamer variirt als die Schwingungsamplitude Z selber.
Dasselbe folgt aus der Berechnung von J im vorigen Para-
grapben. Denn dort ist fiir alle in Betracht kommenden
Wertenpaare von C, und C, vz und oz gross, dagegen
(v — v}t klein; folglich a fortiori

9) T2 = K lein,

Anpalen der Physik. 1V, Folge. 1. 6
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und demgemiss sind die Fourier'schen Integrale (5) und (8)
in ganz verschiedener Weise mit der Zeit verinderlich. Wir
werden daher im Folgenden in Bezug auf die Abhingigkeit von
der Zeit zwei verschiedenartig verinderliche Arten von Grossen
z0 unterscheiden haben: schnell verinderliche Grissen, wie Z
und das mit Z durch die Differentialgleichung (1) verbundene f,
und langsam verinderliche Grissen, wie J und ebenso auch U,
die Energie des Resonators, welche sich wegen der geringen
Dampfung ebenfalls nur langsam im Verhéltnis gegen /" dndert.?)
Doch ist dieser Unterschied in der zeitlichen Verinderlichkeit
der genannten Gréssen nur ein relativer, da der absolute Wert
des Differentialquotienten von Jnach der Zeit von der Grosse der
Zeiteinheit abhingt und durch geeignete Wahl derselben be-
liebig gross gemacht werden kann. Man ist daher nicht be-
rechtigt, J(f) oder U, (¢) schlechthin als langsam verénderliche
Functionen von ¢ zu bezeichnen. Wenn wir diese Ausdrucks-
weise der Kiirze halber in der Folge dennoch anwenden, |so
geschieht das stets im relativen Sinne, ndmlich mit Bezug auf
das abweichende Verhalten der Functionen Z(f) oder f(f).

Was nun aber die Abhingigkeit der Phasenconstante , von
ihrem Index » anbetrifft, so besitzt diese notwendig die Eigen-
schaft der schnellen Verénderlichkeit im absoluter Sinne. Denn
obwohl g klein ist gegen », ist doch die Differenz #, , ,— %, im
allgemeinen nicht klein, weil sonst die Grossen 4, und B, in
(8) zu specielle Werte erhalten wiirden, und daraus folgt,
dass (0 &, [0%).» durch eine grosse Zahl dargestellt wird.
Hieran &ndert auch ein Wechsel der Zeiteinheit oder eine
Verlegung des Anfangspunktes der Zeit nichts wesentliches.

Die schnelle Verinderlichkeit der Grossen &, mit » ist
also eine im absoluten Sinne notwendige Bedingung fiir die
Existenz einer bestimmten Schwingungsintensitit J, oder mit
anderen Worten: fiir die Méglichkeit der Einteilung der von
der Zeit abhangigen Grissen in schnell verinderliche und in
langsam veranderliche — einer Einteilung, die auch in anderen
physikalischen Theorien hiufig gemacht wird und auf welche
sich alle folgenden Untersuchungen griinden.

1) In der Akustik und Optik pflegt man bekanntlich diesen Unter-
schied durch die Worte ,,Schwingung® und | Schwebung® anzudeuten.
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§ 6. Berechnung der Energie des REesonators.

Die im vorstehenden eingefiihrte Unterscheidung zwischen
schnell verinderlichen und langsam verinderlichen Grossen ist
in physikalischer Beziehung hier deshalb wichtig, weil wir im
Folgenden nur die langsame Abhingigkeit von der Zeit als
direct messbar annehmen wollen. Damit n&hern wir uns eben
den in der Optik und in der Wiarmestrahlung thatsichlich
stattfindenden Verbiltnissen. Unsere Aufgabe wird dann darin
bestehen, Beziehungen ausschliesslich zwischen langsam ver-
anderlichen Grossen aufzustellen; denn diese allein sind es,
welche mit den Ergebnissen der Erfahrung verglichen werden
konnen. Wir bestimmen daher nun zuniichst die Werte der
wichtigsten hier in Betracht kommenden langsam verander-
lichen Gréssen, namlich die Energie des Resonators und
den Betrag der vom Resonator emittirten und absorbirten
Eunergie.

Die Energie des Resonators, die in (2) gegeben ist,
besteht aus zwei Teilen: der elektrischen Energie und der
magnetischen Energie. Da wegen der kleinen Dampfung der
Mittelwert dieser beiden Energiearten jedenfalls der n#imliche
ist, d. h.

(10) Kf* = 1)

5
’
di)

so konnen wir auch schreiben:

(11) U, = Kf?,

indem wir mit f2 den Mittelwert von f2 in dem Zeitintervall:
von ¢ bis ¢+ r (§ 4) bezeichnen. Dieser Mittelwert berechnet
sich nach (6) genau in der namlichen Weise wie der von Z*
in § 4, nur dass hier (3 ¢3/16a3v]) C, siny, statt C,, und &, + 7,
statt 2, zu setzen ist. Wir erhalten daher analog (7), mit
Riicksicht auf den Wert von K in (3):

300 . .
12) UO=imﬁf/‘dudv(),ﬂ,c,smy,,+usmy,><

cos(2aut— S, + P —vi v,
Oder

6*
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Uy=[dupla,sin2aut+ b, cos2mput)
wobei:
3 et 1 : 1
G = i payyg | AV G uOrsing, 4 sing, X
(13) sin (3, 4o — P+ 7o u— 70 )
368 C 0 . . ,
bl‘ = 16“7-1_20'1/3_ dv Y+ ou ySln}’v—f-‘uSln;v X
COS (19',, E 19’1' + Tvtu— 7"’)'

Ebenso wie &, so ist auch y,, wie man aus (6) erkennt,
im absoluten Sinne schnell verinderlich mit ». Man darf
daher, obwohl fiir alle in Betracht kommenden Werte der
C p klein ist gegen », den Winkel y, ;. , nicht etwa anndhernd
gleich y, setzen, namlich dann nicht, wenn u von gleicher oder
sogar hdherer Grdssenordnung ist wie o,

§ 7. Berechnung der vom Resonator emittirten und
absorbirten Energie.

Der Betrag der vom Resonator in der Zeit d¢ emittirten
Energie, als einer ,langsam verdnderlichen* Grosse, ergiebt
sich direct aus der Gleichung (4) als:

n?y? 2
§;c:“ (‘,i dt

oder nach (10}, (11) und (3):
- 8"2.”.3..2{.;'3&

-
_ 8a'r 1 ,
= g L-U().dt
(14) — 924, U, dt.

Die in einem Zeitelement vom Resonator emittirte Energie ist
proportional der Energie des Resonators, ferner seiner Schwingungs-
zahl und seinem logarithmischen Decrement.

Der Betrag der vom Resonator absorbirten Energie, als
einer ,Jlangsam verdnderlichen® Grosse, lisst sich aus (4) ent-
weder berechnen durch die Bildung des Mittelwertes von
Z.(df/d¢) mit Hilfe der bekannten Ausdriicke fiir Z und £, oder
kiirzer direct aus der soeben gefundenen Form jener Gleichung:

(15) 2.8t =dU, + 200, Uy dt.
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Setzt man fiir U den in (13) gegebenen Wert, so ergiebt
sich fiir die in der Zeit dt vom Resonator absorbirte Energie der
Wert:

dt-fdy(@sin?nyt-*— b,cos2mut),
(1) § wobei: a,=20cv,a, —2npb,
b, =20v,b, +2mpa,.

Diese Grossen wollen wir nun mit der Intensitit der
erregenden Schwingung in eine allgemeine Beziehung bringen,
wobei immer festzuhalten ist, dass das Verhiltnis u:ow, be-
liebig grosse und kleine Werte annehmen kann.

§ 8. Spectrale Zerlegung der Intensitiit der erregenden
Schwingung.

Von den bisher in wunseren Gleichungen auftretenden
Energiegrossen diirfen wir als direct messbar ansehen nur die
Intensitit J der erregenden Schwingung und die Energie U
des Resonators. Dieselben stehen aber im allgemeinen in
keinem einfachen Zusammenhang miteinander, da die Energie
des Resonators nicht allein von der Gesamtintensitiit J der er-
regenden Schwingung Z, sondern noch von specielleren Eigentiim-
lichkeiten dieser Schwingung abhingt. Man kann nun offenbar die
Eigenschaften einer bestimmten erregenden Schwingung Z dadurch
weiter verfolgen, dass man die zu untersuchende Schwingung Z
auf verschiedene Resonatoren wirken lisst und die Energie
misst, welche ein jeder Resonator einzeln unter dem Einfluss
derselben erregenden Schwingung Z annimmt. Es ist dies ganz
die namliche Methode, welche in der Akustik zur Analyse eines
Klanges angewendet wird.

Hierauf griinden wir unsere Definition der in der Ge-
samtintensitit J enthaltenen Intensitir <, einer bestimmien
Schwingungszahl v. Wir setzen namlich:

{17 J=f3,dv
0

und definiren J,, eine ,langsam veridnderliche’* Function der
beiden Variabeln » und ¢ durch die Energie, welche ein
Resonator mit der Schwingungszahl » unter dem Einfluss der
erregenden Schwingung Z annimmt.
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Hier ist aber sogleich noch ein wichtiger Punkt zu er-
ledigen. Da nimlich die Energie eines von der Schwingung Z
erregten Resonators nicht allein von seiner Eigenschwingung,
sondern ausserdem auch von seiner Dampfung abhiingt, so ist
noch auf eine geeignete Wahl der Dimpfungsconstanten des
zur Messung der Intensitit §, benutzten Resonators Riicksicht
zunehmen. Damit der Resonator auf eine bestimmte Schwingungs-
zahl und nicht etwa auf ein endliches Intervall von Schwingungs-
zahlen merklich reagirt, muss sein Dampfungsdecrement klein
sein. Es darf aber auch andererseits nicht allzu klein ge-
nommen werden; denn ein Resonator mit sehr kleiner Dampfung
braucht sehr lange Zeit zum Abklingen, und ein solcher Reso-
nator wiirde den Zweck, durch sein Mitschwingen jederzeit eine
gleichzeitige Bigenschaft der ihn erregenden, im allgemeinen
mit der Zeit verinderlichen Schwingung anzugeben, nicht er-
filllen, da seine Energie nicht von der gleichzeitigen Beschaften-
heit, sondern zugleich auch von der Vorgeschichte der erregenden
Schwingung abhingen wiirde. Die Energie des Resonators
wiirde also nicht die Intensitit J, selber, sondern einen ge-
wissen, liber einen grosseren Zeitraum erstreckten Mittelwert
dieser Grdsse zum Ausdruck bringen.

Um diesen Umstand zu beriicksichtigen, wihlen wir das
logarithmische Decrement g aller zur Analyse der erregenden
Schwingung Z benutzten Resonatoren zwar klein gegen 1,
machen aber doch ¢ v gross gegen alle p, was stets moglich
ist, da nach (9) u klein ist gegen ». Dann ist der Zustand
eines analysirenden Resonators, z. B. desjenigen mit der
Schwingungszahl %, vollstandig bestimmt durch die gleich-
zeitige Beschaffenheit der erregenden Schwingung, und man
kann sagen, dass der Resonator alle Intensititsschwankungen
der erregenden Schwingung momentan anzeigt. In der That
ersieht man z. B. leicht aus (16), wenn man darin ¢ statt o
setzt, dass die Glieder mit dem Factor p gegen die Glieder
mit dem Factor ¢ », verschwinden und dass dadurch die vom
Resonator absorbirte Energie proportional wird seiner augen-
blicklichen Energie U,, was nur dann moglich ist, wenn der
Zustand des Resonators nur von der gleichzeitigen Beschaffen-
heit der erregenden Schwingung abhingt.

Unter den gemachten Voraussetzungen ist die in der Ge-
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samtintensitit J der erregenden Schwingung enthaltene In-
tensitat der Schwingungszahl »), die wir kurz mit g, be-
zeichnen wollen, nach (12) als Function der Zeit gegeben durch:

8¢t ) :
o = %y - ‘1672’?:?3—/‘[‘1” dvC, ., C,sin?g, X

cos(@mput— &, 4, + )

Hier ist %, ein von #, abhiéngiger, sogleich zu bestimmender
Proportionalititsfactor; der Winkel J, geht aus 7, in § 3 her-
vor, wenn man darin p statt ¢ setzt, also:

(18) ctgd, = n. B

und J, 4, ist =, gesetzt, da p klein ist gegen gv, Der
Proportionalititsfactor x, bestimmt sich aus der Bedingung(17).
Schreibt man namlich diese Bedingung nach (7) in der Form:

f dpdvC, . ,Cocosaput— %, 4, + &) =f%0d'u0,
0

so folgt aus dem soeben fir J, gefundenen Ausdruck, da u
und v nicht von », abhéngen:

»n

X
1=fd10 Tom ZQT sin?d,,

0
oder nach (18):

167;2_]'3(11, o 1
3¢t —0 L .y i —y)_ )

1 o T V)
7 gl vl y?

Da nun g klein ist gegen 1, so braucht man nur die-
jenigen Werte der Function unter dem Integralzeichen zu
beriicksichtigen, fiir welche », nahe = » ist, und erhalt so:

. 16 n? x
38 25?
(x ist der Wert von «x, fiir », = »), oder:
32 n?yp?
xO = 3 c3 ’
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welcher Wert thatsachlich den verlangten Wert des letzten
Integrals ergiebt.!)
Daher ist die Intensitit J, der Schwingungszahl »,:

3, =fdy(91£sin27ryt+ B cos2mut),
wobei:
(19) 9”A = 2 f dvC, ., Csin?d,sin(%, .., — &),
B, = 9*2 fd rC, 4, Cysin?gd,cos(, . — %)
Yo

Im allgemeinen werden die Werte von 9 und B, noch
von ¢ abhingig sein. In diesem Falle kann man von einer
Intensitéit der Schwingungszahl », in bestimmtem Sinve gar
nicht reden. Wir wollen nun fiir das folgende die Voraus-
setzung machen, dass eine jede Schwingungszahl » eine ganz
bestimmte, mit der Zeit ,langsam verdnderliche* Schwingungs-
intensitat , besitzt, unabhingig von der zu ihrer Messung
dienenden Grisse o. Dann ist zugleich auch die schon in § 4
eingefithrte Bedingung erfiillt, dass eine Gesamtintensitit

J::fgs,,d,,
0

der erregenden Schwingung Z existirt. Auf die Frage, wes-
halb und inwieweit diese Annahme, welche iibrigens in der
Wiarme- und Lichtstrahlung bisher thatsichlich stets gemacht
wurde, in der Natur gerechtfertigt ist, soll hier nicht niher
eingegangen werden,

§ 9. Natiirliche Strahlung.

Wir haben jetzt die erregende Schwingung Z, die zu den
,,schnell veranderlichen und daher nicht direct messbaren
Grossen gehort, so weit analysirt, dass wir ihre Gesamt-
intensitat J zu jeder Zeit in eine Reihe von messbaren Grossen
zerlegt haben: den Intensititen &, der verschiedenen Schwin-

1) Diese Deduction ist gegen die friihere Darstellung (Sitzungsber.
d. k. Akad. d. Wissensch. zu Berlin vom 18. Mai 1899, p. 450), Dank einer
miindliches Bemerkung des Hrn. Boltzmann, etwas verdndert worden.
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gungszahlen ». Weitere Mittel, um ,langsam verinderliche
Kigenschaften von Z abzuleiten, besitzen wir nicht; die Me-
thoden der Analyse sind also hiermit erschépft. Was wir durch
sie von der schnell verinderlichen Schwingung Z kennen ge-
lernt haben, ist aber im Vergleich zu der in ihr noch ent-
haltenen Mannigfaltigkeit von Eigenschaften nur fusserst wenig.
Die Functionen C, und &, selber, in ihrer Abhingigkeit von
v, sind und bleiben uns innerhalb eines breiten Spielraumes
ganzlich unbekannt.

Stellen wir nun zunichst dasjenige zusammen, was wir,
durch Messung der Intensitit J, der Schwingungszahl v, als
einer langsam veriinderlichen Function der Zeit ¢, tiber die
schnell veridnderlichen Grossen C, und &, erfahren kénnen.
Als messbar haben wir in (19) die Grossen %; und B zu be-
trachten, fiir alle Werte von p. Setzen wir nun:

[ CoynCsin (Fyyn— ) =W+,
| GruCreos (B4 — 8,) = Bit 1,

wobeil § und % schnell verinderliche Functionen von » und g
sind, so folgt aus (19):

2 . 2 (. . \
A, = ﬂ;éﬂfd” sin? 9, + Q—y—ojgsmzb,du.
Nun ist mit Riicksicht auf (18):
2 e g
é—;&fsm (),,d?/— 1.

(20)

Folglich:

f_s §in?d,dr = 0.
Ebenso:

fn sin2d,dv = 0.

Da sind, fiir alle Werte von » verschwindet, deren Ver-
hiltnis zu v, nicht nahe gleich 1 ist, so stellt die Grosse U,
in (20) den langsam verinderlichen Mittelwert der schnell
verinderlichen Grosse C, ., C, sin (&, ., — &,) fir » nahe
gleich », vor, und ebenso BS den entsprechenden Mittelwert
der schnell veranderlichen Grésse C, 4, C, cos (&, 4, — &,).Y)

1) Man konnte auch sehr viel einfacher die Intensitit J, einer be-
stimmten Schwingungszahl » durch die genannten Mittelwerte definiren,
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Kebren wir nun zu der Untersuchung des Resonators mit
der Schwingungszahl », und dem Dimpfungsdecrement ¢ zuriick,
so ist zunfchst von vornherein einleuchtend, dass zur Berech-
nung des Einflusses, welchen die erregende Schwingung Z auf
den Resonator ausiibt, die Kenntnis der Mittelwerthe %, und B_
im allgemeinen noch nicht geniigt, sondern dass dazu die
Grossen C, und #, selber bekannt sein miissen. In der That
ersieht man aus dem in (13) abgeleiteten Ausdruck der
Energie U, des Resonators, 