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9. Ehtropie urn& Temperatur strahlercder W&rme; 
v0.n Max Plarwk. 

1. Einleitung nnd Inhaltsubersicht. 

In einer kurzlich veroffentlichten Arbeit I) iiber irreversible 
Strahlungsvorgange habe ich einen Ausdruck fur die Entropie 
der strahlenden W arme aufgestellt, welcher allen Anforderungen, 
die einerseits von der Thermodynamik, andererseits von der 
elektromagnetischen Lichttheorie an die Eigenschaften dieser 
Grosse gestellt werden, Geniige leistet. Auf den Zustaijd der 
stationaren Varmestrahlung im freien Vacuum angewendet 
liefert dieser Ausdruck gerade diejenigen Beziehungen zwiscben 
den auf die einzelnen Warmefarben entfallenden Strahlungs- 
intensitaten, welche durch das Wien '  sche sogenannte Energie- 
verteilungsgesetz angegeben werden. Weiter von mir unter- 
nommene Versuche, den Ausdruck der Strahlungsentropie so 
abzuandern bez. zu verallgemeinern, dass er immer noch allen 
theoretisch wohlbegrundeten thermodynamischen und elektro- 
magnetischen Satzen Geniige leistet, fiihrten mich durch ihren 
negativen Erfolg zu der Ansicht, dass der aufgestellte Aus- 
druck, und daber auch das W i e n 'sche Energieverteilungsgesetz, 
eine notwendige Folge der Anwendung des Principes der Ver- 
mehrung der Entropie auf die elektromagnetische Strahlungs- 
theorie ist. 

Wahrend nun das Wien'sche Gesetz durch die neuesten 
Beobachtungen von F. P a s  che n wieder im wesentlichen be- 
statigt worden ist, haben 0. L u m m e r  und E. Pr ingshe im3)  
bei ihren auf grossere Wellenlangen ausgedehnten Messungen 
Divergenzen von so erheblicher Natur gefunden, dass M. T h ie  s e n4) 

1) M. Planck, Ann. d. Phys. 1. p. 69. 1900. 
2) F. Pascben, Sitzungsber. d. k. Akad. d. Wissensch. zu Berlin 

3) 0. Lummer u. E, Pringsheim, Verhandl. d. Deutech. Pbysikal. 

4) M. Thiesen, Verhandl. d. Deutsch. Physikal. Gesellscb. 2. 

p. 959. 1899. 

Gesellrtch. 1. p. 215. 1899. 

p. 31. 1900. 
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dadurch veranlasst wurde, die Wien’sche Formel fur die 
Strahlungsintensifat einer bestimmten Wellenlange durch eine 
andere Formel zu ersetzen , welche einerseits sowohl dem 
S te fan -  Bol t  zmann  schen Gesetz der Gesamtstrahlung als 
auch dem von W i e n  thermodynamisch begriindeten sogenannten 
Verschiebungsgesetz Genuge leistet, aiidererseits aber die von 
L u m m e r  und P r i n g s h e i m  gemessenen Zahlenwerte mit merk- 
lich besserer Annaherung darstellt. 

Obschon nun ein Conflict zwischen Beobachtung und 
Theorie wohl erst dann als zweifellos constatirt gelten kann, 
wenn die Zahlen der verschiedenen Beobachter miteinander 
hinreichend ubereinstimmen, so bildete die zwischen den Be- 
obachtern schwebende Frage doch auch fur mich eine An- 
regung, die theoretischen Voraussetzungen, welche zu dem oben 
erwahnten Ausdruck der Strahlungsentropie fiihren , und an 
denen also jedenfalls etwas geandert werden miisste, wenn das 
W i en  ’sche Energieverteilungsgesetz sich nicht als allgemein 
giiltig erweisen sollte, iibersichtlich zusammenzustellen und 
einer gescharften Kritik zu unterziehen. Das Wesentliche davon 
mochte ich hier in Kiirze mitteilen, namentlich auch einen 
bei dieser Gelegenheit gefundenen Weg zur directen Berech- 
nung der Strahlungsentropie, deren Wert ich in meiner vorigen 
Arbeit ohne weitere Vermitte1ung:einfacheinfach durch Definition ein- 
gefuhrt hatte. Da sich durch diese Berechnung wieder gerade 
der namliche Ausdruck der Entropie ergiebt, so ist meine An- 
sicht uber die Bedeutung desselben noch mehr befestigt worden, 
wenn sich auch die Grunde, welche dieselbe stiitzen, zum Teil 
etwas verschoben haben. 

Schliesslich folgt noch als eine specielle Anwendung des 
Wien’schen Gesetzes, das ja fur Wellenlangen bis zu etwa 
5 p hinauf von samtlichen genaueren Messungen bestatigt wird, 
die Formel zur numerischen Berechnung der Temperatur einer 
monochromatischen, aus homocentrischen Bundeln bestehenden 
Strahlung, welche von einer kleinen Flache emittirt und dann 
durch ein System centrirter brechender Kugelflachen (Spiegelung 
inbegriffen) nahe der Axe hindurchgegangen ist. Die Tem- 
peratur der hinter der letzten brechenden Flache auftretenden 
Strahlung ist nach ihrer elektromagnetischen Definition voll- 
scandig und ausschliesslich bestimmt durch die naturlicbe 
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,, Helligkeit" 1) des von ih r  entworfenen Bildes, und diese Qrosse 
lasst sich ihrerseits berechnen aus der Gesnrntintensitat der 
Strablung, der Grosse der Bildflache, und dem raumlichen 
Oeffnungswinkel (Maximaldivergenz), mit welchem sich die 
Strablen eines jeden homocentrischen Biindels in  dem zu- 
gehorigen Bildpurikte treffen. Nicht notig dabei ist aber die 
Messung der Temperatur des Korpers, aus welchem die Strah- 
lung ursprunglich herstammt , und ebensowenig die Beriick- 
sichtigung der Energieverluste, welche die Strahlung auf ihrem 
Wege durch Reflexion an den verschiedenen brechenden Flachen, 
Absorption etc. etwa erlitten hat. 

Sovjel ich weiss, giebt es imrner noch Physiker, welche 
die Ansicht vertreten, dass man nicht von der Temperatur 
eines Wiirmestrahles an sich sprechen darf, sondern nur von 
der Temperatur des Korpers, welcher den Strahl emittirt. 
Nach dieser Ansicht konnte man in dem vorliegenden Falle 
die aus dem Linsensystem austretende Strahlung uberhaupt 
nicht thermisch charakterisiren, ohne sowohl auf ihre Ent- 
stehung, als auch auf die ganze Geschichte ihrer Fortpflanzung 
durch alle brechenden Flachen Riicksicht zu nehmen. Das 
ware im allgemeinen ein sehr umstandliches und iiberfliissiges 
Verfahren. Denn es kommt schliesslich doch nur darauf an, 
welche Eigenscbaften die Strahlung besitzt an dem Orte, wo 
sie ihre Wirkungen aussert, und nicht darauf, welche Eigen- 
schaften sie friiher einmal besessen und nachtriiglich vielleicht 
teilweise wieder verloren hat. Uebrigens hat srch das Be- 
diirfnis, der Strahlung eine selbsvandige Temperatur beizulegen, 
in bestimmten Fallen schon deutlich f ~ h l b a r  gemacht, so z. B. 
dadurch, dass man es vorteilhaft findet, von einer ,,schein- 
baren '' oder ,,Effectiv "-Temperatur der Sonne zu sprechen, 
d. h. von der Temperatur, welche die Sonne haben mltsste, 

1) Die Beziehungen der Helligkeit zum zweiten Hauptsatz der 
Wiirmetbeorie (und somit auch zur Temperatur) sind yon H. v. H e l m -  
h ol  tz  erortert worden in den Vorlesungen iiber die elektromsgnetische 
Theorie des Lichtea, herausgegeben von A. K o n i g  u. C. R u n g e ,  p. 296. 
1897 (Leop. Voss), eingehender noch in den demnllchst eu reroffentlichenden 
Yorlesungen iiber die Theorie der Wiirrne, in deren Manuscript ich durch 
eiii freundliclw Anerbieten detl Herausgebers, Hm. F. R i c h a r z ,  Ein- 
blick erhielt. 

Annalen der Physik. IV. Folge. 1. 46 
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urn der Erde die thatsachlich zu beobachtende Gesamtstrahlung 
zuzusenden, wenn sie 1. strahlte wie eine schwarze Flache von 
gleicher Grosse, und wenn 2. unterwegs keine Strahlungs- 
energie verloren ginge. Die Effectivtemperatur der Some ist 
nichts anderes als die wirkliche Temperatur der Sonnenstrahlen, 
und demgemass ware es wohl noch rationeller, diese Bezeichnung 
auch direct anzuwenden, statt von einer doch bloss fingirten 
Temperatur der Sonne zu reden. Hierzu kommt noch, dass 
die Sonnenstrahlen verschiedener Farbe gar nicht dieselbe, 
sondern verschiedene Ternperaturen besitzen, da die Energie- 
verteilung im Sonnenspectrum von der des schwarzen Korpers 
abweicht. Es muss daher jedem monochromatischen Sonnen- 
strahl eine besondere Temperatur zugeschrieben werden, die 
au5 der angegebenen Formel berechnet werden kann.’) 

3 2. Physikalische Grundlagen der Theorie. 
Die ganze hier behandelte Theorie griindet sich auf den 

Kirchhoff‘-schen Satz, dass ein rings durch spiegelnde Wande 
abgeschlossenes Vacuum, in welchem beliebige ponderable 
Korper in beliebiger Anordnung verstreut sind, im Laufe der 
Zeit einen stationaren Zustand der Warmestrahlung annimmt, 
der vollstandig bestimmt ist durch einen einzigen Parameter: 
die Temperatur, und insbesondere nicht abhangt von der An- 
zahl, der Beschaffenheit und der Anordnung der ponderabeln 
Korper. Es ist also zur Untersuchung der Eigenschaften des 
stationaren 6trahIungszustandes ganz gleichgultig, weIcher Art 
die Korper sind, welche man im Vacuum befindlich voraus- 
setzt, ja es kommt nicht einmal darauf an, ob solche Xorper 
in der Natur wirklich irgendwo vorkommen, sondern nur darauf, 
ob ihre Existenz und ihre Eigenschaften in der Natur uber- 
haupt moglich sind. Sobald es nur gelingt, fur irgend eine 
beliebig herausgegriffene specielle Art und Anordnung emit- 
tirender und absorbirender Korper einen stationaren Strahlungs- 
zustand nachzuweisen, kann dieser Zustand kein anderer sein 
als der durch den Kirchhoff’schen Satz geforderte. 

1) Beziiglich der Temperaturbestimmung durch Messung der Energie- 
strahlung vgl. 0. Lummer u. E. Pringsheim, Verhandl. d. Deutsch. 
Physikal. Gesellsch. 1. p. 230. 1899; ferner H. Wanner, Physikal. 
Zeitschr. 1. p. 226. 1900. 



Entropie und Temperatur strahlender Farme. 723 

Nun lasst sich in der That fur eine specielle Anordnung 
gewisser, besonders einfach gewahlter Korper, namlich ruhender 
linearer Resonatoren mit kleiner Dampfung und grosser Wellen- 
range, die sich in hinreichend grossen Abstanden ') voneinander 
befinden, ein stationarer Strahlungszustand nachweisen, aller- 
dings nur mit Einfiihrung einer besonderen Annahme: der 
Hypothese der ,,naturlichen Strahlung", die sich aber fast von 
selbst darbietet und wohl als ein unumgangliches Postulat des 
zweiten Hauptsatzes der Warmetheorie zu betrachten ist. Wenn 
man also von der Voraussetzung ausgeht, dass die Gesetze der 
Warmestrahlung sich uberhaupt rein elektromagnetisch be- 
greifen lassen, so bleibt nichts ubrig, als auf Grund des 
Kirchhoff'schen Satzes den gefundenen stationaren Zustand 
mit dem der Warmestrahlung vollstandig zu identificiren. 

Die Zulissigkeit der Annahme ruhender Resonatoren konnte 
vom Standpunkt der mechanischen Warmetheorie aus zweifel- 
haft erscheinen, da doch mit einer endlichen Temperatur not- 
wendig auch eine endliche Geschwindigkeit der kleinsten pon- 
derabeln Teilchen verknupft ist. Indessen zeigt sich doch bei 
naherer Ueberlegung, - dass der Zusammenhang, in welchem die 
aus der Gastheorie folgende Geschwindigkeit der ponderabeln 
Molecule durch ihre Abhangigkeit von der Temperatur zur 
Warmestrahlung steht, nur ein indirecter sein kann. Denn 
die Temperatur bestimmt bekanntlich nicht die mittlere Ge- 
schwindigkeit, sondern vielmehr die mittlere lebendige Kraft 
der Molecule; man kann es daher durch entsprechende Wahl 
der Moleciilmassen immer einrichten, dass einer gegebenen 
Temperatur eine ganz beliebige mittlere Geschwindigkeit der 
Molecule, wenigstens innerhalb gewisser Grenzen, entspricht, 

1) Nimmt man die Abst&nde der Resonatoren klein gegen die 
Wellenliinge ihrer Eigenschwingung, so erhiilt man fur die Fortpflanzung - der Strahlung total andere Gesetze, ntimlich die der normalen und 
snomalen Dispersion, und zwar, wie ich mich besonders iiberzeugt babe, 
wesentlich in der einfachen Form, die ihnen zuerst von P. D r u d e  (Wied. 
Ann. 48. p. 542. 1893) gegeben wmde, nur dass die dabei suftretenden 
Constanten bestimmte, durch die Diimpfung und die Abstiinde der Resona- 
toren bedingte Werte besitzen. Auch scheint mir dieser Weg bei weiterer 
Verfolgung zu einer Vereinigung der magneto optischen Thcorien von 
H. A. L o r e n t z  und von W. V o i g t  zu fiihren (vgl. Physikal. Zcitschr. 
1. p. 39. 1899). 

46 * 
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wlihrend dagegen die Strahlungsintensitat einzjg und allein 
von der Temperatur abhangt. 

Ein weiteres Bedenken gegen die vorliegende Theorie 
kijnnte man aus dem Umstand herleiten, dass dieselbe die 
Trreversibilitat der Strahlungsvorgange und den Begriff der 
Strahlungsentropie aus der Betrachtung einzelner, j a  sogar 
eines einzigen Resonators ableitet, wiihrend man doch von der 
Gastheorie her anzunehmen gewohnt ist, dass erst eine sehr 
grosse Anzahl Molecule das Zustandekommen der Irreversi- 
hilitat und die Definition der Entropie ermoglicht. l) Dieses 
Bedenken Iasst sich indessen leicht entkraften. Denn das 
Princip der Unordnung, auf welchem jede Art Irreversibilitat 
zu beruhen scheint, liegt bei der Gastheorie in einem ganz 
anderen Moment a19 bei der Warmestrahlung. In  den Gasen 
sind es die zahlreichen ponderablen Molecule, welche durch 
die Unregelmassigkeit ihrer Lage und ihrer Geschwindigkeit die 
Unordnung bedingen ; im durchstrahlten Vacuum dagegen sind 
es die zahlreichen Strahlenbundel, welche durch ihre unregel- 
miissig wechselnde Schwingungszahl und Intensitat zur Bildung 
der Entropie Veranlassung geben. Bei den Schwingungen 
eines einzelnen Resonators kommt diese Unregelmassigkeit 
ebensogut zum Ausdruck wie bei der Strahlung im freien 
Raum. Denn wahrend in der Gastheorie die lebendige graft 
eines einzelnen Moleciils nur einen verschwindend kIeinen Bruch- 
teil der kinetischen Energie selbst des kleinsten Gasquantums 
bildet und isolirt gar keine selbstandige Bedeutung hat, ist in 
der Strahlungstheorie die Energie eines einzelnen Resonators 
von derselben Grossenordnung wie die tier freien Strahlung in 
einem gegen die Dimensionen des Resonators sehr grossen 
Raum. Dementsprechend reprasentirt die stationare Schwingung 
eines in einem stationaren Strahlungsfelde befindlichen Reso- 

1) In diesem Punkte liegt der hauptsrichlichste Gegensatz zwiachen 
dieser Theorie und derjenigen von W. W i e n  (Wied. Ann. 58. p. 662. 
1896) und ebenso derjenigen von J. D. v8n der Waals jr .  (Akad. van 
Weteusch. Amsterdam, 10. Januar 1900), wo von vornherein eine grosse 
Anznhl von Strahhgscentren ale wesentlich fur das Zustandekommeo der 
Strahlungsgesetze betrachtet wird, wiihrend liier die Anzalil der Reso- 
natoren fiir die Eigenschaften des stationaren Strahlungszustandes ganz 
gleieligiiltig 1st. 
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nators mit bestimmter Eigenperiode nicht etwa einen einheit- 
lichen Elementarvorgang, d. h. eine einfache Sinusschwingung 
mit constanter Amplitude und Phase - dann miisste aller- 
dings die Schwingungsenergie frei in Arbeit verwandelbar sein 
und man konnte keine Entropie definiren, - sondern sie be- 
steht in einer Uebereinanderlagerung sehr vieler kleiner Einzel- 
schwingungen mit nahezu gleichen Perioden und constanten 
Amplituden und Phasen I), oder auch, was mathematisch genau 
auf das Namliche hinauskommt, in einer einzigen Schwingung 
mit constanter endlicher Amplitude, aber unregelmassig ver- 
anderlicher Phase. In  jedem Falle kann man yon einer Un- 
ordnung, also auch von einer Entropie und einer Temperatur 
des Resonators sprechen. 

Aus diesen Ueberlegungen geht auch hervor , was mir 
besonders bemerkenswert scheint, dass der Hauptunterschied 
zwischen den kiirzesten herstellbaren Hertz’schen elektrigchen 
Wellen und den langsten herstellbaren Warmewellen des ultra- 
roten Gebietes nicht in der Wellenrange liegt, sondern viel- 
mehr in der Homogenitat; denn der erstere Unterschied ist nur 
quantitativ, der letztere aber qualitativ. Hertz’sche Wellen 
sind, bei aller moglichen Complicirthcit, stets geordnete Vorgiinge, 
auf sie ist daher die Hypothese der natiirlichen Strahlung 
nicht anwendbar, und demgemass lasst sich auch bei ihnen 
keine Entropie und keine Temperatur definiren, wahrend da- 
gegen selbst der homogenste Warmestrahl einen ungeordneten 
Vorgang darstellt. Hierauf beruht auch die Erkliirung des 
scheinbaren Paradoxons, welches in dem Umstande liegt, dass 
nach dem W i en’schen Energieverteilungsgesetz die Strahlungs- 
intensitat einer bestimmten Farbe mit unbegrenzt wachsender 
Temperatur nicht ebenfalls ohne Ende wachst , sondern sich 
einem endlichen Grenzwert asymptotisch nahert , und dass es 
daher unmoglich ist, die Intensitat der Warmestrahlung einer 
bestimmten Farbe iiber eine bestimmte Grenze hinaus zu 
steigern, wahrend doch andererseits die Intensitit Hertz’scher 
Wellen bestimmter Schwingungsdauer principiell an keinerlei 
Schranke gebunden erscheint. 

1) Gleichung (13) meiner vorigen Arbeit. 
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$j 3. Vermehrung der Entropie durch einen im Strahlungsfeld 
befindlichen Resonator. 

In  meiner vorigen Arbeit habe ich die Ausdriicke, welche 
die Entropie eines Resonators und die Entropie der freien 
Strahlung als Funktionen der Energie und der Schwingungs- 
zahl angeben , unvermittelt durch Definition eingefiihrt und 
dann hinterher nachgewiesen , dass diese Ausdriicke wirklich 
dem Gesetz der Vermehrung der Entropie Folge leisten. Hier 
sol1 ein allgemeinerer Weg beschritten werden. Zunachst werden 
die Ausdriicke fiir die Erhaltung der Energie und die Ver- 
mehrung der Entropie aufgestellt , ohne von einer speciellen 
Annahme uber die Grosse der Entropie Gebrauch zu machen, 
und dann wird untersucht, welcher Wert der Strahlungsentropie 
beizulegen ist , damit sie alie physikalischen Eigenschaften 
der aus der Thermodynamik abzuleitenden Function gleichen 
Namens besitzt. Es  wird sich dabei eine ganz bestimmte 
Grosse fur die Entropie ergeben: die namliche, welche ich 
friiher von vornherein benutzt habe. 

Im Folgenden werden genau die Voraussetzungen und 
Bezeichnungen meiner friiheren Arbeit angewendet, nur mit dem 
Unterschiede , dass die Definitionsgleichung fur die Entropie 
als Function der Energie hier fortfallt. Demgernass lautet das 
Gesetz der Erhaltung der Energie fur einen Resonator von 
der Schwingungszahl v nach der damaligen Gleichung (40): 

Hier bedeutet U die Energie des Resonators, t die Zeit, c die 
Fortpflanzungsgeschwindigkeit des Lichtes im Vacuum, rs das 
(kleine) logarithmische Decrement der Schwingungsamplituden 
des Resonators, d B den unendlich kleinen Oeffnungswinkel 
eines Kegels, dessen Spitze im Resonator liegt, endlich !@' 
und 9' die Intensitaten der beiden, senkrecht aufeinander pola- 
risirten, innerhalb dieses Kegels von einer Seite auf den Reso- 
nator fallenden Strahlenbundel von der Schwingungszahl v, Q" 
und $"' die in der namlichen Richtung, also auf der anderen 
Seite, vom Resonator ausgehenden Strahlungsintensifaten. $" 
und 9"' sind nach Gleichung (38) und (39) bestimmt durch 
die Gleichungen : 
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W =  ~ C O S ~ W  + Q'sinzw 

$ = (9 sinZ co + 9' cos2 w) cosa 8 + -- sin2 8 , 

wobei 19 den Winkel zwischen der Richtung des Strahles und 
der Axe des Resonators, M den Winkel zwischen der Polari- 
sationsebene von 9 und der durch den Strahl und die Reso- 
natoraxe gehenden. Ebene bedeutet. Die Polarisationsebene 
von 9" geht durch die Axe des Resonators, die von P' ist 
senkrecht darauf. 

Nennen wir nun weiter 8 die Entropie des Resonators, 
und i? die Intensitat der Entropiestrahlung von der Schwingungs- 
zahl 11 in irgend einer Richtung zu irgend einer Zeit, so ist 
S eine gewisse Function von U und v, und L3 eine gewisse 
Function von $2 und v. Dann betragt die in der Zeit d t  ein- 
tretende Entropieanderung des den betrachteten Resonator 
umgebenden Feldes nach Gleichung (46) bei entsprechender 
Bezeichnung : 

727 

Y2 u 
C2 

Nimmt man dazu die in derselben Zeit erfolgende Entropie- 
anderung des Resonators d S ,  so ergiebt sich als die durch 
die Vorgiinge im Resonator hervorgerufene Aenderung der 
totalen Entropie S, des Systems: 

(3) d S ,  = d S +  __ 3 c a u  dt.Sd.Q(i?" + 2"'- B - E), 
4 n v  

ein Ausdruck, der ganz analog mit (1)  gebaut ist. 

Q 4. Specieller Fall. 

Wir wollen nun gleich zur Betrachtung des speciellen 
Falles iibergehen, dass das Feld, in welchem der Resonator 
liegt, sich fortwahrend in einem Zustand stationarer Strahlung 
befindet. Die Bedingung hierfiir ist, dass die auf den Reso- 
nator fallende Strahlung unpolarisirt und nach allen Richtungen 
constant ist, d. h. 

e=fjye'=p 
0 
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unabhangig von der Zeit und von der Richtung der Strahlung. 
Dann folgt aus (2): 

- w = Q o  
v2 cr 9'" = e0 cos2 9 + --- sin2 8. (3a) 2 

Ferner aus (l), da 

(4) 

endlich fur die totale Entropieanderung aus (3), da: 

2 = = gf == Q "0 7 

d 8, = d S  + __ 3 2 u d t . s d J ? ( c J " ' -  C0). (5) 4 . n v  

Wenn nicht nur das den Resonator umgebende Feld, 
sondern das ganze System sich im Zustand stationarer Strahlung 
befande, so ware auch F"= Qo, und die Energie U des Reso- 
nators wiirde speciell: 

cs (6) u 0 =-9  v 2  0' 

Dann ware Energie und Entropie in allen Teilen des Systems 
von der Zeit unabhangig. Wir wollen daher Uo den ,,stationaren" 
Wert der Energie des Resonators nennen; ihm nahert sich U 
nach (4) fur wachsende Zeiten asymptotisch an. 

Nun besitze die Energie des Resonators einen Wert, der 
nur noch wenig von dem stationaren Wert U, abweicht, d. h. 

t 7) U =  Uo + A U .  

Die kleine Grosse A U konnen wir den (positiven oder 
negativen) Ueberschuss der Resonatorenergie iiber ihren statio- 
naren Wert nennen, sie liefert offenbar ein Maass fur die 
Grosse und die Richtung der Abweichung des Resonators von 
seinem stationaren Zustande, 

=+ 2 n v A U =  0 (8) d t  
und aus (3a): 

VZ 
(9) F'= Qo + , s in29.  A IT, 

Dann wird aus (4): 
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folglich, durch Entwickelung in eine Taylor'sche Reibe, und 
mit Vernachlassigung hoherer Potenzen von A U 

Fuhrt man dies in (5)  ein, so ergiebt sich, da: 
32 n Ssin' 9. d 52. = -- 
15 ' 

d S t = d S + 2 0 v d t .  

oder nach (8): 

Nun ist: 

und nach (7): 

Folglich durch Substitution die 

u +  . . .  
Entropieanderung des 

ganzen Systems, unter Vernachlassigung hkherer Poienzen 
yon A U:  

3 5. Notwendige Eigenachrtften der Entropie. 

Wenn der' letzte Susdruck immer positiv sein SOH, wie 
es der zweite Hauptsntz der Thermodynamik verlangt, so muss, 
da d U positiv oder negativ, A IJaber beliebig klein sein kann, 
allgemein die Beziehung gelten : 

oder durch Integration, mit Riicksicht auf (6): 

wobei uber die Integrationsconstante verfugt ist, da sie keine 
physikalische Bedeutung besitzt. Ebenso durch Differentiation: 
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Mit Benutzung dieser Beziehung ergiebt sich : 

indem der Index 0 jetzt als uberflussig fortgelassen ist. 
Dieser Ausdruck stellt also die Entropievermehrung dar, 

welche in der Natur eintritt, wenn ein in einem stationaren 
Strahlungsfelde befindlicher Resonator, dessen Energie U einen 
kleinen Ueberschuss A U iiber ihren stationaren Wert enthalt, 
die Energieanderung d U erleidet. Die Entropievermehrung 
hangt also nur ab von d U, A U und U, und ist iiberdies, wie 
auch von vornherein einleuchtet , den Werten von d U und von 
d U proportional. Sol1 sie stets positiv sein, so muss, da d U 
und A U nach (8) immer entgegengesetzte Vorzeichen haben, 
der letzte Factor negativ sein. Setzen wir also: 

so ist f eine positive Function von U ,  und die Entropiever- 
mehrung wird : 

(13) d S t = -  d U.  A U . f ( U ) ;  
f ( U )  kann noch von der Schwingungszahl u des Resonators 
abhangen, dagegen nicht von seiner Diimpfung 0, wie man 
aus der Gleichung (11) erkennt, deren linke Seite G jedenfalls 
nicht enthalt. 

Weitere Schlusse auf den Wert der Entropie lassen sich 
aus dem Satze der Entropievermehrung allein nicht ziehen, 
weder in dem hier betrachteten speciellen, noch in dem all- 
gemeineren Falle, dass sich der Resonator in einem beliebigen 
Strahlungsfelde befindet. J a ,  es lasst sich sogar direct der 
Nachweis liefern, dass, wenn man der Function f ( U )  irgend 
eine beliebige positive Form beilegt, und daraus nach (12) 
und (10) die Ausdrucke von S als Function von U, und von 52 
als Function von $2 berechnet, der in (3) gegebene a.llgemeinste 
Wert von d S, immer positiv ausfallt. *) Doch wiirde die Durch- 
fiihrung dieses Nachweises hier zu viel Raum in Anspruch 
nehmen. Jedenfalls folgt daraus so viel, dass der Satz der 

1) Dieser Redingung geniigt rtuch die im Q 1 erwlihnte Formel yon 
N. Thieaen. 
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Entropievermehrung an sich nicht hinreicht, um den Ausdruck 
der Entropie als Function der Energie zu berechnen, sondern 
dass zu diesem Zweck ein naiheres Kingehen auf die physi- 
kalische Bedeutung der Entropiefunction notwendig ist. Insofern 
bedarf also die im vorletzten Absatz des 5 23 meiner vorigen 
Arbeit gemachte Bemerkung einer Berichtigung. 

8 6. Vollstandige Berechnung der Entropiefunction. 

. Denken wir uns nun, dass in dem betrachteten stationaren 
Strahlungsfeld statt eines einzigen Resonators eine beliebig 
grosse Zahl n ,  mit dem bisher betrachteten ganz gleichbe- 
schaffene, Resonatoren vorhanden sind, in denen sich wahrend 
des Zeitelementes d t ,  unabhlngig voneinander, genau die nam- 
lichen Vorgange abspielen. Dann ist die Energie aller Reso- 
natoren, als Summe der Einzelenergien, n U =  U,, ihr Ueber- 
schuss iiber ihren stationaren Wert, der die Abweichung vom 
stationaren Zustand angiebt: n . A U= A U,, ihre Aenderung im 
Zeitelement d t: n . d U=d U,, endlich ihre Entropie, als Summe 
aller Einzelentropien: n S = Sn. 

Man konnte nun einen Augenblick zu der Vermutung 
neigen, dass S,, in derselben Weise von U, abhange, wie S 
von U ;  dann wiirde man den Wert von Sm auch dadurch er- 
halten konnen, dass man in den Ausdruck von 8, als Function 
von U gedacht, V, statt U einsetzt. Indes konnte diese Ver- 
mutung durch keinerlei Ueberlegung physikalischer Art be- 
griindet werden, da der Grosse der Entropie an sich gar keine 
physikalische Bedeutung zukommt, ebensowenig wie dies etwa 
bei der absoluten Grosse eines Kraftepotentiales der Fall ist. 
Eine bestimmte physikalische Bedeutung besitzt vielmehr nur 
die im Zeitelement d t eintretende EntropieveTmehruny des 
ganzen Systems, da dieselbe das numerische Maass bildet fur 
die Irreversibilitat des Processes oder fur die incompensirte 
Verwandlung von Arbeit in Warme, und auf diese Grosse lasst 
sich in der That eine entsprechende Schlussfolgerung mit Er- 
folg anwenden und durchfuhren. Denn der notwendige physi- 
kalische Zusammenhang zwischen Energieanderung undEntropie- 
vermehrung wiirde wohl kaum begreiflich erscheinen , wenn 
man nicht annehmen wollte, dass die Entropievermehrung bei 

. 



732 M. Planck. 

der betrachteten Strahlung der n Resonatoren vollstiindig be- 
stimmt ist durch ihre Energie Un, deren Abweichung A U,, 
vom stationaren Wert, und die in der Zeit d t erfolgende Energie- 
anderung d Un, und dass infolge dessen die Grosse der En- 
tropievermehrung auch dann erhnlten wird, wenn man in den 
Ausdruck (13) iiherall Un statt U setzt. 

Andererseits ist aber diese Entropievermehrung jedenfalls 
gleich dem nfachen desselben Ausdruckes (13), da sich n 
einander ganz gleiche Vorgange gleichzeitig und unabhangig 
voneinander abspielen. Wir haben daher in leicht verstand- 
licher Bezeichnung : 

oder : 
[-dU.AU.f(U)],,,=- n .dU.AU. f (U)  

d Un. A V;I.f(U,,) = ~ 1 . d  U .  A U.f(U). 
Setzt man hierin iiberall fur Un seinen Wert n U ,  so er- 

1 giebt sich : 

und die LSsung dieser Functionalgleichung ist : l) 

f (n U )  = , f ( U )  

const. 
U 

d2 S CL 

f(U) = -~ 

oder nach (12): 
-- d U Y - - -  l J  ' 

wobei die positive Constante a nur noch von der Schwingungs- 
zahl 1, nbhangen kann. 

Hieraus folgt durch zweimalige Integration: 

(14) Sr=- a 1% (P U )  7 

wobei /I eine zweite von v abhangige positive Constante dar- 
stellt. Eine weitere additive Integrationsconstante ist unter- 
driickt, da sie keine physikalische Bedeutung hat. 

Endlich folgt aus (10): 
Y2 

2, = - 7 4 1% (S U,) 
oder, mit Beriicksichtigung von (6) und Weglassung des Index 0: 

(15) L!=--aPlog ( -9 @;2 ) 
1) Der Umstand, dass n als ganee Zahl vorausgesetzt ist, kann die 

Allgemeinheit dieses Schlusses nicht beeintrilchtigen. 
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Nimmt man nun noch die Definition der Temperatur 9 
des Resonators hinzu: 

1 d S  oder - = - d U  
4 d U  d S = -  

I9 

und nach (9a) die Temperatur der Strahlungsintensitat Q :  

so erhalt man: 
- cclog(peU) 1 

8 
- _ -  

und 

(16) 
oder : 

- 1 = - I% log (y 9) 1 

4 

und diese Gleichung geht durch die Substitution : 
1 1 
I = f M ,  7 = S p W  

in die Gleichung (56) meiner vorigen Arb& iiber, die nach 
den thermodynamischen Untersuchungen von W. W i en  I) not- 
wendig zu der Folgerung fiihrt, dass f (v) und y (v) beide pro- 
portional v sind. 

Wir kSnnen daher setzen: 
1 1 
a B - = e h v ,  -- - a u ,  

wobei a und I universelle positive Constante sind, und damit 
stellen die Gleichungen (14) und (15) genau die von mir friiher 
unvermittelt eingefiihrten Definitionen der Resonatorentropie 19 
und der strahlenden Entropie 2 vor. 

Aus (16) ergiebt sich dann: 
1 1 b Y’ _ -  - -log--. 

a v  c*R (17) 

Die nach den Messungen von F. K u r l b a u m  und denen 
von F. P a s c h e n  von mir berechneten Zahlenwerte von u 
und Ir sind: 

a = 0,4818.10-10 [sec x Celsiusgrad] , 
b = 6,885 . [erg x sec] . 

_.__- 

1) W. W i e n ,  Wied. Ann. 68. p, 662. 1896. 
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§ 7. Temperetur homocentrischer Strahlen. 

Zum Schlusse sol1 noch, als eine specielle Anwendung 
des Wien'schen Gesetzes, die Temperatur einer monochro- 
matischen unpolarisirten Strahlung berechnet werden, die von 
einer kleinen Flache (Spalt) in senkrechter Richtung emittirt 
und durch ein beliebiges System centrirter brechender Kugel- 
flachen nahe der Axe hindurchgegangen ist. Kine solche Strah- 
lung besteht aus homocentrischen Biindeln und entwirft daher 
hinter jeder brechenden (oder spiegelnden) Flache ein reelles 
oder virtuelles Bild der ersten emittirenden Flache, wiederum 
senkrecht zur Axe. 

Das letzte Medium nehmen wir sunachst, wie das erste, 
als reines Vacuum an. Dann handelt es sich zur Bestimmung 
der Temperatur nach Gleichung (17) nur urn die Berechnung 
der Strahlungsintensitat P (oder deutlicher 9,) im letzten 
Medium, und hierzu genugt, wie leicht zu zeigen, die Gesamt- 
intensitat der monochromatischen Strahlung J,, die Grosse der 
Bildflache 3: und der raumliche Oeffnungswinkel w des in 
einem Punkt des Bildes zusammentreffenden bez. von 'h m aus- 
gehenden Strahlenkegels. 

Die Strahlungsintensitat Q, von der Schwingungszahl v. 
ist fur unpolarisirte Strahlung nach 8 11 meiner vorigen Arbeit 
dadurch definirt, dass von einem Flachenelement d B einem 
anderen, in der Entfernung r ihm gerade gegeniiberliegenden 
Flachenelement d d in der Zeit d t die dem Schwingungszahlen- 
interval1 von v bis v + dv entsprechende Energiemenge: 

d u . d t  dcr.du'  
2 R 7 

zugestrahlt wird. Hier ist 2 P, die ,,Helligkeit" der unpolari- 
sirten monochromatischen Strahlung. 

Bezeichnet nun d B ein Element der Bildflache im letzten 
Medium, so ist die gesamte auf das Bild fallende monochro- 
matische Strahlung : 

J, ist, wie der vorhergehende Ausdruck, von der Dimension 
einer Energiemenge, da das Product d v. d t eine reine Zahl ist. 
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Das zweite Integral ist nichts anderes als der Oeffnungs- 
winkel des von einem Plachenelement d (i. ausgehenden Strahlen- 
kegels : 

Stellt noch P die ganze Flache des Bildes vor, so er- 
Kalt man : 
(18) J,= 2$vPa,  

und daraus mit Benutzung von (17) als Temperatur der Strah- 
lung : 

Wenn das betrachtete diathermane Medium nicht das 
Vacuum ist, sondern den absoluten Brechungsexponenten n 
besitzt, so muss nach dem bekannten Kirchhoff-C1ausius’- 
schen Gesetze in der Gleichung (17) die Grosse 9 durch 9 /na ,  
und daher auch in (18) J durch J / n 2  ersetzt werden, und 
die Formel verallgemeinert sich zu : 

a v  

ep J, 
2 b y 3 ~ q  UB log-- 

9 = 

oder, mit Benutzung der Zahlenwerte von a, 6 und c :  

Grad Celsius abs. 0,482.10-~0. v 
V ~ ~ I ~ F W  

_I_ a =  
l6g-- - 105,8 

J, 

Hierbei ist J, in Erg, v in reciproken Secunden, P in 
Quadratcentimetern auszudriicken. 

Die 00 berechnete Temperatur bleibt der betrachteten 
Strahlung so lange erhalten, als sie sich in dem diathermanen 
Medium ungestort fortpflanzt, auch wenn sie sich bis in be- 
liebige Entfernungen und in beliebig grosse Raume ausbreitet. 
Denn wenn anch in grosseren Entfernungen eine immer kleinere 
Energiemenge durch ein Fliichenelement hindurchstrahlt , so 
verteilt sich dieselbe dafiir auf einen um so schmaleren, von 
dem Elemente ausgehenden Strahlenkegel , sodass der Wert 
von 9 ganz ungeandert bleibt. Daher ist die freie Ausbreitung 
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der Strahlung ein vollkommen reversibler Vorgang.’) Die Um- 
kehrung desselben lasst sich etwa mit Hiilfe eines passenden 
Hohlspiegels oder einer Sammellinse realisiren. 

Fragen wir nun weiter nach der Temperatur der Strahlung 
in den iibrigen Medien, die hinter den einzelnen brechenden 
Kugelflachen liegen. I n  jedem dieser Medien besitzt die 
Strahlung eine bestimmte Temperatur, die durch die letzte 
Formel gegeben ist, wenn man sie auf das von der Strahlung 
in diesem Medium erzeugte reelle oder virtuelle Bild bezieht. 

Die Schwingungszahl v der monochromatischen Strahlung 
ist selbstverstandlich in allen Medien dieselbe; ferner ist nach 
den Gesetzen der geometrischen Optik das Product n Z F w  in 
allen Medien gleich. Wenn daher auch noch die Gesamt- 
intensitat der Strahlung J, bei der Brechung (oder Reflexion) 
an einer Flache constant bleibt, so bIeibt auch 9. constant, 
oder mit anderen Worten: Die ‘Pemperatur eines homocen- 
trischen Strahlenbiindels wird durch regelmassige Brechung 
oder Reflexion nicht geandert, falls dabei kein Energieverlust 
der Strahlung eintritt. In  diesem E’alle ist also die Brechung 
oder Reflexion, ebenso wie die freie Ausbreitung der Strahlung, 
vollkommen reversibel. Jede Schwachung der Gesamtintensitat J, 
aber, durch Spaltung der Strahlung, sei es in zwei oder in 
viele verschtedene Richtungen, wie bei der diffusen Reflexion, 
fiihrt zu einer Erniedrigung der ‘Pemperatur 9 des Strahlen- 
biindels. Thatsachlich findet j a  im allgemeinen bei jeder 
Brechung oder Reflexion ein bestimmter Energieverlust durch 
Reflexion oder Brechung, und mithin auch eine Temperatur- 
erniedrigung statt. Hier kommt also der principielle Unter- 
schied scharf zur Geltung, den es macht, ob eine Strahlung 
lediglich durch freie Ausbreitung, oder ob sie durch Spaltung 
bez. Absorption geschwacht wird. I m  ersten Fall bleibt die 
Temperatur constant, im zweiten wird sie erniedrigt. 

1) Dieser Satz differirt einigermaassen von einer Folgerung, zu der 
W. W i e n  ( l i e d .  Ann 62. p. 162. 1894) geIangt: ,,dam alle die Ver- 
Lnderungen der Strablung nicht umkelirbar sind , bei denen Strahlung 
ohne Arbcitsleistung ihr Volumen vergr6ssert.l‘ Nach der hier ent- 
wickelten Theorie kann dies nur dann zutreffen, wenn die Veranderungen 
mit Emission oder mit diffuser Reflexion oder mit einem anderen irre- 
versibcln Vorgaug verbunden siiid, nicht aber, wenn es sich urn die ein- 
fache geradlinige Ausbreitung schon vorhandener Strahlung handelt. 
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Btir astigmatische Strahlenbiindel lassen sich wahrschein- 
lich bis zu einem gewissen Grad analoge G esetzmassigkeiten 
aussprechen , nur wird die Berechnung der Temperatur eines 
astigmatischen Strahlenbundels zu complicirteren Formeln fuhren. 
Dagegen diirfte jede Art Beugung mit einer Temperaturerniedri- 
gung bez. einer Entropievermehrung verbunden sein , sodass 
das Phanomen der Beugung natiirlicher Strahlung ganz all- 
gemein den irreversibeln Vorgangen zuzurechnen ware. 

Be r l in ,  Marz 1900. 
(Eingegangen 22. Miirz 1900.) 

Annalen der Physik. IV. Folge. 1. 


