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1. Quant.le4erung als E"lgtmwertprob2em; 
von E. SchrSd4nger .  

(Zweite Mitteilung.) l) 

5 1. Die Eamiltoneohe Analogie swieohen Meohanik und Optik. 
Bevor wir daran gehen, das Eigenwertproblem der Quanten- 

theorie fur weitere spezielle System zu behandeln, wollen wir 
den aIlgcmeinen Znsammenhang naher belenchten, welcher 
zwischen der Ha miltonschen partiellen Differentialgleichnng 
(H. P.) eines mechanischen Problems und der ,,zngeh?Jrigen(l 
H'eZZengZeichung, d. i. im Falle des Keplerproblems der Glei- 
chung (5) der ersten Mitteilnng, besteht Wir hatten diesen 
Zusammenhang vorlilufig nur h r z  seiner au6eren analytischen 
Struktur nach beschrieben durch die an sich unverstlindliche 
Transformation (2) und den ebenso unverstandlichen Ubergang 
von der Nullsetzzrng eines Ausdrucks zu der Fordernng, da6 
das Raumintegral des niimlichen Ansdrnckes etatiotrlir sein ~011.~) 

Der innere Zusammenhang der H a m i l  t onschen Theorie 
mit dem Vorgang der Wellenausbreitung ist nichta weniger 
als neu. Er war Hami l ton  selbst nicht nur wohlbekannt, 
sondern bildete fur ihn den Ansgangspnnkt seiner Theorie der 
Mechanik, die aue seiner OptiR inhomogener Medien hervor- 
gewachsen iet.9 Das Hamiltonsche Variationsprinzip kann 

1) Siehe dieee Annalen 79. S. 361. 1926. Ea ist zum Versthdnis 
ndchf nnbedingt nMg, die erate Mitteilnng uor der zweiten t u  lesen. 

2) Dieaer Bechenvorgang wird in der vorliegenden Mitteilnng ni&t 
weiter VerfoZgt. Er aollte nur zur vorlgufigen raachen Orientierung fiber 
den ihberlichen Zneammenhang Ewiechen der Wellengleichnng und der 
H. P. dienen. 1y steht nicht wirklich zur Wirkungefunktion einer be- 
etimmten Bewegung in der von der Gleichung (2) der eraten Mitteilang 
behanpteten Beeiehnng. - Hingegen ist der Znrammenhang der Wellen- 
gleichung and der Variationaanfgabe aelbetverstltndlich h6chst real : der 
Integrand dee etationben Integral8 i d  die Lsgrange-Funktion f i r  den 
Wellenvorgang. 

3) Vgl. z. B. E. T. W h i t t a k e r ,  Adptiecbe Dynamik (Deuteche 
Auegabe bei Springer 1924). gap. 11. 8. 806ff. 

Annoden der Phplk. IV. Folge. 79. 32 
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als Fermatsches Prinz@ fiir eine Wellenausbreitung im Kon- 
figurationenraum (9-Ram) aufgefaBt merden, die H. P. spricht 
das Huygenssche Prinzt) fur diese W-ellenausbreitung aus 
Leider ist dieser kraftvolle und folgenschwere Ideenkreis Ra- 
mil  to  n s in den meisten modernen FYiedergaben seines schbnen 
anschaulichen Gewandes als eines iiiberfliissigen Beiwerks be- 
raubt worden zugunsten einer mehr farblosen Darstellung der 
analytischen Zusammenhinge.l) 

Betrachten wir das allgemeine Problem der klassischen 
Uechanik lronservativer Systeme. Die 13. P. lautet vollstindig 

- a w + T (y" z-) aw I- y(P3 = O* 
a t  

W ist die Wirkungsfunktion, d. h. das Zeitintegril der La- 
grangefunktion T- T' entlang einer Systembahn als Funktion 
der Endlage und der Zeit. qk steht als Reprasentant der 
Lagekoordinaten, T ist die kinetiriche Energie als Funktion 
der Lage- und Impulskoordinaten, eine quadratische Form 
der letzteren, fur welche nach Vorixhrift die partiellen Diffe- 
rentialquotienten von W nach den ,qk eingetragen sind. P ist 
die potentielle Energie. Zur Losung der GIeichung macht man 
den Ansatz 
(2) 
wodurch dieselbe libergeht in 

w = - E7t + ,S(q,), 

2T(q, ,  Z )  = 2!(E - P). 
B ist eine erste willkurliche Integrationskonstante und be- 
deutet bekanntlich die Systemenergie. Entgegen der liblichen 

1) F e l i x  K l e i n  hat seit dem Somuier 1891 in seinen Vorleeungen 
uber Mechauik wiederholt die Jacobische  Theorie aus quasi-optischen 
Betrachtungen in nichteuklidischen hiihtiren Riiumen entwickelt. Vgl. 
F. K l e i n ,  Jahresber. d. Deutsch. Math. Ver. 1. 1891 und Ztschr. f. 
Math. u. Phys. 46. 1901. (Ges.-Abh. 11. S. 601 u. 603). In der zweiten 
Note stellt K l e i n  mit leichtem Vorwurf fest, da6 sein Vortrag vor der 
Naturforscherversammlung in Halle, worin er zehn Jahre vorher diem 
Zusammenhilnge dargelegt und die groBe Bedeutung der H a m i l t o n -  
when optischeu Abhandlungeu betont hatte, ,,nicht die allgemeine Beach- 
tung gefunden hat, die ich fur ihn in Aiissicht nahm". - Ich verdanke 
den Binweis auf F. K l e i n  einer freuudlichen brieflicheu Mitteilung Hrn. 
Prof. Sommerfe lds .  S. a. ,,Atombau" 4. Aufl. S. 803. 
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Gepflogenheit haben wir in (1') die Funktion W selbst stehen 
lassen, anstatt wie ublich, die zeitfreie Koordinatenfunktion 8 
hineinzuschreiben. Das ist eine reine Auberlichkeit. 

Die Aussage der Gleichung (1') last sich nun hochst ein- 
fach aussprechen , wenn man sich der Ausdrucksweise von 
H e  i n r  i c h H e r tz bedient. Sie wird , wie alle geometrischen 
Aussagen im Konfigurationenraum (Raum der Variablen qk) 
besonders einfach und anschaulich, wenn man in diesem Raum 
mittels der kinetischen Energie des Systems eine nichteuklidi- 
sche Mafibestimmung einfuhrt. Sei T die kinetische Energie 
als Funktion der Geschwindigheiten qk, nicht wie oben der Im- 
pulse, so setze man fur das Linienelement 

( 3) d s2 = 2 !T'(pk, (ik) d t2. 

Die rechte Seite enthiilt d t  nur auberlich, sie meint (mittels 
qk d t  = d qk) eine quadratische Form der d qk' 

Nach dieser Festsetzung darf man bekanntlich von Be- 
griffen wie: Winkel zweier Linienelemente, Senkrechtstehen, 
Divergenz und Rotation eines Vektors, Gradient eines Skalars, 
Laplacesche Operation (= div grad) cines Skalars u. a. ganz 
denselben einfachen Gebrauch machen , wie im dreidimensio- 
nalen euklidischen Raum, man darf sich zum Denken un- 
gestraft der euklidischen dreidimensionalen Vorstellung be- 
dienen, nur die analytischen Ausdrucke fur diese Begriffe 
werden ein ganz klein wenig komplizierter , indem durchwegs 
an Stelle des euklidischen Linienelements das Linienelement (3) 
zu treten hat. Wir setzen fest ,  dap im folgenden alle geome- 
trischen Aussageii im q-Raum in diesem nichteuklidisclien S i m  zu 
verstehen sbd.  

F u r  die Rechnung ist eine der wichtigsten Abanderungen, 
daB man sorgfailtig zwischen kovarianten und kontravarianten 
Komponenten eines Vektors oder Tensors zu unterscheiden hat. 
Aber diese Komplikation ist nicht griiBer als schon im Falle 
eines schiefwinkeligen Kartesischen Axenkreuzes. 

Die dq, sind das Prototyp eines kontravarianten Vektors. 
Die von den qk abhangigen Koeffizienten der Form 2 F  haben 
daher kovarianten Charakter, sie bilden den kovarianten Fun- 
damentaltensor. 2 T ist die zu 2 h gehiirige kontravariante 
Form, denn die Impulskoordinaten bilden bekanntlich den zum 

32* 
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Geschwindigkeitsvektor qr gehbrigen kovarianten Vektor, der 
Impuls ist der Geschwindigkeitsvektor in kovarianter Gestalt. 
Die linke Seite von (1’) iat  nun nichts weiter als die kontra- 
variante Fundamentalform, in welche als Variable die d JV/dqk 
eingetragen sind. Letztere bilden die Komponenten des seiner 
Natur nach kovarianten Vektors 

grad IY. 

(Diescn Sim also hat die Umrechnung der kinetischen Energie 
von den Geschwindigkeiten auf die Impulse, daS man kovariante 
Vektorkomponenten nur in eine kontravariante Form eintragen 
darf, wenn etwas Sinnvolles, d. h. Invariantes resultieren 8011.) 

Gleichnng (1’) deckt sich daher mit der einfachen Aussage 

(1“) (grad W)a = 2 ( 3  - 7)  
oder 
O“3 I grad W I = lwfl. 
Diem Forderung ist leicht zu analysieren. Qesetzt, es sei eine 
Funktion W [von der Gestalt (211 gefunden, die d i e m  Fordernng 
geniigt. Dann kann man diese Funktion fir  ein bestimmtes t 
jedenfalls anschaulich darstellen, indem man im q-Raum die 
Flachenschar Ip= const. einzeichnet und zu einer jeden ihren 
V-Wert hinzuschreibt. 

Nun gibt einerseits, wie w i r  sogleich zeigen werden, die 
Qleichnng (1”’) eine genaue Konstruktionsvorschrift , um aus 
irgendeiner Fliiche diemr Schar, wenn sie und ihr 17-Wert be- 
Rannt ist, sukzessive alle tibrigen und ihre W-Werte zu kon- 
struieren. Andererseits lii6t sich das einzige zu dieser Kon- 
struktion benatigte Datum, niimlich die cine Fliiche und ihr 
W-Wert, vollig toillkiirlich vorgeben und alsdann nach der Kon- 
struktionsvorachrift genau zweideutig zn einer der Forderung 
geniigenden Funktion 7Y erganzen. Bei alledem denken wir 
vorliiufig die Zeit konstant. - Die Konstruktionsvorschrift 
erscGpft  also den Inhalt der Differentialgleichung , man kann 
j ede  ihrer Msungen aus einer passend angenommenen Flilche 
plus W-Wert erhalten. 

Sei also, Fig. 1, auf 
einer willktirlichen Flilche der Wert W, vorgeschrieben. Um 
die Fliiche zu finden, welcher der Wert W, + d W, zngehart, 

Nun zur Konstruktionsvorschrift. 
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bezeichne man ein Ufer der vorgegebenen Flgche willktirlich 
als dae positive, errichte in jedem Fliichenpnnkt das Lot nnd 
trage anf ihm (unter Rticksicht anf das Vorzeichen von dW,) 
die Sbecke 

(4) 

ab. Die Endpnnkte der Lote erfnllen die Fliiche W, + d W,. 
So fortfshrend kann man sukzessive die Fliichenechar nach 
beiden Ufern hin konstrnieren. 

Die Konetmktion i a t  zweideutig, denn man hatte vor dem 
ersten Schritt auch das andere Ufer ale das positive bezeichnen 

Fig. 1. 

kiinnen. Ftir die spateren Schritte besteht diese Zweideutig- 
keit aber nicht mehr, d. h. man kann nicht in irgendeinem 
spateren Stadium des Prozesses die Uferbezeichnung der Flache, 
zu der man just gelangt ist, willkiirlich wechseln, denn das 
wilrde im allgemeinen eine Unetetigkeit der ersten Differential- 
quotienten von W involvieren. Ubrigens sind die zwei Fllichen- 
scharen, zu denen man in den beiden Fiillen gelangt, offenbar 
identisch , nur die hinzugeschriebenen W-Werte laufen in um- 
gekehrter Richtung. 

Betrachten wir nun die hijchst einfache Abhilngigkeit von 
der Zeit, so zeigt Gleichung (2), daf3 anch zu irgendeinem 
spateren (oder frtlheren) Zeitpnnkt t + t' die nam2iche Elichen- 
schar die W-Verteilung veranschaulicht, nur sind zu den ein- 
zelnen Fliichen andere TY-Werte hinznzuschreiben, u. zwar ist 
von jedem der znr Zeit t angeschriebenen If/-Werte E f  zu 
enbtrahieren. Die IP-Werte wandern soznsagen nach einem 
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bestimmten einfachen Gesetz von Flache zu Flbhe,  und zwar 
bei positivem E in Richtung der w:achsenden W-Werte. Statt 
dessen kann man sich vorstellen, da6 die Rachen fortwandern, 
indem jede die Gestalt und Lage der nachstfolgenden annimmt, 
und dabei ihren W-Wert mit sich fiihrt. Das Wanderungs- 
gesetz der Flachen ist dadurch gegeben, dal3 z. B. die Flache 
Wo zur Zeit t + d t  die Lage erreicht haben mu$, welche zur 
Zeit t die Fliche W0 + E d t  innehatte. Das wird nach (4) er- 
zielt, indem man jeden Punkt der li'lache ?Yo in der Richtung 
des positiven Lotes urn 

(5) 

fortwandern la&. D. h. die Flichen verschieben sich mit einer 
Normalengesc?~zoind~~keit 

d s  2: u=-=-- 
(6)  d t  p(F=iq' 
die nach Vorgabe der Konstante B eine reine Ortsfunktion ist. 

Jetzt erkennt man, daB unser Fliichensystem W = const. 
aufgefa6t werden kann als das System der Wellenflachen einer 
fortschreitenden, aber stationaren Wellenbewegung im q-Raum, 
fur welche der Betrag der Phaseiigeschwindigkeit in jedem 
Punkt des Raumes durch (6) gegeben ist. Denn die Lotkon- 
struktion 1aBt sich offenbar ersetzen durch die Konstruktion 
der Huygen sschen Elementarwellen [mit dem Radius (511 
und ihrer Enveloppe. Der ,,Brechungsindex" ist dem Rezi- 
prokwert von (6) proportional, er ist abhgngig vom Ort, aber 
nicht von der Richtung. Der q-Ibaum ist also optisch in- 
homogen aber isotrop. Die Elementarwellen sind Kugeln, aller- 
dings - wie hier wieder einmal a,usdriicklich gesagt sei - 
Kugeln im Sinne des Linienelements (3). 

Die Wirkungsfunktion W spielt fur unser Wellensystem 
die Rolle der Phase. Die H.P. ist der Ausdruck des Huy-  
gensschen Prinzips. Formuliert man das Fermatsche Prinzip 

so wird man direkt auf das Hamiltonsche Prinzip in der 
Naupertuisschen Form gefuhrt (wo die Zeitintegrale mit dem 
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iiblichen grano salis zu verstehen sind, d. 11. !I!'+ Y = E = const., 
auch bei der Variation.) Die ,,Strahlen", d. h. die Orthogonal- 
trajektorien der Wellenflachen sind also Bahnen des Systems 
fiir den Energiewert E ,  in Ubereinstimmung mit dem wohl- 
bekannten Gleichungssystem 

welches aussagt, daS aus jeder speziellen Wirkungsfunktion 
eine Schar von Systembahnen abgeleitet werden kann wie eine 
Stromung aus ihrem @eschwindigkeitspotential.l) (Die Im- 
pulse p ,  bilden j a  einfach den kovarianten Geschwindigkeits- 
vektor, die Gleichungen (8) sagen Bus, daB er dem Gradienten 
der Wirkungsfunktion gleich ist.) 

Trotzdem in den vorstehenden Uberlegungen von Wellen- 
flachen, Fortpflanzungsgeschwindigkeit , H u ygen s schem Prin- 
zip die Rede ist, hat man dieselben doch eigentlich nicht als 
eine Analogie der Mechanik mit der Wellenoptik, sondern rnit 
der geometrischen Optik anzusehen. Denn der Begriff der 
Strahlen, auf den es fur die Mechanik dann hauptsachlich an- 
kommt, gehort der geometrischen Optik an, er ist nur ihr ein 
scharfer Begriff. Auch das Fermatsche Prinzip la& sich rein 
geometrisch-optisch fassen mit alleiniger Benutzung des Be- 
griffes Brechungsindex. Und das System der W-Flachen, als 
Wellenflachen aufgefagt, steht zur mechanischen Bewegung vor- 
erst in einer etwas loseren Beziehung insofern, als der Bild- 
punkt des mechanischen Systems auf dem Strahl keineswegs 
etwa mit der Wellengeschwindigkeit u fortruckt, sondern im 
Gegenteil, seine Geschwindigkeit ist (bei konstantem 3) pro- 
portional l/u. 

(9' d t  

Diese Nichtubereinstimmung ist einleuchtend. Erstens nach (8): 
die Systempunktgeschwindigkeit ist grop, wo grad ;Ty groS ist, 
d. h. wo die W-Flachen sich dicht zusammendrangen, d. b. wo 

Sie ergibt sich j a  direkt aus (3) als 
-- 

v = - -  ds - l/D = 1 2 ( E  - 7). 

1) Vgl. besonders A. Einste in ,  Verh. d. D. Physik. Ges. 19. S. 77, 
82. 1917. Die an dieser Stelle gegebene Fsssung der Quantenbedinguagen 
steht unter allen alteren Fassungen der vorliegenden am nlchsten. 
Aixch d e B r o g l  i e hat auf sie zuriickgegriffen. 
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u klein ist. Zmeitens aus der Bedeutung von W ale Zeitintegral 
der Lagrangefunktion: dieses verandert natlirlich wahrend der 
Bewegung [wlhrend d t  um (T- P ) d t ] ,  daher Kann der Bild- 
punkt nicht besthdig mit derselben W-Fliiche in Kontakt 
bleiben. 

Und so treten denn auch wichtige Begriffe der Wellen- 
lehre, wie Amplitude, Wellenlinge, Frequenz - oder all- 
gemeiner gesprochen die Wellenform - in der Analogie gar 
nicht auf, es fehlt zu ihnen eine mechanische Parallele; von 
der Wellenfunktion selbst wird gar nicht gesprochen, K hat 
far die Wellen nur die - bei der Zlnbestimmtheit der Wellen- 
form eigentlich etwas verschwommene - Bedeutung der Phase. 

Erblickt man in der ganzen Parallele nicht mehr als ein 
erfreuliches Anschauungsmittel, dann ist dieser Mange1 in keiner 
Weise starend und man wird den Vorsuch, ihn zu beheben, d s  
miiSige Spielerei empfinden: die Andogie besteht eben mit der 
geometrischen, oder, wenn man durchaus will, mit einer sehr 
primitiven Wellenoptik , und nicht mit der vollausgebauten 
Wellenoptik. DaS die geometrische Optik fiir das Lirht nur 
eine grobe Naherung ist, gndert damn nichts. Beim weiteren 
Ausbau der q-Raumoptik in wellentheoretischem Sinn miif3te 
man, um die Analogie zu erhalten, geradezu dahr  sorgen, daB 
man sich nicht merklich vom geometrisch-optischen Grenzfall 
entfernt ; etwa indem man die Wellenlunge hinreichend klein 
wahlt I), klein gegen alle Bahndimensionen. Dann lehrt aber 
die Zutat nichts neues, sie behangt das Bild nur mit gber- 
fliissigem. 

So kannte man zunachst meinen. Aber schon der erste 
Versuch einer wellentheoretischen Ausgestaltung fiihrt auf so 
frappante Dinge, daB ein ganz aiiderer Verdacht aufsteigt : 
wir wksen doch heute, dap unsere Ahsische Mechanih bei sehr 
Rbinen Bahndimensionen und sehr stcahen Bahnkriimmungen ver- 

1) Vgl. fur den optischen Fall A. Sommerfeld und Iris Runge,  
Ann. d. Phys. 36. 6. 290. 1911. Dort w i d  (in Auefiihning einer miind- 
lichen Bemerkung P. D e b y e s )  geeeigt, wie sich die Gleichung erster 
Ordnung und rweiten Grades fdr die Phase (,,Hamiltonsche Gleichung") 
Bus der Gleichung aweider Ordnung und ersten Grades fur die Wellen- 
fmktion (,,Wellengleichung") im Grenzfall verechwindender Wellenliinge 
exakt ableiten Itifit. 
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sagt. Vielleicht ist dieses Versagen eine volle Analogie zum 
Versagen der geometrischen Optik, d. h. der ,,Optik mit un- 
endlich kleiner Wellenlange", das bekanntlich eintritt , sobald 
die ,,Hindernissect oder ,,Offnungent( nicht mehr groB sind gegen 
die wirkliche , endliche WellenlBnge. Vielleicht ist unsere 
klassische Mechanik das volie Analogon der geometrischen Optik 
uhd ah solches falsch, nicht in Ubereinstimmung mit der Wirk- 
lichkeit, sie versa&, sobald die Krummungsradien und Dimen- 
sionen der Bahn nicht mehr groS sind gegen eine gewisse 
Wellenlange, der im q-Raum reale Bedeutung zukommt. Dann 
gilt es, eine ,,undulatorische MechanikiL zu suchenl) - und der 
niichstliegende Weg dazu ist wohl die wellentheoretische Aus- 
gestaltung des Hamiltonschen Bildes. 

§ 2. ,,GCeometrbche" und ,,undulatorische" Meohanik. 
Wir machen zunachst die Annahme, daS es ein zutreffen- 

dur Ausbau der Analogie ist, die oben betrachteten Wellen- 
systeme als Sinuswellen aufzufassen. Das ist das einfachste 
und naheliegendste, doch mu6 die Willkur, die darin liegt, 
wegen der yrundlegenden Bedeutuny dieser Annahme unter- 
strichen werden. Es sol1 also die Wellenfunktion die Zeit nur 
in Form eines Faktors sin (. . . . .) enthalten , dessen Argument 
eina lineare Funktion von W ist. Der Koeffizient von W muE, 
da W eine Wirkung, die Phase eines Sinus aber eine un- 
benannte Zahl ist, die Dimension einer reziproken Wirkung 
haben. Wir nehmen an, daS er universe11 sei, d. h. nicht bloS 
von E, sondern auch von der Natur des mechanischen Systems 
unabhiingig. Wir darfen ihn wohl sogleich mit 2 n / h  be- 
zeichnen. Der Zeitfaktor lautet also 

Damit ergibt sich die Frequenz u der Wellen zu 

Es ergibt sich also die Frequenz der q-Raumwellen ohne merk- 
liche Kunstelei der Systemenergie proportionaL2) Das hat 

1) Vgl. a. A. Einstein, Berl. Ber. S. 9;ff. 1925. 
2) In der ersten Mitteilung war dieae Beziehung im Rahmen einer 

bloSen Spekulation lediglich als Ngihernngegleichung aufgetreten. 
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freilich erst Sinn, wenn X absolut, nicht,, wie in der klassischen 
Mechanik, nur bis auf eine additive Konstante festgelegt ist. 
Von dieser additiven Konstante unabhangig ist die Wellenlunge 
nach (6) und (11) 

denn der Radikand ist die doppelte lcinetische Energie. Machen 
wir einen ganz vorhfigen rohen Vergleich dieser Wellenlange 
mit den Bahndimensionen eines Wasserstoffelektrons, wie die 
klassiache Mechanik sie ergibt, so ist zu beachten, daS zu- 
folge (3) eine ,,Strecke“ in unserem pRaum nicht die Dimension 
einer Lange, sondern LZinge ma1 VMasse hat. Dieselbe Dimen- 
sion hat 1. Wir haben also (wie man leicht uberlegt) 1 zu 
dividieren durch die Bahndimensioln, sagen wir a (cm), ma1 
Quadratwurzel aus der Elektronenmasse m. Der Quotient ist 
groBenordnungsmaBig 

h 
m v a  ’ 

wo v fur den Augenblick die Elektronengeschwindigkeit (cm/aeal). 
Der Nenner m v a hat die GroBenordnung des mechanischen 
Impulsmomentes. DaB dieses fur Keplerbahnen von atomaren 
Dimensionen mindestens die GroBenordnung erreicht, 
folgt vor aller Quantentheorie aus den bekannten Werten der 
Elektronenladung und -masse. W ir erhalten also fur die 
Grenze des angetlaherten Geltungsbereiches der klassischen Me- 
chanik tatsachlich die richtige QrOBenordnung, wenn wir unsere 
Konstante h mit dem Planckschen Wirkungsquantum identi- 
fizieren. - Dies nur zur vorlaufigen Orientierung. 

Druckt man in (6) E nach (11) durch v aus, so erhiilt man 

Die Abhangigkeit der Wellengeschwindigkeit von der System- 
energie wird also zu einer eigenartigen Abhangigkeit von der 
Frequenz, d. h. zu einem Dispersionsgesetz fur die Wellen. 
Dieses Dispersionsgesetz bietet grofles Interesse. Wir haben 
im 6 1 darauf hingewiesen, daB die wandernden Wellenflachen 
mit der Bewegung des Systempunktes insofern nur in einem 
loseren Zusammenhang stehen, als ihre Geschwindigkeiten nicht 
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gleich sind und nicht gleich sein kiinnen. Nach (9), (11) und (6') 
bat nun die Systemgeschwindigkeit v doch auch fiir die Wellen 
eine sehr konkrete Bedeutung. Man bestatigt sofort, da6 

ist die einer 
erfiillt (Signal- 

d. h. die Qeschwindigkeit des Systempunktes 
"ellengruppe, die einen kleinen Frequenzbereich 
geschwindigkeit). Man findet hier einen Satz wieder, sen- Hr. 
d e  Brog l i e  in den schonen Untersuchungen l), welchen ich 
die Anregung zu dieser Arbeit verdanke, abgeleitet hatte fiir 
die ,,Phssenwellen" des Elektrons, und zwar unter wesentlicher 
Bezugnahme auf die Relativitatstheorie. Man sieht, daS es 
sich um ein Theorem von gro6er Allgemeinheit handelt, das 
nicht aus der Relativitatstheorie entspringt, sondern auch fiir 
jedes konservative System der gewohnlichen Mechanik Gel- 
tung hat. 

Diese Tatsache laBt sich nun dazu beniitzen, um eine vie1 
innigere Verbindnng zwischen Wellenausbreitung und Bild- 
punktbewegung herzustellen als bisher geschehen. Man kann 
vcrsuchen , eine Wellengruppe aufzubauen , welcbe in allen 
Richtungen relativ kleine Abmessungen hat. Eine solche 
Wellengruppe wird dann voraussichtlich dieselben Bewegungs- 
gesetze befolgen wie ein einzelner Bildpunkt des mechanischen 
Systems. Sie wird sozusagen einen Ersatz des Bildpunkts ab- 
gcben kijnnen , solange man sie als angenahert punktfdrmig 
ansehen kann, d. h. solange man ihre Ausdehnung vernach- 
lassigen darf gegeniiber den Dimensionen der Systembahn. 
Das wird allerdings nur dann der Fall sein, wenn die Bahn- 
dimensionen , insbesondere die Kriimmungsradien der Bahn, 
sehr gro6 sind gegen die Wellenlange. Denn nach Analogie 
mit der gewijhnlichen Optik leuchtet es von vornherein ein, 
da6 sich die Dimensionen der Wellengruppe nicht nur nicht 
uuter die GroBenordnung der Wellenlange herabdriicken lassen, 
sondern da6 im Gegenteil die Gruppe sich nach allen Rich- 
tungen iiber eine gro6e Anzahl von Wellenlingen erstrecken 

1) L. d e  Brogl ie ,  Annales de Physique (10) 8. S. 22. 1925. (Thdses, 
- 

Paris 1924.) 
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muS, wenn sie anniihemd monochromatisch sein soll. Das aber 
miissen wir fordern, da die Wellengruppe ja  als Ganzes mit 
einer bestimmten Gruppengeschwindigkeit fortwandern und einem 
mechanischen System vun bestimmter Energie entsprechen soll 
(siehe Gleichung 11). 

Soweit ich sehe, lassen sich solche Wellengruppen auf- 
bauen und zwar ganz nach demselben Konstruktionsprinzip, nach 
welchem Debye') uud von Lauez) in der gewohnlichen Optik 
die Aufgabe gel6st haben, die exakte analytische Darstellung 
eines Strahlenkegels oder eines Strahlenbiindels anzugeben. 
Dabei ergibt sich eine sehr interessmte Beziehung zu dem in 
8 1 noch nicht besprochenen Teil der Jacobi-Hamil ton-  
schen Theorie, n'imlich der wohlbekannten Hdeitung der Be- 
wegungsgleichungen in integrierter Form durch Differentiation 
eines vollstandigen Integrals der H. P. nach den Integrations- 
konstantea. Wie wir sogleich sehen werden, deckt sich das 
eben genannnte Jacobische Gleichungssystem mit der Aus- 
sage: der Bildpunkt des mecharhahen Systems fallt dauernd 
zusammen mit demjen9en Punkt, w o ein gewisses Kontinuum 
von Wellenziigen in gleicher Phase zusammentrifft. 

In der Optik erhillt man die strenge wellentheoretische 
Darstellung eines ,,Strahlenbundels" von ,,scharf"begrenztem 
endlichem Querschnitt, das gegen einen Brennpunkt und dann 
wieder auseinander lauft, nach D 8 bye auf folgendem Wege: 
man superponiert ebene Wellen, deren jede einzelne fiir sich 
den ganzen Raum erfiillen wiirde, und zwar superponiert man 
ein Kontinuum solcher Wellenziige, indem die Weliennormale 
innerhalb des vorgegebenen Raumwinkels variiert wird. Die 
Wellen zerstaren sich dann aufierhalb eines gewissen Doppel- 
kegels fast vollstandig durch Interferenz, sie stellen wellen- 
theoretisch exakt das gewiinschte begrenzte Strahlenbiindel dar 
mit allen durch die Begrenzung notwendig bedingten Beugungs- 
erscheinungen. - Ebensogut wie einen endlichen kann man 
auf diese Weise auoh einen infinitesimalen Strahlenkegel dar- 
stellen, indem man die Wellennormale der Schar nur inner- 
halb eines infinitesimalen Raumwinkels variieren lafit. Dies 
hat v. L a u e  in seiner beriihmten Abhandlung iiber die Frei- 

1) P. Debye, Ann. d. Phys. 30. S. 755. 1909. 
2) M. v. Leue, ebendort 4.4. S. 1197 (9 2). 1914. 
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huitsgrade von Strahlenbiindeln l) beniitzt. Endlich kann man 
aiistatt, wie bisher stillschmeigend angenommen, mit rein mono- 
cliromtttiachen Wellen zu arbeiten, auch die Frepuenz inner- 
halb eines infinitesimden Bereiches variieren lassen und durch 
p:issende Verteilung der Amplituden und Phasen die Erregung 
auf einen Bereich beschranken , der auch in 1or:gidutinaler 
Richtung verhaltnismaBig klein ist. So gewinnt man die ana- 
lytische Daratellung eines ,,EnergiepaketsrL von verhiiltnismaSig 
kleinen Abmessungen, das mit Lichtgeschwindigkeit oder, wenn 
Dispersion vorhanden ist, mit der Qruppengeschwindigkeit fort- 
wandert. Dabei ist der jeweilige 0 r t  des Energiepakets - 
wenn es einem auf dessen Detailstruktur nicht ankommt - 
in sehr plausibler Weise gegeben als derjenige Raumpunkt, 
wo alle die superponierten ebenen Wellen in genau iiberein- 
stimmender Phase zusammentreffen. 

Wir wollen diese Uberlegung nun auf die q-Raumwellen 
iibertragen. Wir wilhlen zu einer bestimmten Zeit t einen be- 
stimmten Punkt P des q-Raums aus, den das Wellenpaket zur 
Zeit t in vorgegebener Richtung R passieren 9011. Ferner sei 
vorgeschrieben die mittlere Frequenz v oder der mittlere E- 
Wert fur das Wellenpaket. Diese Vorgaben entsprechen fiir 
das mechanische System genau dem, daS es zu gegebener Zeit 
aus einer gegebenen Konfiguration mit gegebenen (f-eschwindig- 
keitskomponenten starten soll [Energie plus Richtung gleich 
Geschwindigkeitskomponenten). 

Urn nun die optische Konstruktion zu iibertragen, benotigen 
wir zunilchst eine Schar von Wellenflachen zu der verlangten 
Frequenz, d. h. eine Lasung der H. P. (1') fur den yorgegebenen 
E-Wert, nennen wir sie W, welche folgende Eigenschaft hat: 
die zur Zeit t dnrch den Punkt P gehende Scharflilche, sagen 
w ir 

soll im Punkte P ihr Lot in der vorgeschriebenen Richtung R 
haben. Damit ist es aber noch nicht genug. Sondern wir 
miissen nun die Wellenschar W noch in n facher Weise (n = 
Zahl der Freiheitsgrade) unendlich wenig variieren konnen der- 
art, da6 die Wellennormale im Punkte P ein (n - 1)-dimensio- 

' 

(14) w =  ro, 

1) a. a. 0. 
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nales unendlich kleines Raumwinkelgebiet bestreicht und die 
Frequenz X / h  ein eindimensionales unendlich kleines Gebiet, 
wobei. dafiir Sorge zu tragen ist, daS alle Mitglieder dieses 
unendlich kleinen 71 - dimensionalen Wellenscharenkontinuums 
zur Zeit t im Punkte P in genau ubereinstimmender Phase 
zusammentreffen. Alsdann wird nachzuweisen sein, wo zu 
irgendeiner anderen Zeit derjenige Punkt liegt, fur den diese 
Ubereinstimmung aller Phasen statthat. 

Um dies zu leisten, wird es genugen, wenn wir uber eine 
Lasung ?+' der H.P. verfilgen, die au6er von der Konstade E, 
die mir vorubergehend mit u1 bezeichnen wollen, noch von 
n- 1 weiteren Konstanten a2, eg . . . (z, in solcher Weise ab- 
hiingt, daB sie nicht als eine Funktion von weniger als 
n Kombinationen dieser n Konstanten geschrieben werden kann. 
Denn dann konnen wir erstens dem el den fur 8 vorgeschriebenen 
Wert erteilen; und wir konnen zweitens ez, oc3 , . .en so be- 
stimmen, daB die durch den Punkt P gehende Scharflache im 
Punkte P die vorgegebene Lotrichtung R hat. Wir verstehen 
unter el, oc2 ...en fortan diese Werte und es sei (14) die zur 
Zeit t durch den Punkt P gehende Flache dieser Schar. Als- 
dann betrachten wir das Scharenhontinuum, welches zu den 
ek-Werten eines angrenzenden infinitesimalen oc,-Bereiches ge- 
hort. Ein Mitglied dieses Kontinuu.ms, d. h. also eine Schar, 
wird gegeben sein durch 

fur einen festen Wertesatz d (zl, d up , . . d u, und variiera.de 
Const. Dasjenige Mitglied dieser Schar, d. h. also diejenige 
einzelne Fliiche, die zur Zeit t durch den Punkt P geht, wird 
durch folgende Wahl der Const. beEitimmt: 

wobei (d W /  d eJo usw. diejenigen Konstaiiten sind, die man er- 
halt, wenn man in die betreffenden Differentialquotienten die 
Koordinaten des Punktes P und den Zeitwert t eintrilgt (welch 
letzterer iibrigens nur in d W/a(z ,  wirklich vorkommt). 
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Die Flachen (15) fur alle maglichen WertesLtze du,, da, 
. . . d an bilden ihrerseits eine Schar. Sie gehen zur Zeit t alle 
durch den Punkt P, ihre Wellennormalen erfullen stetig einen 
kleinen raumlichen (n - 1-dimensionalen) Winkel, au6erdem 
variiert ihr &Parameter in einem kleinen Bereich. Die Flachen- 
schar (1 5 )  ist so entstanden, daB jede der Fliichenscharen (1 5 )  
zn (15’) einen Vertreter stellt, namlich dasjenige Mitglied, das 
zur Zeit t durch den Punkt P geht. 

Wir wollen nun annehmen, die Phasenwinkel der Wellen- 
fuuktionen, die zu den Scharen (15) gehoren, stimmen gerade 
auf diesen nach (15‘) entsendeten Vertretern iiberein. Sie stimmen 
also zur Zeit t im Punkte P uberein. 

Wir fragen nun: gibt es auch zu  einer beliebigen Zeit einen 
Punkt, in welchem alle Flachen der Schar (15’) sich schneiden 
untl in  welchem da?ier alle Wellenfunktionen, die zu den Scharen 
(15) gehiiren, i n  der Phase iibereinstimmen? Die Antwort lautet: 
deli Punkt iibereinstimmender Phase gibt es, aber es ist nicht 
der gemeinsalne Schnittpunkt der Scharflachen (151, denn einen 
solchen gibt ea zu einer beliebigen Zeit nicht mehr. Vielmehr 
kommt der Punkt iibereinstimmender Phase so zustande, daB 
die Scharen (15) ihre in (15’) entsandten Vertreter Konfinuier- 
lich auswechseln. 

Man erkennt das so. Fiir den gemeinsamen Schnittpunkt 
aller Mitglieder von (15’) zu irgendeiner Zeit miiBte gleich- 
zeitig gelten 

aw aw aw a rv  

aw a w  
ae, - (zJ0 aEl, = (zJ0 

( I 6 ’  ?v= J%’ ...-=(=) -- a em 
0 7 

weil ja die d u1 innerhalb eines kleinen Bereiches beliebig sind. 
I n  diesen n + 1 Gleichungen sind die rechten Seiten Konstante, 
die linken Seiten Funktionen von den n + 1 GroBen gl, q, . . . g,, t. 
Die Gleichungen werden befriedigt fiir das System der Aus- 
gangawerte, d. h. fur die Koordinaten des Punktes P und den 
Ausgangszeitpunkt t. F u r  einen willkiirlichen anderen Wert 
von t werden sie in g1 , . . gn heine Losungen haben, sondern das 
System dieser n GroBen iiberbestimmen. 

Man kann aber folgenderma6en vorgehen. Man lL6t die 
erste Gleichung, W = W,, zunachst beiseite und bestimmt die gk 
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als Funktionen der Zeit und der Konstanten gemii6 den 
n iibrigen Gleichungen. Dieser Punkt hei6e Q. Fur ihn wird 
die erste Gleichung nun natiirlich nicht erfullt sein, sondern 
ihre linke Seite wird sich von der rechten urn einen gewissen 
Betrag unterscheiden. Geht man auf die Genesis des Gleichungs- 
systems (16) aus (15') zuriick, so bedeutet das eben Gesagte, 
daS Q zwar nicht ein gemeinsamer Punkt fiir die Fliichen- 
schar (15') ist, wohl aber fur eine Fkchenschar, die aus (15') 
dadurch hervorgeht, da6 man die rechte Seite der Gleichung (1 5') 
um einen fiir alle Scharfliichen koostanten Betrag andert. Die 
so erhaltene Schar hei6e (15"). Fiir sie also ist Q gemein- 
samer Punkt. Sie geht, wie oben vorausgreifend behauptet, 
aus der Schar (15') dadurch hervor, da6 jede der Scharen (15) 
ihren nach (15') entsandten Vertreter auswechselt. Dieses Aus- 
wechseln geschieht durch Abiindern der Const. in (15) urn 
den gleichen Betrag fur alle Vertreter. Dadurch wird aber 
der Phasenwinkel fdr alle Vertreter um den gleichen Betrag 
abgeiindert. Wie die alten, so stimmen also auch die neuen 
Vertreter, d. h. die Mitglieder der Schar, die wir (15") nannten, 
und .die sich im Punkt Q schneiden, im Phasenwinkel ilberein. 
Das hei6t also : 

Der durch die n Gleichungen 
a w  aw 
-an, = (zJ0 (1 7) g ("a)$ . .  ' * 

= -  

als Funktion der Zeit bestimmte Punkt Q ist dauernd ein 
Punkt iibereinstimmender Phaae Eiir die ganze Schar von 
Wellenscharen (1 5). 

Von den n Flbhen,  als deren Schnittpunkt Q nach (17) 
erecheint, ist nur die erste beweglich, die iibrigen stehen fest 
[nur die erste der Gleichungen (17) csnthalt die Zeit]. Die n - 1 
feststehenden Fllichen bestimmen die Bahn des Punktes Q als 
ihre Schnittlinie. Es liiSt sich leicht zeigen, da6 diese Schnitt- 
linie Orthogonaltrajektorie der Schar W = Const. ist. W ge- 
niigt niimlich nach Voraussetzung der HP. (1') identisch in t ~ ~ ,  

us.. . q,. Differentiert man nun die HP. nach % (K = 2, 
3 , .  . . n), so erhalt man die Amsage, daS das Flachenlot 
einer Fliiche ~ ' W / ~ ' O C ~  = Const. in jedem Punkt dieser FliSche 
auf dem Fliichenlot der durch denselben Punkt gehenden 
FliSche W- Const. senhrecht steht, d. h. daS jede der beiden 
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FlLchen das Lot der anderen enthalt. 1st die Schnittlinie der 
n - 1 feststehenden Flachen (17) unverzweigt, was sicherlich 
im allgemeinen der Fall ist, so mu6 also jedes Linienelement 
der Schnittlinie, als einziges gemeimsames Linienelement der 
n -- 1 Flachen, mit dem Lot der durch denselben Punkt 
gehenden K-Flache zusammenfallen, d. h. die Schnittlinie ist 
Orthogonaltrajektorie der W-FIachen, w. z. b. w. 

Sehr vie1 kiirzer, sozusagen stenographisch, kann man die 
etwas umstilndlichen Uberlegungen, die uns zuden Gleichungen( 17) 
gefdhrt haben, auch folgendermasen zusammenfassen: W be- 
deutet, von einer universellen Konstante (1111) abgesehen, den 
Phasenwinkel der Wellenfunktion. Liegt nun nicht blo6 eiPc, 
sondern eine stetige Mannigfaltigkeit von Wellensystemen vor 
und sei dieselbe durch irgendwelche stetige Parameter stetig 
geordnet, so bringen die Qleichungen a W/d ccj = Const. zum 
Ausdruck, da6 alle unendlich benachbarten Individuen (Wellen- 
systeme) dieser Mannigfaltigkeit iibereinstimmende Phase haben. 
Diese Oleichungen bestimmen also den geometrischen Ort der 
Punkte iibereinstimmender Phase. Sind der Gleichungen genug, 
so schrumpft dieser Ort auf einen Punkt zusammen, die 
Gleichungen bestimmen d a m  den Punkt iibereinstimmender Phase 
als Funktion der Zeit. 

Da das Qleichungssystem (I 7) mit dem bekannten zweiten 
Oleichungssystem von Jaco bi iibereinstimmt, so haben wir 
also gezeigt: 

Der Punkt ubereinstimmender Phase f u r  gewisse n-para- 
metrige i@nitesimale Mannigfaltigkeiten von Wellensystemen be- 
wegt sich Bach denselben Gesetzen wie der Bildpunkt des mecha- 
nischen Systems. 

DaB nun die Superposition dieser Wellensysteme wirklich 
nur in einer verhliltnismaBig kleinen Umgebung des Punktes 
iibereinstimmender Phase eine merkliche Erregung gibt, wiihrend 
sie sich iiberall sonst merklich durch Interferenz zerstaren; 
odor da0 das eben Gesagte mindestens bei passender Wahl der 
Amplituden und eventuell bei spezieller Wahl der Porm der 
Wellenflachen zutrifft ; dies exakt zu beweisen, halte ich far 
eine sehr schwierige Aufgabe. Ich werde die physikalische 
Hypothese, die ich an das zu Beweisende kniipfen will, auf- 
stellen, ohne an diese Aufgabe heranzutreten. Das wird erst 

Annalen der Phyaik. IV. Folge. 79. 33 
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der Miihe lohnen, wenn die Hypothese sich bewilhrt und wenn 
ihre Anwendung jene Analyse erfcwdern wiirde. 

Hingegen darf man sicher sein, da6 der Bereich, auf den 
sich die Erregung beschriinken liiSt, noch mindestens eine 
griiBere Anzahl von Wellenlingen in jeder Richtung mil3t. 
Das ist erstens unmittelbar evident, denn solange man sich 
vom Punkt iibereinstimmender Phase nur um wenige Wellen- 
liingen entfernt, wird die Phasenubereinstimmung kaum tangiert, 
die Interferenz ist noch fast ebenso giinstig, wie in jenem 
Punkte selbst. Zweitens geniigt der Hinweis auf den drei- 
dimensionalen euklidischen Fall der gewohnlichen Optik, um 
sicher zu sein, dab es sich wenigstens im allgemeinen so 
verhiilt. 

Was ich nun mit grof3er Bestimmtheit vermute, ist 
folgendes : 

Das wirkliche mechanische Geschehen wird in zutreffender 
Weise erfal3t oder abgebildet durch die Wellenvorgange im 
q-Raum und nicht durch die Bewegung von Bildpunkten in 
diesem Raum. Das Studium der Bildpunktbewegung, welches 
den Gegenstand der klassischen Nechanik bildet, ist nur ein 
Naherungsverfahren und hat als solches genau dieselbe Be- 
rechtigung wie die geometrische oder Strahlenoptik den wirk- 
lichen optischen Vorgilngen gegenbber. Ein makroskopischer 
mechanischer Vorgang wird abzubilden sein als Wellensignal 
von der oben beschriebenen Art, das mit hinreichender 
Naherung 818 punktfiirmig angesehen werden kann im Vergleich 
mit der geometrischen Struktur der Bahnkurve. Wir haben 
gesehen, dal3 dann fiir ein solches Signal oder Wellengruppe 
wirklich genau dieselben Bewegungsgesetze gelten, die die 
klassische Mechanik fur den Bildpunkt aufstellt. Diese Be- 
handlungsweise verliert aber jeden Sinn, wenn die Bahnstruktur 
nicht mehr sehr grob gegen die Wellenlange oder gar mit ihr 
vergleichbar ist. Alsdann mup die strenge wellentheoretische 
Behandlung eintreten, d. h. man muS, um sich von der Mannig- 
faltigkeit der moglichen Vorgange ein Bild zu machen, von 
der Pellengleichung ausgehen und nicht von den Grundgleichnngen 
der Mechanik. Letztere sind zur Erkliirung der Mikrostruktur 
des mechanischen Geschehens ebeneo unbranchbar, wie die 
geometrisohe Optik zur Erklilrung der Beugungserscheinungen. 
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Wenn eine gewisse Deutung dieser Mikrostruktur im An- 
schlu6 an die klassische Mechanik, freilich unter sehr kunst- 
lichen Zusatzannahmen, iiberhaupt gelungen ist und praktische 
Erfolge von hbchster Bedeutung aufzuweisen hat, so scheint 
es mir sehr bezeichnend, daS diese Theorie - ich meine die 
Qunntentheorie in der von Sommerfeld, Schwarzschild, 
Epstein u. a. bevorzugten Form - gerade mit der H.P. und 
mit der Hamil ton-  Jacobischen Lbsungstheorie im intimsten 
Zusammenhang steht, d. h. mit derjenigen Form der klassischen 
Nechanik, welche schon den deutlichsten Hinweis auf den 
wahren undulatorischen Charakter des mechanischen Ge- 
schehens enthalt. Die H.P. entspricht ja  dem Huygens- 
schen Prinzip (in seiner alten naiven, nicht in der strengen 
Ki rc  hhoffschen Form), Und wie dieses, erganzt durch einige 
dem geometrischen Optiker ganz unverstandliche Vorschriften 
(Fr  e sn elsche Zonenkonstruktion), schon in weitgehendem Ma6 
den Beugungserscheinungen gerecht wird, so konnte von der 
Theorie der Wirkungsfunktion aus Licht auf die Vorgilnge im 
Atom fallen. Dagegen muBte man sich in unauflasliche Wider- 
spriiche verwickeln, ah man - was freilich sehr natiirlich 
war - auch fur diese Atomvorglnge den Begriff der System- 
bahnen aufrecht zu erhalten versuchte; ebenso wie man sich 
in Unverstandlichkeiten verliert, wenn man im Bereich einer 
Beugungserscheinung dem Verlauf der Lichtstrahlen nachzugehen 
versucht. 

Man denke sich einmal folgendes. Ich will damit noch 
kein zutreffendes Bild des wirklichen Geschehens geben, das 
von dieser Seite her schlechterdings nicht zu gewinnen ist, 
sondern nur zu gewinnen ist durch Untersuchung der Wellen- 
gleichung ; ich will blo6 die Sachlage rein qualitativ illustrieren. 
Also man denke sich, eine Wellengruppe von der oben be- 
schriebenen Beschaffenheit gerate irgendwie auf eine kleine, 
etwa geschlossene ,,Bahn", deren Dimensionen nur von der 
GrBBenordnung der Wellenliinge sind, also hlein gegen die Ab- 
messungen der Wellengruppe selbst. Es ist klar, da6 dann 
die ,,Systembahn" im Sinne der klassischen Mechanik, das ist 
die Bahn des Punktes genau ubereinstimmender Phase, ihre 
ausgezeichnete Rolle vollkommen einbii6en wird, weil vor, 
hinter und neben diesem Punkt ein games Kontinuum von 

33' 
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Punkten ausgebreitet ist, in denen noch fast ebenso voll- 
kommene Phasenubereinstimmung besteht und die giinzlich 
andere ,,Bahnen" beschreiben. Anders gesprochen: die Wellen- 
gruppe erfullt nicht nur den ganzen Bahnbereich auf einmal, 
sondern reicht nach allen Richtnngen noch weit uber ihn 
hinaus. 

In  diesem Sinne deute ich mir die nach Hm. d e  Brog l i e  
die Bahn des Elektrons begleitenden ,,Phasenwellenl', in dem 
Sinne also, daS, jedenfalls im Atomverband, der Elektronen- 
bahn selbst keinerlei ausgezeichnete Bedeutung zukommt und 
noch weniger dem Ort des Elektrons auf seiner Bahn. Und 
in diesem Sinne deute ich die heute mehr und mehr zum 
Durchbruch kommende Uberzeugung erstens: da6 der Phase 
der Elektronenbewegungen im Atom die reale Bedeutung ab- 
zusprechen sei; zweitens: daS man nicht einmal behaupten 
kijnne, das Elektron befinde sich in einem bestimmten Zeit- 
moment auf einer beslimmten von den durch die Quanten- 
bedingungen ausgesonderten Quantenbahnen; drittens : die 
wahren Qesetze der Quantenmechanik bestiinden nicht in be- 
stimmten Vorschriften fur die einzelne Bahn, sondern in diesen 
wahren Qesetzen seien die Elemente der ganzen Bahnen- 
mannigfaltigkeit eines Systems durch Qleichungen verbunden, 
so daB scheinbar eine gewisse W echselwirkung zwischen den 
verschiedenen Bahnen bestehe. l) 

Es ist nicht unverstandlich, da6 eine sorgfaltige Analyse 
des experimentell Qegebenen zu. Behauptungen dieser A r t  
fiihren mu6, wenn das experimentell Qegebene der AusfluB 
einer solchen Struktur des wirkliohen Geschehens ist, wie wir 
sie hier vertreten. Alle diese Beliauptungen steuern ja syste- 
matisch der Aufliisung des Begriffes ,,Elektronenort" und 
,,Elektronenbahn" zu, entschlieBt, man sich zu dieser Auf- 
losung nicht, so bleiben sie widerspruchsvoll. Dieser Wider- 
spruch ist so stark empfunden worden, daS man daran ge- 
zweifelt hat, ob das Qeschehen im Atom sich uberhaupt 
der raumlich-zeitlichen Form des Denkens werde eingliedern 
lassen. Vom philosophischen Standpunkt aus wiirde ich eine 

1) Vgl. besonders die an spaterer Stelle eitierten Arbeiten von 
Heieenberg, Born, Jordan, Dirac, ferner N. Bohr, Die Natur- 
wissenechaften, Januar 1926. 
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endgultige Entacheidung in diesem Sinne einer vollstandigen 
Waffenstreckung gleich erachten. Denn wir kiinnen die Denk- 
formen nicht wirklich andern und was wir innerhalb derselben 
nicht verstehen kbnnen, das ktinnen wir iiberhaupt nicht ver- 
stehen. Es gibt solche Dinge - aber ich glaube nicht, daS 
die Atomstruktur zu ihnen gehiirt. - Von unserem Stand- 
punkte aus besteht aber zu solchem Zweifel gar kein Grund, 
obwohl oder besser gesagt, weil sein Auftauchen au6erordent- 
lich versthdlich ist. So konnte j a  auch ein geometrischer 
Optiker, der bei seinen fortgesetzten Versuchen, den Beugungs- 
erscheinungen mittels des in der makroskopischen Optik be- 
wahrten Strahlbegriffes beizukommen, bestandig scheitert, ein 
solcher kiinnte, sage ich, zu guterletzt vielleicht auf den Ge- 
danken kommen, daB die Gesetze der Geometrie auf die Beugungs- 
erscheinungen nicht anwendbar sind, da er bestandig darauf 
gefuhrt wird, da6 die ihm als geradlinig und voneinander 
unabhhngig bekannten Lichtstrahlen nun auf einmal auch im 
homogenen Medium die merkwllrdigsten Krummungen auf- 
weisen und sich sichtlich yegenseitig beeinfEussen. Ich halte 
diese Analogie fur sehr eng. Sogar zu den unmotivierten 
Kriimmungen fehlt das Analogon im Atom nicht - man denke 
an den zur Deutung der anomalen Zeemaneffekte ersonnenen 
,,unmechanischen Zwang". 

In welcher Weise wird man nun bei der undulatorischen 
Ausgestaltung der Mechanik in den Fallen, wo sie sich als 
notwendig erweist, vorzugehen haben? Man mu6 statt von den 
Grundgleichungen der Mechanik von einer Wellengleichung 
fur den q-Raum ausgehen und die Mannigfaltigkeit der nach 
ihr miiglichen Vorgange betrachten. Die Wellengleichung 
wurde in dieser Mitteilung noch nicht explizite beniitzt und 
iiberhaupt noch nicht aufgestellt. Das einzige Datum zu ihrer 
Aufvtellung ist die durch (6) oder (6') als Funktion des mecha- 
nischen Energieparameters bzw. der Frequenz gegebene Welten- 
geschwindigkeit und durch dieses Datum ist die Wellengleichung 
selbstverstandlich nicht eindeutig festgelegt. Es  ist gar nicht 
ausgemacht, da6 sie gerade von der zweiten Ordnung sein 
mu6, nur das Bestreben nach Einfachheit veranla6t dazu, es 
zunilchst einmal damit zu versuchen. Man wird dann fur die 
Wellenfunktion y' ansetzen 



:t .- 
(18) div grad q~ - i F y  = 0 

giiltig Air Vorgknge, welche von der Zeit nur durch einen 
Faktor eaniv t  abhangen. Das heifit also, mit Beachtung von 
(61, (6') UIld (11) 

8 np div grad q + (hv - 7) = 0 , (18') h 
bzw. 

(18") div grad t,u + h9 (E - Qt,u = 0 .  

Die Differentialoperationen sind selbstverstindlich mit Be- 
ziehung auf das Linienelement (3) zu verstehen. - Aber selbst 
unter den Ansatzen zweiter Ordnung ist dieser nicht der 
einzige mit (6) vertrlgliche, es ware die Verallgemeinerung 
moglich, daS man div grad w durch 

8 na 

(19) 

ersetzt, wo f eine beliebige Funktion der qk sein kann, die 
freilich plausibler Weise irgendwie von E,  P(qJ und den 
Koeffizienten des Linienelements (3) abhangen m u t e  (man 
konnte z. B. an f = u denken). Unser Ansatz ist wieder von 
dem Bestreben nach Einfachbeit diktiert, doch halte ich dies- 
falls eine Irreleitung nicht fur ausgeschlossen. l) 

Die Unterschiebung einer partiellen Differentialgleichung 
als Ersatz der Qrundgleichungen der Dynamik fiir die Atom- 
probleme erscheint nun im ersten Augenblick %uSerst miBlich 
wegen der ungeheuren Mannigfaltigkeit von Losungen, die 
einer solchen Gleichung eignet. Schon die klassische Dynamik 
hatte nicht etwa auf eine zu beschrankte, sondern auf eine 
vie1 zu umfangreiche Mannigfaltigkeit von Losungen gefiihrt, 
namlich auf eine kontinuierliche &char, wiihrend nach aller 
Erfahrung nur eine diskontinuierliche Menge dieser Lbsungen 
verwirklioht zu sein scheint. Die .Aufgabe der Quantentheorie 
iet  nach der herrschenden Auffassung gerade die, aus der 
kontinuierlichen Schar der nach der klassischen Mechanik 
maglichen Bahnen, die diskrete Schar der wirklich auftretenden 

1) Die Einf~hrung von f ( q k )  bedeutet, daE nicht bloE die ,,Dichte", 
sondern such die ,,Elastisitat" mit dem Orte variiert. 
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ausznsondern durch die ,,Quantenbedingungen". I% scheint 
ein iibler Anfang flir einen neuen Versuch in dieser Richtung, 
wenn er damit beginnt, die Zahl der Losungen, ihrer trans- 
zendenten GriiSenordnung nach, zu steigern, statt zu ver- 
mi ndern. 

Zwar la& aich auch das Problem der klassischen Dynamik 
in das Gewand einer partiellen Gleichung kleiden, namlich 
eben in die H.P. Aber die Mannigfaltigkeit der Problem- 
losungen entspricht nicht der Mannigfaltigkeit der Losungen 
der H. P. Eine beliebige ,,vollstiindige" Losung der H. P. last 
dau mechanische Problem restlos, irgendeine andete volletandige 
Lijsung liefert dieeelben Bahnen, nur in auderer Zusammen- 
fassung zu Bahnmannigfaltigkeiten. 

Was nun die gegenliber der Gleichung (18), als Grund- 
lsge der Atomdynamik, geautlerte Befurchtnng anlangt, 80 will 
ich zwar durchaue nicht behaupten, daS nicht weitere Zusatz- 
bestimmungen zu dieser (3leichung werden hinzutreten mussen. 
Sie werden aber vermutlich nicht mehr einen so gilnzlich 
fremdartigen und unverstandenen Charakter haben wie die bis- 
herigen ,,Quantenbedingungen", sondern von demjenigen Typus 
sein, den wir in der Physik bei einer partiellen Differential- 
gleichung gewohnt sind: ale Anfange- oder Randbedingungen. 
Sie werden auch in keiner Weiee den Quantenbedingungen 
analog sein. Denn es zeigt sich in allen Filllen der klassischen 
Dgnamik, die ich bisher untersucht habe, da0 die Gleichung (18) 
die Qua~itenbedinqungen in sicli tragt. Sie sondert in gewiasen 
FOllen, und zwar in denjenigen, in denen die Erfahrung daftir 
epricht, selbsttatig gewisee Frequenzen oder Energieniveaus ale 
die fur stationilre Vorgilnge allein miiglichen aus, ohne irgend- 
eine weitere Zusatzannahme ale die fiir eine physikalische 
GroSe beinahe selbstverstilndliche Anforderung an die 
Funktion y: dieselbe 8011 im ganzen Konfigurationenraum 
eindeutig endlich und stetig sein. 

Die geau6erte Beflirchtung verwandelt sich also in ihr 
Gegenteil, jedenfalls was die Energieniveaus oder sagen wir 
vorsichtiger, die Frequenzen betrifft. (Denn was es mit der 
,,Energie der Schwingungen" auf sich hat, iet eine Frage fih 
eich, man d a d  nicht vergeasen, da0 es sich j a  nur gerade 
boim Einkiirperproblem urn etwas handelt, das die Deutung 
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ale Schwingungen im wirklichen dreidimensionalen Baum un- 
mittelbar gestattet.) Die Bestimmung der Quantenniveaus 
srfolgt nicht mehr in zwei innerlich getrennten Etappen: 1. Be- 
stimmung aller dynamisch miiglichen Bahnen. 2. T'erwerfung 
des ubergroBen Teiles der sub 1. gewonnenen Liisungen und 
Aussonderung einiger weniger durch spezielle Forderungen ; 
vielmehr sind die Quantenniveaus auf einmal als die Eigenzoerte 
der Gleichung (18) bestimmt , welche ihre natiirlichen Rand- 
bedingunyen in sich trugt. 

Inwieweit dadurch in komplixierteren FAllen auch eine 
analytische Erleichterung erzielt werden w i d ,  entzieht sich 
derzeit noch meiner Beurteilung. Ich mochte das aber ver- 
muten. Es haben wohl die meis1,en Analytiker das Glefuhl, 
daS bei dem oben beschriebenen etappenweisea Vorgehen sub 1) 
die Liisung eines komplizierteren Problems geleistet werden 
muB, als fur das Endergebnis: Energie 818, meist sehr einfache 
rationale, Funktion der Quantenzahlen - eigentlich erfordert 
wiirde. Schon die Verwendung der Hamil ton-  Jacobischen 
Methode bringt bekanntlich eine groBe Vereinfachung, indem 
die wirkliche Durchrechnung der mechanischen Liisung um- 
gangen wird. Es geniigt, die Integrale, welche die Impulse 
darstellen, anstatt fiir variable obere Grenze bloB fiir einen im 
Komplexen geschlossenen Integrationsweg auszuwerten , was 
vie1 weniger Miihe macht. 1mme:rhin muB die vollstandige 
Lbsung der H. P. wirklich bekannt, d. h. durch Quadraturen 
dargestellt, es muB also die Integration des mechanischen 
Problems prinzipiell fU beliebige Anfangswerte geleistet sein. - Bei der Aufsuchuag der Eigenwerte einer Differential- 
gleichung geht man nun allerdings in praxi auch meistens so 
vor, dab man zuerst die Liisung ohne Riicksicht auf die Rand- 
oder Stetigkeitsbedingungen aufsucht nnd aus der Gestalt der 
Liisung diejenigen Parameterwerte abliest, fIir welche die 
Losung den genannten Bedingungen genugt. Ein Bei- 
spiel dafur gibt unsere erste Mitteilung. Man erkennt an 
diesem Beispiel aber auch - was fur Eigenwertprobleme 
typisch ist -, da6 die Losung, die allgemein nur in recht 
schwer zugilnglicher analytischer Form gegeben war [Glei- 
chung (12) a. a. 0.1, sich fiir die zu der ,,natiirlichen Rand- 
bedingung" gehiirigen Eigenwerte ganz aufierordentlich ver- 
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einfacht. Ich bin nicht geniigend orientiert dariiber, ob schon 
jetzt direkte Methoden zur Berechnung der Eigenwerte aus- 
gearbeitet siod. Fiir die Verteilung der Eigenwerte hoher 
Ordnungstahl ist das bekanntlich der Fall. Aber d i e m  Grenz- 
fall interessiert bier gerade nicht, er entspricht der klassischen, 
niakroskopischen Mechanik. Fiir die Spektroskopie und Atom- 
phyeik iiberhaupt werden gerade die ersten 5 oder 10 Eigen- 
werte von Interesse sein, schon der erste aliein ware e h  groSer 
Erfolg, er bestimmt die Ionsierunysspannuny. Bei der scharf- 
umrissenen Fassung, die sich jeder Eigenwertaufgabe als 
Maximum-Minimumaufgabe ohne jede direkte neziehung auf 
die Differentialgleichung geben liibt, erscheint es mir sehr 
wshrecheinlich, da0 direkte Methoden ziir wenigstens an- 
geniiherten Berechnung der Eigenwerte sich werden auffinden 
lassen, sobald das drinyende Bediirfnis dazu besteht. Zum 
mindesten sollte es moglich sein, in einzelnen Fallen zu unter- 
suchen, ob die numerisch durch die Spektroskopie mit aller 
wbschenswerten Genauigkeit bekunnten Eigenwerte der Auf- 
gabe genugen oder nicht. - 

Ich mbchte an dieser Stelle die Tatsache nicht mit Still- 
schweigen tibergehen, dad gegenwilrtig von seiten Heisenbergs,  
B o r  n s , J o r d a n  s und einiger anderer hervorragender Forscher ’) 
ein Versuch zur Beseitigung der Quantenschwierigkeit im Gange 
iut, der schon auf so beachtenswerte Erfolge hinzuweisen hat, daS 
09 schwer wird, daran zu zweifeln, er enthalte jedenfalls einen 
Teil der Wahrheit. In  der Tendenz steht der Heisenbergsche 
Versuch dem vorliegenden auSerordentlich nahe, davon haben wir 
schon oben gesprochen. I n  der Methode ist er so toto genere ver- 
schieden, daS es mir bisher nicht gelungen ist, das Verbindungs- 
glied zu finden. Ich hege die ganz bestimmte Hoffnung, daf3 diese 
beiden VorstoBe einander nicht bekilmpfen, vielmehr, gerade 
wegen der auflerordentlichen Perschiedenheit des Ausgaogs- 
punktes und der Methode, einander ergiinzen werden, indem 
der eine weiterhilft, wo der sndere versagt. Die Sitirke dea 

1) W. Heisenberg, Ztschr. f. Phys. 33. S. 879. 1925; M. Born 
11. P. Jordan, ibid. 34. S. 858. 1925: M. Born,  W. Heisenberg u. 
1’. Jordan,  ebendort 35. S. 567.1926; P. Dirac, Proc. Roy. Soe. London 
10% 642. 1925. 
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Heisenbergschen Programms liegt darin, daB es die Linien- 
intensitaten zu geben verspricht, eine Frage, von der wir uns hier 
bisher ganz ferngehalten haben. Die Stirke des vorliegenden 
Versuches - wenn es mir erlaubt ist, daruber ein Urteil zu 
sagen - liegt in dem leitenden physikalischen Gtesichtspunkt, 
welcher die Briicke schlilgt zwischen dem makroskopischen und 
dem mikroskopischen mechanischen Geschehen, und welcher 
die iiuherlich verschiedene Behandlungsweiee, die sie erfordern, 
verstindlich macht. Fur mich persiinlich liegt ein besonderer 
Reiz in der am Ende der vorigen Mitteilung erwahnten Auf- 
fassung der emittierten Frequenzen als ,,Schwebungen", von 
der ich auch glaube, daI3 sie ein ~anschauliches Verstindnis 
der Intensitatsformeln vermitteln wird. 

§ 3. Anwendungsbeiapiele. 

Wir wollen nun dem in der ersten Mitteilung behandelten 
Keplerproblem noch einige weitere Beispiele hinzufugen. Es 
sind nur die allereinfachsten, da wir vorlaufig auf die klassische 
Mechanik ohne Magnetfeld beschriinkt sind.') 

1. Der Plancksche Oszillator. D ie  Entartungsfrage. 
Wir behandeln zuniichst den eindimensionalen Oszillator. 

Die Koordinate q sei die Elongation multipliziert mit der 
Quadratwurzel aus der Masse. Die beiden Formen der kine- 
tischen Energie sind dann 

Die potentielle Energie sei 

wo Y,, die Eigenfrequenz im Sinne der Mechanik. Dann lautet 
Gleichung (18) fur diesen Fall: 

1) In der Relativitlltsmechauik und mit Berucksichtigung eines 
Magnetfeldes wird die Aussage der H.P. komplizierter. Im Falle eines 
einzigen Elektrons sagt sie aus, da0 der vierdimemionale Gradient der 
Wirkungsfunktion, vermiizdert um einen vorgegebenen Vektor (das Vierer- 
potential), konstanten Betrag hat. Die wellentheoretische oberseteung 
dieser Aussage bietet demliche Schwierigkeiten. 
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Hei zur Abkiirzung 

('23) 
8ns  E 16 n' vo' hP , b = - -  ha 

a = - - -  

also 
3! + ( a  - bqB)Ip = 0. 
d 4' 

Wir fiihren als unabhangige Variable ein 

(22') 

(24) 2 = q j h -  
und erhalten 
( 2 2 )  

Die Eigenwerte und Eigenfunktionen dieser Gleichung sind 
hellannt.l) Die Eigenwerte sind in den hier beniitzten Zeichen 

a -- - 1 ,  3, 5 . . . (  2 n + 1 )  .... 
l/b (25) 

Die Eigenfunktionen sind die H e r  miteschen Orthogonalfunktionen 
m= - -  e 2 H,(x) . 

ll%(x) bedeutet das nte Hermitesche Polynom, welches definiert 
werden kann als 

d" 6-5' a&) = (- 1)"e'- (2 7) d aP 
oder explizite 

(37 ') 

.Die ersten 

(2Xp-2 n(n - 1) 
l! H,(x) = ( 2 . ~ ) ~  - 

+ n(r. - l)(n - 2)(@ -9'(2@-4 -+ . . , . 
2! 

dieser Polynome lauten 

H0(x) = 1 HI(.) = 2 t  
(27") II3(x) = 4 t 2  - 2 H,(s) = 8 x 3  - 122 1 H4(z) = 16z4  - 48ra + 12 . . . . . . . . 
Betrachten wir zunachst die Eigenwerte, so ergibt sich nach 
(25) und (23) 
(25') 3, = ~ h v , ;  n r O ,  1 , 2 , 3  ,.... 212 3- 1 

2 

1) Vgl. Courant-Hilbert, Methoden der mathematiechen Phyeik I 
(Berlin, bei Springer 1924) V, 8 9, S. 261, Ql. 43, ferner 11, 5 10,4, S. 76. 
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dls Quantenniveaus erscheinen also sogenannte ,,halbzahligeu 
Multipla des dem Oszillator eigentiimlichen ,,Energiequants", 
d.h. die ungeraden Vielfachen von hv0/2.  Die Abstilnde der 
Niveaus, die allein fiir die Strahlung ma0gebend sind, sind 
dieselben wie in der bisherigen Theorie. Merkwiirdigerweise 
sind unsere Quantenniveaus genau dieselben wie in der He i sen -  
bergschen Theorie! - Fur  die Theorie der spezifischen Warme 
ist diese Abweichung von der bishexigen Theorie nicht ohm 
Bedeutung, sie kommt allerdings erst dann ins Spiel, wenn, 
als Folge der Wiirmeausdehnung, die Eigenfrequenz vo variiert. 
Formal handelt es sich um die ahe  Frage der ,,Nullpunkt- 
energie", die schon im Zusammenhang mit dem Dilemma: 
erste oder zweite Fassung der Plancksohen Theorie auf- 
getreten war. - Auch auf das Gesetz der Bandenkanten hat 
das Zusatzglied h v,/2 Einflu0. 

Die Eigeafunktionen (26) lauten, wenn man nach (24) und 
(23) wieder die urspriingliohe GroSe 17, einfiihrt: 

Die Betrachtung von (27") lehrt, daB die erste Eigenfunktion 
eine ,,Gaus ssche Fehlerkurve" ist, die zweite verschwindet im 
Nullpunkt und entspricht fur positive z einer ,,Maxwellschen 
Geschwindigkeitsverteilung" in zwei Dimensionen, die naoh 
negativen z ungerade fortgesetzt ist. Die dritte Eigenfunktion 
ist wieder gerade, im Nullpunkt negativ, und hat zwei sym- 
metrische Nullstellen & l/p; usw. Man kann den qualitativen 
Verlauf leicht uberblicken und skizzieren, wobei darauf zu 
achten ist , da6 die Wurzeln aufeinanderfolgender Polynorne 
einander trennen. Aus (26') erkennt man, daB die charak- 
teristisohen Punkte der Eigenfunktionen, wie Halbwertsbreite 
(fur n = 0), Nullstellen, Maxima, gr6BenordnungsmLEig im Be- 
reich der klassischen Oszillatorschwingung liegen. Denn fiir 
die klassische Amplitude der nten Schwingung findet man leicht 

Doch kommt, soviel ich sehe, im allgemeinen dem genauen 
Abszissenwert der klassischen Umkehrpunkte keine bestimmte 
Bedeutung ,im Verlauf der Eigenfunktion zu. Man kbnnte der- 
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gleichen vermuten, denn die Umkehrpunkte haben ftlr die 
Phasenraumwelle die Bedeutung, da6 dort dae Quadrat der 
~lortpOanzungsgeschwindigkeit unendlich und in gr66erer Ent- 
fernung negativ wird. In  der Differentialgleichung (22) bedeutet 
(Ins aber nur das Perschwinden des Koeffizienten von y und 
gibt zu gar keiner Singularitiit AnlaS. 

Ich mbchte hier die Bemerkung nicht unterdriicken, die 
ganz allgemein, nicht bloS fur den Oszillator, gilt: dab gleich- 
wohl dieses Varschwinden und ImaginZrwerden der Fort- 
pflanzungsgeschwindigkeit etwae sebr Charakterietisches ist. Es 
1st der analytische Grund fur die Aussonderung scharfer Eigen- 
werte durch die blofle Bedingung des Endlichbleibens der 
Funktion. Ich machte das naher erlautern. Eine Wellen- 
gleichung mit reeller Fortpflanzungsgeschwindigkeit bedeutet 
bekanntlich dies: der Funktionswert nimmt zeitlich beschleunigt 
xu in dem MaSe, als e r  unter dem Durchschnittswert der 
Funktion in der riiumlichen Umgebung der betrachteten Stelle 
liegt; und vice-verek Eine solche Qleichung hat daher, wenn 
auch nicht augenblicklich und andauernd, wie die Warmeleitungs- 
gleichuiig, so doch im Laufe der Zeit einen Wiederausgleich der 
extremen Ausechliige zur Folge nnd gestattet in keinem Punkte 
ein iiberma6iges Anwachsen der Funktion. - Eine Wellen- 
gleichung mit imaginarer Fortpflanzangsgeschwindigkeit bedeutet 
nun das genaue Gegenteil: Funktionswerte, die liber dem Durch- 
schnitt der Umgebung liegen, nehmen beschbunigt zu (oder doch 
verziigert ab) und vice-versa. Man begreift daher, da6 eine 
Funktion, die einer solchen Gleichung auegesetzt ist, in die 
allergii6te Gefahr gerat, uber alle Grenzen anzuwachsen. Man 
mu6 es schon sehr geschickt einrichten, um sie vor dieser 
Qefahr zu bewahren, und die Institution, welche das ermoglicht, 
sind eben die scharfbestimmten Eigenwerte. In der Tat kann 
man auch an dem in der ersten Mitteilung behandelten Bei- 
spiel sehen, da6 die Forderung nach scharfen Eigenwerten mit 
dem Augenblick erlischt, wo man die dortige GriiSe E positiv 
wahlt, wodurch die Wellengeschwindigkeit im ganzen Raum 
reell wird. 

Nach dieser Abschweifung kehren wir zum Oszillator zurtick 
und fragen uns, ob sich etwas lindert, wenn wir dem Oszillator 
zwei oder mehrere Freiheitsgrade geben (raumlicher Oszillator, 
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fester garper). Gehiiren zu den einzelnen Koordinaten ver- 
schiedene mechanische Eigenfrequenzen (v,-Werte), so iindert 
sich nichts. Man setzt q.~ als ProduRt von Funktionen j e  einer 
Koordinate an und das Problem zerfallt in soviel Einzel- 
probleme vom oben behandelten Typus als Koordinaten vor- 
handen sind. Die Eigenfunktionen sind Produkte Hermi te -  
scher Orthogonalfunktionen, die Eigenwerte des Geaamtproblems 
stellen sich dar je  als Summe der Eigenwerte der Einzel- 
probleme, in allen miiglichen Kombinationen. Kein Eigenwert 
(des Qesamtsystems) wird mehrfach, wenn man voraussetzt, da3 
zwischen den v,,-Werten keine rationale Beziehung besteht. 

1st hingegen letzteres der Fall, dann ist zwar auch die- 
selbe Behandlungsweise noch miiglich, aber sie ist sicher nicht 
die einzige. Es treten mehrfache Eigenwerte auf, und die 
,, SeparationN la& sich sicher noch in anderen Koordinaten 
ausfuhren, z. B. beim isotropen raum lichen Oszillator in r h m -  
lichen Polarkoordinaten.') Die Eigenwerte, die man erhillt, 
sind aber sicher in jedem Falle genau dieselben, wenigstens 
sofern man im Besitze des ,,Vollsta~digkeitsbeweises~' fiir das 
auf eine Art gewonnene System von Eigenfunktionen ist. Man 
erkennt in alledem die vollkommene Parallele zu den wohl- 
bekannten Verhiiltnissen, denen die bisherige Quantisierungs- 
methode im Falle der Entartung begegnet ist. Nur in einem 
Punkt besteht ein nicht unerfreiilicher formaler Unter- 
schied. Wenn man die S o mm e r  f e l  d-E p stein schen Quanten- 
bedingungen ohne RUcksicht auf eine eventuelle Entartung 
anwandte, so erhielt man zwar bekanntlich atets die namlichen 
Energieniveaus, kam aber zu verschiedenen Aussagen hinsicht- 
lich der zugelassenen Bahnen j e  nach der Koordinatenwahl. 
Das ist hier nun nicht der Fall. Allerdings kommt man zu 

1) Man wird dabei in r auf eine Gleichung gef~hrt, die ganz nach 
derselben Methode EU behandeln ist, welche in der ersten Mitteilung anf 
dae Keplerproblem angewendet wurde. Auch der eindimensionale0szillator 
f ~ h r t  iibrigens auf dieselbe Gleichung, wenn man q* a18 Variable einfuhrt. 
Ich hatte die Aufgabe urspriinglich in diesw Weise direkt gelijst. Den 
Hinweis, da6 es sich um die Differentialgleichung der Hermiteschen 
Polynome handelt, verdanke ich Herrn E. Fues. - Daa beim Kepler- 
problem anftretende Polynom ((31. 18 der ersten Mitteilung) ist der 
2n + l t e  Differentialquotient des r )  + Iten Lagnerreschen Polynoms, 
wie ich nachtrlglich erkannte. 
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einem ganz abweichenden System von Eigenfunktionen, wenn 
man beispielsweise das der ungestorten Keplerbewegung ent- 
sprechende Schwingungsproblem in paraholischen Koordinaten 
behandelt anstatt in Polarkoordinaten, wie wir es in der 
I. Mitteilung taten. Aber als miiglicher Schwingungszustand hat 
j a  nicht gerade die einzelne Eigenschwingung zu gelten, sondern 
ein beliebiges, endliches oder unendliches lineares Aggregat von 
solchen. Und sls solche lassen sich die auf einem zweiten 
Weg gefundenen Eigenfunktionen stets darstellen, niimlich als 
lineare Aggregate der auf einem beliebigen Weg gefundenen 
Eigenfunktionen, wenn diese nur ein vollstandiges System bilden. 

Man wird freilich um die bisher hier noch gar nicht in 
Angriff genommene Fragg wie sich denn in einem bestimmten 
Fall die Energie in Wirklichkeit auf die Eigenschwingungen 
verteilt, nicht dauernd herumkommen. In  Anlehnung an die 
bisherige Quantentheorie wird man geneigt sein, anzunehmen, 
daS im entarteten Fall nur die Energie der Gesamtheit von 
Eigenschwingungen, die zu einem bestimmten Eigenwert gehbrt, 
einen gewissen vorgeschriebenen Betrag haben mu& der im 
nichtentarteten Fall schon einer einzigen Eigenschwingung 
zugehiirt. Ich miichte diese Frage vorlaufig noch gtinzlich 
offen lassen - auch in dem Punkt, ob iiberhaupt die gefun- 
denen ,,Energieniveaus" wirklich Energiestufen des Schwingungs- 
vorganges sind oder fiir ihn nur die Bedeutung der Frequenz 
haben. Fur das Zustandekommen der scharfen Emissions- 
frequenzen ist, wenn man die Schwebungstheorie annimmt, die 
Ileutung als Energieniveaus ja nicht mehr erforderlich. 

2. Der  Rotator mit raumfester Achse. 
Wegen des Fehlens der potentiellen Energie bei gleich- 

zeitig euklidischem Linienelement bildet dieser das einfachste 
iiberhaupt denkbare Beispiel fur die Schwingungstheorie. Sei 
' 4  das Triigheitsmoment, sp der Drehwinkel, so erhiilt man als 
Schwingungsgleichung offenbar: 

(29) 

Sie hat die Lasung 
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Hier mu0 nun das Argument ein j7anxzahZiges Vielfaches von 
'p sein einfach aus dem Qrund, weil y sonst im Bereich der 
Koordinate y entweder nicht eindeutig oder nicht stetig sein 
wiirde, denn 'p + 2 n  bedeutet ja dasselbe wie y. Diese Be- 
dingung ergibt das wohlbekannte Resultat 

n9 hP E,, = - 8n'A 

in voZZhommener ubereinstimmung mit der bisherigen Quanti- 
sierung. 

Dem Ergebnis kommt jedoch fiir die Anwendung auf die 
Bandenspektren Reine Bedeutung zu. Denn wir werden so- 
gleicb mit der eigenartigen Tatsaohe bekannt werden, da0 
unsere Theorie fur den Rotator mit freier Achse ein anderes 
Resultat ergibt. Und das gilt allgernein. Es ist bei der An- 
wendung der Undulationsmechanik nicht gestattet, zur Verein- 
fachung der Rechnung die Bewegungsfreiheit des Systems 
stirker beschrankt zu denken, als wie wirklich beschrankt ist, 
selbst wenn man auf Grund der Integrale der mechanischen 
Gleichungen weiB, da0 das System bei der einzelnen Bewegung 
von bestimmten Freiheiten nicht Olebrauch macht. Fur  die 
Mikromechanik ist eben das System der mechanischen Grund- 
gleichungen ganz und gar nicht mehr zustandig, die einzelnen 
Bahnkurven, von denen es spricht, haben dort keine Sonder- 
existenz mehr. Ein Wellenvorgang erfullt den ganzen Phasen- 
raum. DaB fur einen Wellenvorgang sogar schon die Bnzakl 
der Dimensionen, in denen er sich abspielt, etwas sehr wesent- 
liches ist, ist wohlbekannt. 

3. Der starre Rotator nit freier Achse. 

Fiihrt man als Koordinaten ein die Polarwinkel der Kern- 
verbiadungslinie, 8, sp, so lautet die kinetische Energie als 
Funktion der Impulse 

Der Form nach ist das die kinetische Energie eines Massen- 
punktes, der auf eine Kugelflache gezwungen ist. Die La- 
placesche Operation ist daiher einfach der von den Polar- 
winkeln abhangige Teil des riiumlichen Laplsceschen Ope- 
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rators und die Schwingungsgleichung (18") erhglt folgende 
Gestalt 

Die Forderung, das y a d  der Kugelflache eindeutig und etetig 
sein soll, fuhrt bekanntlich auf die Eigenwertbedingung 

3= n(n + 1); n = 0, 1, 2, 3 ... S n P  A 
hs 

Eigenfunktionen sind bekanntlich die Kugelflachenfunktionen. 
-- Die Energieniveaus sind also 

(343 12 = 0, 1, 2, 3 . . .  

Diese Beatimmung weicht von allen bisherigen (au6er 
vielleicht yon der Heisenbergschen?) ab. Doch war man 
vom Experiment her dam gefuhrt worden, in der Formel(31) 
fir n ,,halbzahlige" Werte zu setzen, unter verschiedenen Be- 
grundungen. Man erkennt, daB Formel (343 praktisch dasselbe 
leistet, wie (31) mit halbzahligem a. Denn es ist ja 

n(n + 1) = (78 + +)a- a. 1 

Der Unterschied liegt also bloS in einer kleinen additiven Kon- 
stante, die Niveaudifirenzen in (34') sind dieselben wie bei 
,,halbzahliger Quantelung". Das gilt auch noch fur die An- 
wendung auf die kurzwelligen Banden, bei denen das Triig- 
heitsmoment infolge des ,,Elektronensprunges" im Anfangs- und 
Endzustand verschieden ist. Denn es tritt ja hiichstens zu 
allen Linien einer Bande ein kleines konstantes Zusatzglied 
hiuzu, das im gro6en ,,Elektronenterm'" oder auoh im ,,Kern- 
schwingungsterm' untergeht. Ubrigens erlaubt unsere bis- 
herige Analyse durchaus nicht, von diesem kleinen Zusatzglied 
etwa als 

in wohldefinierter Weise zu sprechen. Die Vorstellung des 
durch ,,~uantenbedingungen" fur die Elektronenbewegungeu 
und Kernschwingungen festgelegten Tragheitsmomentes fallt 
aus dem ganzen hier verfolgten Ideenkreis heraus. Wir werden 
in der niichsten Ziffer zeigen, wie man naherungsweise wenig- 

Annalen der Physik. IV. Folge. 79. 34 
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stens die Kernschwingungen und die Rotationen des zwei- 
atomigen Molekuls gleichzeitig behzmdeln kann durch Synthese 
der unter 1. und 3. behandelten Fllle.1) - Erwiihnen mochte 
ich noch, daB der Wert n = 0 nicht dem Perschwinden der 
Wellenfunktion 9, sondern einem konstanten Wert derselben 
entspricht, mithin einer Schwingung mit konstanter Amplitude 
auf der ganzen Kugelfliiche. 

4. Der unstarre Rotator (zweiatomiges Molekul). 

Nach der am Ende von Ziff, 2. gemachten Bemerkung 
mussen wir das Problem von Haus aus mit allen seinen sechs 
Freiheitsgraden ansetzen, die es wirklich besitzt. Wir wiihlen 
zungchst die kartesischen Koordinaten xl, y,, zl, x,, y2, z, der 
beiden Molekule, deren Massen m,, img seien. r sei ihr Abstand. 
Die potentielle Energie sei 

7 = 2 n2 yo2 p (r - ro)*; 

Hier moge 
m, % p = -- 
m, f m2 

die ,,resultierende Masse" sein. Dann ist vo die mechanische 
Eigenfrequenz der Kernschwingung bei festgehaltener Kern- 
verbindungslinie. r,, ist der Abstand, in dem die potentielle 
Energie ein Minimum ist. All dies ist im Sinne der gewohn- 
lichen Mechanik gemeint. 

Fur die Schwingungsgleichung (1 8") erhiilt man folgendes 

(36) 

8 ns + [B - 2 nda vo2 p (T - rO)':l tp = 0 . 
Wir fuhren als neue unabhangige Variable ein x, y, z, t, q, 5: 

1) Vgl. A. Sommerfeld, Atombau und Spektrallinien, 4. Aui.  
Die anhsrmonischen Zusatzglieder in der potentiellen Energie S. 833. 

eiehen wir hier noch nicht in Betracht. 
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Die Umrechnung ergibt 

I + [a" - b'(r - T, , )~]  = 0 ,  
wobei zur Abkiirzung 

Nun k6nnen w i r  fur I,U ansetzen das Produkt einer Funktion 
der relativen Koordinaten 2, y, z und einer Funktion der 
Schwerpunktskoordinaten g, q, 5: 
(40) 
Fiir g erhalt man die Bestimmungsgleichung 

v = fk.9 Ys 49  (& 19 5). 

Sie ist von derselben Gestalt wie diejenige, die sich fur die 
kraftefreie Bewegung eines Massenpunktes von der Masse 
ml + m, ergeben wurde. Der Konstante wurde in diesem Fall 
die Bedeutung 
(43) S d  Et Const. = - ha 

zukommen, wo Et die Translationsenergie des genannten Massen- 
punktes. Wir denken diesen Wert in (41) eingetragen. Welche 
W-erte fiir Et als Eigenwerte zulassig sind, hangt nun davon 
ab, ob den urspriinglichen Koordinaten und damit auch den 
Schwerpunktskoordinaten der ganze unendliche Raum zur Ver- 
fugung steht, ohne dab neue potentielle Energien auftreten 
oder nicht. Im ersten Fall ist jeder nichtnegative Wert zu; 
lbsig, jeder negative unzulassig. Denn wenn Zt nicht negativ 
ist, und ur d a m ,  besitzt (41) Losungen, die nicht identisch 
verschwinden und doch im ganzen Raum endlich bleiben. Be- 
findet sich aber das Molekiil in einem ,,Kasten", so ist dieser 
als Randbedingung fiir die Funktion y aufzufassen, oder konse- 
quenter gesprochen: die Gleichung (41) wird an der Kasten- 
wand infolge des Auftretens weiterer potentieller Energien sehr 
abrupt ihre Gestalt andern. Dadurch wird eine diskrete Menge 
von +Werten als Eigenwerte ausgesondert. Es handelt sich 
urn die ,,Quantelung der Translationsbewegung", von der ich 

34 * 
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schon neulich die Hauptzuge besprochen und gezeigt habe, daB 
sie zur Einsteinschen Gastheorie fuhrt.’) 

Fur  den von den relativen Koordinaten x, y, t abhangigen 
Faktor f der Schwingungsfunktion y ergibt sich nun die Be- 
stimmungsgleichung : 

wobei zur Abkurzung 

(39‘) he 
Wir fuhren nun fur 2, y, z Polarkoordinaten r,  9; y ein (was 
mit der bisherigen Verwendung des Zeichens T im Einklang 
ist). Nach Multiplikation mit p erhalt man: 

, S d ( E - - E , )  a =--. 

Neuerliche Aufspaltung von f. Der von den Polarwinkeln ab- 
hangige Faktor ist eine Kugelflachenfunktion. Ordnung n. Die 
geschweifte Klammer ist - n ( n  + I ) f .  Wir denken dies ein- 
getragen, lassen einfachheitshalber das Zeichen f stehen fur 
den von r abhangigen Faktor. Sodann wird als neue ab- 
hiingige Variable eingefuhrt 

und sodann als neue unabhiingige Variable 

Die Umrechnung ergibt: 

(44) x = r f  

(45) (3 = T - T(,. 

Bis hierher lieB sich die Rechnung streng fuhren. Jetzt 
machen wir eine Annaherung, die,, ich wei6 es wohl, einer 
strengeren Begrundung bedurfte, als ich bier dafiir geben werde. 
Wir vergleichen (46) mit der fruher behandelten Gleichung (223, 
mit welcher sie im Bau ubereinstimmt, sich nur im Koeffi- 
zienten der unbekannten Funktion urn Glieder von der rela- 
tiven GrSBenordnung ?/To unterscheidet. Man sieht das, wenn 
man entwickelt: 

1) Physik. Ztschr. 27. S. 95. 1926, 
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- n(m + 1) 
(ro + elP (47) -____ - 

in (46) einsetzt, nach Potenzen von g/ro ordnet und fur Q die 
nur um eine kleine Konstante verschiedene Variable einfiihrt : 

Gleichung (46) erhiilt dam die Gestalt: 

(46’) 

mit den 

1491 

Abkurzungen 

Das Zeichen [p’/ro] in (46’) meint Glieder, welche gegen das 
kleinste noch berilcksichtigte Glied von der Ordnung g‘ / ro 
klein sind. 

Nun wissen wir von der Gleichung(22), mit der wir (46‘) 
jetzt vergleichen, daB deren erste Eigenfunktionen nur in einem 
kleinen Bereich beiderseits des Nullpunktes merklich von Null 
verschieden sind. Erst fur hohere Ordnungszahl dehnen sie 
Rich allmahlich weiter aus. Bei mbBiger Ordnungszahl ist der 
Bereich fur die Gleichung (463, wenn man darin das Glied 
[o‘/r0] fort lapt  und die QrSBenordnung der Molekiilkonstanten 
einsetzt, tatsachlich klein gegen ro. Wir ziehen daraus den, 
ich wiederhole e ~ ,  unstrengen SchluB, daB man auf diese Weise 
fur die ersten Eigenfunktionen innerhalb des Bereichs, wo sie 
uberhaupt merklioh von Null verschieden sind, und auch fur 
die ersten Eigenwerte eine brauchbare Niiherung erhalt. Bus 
der damaligen Eigenwertbedingung (25) leitet man nun in 
leichter Rechnung, indem man die Abkiirzungen (49), (39’) und 
(39) wieder auflost und die kleine Gro8e 

als neue Abkurzung einfuhrt, folgende Energiestufen ab : 

8nP A 1 + 3 e  ) + T h r , 7 / 1  + 38 

( n = O ,  1, 2 . . . ;  z=o, 1, 2...), 
(51) 
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worin noch 
(52) A = p r o s  
f* das Tragheitsmornent geschrieben ist. 

E ist, in der Sprache der klassischen Mechanik, das Qua- 
drat des Verhaltnisses der Rotationsfrequenz zur Schwingungs- 
frequenz v,,; es ist demnach, bei der Anwendung auf das Mole- 
kul, wirklich eine kleine GroBe und die Formel (51) hat, von 
dieser kleinen Korrektion und von den schon friiher besprochenen 
Abweichungen abgesehen, den gewohnten Bau. Sie ist die 
Syntbese von (25’) und (347, wobei noch Zt als Reprasentant 
der Translationsenergie hinzukommt. Hervorzuheben ist, daf3 
die Gute der Nfiherung nicht allein nach der Kleinheit von 
E zu beurteilen ist, es darf auch 1 nicht zu groS sein. Doch 
kommen fur 1 ja pmktisch nur kleine ZaMen in Betracht. 

Die 8-Korrektionen in (51) beriicksichtigen noch nicht die 
Abweichung der Kernschwingungen vom reinharrnonischen 
Typus. Daher ist ein Vergleich mit der Kratzerschen Formel 
(8. Sommerfe ld ,  1. c.) und mit der Erfahrung noch untunlich. 
Ich wollte den Fall vorlaufig nur slls Beispiel dafur bringen, 
daB und in welcher Weise der anschauliche Begriff der Oleich- 
gewichtskonfiguration des Kernsystems, auch in der Undulations- 
mechanik seine Bedeutung beibehslt , indem die Wellenampli- 
tude y praktisch nur in einer kleinen Umgebung der Weich- 
gewichtskoafiguration von Null verschieden ist. Die unmittel- 
bare Interpretation dieser von seehs Variablen abhangigen 
Wellenfunktion im dreidimensionalexl Raum st6Bt allerdings 
zunachst auf Schwierigkeiten begriffhher Natur. 

Auf das Rotationsschwingungsproblem der zweiatomigen 
Molekel unter BeriicRsichtigung der anharmonischen @lieder 
in der Bindnngsenergie wird demnachst zuriickzukommen sein. 
Der von K r a t z e r  mit gro6em Geschick fiir die klassisch- 
mechanische Behandlung ausgewahlte Ansatz ist auch fur die 
Undulationsmechanik der geeignete. Man muB aber, urn die 
Rechnung SO weit zu treiben, als (3s fur die Feinheiten der 
Bandenstruktur notig ist, von der Theorie der Storung der 
Eigenznerte znd Eigenfunktionen Gebrauch machen, d. i. der 
h i e r u n g ,  die ein bestimmter Eigenwert und die zugehbrigen 
Eigenfunktionen einer DiEerentialgleichung erfahren, wenn man 
dem Koeffizienten der unbekannten Funktion in der Differen- 
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tialgleichung ein kleines ,,Stiirungsglied" hinzufugt. Diese ,,St& 
rungstheorie" ist das vollkommene Gegenstuck zu derjenigen 
der klassischen Mechanik, nur ist sie einfacher aus dem Grunde, 
weil wir uns in der Undulationsmechanik durchweg im Gebiet 
hearer Relationen bewegen. In erster Naherung ergibt sich 
die Ausaage, daB die Eigenwertstorung gleich ist dem ,,iiber 
die ungestorte Bewegung" gemittelten Stdrungsglied. 

Die Storungstheorie erweitert die analytische Greifweite 
der neuen Theorie auBerordentlich. Als praktisch wichtiges 
Ergebnis mijchte ich schon hier anfuhren, daB der Starkefekt 
erster Ordnung mit der durch die Erfahrungsbestatigung un- 
antastbar gewordenen Epsteinschen Formel wirklich voll- 
kommen ubereinstimmend gefunden wird. 

Z iirich, Physikalisches Institut der Universitat. 

(Eingegangen 23. Februar 1926.) 




