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3. Uber &as Verh&Ztnis der He4sertberg-Bom- 
Jordanschem Quamtenrnechamik #u der mehem; 

von Erwin Bchrbdinger .  

1. Einleitung und Inhalteiibersicht. 
Bei der auf3erordentlichen Verschiedenheit der Ausgangs- 

punkte und Vorstellungskreise der Heisenbergschen Quanten- 
mechanik') einerseits und der neulich hier in ihren Gtrund- 
ziigen dargelegten und als ,,undulstorische" oder ,,physikalischei' 
Mechanik bezeichneten Theorie? anderseits, ist es reoht 
seltsam, daB diese beiden neuen Quantentbeorien hineichtlich 
der bisher bekannt gewordenen speziellen Ergebnisse miteinander 
auch dort iibereinstimmen, wo sie von der alten Quantentheorie 
abweichen. Ich nenne vor allem die eigeatumliche ,,Halb- 
zahligkeit" beim Oazillator und beim Rotator. Das ist wirklioh 
sshr merkwiirdig, denn Ausgangspunkt, Vorstellungen, Methode, 
der ganze mathematische Apparat scheinen in der Tat grund- 
verschieden. Vor allem aber scheint das Abgehen von der 
klassischen Mechanik in den beiden Theorien geradezu in 
diametrd entgegeiigesetzter Richtung zu erfolgen. Bei Heisen- 
be rg  werden die klassischen kontinuierlichen Variablen durch 
Syateme diskreter ZahIengriiSsn (Xatrizeo) ersetzt, die, von 
einem ganzzahligen Indexpaar abhangig, durch algebraische 
Gleichungen bestimmt werden. Die Autoren selbst bezeichnen 

1) W. Heisenberg, Ztschr. f. Phys. 33. S. 879. 1925; M. Born 
und P. Jordan,  ebendort 34. S. 858. 1925 u. 36. S. 557. 1926 (leteteres 
naiZ Heisenberg). Icch erlaube mir im folgenden der Kiirze halber die 
drei Autornamen im allgemeinen durch den Heiaenberga eu ersetzen 
und zitiere die zwei letetgenannten Abhandlungen mit ,,Quantenmechanik 
I u. 11". Interensante BeitrEige zu der Theorie aueh yon P. Dirac,  
Proc. Roy. SOC. London 109. S. 642, 1925 u. ebendort 110. S. 561. 1926. 

2) E. SchrSdinger, Ann. d. Phys. 79. 5. 361 (1. Mitteilung); 79. 
S. 489. 1926 (2. Mitteilung). Dieee Mitteiliingereihe wird, ganz unabhiingig 
von der vorliegenden Note, welche nur dss Verbindungsglied herstellen 
soll, fortgesetzt werden. 
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die Theorie als ,,wahre Diskontinuumstheorie". l) DieUndulations- 
mechanik hingegen bedeutet gerade umgekehrt von der klassi- 
schen Mechrtnik aus einen Schritt auf die Kontinuumstheorie 
zu. Tritt doch an Stelle des durch endlich viele dependente 
Variable mittels endlich vieler totaler Differentialgleichungen 
beschreibbaren Geschehens ein kontinuierliches feldmapiges 
Qeschehen im Eonfigurationsraum, das von einer einzigen, aus 
einem Wirkungsprinzip ableitbar en partie2le.n Differential- 
gleichung beherrscht wird. Dieses Wirkungsprinzip bzw. diese 
Differentialgleichung ersetzt die Bewegungsgleichungen und die 
Quantenbedingungen der Llteren ,,klassischen Quantentheorie". 9 

I m  folgenden sol1 nun der sehr intime innere Zusammen- 
hang der Heisenbergschen Quantenmechanik und meiner 
Undulationsmechanik aufgedeckt werden. Vom formal mathe- 
matischen Standpunkt hat man ihn wohl als Identitiit (der 
beiden Theorien) zu bezeichnen. Der Gedankengang des Be- 
weises ist folgender. 

Die He i s en b erg sche Theorie knupft die Losung eines 
Problems der Quantenmechanik an die Auflosung eines Systems 
von unendlich vielen algebraischen Gleichungen, deren Un- 
bekannte - unendliche Matrizen - den klassischen Lage- und 
Impulskoordinaten des mechanischen Systems und Funktionen 
derselben zugeordnet sind und eigenartige Xechengesetze be- 
folgen. (Die Zuordnung ist so: einer Lage-, einer Impuls- 
koordinate oder einer Funktion derselben entspricht immer je 
eine unendliche Matrix.) 

Ich werde nun zunachst (88 2 u. 3) zeigea, wie man jeder 
Funktion der Lage- und Impulskoordinaten eine Matrix zu- 
ordnen kann derart, daB diese Matrizen den Born-Heisen- 
bergschen formalen Rechenregeln (zu denen ich auch die 
sogenanntd ,,Quantenbedingung" oder ,,Vertauschungsregel" 

1) ,,Quantenmechanik I", S. 879. 
2) Angeregt wurde meine Theorie durch L. de Broglie,  Ann. 

de Physique (10) 3. S. 22. 1925 (ThBses, Paris 1924) und durch kurzs 
aber unendlich weitblickende Bemerkungen A. Einste ins ,  Berl. Ber. 
1925. S. 9ff. Eines genetischen Xusammenhsnges mit Heisenberg bin 
ich mir durchaus nicht bewult. Ich hatte von seiner Theorie natiirlich 
Kenntnis, fuhlte mich aber durch die mir sehr schwierig scheinenden 
Methoden der transzendenten Algebra und durch den Mangel an An- 
schaulichkeit abgeschreckt, urn nicht zu ssgen abgestolen. 
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zahle; s. u.) jedenfalls geniigen. Diese Zuordnung von Yatrizen 
zu Funktionen ist allgemein, sie nimmt noch gar nicht bezug 
auf das spezielle mechanische Sys tem , das gerade vorliegt, 
sondern ist fur alle mechanischen Systeme die nlmliche. (Mit 
anderen Worten: die spezielle Hamil tonsche Funktion geht 
noch nicht in das Zuordnungsgesetz ein.) Die Zuordnung ist 
aber andererseits noch in hohem Grade unbestimmt. Sie er- 
folgt namlich duroh Permittelung eines beliebigen vollstiindigen 
orthogonalen Funktionensystems mit dem Grundgebiet: ganzer 
Konfigurationenraum. (NB. nicht ,,pq-Raum", sondern ,,p-Raum".) 
Die vorliiufige Unbestimmtheit der Zuordnung liegt eben damn, 
daS man die Vermittlerrolle einem beliebigen Orthogonalsystem 
iibertragen kann. 

Nachdem so in sehr allgemeiner Weise Matrizen kon- 
struiert sind, welche den allgemeinen Rechenregeln geniigen, 
werde ich im 8 4 folgendes zeigen: die Auflosung des speziellen, 
fiir das spezielle Problem charakteristischen algebraischen 
Gleichungssystems, welches die Matrizen der Lage- und Impuls- 
koordinaten mit der Natr iz  der Hamiltonschen Funktion 
verkniipft und welches die Autoren als ,,Bewegungsgleichungen" 
bezeichnen, wird restlos dadurch geleistet, daB man die Ver- 
mittlerrolle einem bestimmten Orthogonalsystem ubertragt; 
namlich dem System der Eigenfunktionen derjenigen partiellen 
Differentialgleichung, welche die Grundlage meiner Undulations- 
mechanik bildet. Die Lijsung des naturlichen Randwertproblems 
dieser Differentialgleichung ist vollstb'ndig aguivalent mit der 
Auflosung des Heisenbergschen algebraischen Problems. 
Alle Heisenbergschen Matrizenelemente, fur die man sich 
etwa in der Vermutung, daS sie die ,,Ubergangswahrscheinlich- 
keiten" oder ,,Linienintensitiiten" bestimmen, interessieren mag, 
lassen sich, sobald das Randwertproblem gelost ist, durch 
Differentationen und Quadraturen wirklich ausrechnen. Ubrigens 
kommt diesen Matrizenelementen oder Grog en, die mit ihnen 
eng verwandt sind, in der Undulationsmechanik eine vollkommen 
anschauliche Bedeutung zu als Amplituden der Partialschwin- 
gungen des elektrischen Momentes des Atoms. Die Intensitat 
und Polarisation des emittierten Lichtes lafit sich also auf dem 
Boden der Miwell-Jorentzschen Theorie verstehen. Eine kurze 
vorliiufige Skizze dieses Zusammenhangs findet sich im 0 5. 
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9 2. Die Zuordnung eines Operatora una. einer Matrix 
zu einem wohlgeordneten Funktionesymbol 

und die Bestiitigung der Produktregel. 

Der springende Punkt bei der Konstruktion der Matrizen 
besteht in der einfachen Bemerkung, da6 die eigenartigen 
Heisenbergschen Rechengesetze fur Funktionen der zweimal 
n GriiBen: ql ,  q2, .  . . 9,; p , ,  p a , .  . . p ,  (Lage- und kanonisch 
konjugierte Impulskoordinaten) genau ubereinstimmen mit den 
Rechengesetzen, die nach der gewiihnliclien Analysis fur die 
h e a r e n  Differentialoperatoren im Gebiete der einmal 
n Variablen pl, pa . . . q,, gelten. Dabei hat die Zuordnung 
so zu geschehen, da6 man in der Punktion jedes p1  durch den 
Operator dlb'q, ersetzt. - In  der Tat ist der Operator dldp, 
mit dldq,,, fur beliebiges m vertausclibar, rnit q,,, dagegen nnr. 
wenn m + 1. Der fur m = l durch Vertauschung und Sub- 
traktion erhaltenen Operator 

ausgefrihrt an einer beliebigen Funktion der qk, reproduziert 
die Funktion, d. h. dieser Operator ist die Identitat. Diese 
einfache Tatsache wird sich im Gebiete der Matrizen als die 
Heisenbergsche Vertauschungsregel abbilden. 

Gehen wir nach dieser orientierenden Vorbemerkung zum 
systematischen Aufbau. Wegen der eben angemerkten ,,Nicht- 
immervertauschbarkeit" entspricht nicht eindeutig einer be- 
stimmten ,,Funktion im gewiihnlichen Sinne" der qk, p ,  ein 
hestimmter Operator, sondern einem ,,in bestimmter Weise 
geschriebenen Funktionssymbol". AuBerdem muB, da wir mit 
den Operatoren d /d  qk keine anderen Rechenoperationen vor- 
nehmen kiinnen, als Addition und Multipliktttion, die Funktion 
der gk, pk als regulke Potenzreihe wenigstens in den pk ge- 
achrieben sein, damit wir den Ersatz von p ,  durch d/dqz vor- 
nehmen kijnnen. Es genugt, die Uberlegungen fiir ein einzelnes 
Glied einer solchen Potenzreihe durchzufiihren, also fur eine 
Funktion von folgendem Bau 

(2) { F ( q k ~ p d f  
(qi 9;3PTp8Pt9(q1 - .*  qJprrh(q1 q n ) P ~ / P a ~ / . * .  

h a l e n  der Phpik. IV. Folge. 79. 48 
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Wir wollen dies als ein ,,wohlgeordnetes E’unktionssymbol“ 
bezeichnen und ordnen ihm den folgenden Operator zu 

wobei etwas allgemeiner als in der orientierenden Vor- 
a bemerkung p ,  nicht einfach durch 818 q, , sondern durch K - a ¶r 

ersetzt ist und K eine universelle Konstante bedeuten soll. 
Als Abkurzung fiir den aus der wohlgeordneten Funktion P 
entspringenden Operator habe ich voriibergehend (a. h. nur fur 
den Zweck des vorliegenden Beweises) das Zeichen [F, .] ein- 
gefiihrt. Mit [P, u] werde ich diejenige Funktion (im gewohn- 
lichen Sinne) von q1 . . . q, bezeichnen, die man erhalt, wenn 
man den Operator auf eine Funktion (im gewohnlichen Sinne) 
u(ql . . . 9,) ausubt. 1st G eine andere wohlgeordnete Funktion, 
so wird [GP, u] bezeichnen die Funktion u,  nachdem an ihr 
zuerst der Operator von F, sodann derjenige von G ausgeubt 
ist; oder, was definitionsgema8 dasselbe ist, der Operator 
von GF.  Naturlich ist das im allgemeinen nicht dasselbe wie 

Nun ordnen wir einer wohlgeordneten Funktion, wie F, 
durch Vermittelung ihres Operators (3) und eines beliebigen 
vollstandigen Orthogonalsystems mit dem Grundgebiet : ganzer 
q-Raum, eine Natrix zu, und zwar in folgender Weise. Zur 
Abkurzung werden wir fur die Variablengruppe q l ,  qa . . . q,, 
einfach x schreiben, wie es aus der Theorie der Integral- 
gleichungen gelaufig ist, und J d x  fur ein iiber den ganzen 
q-Raum erstrecktes Integral. Es sollen nun die Funktionen 

CPG, .I. 

(4) u1(4 vm u2 (4 ve, u:< (4 va * - in inf. 
ein vollstandiges, auf 1 normiertes Orthogonalsystem bilden. 
Es sei also jedenfalls 

(z) ui (x) uk (z) d x  = 0 fur i + k , { = 1 fur i = K .  

Ferner wird vorausgesetzt, da6 diese Funktionen auf dem 
naturlichen Rand des q-Raums (im allgemeinen das Unendliche) 

(5) 
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geniigend stark verschwinden, um die bei gewissen spater vor- 
zunehmenden Integrationen per partes als Nebenprodukte auf- 
tretenden Randintegrale zum Verschwinden zu bringen. 

Der durch (2) dargestellten Funktion P mit dem Operator (3) 
ordneu wir nun die folgende Matrix zu 

(6) 
(Die Schreibweise der Indizes linker Band SOU nicht den 
Nebengedanken ,,kontravariant" erwecken ; von diesem Gesichts- 
punkt aus, den w i r  hier beiseitelassen, ware eher ein Index oben, 
dur andere unten zu schreiben ; wir schreiben die Matrizen- 
indizes oben, weil wir nachher auch die den qk, p s  selbst ent- 
sprechenden Matrixelemente anzuschreiben haben, wo der untere 
Platz besetzt ist.) - In  Worten: ein Matrixelement wird be- 
rechnet, indem man die durch den Zeilenindex bezeichnete 
Funktion des Orthogonalsystems (worunter wir stets die ui, 
nicht die ui vF verstehen wollen) mit der ,,Dichtefunktion" q und 
lnit dem Operator, ausgeubt an der durch den Kolonnenindex 
bezeichneten Orthogonalfunktion, multipliziert und iiber das 
Grundgebiet integriert. l) 

Es ist nicht aehr schwer, zu zeigen, daB additive und multi- 
plikative Verkniipfung der wohlgeordneten Punktionen bzw. 
der zugehbrigen Operatoren sich an den zugehijrigen Matrizen 
~ 1 s  Matrizenaddition und Matrizenmultiplikation auswirkt. Fu r  
die Addition ist das trivial. Fu r  die Multiplikation verliiuft 
der Beweis wie folgt. Sei G irgendeine andere wohlgeordnete 
ltc'unktion, wie P, und 

P k Z  = j p  (x) Uk (2) [E: UI (41 dr .  

(71 G z m  = J'Q UZ (x) [G, u m  (211 d x  

(lie ihr zugeordnete Matrix. Wir wollen die Produktmatrix 
( E ' G ) k m  = 2 P G l m  bilden. Bevor wir  sie anschreiben, formen 
wir den Ausdruck (6) fur P k Z  folgendermafien um. Durch eine 
Herie yon Integrationen per partes wird der Operator [P, .] 
von der Funktion uz (x) auf die Funktion Q ($1 uk(x) ,,hiniiber- 
gewalzt". Mit dem Ausdruck ,,walzen" (statk etwa ,,schieben") 
will ich andeuten, daB die Reihenfolge dei: Operationen sich 

1) Hiireer: Fkz iet der kte ,,Entwicklungskoeffizient" dee an der 

2 

Funktion uz ausgeubten Operators. 
48 * 
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dabei gerade umkehrt. Die als ,,Nebenprodukte" auftretenden 
Randintegrale sollen verschwinden (8. 0.). Der ,,gewalzte" 
Operator, einschliefllich des bei ungerader Anzahl der Diffe- 
rentiationen sich einstellenden Vorzeichenwechsels , werde mit 
[q .3 bezeichnet. Am Beispiel (3): 

(r = Anzahl der Differentiationen). Mit Verwendung dieses 
Zeichens ergibt sich 

(6') p k  a l u l  (.) ['P e (.) ' k  (.)I * 

Berechnet man nun die Produktmatrix, so erhklt man 

c PkL G1" 
1 

= 7 {jut ['J e (.) uk (.)I dl ' ,,fe uZ ('1 LG, 'n, ix)l dx] 
= s[E: e (.) uk (.)I [G, ' m  

1 
dz' 

(8) I 
Die letzte Gleichsetzung ist nichts weiter als die sogenannte 
,,Vollstiindigkeitsrelation" unseres Orthogonalsystems l), an- 
gewendet auf die ,,Entwickelungskoeffizienten" der Runktionen 

1 C G ,  (x)l und [:q Q uk 

Jetzt walzen wir in (8) durch neuerliche Integrationen 
per partes den Operator [P, -3 wieder von der Funktion 8 (x) uk (x) 
fort auf die Funktion [G, um(x)] ,  wobei der Operator seine 
urspriingliche Gestalt zuruck gewinnt. Man erhalt offenbar: 

(9) (PG)km = x P k z  Gz* = ~ ) u ~ ( x ) [ [ F G ,  u ~ ( x ) ] ~ z .  
1 Je ( 

Links steht das k rnte Element der Produktmatrix, rechts, nach 
dem Zuordnungsgesetz (6), das li mte Element der dem wohl- 
geordneten Produkt PG entsprechenden Matrix. W. z. b. w. 

1) Siehe z. B. Courant-Hilbert ,  Methoden der mathematischen 
Physik I, S. 36. Es iat wichtig, daran cu erinnern, d& die Vollstiindig- 
keitsrelation fur die ,.Entwickelungskoeffizienten" auf jeden Fall gilt, 
auch wenn die Entwickelungen selbst nioht konvergieren. Konvergieren 
aie, so ist die Bleichaetzung (8) genz unmittelbar evident. 
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$ 3. M e  Heisenbergsche Quantenbedingung und die Regeln fiir 

Da die Operation (1) die Identitat ist, so entspricht der 
partielle Differentiation. 

wohlgeordneten Funktion 

nach unserem Zuordnungsgesetz , in das wir , wie erinnerlich, 
noch eine universelle Konstante K aufgenommen haben , der 
Operator: Multiplikation mit K. Es entspricht der Funktion (10) 
also die Mutrix: 

(10) PZY, - ZZP, 

Das ist He i senbe rgs  ,,Quantenrelation", wenn man setzt 

was von nun an festgehalten werden moge. - Selbstverstiind- 
lich hatten wir die Relation (11) .such so h d e n  kiinnen, daB 
wir  die den Funktionen qz und p ,  zugeordiieten Matrizen 

in verschiedener Reihenfolge multiplizieren ,und die zwei Resul- 
tate subtrahieren. 

Wenden wir uns nun zu den ,,Regeln fur partielle Diffe- 
rentiation". Eine wohlgeordnete Funktion, wie (2), partiell 
nach qt differentieren so11 hei6en1), sie ohne Veranderung der 
Reihenfolge der Faktoren an jeder Stelle, wo q, in ihr auftritt, 
nach qz differentieren und alle diese Resultnte addieren. Dann 
ist leicht zu zeigen, da6 folgende Qleichung zwischen Opera- 
toren gilt 

1) Mit all diesen Definitionen folgen wir natiirlich getreu H e i s e n -  
berg. Vom streng logischen Standpunkt iet der nachfolgende Beweis 
eigentlich uberschiiesig und wir kiinnten die Regeln (14) und (15) direkt 
hinschreiben, da sie bei H e i s e n b e r g  bewiesen sind und nur auf der 
Summen-, Produkt- und suf der Vertauschungsregel(11) beruhen, welche 
wir bewieaen haben. 
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Der Gedankengang ist dieser. Anstatt wirklich nach q, zu 
differenzieren, kann ich mir's bequemer machen und einfach 
p ,  voranschreiben, das ja  beim Ubergang zu den Operatoren 

a ohnedies durch X - ersetzt wird. Ich mu8 nur erstens durch 
I( fortdividieren. Zweitens wird aber der Operator d l d q ,  
hernach, wenn man den Gesamtoperator auf irgendeine Funk- 
tion u anwendet, nicht bloS auf diejenigen Teile von 2' wirken, 
die qz enthalten (was er soll), sondern falschlich auch auf die 
vom Gesamtoperator ergriffene Funktion u. Diesen PehZer 
korrigiere ich gerade, indem ich noch die Operation [Fp, ,  -1 
subtrahieref 

Betrachten wir nun die partielle Differentiation nach 
einem p,. Ihre Bedeutung fur eine wohlgeordnete Funktion 
wie (2) ist noch etwas einfacher als bei aldq,,  weil die p ,  
ja nur als Potenzprodukte auftreten. Wir denken uns jede 
Potenz von p ,  in einzelne Faktoren aufgelost, z. B. p l p l p ,  
statt pZ3, und konnen dann sagen: bei der partiellen Differen- 
tiation nach p ,  ist jedes einzelne p , ,  das in P auftritt, j e  ein- 
ma1 fortzulassen (wobei alle ubrigen p ,  stehen bleiben); alle 
erhaltenen Resultate sind zu addieren. Wie wirkt sich das 
am Operator (3) aus? ,,Jedes einzelne K- ist j e  einmal 
fortzulassen, alle so erhaltenen Resultate sind zu addieren." 

Ich behaupte, nach dieser Uberlegung gilt die Operatoren- 
gleichung : 

a 42 

a 
a 42 

(15) 

In der Tat: ich denke mir den Operator [Pq,, gebildet und 
versuche nun, in diesem Operator ,,q, durch F von rechts nach 
links durchzuschieben", das soll heiben, durch sukzessive Ver- 
tauschungen auf den Operator [qt3', -1 zu kommen. Das Durch- 
schieben begegnet einem Hindernis nur, so oft ich dabei auf 
ein a / d q ,  stofie. Mit diesem darf ich q, nicht einfach ver- 
tauschen, sondern habe im inneren des Operators zu ersetzen 

durch 

Die von diesen ,,Einsern" gelieferten Nebenprodukte der Ver- 
tauschung bilden, wie man leicht iiberblickt, gerade den ge- 
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wunschten ,,partiellen Differentialquotienten". Nach Beendigung 
des Durchschiebens bleibt noch der Operator [p; F, -1 ubrig, 
welcher uberschiissig ware und deshalb in (15) explizite sub- 
trahiert ist. Damit ist auch (15) bewiesen. Die fur die Opera- 
toren bewiesenen Cleichungen (14) und (15) gelten naturlich 
unverandert zwischen den zur rechten und linken Seite ge- 
liiirigen Matrizen, da ja  durch (6) einem linearen Operator 
eine und nur eine Hatrix zugehort (natiidich bei vorab feat 
gewiihltem Funktionssystem ui (z). l) 

1) Beilaufig bemerkt, gilt von diesem Satz auch die Umkehrung, 
wenigstens in dem Sinue , daB bei vorgegebenem Orthogonalsystem und 
Dichtefunktion zu einer gegebenen Matria: sicherlich lzicht mehr als e in  
Iinearer Differentialoperator nach unserem Zuordnungsgesetz (6) gehoren 
kann. Denn seien in (6) die Fkl vorgegeben, sei [F, -3 der gesuchte 
lineare Operator, dessen E x i s t e m  wir voraussetxelt, und sei cp@)  eine 
atiickweise stetige nnd niitigenfdls hinreichend oft differentiierbare, i m  
iibrigen aber ganz beliebige Funktion der ql,  q2 . . . q,,. Dann liefert die 
Vollstandigkeitsrelation, angewendet auf die Funktionen cp (2) und [F, u k ( i ~ ) ]  

folgendes : 

.fq (5) [F ,  uk ( X I 1  d 5 

(I? (s) '? (2) % ( x )  d z  ' i p  @) u? ($1 [F, U k  @)I d z )  * 

Die rechte Seite kann als eindeutig bekannt gelten, es treten in ihr nur 
die Entwicklungskoeffizienten von cp (z) und die vorgegebenem Matrix- 
elemeote Fzk auf. Durch ,,Wiilzung" (vgl. obeu) kann man die linke 
Yeite in den kten Entwicklungskoeffizienten der E'unktion 

[E', e (4 cp (q 
e 

verwandeln. Es sind also alle Entwicklungskoeffizienten dieser Punktion 
eindeutig festgelegt, mithin auch diese Punktion selbst (,,Courant-Hilbert" 
S. 37). Da nun aber q (5)  feet vorgegeben und cp (,z) eine ganz beliebige 
Funktion ist, so k6nnen wir sagen: das Resultat der Einwirkung des 
gewalxten Operators auf eine beliebige Funktion, welche nur so beschaffen 
ist, da6 sie dem Operator iiberhaupt unterworfcn werden kann, ist e A -  
deutig durch die Matrix P l  festgelegt. Das heiBt aber nichts anderes 
als: der gewukte Operator ist eindeutig festgelegt, denn der Begriff 
,,Operator" ist logiseh identisch mit der Gesamtheit aeiner Einwirkungs- 
resultate. - Bus dem gewalzten Operator erhiilt man durch Walzung 
den gesuchten selbst, eindeutig. 

Man beschte, d& die E&mXc&arkeil. der auftretenden Funktionen 
nicht vorausgesetzt werden multe. - D d  zu eiuer beliebigen Matrix 
ein h e a r e r  Operator immer ezistiert, haben wir nicht bewiesen. 
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5 4. Die Auf 1Saung der Heieenbergechen Bewegungegleichungen. 
Wir haben jetzt gezeigt, daB die unter Vermittlung eines 

beliebigen vollstandigen Orthogonalsystems (4) nach den Defini- 
tionen (3) und (6) aus wohlgeordneten Funktionen verfertigten 
Matrizen allen H e i  s en  b e r g  schen Rechenregeln, einschlieBlich 
der Vertauschungsregel (1 l), geniigen. Jetzt erst betrachten 
wir ein spezielles mechanisches Problem, welches durch eine 
bestimmte H a m i l  t onsche Funktion 

charakterisiert sei. Die Autoren der Quantenmechanikiibernehmen 
diese Funktion zuniichst aus der gewohnlichen Nechanik, welch0 
dieselbe natiirlich nicht in ,,wohlgeordneter" Form liefert ; denn 
in der gewohnlichen Analysis kommt es ja auf die Reihenfolge 
der Faktoren nicht an. Sie ,,normalisieren" oder ,,symmetri- 
sieren" die Funktion sodann in bestimmter Weise fur die 
Zwecke der Quantenmechanik, indem z. B. die gewohnliche 
mechanische Funktion qkpka ersetzt wird durch 

(17) H ( q k ,  P k )  

1 
(p,a:qk + qk'I(:) 

oder auch durch pkqkpk oder durch 
1 
3 (P," q k  $. P k  q k p k  3. q k  P k ?  9 

was nach (11) alles dasselbe ist. Diese Funktion hat d a m  
ale ,,wohlgeordnet", d. h. die Reihenfolge der Faktoren hat 
ale unantastbar zu gelten. Ich will auf die allgemeine Sym- 
metrisierungsregel l) hier nicht eingehen; die Gesichtspunkte 
sind, wenn ich recht verstehe: HkC soll eine Diagonalmatrix 
sein, im ubrigen soll die symmetrisierte Funktion, als Funktion 
der gewohnlichen Analysis aufgefaSt, mit der urspriinglich ge- 
gebenen identisch seha )  Wir werden diesen Forderungen auf 
direktem Wege geniigen. 

Alsdann fordern die Autoren, daB die Xatrizen q l i k ,  P , " ~  
einem unendlichen Gleichungssystem als ,,Bewegungsgleichungen" 
geniigen sollen, welches sie urspriinglich wie folgt schreiben : 

1) ,,Quantenmechanik I" S. 8788. 
2) Die starkere Forderung : soll dieselben quantenmechanischen Be- 

wegungsgleichungen liefern - halte ich fur zu eng. Sie ruhrt rn. E. 
daher, daS die Autoren sich a w h  hinsichllich der qr auf Potmxprodwkts  
beschriinken, was unnatig ist. 
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E =  1 ,2 ,3  ... n 
(18) 

Das obere Indexpaar meint, genau wie friiher bei F k i ,  das 
betreffende Element der zu der betreffenden wohlgeordneten 
Funktion gehorigen Matrix. Die Bedeutung der partiellen 
Differentialquotienten rechter Hand wurde ebenfalls schon 
erklart, dagegen nicht das linker Hand auftretende dldt .  Da- 
mit meiuen die Autoren folgendes: es sol1 eine Reihe von 
Zniilen 
(19) vl, vz, v3, v4 . . . in inf. 
yeben, derart, da6 die obigen Gleichungen erfiillt sind, wenn 
man dem d l d t  die Bedeutung beilegt: Yultiplikation des ik ten  
Matrixelementes mit 2 ?t 1-1 (vi - vk). Also im besonderen 

Die Zahlenreihe (19) ist aber nicht etwa vorweg bestimmt, 
sondern bildet zusammen mit den Matrixelementen qi I r ,  p , i k  

die numerischen Unbekannten des Gleichungssystems (1 8). 
1)ieses nimmt mit der Zeichenerklarung (20), mit den Rechen- 
regeln (14) und (15) und mit Beachtung von (12) folgende Ge- 
stalt an : 

((lurch 2 n ist fortgekiirzt.) 
Diesem Gleichungssystem haben wir also Geniige zu leisten 

und haben dazu kein anderes Mittel mehr verfiigbar, als die 
geeignete Wahl des die Matrizenbildung vermittelnden Ortho- 
gonalsystems (4). Ich behaupte nun folgendes: 

1. Den Gleichungen (18') wird allgemein dadurch geniigt, 
daS man als Orthogonalsystem die Eigenfuaktionen des natiir- 
lichen Randwertproblems der folgenden partiellen Differential- 
gleichung wahlt: 
(3 1) - [a, yl + xy - 0. 
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q~ ist die unbekannte Funktion von q l ,  qa . . . q,,; E ist der 
Eigenwertparameter. Als Dichtefunktion p (r) tritt selbst- 
verstlindlich diejenige Funktion von ql ... qn ad, mit welcher 
man die Gleichung (21) multiplizieren mu8, um sie zu einer 
selbstadjungierten zu machen. Die GroBen vi ergeben sich 
gleich den Eigenwerten Ei dividiert durch h. H k z  wird zu einer 
Diagonalmatrix, mit H k a  = Ev 

2. Hat man die Symmetrisierung der Funktion H in pas- 
sender Weise vorgenommen - der Symmetrisierungsvorgang ist 
m. E. vorliufig nicht eindeutig defiriiert - dann ist (21) iden- 
tisch mi8 der Wellengleichung, die meiner Undulationsmechanih 
zugrunde 1ieyt.l) 

Die Behsuptungen 1. sind fast unmittelbar evident, wenn 
man sich vorlaufig uber die Fragen hinwegsetzt, ob denn die 
Gleichung (2 1) uberhaupt zu einem verniinftigen Randwert- 
problem mit dem Grundgebiet: ganzer 9-Raum, AnlaB gibt, 
ob sie immer durch Multiplikation mit einer passenden Funk- 
tion za einer selbstadjungierten gemacht wird u. dgl. Diese 
Fragen finden ja in weitem MaBe sub 2. ihre Erledigung. - 
Da nun nach (21) und nach Definition der Eigenwerte und 
Eigenfunktionen 

so wird nach (6) 

(23) { 
\ 

und z. B. 

(22) [H, U J  = Ei ui, 

H k z  = J-p (x) uk (z) [H, ul(x)] d z  = E i b  (3) uk (3) u1 (2) d r  

= 0 fur 1 + h 
I El fur 1 = k 

(HqJik 5 C H i m  q l " k  = i3( q I " k ,  
In 

(24) I ( q t H ) ' k =  C q l i m f f m k  = EkqQLik, 

so daB die rechte Seite der ersten Gleichung (18') den Wert 
In 

erhalt : 

(25) 

Ganz analoges 
Behauptungen 

1) Ann. d. 

gilt fur die zweite Gleichung. Dltmit sind alle 
unter 1. bewiesen. 

Physik 79. S. 510. 1926. (Gleichung 18"). 
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Wenden wir uns jetzt der Behauptung 2. zu, das ist: 
Ubereinstimmung des negativ genommenen Operators der 
(passeud symmetrisierten) Hamiltonschen Funktion mit dem 
Wellenoperator der Undulationsmechanik. Ieh will vorerst an  
einem einfachen Reispiel erkliren, weshalb mir der Sym- 
metrisierungsvorgang zul iacbt  nicht eindeutig zu sein scheint. 
Sei, bei einem Freiheitsgsad, die gewohnliche Hamiltonsche 
Funktion 

1 IT = - (p2 + q 2 ) .  (2 6) 2 

Dtlnn kann man fseilich erstens diese Funktion unverandert, 
so wie sie da steht, als ,,wohlgeordnete" Funktion in die 
,,Quantenmechanik" ubernehmen. Man kann aber auch, und 
zwar wie mir scheint zunachst mit demselben Recht, die wohl- 
geordnete Funktion 

(27) 

verwenden, RO f ( g )  eine in weiten Grenzen willkiirliche Funk- 
tion ist. f (q )  wurde in diesem Fall als ,,Dichtefunktion" q(z) 
auftreten. (26) ist ganz offenbar nur ein Spezialfall von (27) 
und es fragt sich, ob und wie e8 uberhaupt moglich ist, den 
Spezialfall, den man meint, allgemein d. h. auch fur kompli- 
ziertere H-Funktionen auszuzeichnen. Sich nur dem zuliebe 
auch in den qk auf Potenzprodukte zu beschranken (wo man 
dann allerdings einfach die ,,Erzeugung von Nennern" verbieten 
konnte), das ist gerade in den wichtigsten Anwendungsfillen 
doch gar zu unbequem. hu6erdem fuhrt das, wie ich glaube, 
nicht zur richtigen Symmetrisierung. 

Ich will nun zur Bequemlichkeit des Lesers die kurze 
Ableitung der Wellengleichung hier in der fur den vorliegenden 
Zweck geeigneten Form wiederholen. Dabei beschranke ich 
mich auf den Fall der klassischen Mechanik (ohne Relativitit 
nnd Magnetfeld). Sei also 

und T eine quadratische Form der pk' Dann kann die Wellen- 
gleichung gewonnen werden l) aus folgendem Variationsproblem : 

1) Ann. d. Pbysik 79. S. 376. 1926. Gleichung (23) und (24). 



fiz steht, wie oben, fur J'. * s d  q1 - . d qR; A:) ist die re& 

proke Quadratwurzel aus der .&kkrimi?&antz der quadratischen 
Form T. Bierer Fahtor darf durchaus nicht fortbleiben, weil 
der ganze ProzeB sonst gegen Punkttransformationen der qk 
nicht invariant ware! Dagegen k6nnte allerdiogs noch eine 
explizite Funktion der qk als Faktor hinzutreten, d. h. eine 
Funktion, welche sich bei einer Punkttransformation der qk 
als Invariante transformiert. (Far A,, trifft dies bekanntlich 
nicht zu, sonst konnte man Ap-# ja  fortlassen, indem man 
jener Zusatzfunktion den Wert A,,+' erteilt.) 

Deuten wir die Ableitung von T nach dem Argument, das 
urspriinglich p ,  lautete, durch den Index pk an, so erhalten 
wir a h  Ergebnis der Pariation: 

I + (P(yJ - E )  Ap-* T,D] d v d x ;  

die E u l e r  sche Variationsgleichung lautet also: 

Man erkennt unschwer, daB dieae Gleichung die Gestalt (21) 
hat, wenn man sich an unser Operatorenzuordnungsgesetz er- 
innert und die E u l e r  sche Gleichung fur homogene Funktionen, 
angewendet auf die quadratische Form T, beachtet: 

I 
(32) '(PkJ Pk) = T T P k  TPk (qk, P k )  * 

In der Tat: wenn man von der linken Seite von (31), mit 
AusschluB des Eigenwertglieder E q, den Operator ablost und 

h a in ihm __ __ durch p k  ersetzt, so erhalt man nach (32) 
2.nI/-1 d q k  
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die negativ genommene Hamiltonsche Funktion (28). Dabei 
hat der VariationsprozeB ganz automatisch eine eindeutig be- 
stimmte ,,Symmetrisierung" des Operators ergeben, die ihn bis 
auf einen Faktor selbstadjungiert und gegen Punkttransforma- 
tionen invariant macht und an  der ich festbalten mcchte, so- 
lange nicht ganz bestimmte Griinde fur das Auftreten des 
obenl) als moglich erwiihnten Zusatzfaktors unter den Inte- 
gralen (29) und fur eine bestimmte Form desselben sprechen. 

Damit ist also die Auflosung des ganzen Systems der 
H eis en b e rg  -B orn - Jordanschen Matrizengleichnngen zuriick- 
gefuhrt auf das naturliche Randwertproblem einer linearen 
partiellen Differentialgleichung. Hat man das Randwertproblem 
gelost, so kann man jedes Matrizenelement, fiir das man sich 
interessiert, nach der Anweisung (6) durch Differentiationen 
und Quadraturen ausrechnen. 

Zur Erkliirung dessen, was dabei unter dem natiielichen 
Randwertproblem, d. h. unter den natiirlichen Randbedingungen 
am natiirlichen Rand des Konfigurationenraumes zu verstehen 
sei, verweise ich auf die durchgerechneten Beispie1e.q Es zeigt 
sich regelma%ig, dab der nattirliche unendlichferne Rand eine 
Singularitat der Differentialgleichung bildet und eindeutig nur 
die eine Randbedingung ,,Endlichbleiben" zuliiBt. Es diirfte 
das ein gemeinsamer Charakterzug der fur die Anwendung 
der Theorie in erster Linie in Betracht kommenden mikro- 
mechanischen Probleme sein. 1st der Bereich der Lage- 
koordinaten kiinstlich beschriinkt (Beispiel: Molekiil in einem 
,,Kasten"), so wird man diese Beschriinkung grundsiitzlich in 
der wohlbekannten Weise durch Einfdhrung geeigneter po- 
tentieller Energien zu beriicksichtigen haben. Auch das Yer- 
schwinden der Eigenfunktionen am Rand ist im allgemeinen in 
weitaus hinreichendem MaBe erfiillt, wenn auch bei gewissen 
von den Integralen (6) Verhaltnisse vorliegen, die eine besondere 
Uberlegung notig machen und auf die ich im Augenblick nicht 
eingehen mbchte (es handelt sich um diejenigen Matrixelemehte 
beim Eeplerproblem, die nach Heisen berg dem Ubergang 
von Hyperbelbahn zu Hyperbelbahn entsprechen). 
- -. 

1) Vgl. auch Ann. d. Phya. 79. S. 362 Anm. u. S. 510. 1926. 
2) Vgl. die voratehend zitierten Arbeiten! 
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Ich habe mich hier auf den Fall der klassischen Mechanik 
ohne Magnetfeld beschrankt, da mir die relativistisch-magnetische 
Verallgemeinerung noch nicht geniigend abgeklart scheint. 
DstS aber auch fiir sie der vollkommene Parallelismus der 
beiden neuen Quantentheorien bestehen bleiben wird, ist kaum 
zu bezweifeln. 

Endlich noch eine allgemeine Bemerkung zu dem ganzen 
Formelapparat der 58 2, 3 und 4. Es wurde in allen Formeln 
das zugrunde gelegte Orthogonalsystem als ein durchaus diskretes 
Funktionensystem angesehen. Das ist es nun in den wichtigsten 
Anwendungsfallen gerade nicht. Nicht nur beim Wasserstoff- 
atom, sondern auch bei den hoheren Atomen mu6 die Wellen- 
gleichung (31) auBer einem Linienspektrum auch ein kon- 
tinuierliches Eigenwertspektrum besitzen, welches sich unter 
anderem in den kontinuierlichen optisehen Spektren manifestiert, 
die rin die Seriengrenze anschlieBen. Es schien besser, die 
Formeln und Gedankengange vorlaufig nicht mit dieser in 
Wahrheit unerlaBlichen Verallgemeinerung zu belasten. Das 
Bauptziel dieser Note ist ja, die formalen Zusammenhaoge 
der beiden Theorien moglichst klar herauszuarbeiten, und diese 
werden durch das Auftreten eines kontinuierlichen Spektrums 
sicher nicht wesentlich abgeiindert. Eine wichtige Vorsicht : 
nicht ohne weiteres die Konvergenz der Entwicklung nach 
Eigenfunktionen vorauszusetzen, haben wir stets eingehalten. 
Dieee Vorsicht ist durch die Haufung der dishreten Eigenwerte 
im Endlichen (an der Seriengrenze) ganz besonders geboten 
die ihrerseits mit dem Auftreten des kontinuierlichen Spektrums 
auf das engste zusammenhangt. 

9 5. Vergleich der beiden Theorien. 
Ausblick auf ein klassisches Veretandnis der Intensitat und 

Polarisation der emittierten Strahlung. 

Falls die beiden Theorien - ich konnte fuglich auch den 
Singular setzen - sich in ihrer gegenwiirtig ausgesprochenen 
Form als haltbar, d. h. schon als die richtige Verallgemeinerung 
auch fur kompliziertere Systeme erweisen sollten l), 80 hat jede 

1) Ea besteht ein spezieller Grund, dies fk fraglich zu halten. 
Beide Theorien iibernehmen vorliiufig die Energiefunktion aus der ge- 
wohnlichen Mechanik. Nun besteht die potmtielte Energie in den bisher 
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Diskussion iiber den Vorzug der einen oder der anderen in 
gewissem Sinne nur ein Scheinobjekt. Denn vom rein mathe- 
matischen Standpunkt sind sie ja vollig aquivalent und es kann 
sich nur urn die grundsatzlich untergeordnete Frage der Rechen- 
bequemlichkeit handeln. 

Es gibt heute nicht wenige Yhysiker, welche ganz im Sinne 
von Kirchhoff  und N a c h  die Aufgabe der physikalischen 
Theorie lediglich in einer mcglichst sparsamen mathematischen 
Beschreibung der empirischen Zusammenh&nge zwischen be- 
obachtbaren GFroBen erblicken, d. h. einer Beschreibung, welche 
den Zusammenhang moglichst ohne Vermittlung prinzipiell 
unbeobachtbarer Elemente wiedergibt. Bei einer solchen Ein- 
stellung ist mathematische xquivalenz mit physikalischer Aqui- 
valenz beinahe gleichbedeutend. Hochstens konnte im vor- 
liegenden Fall ein gewisser Vorzug der Matrizendarstellung 
darin erblickt werden, dab sie wegen ihrer vollkommenen Un- 
anschaulichkeit nicht dazu verleitet, riiumlich-zeitliche Bilder 
des atomistischen Geschehens zu formen, die vielleicht prin- 
zipiell unkontrollierbar bleiben miissen. In  diesem Zusammen- 
hang ist aber jedenfalls folgende Erganzung des oben gelieferten 
Aquivalenzbeweises von Interesse: Die Aquivalenz besteht 
wirhlich, sie besteht auch in umgehehrter Richtung. Nicht nur 
lassen sich, wie oben gezeigt, aus den Eigenfunktionen die 
Matrizen konstruieren, sondern auch umgekehrt aus den numerisch 
gegebenen Matrizen die Eigenfunktionen. Die letzteren bilden 
also nicht etwa eine willkiirliche und spezielle, dem Bediirfnis 
nach Anschaulichkeit frohnende ,,fleischliche Umkleidung" des 
kahlen Matrizenskeletts ; was in der Tat einen erkenntnis- 
theoretischen Vorzug des letzteren begriinden wiirde. Man 
denke in den Gleichungen 

(33) 

behandelten Fallen in der Wechselwirkung von Massenpunkten, von denea 
vielleicht wenigstens der eine wegen seiner groBen Masse auch undulations- 
mechanisch als punktformig gelten kann (vgl. A. Einste in ,  Berl. Ber. 
1925. S. 10). Es muS mit der Miiglicbkeit gerechnet werden, daB die 
fjbernahme des Ansatees fur die potentielle Energie aus der gewohn- 
lichen Mechanik nicht mehr erlaubt ist, wenn beid8 ,,Punktladungen" 
in Wahrheit ausgedehnte Schwiugungszusthde sind, die einander durch- 
dringen. 
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die linken Seiten numerisch gegeben und die Funktionen u,(z: 
gesucht. (NB.: die ,,Dichtefunktion" ist absichtlich fortgelassen, 
die tii (z) sollen fur den Augenblick selbst Orthogonalfunktionen 
sein.) Dann lassen sich durch Matrizenmultiplikation, wobei 
iibrigens keinerlei ,,Wiilzung", d. h. Integration per partes notig 
ist, die Integrale 

(3 4) JP(x)  ui (x) ?f* (x) d z  

ausrechnen, worin P(x)  irgendein Potenzprodukt der qt bedeutet. 
Die Gesamtheit dieser Integrale, bei festgehaltenem i und li ,  
bilden das, was man die Gesamtheit der ,,Momente" der 
Funktion ui(x)wk(x) nennt. Und man weib, daB unter sehr 
allgemeinen Voraussetzungen eine Funktion durch die Gesamt- 
heit ihrer Momente eindeutig festgelegt ist. Somit sind siimt- 
liche Produkte ui(z) uk (3) eindeutig festgelegt, darunter auch 
die Quadrate ~~(z)~, mithin auch die ui(x)  selbst. Die einzige 
Willkiir liegt in der nachtraglichen Ablosung der Dichte- 
funktion g (z), z. B. rB sin 9. bei raumlichen Polarkoordinaten. 
Darin wird man jedenfalls keinen crRenntnistheoretische~ faut pas 
zu befiirchten haben. 

Im iibrigen laBt sich aber der These, daB mathematische 
Aquivalenz mit physikalischer Aquivalenz gleichbedeutend sei, 
iiberhaupt nur bedingte Qultigkeit, zuerkennen. Man denke 
z. B. an die beiden Ausdriicke fur die elektrostatische Energie 
eines Systems geladener Leiter, als Raumintegral Ba ds und 

als Summe iiber die Leiter 2 ei pi. Die beiden' Ausdriicke 
sind fir die Elektrostatik vollkommen aquivalent, der eine laBt 
sich durch eine Integration per partes aus dem anderen ge- 
winnen. Gleichwohl ziehen wir den ersten bedeutend vor und 
sagen, daB er die Energie raumlich richtig lokalisiere. Auf 
dem Boden der Elektrostatik laBt sich diese Bevorzugung 
freilich niemals begrunden, vielmehr nur dadurch, daB der 
erste Ausdruck auch in der Elektrodynamik brauchbar bleibt, 
der zweite nicht 

Welcher von den beiden neuen Quantentheorien unter 
diesem Gesichtspunkt der Vorzug gebiihrt, laBt sich heute wohl 
noch kaum mit Sicherheit entscheiden. Als dem natiirlichen 
Anwalt der einen von ihnen, wird man es m?r aber nicht ver- 

'S 
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argen, wenn ich riickhaltlos - und vielleicht ohne eine gewisse 
Blinseitigkeit vermeiden zu konnen - die Argumente hervor- 
hebe, die zu ihren Gunsten sprechen. 

Die Probleme, die auSer den eigentlich optischen Fragen 
fiir den weiteren Ausbau der Atomdynamik in Betracht kommen, 
werden uns von der Experimentalphysik in eminent anschau- 
licher Form gestellt, als z. B.: wie prallen zwei stof3ende Atome 
oder Molekiile voneinander ab, wie wird ein Elektron oder ein 
a-Partikel abgelenkt, wenn es mit gegebener Geschwindigkeit 
und Flachengeschwindigkeit (,,Perpendike1 vom Kern auf die 
Anfangsbahn") durch ein Atom hindurchgeschossen wird? Um 
solchen Problemen niiher zu treten, ist es durchaus notig, den 
kontinuierlichen Ubergang zwischen der makroskopischen an- 
schaulichen Mechanik und der Mikromechanik des Atoms klar 
zu iiberblicken. Ich habe neulich ') auseinandergesetzt, wie ich 
mir diesen Ubergang denke. Die Mikromechanik stellt sich 
rtls eine Verfeinerung der Makromechanik dar, welche durch 
die geometrisch-mechanische Kleinheit der Objekte notwendig 
gemacht wird und von ganz derselben Art ist wie der Uber- 
gang von der geometrischen zur physikalischen Optik; welch 
letzterer geboten ist, sobald die Wellenlange nicht mehr sehr 
grof3 ist gegen die Dimensionen der untersuchten Objekte oder 
gegen diej enigen Raumabmessungen, innerhalb welcher man 
genauen AufschluB iiber die Lichtverteilung zu erhalten wiinscht. 
- Es scheint mir au6erordentlich schwierig, Probleme der 
oben bezeichneten Art in Angriff zu nehmen, solange man sioh 
aus erkenntnistheoretischen Griinden verpflichtet fiihlt, in der 
Atomdynamik die Anschauung zu unterdriicken und nur mit 
abstrakten Begriffen wie Ubergangswahrscheinlichkeiten, Energie- 
niveaus u. dgl. zu operieren. 

Eine besonders wichtige Frage, j a  vielleicht die Kardinal- 
frage der ganzen Atomdynamik, ist bekanntlich die Frage nach 
der Koppelung zwischen dem atomdynamischen Geschehen und 
dem elektromagnetischen Feld oder dem, was etwa an die 
Stelle des letzteren zu treten hat. Nicht nur gehijrt hierher 
der game Fragenkomplex der Dispersion, der Resonanz- und 
Sekundiirstrahlung und der natiirlichen Liiiienbreite ; sondern 

1) Ann. d. Phys. 79. S. 489. 1926. 
Annalen der Physik. IV. Folge. 79. 49 
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die Bezeichnung gewisser atomdynamischer ClraSen als Emis- 
sionsfrequenzen, Linienintensitaten usw. erhalt eine mehr als 
dogmatische Bedeutung uberhaupt erst dann, wenn die Kop- 
pelung in irgendeiner Form mathematisch beschrieben ist. 
Hier hat nun die Matrizendarstellung der Atomdynamik auf 
die Vermutung gefiihrt, daf3 in der Tat auch das elektro- 
magnetische Feld anders, niimlich matrizenmaBig, dargestellt 
werden mup, um die Koppelung mathematisch formulieren zu 
konnen. Die Undulationsmechanik xeigt, daS hiezu jedenfalls 
kein Zwang besteht, denn der mechanische Feldskalar (von 
mir mit q bezeichnet) besitzt viillig die Eignung, sogar in die 
unverilnderten Maxwell- L o r  en  t z schen Gleichungen zwischen 
den elektromagnetischen Feldvektoren, als ,,Quelle" derselben 
einzugehen; so wie umgekehrt die elektrodynamischen Potentiale 
in die Koeffizienten der Wellengleichung eingehen, welche den 
mechanischen Feldskalar bestimmt.') Es verlohnt jedenfalls, 
die Darstellung der Koppelung einmal so zu versucken, da6 
man in die unveranderten Maxwell-Loren tzschen Clleichungen 
als PiererstTom einen in passender Weise aus dem mechanischon 
Feldskalar w der Elektronenbewegung (vielleicht unter Ver- 
mittelung der Feldvektoren selbst oder der Potentiale) ab- 
geleiteten Vierervektor eintragt. Es besteht sogar eine gewisse 
Hoffnung, da6 man dann die Wellengleiehung fur w gleichfalls 
als Folge der Maxwell-Lorentzschen Gleichungen hinstellen 
kannte, namlich als Kontinuitlitsgleichung der Elektrizitat. - 
Die Schwierigkeit, welche fur das Jlehrelektronenproblem zu- 
nilchet darin liegt, daI3 tp je eine Funktion im Kunfigurationen- 

1) Bhnliche Gedanken W3ert H. L a n c e o s  in einer kurzlich erschie- 
nenen interessanten Note (Ztschr. f. Phys. 35. S. 812. 19261, welche gleich- 
falls schon die wertvolle Erkenntnis enthalt, daS die Heisenbergsche  
Atomdynamik auch einer kontinuierlichen Deutung f6hig ist. Im ubrigen 
hat aber die Lanczossche  Arbeit mit der vorliegenden weniger direkte 
Beriihrungspunkte, ais man im ersten dugenblick meinen sollte. Die 
Determinierung des vorliiufig noch ganz unbestimmt gelassenen L a n e z o s -  
schen Formelsystems ist lzichf in der Richtung eu suchen, da6 etwa 
L a n c z o s e n s  symmetrischer Kern K(s, u) mit der Greenschen Furaktiolz 
unserer Wellengleirhung (21) oder (31) zu identifizieren sei. Denn diese 
Greensche Funktion, wenn sie existiert, hat, eu Eigenwerten die Quanten- 
niveaus selhst. Von dem Lancaosschen Kern dagegen wird verlangt, 
daB er die rexiproken Quantenniveaus zu Eigenwerten haben 8011. 
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raum, nicht im wirklichen Raum ist, soll nicht unerwahnt 
bleiben. Immerhin mochte ich am Einelektronenproblem etwas 
naher erlautern, daS es mbglich sein durfte, auf diese Weise 
eine auBerordentlich anschauliche Deutung der Intensitat und 
Polarisation der Strahlung zu geben. 

Betrachten wir das undulationsmechmische Bild des 
Wasserstoffatoms in einem Zustand, wo der mechanische Feld- 
skalar w durch eine Reihe von diskreten Eigenfunktionen 

(x steht hier fur drei Variable, etwa T, 8, rp; die ck denken 
wir reell und es ist rechts der reelle Teil zu nehmen.) Wir 
niachen nun die Annahme, die Raumdichte der Elekt,rizitit sei 
durch den reellen Teil von 
(36) 

gegeben. 
bedeuten. Man berechnet dann fur die Raumdichte 

Der Querstrich soll hier das konjugiert Komplexe 

Ek - Em Raumdichte = 2 R 2 ck c,,, uk (z) unL (2) 

(k, m) 
2 n t  
h sin -(Em - Ek), 

(37) 

wo die Summe uber jede Kombination (K,m) nur einmal zu 
erstrecken ist. Als Frequenzen treten in (37) nur mehr die 
Termdiferenzen auf. Diese sind so niedrig, daS die ent- 
sprechende fftherwellenlange groS ist gegen die Atomdimen- 
Eiionen, das heiSt gegen denjenigen Bereich, innerhalb dessen 
(37) uberhaupt merklich von Null verachieden ist.') Die Aus- 
strahlung kann daher einfach nach dem Dipolmoment beurteilt 
werden, welches das ganze Atom nach (37) besitzt. Wir 
multiplizieren (37) mit einer kartesischen Koordinate ql und 
init der ,,Dichtefunktion'( g (z) (im vorliegenden Fall r2 sin 8) 
und integrieren iiber den ganzen Raum. Nach (13) erhalten 
wir fur die Komponente des Dipolmoments in der Richtung qg 

1) Ann. d. Phys. 79. S. 371. 1926. 
49 * 
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Es ergibt sich also tatsbcblich eine ,,E’ourierentwickelung6r des 
elektrischen Moments des Atoms, in der bloB die Term- 
differemen als Frequenzen vorkommen. In  den Koeffizienten 
treten die Heisenbergschen Matrixelemente q t m  in  solcher 
Weise auf, daB ihr mitbestimmender EinfluB auf die Intensitat 
und Polarisation des betreffenden Teiles der emittierten 
Strahlung auf Grund der klassischen Elektrodynamik voll- 
kommen verstandlich wird. 

Die vorstehende Skizze des Strahlungsmechanismus ist 
noch lange nicht voll befriedigend und keinesfalls endgiiltig. 
Der Ansatz (36) macht vom komplexen Rechenapparat in etwas 
freier Weiso Gebrauch zur Beseitigung mi6liebiger Schwingungs- 
komponenten, doren Ausstrahlung iiberhaupt nicht auf dem 
einfachen Weg uber das Dipolmoment des Gesamtatoms unter- 
sucht werdcn kann, weil die entspreclienden h;therwellenlangen 
(etwa 0,Ol A.) weit unterhalb der Atomdimensionen liegen. 
Ferner ergibt. die Raumdichte (87), wonn man iiber den ganzen 
Raurn integriert, nach (5) Null, und tiicht, wie man verlangen 
mu8, einen endlichea, von der Zeit unabhiingigen Wert, der 
auf die Elektronenladung normiert werden mii6te. SchlieBlich 
ware, erganzend, der magnetiachen Aiisstrahlung Rechnung zu 
tragen, da ja bei raumlicher Verteilung der Elektrizitats- 
stromung Ausstrahlung mijglich ist, auch ganz oline da6 ein 
elektrisches Moment auftritt, z. B. bei eioer Rshmenantenne. 

Immerhin eracheint die Hoffnung wohl berechtigt, da6 auf 
Grund eines dem hier skizzierten sehr ahnlichen analytischen 
Mechanismus ein wirkliches Verstaindnis der Beschdenheit der 
emittierten Strahlung sich wird erzielen lascen. 

(Eingegangen 18. M i r z  1926.) 




