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8. Weiteres %urn Aus&au 
&er EoppetumgstheorCe der Zeernaneffekte ; 

von W. Vodgt. 

1. Der Nachweis einer gegenseitigen Einwirkung der Kon- 
stituenten von Serienduplets und -triplets im Magnetfelde I) 

gibt der Ausarbeitung der Loren tzschen Koppelungshypothese 
neue Anregung. Ich will im nachstehenden zunhchst einiges 
Allgemeine erortern, das hierher gehort, und mich dam &her 
mit dem gegenwartig am meisten interessierenden speziellen 
Falle beschAftigen, mit den Duplets von dem “yp der D-Linien, 
deren eine Konstituente fiir sich im Magnetfelde ein Qua- 
druplet, deren andere ein Sextuplet liefert. 

In einer friiheren Notiza) habe ich gezeigt, daB aus den 
von mir zur Ableitung der komplexen Zeemaneffekte einzelner 
Linien benutzten Cfnrndformeln sich in den einfacbsten Fallen 
von Koppelungen verschiedener Linien unter Umstanden Er- 
scheinungen ergeben, die mit den Beobachtungen an den Wasser- 
stoff linien durchaus ubereinstimmen. Ich habe nach diesem 
Ergebnis die nberzeugung ausgesprochen, dal3 dieselben Grund- 
lagen auch zur Darstellung der Erscheinungen an den B-Duplets 
(wie ich den bez. Typ weiterhin kurz bezeichnen werde) BUS- 

reichen warden; aber ich habe wegen der Komplikation des 
Problems und wegen der voraussichtlichen WillkUrlichkeiten, 
welche bei ihm die g r o h  Zahl der wirksamen Freiheitsgrade 
bedingen mochte, die Behandlung des Problemes nicht ver- 
sucht. Indessen habe ich mich doch dem Eindruck nicht ver- 
schliel3en konnen, daB (wie mir auch Hr. Paschen brieflich 
aussprach) die H- Duplets fur eine entscheidende Priifung der 
Theorie aus dem Grunde weniger gunstig sind, weil die 

1) F. Paschen u. E. Back,  Ann. d. Phys. 39. p. 897. 1912. Vgl. 

2) W . V o i g t ,  Ann. d. Phys. 40. p. 368. 1913. 
auch G. Wendt, ebenda 40. p. 607. 1913. 
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Zeemaneffekte der einzelnen Linien nicht zweifellos feststehen. 
Ich habe mich demgemaB neuestens der Behandlung der 
D-Duplets, bei denen dieser Mange1 nicht vorliegt, und bei 
denen zugleich die Art der Einwirkung starkster Felder auf 
den Zeemaneffekt zweifellos aufgeklart ist, zugewendet , und 
die genaue Untersuchung hat hier uberraschenderweise bei allen 
Komplikationen der Rechnung prinzipiell doch einfache Verhalt- 
nisse und eine vollige Wiedergabe der bisherigen Beobachtungen 
durch die Theorie ergeben, so daB das Resultat als eine Stutze 
der Koppelungshgpothese bezeichnet werden darf. 

Seit meiner ersten Notiz hat Hr. Sommerfeld’) ver- 
sucht, von einer ganz anderen Vorstellung ausgehend das Ein- 
treten eines normalen Triplets bei Seicienduplets und -triplets 
in starken Feldern zu erklaren. Ich glaube nicht, daS der 
Versuch bisher als gegluckt bezeichnet werden kann; das 
Sommerfeldsche Modell (das ich schon fruher erwahnt und 
kiirzlich zu anderen Zwecken auch behandelt habe)*) gibt nam- 

1) A. S o m m e r f e l d ,  Ann. d. Phys. 40. p. 748. 1913. 
2) Ich mochte hier eine historische Bemerkung einschalten. Den 

Gedanken, daS man quasielastische Kriifte von den in der modernen 
Optik erforderlichen GesetzmaBigkeiten auf elektrischem Gebiete dadurch 
gewinnen kann, da6 man die negativen Elcktronen innerhalb der raum- 
Zkh azcsgedehnten positiven Ladungen beweglich denkt, trage ich seit 
12 Jahren in meinen Vorlesungen vor. Fur manche Zwecke genugt die 
einfachste Vorstellung homogener positiver Kugeln (die seit deren Be- 
nutzung durch J. J. T h o m s o n  als sein Atommodell geht), fur manche 
die von Kugeln, die in Sehichten homogen sind (W. Voigt ,  Ann. d. Phys. 
6. p. 459. 1901). Verhaltnisse, die denen der Serientriplets und -duplets 
nahe zu kommen scheinen (drei bzw. zwei Eigenfrequenzen), entstehen 
durch Heranziehung von Ellipsoiden (W. Voig t ,  Magneto- und Elektro- 
optik, Leipzig 1908. p. 69). Die letztere Vorstellung ist mit dem Sommer-  
f e l  dschen Modell identisch. Ihre systematische Anwendung in der 
Magnetooptik ist von mir in einer kiirzlich erschienenen Arbeit (W. Voigt, 
G6tt. Nachr. 1912 p. 861) vorgenommen worden. Dabei ist das Analogon 
des von Hrn. S o m  m e r  f e I d  durchgefuhrten Emissionsproblems auf dem 
Gebiete der Absorption erledigt. Die Formeln reichen sogar noch weiter, 
insofern die Frage der IntensitLtsverteilung in den Ahsorptionslinien und 
der Orientierung der Molekule im Magnetfeld systematisch beantwortet 
ist. Einzig ist die Diskussioiz nicht durchgefiihrt, insofern dieselbe ent- 
sprechend dem speziellen Ziel der Unt,ersuchuog auf schwacke Felder be- 
schrankt ist. (Idwe Fortsetzung erscheint demniichst.) Die Resultate 
fuhren mich a. a. 0. zu dem SchluS, daS das Modell das magnetische 
Verhalten der Serientriplets und -dupleta nicht darzustellen vermag. 
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lich fur die einzelnen Konstituenten der Duplets und Triplets 
nicht die beobachteten magnetischen 2erlegungen.l) Dasselbe 
fuhrt nur drei Freiheitsgrade und nur normale (Loren t z sche) 
Feldwirkungen ein: da ist es nicht zu verwundern, da0 schlie0- 
lich normale Triplets resultieren. Bei den D-Duplets handelt 
es sich aber, wie unten erortert wird, urn 12 Freiheitsgrade 
und anormale Feldwirkungen ; unter solchen Umstanden in 
starken Feldern normale Triplets zu erkliiren, ist eine betracht- 
lich schwierigere Frage. 

Der Nachweis, da8 alle Serienduplets und -triplets jene 
normalen Zeemantriplets liefern, ist ubrigens noch nicht er- 
bracht ; die bisherigen Wahrnehmungen an dem 0-Triplet 
(;i=394’7 L-E.) scheinen mir z. B. ein solches Verhalten nicht 
zu erweisen. Wahrend hier die p-Komponenten sich zu einer 
merklich scharfen Linie zusammenziehen, uberdecken die 
s-Komponenten auch bei den starksten bisher zuganglichen 
Feldern auf jeder Seite derselben noch einen gr8Beren Raum, 
als das anfangliche Triplet.3) 

Es wird sich iibrigens bei den nachstehenden theoretischen 
Erorterungen zeigen, wie auch die Theorie es keineswegs 
wahrscheinlich macht, daB jedes System gekoppelter Linien in 
starken Feldern zu einem normalen Triplet wird. 

2. Ich beginne mit der Rekapitulation der Form, die ich 
den L or en t z schen Formeln gegeben habe. 3 Die %-Achse liege 
parallel den Kraftlinien des Feldes, X und Y seien die Kom- 
ponenten der in der Lichtwelle schwingenden elektrischen 
Feldstarke, xh und y h  die Komponenten der Elongation eines 
schwingenden Elektrons (h ) .  Dann lassen sich die ersten 
beiden Systeme der Bewegungsgleichungen fur die Elektronen 
schreiben: 

1) Anf den Widerspruch seiner Resultate hinsichtlich der Linien- 
breite der in stkirksten Feldern entstehenden Triplets mit der Erfahrung 
maoht Hr. Sommerfeld selbst aufmerksam. 

2) F. Paschen u. E. Back, 1. c. p. 913 und Tafel VII. 
3) WPhrend der Korrektur erhalte ich von Hm. Paschen die 

Nachricht, daE er bei weiter gesteigerten Feldern eine Zusamrnenziehung 
der s-Komponenten im Sinne der Triplets beobachtet hat. 

4) W. Voigt, Ann. d. Phys. 24. p. 193. 1907. Zur rationellen Be- 
grundung s. Ann. d. Phys. 36. p. 897. 1911. 
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Hierin sind die 
(2) f j j = f j  

(3) 53 j 

die Konstanten einer auf das Elektron (j) wirkenden Dampfungs- 
kraft; die 

9 . .  = 9. 
sind dem Felde proportional und messen die Wirkung, welche 
das einzelne Elektron (JJ in demselben e r f i r t .  Die f j k  und 
g j k  sind die mit dem Felde proportionalen Koppelungsfunk- 
tionen erster und zweiter Art; fur sie gilt 

(4) f j k  = - f k j  1 9 , i k  = -k 9kj * 
FaBt man entsprechende Gleichungen beider Systeme (1) 

mit den Faktoren 1 nnd & i zusammen und setzt 
(5) zjfiyj=Cj, X + i Y = Z ,  f jkFig jk= hjk, c F i g j = h j ,  
dann erhalt man die Form 

\ m C1"+ kl Cl + h,,  Cl'+ A,, C2' + ... = . Z . 
m c2"+ k,  C2 + h,, Cl'+ h,, C2' + ... = . Z . 

(6) I . .  . . . . . . . . . . . . .  
Wegen der doppelten Vorzeichen in den t, 2, hjk stellt 

dieses System zwei Formelsysteme dar; ein jedes von ihnen 
druckt die Fortpflanzung einer zirkular-polarisierten Welle 
parallel der Z-Achse aus, die ich wieder kurz als die &-Wellen 
bezeichnen werde. 

Im Falle komplexer Losungen und Schwingungen mit der 
Frequenz v liefert (6) 

51 + i v h, 2 5.3 + i v It1353 + * - - = e Z 
(7) 1 A,, c, + p ,  c2 + iv h,, c3 + 
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Bezeichnet N die Anzahl der gekoppelten Systeme in der 
Volumeneinheit, und setzt man 
(9) 4 n i V e X & , =  D k Z ,  
so bestimmt sich der komplexe Brechungsindex nrl: fiir die 
beiden parallel 2 fortschreitenden und f -zirkular polarisierten 
Wellen durch 
(10) n: - 1 = l7,. 

s- Welle gilt in geniigender Anniiherung 
(1 1) 

Far die normal zum Feld fortgepflanzte und schwingende 

nI2- 1 =+(17, +lip). 

FehIt das Magnetfeld, so werden die Gleichungen (7) zu 

p : c j = e Z ,  j = 1 , 2 ,  ..., wobei 
p.0 = k j  + i v f j  - m v Z .  

J 

(12) { 
Eine jede Formel (12) signalisiert das Auftreten einer Ab- 
sorptionalinie bei der Frequenz 

(1 3) v j =  ykjlm; 
sind mehrere (a) dieser 1;. einander gleich, so fallen die ent- 
sprechenden Absorptionslinien zusammen, so daB sie sich fur 
die Beobachtung einheitlich darstellen. Wir nennen eine aolche 
Linie, deren Natur sich im Zeemaneffekt enthullt, dann eine 
u-fache. Die Formeln (10) und (1 1) stellen die Veranderungen 
der Absorptionslinien durch die Wirkung des Magnetfeldes da r  
(den inversen Zeemaneffekt), dem analoge Bnderungen der 
Emissionslinien (direkter Zeemaneffekt) entsprechen. 

3. Fur  die normal zum Feld fortgepflanzte und parallel 
zum Feld schwingende p-Welle lauten die Bewegungsgleichungen 
nach meinem Ansatz 

Dabei sind Gj = f i  wieder die reellen Dampfungskonstanten, die 

mit dem Felde proportionale Koppelungsfunktionen , die aber 
nicht den fruheren f j k  gleichartig sind. 

Von besonderem Interesse ist fur m a  der Fall, daB das 
System eine gerade Zahl von gekoppelten Elektronen enthiilt, 

(15) rjt  = - f k j  
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die Paare von untereinander gleichartigen darstellen, derart, daS 
man bei Einfuhrung zweier Arten von Koppelungsfunktionen 
f‘., und g j k  das System (14) schreiben kannl) 

Fa& man entsprechende Gleichungen beider Systeme mit 
1 und _C i zusammen und setzt 

zjk i3; = C;, (1 & i)z= Z, 
(18) { f i , T i g .  ~k = / L . k ,  J f j F  i $ j =  h ’ ,  9 

so gelangt man zu dem System (6) und bei Voraussetzung 
komplexer Losungen zu (7) zuruck. 

Bildet man analog zu (9) 

4 ?r $ (2% + 2 a J ,  

wobei jetzt, da lauter Paare von Elektronen betrachtet werden, 
+iV an Stelle von friiher N steht, so labt sich dies schreiben 

= 4n3-[+(1 - i ) S ( z ,  + ia,) + + ( I  + i ) X ( z ,  - iaJ] 

und fuhrt, da die z,, + ia,, sich mit (1 + i) 8, die zh - ia,, sich 
mit (1 - i ) Z  proportional finden, auf zwei bez. in Ck - i s j k  
und fjk + isjk gleichgebildete Summen Il+ und l7-, so dab 
man schreiben kann 

N e  

N e  4 n  -2-(xz,, + 2 8 , )  = *(H+ + l 7 - ) Z .  

npa - 1 = +(n+ + a). 
Fur  den komplexen Brechungsindex der p-Welle ergibt sich 
dann 
(1 9) 

1) ‘W. Voigt ,  Ann. d. Phys. 40. p. 377. 1913. 
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Diese Formel stimmt vollstandig mit (11) iiberein und 
hierauf beruht die Maglichkeit, die s- und die p-Wellen weit- 
gehend zusammen zu diskutieren. 

4. Die Funktionen Ir+ sind Quotienten, die im Nenner 
die Determinante der Gleichungen (7) enthalten, im Zahler die 
Summe aller ihrer ersten Partialdeterminanten. Sind a Frei- 
heitsgrade cj gekoppelt, so ist der Nenner eine Funktion aten, 
der Zahler eine (a - l)t, Grades in den pj. 

Sind siimtliche pj einander gleich (= p), so resultiert der 
frUher allein von mir betrachtete Fall des Zeemaneffektes einer 
einzelnen (a-fachen) Spektrallinie. Fur  diesen habe ich seiner- 
zeit bewiesen, daB trotz der komplexen Natur der hjk die Para- 
meter von Zahler und Nenner siimtlich reel1 sind, und dab 
der Nenner nur reelle Wurzeln p besitzt. Man kann daher jedes 
der 17 in Partialbriiche zerlegen nach dem Schema 

wobei nun jedes Glied die Existenz eines Absorptionsstreifens 
(einer Zeemankomponente) ausdruckt. Der Ort derselben be- 
stimmt sich durch die Frequenz, fur welche der reelle Teil 
des Nenners in dem bzw. Glied verschwindet; ihre Starke wird 
durch den Zahler gemessen; die Halbwertsbreiten sind far 
alle gleich. 

Es ergeben sich hiernach (wegen l7+ + n-) in der s- und 
i n  der p-Welle zweimal a Zeemankomponenten, von denen im 
allgemeinen die durch l7, und die durch l7- gelieferten auf 
verschiedenen Seiten der feldlosen Linie liegen. l) Ich werde 
im AnschluB an dieses Resultat auch im allgemeinen Falle 
verschiedener gekoppelter Spektrallinien die Absorptionslinien, 
die durch lZ+ und die durch A'- fur sich bestimmt werden, 
als die Zeemankomponenten der einen oder der anderen Seite 
bezeichnen. 

5. Was nun die Anregungen angeht, welche die Beobach- 
tungen der Herren P a s c h e n  und Back  far die Ausgestaltung 
der Koppelungstheorie geben, so geht die erste von der bloben 

1) Im allgemeinsten Falle - der iibrigens fir ~ U S ,  wie unten zu 
zeigen, hier nicht in Frage kommt - kann a fur die s- und fur die 
p-Welle verschieden aein. 

- ~- 
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Konstatierung einer Koppelung zwischen den Linien von Serien- 
duplets und -triplets aus und fiihrt zu einer Festestlegung des Ver- 
hiiltnisses der Freiheitsgrade f iir die gekoppelten Linien. 

Urn ein Beispiel zu geben, sei angekniipft an den Typ der 
D-Linien , deren Zeemaneffekt bekanntlich durch das nach- 
stehen de Schema wiedergegeben wird. Hierin bezeichnet o die 

Fig. 1. 

Lage der feldlosen Linien, o n  = a die normale Aufspaltung, 
und den beiden D-Linien kommen die Komponenten zu: 

D,: * ? a ( p )  * + U ( S ) ,  

D,: & + a ( y )  2 # a ( s )  & $ a ( s ) .  

Aus dem Verhalten der s-Komponenten erweist sich in der 
D, - Linie die doppelte Anzahl von Freiheitsgraden wirksaxu, 
wie in der D,-Linie; da  aber die beiden Linien gekoppelt sind - 
etwa ein jedes Na-Molekiil nebeneinander einen Entsender fur a,- 
und B,-Schwingungen enthalt -, so muB nach der einfachsten 
Annahme die Gesamtan:ahl der Freiheitsgrade in der Voobcmen- 
einheit, auf denen die D,-Linie beruht, doppelt so groB sein, 
wie diejenige von B,. Hiermit stimmt iiberein, dab die D,-Linie 
intensiver ist, als die D,-Linie, und Hr. Roschdestwenskyl)  
hat sogar das Verhaltnis der insgesamt wirksamen Freiheits- 
grade fiir D, zu D, durch Beobachtungen iiber die Dispersions- 
verhaltnisse des Na - Dampfes mit ziemlicher Genauigkeit zu 
:wei bestimmt. 

Wenn nun dies Verhaltnis in dem Zeemaneffekt der p-Kom- 
ponente anscheinend keinen Ausdruck findet, so hat man dies 
dahin zu deuten, daB hier der eine der beiden Freiheitsgrade 

1) D. R o s c h d e s t w e n s k y ,  Ann. d. Phys. 39. p. 307. 1910. Hr. 
Sommerfe ld  macht mich brieflich darauf aufmerkssm, daB das Zahlen- 
verbaltnis 1.: 2 eich besonders einfach auch aus dem Ellipsoidmodell er- 
gibt : beim Ubergaug von dem Dreiachsen- zum Rotationstyp. 
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der D,-Linie nicht direkt wirksam wird, entuieder, weil beide 
die gleiche Zerlegung geben, d. h. sich nicht trennen, oder aber, 
weil die eine theoretisch vorhandene p-Komponente verschwindede 
Starke hat. Es sei daran erinnert, daB die Theorie auf diese 
Moglichkeit von Komponenten verschwindender Starke ganz 
direkt hinweist, und daB ich, daran ankniipfend, schon fruher 
die Deutung anormaler Duplets als Quadruplets als moglich 
bezeichnet habe.') 

Ahnlich wie vorstehend fur die D-Duplets auseinander- 
gesetzt ist, wird man ganz allgemein als Folge einer konsta- 
tierten Koppelung zwischen den Konstituenten von Serien- 
triplets und -duplets die Proportionalitat zwischen den Zahlen 
der s- und der p-Freiheitsgrade fiir die Konstituenten fordern, 
derart, daB wenn die beziiglichen Zahlen mit S,, S,, 8, und 
PI, P2, P, bezeichnet werden, die Beziehung 

s, : s, : s, = PI : P% : P3 

gilt. Steht die Anzahl der wahrnehmbaren Zeemankompo- 
nenten hiermit im Widerspruch, so wird man, wie oben, ent- 
weder zu der Annahme mehrfacher, oder aber zu derjenigen 
verschwindender Komponenten greifen miissen. Natiirlich bleibt 
dabei beziiglich der Anzahl der haranzuziehenden verborgenen 
Komponenten eine gewisse Freiheit. 

Aber es wird sich empfehlen, jederzeit zuniichst die mog- 
lichst einfache Deutung zu verfolgen. 1st dabei eine Bestimmung 
des Verhaltnisses der Freiheitsgrade auf anderem Wege (wie 
bei den D-Linien z. B.) gewonnen, so vermag dieses ein wich- 
tiges Hilfsmittel bei der Deutung zu bieten. 

Im iibrigen konnen wir den ,,unwirksamen" Freiheitsgrad 
der p-Schwingung von D, zunachst noch nicht naher bestimmen; 
das Mittel hierzu wird erst im nachstehenden gewonnen werden. 

6. Eine weitere Direktive fur den Ausbau der Koppelungs- 
hypothese liefert die aus den Paschen-Backschen Beobach- 
tungen folgende Regel, daB bei starhen Peldern das System der 

1) Vgl. dazu W. Voigt ,  Ann. d. Phys. 24. p.212-213. 1907. Diese 
verschwindenden Komponenten einer Zerlegung sind natiirlich ganz anders 
aufzufassen als die, deren R i t z  sich bedient. Hier ist die verschwindende 
Intensittit aus den speziellen, anderweit wirksamen Parameterwerten der 
Koppelung abgeleitet; dort bleibt sie unerklart. 
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Zeemankomponenten sich merklich symmetrisch in bezvg auf den 
geometrischen Mittelpunkt des Serienduplets bzw. -triplets gestaltet. 

Unsere Ausdrucke fur na - 1 in (11) und (19) enthalten 
die Funktionen 

wobei sich die Indizes auf die verschiedenen gekoppelten Elek- 
tronen oder Freiheitsgrade beziehen. 

p j  = k, + i v h ,  - m y a ,  h j  = 6 g j ,  

Setzen wir nun 
1 

(21) pi = p + nj, wobei p = FCPj 
ist, unter a wieder die Anzahl aller komplexen Freiheits- 
grade cj verstanden, so hat nj die Form 

1 1 
(22) nj=k j -K+iv (h j -h ) ,  wobei k = - C k j ,  h = - 2 h  a j '  

Diese nj treten in den Formeln (11) und (19), wie spiiter noch 
an speziellen Beispielen erlautert werden soll, neben den 
Koppelungsfunktionen hjk auf, die dem Felde proportional 
sind. Sol1 nun mit wachsendem Felde die urspriingliche Kon- 
figuration und eventuelle Dissymmetrie des Serienduplets oder 
-triplets aus den Formeln verschwinden, so mussen die mj 
klein werden neben den hjk. Nun enthalt aber im all- 
gemeinen nj  in 

ein gleichfalls mit der Feldstarke proportionales Glied gj - 9.  
Damit also die beobachtete Erscheinung eintreten kbnne, muB 
fur  alle gekoppelten Freiheitsgrade g j  dasselbe sein. 

1st dies erfiillt, so werden bei starken Feldern die Formeln 
fur na - 1 dieselben, als wenn von vornherein alle p j  mit p 
vertauscht waren. Es  resultiert also dann derselbe Zeeman- 
effekt, als wenn es sich um die Zerlegung einer einzigen mehrfachen 
Spektrallinie (nicht eines Serienduplets oder -triplets) handelte. 
In diesem Falle ist aber fruher von mir ganz allgemein be- 
wiesen worden, da8 die Zerlegung ein zu der Frequenz 
wo = symmetrisches System ergibt. Ein solches tritt also 
bei starken Feldern auch fiir ein System gekoppelter Linien 
ein, wenn nur fur alle Freiheitsgrade die Funktionen g j  den- 
selben Wert besitzen. 

7. Der Parameter gjj = g,  stellt bei den s- (bzw. den -&)- 
Wellen die direkte Wirkung des Feldes auf das ungekoppelte 

(23) hj - h = cr;. - f )  F i ( g ,  - 9) 
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Elektron ( j )  dar; es bewirkt eine Koppelung nur der x- und 
der y-Koordinate desselben Elektrons ( j ) ,  wahrend die 9. Koppe- 
lungen zwischen den Koordinaten verschiedener hlektronen 
darstellen. Bei der p-Welle hat yjj = g j  eine analoge Be- 
deutung ; es bewirkt die Koppelung zwischen den Koordinaten 
z j  und aj eines Paares von gleichartigen Elektronen, wahrend 
die yjk sich auf verschiedene Paare beziehen. Nach dieser 
Eigenschaft der y j  fur beide Wellen kann man dietielben, urn 
kurz zu sprechen, vielleicht als innere Koppelungsfunktionen 
bezeichnen im Gegensatz zu den auperen y,,, Gk1 h,,. 

Fur  uns kommt nun eine Eigenschaft der yj wesentlich 
in Betracht, die ich friiher bei mehrfachen Linien nach- 
gewiesen habe.') Der bez. Beweis bezieht sich ursprunglich 
auf die s-Welle, er iibertragt sich aber bei der vollstandigen 
Ubereinstimmung der hier zugrunde gelegten Formeln un- 
mittelbar auch auf die p-Welle. 

Ein sehr hiiufiger Fall bei komplexen Zeemaneffekten ein- 
zelner Linien ist der, dab die auf jeder Seite der feldlosen 
(mehrfachen) Linie erscheinenden Komponenten fur sich (geo- 
metrisch) ein zentrisch symmetrisches System bilden. In diesen 
Fallen bestimmt sich der Abstand des Symmetriezentrums (oder 
der Mitte) jener Systeme von der feldlosen Linie jederzeit durch 
die innere Koppelungsfunktion yj. (Es gilt namlich fur den in 
Frequenzen ausgedruckten Abstand ,u die Beziehung 2 m p = &gj.) 

Die Kombination dieses Satzes mit den Schlussen des 
vorigen Abschnittes fuhrt zu der Folgerung : Haiidelt es sich 
um ein Serientriplet oder -duplet von Linien, die fur sich Zeeman- 
effekte liefern mit in sich zentrisch s-ymmetrischen Komponenten- 
gruppen auf jeder Seite, und gibt das Triplet oder .Duplet in 
seiner Gesamtheit in starken Feldern einen in seiner Gesamtheit 
zentrisch symmetrischen Zeemaneffekt, so mussen die Mitten jener 
beiden symmetrischen Einzelsysteme bei allen Konstituenten des 
Triplets oder Duplets denselben gegenseitiyen Abstand besitzen. 

Betrachten wir in Rucksicht hierauf die B-Duplets (p. 410), 
so erfullen sie in der Tat bez. der s-Schwingungen diese An- 
forderung: die Mitten der beiden s-Komponenten von B, haben 
denselben Abstand, wie die beiden Einzellinien von B,. 

,3k 

- 

1) W. V o i g t ,  Ann. d. Phys. 24. p. 207. 1907. 
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Nicht ist zunachst diese Anforderung bez. der p-Schwin- 
gungen erfiillt; die p-Komponenten von B, haben ‘Is, die von 
D, aber ,IIs des normalen Abstandes. Da wir nun aber 
erkannt haben, da6 dem D, noch ein weiteres Paar Frei- 
heitsgrade beizulegen ist , so liefert unser neues Resultat 
deren Bestimmung : Biese Freiheitsgrade miissen zwei p -  Kom- 
ponenten verschwindender Starke mit normaler Aufipaltung ent- 
sprechen. 

Es entsteht sonach fiir die Zerlegung der Konstituenten 
der B-Duplets das nebenstehende Schema, das wir nun der 
weiteren Entwickelung zugrunde legen. Die Linie D, erscheint 

I 
I 

5 ’ S  

Fig. 2. 

als Quadruplet, die Linie D, als Oktett, in dem die auBeren 
p-Komponenten verschwindender Starke mit den inneren s-Kom- 
ponenten zusammenfallen. 

8. Ziehen wir schlie6lich die Paschen-Backsche  Beob- 
achtung heran, da6 bei starken Feldern unter Urnstanden die 
-+- bzw. die s-Komponenten - gleichviel wie viele Freiheits- 
grade durch den Zeemaneffekt schwacher Felder angezeigt 
werden - ein blo6es Duplet liefern, und da6 bei den p-Kom- 
ponenten dies Duplet sich sogar zu einer einzigen Linie bei 
der mittleren Frequenz q, zusammenzieht, so druckt dies aus, 
da6 unter den genannten Umstanden der Nenner der Ausdrucke 
fur lI, in (ii) und (19) den Zahler als Faktor enthalt. Jeder 
dieser Quotienten mu6 sich daher auf die einfache Form 

1 
P * v q  

reduzieren, in der q eine reelle GroBe ist, welche eine Ver- 
schiebung der Absorptionsstreifen auci der durch lip gegebenen 
Lage ausdriickt. Das doppelte Vorzeichen mu6 hierhin auf- 
treten, weil nach p. 412 das Liniensystem, welches bei einander 
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gleichen p j  entsteht, jederzeit zu der Frequenz v,, = dG syni. 
metrisch ist. 

Da q reell ist, so haben die bei starhen Feldern auftretenden 
Linien diejenige Halbwertsbreite, die durch das in p enthaltene 

1 f = ,crj 
gegeben ist, d. h. das Mttel  der Halbwertsbreiten aller gekoppelten 
Linien. 

Was bei mittleren Feldern geschieht, ob da  voriiber- 
gehend eine Verbreiterung der Einzellinien auftritt, ist hiermit 
noch nicht prajudiziert. Die systematische Untersuchung der 
Wirkung mittlerer Felder nach der Theorie, die sehr umstiind- 
lich zu sein scheint, liegt aderha lb  der Ziele dieser Arbeit. 
Doch machte ich bereits hier dem Vorurteil begegnen, als ob 
die bisherigen Beobachtungen eine solche Verbreiterung sicher 
stellten. 

Allerdings erwahnt Hr. B a c k  (1. c. p. 930), daB das 
Triplet, welches das B-Duplet (A = 2852 A.-E.) liefert, diffuse 
AuBenkomponenten gezeigt habe. Dergleichen deuten aber 
zunachst noch nicht auf eine Verbreiterung der einzelnen 
Zeemankomponenten, denn die Au6enkomponenten des Triplets 
entstehen durch das ZusammenflieBen von den j e  drei s-Kom- 
ponenten des Systems B, + Dz; es mup dabei also ein Zu- 
stand passiert werden, bei dem diese drei Linien ein breiteres 
Bereich zusammenhiingend decken, als die einzelne Linie fiir 
sich, auch wenn jede Linie ihre Breite behalt. 

Nicht anders verhalt es sich mit dem ,,diffusen WischCL, 
den die Herren P a s c h e n  und Back  bei den O-Triplets 
A = 3947 b.-E. beobachtet haben. Hier handelt es sich sogar 
um seehs s-Komponenten auf jeder Seite. Uberdies ist nach p. 405 
wohl noch nicht sichergestellt, ob der Zeemaneffekt dieses 
Systems bei starksten Feldern iiberhaupt zu einem Triplet wird. 

Ferner ist zu bemerken, daB Verbreiterungen von Linien, 
wenn solche gegeniiber den feldloven Linien beobachtet werden 
sollten, sekundiire Natur haben, namlich auf den ganz ver- 
schiedenen Entladungsbedingungen beruhen konnen , welche 
das Geisslerrohr im Felde und au6erhalb desselben darbietet. 

Kin Einwand gegen das vorstehende Resultat scheint mir 
somit bisher nicht vorzuliegen. 
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Dafiir, da6 nun wirklich die Zahler der Ausdriicke 17, j e  

einen Faktor der Nenner bilden, mussen bestimmte Bedin- 
gungen zwischen den Koppelungsfunktionen f j k  und g j k  - oder 
da diese samtlich mit der Feldstarke proportional sind - 
z wischen deren Koeffizienten erfullt sein. Da6 diese Bedin- 
gungen nicht allgemein, sondern nur fur bestimmte Systeme 
gelten, leuchtet unmittelbar ein; das Gegenteil wurde ver- 
langen, da6 jede mehrfache Spektrallinie far sich allein in ein 
Triplet zerlegt wiirde; in der Tat werden j a  die Formeln (11) 
und (19) fur pj = p zu denen der Zerlegung einer einzelnen 
mehrfachen Spektrallinie durch das Magnetfeld. Bei mehreren 
Freiheitsgraden kommen aber bekanntlich im allgemeinen 
kompliziertere Zerlegungen zustande. 

Eine generelle Untersuchung der Bedingungen dafur , daB 
mehr als drei Freiheitsgrade bei verschiedenen Eigenfrequenzen 
doch nur ein Triplet liefern, hat wohl noch keinen Zweck. Eine 
hierher gehorige allgemeine Uberlegung findet sich aber in 5 17. 

9. Wir wollen uns nunmehr von den allgemeinen Be- 
trachtungen zu speziellen menden und dabei, wie angekiindigt, 
besonders den Typ der B-Duplets behandeln. Nach dem oben 
Entwickelten wirken bei der s-Zerlegung immer drei Elek- 
tronen zusammen, bei der p-Zerlegung immer sechs , namlich 
drei Paar untereinander gleichartiger. Wir wollen aber der 
Kiirze wegen immer nur von drei yusammenwirkenden komplexen 
Preiheitsgraden sprechen. Von diesen drei haben im Fall 
eines B-Duplets wieder diejenigen zwei gleiche Eigenfrequenzen, 
auf denen die B,-Linie beruht, der dritte hat eine abweichende 
Freyuenz. Da es aber bei der Entwickelung der Gleichungen 
keinen Vorteil bietet, zwei Eigenfrequenzen als einander gleich 
anzunehmen, vielmehr die Darstellung an Symmetrie und so- 
mit an Kiirze gewinnt, wenn man alle drei Prequenzen als ver- 
schieden behandelt, so sol1 zunachst dieser allgemeinere Fall 
betrachtet werden. Derselbe entspricht also einem Serien- 
triplet aus drei Linien, die je fur sich im Magnetfeld in  
Quadruplets von (im Frequenzspektrum) gleicher Aufspaltung 
zerlegt werden. Nimmt man zwei Frequenzen einander gleich, 
so fiie0en zwei der Linien zusammen zu einer einzigen, die 
im Felde ein Oktett, oder bei bestimmter Art der Eoppelung 
der p-Komponenten auch ein Sextuplet liefert. 
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Die Grundformeln fur drei gekoppelte Freiheitsgrade lauten 
nach dem Fruheren fur die s- und die p-Schwingungen uberein- 
stimmend 

( p ,  + i v l $ 2 c 2  + iv 4,  c3 = ez, + 2. v h,, 5, = e z , (24)  1 iv h,, C] + p ,  c2 
i v h,, C, + i v It,, + py C = eZ .  

Dabei sind fiir die s-Wellen die cj = zj f i y j ,  Z = X & iY, 
fur die p-Wellen Cj = r j  f i3j, Z = (1 f i)Z; ferner gilt fur 
beide 

p j  = k j  + i v h j  - m v z ,  hj = r j  isj, 
(25) { ' j k = f j k T  i g j k P  f j k =  - f k j ,  g j k =  + g k j '  

g j ?  & k ,  . 5 j k  sind mit der Feldstiirke proportional, die gj 
sind (wegen 0 6) untereinander gleich und wir setzen 

(26)  91 = 9 2  = 9 3  = 9 *  
Wegen der doppelten Vorzeichen'stellt (24)  wieder ein doppeltes 
Gleichungssystem dar. 

Fur  den komplexen Brechungsindex in beiden Wellen 
ergibt sich, wenn wir Glieder, die aus einem hingeschriebenen 
durch zyklische Vertauschung der Indizes entetehen , durch 
Punkte bezeichnen , 

n a -  1 = 2 n N e a  

Die Summe 2 deutet an, dab die beiden Glieder mit dem f 
Vorzeichen in den hj,  zu nehmen sind. Jedes Glied gibt nach 
9 4 die Zeemankomponenten der einen Seite (&). 

p = R + i v h  - m u a  

Wir setzen nunmehr wieder 

p j  = p  + n j ,  
(285) 

woraus dann folgt 
(29) 

{ k = + (K, + k,  + A,), h = +(h ,  + h, + h3),  

n1 + x2 + n3 = 0 .  
Dann erhalt man 

Annalen der Phyeik. IT. Folge. 41. 27 
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wobei 

W .  Voigt. 

Die nj sind vom Felde unabhangig, also ist bei kleinen Werten 
derselben, insbesondere bei enger Lagerung der drei feld- 
losen Linien der Fall moglich, daB durch Steigerung der Feld- 
starke und somit durch Anwachsen der ?ijk schlieglich die in die 
nj multiplizierten Glieder neben den anderen unmerklich 
werden. Die von den zj befreiten Werte a, b, c, d mogen 
mit a, ,  b,, co, do bezeichnet werden; dieselben sind nach dem 
p. 409 Bemerkten stets reelle GroBen. 

Bei so starken Feldern gruppieren sich dann die durch 
(30) dargestellten Absorptionslinien symmetrisch zu der Mittel- 
frequenz 

‘u, = lk!m. 

10. Damit die durch das einzelne Glied der Summe 2 
(bei Vernachlassigung der mj)  dargestellten Streifen sich in 
einen einzigen zusammenziehen, mug der Nenner den Zahler 
als Faktor haben. 

~ 

Die Bedingungen hierfiur sind 
(32) = 9 ~ ~ ’ -  36,,  9do = aob0 ,  

und die Formel (30) wird bei ihrer Erfiillung zu 
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a, ist, wie oben bemerkt, reell, dabei im allgemeinen von 
Null verschieden. Sein Auftreten in der Formel (30) modi- 
fiziert also nur die Lage der dadurch ausgedruckten Ab- 
sorptionsstreifen gegeniiber der durch 

no2-  1 = 6 7 c N e 2 2 1 -  
P 

gegebenen, jindert aber nicht deren Halbwertabreite und 
Stiirke. 

Somit ergibt sich in Ubereinstimmung mit dem oben all- 
gemein Erorterten das Resultat: Fliepen bei starhen Feldern 
die K'omponenten des Zeemanefektes fur das betrachtete Serien- 
triplet znsammen, so ist die resultiersnde zerkgung eine andere, 
als diejenige, zcelche die einzelnen Aonstituenten fiir sich liefern. 
Die Hal6u~ertsbreite ist die mittlerc aon derjeniyen der Kon- 
slittienten, ihre Starke die Summe von jenen. 

Zu dem letzteren sei bemerkt, dab rnit N oben die An- 
zabl von Elektronensystemen zu drei in der Volumeneinheit be- 
zeichnet ist. Wiirden die Koppelungen zwischen ihnen gelost 
sein, so wiirden also 3 N = '$2 einzelne Elektronen in der 
Volumeneinheit vorhanden sein. 

Zu dem ersteren ist zu sagen, dafi das bezugliche Resultat 
einigermafien uberraschend ist , und dafi man wohl erwartet 
hatte, als Resultante des ZusammenflieBens von drei Systemen 
mit gleicher Aufspaltung ein resultierendes System von eben- 
solcher Aufspaltung zu erhalten. Das Resultat stimmt aber 
vollstandig rnit den Beobachtungen an den Linien vom B-Typ 
uberein. Diese Linien entsprechen einzeln in der s- und in 
der p -  Welle theoretisch drei Duplets mit Aufspaltungen von 
4/i, und der normalen, und sie liefern in starken Feldern 
ein einziges System rnit der Aufspaltung normal und Null. 
Es wird nun die weitere Aufgabe sein, zu zeigen, wie gerade 
dirse resultierenden Aufspaltungen zustande kommen. 

11. Hierzu sind zunachst die Bedingungen (32) zu ent- 
wickeln. Dieselben haben recht komplizierte und allgemein 
schwer zu iibersehende Form. Indessen erkennt man leicht 
eine partikulare Liisung derselben , die sich durch Symmetrie 
und Einfachheit derartig auszeichnet, dafi man zunachst ver- 
suchen wird, mit ihr auszukommen. 

37 * 
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Diese Losung ist 

h,, = h,, = h,, = h' , h3, = h,, = h2, = h", 
wobei h' und Ir" neue Bezeichnungen sind; sie driickt aus, da8 
die auperen Koppelungen der drei komplexen Freiheitsgrade ein- 
under zyklisch gleich sind. 

Schreibt man nun 
(36) h' = f ig',  h" = - f' F i g ' ,  
so wird 

und Gleichung (33) lautet 
eo= 'F 6g', 

Fuhrt man die mittlere Frequenz vo = ein und 
auch den in Frequenzen gemessenen Abstand p von ihr, in- 
dem man setzt 

1' = vo + p ,  
bei gegen T J ~  kleinem p ,  so wird aus (37) 

Die Orte der durch diese Formel bestimmten Absorptions- 
linien sind nach p. 409 durch das Verschwinden der reellen 
Teile der Nenner bestimmt. 

Die Frago nach der Lage der Einzelkomponenten, in 
die sich die urspriinglichen drei jeder Seite zusammenziehen, 
ist somit auf die Frage der Bestimmung der Werte der Para- 
meter von g und g' zuriickgefuhrt - oder genauer, da die g 
durch die Zerlegung der einzelnen, nicht gekoppelten Linie 
bereits festgelegt sind, allein auf die Bestimmung der Parameter 
der zyklischen Koppelurig der drei Preiheitsgrade in 9'. Diese 
Aufgabe la& sich im Falle der 3-Duplets mit Hilfe der be- 
kannten Intensitatsverhaltnisse bei den Zeemaneffekten der 
zweifachen Linie D, liisen, wie wir unten zeigen werden. Es 
ist sehr bemerkenswert, daB Parameter, die bei einzelnen (mehr- 
fachen) Linien wesentlich die Intensitatsverhaltnisse zwischen den 
Zeemankomponenten bestimmen, in Systemen gekoppelter ver- 
schiedener Linien eine gro6e Rolle bei der Bestimmung der 
geometrischen Verhaltnisse des Zeemaneffektes spielen. 
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12. Bis hierher haben wir den allgemeinen Fall eines 
Serientriplets betrachtet, dessen Eonstituenten sowohl in der 
s-, als in der p-Welle Duplets liefern. Nun wollen wir die 
Spezialisierung einfiihren , die durch Systeme vom Charakter 
der D-Linien verlangt wird, also zwei der Konstituenten ur- 
spriinglich zusammenfallen lassen und ihre xoppelung so 
wiihlen, dap dele Erfahrung e?ztsprochen w i d .  Diese Konsti- 
tuenten mSgen (2) und (3) sein, was ausgedriickt wird durch 
die Festsetzung p ,  = p,. Es sol1 also das System 

{ P, & + ivh, ,  53 = e z ,  
i u R,, j2 + p ,  g3 = e Z 

sowohl fiir die s-, als fiir die p-Welle ein Quadruplet von 
der bei D, beobachteten Aufspaltung und Intensitatsverteilung 
liefern. 

(39) 

Man erhalt zuniichst 
2 p ,  - i v + /L$J 

(40) 
oder da 

auch 

n2 - 1 = 2 n N e 2 2  7," + Y 2 / i y j h g q  
9 

h,, = f23 T i 9 2 3  9 h,, = - f,, F ig,, 

Dies schreiben wir 

(42) n2- 1 = 2 n i ~ e z Z (  

oder bei 

und gegen v, kleinem ,u auch l) 

v =:v2 + P 

1) Bei Verwendung der zur obigen analogen Formel in meiner 
letzten Notiz (Ann. d. Phys. 40. p. 368. 1913) ist auf p: 373 das Vor- 
zeichen von gB und fs (dort g und f )  verkehrt geschrieben, woraus p. 374 
gIs = - rB statt gls = + rB geschlossen ist. Das Versehen ist ohne 
Folgen. 
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Es liegen hiernach die Streifen 
( bei 2 m p = - (g2 + r )  mit der Starke 1 + g 2 3 / r  , 

= - (g2 - 
= + (92 - 

Fur die p-Welle reichen 
sicheren Bestimmung aller 
Entwickelten ist die bzw. 

I = + @ z +  

r )  l ?  79 1 J  -g983/', 

1') 1 ,  11 J7 - 9 2 3 / ' 1  

' )  9J  1 1  17 1 + 9 2 3 1 1 ' .  

nun die Beobachtungen zu 
Parameter aus. Nach dem p. 
Aufspaltung eine solche mit - 

standen 'I, und normal, wobei je  die auBere Komponente 
verschwindende Starke hat. Bezeichnet man den der nor- 
malen Aufspaltung entsprechenden (Lor entzschen) Wert von 
g mit g,, so folgt fiir die p-Welle 

der 
414 
Ab- 

(45) 92 =Is,, f& = 0 ,  953 = - = - + Y , .  
Diese Bestimmung ist als vollkommen sicher zu betrachten; 

an Stelle einer immerhin unsicheren Messung der Starke der 
AuBenkomponenten tritt hier namlich die vie1 scharfere Be- 
stimmung derselben zu Ntill. 

Bei der s-Welle liegen die Verhaltnisse nicht ganz so 
giinstig. Rier sind zwar die Abstaiide '3 und 5/3 normal vollig 
zuverlassig bekannt , aber beziiglich des Verhaltnisses der 
Starken der Innen- und der AuBenkomponenten liegt eine ahn- 
lich scharfe Angabe, wie oben nicht vor. Man weiB seit 
langem, dab die AuBenkomponenten yeringere Starke haben, 
als die inneren, und man kann nach den von mir gegebenen 
Formeln aus Messlingen der linearen und der zirkularen Doppel- 
brechung auf das bzw. Verhaltnis schlieBen , indessen sind 
diese Schliisse nicht besonders zuverlassig. In der Tat ist das 
Spektralbereich , innerhalb dessen die far derartige Bestim- 
mung ma6gebenden Messungen der linearen und der zirku- 
laren Doppelbrechung ausgefiihrt werden mussen, nur ein sehr 
klePner Bmchteil des Abstandes der beiden D-Linien. Herr 
H a n s e n ,  der bereits vor langerer Zeit einige nach meiner Me- 
thode mit dem hiesigen stigmatischen Gitterspektrographen 
gemachte photographische Aufnahmen uber lineare Doppel- 
brechung in' Na-Dampf publiziert hat l), widmet sich seitdem 

1) W. V o i g t  u. H. M. Hansen,  Phys. Zeitschr. 13. p. 217. 1912. 
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dem Studium der quantitativen Gesetze dieser beiden Doppel- 
brechungen und wird die bez. Resultate demnachst gleichfalls 
verijffentlichen. Er schreibt mir aus Kopenhagen in bezug auf 
die hier allein interessierende Frage, die ich ihm vorgelegt 
hatte, folgendes: ,,Ich habe gefunden fur das Verhaltnis zwi- 
when den Maximalwerten n x fur die beiden s-Komponenten 
von D, den Wert 3,5, etwas hoher als man1) erwarten sollte. 
Der longitudinale Effekt gab 3,6, der tranaversale Effekt 3,4 ; 
die Genauigkeit ist jedoch wesentlich geringer, als die Uber- 
einstimmung vermuten lii6t." Ich werde fur die weitere Rech- 
nung aus einem bald hervortretenden Grunde den Wert drei 
annehmen, der nach den Worten des Hrn. H a n s e n  mit der 
Beobachtung vereinbar ist ; es la6t sict leicht erkennen, welche 
Wirkung eine Abweichung hiervon auf die zu ziehenden 
Folgerungen haben wiirde. 

Der Maximalwert von n x  ist nun in unserem Falle, wo 
die Halbwertsbreiten der Komponenten der Zerlegung einander 
gleich sind, mit dem Zahler 1 f g s 3 / r  in (43) proportional. 
Wir erhalten sonach aus den Beobachtungen die folgenden Be- 
ziehungen fur die s-Schwingungen: 

Die Kombination der beiden letzten Formeln mit der Definition 
r2 = + yZ3, liefert schlieBlich 

(47) 9, = i s , ,  ga3 = - J-2- 2 = - 1 G'9n 1 3923, = f i 3 , .  

13. Diese an der D,-Linie unter Umstanden, wo die 
Wirkung ihrer Eoppelung an D, unmerklich ist, ausgefiihrten 
Bestimmungen gestatten nun die Antwort auf die letzte noch 
bestehende Frage: wo nach der Theorie die Einzellinien liegen, 
auf die sich bei hohen Feldern das System D, + 3, zu- 
sammenzieht. 

Die Parameter g,, f , ,  und gZ3 der vorstehenden speziellen 
Betrachtungen sind nichts anderes, als 9, f' und g' der friiheren 
allgemeinen. 

1) Nach dem Aussehen der Linien in den Photogrammen des 
Zeemaneffektes. 
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Es war das Resultat von 5 11, dab bei hinreichenden Feld- 
starken die Abstande ii der p- und der s-Komponenten von der 
Nullage mit der Frequenz vo = l/k/m durch die Formel 

dargestellt wiirden, unter g und g' je die Werte verstanden, die 
je fur die p -  und die s-Komponenten Oiiltigkeit haben. 

fur die p-Komponenten 
Nun ist nach obigem: 

9,, = +sn,  g p ' = -  s 9 n  7 i also jj, = 0 ,  (49) 

fur die s-Komponenten 

Diese Werte iip und p, entsprechen aber dem normalen 
Triplet. l) 

Hiermit ist das Ailfireten eines normalen Triplets bei den 
B -Buplets in starken Feldern aus der Koppelungstheorie ab- 
geleitet unter Benutzung numerischer Daten, die sich nur auf 
das Yerhalten der einzelnen D - Zinien bei unmerklich wirhender 
gegenseitiger Koppelung beziehen. 

Der allgemeinste Ansatz der Theorie ist dabei, wie 
rekapituliert werden mag, nach folgenden Gesichtspunkten 
spezialisiert. 

Die Grundhypothese, dab uberhaupt Koppelung zwischen 
B, und D, besteht, verlangt die Proportionalitat der Anzahl 

1) Wiire das Stiirkeverhaltnis der s-Komponenten von D, nicht, wie 
oben angenommen, 1 : 3, sondern 1 : (3 + a), so wiirde resultieren 

F,=*- 4--- =*Ap-. g 6 c 3  
6 gn U L  ( 4 + 2 3 )  4 + 6  3 / n  4 + 5  

Der EinfluB einer Abweichung 5 von dem angenommenen Wert ist also 
relativ klein. Die Cesamtheit der Ergebnisse lii6t indessen den Wert 1 : 3 
als hochst wshrscheinlich erscheinen. 
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der Freiheitsgrade der D,- und D,-Linie fur die p -  und die 
s-Schwingungen. Die Gestaltung der bez. Zeemaneffekte und 
die Beobachtungen uber die Wirkungsstarken der Linien D, 
und B, au6erhalb des Magnetfeldes fuhrt ubereinstimmend 
auf die Annahme von einem komplexen Freiheitsgrad fur D,, 
von zwei fiir, B,, denen die doppelten Zahlen reeller Freiheits- 
gsade entsprechen. 

Die Erfahrungstatsache, daS in starken Feldern ein zur 
Mittellinie symmetrischer Zeemaneffekt eintritt, ftihrt mit Strenge 
zur Forderung gleicher innerer Koppelungen fur alle drei kom- 
plexen Freiheitsgrade ; die andere, da6 unter denselben Um- 
standen fur die p-  und fiir die s-Schwingungen an jeder Seite 
der Mittellinie nur eine Zeemankomponente erscheint , fuhrt 
(wenngleich nicht mit gleicher Xotwendigkeit) dam,  auch die 
iiuperen Koppelungen (zyklisch) gleich anzunehmen. 

Diese Annahmen sind aus ganz allgemeinen, nicht speziell 
auf die D - Duplets bezuglichen Erwagungen geschlossen, zu- 
gleich auch die denkbar einfachsten, und, indem sie die Anzahl 
der im allgemeinen Ansatz verfugbaren Parameter auf die 
moglichst kleine Zahl reduzieren, scheinen sie die Darstellung 
der Beobachtungen beziiglich der bei starksten E’eldern wirk- 
lich eintretenden magnetischen Aufspaltungen moglichst zu er- 
schweren. Trotzdem liefern die an den getrennten D,- und 
B,-Linien beobachteten Aufspaltungen durch ihre geometrischen 
und Intensitatsdaten glatt das Resultat der Beobachtung : das 
normale Triplet. 

Dies scheint mir kein ganz geringer Erfolg der Koppelnngs- 
hypothese zu sein, und man wird zugeben, da6 sie hier 
geleistet hat, was man von einer Theorie mit starkem phano- 
menologischen Einschlag billigerweise verlangen darf. Die 
Begriindung der speziellen Zahlwerte g p  = +gm, g;= - $g,, 
f p l =  0 ,  9, = 49,, g*‘= - kg,, 3 g’ = f f 2 ,  die mit der immer 
wiederkehrenden Zahl 3 etwas, ich miichte sagen Uberzeugendes 
haben, vermag sie natiirlich nicht zu geben; dazu kann wohl 
nur ein spezielles Model1 fuhren. Gar einfach wird ein solches 
freilich nicht ausfallen, denn dasselbe mu6 zwolf charakte- 
ristische Freiheitsgrade zur Verfugung stellen! 

Inzwischen mag die Gestalt, welche die Grundformeln der 
Koppelungstheorie fur drei Freiheitsgrade eines Serientriplets 
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nach dem Bisherigen gewonnen haben, hier fixiert werden. 
Bus (24) wird 

p ,  + i u h ’  c2 + i v h ” &  = e Z ,  

pZ& + iuh‘  c3 = e Z ,  1 i v h ‘  cl + i u h &  + p 3 c 3  = e Z ,  
i i ~ h ” < l  + (5’) 

bei 

(52) { ’ j 
p . = k  - m v 2 f v g + i v f j ,  j =  1, 2, 3 ;  

h’= t“F ig’, h”= - f ‘T ig’. 
Fur  die komplexen Brechungsindizes gilt 

n a - 1  = 2 n N e z  
(53) { 2 p,p,+..- i Y ( 1 L ’ f  1t”)(p*+..)+3Y”[h’h”+ . . - h ’ e -  h”*] . 

~ _ _ _ _  

p~ f Y’ h’ h” ( p 2  f . .) - Y s  (h’ f h” ’) 

Der Fall der B-Duplets entsteht hieraus durch die Annahme 

P 2  = P, * 

14. Einige allgemeine Erwagungen mogen hier noch an- 
geschlossen werden. 

Ich habe schon in meiner ersten Arbeit uber die Koppe- 
lungstheorie der komplexen Zeemaneffekte darauf aufmerksam 
gemacht, daB die Verfolgung der Absorptionseffekte vie1 frucht- 
barer ist, als die der Enrissionseffekte. Einmal setzt erstere 
die gegenseitige Einwirkung der verschiedenen aussendenden 
Elemente innerhalb eines ausgedehnten Korpers von vornherein 
in Rechnung und bietet daher eine groBere Annaherung an 
die Wirklichkeit , sodann gibt sie Aufklarung nicht nur uber 
die geometrischen , sondern auch uber die Intensitatsverhalt- 
nisse der Zeemaneffekte, und endlich umfa6t sie mit dem 
eigentlichen Zeemaneffekte zusammen die ihn begleitenden Er- 
scheinungen der zirkularen und der linearen Doppelbrechung. 
Mir scheint die vorstehende Untersuchung, bei der die Inten- 
sitatsverhaltnisse eine so entscheidende Rolle spielen, diese 
meine Auffassung kraftig zu stiitzen. Ich glaube, dal3 ein Weg 
iiber die Eniissionsverhaltnisse zur Losung der hier erledigten 
Aufgabe kaum gefuhrt hatte. 

Hieran sei noch ein anderes geschlossen. Die direkte 
Veranlassung zu meiner ersten Arbeit uber die komplexen 
Zeemaneffekte gab die von Hrn. Runge  ausgesprochene Regel 
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uber Beziehungen der bei jenen Effekten auftretenden Auf- 
spaltungen zur normalen Aufspaltung, eine Regel, die zum 
ersten Male eine GesetzmiiBigkeit in der bunten Vielheit der 
Erscheinungen feststellte. Die Koppelungshypothese vermag 
keine allgemeinen Beziehungen dieser Art zu liefern, und das 
habe ich von allem Anfang an als einen Ubelstand bezeichnet. 

Berucksichtigt man aber einerseits , daB neuere Beobach- 
tungen Aufspaltungen ergeben haben, die nur durch sehr 
gro6e Zahlen mit der Rung eschen Regel in Beziehung gesetzt 
werden kiinnen, und die daher deren Anwendung recht kiinst- 
lich erscheinen lassen, ferner andererseits, auf welche T&e 
bei dem vorstehend durchgefuhrten Problem Aufspaltungen 
zustande kommen, welche kleinzahlige Bruchteile der normalen 
sind, so wird man wohl zu dem SchluB gedrangt, da6 die 
Run gesche Regel zwar unbedingt eine Teilwahrheit enthalt, 
da6 sie aber doch nicht den eigentlichen Kernpunkt trifft. 
Die bei dem obigen Problem in dem Ausdruck fur die Auf- 
spaltung auftretende WurzelgroBe r = lf23z + gZs2 , der bei 
komplizierteren Zerlegungen auch kompliziertere entsprechen, 
macht das allgemeine Auftreten ganzzahliger Bruchteile recht 
unwahrecheinlich. Moglicherweise liegt die eigentliche Gesetz- 
ma6igkeit in den Zahlenwerten der Koppelungsparameter, die 
bei dem obigen Beispiel ein so merkwurdig einheitliches System 
bilden. 

Die Klkung dieser Frage stellt ein wicht.iges Problem, 
fur dessen Losung nach den obigen theoretischen Entwicke- 
lungen wiederum neben den geometrischen auch die Intensitats- 
verhaltnisse der komplexen Zeemaneffekte erforscht werden 
miissen. Beziigliche Beobachtungen sind im hiesigen Institut 
eingeleitet. 

15. Eine Diskussion des Ausdruckes (53) fur mittlere Feld- 
starken ist sehr umstandlich und vorderhand kaum lohnend, 
da iiber das bez. Verhalten von B-Duplets bislang nur auBerst 
luckenhafte Beobachtungen vorliegen. Was vorliegt, ist eigent- 
lich nur die von Hrn. Back’) an dem Na-Duplet gemachte 
Wahrnehmung, daB , noch bevor eine geometrische Einwirkung 
der Koppelung sich geltend macht, eine Beeinflussung der 

1) E. Back,  Ann. d. Phye. 39. p.930. 1912. 
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Intensitiit der Zeemankomponenten im Sinne einer Dissymmetrie 
in bezug auf die Lage der feldlosen Linie merklich wird. 
Man kann sich von dem Sinne dieser Einwirkung Rechenschaft 
geben, indem man den Fall schwachster Felder berechnet, bei 
denen die Zerlegung klein ist gegen den Abstand der feldlosen 
Linien. Dies sol1 nachstehend zunachst fur den Fall dreier 
verschiedenen gekoppelten Freiheitsgrade (also fur ein spezielles 
Serientriplet) gemacht werden , bevor das D-Duplet in Angriff 
genommen wird. 

Im Falle so kleiner Felder, daB im Zahler und Nenner 
des Quotienten nur die niedrigste Ordnung in bezug auf die 
hjk beibehalten zu werden braucht, nimmt die Formel (58) die 
Gestalt an 

3 p ' - 3 i v p ( h ' + h " ) + ( ~ , n 3  +..) 
(54) n2- 1 = 2 n N e 2  2 p 3 + p ( n , n 3 +  - -  .,+ Sv"-P)+n,n*nS 

Die Wurzeln des Nenners bei fehlendem Feld sind - nl, - n2, 
- m3; bei schwachen Feldern setze ich dafiir - (n, + a,), 
- (ma + e2), - (ng + as), wobei nun die aj die Verschiebungen 
der Zeemankomponenten infolge der Koppelungen bestimmen, 
und fuhre die Rechnung nur bis auf die erste Ordnung in 
bezug auf die ay 

Die einfache Rechnung liefert 

Die Starken der Komponenten werden nach p. 409 gemessen 
durch die Zahler der Partialbruchzerlegung. Setze ich fiir 
den Quotienten in (54) 

dann sind bei fehlendem Felde alle Aj = 1. Schreibt man 
somit Aj = 1 + pj, so wird pj eine Korrektion sein, welche 
auf der Koppelung beruht. 

Die Rechnung ergibt in erster Naherung 
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Damit sind die Probleme der geometrischen und der Inten- 
sitatswirkungen der Eoppelungen bei schwachsten Feldern gelost. 

Da die nj fur die Diskussion als reel1 betrachtet werden 
durfen, da weiter 

(57) Kh"= - ( f ' a  + 9'3) = - fa ,  i(h'+ h") = f 29' 

ist, und da f '  wie 9' dem Feld proportional sind, so zeigen 
die Ergebnisse der Theorie folgendes an. 

Die Verschiebungen infolge der Koppelungen sind bei 
schwachen Feldern klein von zweiter Ordnung, die Intensitats- 
anderungen erster Ordnung. Die Verschiebungen sind fur die 
Linien an beiden Seiten (vgl. 8 4)  einander gleich, insofern 
die Ausdrucke fur die aj kein doppeltes Vorzeichen aufweisen ; 
die Intensitatsanderungen sind hingegen fur die Linien der 
beiden Seiten verschieden, da die / I j  doppeltes Vorzeichen 
haben. Sowohl el + aa + a, als /I, + @, + ts, ist = 0, die 
Verschiebungen, wie die Intensitatsanderungen finden also 
bei den drei gekoppelten Linien nicht im gleichen Sinne statt. 

Die Absolutwerte der ocj und Pj hangen im ubrigen ganz 
wesentlich von den mj ab, die sich ihrerseits durch die Eigen- 
frequenzen und die Halbwertsbreiten der gekoppelten Linien 
bestimmen. 

16. Es ist ersichtlich, daS die vorstehenden Formeln 
beim Ubergang von dem Serientriplet zum Serienduplet, also 
bei x, = n3 versagen: die Determinant0 A wird in diesem 
Falle gleich Null, az, a3 und p,, Is, werden unendlich. Der 
Grund fur dieses Verhalten (dergleichen bei den Betrachtungen 
der vorigen Abschnitte nicht vorksm) ist leicht ersichtlich. 
Wie aus den Entwickelungen von 5 12 hervorgeht, wirkt eine 
Koppelung auf eine Doppellinie (m, = m3) ganz anders, als auf 
ein Duplet (n, = n,); sie liefert bei schwachen Feldern im ersten 
Falle Verschiebungen von einer anderen GroBenordnung , - 
nicht dem Quadrate, sondern dem Feld selbst proportional. 

Um dies zu beriicksichtigen, gehen wir nunmehr von den- 
jenigen Naherungswerten der Wurzeln des Nenners (53) aus, 
die sich aus (42) ergeben, namlich - nl, - n2 + v r,  - n2 - v r,  
und setzen die korrigierten Wurzeln zu 

- (a, + 4, - (x, - + u2), - (n, + v r  + u,) 
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an. Eine einfache Rechnung ergibt fur die &s-Welle 

Fur  die fp-Welle tritt nur us, e2 anstelle von a2, cl,. 
Weiter fiihren wir eine Partialbruchzerlegung 

4 8,- -4, 
p + n ,  f a ,  + p + n 9 - v v r + , r p +  p + m * - t v r + n ,  

ein und driicken die Aj  durch Naherungewerte aus, indem wir 
setzen fiir die 

+p-Welle: A, = 1 + p, , d, = $3 , 
- p -  Welle : A, = 1 + ,B, , A, = 2 + p 3 ,  
+ s-Welle: 8, = 1 + /3, , A, = Q + ,B3, 
- s-Welle: 8, = 1 + ,!Il, A, = 2 + p 2 ,  A 3 = * + P 3 .  

Die Durchfuhrung der Rechnung ergibt fur beide Wellen 

d, = 2 + & , 
A, = /3, , 
A, = + + 6, , 

(59) 
2 i v (IL’ + h”) 
n1 - nny p, =- 2 p 2  = - 2 1 ,  = 

Bei Ubergang zu den reellen GrijBen f ’  und g’, r 2  = f la+gf8 
hat man schlieBlich in erster Annaheriing 

- Ausdrucke, zu denen ltnaloge Bemerkungen zu machen sind, 
wie am Ende des vorigen Abschnittes an (55) und (56)  ge- 
schlossen wurden. 

Die Verschiebungen uj sind klein zweiter, die Starke- 
anderungen pj klein erster Ordnung; die ersten finden bei den 
entsprechenden Linien, wie eine genaue Diskussion der Formeln 
zeigt, trotz der doppelten Vorzeichen bei a2 und olg auf beiden 
Seiten im gleichen , die let,zteren im entgegengesetzten Sinne 
statt. Die Doppellinie erleidet nur die halben Veranderungen pj 
der einfachen, aber die gleichen uj. 

Um nun den Sinn der Intensitatsveranderung im Falle 
der B-Duplets festzustellen, ist in Erinnerung zu rufen, daB 
bei ihnen 9’ negativ ist. Es gilt namlich nach (45) und (46) 
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gp’ = - r ,  9,’ = - Q r .  D, hat die grijhere Frequenz als D,, 
somrt ist 

w, > 0, I, < 0 und n, - ncq =- 3n, < 0. 
DemgemaB gibt die Formel (56) fur p1 einen Wert f. P, fur 
/3, aber P, wobei P positiv. Das obere Vorzeichen be- 
zieht sich dabei auf die Linien auf der Seite grb6erer Fre- 
quenz; demgemah sagt die Theorie aus, daS in schwachen 
Feldern die Komponentensysteme von D, und D, durch die 
Koppelung auf der einander zugewandten Seite verstarkt, auf 
der einander abgewandten Seite geschwacht werden. Und zwar 
ist die Dissymmetrie starker bei der p - ,  als bei der s-Welle, 
starker bei der D,., als bei der D,-Linie. 

Dies ist nun genau der Inhalt der Backschen Beobach- 
tung an dem Na-Duplet I = 2852 A.-E.; das Photogramm la& 
auch erkennen, daB die Intensitatsanderung bei der Linie D, 
erheblich starker ist, als bei D,. 

17. 1st im Vorstehenden (so weit vom Standpunkt der 
Koppelungshypothese iiberhaupt moglich) das Verhalten der 
D-Duplets im Magnetfelde erkliirt, so ist die Mehrzahl der 
ubrigen von den Herren P a s c h e n  und Back  untersuchten 
Seriensysteme einer ibhnlich durchgreifenden Bearbeitung leider 
noch nicht fahig. Bei einigen, wie z. B. bei dem Paar He 5876, 
ist der Charakter der einen Konstituente iiberhaupt nicht auf- 
geklart. I n  der Tat: ein Zeemantriplet mit unvollkommener 
Polarisation der Komponenten ist eben kein Triplet im Sinne 
der Theorie, niimlich nicht die h 3 e r u n g  von nur drei Frei- 
heitsgraden, sondern von mindestens sechs, vielleicht von mehr. 
Bei anderen, wie z. B. bei dem O-Triplet 3947, ist zwar das 
geomebische Verhalten der magnetischen Zerlegung fur die 
einzelnen Konstituenten klargestellt, es fehlt aber jede brauch- 
bare Angabe uber das nicht minder wesentliche Verhalten der 
Intensitaten. Ich vertage also das Eingehen auch auf den 
letzteren wichtigen Fall. 

DaB im Vorstehenden die wesentlichen Mittel fur die Be- 
handlung beliebig komplizierter Systeme gewonnen sind, mag 
indessen noch wahrscheinlich gemacht werden durch den Nach- 
weis eines wichtigen allgemeinen Satzes, von dem in 8 1 1  
ein spezieller Fall zur Anwendung gekommen ist. 
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Die komplexen Brechungsindizes der p -  und der s-Welle 
bei einem beliebigen System von ac komplexen Freiheitsgraden 
x:, f i y j  bzw. z j f i h j  driicken sich nach p. 406 fur eine jede 
der beiden Wellen aus durch die aa Funktionen 

p,, i Y h l , ,  iVh13, . . . i V h I a ,  

i v h Z l ,  p , ,  i v h Z 3 ,  . . . i v h , , ,  

i v h a l ,  i v h a 2 ,  i v l i , , ,  . . . p a ,  wobei 

i y .  J k ’  

. . . . . . . . . . . .  

pi = hj + v ( i f , + g J  - m v2, hjk  = f j k  
“ k ,  = - f j k  ‘F ig jk ,  

und zwar ist n2 - 1 nach p. 409 proportional mit 

wobei d die Gesamtdeterminante des Systems ist, und 2 A,, 
die Summe aller seiner ersten Partialdeterminanten bezeichnet. 

Es mag wiederholt werden, da6 das allgemeine Schema 
mit lauter verschiedenen p j  ein System von a einfachen Spek- 
trallinien darstellt, deren jede fur sich allein durch das Magnet- 
feld in ein Quadruplet zerlegt wird. Sind mehrere p ,  einander 
gleich, so sagt das aus, daI3 mehrfache Linien vorhanden sind, 
welche im Magnetfeld Sestette, Oktette . . . liefern (die aber 
u. a. auch zu Quintetten, Septetten . . . degenerieren konnen). 
Die Koppelungen zwischen verschiedenen Linien werden merk- 
lich wirksam nur dam,  wenn ihre magnetischen Einzelzer- 
legungen Ausdehnungen haben, die mit den Abstanden der 
Linien vergleichbar sind. 

Damit das ganze durch Q bestimmte System von Ah- 
sorptionsstreifen mit wachsendem Feld, wobei der Unterschied 
zwischen den p h  schlie6lich wirkungslos wird, in einen einziyen 
Streifen zusammengeht, ist notig, daB dabei der Nenner A den 
Zahler 2 Ahk als Faktor enthalt. Es ist oben bei c ( = 3  ge- 
zeigt, daB dies eintrit,t, uxnn (auper den inneren) die auperen 
Koppelungen h j ,  des Systems eirrander zyklisch gleich sind. 

Ich will jetzt beweisen, daB dieses Resultat ganz allgemeine 
Gultigkeit hat, und daB man auch bei beliebig grof3en a den 
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Grenzwert Q und damit den Ort der resultierenden Absorptions- 
streifen in den Parametern hjb angeben kann. 

Um die zyklische Gleichheit der Koppelungen kurz zum 
Ausdruck zu bringen, schreiben wir das vorstehende System (61) 
fur p . = p  

3 

es sind hierin alle der Diagonale p, p ,  . . . p parallelen Reihen 
mit in sich gleichen Funktionen erfullt, und die spiegelbildlich 
sich entsprechenden Reihen enthalton konjugiert komplexe Funk- 
tionen f' und f'. 

Ich werdo zeigen, daB fur jedes derartige System 

ist, wobei g eine reelle GrOBe bezeichnet, die sich verschieden 
darstellt, je  nachdem u eine gerade oder eine ungerade 
Zahl ist. 

Der Beweis forme man A dadurch um, da6 man zur 
ersten Zeile alle folgenden hinzu addiert , wae bekanntlich 
den Wert von A nicht andert. Dann resultiert fur un- 
gerades a, wie man leicht erkennt, fur A der Ausdruck 

A = ( p + ~ ' + d ' +  b ' + b +  . . . )C A , , .  
k 

(65) 

Nun gehen aber aus den dl, fur R = 1, 2, . . . u alle 
iibrigen Partialdeterminanten durch zyklische Vertauschung 
der Indizes hervor, und es ist nach der speziellen Form von A 

Somit ist auch 
' 1  k = '2, k+l = ' 3 ,  k + 2  = . * . 

_ _ ~  , u ungerade. (67) Q = p + a'+ a ~ ~ + m b ~ + b ' ~ +  . . . 
Annalen der Physik. IV. Folge. 41 28 
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Wenn u gerade ist, dann fallt eine (schiefe) Reihe (‘) mit 
der zugehorigen (”) zusammen, bei u = 4 z. B. b’ und b”, bei 
u = 6  ebenso c’ mit c”. Hier mu8 also der bezugliche aus- 
gezeichnete Parameter reell sein, weil nur so die beiden Forde- 
rungen der konjugiert komplexen Form und der Gleichheit 
vereinbar sind. 

Es ergibt sich durch analoge Schliisse wie oben 

n Q -  - ~~~ ~~ -~ 
p + (a’+ u”) + (b’+ b”) + . . . , u gerade; i 

am SchluS des Nenners erscheint einfach diejenige (reelle) 
Funktion f fur die f=f”.  

Hiermit ist die Behauptung bewiesen, denn die in den 
Nennern von (67) und (68) neben p auftretenden Aggregate 
sind nach der Annahme reell. Gema6 der Bedeutung der hjk  
haben sie iiberdies fur die Linien jeder Seite (vgl. p.409) das 
entgegengesetzte Vorzeichen, so daB die Formeln (67) bezw. (68) 
zusammen mit 

p = k + ~ ( i f f g )  - mT2 

(wo g die innere Koppelung enthalt) zwei zur mittleren Fre- 
quenz vo symmetrisch liegende Streifen ausdriicken. Die Lage 
dieser Streifen bestimmt sich in jedem Falle einfach aus den 
Parametern in 9, a‘, a”, . . . 

Im Falle der D-Duplets reichten die vorliegenden Beob- 
achtungen iiber das Verhalten der einzelnen Linien D, und D, 
im Magnetfelde Bus, urn die Betrachtung bis zu Ende zu 
fuhren. In anderen Fallen fehlen bisher derartige notige Daten. 

Wir sind also zu dem Resultat gekommen, da6, wenn die 
p- und die s-Schwingungen auf beliebig vielen komplexen Frei- 
heitsgraden xj  f. i y j  und zi -f: i aj berulten, deren innere Koppe- 
lungen unler sich gleich und deren aupere Koppelungen zyklisch 
gleich sind, dann das ganze System von Zeemankomponenten bei 
hinreichend enger Lagerurtg der fildlosen Xinien und genugenden 
magneti.when Feldern sich in ein scharfes Quadruplet symmetrisch 
ZUT mittleren Frequenz vo zusammenzieht. Seine Aufspaltung 
bestimmt sich aus den Parametern, und das Beispiel der D-Buplets 
zeigt, wie dabei ein normales Triplet resultipren kann. 
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18. Die vorstehende Entwickelung kniipfte an den durch 
die spezielle Betrachtung der B-Duplets nahe gelegten Fall 
an, da8 die Schwingungen parallel zu den Kraftlinien sich 
(ahnlich, wie die normal dazu) durch komplexe Freiheitsgrade 
z j  f i t  darstellen lassen. Der ganz abweichende Typ der 
0-Triplets legt, wie hier nicht ausgeftihrt werden mag, eine 
andere Auffassung nahe, an die jetzt angekniipft werden mag. 

Wir wollen annehmen, daB die p-Schwingungen sich auf 
u reelle Freiheitsgrade zuruckfiihren lassen. Dann fehlen also 
die inneren Koppelungen; es ist 

(69) p j  = Kj f i v h j  - m y a ,  

und in dem Schema (61) sind alle Jij und h j ,  reell, dabei gilt 

1st dieses System zyklisch gekoppelt, so gilt fur dasselbe 
kj' I t .  = - h 

Jk 

das Schema (63) mit 
a', - K , . . .  I ,  a =- (70) 

1st a gerade, fallen also zwei schiefe Reihen f und f' zu- 
sammen, so gilt fur diese Funktion 
(71) f =  f'= 0. 

Ein solches System gestattet nun genau dieselbe Behand- 
lung, die voretehend angewandt ist; in der Tat stellt das neue 
j a  nur einen speziellen Fall des friiheren dar. Das Resultat 
ist aber sehr bemerkenswert. Wegen der Bedingungen (70) 
und (71) degenerieren die Formeln (67) und (68) iiberein- 
stimmend zu 

Q=". 
P (72) 

Dies sagt aber folgendes aus. 
In dern Pall, dap die p-Schwingungen auf zyklisch gleich- 

f ormig gehoppelten reellen Freiheitsgraden beruhen, zieht sich 
das ganze System entsprechender Zeemankomponenten bei hin- 
reichend nailer Lagerung der feldlosen Linien und hinreichend 
starken B'eldern in eine einzige Linie bei der mittleren Prequenz vo 
zusammen. Hier entsteht also aus den p- und den s-Schwingungen 
zusammen jederzeit ein Triplet, dessen Aufspaltung sich durcli 
die Parameter bestimmt. 

28* 
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Deuten die Vorgange auf eine uugerade Zahl ( 2 h  + 1) 
von Freiheitsgraden in den p-Schwingungen, so wird der 
zweite Fall zunachst als gegeben erscheinen. Bei einer yeraden 
Zahl ( 2 4  wird im allgemeinen die Wahl zwischen der Dar- 
stellung durch 2 h reelle oder h komplexe Freiheitsgrade offen 
stehen. Diese beiden Darstellungen sind nicht nur formell, 
sondern auch sachlich verschieden ; die letztere erscheint als 
einfueher. Im Falle der B-Duplets ergibt dieselbe eine voll- 
stindige Erklkung der bisherigen Beobachtungen, so daB eine 
Heranziehung der ersten sich erubrigt. 

Ebenso sol1 auf kompliziertere zyklische Koppelungen, fur 
die den vorstehenden ahnliche Siitze gelten, hier nicht ein- 
gegangen werden. 

Resultate. 

1. Das Ziel der vorstehenden Untersuchung war die Aus- 
gestaltung der Koppelungstheorie der Zeemaneffekte durch Be- 
nutzung der neuesten, besonders durch die Herren P a s c h e n  
und Back  festgestellten Erfahrungstatsachen. Es sind dafiir 
die allgemeinen Formeln fur ein beliebiges System gekoppelter 
Elektronen zugrunde gelegt worden. Die Koppelung selbst wird 
dabei durch Glieder in den Bewegungsgleichungen der Elek- 
tronen dargestellt, die mit der E’eldstkke proportional sind ; 
ihre Faktoren sind die Koppelungsparameter. 

2. Die Erfahrungstatsache, daB in vielen Fallen, z. B. 
bei den Zeemanschen Quadruplets, Sextuplets usw., die s- 
und die p-Schwingungen (senkrecht und parallel zu den Krrtft- 
linien) vollig analogen Gesetzen folgen, veranlaBte die Ein- 
fiihrung einer Spezialisierung der Formeln, welche diese Tat- 
sache einfachst ausdruckt. Die Formeln fur die s.Schwin- 
gungen (die in der XY-Ebene verlaufend gedacht sein mogen) 
lassen sich in zwei gleichgestaltete Systeme mit den Variabeln 
xj + iyj und xj - iyj fassen, wobei xj  und yj die Elongationen 
des Elektrons ( j )  parallel X und Y bezeichnen. Es ist nun 
angenommen, daB die Elongationen parallel 2 eine ahnliche 
Darstellung gestatten, derart, daB mit jeder Elongation x j  eines 
Elektrons diejenige aj eines anderen (gleichartigen) derartig zu- 
samrnen auftritt, dab die Aufstellung von zwei gleichen Formel- 
systemen je mit den Variabeln z j  + i6j und z j  - itj mSglich 
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wird. Unter diesen Umstanden lauten die Grundgleichungen 
fur die s- und fiir die p-Schwingungen v6llig gleich, und sie 
lassen sich gemeinsam behandeln. 

3. Unter den Koppelungsfunktionen fur die s-Schwin- 
gungen nehmen diejenigen eine isolierte Stelle ein, die ein x j  
mit dem entsprechenden yj koppeln; dieselben stellen die Wirkung 
des Feldes auf das anderweit nicht gekoppelte Elektron j dar. 
Ihnen entsprechen unter den Koppelungsfunktionen der p-Schwin- 
gungen solche, welche ein z j  an das zugehlirige aj binden; die- 
selben stellen die Feldwirkung auf dieses anderweit nicht 
gekoppelte Paar dar. Solche sich entsprechende singulare 
Koppelungen mijgen kurz innere Koppelungen heiBen, und im 
Gegensatz dazu die iibrigen als aupere bezeichnet werden. 

4. Es ist eine der am besten festgestellten neuen Er- 
fahrungstatsachen, dab gewisse ursprunglich unsymmetrische 
Liniengruppen bei hinreichend gesteigertem Magnetfeld Zeeman- 
effekte liefern, die symmetrisch sind zu dem geometrischen 
Mittelpunkt des ursprunglichen Liniensystems. Es ergibt sich, 
daB dies nach der Theorie dam eintritt, wenn die Parameter 
aller inneren Koppelungen des Systems einander gleich sind. 

5. Diese Parameter sind bei denjenigen komplexen Zeeman- 
effekten einzelner Linien, die (wie haufig) an jeder Seite der 
ursprunglichen Lage ein in sich zentrisch symmetrisches System 
von Komponenten liefern, maBgebend fur den Abstand des 
bez: Symmetriezentrums von der feldlosen Linie (also bei 
Duplets fur den Abstand der Seitenkomponenten selbst, bei 
Quadruplets fur denjenigen der Mitte zwischen den Seiten- 
komponenten usw.). Nach 4. miissen also bei Liniensystemen, 
die in starken Feldern den genannten symmetrischen Zeeman- 
effekt zeigen, jene Symmetriezentren fur die s-Schwingungen 
einerseits, fur die p-Schwingungen andererseits bei allen Linien 
des Systems gleiche Abstande von der feldlosen Linie aufweisen. 

6. Bei den Duplets von der Art der D-Linien, welche 
die in  4. vorausgesetzte Erscheinung zeigen, ist diese An- 
forderung fur die s-Schwingungen von selbst e f l l t .  Die 
Linie D, liefert hier ein Quadruplet, D, ein Duplet, und der 
Abstand des letzteren ist gleich dem Abstande der Mittellinie 
zwischen den beiderseitigen Komponenten des Quadruplets. 
Fiir die p - Schwingung findet zuniicbst Analoges nicht statt; 



438 W. Poigt. 

hier geben beide Linien Duplets, und deren hbstande verhalten 
sich fiir B, und U ,  wie 2 :  1. Hieraus ergibt sich, da5 man 
nach der Theorie das 3,-Duplet als ein Quadruplet mit einem 
Komponentenpaar verschwindender Starke ansehen mu8, der- 
gleichen die Theorie, wie ich schon 1907 hervorgehoben habe, 
signalisiert, und die trotz verschwindender Starke gewisse Wir- 
kungen uben. Diese Auffassung wird dadurch gestiitzt, da5 
neueste Beobachtungen fur die B-Linie die doppelte Zahl 
von Freiheitsgraden nachgewiesen haben, wie fur die B,-Linie. 
Es iet also der Zeemaneffekt fur die B,-Linie theoretisch als 
ein Oktett anzusehen, - im Gegensatz zu dem Quadruplet 
von D,. 

Das Elektronensystem, welches Duplets von der Art der 
B-Linien hervorbringt, hat hiernach drei komplexe Freiheits- 
grade 3, f: iy, und drei z, f ian, somit also zwSlf reelle. Sind 
samtliche drei analoge komplexe Freiheitsgrade verechieden- 
artig, so ergibt das System ein gewisses Serientriplet, aus dem 
das D-Duplet durch Oleichartigsetzen von zwei Freiheitsgraden 
(fur 0,) entsteht. 

7. Eine weitere neuerdings festgestellte Tatsache ist die, 
daB bei Linien vom D-Typ in hinreichend hohen Feldern je  
drei analoge Freiheitsgrade zusammen nur eine Linie liefern, 
und zwar so, dab speziell fur die s-Schwingung diese Linien 
normalen Abstand haben, fur die p-Schwingung aber im geo- 
metrischen Mittelpunkt des ganzen Systems zusammenfallen, und 
so ein normales Triplet bilden. Fu r  ersteres ist bei einem be- 
liebigen System von zweimal drei komplexen Freiheitsgraden die 
ausreichende (aber nicht notige) Bedingung diejenige, da6 die 
auperen Koppelungen der drei Freiheitsgrade 1, 2, 3 einander 
gleich , die Freiheitsgrade also zyklisch gleichmapig gekoppelt 
sind, derart, da6 1 mit 2 ebenso verbunden ist, wie 2 mit 3 
und wie 3 mit 1. Dies gilt dann auch fiir B-Duplets, wo 
zwei Freiheitsgrade auf D,, einer auf B, fallen. 

8. Nach Einfiihrung dieser aus sehr allgemeinen Er- 
wagungen flie5enden Annahmen uber die inneren und die 
hu6eren Koppelungen enthalten die Gleichungen fur die s- und 
fur die p-Welle nur noch je  drei Koppelungsparameter, die 
sich vollstandig aus dem Verhalten der einzelnen Linien 3, 
und D, - wie dasselbe bei weit getrennten Duplets zur 
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Geltung kommt - bestimmen lassen. Von diesem Verhalten 
kommt einmal die GroBe der magnetischen Aufspaltung von 
B, und D, und sodann das Verhdtnis der Starken in den s- 
und p-Quadruplets von B, in Frage. Bei dem p-Quadruplet 
ist das Starkeverhiiltnis zwischen den inneren und den iiuBeren 
Linien gleich 1 : 0, bei dem s-Quadruplet liefert es die Beob- 
achtung merklich gleich 1 : ' Is.  Aus diesen Daten ergibt sich 
dann in der Tat, daB die zwiilf Freiheitsgrade der D-Duplets 
bei starken Feldern ein einfaches normales Triplet liefern. 

9. Der Aufbau des Gebildes, auf dem die betrachteten 
Serientriplets und die darin als Spezialfall enthaltenen D-Duplets 
heruhen konnen, ist hiernach ein hochst symmetrischer. Die 
in demselben auftretenden zweimal drei komplexen Freiheits- 
grade zj f iy und zj f ia,, j = 1, 2, 3 haben samtlich unter 
sich gleiche innere und auch unter sich gleiche auBere Koppe- 
lungen. Den spezsschen Habitus erhalt das Duplet durch 
den Umstand, daB zwei von den drei Paaren von Freiheits- 
graden gleiche Eigenschwingungen haben, derart, drrS D2 einer 
Doppellinie (2 + 3) entspricht, D, einer einfachen (1). Bei 
groBerem Abstand der feldlosen Linien und bei miiBigen Feldern 
entsteht dann bei D, das bekannte Quadruplet, bei D, das 
Oktett bzw. Sextett ; bei geringen AbstSinden und hinreichend 
gesteigerten Feldern flieBen alle zwolf bzw. zehn Komponenten 
in ein normales Triplet zusammen. 

10. Die vorstehenden Entwickelungen gelten ganz all- 
gemein fur beliebig weit getrennte Serientriplets und -duple@ 
ebenso fiir beliebig schwache oder starke Felder. AuBer dem 
Extremfall, daB die magnetische Aufspaltung groB ist gegen 
die ursprungliche Trennung der Linien der feldlosen Triplets 
und Duplets, ist aber nur noch der zweite Extremfall eriirtert 
worden, d d  das umgekehrte Verhaltnis stattfindet, da eine 
Beobachtung von f i n .  Back vorliegt, die eine qualitative 
Vergleichung mit diesem Fall der Theorie gestattet. Diese 
Beobachtung geht dahin, daB noch bevor durch Koppelungs- 
wirkungen merkliche geometrische Veranderungen in dem Zeeman- 
effekt der einzelnen Konstituenten eintreten , sich eine Beein- 
flussung der Intensitatsverhaltnisse geltend macht. Bei einem 
engen Na-Duplet zeigte sich eine Verstarkung der einander 
zugewandten Zeemankomponenten der beiden Linien, die bei 
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D, betrachtlich starker war, als bei Ba, bei den p -  starker, 
als bei den s-Schwingungen. Die Resultate der Theorie stimmen 
mit diesen Wahrnehmungen vollkommen uberein. 

11. Fiir die theoretische Behandlung anderer Linien- 
kombinationen, die bei Anwendung starker Magnetfelder nor- 
male Triplets zu liefern scheinen, fehlen bislang noch aus. 
reichende experimentelle Unterlagen. Doch haben sich die 
folgenden allgemeinen Satze ergeben, welche wesentliche Be- 
dingungen fur das Zustandekommen der genannten Erschei- 
nungen erkennen lassen. 

Beliebig viele Lonzplere Freiheitsgrade, die (in der bei den 
B-Duplets erorterten Art) zyklisch gleichmaBig gekoppelt sind, 
lassen bei einander nahen Frequenzen in starken Feldern dle 
Zeemankomponenten in ein scharfes symmetrisch zur Mittel- 
frequenz vo liegendes Duplet zusammenrucken, dessen Auf- 
spaltung sich einfach durch die Koppelungsparameter aus- 
druckt. 

Beliebig viele reelle Freiheitsgrade liefern bei zyklisch 
gleichmaBiger Koppelung unter denselben Umstanden eine 
einzige scharfe Linie an der Stelle der Mittelfrequenz v,,. 

Liniensysteme, die auf derartig gekoppelten Freiheits- 
graden beruhen, werden also auch (analog wie die I)-Duplets) 
bei geeigneten Parameterwerten normale Triplets ergeben. 

12. Die vorstehenden Untersuchungen halten sich auf 
phhomenologischem Niveau und bescheiden sich damit, durch 
Aufklarung der quantitativen Beziehungen, denen das Ver- 
halten der verschiedenen Freiheitsgrade unterliegt, die notige 
Toorarbrit fur die spiitere Aufstellung eines Modelles der auBerst 
komplizierten Vorgange zu liefern. Immerhin kann der Nach- 
weis von der fundamentalen Bedeutung der zykliscilen Xoppe- 
lungeu der Freiheitsgrade fur die Erklarung der neuen Beob- 
achtungen als der Anf aug eines Modellaufbaues gelten. 

Go t t ingen ,  im Niirz 1913. 

(Eingegangen 2. April 1913.) 


