Die ganzheitliche Physik

Die einheitliche Begriindung ihrer Grundgesetze mit objektiver Kausalitét
und ihre einheitliche Behandlung mit dem Computerprogramm FEMLAB
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In diesem Buch geht es natiirlich darum, die Physik selber zu verstehen, das ist
ganz wichtig. Dariiber hinaus geht es aber auch noch um anderes. Warum sind
die physikalischen Gesetze denn tiberhaupt so wie sie sind? Und wie kann bei-
des, nimlich die physikalischen Inhalte und ihren Grund anschaulich und ohne
unnotige Komplikationen vermittelt werden?
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Prolog

Die Grundlagen der Physik

Messen

Eine wesentliche Grundlage der Physik sind Messungen. Primar misst man Ab-
stinde, Zeiten und Krifte. Daraus kénnen dann auch andere GréB3en abgeleitet
werden wie Geschwindigkeiten, Energien oder Temperaturen. Auch andere
stoffliche Verinderungen wie die Schwirzungen von Photoplatten oder Farban-
derungen bei glithenden Metallen kénnen quantitativ erfasst werden.

GesetzmdfSigkeiten beschreiben
Das Wesentliche der Physik besteht darin, die GesetzmiBigkeiten, die den
messbaren Gréflen zugrunde liegen, aufzudecken und zu beschreiben.

Eine sehr wichtige Gesetzmaligkeit ist die Trigheit der Materie. Materie dndert
ithren Bewegungszustand nicht ohne Grund. Nur wenn Krifte auf sie einwir-
ken, dndert sie ihren Zustand, zum Beispiel ihre Bewegung. Das ist die Grund-
lage der Mechanik und wird zum Beispiel in den berithmten Newtonschen Axi-
omen formuliert.

Andere Gesetzmalligkeiten beruhen nicht auf materiellen oder trigen Zusam-
menhingen. Diese dullern sich zum Beispiel in Lichtphinomenen oder in der
bekannten Wirkung von Magneten auf Eisenspine. Solche Kraftwirkungen
werden mit Hilfe von elektromagnetischen Feldern beschrieben. Sie sind in allen
Bereichen der unbelebten und der belebten Natur wichtig, zum Beispiel bei der
Bildung atomarer Strukturen, bei chemischen Reaktionen, bei der Funktion von
Computern oder der Telekommunikation. Alle biologischen Phinomene, etwa
beim Koérperstoffwechsel, der Steuerung des Herzschlages oder bei den Gehirn-
funktionen beruhen wesentlich auf der Elektrodynamik.

Eine ganz andere Art von physikalischer GesetzmaBigkeit liegt der Schwerkraft
zugrunde. Sie ldsst sich als Eigenheit eines gekrimmten Raumes verstehen. Da
sich trige und die schwere Masse in Messungen als identisch erweisen, kann rein
mathematisch die schwere Masse auf Massentrigheit in einem gekriimmten
Raum zurtickgefithrt werden. Schwere wird als Trigheit erfasst.
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Die GesetzmiBigkeit von Wirme lisst sich als statistisches Phinomen unzihli-
ger mikroskopischer Freiheitsgrade der Materie begriinden. Diese unzihlbaren
mikroskopischen Freiheitsgrade kénnen verschiedene makroskopische Phino-
mene hervorrufen. Dabei fithren verschiedene Kombinationen mikroskopischer
Freiheitsgrade zu identischen makroskopischen Phinomenen. Mit an Sicherheit
grenzender Wahrscheinlichkeit erscheint immer das makroskopische Phinomen,
das mit den meisten Kombinationen mikroskopischer Freiheitsgrade verkniipft
ist. So ist es einfach sehr wahrscheinlich, dass die ungestérte Bewegungsenergie
der mikroskopischen Freiheitsgrade gleichmif3ig auf alle Raumbereiche verteilt
ist und daraus folgt, dass die Temperatur eines Gases im Gleichgewicht dann an
jedem Raumpunkt dieselbe ist und einen ganz bestimmten Wert hat.

Physik und Weltbild

Die Erkenntnisse der Physik haben unser Weltbild fundamental geprigt. Die
Welt erscheint uns heute in erste Linie als Raum, der mit Materie erfillt ist. Die-
se unterliegt wiederum einer bestindigen Verdnderung. Wir identifizieren die
Welt mit Raum und Materie. Wir kennen die physikalischen Gesetze, denen die
Materie unterliegt und damit erscheint uns die Entwicklung der Welt im Grof3en
und Ganzen als berechenbar.

Wir etleben uns als in diesen Raum hineingeboren, wir etleiden oder genief3en
unser Leben, und wir verschwinden frither oder spater wieder aus diesem Raum
auf Nimmerwiedersehen.

Naiver Realismus und moderne Physik

Als so genannte naive Realisten gehen wir ganz selbstverstindlich davon aus,
dass die Welt tatsidchlich so ist, wie sie uns erscheint, nimlich als mit Materie
erfulltes Raumgebilde.

Die meisten Philosophen haben es jedoch aufgegeben, zu beweisen, dass die
Welt tatsichlich so ist, wie sie uns erscheint. Es erweist sich als unmoglich, sich
auf die Welt als Solche zu beziehen. Wir kénnen immer nur Aussagen machen
tber unsere Bewusstseinsinhalte und keine tiber eine Welt, die in irgendeiner
Form unabhingig von uns existiert. In der modernen Physik dufert sich das
sehr dramatisch.

Misst man die Ausbreitungsgeschwindigkeit von Lichtsignalen, so findet sich
jeder Beobachter im Zentrum eines so genannten Lichtkegels. Man meint damit,
dass sich ein Lichtsignal um jeden Beobachter auf einer immer gréf3er werden-
den Kugeloberfliche ausbreitet. Der Beobachter findet sich im Zentrum dieser
Kugel. Das ist selbst dann so, wenn sich zwei Beobachter relativ zueinander
bewegen und dasselbe Lichtsignal beobachten.
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So etwas ist nattrlich nicht méglich, wenn sich beide Beobachter in einem abso-
luten, beiden gemeinsamen Raum befinden. In einem solchen Raum hat jede
Kugel genau einen Mittelpunkt, es konnte sich entweder nur einer der Beobach-
ter in diesem Zentrum finden oder die Beobachter kénnten sich nicht von einer
gemeinsamen Position entfernen. Im Experiment findet sich jedoch jeder Beob-
achter im Zentrum einer solchen Lichtausbreitungskugel, auch wenn er sich
relativ zu einem anderen bewegt.

Das kann nur bedeuten, dass Raum und Zeit keine eigenstindige, vom Beob-
achter unabhingige Existenz haben, sondern ausschlieBlich Beziehungen zwi-
schen Bewusstseinsinhalten sind. Raum ist Bewusstseinsraum und Zeit ist Be-
wusstseinszeit. Wir glauben, in einem absoluten Raum und einer absoluten Zeit
zu existieren, diese kann aber so nicht stimmen.

Atome erscheinen je nach Versuchsanordnung als Punktladungen oder als E-
nergieschalen. Thre Erscheinungsform ist kontextabhidngig. Ohne genaue Be-
zeichnung der Versuchsanordnung macht es keinen Sinn, iiber Atome zu spre-
chen. Das haben die Urviter der Quantenmechanik sehr deutlich zum Ausdruck
gebracht. Atome sind keine Objekte, auch keine Quantenobjekte. Sie haben
keine eigenstindige Existenz, sie erscheinen erst im Zusammenhang mit sehr
ausgefeilten Versuchsanordnungen. Genau genommen sind Atome Aspekte der
durch die Versuchsanordnung hervorgerufenen Phinomene.

Wir halten die Atome fiir die absolute Grundlage unserer materiellen Existenz.
Aber diese Grundlage 16st sich bei genauerer Untersuchung auf. Atome werden
zur Erscheinung, so wie ein Regenbogen, der sehr materiell und greifbar er-
scheint, dem man sich aber nicht nihern und den man auch nicht fassen kann.

Die Welt erstrahlt in ihren Regenbogenfarben nur im Zusammenhang mit unse-
ren Augen und unserem Gehirn, das die Sinneseindriicke verarbeitet. Goethe
formulierte das in seinem Entwutf einer Farbenlehre von 1810 so:

War' nicht das Auge sonnenbaft,

Wie kinnten wir das Licht erblicken?
Lebt" nicht in uns des Gottes eigne Krafft,
Wie kinnt" uns Gottliches entziicken?

Dass wir die Welt so erleben, wie wir sie erleben, liegt nicht daran, dass die Welt
eben so ist, sondern ganz wesentlich auch daran, dass wir eben so sind, wie wir
sind.

Unser Gehirn ist sehr komplex und raffiniert, aber es ist relativ langsam. Zur
Verarbeitung eines Sinneseindruckes braucht es fast eine Sekunde. Dazu hat der
amerikanische Neurophysiologe Benjamin Libet sehr aufregende Experimente
durchgefihrt [LIBE91], [NORR97]. Nach einer Berithrung am Finger kommt es
zu einer ganzen Menge neuronaler Aktivititen im Gehirn. Unter anderem wird
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unmittelbar nach dem Hautkontakt im Gehirn eine Zeitmarke gesetzt. Die Ner-
venimpulse werden weiter verarbeitet und das fihrt letztlich zu dem bekannten
bewussten Erleben der Berithrung. Der ganze Vorgang dauert jedoch fast eine
ganze Sekunde.

Die zeitliche Zuordnung der Berthrung zu anderen Erlebnisinhalten erfolgt
anhand der Zeitmarke, die wenige Millisekunden nach dem Kontakt gesetzt
wurde. So erscheint uns alles in einem in sich stimmigen, zeitlichen Kontext. Es
ist nur sehr verwirrend, dass die neuronale Aufbereitung der Sinneswahrneh-
mung fast eine Sekunde bendtigt und dass wir das nicht merken, sondern den
Eindruck haben, aller Sinneseindriicke unmittelbar bewusst zu werden. Das
Bewusstseinsphinomen kann jedoch noch fast eine Sekunde nach dem Kontakt
durch Stérimpulse auf das Gehirn unterbunden werden.

Diese physiologischen Forschungsergebnisse sind, wie die Relativititstheorie
und die Quantenmechanik, kaum zu bereifen. Sie bedeuten letztendlich, dass
unser bewusstes Erleben der Wirklichkeit etwa eine Sekunde hinter dem eigent-
lichen Weltgeschehen hinterherhinken miisste, so es dieses eigentliche Gesche-
hen als direkte Grundlage unseres bewussten Welterlebens tiberhaupt gibe. Sie
fihren uns recht brutal vor Augen, dass ein naiver Realismus nicht haltbar ist.
Wir tduschen uns iiber das Wesen unserer Existenz.

Es erscheint angebracht, sich mit den Grundlagen unserer bewussten Welterfah-
rung auseinander zu setzten und die Wurzeln der physikalischen Zusammen-
hinge aufzuspiiren. Das sollte unter anderem auch ein besseres Verstindnis der
Physik und ihre bessere Einordnung in ein umfassenderes Weltbild ermdgli-
chen.

Die Obijektivitit unserer bewussten Welterfahrung

Bewusstsein beruht auf Wissen, auf Erkennen, auf Identifikation von Sinnesein-
driicken mit Gedichtnisinhalten. Und Gedichtnis oder Informationsspeicher ist
immer beschrinkt.

Damit wir die Welt bewusst erleben kénnen, muss sie durch einzelne Exzerpte
oder Ausziige dargestellt werden. Diese erscheinen im Bewusstsein raumlich
angeordnet in einem in sich geschlossenen Bild.

Da die Bildung der Exzerpte oder Wirklichkeitsausziige durch Erkennen, also
durch Identifikation mit Gedachtnisinhalten erfolgt, sind die Exzerpte mehr
oder weniger kontextunabhingig. Sie haben bestimmte, meist wenige Eigen-
schaften. Die Art des Erkennens und das thm zugrunde liegende Gedichtnis ist
Folge unserer kollektiven kulturellen Entwicklung, und daher erscheinen die
Objekte auch allen Beobachtern mehr oder weniger gleich. Das objektive Er-
scheinen der Welt ist eine Konsequenz unserer bewussten Welterfahrung, wie
sie sich in den letzten Jahrtausenden entwickelt hat. Die Objekte erscheinen
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nebeneinander, hintereinander oder tibereinander angeordnet. Raum ist die Be-
ziehung zwischen den objektiven Bewusstseinsinhalten.

Der bertihmte Begriinder der Tiefenpsychologie und Entdecker des kollektiv
Unbewussten C.G. Jung fihrt unsere bewusste Welterfahrung auf archetypische
Strukturen in unserem kollektiv Unbewussten zuriick. Archetypen sind unbe-
wusste Anordner, die Weltinhalte so ordnen, dass sie uns bewusst werden kon-
nen. Bekannte Beispiele dafiir sind die Anima, der alte Weise oder der Schatten
[JUNGS52], [JACOS87], [ATMA95]. Diese strukturieren unser psychisches Erle-
ben. Andere Archetypen sind die natiirlichen Zahlen, Raum oder auch Zeit
[FRANY0]. Tiefenpsychologisch sind sie alle von derselben Natur.

Die archetypischen Strukturen haben sich im Laufe der Menschheitsgeschichte
ausgepragt. Sie sind mit unserer Individualitit gewachsen. Damit verbunden ist
das Erleben einer objektiven Welt in Zeit und Raum.

Ein Baum erscheint uns als Objekt. Wir haben einen klaren Begriff davon, was
ein Baum ist und haben auch sofort eine konkrete Vorstellung von einem Baum
vor unserem inneren Auge. Der Baum erscheint uns als ein Ding, das unabhin-
gig von anderen Dingen und auch von uns als Beobachter in Zeit und Raum
existiert. Bei sorgfiltigerem Betrachten wird es jedoch schon schwierig zu sagen,
wo der Baum anfingt und wo er aufhort.

Ab wann ist das Kohlendioxid, das der Baum aus der Luft aufnimmt, ein Teil
von ihm und wann hort der Sauerstoff, den er abgibt, auf, zu thm zu gehéren.
Das gleiche gilt fiir das Wasser und die Nahrstoffe, die er mit dem Erdreich
austauscht oder fiir die Energie, die er von der Sonne bezieht. Ein Baum ist
untrennbar und unendlich fein mit dem Rest der Welt verwoben. Thn als Objekt
in Raum und Zeit zu erkennen, ist eine Art, die Welt zu erleben. Die Welt selber
ist keine Ansammlung von Objekten in Raum und Zeit.

Auch unsere Mitmenschen erscheinen uns als Objekte in Raum und Zeit. Wir
ordnen ihnen ganz bestimmte Eigenschaften zu. Und welche wir ihnen zuord-
nen, hat oft weniger mit den Betroffenen selbst zu tun als eher mit unserer urei-
genen Art, unsere Mitmenschen zu sehen. Es gibt unzihlige bekannte Beispiele
daftr. Wir erleben Frauen anders als Minner und Fremde anders als Familien-
mitglieder, ganz unabhingig davon, mit welchen Menschen wir es tatsichlich zu
tun haben. Es ist auch ganz natirlich, unseren Schatten, also unbewusste Aspek-
te unserer eigenen Psyche, mit denen wir uns nicht gerne selber identifizieren,
auf unsere Mitmenschen projizieren. In unseren Mitmenschen erleben wir im-
mer auch wesentliche Aspekte unserer eigenen Personlichkeit. Dies fithrt sehr
oft zu Missverstindnissen, Verwirrung und zu Konflikten. Unser Leben wire
sicher um vieles einfacher, wenn wir das besser durchschauen kénnten.

In der Physik wurde die Objektivierung der Weltinhalte auf die Spitze getrieben.
Das Basisobjekt der Mechanik ist der Massepunkt. Es ist ein Objekt ohne rdium-
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liche Ausdehnung. Seine einzigen Eigenschaften sind sein trige Masse und seine
Position im Raum. Dieser Massepunkt ist eine reine Idee, in der Natur ist ein
solcher nirgends zu finden. Diese Idee ist aber sehr michtig und liegt ganz we-
sentlich unserem gesamten Weltbild und unserer Kultur zugrunde.

Die Objektivierung raumlicher Beziige

Die Wurzel unserer Raumerfahrung ist die Objektivitit der Weltinhalte in unse-
rem Bewusstsein. Raum ist die Ordnung, in der die Objekte in Erscheinung
treten, Raum ist Bewusstseinsraum.

Der Raum selber ist urspriinglich kein Objekt, wir kénnen ihn nicht unmittelbar
als Raum erkennen, nur als Beziehung der Bewusstseinsinhalte. Raum hat keine
eigenstindige, kontextunabhingige Existenz, er ist nicht fur alle Beobachter
gleich.

Wir konnen den Raum jedoch ausmessen. Dazu benétigen wir ein Objekt, das
als MaB3stab dient. Wir nehmen einen Meterstab und prifen, wie oft wir ihn an
den Winden unseres Zimmers anlegen konnen. So werden rdumliche Beziige
objektiv. Jeder, der mein Zimmer ausmisst, wird bis auf wenige Millimeter Ab-
weichung zu selben Ergebnissen kommen wie ich.

Bei einem Spaziergang zu einem Aussichtspunkt kommt mir der Hinweg in der
Regel viel weiter vor als der Riickweg. Wenn ich die Wege jedoch mit einem
Maf3stab ausmesse, passt dieser immer gleich oft zwischen die Endpunkte des
Weges, auch morgen oder tibermorgen.

Wir kénnen die Wege in ein Koordinatensystem eintragen. Dazu missen wir
einen Bezugspunkt wihlen und einen MaB3stab. Ein beliebiger Punkt des Weges
wird dann durch seine Koordinaten beschrieben. Diese geben an, wie oft der
Maf3stab in jeder Raumrichtung zwischen den Bezugspunkt und den Wegpunkt
passt.

Indem wir den Weg in ein solches Koordinatensystem einzeichnen, haben wir
ein Bild des Raumes geschaffen. Der Raum ist selber zu einem Objekt in unse-
rem Bewusstsein geworden. Dieses Objekt 'Raum' erfasst ausschlieBlich die
messbaren und berechenbaren Aspekte der rdumlichen Beztige. Es ist ein sehr
michtiges Hilfsmittel zur Bewiltigung unserer irdischen Existenz.

Mit der Zeit haben wir sogar das Gefiihl entwickelt, in einem solchen objektiven
Raum zu existieren. Wir identifizieren diesen objektiven, von uns konstruierten,
mit Materie erfiillten Raum mit der Welt selbst.

Die Natur der Zeit und ihre Objektivierung

Die Weltinhalte unterliegen einer bestindigen Verinderung. Diese kénnen wir
unmittelbar erleben. Dank unseres Gedichtnisses kénnen wir sogar Vergleiche



Prolog X7

anstellen zwischen dem, was jetzt ist, und dem, was friher war. Wir haben ein
Bild der Vergangenheit in uns und vergleichen dieses Bild mit unserem Bild der
Gegenwart. So erleben wir Zeit.

Ich mache einen Strandspaziergang und blicke hinter mich. Ich sehe Ful3abdri-
cke im Sand und mir ist klar, dass ich selber diese Abdriicke hinterlassen habe.
Ich erinnere mich daran und weil3 dariiber Bescheid. Das Etleben von Zeit ist
ein Aspekt unseres Bewusstseins. Tiere erleben die Zeit in der Regel nicht so
wie wir das tun.

Auch die Zukunft ist in erster Linie eine Vorstellung in unserem Bewusstsein.
Auf der Grundlage der gegenwirtigen Welt- und Gedichtnisinhalte projizieren
wir ein Bild in uns, wie Weltinhalte irgendwann einmal sein konnten.

Existieren tun wir aber ausschlieBlich in der Gegenwart. Wenn wir etwas tun
oder etwas erleben, dann immer in der Gegenwart. Vergangenheit und Zukunft
sind allein Elemente unseres Bewusstseins. So wie der objektive Raum haben
auch sie etwas Illusionires an sich. Wenn wir etwas vollbringen wollen, dann
miussen wir es (irgendwann) in der Gegenwart tun.

Die Objektivierung der Zeit erfolgt durch Zeitmessung. Dazu dienten urspriing-
lich die Bewegungen der Gestirne, die FlieBmengen von Sand oder Wasser
durch Rohrchen oder die Bewegung von Pendel. Heute messen wir die Zeit mit
Schwingungen von Kiristallen oder atomaren Zustinden.

Zeitmessungen beruhen in aller Regel auf Raummessungen! Bei der Sanduhr
schauen wir zum Beispiel, bis zu welcher Marke der Sand am Boden aufgefiillt
wurde. Zeitkoordinaten werden auch genau so wie Raumkoordinaten kon-
struiert und dargestellt.

Die archetypische und die mathematische Ordnungsstruktur der Zeit sind die-
selben wie die des Raumes. Wir erleben Zeit, indem wir Bilder der Vergangen-
heit, Gegenwart und Zukunft nebeneinander im Bewusstsein betrachten. Wir
messen die Zeit durch Raummessungen und wir stellen die Zeitkoordinaten
genauso als raumliche Koordinaten dar wie die Raumkoordinaten. Einmal ha-
ben wir ein System fiir rdumliche x-y-Koordinaten, das andere Mal eines fiir
raum-zeitliche x-t-Koordinaten. Strukturell gibt es da tberhaupt keine Unter-
schiede.

Die Grundlage der Zeit ist Anderung oder die Bewegung der Bewusstseinsinhal-
te. Sie fithrt zum rdumlichen Erleben von Zeit und zur riumlichen Darstellung
von Zeitkoordinaten zusammen mit den eigentlichen Raumkoordinaten. Zeit
wird genau so zum Objekt wie der Raum und wir Menschen sind heute genauso
an die Zeit gebunden wie wir es an den Raum sind.
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Objektive Wirkungen

Nach C.G. Jung liegen unserem bewussten Welterleben die Wirkungen archety-
pischer Ordnungsstrukturen zugrunde [JUNGD52], [JACOS87], [ATMA95]. Etwas
moderner beschreibt auch der Psychologie Julian Jaynes, wie im Bewusstsein
alles und wirklich alles in einen Kausalzusammenhang gestellt wird [JAYN97].
In allem, was wir etleben, erkennen wir eine Ursache. Besonders deutlich wird
das, wenn wir jemandem einen Vorwurf machen, thn zum Beispiel auf einen
(vermeintlichen) Fehler beim Autofahren hinweisen. Mit an Sicherheit grenzen-
der Wahrscheinlichkeit erfolgen innerhalb von Millisekunden eine Rechtferti-
gung und ein Gegenvorwurf. Davon, dass wie oben beschrieben, das Gehirn fiir
die Aufarbeitung von Bewusstseininhalten fast eine Sekunde bendétigt, ist dabei
nichts zu merken.

Wissenschaftler begriinden ihr Forschen mit ihrer Liebe zur Wahrheit, Kunstler
begriinden ihr Gestalten mit der Liebe zur Schonheit und selbst Diebe sind sich
sicher, dass ihre Untaten eine Folge sozialer Ungerechtigkeit sind. In unserem
Bewusstsein hat alles seine Ursache. Kausalitit ist ein Grundelement und eine
Voraussetzung von Bewusstsein.

Im Zusammenhang mit Materie in Raum und Zeit erscheinen Wirkungen als
Krifte. Eine Kraft wirkt auf einen Ball und versetzt diesen in Bewegung. Die
Kraft ist die Ursache. Die Wirkung ist, dass der Ball seinen Bewegungszustand
andert. Nach seinem Flug kann er wiederum eine Kraft austiben, zum Beispiel
auf eine Fensterscheibe, die so in Briiche geht. Es besteht ein klarer Kausalzu-
sammenhang zwischen dem Stof3 auf den Ball und den Scherben, die von der
Fensterscheibe tibrig geblieben sind.

Wir kénnen Wirkungen nur erkennen, wenn sie sich immer wieder in derselben
Art und Weise wiederholen, wenn sie also in einem gewissen Malle kontextu-
nabhingig sind. Wirkungen zu erkennen heif3t ja, sie mit Gedichtnisinhalten zu
identifizieren.

Zur vollstindigen Objektivierung von Wirkungen bendtigt man wieder einen
Maf3stab, zum Beispiel eine Stahlfeder. Je stirker eine Kraft auf diese Feder
wirkt, desto mehr wird sie zusammengedriickt. So lisst sich eine Kraft objektiv
bestimmen. Interessant ist, dass dieser Kraftmessung wieder eine Raummessung
zugrunde liegt.

Ein Magnet uibt eine Kraft auf Eisenspine aus, indem er sie in einer bestimmten
Weise im Raum orientiert. Legt man eine Glasplatte auf einen Magneten und
streut Eisenspine darauf, so ordnen sich diese in einem Linienmuster an. Sicher
hat jeder, der dies hier liest, in seinem Leben diese geordneten Eisenspane schon
einmal gesehen.
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Man misst so an jedem Punkt der Glasplatte die Kraftwirkung des Magneten auf
die Fisenspine. Man meint regelrecht, so genannte Feldlinien zu sehen. In der
Physik gibt ein Feld an, welchen Wert eine messbare Grof3e an jedem Raum-
und Zeitpunkt hat. Man sagt, die Kraft auf die Eisenspine ist eine Funktion von
Raum und Zeit und nennt diese Funktion ein Feld.

Das Kraftfeld ist eine mathematische oder logische Beziechung zwischen Utrsa-
che und Wirkung. Die physikalischen Gesetze, welche diese Kraftfelder be-
schreiben, lassen sich allein aus der Forderung ableiten, dass diese Wirkungen
kontextunabhingig sind. Das werden wir in den niachsten Kapiteln genau sehen.

Wir kénnen uns jedoch wieder ein Bild dieser Kraftfelder machen, indem wir sie
in Diagramme einzeichnen oder indem wir die Eisenspine direkt mit dem
Kraftfeld identifizieren. Die Kraft- oder Wirkungsfelder sind primir keine ei-
genstindigen Bewusstseinsinhalte, sie sind keine Dinge. Wir machen uns jedoch
ein Bild von ihnen und halten dieses Bild fiir die Wirklichkeit. So bekommen
wir den Eindruck, dass diese Kraft- oder Wirkungsfelder unabhingig von unse-
rem Bewusstsein in einer objektiven Wirklichkeit existieren. Sie sind jedoch aus-
schlieBlich eine logische Konsequenz unserer bewussten Welterfahrung. Das ist
ein sehr schones Beispiel dafiir, wie wir Weltinhalte, die wir etleben, durch unser
Denken schaffen.

Die Macht der objektiven Erfassung raumzeitlicher Beziigen und
von Wirkungen

Die Objektivierung der Welt erméglicht uns den bewussten Umgang mit der
Welt. So war und ist uns die Entwicklung von Techniken moglich, die uns weit-
gehend vor den Naturgewalten schiitzt, mit der wir uns mit ausreichenden Nah-
rungsmitteln und Wasser versorgen, die uns (eventuell) bei Krankheiten hilft, die
uns fast unbegrenzte Moglichkeiten der Telekommunikation und Fortbewegung
auftut und die uns schwere oder eintonige Arbeiten abnimmt. Klar ist, dass hier
mit 'uns' nicht die gesamte Menschheit gemeint ist.

All das hat nattrlich seinen Preis.

Die Problematik der Objektivierung raumzeitlicher Beziigen und
von Wirkungen

Allgemeine Probleme

Ein unmittelbares Gewahrsein der Welt geht uns immer mehr verloren, wir er-
leben die Welt nur noch in den Bildern, die wir uns von Weltausschnitten ge-
macht haben. Denken wird zum Umgang mit Gedanken und Fihlen wird zum
Umgang mit Gefiithlen. Die Starrheit und Trigheit unserer Gedichtnisinhalte
lasst unser LLeben meht und mehr erstarren.
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Unser Bewusstsein entwickelt sich weiter auf der Basis unserer Bilder der Wirk-
lichkeit, nicht auf der Basis der Wirklichkeit selbst. Wit tirmen Wissen auf Wis-
sen, und das wiederum auf Wissen. Das fiihrt oft zu Verwirrung, zu Illusionen
und zu Phantastereien. Der Turmbau zu Babel ist ein Gleichnis dafit.

Das Verstindnis der physikalischen Grundlagen

Der Glaube an eine objektive Raumzeit, die aus einer Ansammlung unendlich
vieler, unendlich dichter Punkte besteht, fithrt zu einiger Verwirrung. Auf einer
solchen Grundlage ist es uns nicht méglich, die Bedeutung der Einsteinschen
Relativitatstheorie und der Quantenmechanik zu begreifen. Wir geben uns
Phantastereien hin iber Wurml6cher, Zeitreisen oder parallele Universen.

Es ist so, dass die uns bekannte klassische Mechanik nur in einer Raumzeit for-
muliert werden kann, die aus solchen unendlich vielen, dicht liegenden Punkten
aufgebaut ist. Diese Punkte sind eine geniale Erfindung altgriechischer Philoso-
phen wie Pythagoras oder Euklid. Zenon von Elea oder Aristoteles [VERH94]
haben jedoch vor tiber 2000 Jahren bereits erkannt, dass diese Punkte in Wirk-
lichkeit so nicht existieren kénnen. In einer solchen Raumzeit wire jegliche Be-
wegung unmoglich. Die gesamte Welt wiirde, so wie Zenons berithmter Pfeil, in
Bewegungslosigkeit erstarren. Dies wird heute in Experimenten zum so genann-
ten Quanten-Zenon-Effekt phinomenologisch bestitigt.

In der Quantenmechanik berticksichtigt man nun diese offensichtlichen Mangel
klassischer raum-zeitlicher Beziehungen, indem man mit statistischen Mitteln die
Unschirfe der raumzeitlichen Punkte berticksichtigt. Wirkungen lassen sich so-
zusagen nicht auf einen Punkt bringen. Sie konnen maximal bis auf die Genau-
igkeit des Planckschen Wirkungsquantums 4, eine der wenigen Naturkonstanten,
festgelegt werden. Mit dieser Unschirfe werden viel bessere Schlussfolgerungen
der Objektivitit kausaler Beziehungen mdglich, als in der klassischen Mechanik.
Kleine Wirkungen treten immer in Form von Paketen, den Wirkungsquanten,
auf und es erkliren sich die atomaren Strukturen.

Nun versucht man jedoch aus formalen Griinden, auch den Raum zu quantisie-
ren, was immer das bedeuten mag'. Diese Quantisierungsversuche fithren auf
die ausgesprochen komplizierte Mathematik der Superstrings. Die Theorie be-
schreibt ibermifig viele Raumdimensionen, mit denen niemand so recht etwas
anfangen kann und sie fihrt auf Universen, die sich unbemerkt durchdringen.
Die Mathematik ist sehr kompliziert und nur von wenigen Spezialisten wirklich
durchschaubar. Griilen hier vielleicht die Turmbauer zu Babel?

Existentielle Fragen
Ernsthaftere Probleme ergeben sich aus unserem Menschenbild, das wir auf der
mechanischen Grundlage entwickelt haben. Wir halten unsere Mitmenschen,

! Der metrische Fundamentaltensor wird wie eine Quantenwellenfunktion behandelt.
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und auch uns selber, fir Objekte in Raum und Zeit. Diese Objekte sind jedoch
Bilder, die wir in unserem Bewusstsein entwickelt haben, und diese Bilder wer-
den weder uns selbst noch unseren Mitmenschen gerecht. Das fithrt zu gegen-
seitigem Unverstindnis und zu immerwihrendem Konfliktstoff. Jeder Krieg im
GroBen und jeder Streit im Kleinen ldsst sich letztendlich darauf zurtckfihren,
dass verschiedene Parteien verschiedene Vorstellungen tiber Aspekte der Wirk-
lichkeit haben und sich friedlich nicht einigen koénnen, wie mit den Aspekten
umgegangen werden soll. Tagtaglich bringen sich Menschen aus diesen Griin-
den gegenseitig um.

Vor allem finden wir in der objektivierten Raumzeit keine Antworten auf unsere
existentiellen Fragen. Unsere Existenz erscheint uns zeitlich begrenzt durch
Geburt und Tod, und raumlich begrenzt auf unsere korperliche Reprisentation.
In dem materieerfullten Raumkasten, den wir in unserer bewussten Welterfah-
rung fir die Welt selbst halten, gibt es keinen Grund fir unsere Existenz und
kein Ziel.

Wir objektivieren unsere Gotteserfahrungen und machen uns von allem Gottli-
chen ein Bild. Wir identifizieren (oder verwechseln) dann dieses Bild mit dem
Gottlichen. Damit haben wir uns Gott zueigen gemacht, wir haben ihn in Raum
und Zeit gesperrt, so wie wir uns selbst in Raum und Zeit sperren. Aber das
Abbild des Géttlichen niitzt sich mit der Zeit ab und wird uns wertlos. Wir ver-
lieren unsere Beziehung zum Géttlichen und werden Atheisten. Das Leben ver-
liert an Sinn und Tiefe und wir klammern uns an Dingliches, an Genussmittel
oder an phantastische Ideen. Als Newton erkannte, wie seine 'Philosophiae
naturalis principia mathematica', also seine 'Mathematischen Prinzipien der Na-
turlehre' diesen Prozess unterstiitzt, wurde er depressiv.

Die Vertreibung aus dem Paradies

Die Entwicklung unseres Bewusstseins wird in der Regel als evolutionirer Pro-
zess gesehen. Danach hat der Mensch im Kampf ums Uberleben mehr und
mehr gelernt, die Wirklichkeit mit Hilfe einfacher Bilder immer besser zu be-
herrschen. Diese Vorstellung enthilt sicher viel Wahrheit.

Vielleicht kommt aber auch noch hinzu, dass die Menschheit die objektive
Wirklichkeit, unter der sie leidet und die sie nun immer besser beherrschen
muss, in diesem evolutiondren Prozess ausgeprigt oder gar erst geschaffen hat.

Vielleicht hat sich alles tatsichlich so abgespielt wie im Ersten Buch Moses be-
schrieben: Der Mensch unterliegt der Versuchung, Gott gleich werden zu wol-
len und sich selbst zu erkennen. Sich selbst erkennen kann er jedoch nur in ei-
nem objektiven Abbild seiner selbst.

Vielleicht war doch dies der Ausgangspunkt der evolutiondren Entwicklung der
menschlichen Individualitait und der materiellen Welt. Durch sein Tun wurde
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der Mensch mehr und mehr aus seinem paradiesischen Einssein mit Gott und
der Welt vertrieben und er fand sich wieder in einem matetieerfillten Raumkas-
ten, in dem Frauen unter Schmerzen Kinder gebiren und Minner im Schweil3e
ithres Angesichts das tigliche Brot verdienen missen, und in dem jeder sterben
muss.

Scheint im Zusammenhang mit der Einsteinschen Relativititstheorie und der
Quantenmechanik diese Genesis nicht doch fundierter zu sein als die von einem
Urknall aus dem Nichts? Vielleicht kann die moderne Physik sogar beim Ver-
stindnis helfen, was mit dem christlichen Begriff 'Erbstinde’ urspriinglich ge-
meint war.

Ziele der nichsten Kapitel

In den nichsten Kapiteln sollen die grundlegenden physikalischen Zusammen-
hinge einheitlich begriindet und mit einheitlichen Mitteln veranschaulicht wer-
den.

Die Grundlage der physikalischen Gesetze ist die Objektivitit der Wirkung. Aus
dieser Objektivitit in raumzeitlichen Koordinatensystemen ergeben sich sofort
die Grundgesetze der klassischen Mechanik.

Die statistische Berticksichtigung der Unschirfe objektiver Wirkungen fithrt zur
Quantenmechanik. Erst in diesem Formalismus ist eine sinnvolle Ausbreitung
von Wirkungen, zum Beispiel ein ZerflieBen von Wirkungsquanten, méglich.

Die Objektivitit der Wirkung legt diese nicht eindeutig fest. Da nur die Ablei-
tungen des Wirkungsfeldes zu messbaren GréBen fihren, kann die Wirkungs-
funktion noch geeicht werden, ohne dass sich die Messgrofien verindern. Man
fihrt Eichfelder ein, die sich als elektromagnetische Potentiale entpuppen. Thre
Kontinuitat fihrt direkt auf die Maxwell-Gleichungen, also die Grundgleichun-
gen der Elektrodynamik.

Die elektrodynamischen Wechselwirkungen zwischen vielen Atomen fithren zu
Spannungs- und Reibungskriften in der Materie. Diese konnen in die Grundge-
setze der klassischen Mechanik integriert werden und begriinden so die Struk-
turmechanik und die Hydrodynamik.

Die Nichtlinearitit dieser Theorien hat einen eigenen interessanten Aspekt. Die
Materie weist durch sie eine ureigene Tendenz zur Selbstorganisation auf. Es ist
gerade die Strukturlosigkeit objektiver raumzeitlicher Beztge, ihre so genannte
Homogenitit, die fiir viel Formen in der unbelebten und sogar in der belebten
Natur verantwortlich zu sein scheint. Zum Beispiel entstehen in Wasserstro-
mungen wirbelartige Raumstrukturen, die in den unterschiedlichsten Zusam-
menhingen immer wieder in Erscheinung treten. So entspricht die Form einer
Qualle ziemlich genau der Form des Wasserwirbels, den die Qualle bei ihrer
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Fortbewegung im Wasser erzeugt. All dies ergibt sich aus der Objektivitit von
Wirkungen.

Die moderne Computertechnik erméglicht es nun, diese Zusammenhinge, die
sich aus der Objektivitit der Wirkungen ergeben, in Computersimulationen ein-
heitlich zu behandeln und so fast spielerisch zu begreifen.

FEMLAB ist ein kommerzielles Computerprogramm der Schwedischen Firma
COMSOL AB. Mit der mathematischen Methode der Finiten Elemente lassen
sich damit die physikalischen Grundgleichungen mit wenig Aufwand I6sen.

Besonders interessant ist die Form, in der die mathematischen Probleme fur
FEMLAB formuliert werden. FEMLAB interpretiert in erster Linie Kontinui-
tatsgleichungen, und diese ergeben sich fiir unsere Anwendungen direkt aus der
Objektivitit der Wirkungen. Kausalitit, Kontinuitit oder Objektivitit von Wir-
kungen meinen eigentlich dasselbe.

Kontinuitit bedeutet in der Physik, dass sich Wirkungen nicht ohne Grund (oh-
ne Krifte) verstirken oder abschwichen oder sie bedeutet, dass Materie, Ladung
oder die Wahrscheinlichkeit fir Wirkungen weder aus dem Nichts entstehen
noch ins Nichts entweichen. In der Physik sagt man, dass sie erhalten bleiben,
was seinen Ausdruck genau in Kontinuititsgleichungen findet. Die Begrifflich-
keit von Kontinuitit als Ausdruck von Objektivitit werden wir in einem eigenen
Kapitel vertiefen.

Fir die Computersimulation der physikalischen Phinomene muss die Geomet-
rie des betrachteten Raumgebietes spezifiziert werden, was bei FEMLAB mit
graphischen Werkzeugen moglich ist. Die Formeln und Randbedingungen miis-
sen ausgewahlt oder eingetippt werden und die Art der gewtnschten Losung ist
festzulegen. Es konnen stationdre Zustinde, Eigenzustinde oder ganze Zeit-
entwicklungen berechnet werden. Zum Abschluss ist dann noch die Art der
graphischen Darstellung der Ergebnisse festzulegen.

Geometrie und Parameter konnen unabhingig von den anderen Eingaben wie
den Formeln oder Randbedingungen variiert werden, und die neuen Ldsungen
werden dann auf Knopfdruck angezeigt.

Damit lassen sich die Ausbreitung von Wirkungsquanten, der Zerfall atomarer
Zustinde unter Emission von Lichtquanten, das Schwingungsverhalten von
Wolkenkratzern, die Morphogenese in Wasserstromungen und vieles mehr si-
mulieren und verstehen.

Physik macht so noch mehr Spal3, als sie es sowieso tut. Und vielleicht kann auf
diese Weise auch ein Uberblick iber die gesamte Physik erreicht werden. Physik
sollte nicht mehr als eine Ansammlung vieler einzelner Aspekte gesehen werden,
sondern als eine einzige Grundlage und Konsequenz unseres bewussten Welter-
lebens.
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Wenn man tief in einem Wald steht, sieht man bekanntlich nur noch die einzel-
nen Baume. Um den Wald zu erkennen, muss man sich aus dem Wald heraus
begeben und ihn aus einem gewissen Abstand betrachten. Erst dann nimmt man
auch wahr, wie sich der Wald einftigt in eine Welt, in der es auch Wiesen, Berge,
Seen und vieles mehr gibt. Vielleicht kann so auch die materielle Welt mit ihrer
einschrinkenden und starren Objektivitit transzendiert werden.



1. Raum, Zeit und Kraft

Raum, Zeit und Kraft sind die primiren GréBen der Physik. Es sind Messgro-
Ben und Grundlagen fiir abstrakte Begriffe wie Geschwindigkeit, Masse, Impuls,
Energie oder Wirkung. Physik stellt logische Zusammenhinge zwischen diesen
Groflen her.

Ein Beispiel sind die Newtonschen Axiome: Fine Masse dndert ihren Bewe-
gungszustand, oder genauer ihren Impuls, nicht ohne Grund. FEine Impulsinde-
rung gibt es nur, wenn eine Kraft wirkt und sie ist proportional zu dieser Kraft.
Was Impuls und was Masse ist, lernen wir im nichsten Kapitel genauer.

Die physikalische Beschreibung raumlicher Beziige:

Um rdumliche Beziechungen zu messen, bedarf es eines MaB3stabes, zum Beispiel
eines Meterstabes. Damit lassen sich Abstinde messen. Will man mehrere Ab-
stinde zueinander in Beziehung setzten, ist es ferner angebracht, einen Bezugs-
punkt auszuwihlen. Damit hat man ein Koordinatensystem wie in Abbildung
1-1 geschaffen. Eine Koordinate gibt an, wie oft der Maf3stab in einer bestimm-
ten Raumrichtung zwischen Bezugspunkt und der Position eines Objekts, in der
Physik meist ein Massepunkt, passt. Zur Charakterisierung eines Punktes im
dreidimensionalen Raum braucht man 3 Koordinaten, etwa x, y und z.

Malstab Objekt

o @

<1— X MaBstab —_—

Koordinate Basis
Abbildung 1-1

Ein Koordinatensysten: wird gebildet aus Ursprung als Bezugspunks, der Basis als MafSstab nnd der
Koordinate x. Da der MafSstab in jeder Bezzehung 3u anderen Objekten gleich bleibt, kann die rimmdiche

Bezzehung der Objekete durch Koordinaten beschrieben werden. Das gebt nur, wenn x kontinuierlich die
reellen Zablen durchlanfen kann.

Da der Abstand zwischen dem Bezugspunkt und dem Massepunkt in der Regel
kein ganzzahlig Vielfaches der MaB3stablinge sein wird, sind Koordinaten reelle
Zahlen. Dass diese Feststellung wichtig ist, diskutieren wir am Ende des Kapi-
tels.
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Wir haben so eine Beschreibung des Raumes gefunden, die sehr machtig ist. Wir
konnen Abstinde zwischen vielen Punkten, die wir ausgemessen haben, ma-
thematisch in Beziechung setzen und logische Schlussfolgerungen ziehen. Zum
Beispiel kénnen wir Abstinde bestimmen, die wir nicht direkt messen kénnen,
etwa wegen einem Hindernis, oder wir kénnen Flichen und Volumen berech-
nen.

Dazu haben wir einiges verwendet, das es in der Natur nicht gibt, sondern rein
gedanklich ist. Ganz fundamental ist der Punkt, der im Sinne von Euklid ein
Gebilde ohne rdumliche Ausdehnung ist. In der Natur hat alles seine rdumliche
Ausdehnung. Selbst Gedanken oder Gefthle etleben wir immer in einem ausge-
dehnten raumlichen Gebiet, etwa im Kopf oder im Herzen.

Ferner haben wir zur Konstruktion des Koordinatensystems einen vollig will-
kiirlichen Bezugspunkt und einen voéllig willkiirlichen Mal3stab gewihlt. So wur-
den aus den relativen raumlichen Bezichungen absolute Raumpunkte.

Die Koordinaten haben wir mit reellen Zahlen identifiziert. Mit einem Mal3stab
konnen wir jedoch immer nur rationale Abstinde bestimmen, da Messungen
immer nur mit endlicher Genauigkeit méglich sind. Auch rechnen kénnen wir in
der Regel nur mit rationalen Zahlen, da die Genauigkeit auch der modernsten
Computer beschrinkt ist. Nur in wenigen Ausnahmefillen, wenn wir uns auf
abstrakte Uberlegungen beschrinken, konnen wir wirklich mit reellen Zahlen
umgehen. Wir kénnen zum Beispiel die Fliche des Einheitskreises durch die
reelle Zahl 7 angeben, der Computer macht daraus aber 3.141592653589793100
(=80143857/25510582), was offensichtlich eine rationale Zahl ist.

Trotz allem ist die Behandlung riumlicher Beztige mit Hilfe von Koordinaten-
systemen ganz extrem hilfreich. Man sollte allerdings auf Beschrinkungen ge-
fasst sein.

Die physikalische Beschreibung der Zeit

Zeitmessungen liegen in aller Regel Raummessungen zugrunde. Die mathemati-
sche Struktur der objektiven Beschreibung von Zeit ist identisch mit der von
Raum.

In der menschlichen Frithgeschichte wurde die Bewegung des Gestirns zur Be-
stimmung von Tag, Monat und Jahr ausgenutzt. Mit Sonnenuhren konnten
selbst Stundenbruchteile bestimmt werden. Genauer ging es durch Beobachtung
der FlieBmenge von Wasser oder Sand durch ein Réhrchen. Heute misst man
Zeit mit der Bewegung von Pendeln, der Schwingung von Kristallen oder der
Resonanzfrequenz atomarer Zustinde.

Aufgrund der identischen mathematischen Struktur der Beschreibung von
raumlichen und zeitlichen Beziigen koénnen beide auch in Weg-Zeit-
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Koordinatensystemen kombiniert werden. Abbildung 1-2 zeigt, wie ein Spazier-
gang in einem solchen Koordinatensystem dargestellt wird. Vom Parkplatz wan-
dert man eine Stunde zum Aussichtspunkt, verweilt dort fiir ein paar Minuten
und kehrt dann wieder heim.

Spaziergang
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Parkplatoza 1000 2000 3000 4000 5000
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Abbildung 1-2

Darstellung ranmizeitlicher Beziige in einens Koordinatensysten. Raun und Zeit werden villig gleich be-
handelt. Eingezeichnet sind ein Spaziergang von einem Parkplatz, zu einem Aussichtspunks, ein kurzes
Verneilen und der Riickseg,

Messen von Kraft

Auch Kraftmessungen sind im Grunde Raummessung, etwa wenn man, wie in
Abbildung 1-3, Krifte mit einer Federwaage misst. Nach dem Hookeschen
Gesetz ist die elastische Verformung eines Korpers proportional zur dazu er-
forderlichen Kraft. Daher ist es so, dass bei doppelter oder dreifacher Kraft, mit
der man an der Feder zieht, auch die Ausdehnung der Feder zwei oder dreimal
so grof3 ist. Die Federausdehnung gibt also genau die Kraft an, mit der an ihr
gezogen wird.
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Abbildung 1-3

Krafimessung iiber die Debnung einer Stablfeder. Diese Krafimessung basiert auf den Hookeschen Gesets,
nach denr die Federdebnung proportional Zur Kraft ist, mit der an der Feder gezogen wird.

Eine solche Stahlfeder kann auch als Federwaage eingesetzt werden, mit der
man die Kraft der Erde auf eine Masse misst. Bekanntlich wird diese Kraft
schwicher, wenn man sich, etwa bei einem Raumflug, von der Erde entfernt.
Der Zusammenhang zwischen Kraft und Abstand zum Erdmittelpunkt ist in
Abbildung 1-4 als Kraftfeld dargestellt. Ein Kraftfeld gibt an, wie eine Kraft von
threm Raumzeitpunkt abhingt. In Abbildung 1-4 ist jedoch nur der raumliche
Aspekt zu sehen.
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Kraftfeld der Erde
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Abstand zum Erdmittelpunkt [Erdradien]
Abbildung 14

Krafifeld der Erde. Die Anziebungskraft der Erde ist an der Erdoberfléiche am stéirksten (9.81 Newton).
Ins Erdinnere nimmit sie linear ab, nach oben nimmi sie mit 1/ (Abstandy’ ab. Ein Krafifeld ist eine
mathematische Funktion und nicht evva ein natiirliches Objeker!

Geschwindigkeit

Geschwindigkeit ist ein MaB3 fiir Bewegung, also fiir die zeitliche Anderung
raumlicher Beztge. Wihrend Zeiten und Krifte unmittelbar mit Hilfe von
Raummessungen bestimmt werden, ist die Geschwindigkeit eine Grofe, die aus
einer Raum- und einer Zeitmessung abgeleitet wird. Der Begriff der Geschwin-
digkeit verkntpft Weg und Zeit zu einer einzigen Grofe.

Interessant und vielleicht fiir den einen oder anderen Uberraschend ist, dass nur
mittlere Geschwindigkeiten gemessen werden konnen. Man stellt fest, in wel-
cher endlichen Zeit ein endlicher Weg zurtickgelegt wird. Theoretisch oder ge-
danklich macht man den Weg und die Zeit unendlich kurz, indem man den ma-
thematischen Limes bildet. Wie in Abbildung 1-5 dargestellt, funktioniert das in
aller Regel sehr gut und erweist sich als sehr sinnvoll. Es ist so moglich, die Ge-
schwindigkeit eines Korpers an jedem Punkt seiner Bahnkurve anzugeben.

In der Natur kann ein solcher Limes jedoch nicht existieren. Das haben schon
die altgriechischen Philosophen wie Zenon von Elea oder Aristotels vor tber
2000 Jahren erkannt. Bewegung ist etwas Ganzheitliches. Sie kann durchaus in
kleinere Abschnitte unterteilt werden, jedoch nicht bis zu beliebig kleinen Ab-
schnitten. Der Grenziibergang zu unendlich kleinen Raum- und Zeitintervallen
ist genau so wie die reellen Zahlen eine rein gedankliche Konstruktion und hat
keine natirliche Grundlage. Wie Zenon begriindet und wie heute in Experimen-
ten zum Quanten-Zeon-Effekt phanomenologisch gezeigt wird, gibe es in einer
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unendlich fein strukturierten Raumzeit keine Bewegung. Die Welt wiirde in Be-
wegungslosigkeit erstarren.

Ort x(t) und Geschwindigkeit v(t)

Q

x(t) [m] & v(t) [ms]
N

IS

o Ortx(t)
Geschw. v(tit

i+1)

1
(9]

2 4
Zeit t [Sekunden]

o

Abbildung 1-5

Ein Koper wird zur Zeit 1=0 i Schwerefeld der Eirde nach oben geworfen. Nach Zwei Sekunden ist er
swei Meter nach oben geflogen und keebrt seine Flugrichtung um. Ort und Zeit wurden an den mit Kreisen
rarkierten Punkten gensessen. Daraus ergeben sich fiir jedes Intervall rittlere Geschwindigkeiten, die durch
diie Dreiecke markiert sind. Durch Interpolation ergibt sich nun die Geschwindigkeitsfun/tion fiir die
Babnkurve. Dre theoretische Gesclwindigeeit wird an jeden Punfket oder 3u jeder Zeit angegeben.

Weitere abgeleitete Grof3en

Neben der Geschwindigkeit gibt es in der Physik noch weitere abgeleitete Gr6-
Ben, deren Bedeutungen uns zum Teil aus dem tiglichen Leben bekannt sind.

Das Produkt aus Kraft und Zeit ist der Impuls. Eine Kraft wirkt auf einen Kor-
per und st6f3t diesen an. Der Ansto3 oder Impuls ist umso grofler, je stirker die
Kraft ist und je linger sie wirkt.

Kraft mal Weg fithrt auf die Energie oder Arbeit. Man hebt einen Korper, was
Arbeit ist und der Korper erhilt dadurch (potentielle) Energie. Lasst man ihn
fallen, gibt er diese Energie wieder ab und schligt zum Beispiel eine Delle in den
Boden. Die Energie ist umso grof3er, je mehr Kraft aufgewendet werden muss,
um den Koérper zu heben und je hoher man ihn hebt.

Die Vereinigung aller drei GrundgrofBen, also Kraft mal Weg mal Zeit fihrt auf
den Begriff der Wirkung. Da diese alle drei messbaren Grundgréflen in sich
vereinigt, hat dieser Begriff eine ganz besondere Bedeutung fiir theoretische
Betrachtungen. Das Plancksche Wirkungsquantum, eine der wenigen Naturkon-
stanten, gibt zum Beispiel an, wie genau Wirkungen tberhaupt nur bestimmt
werden kénnen.
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Da die Wirkung alle physikalischen Grundgréfen in sich vereint, wird sie unab-
hingig von Raum- und Zeitkoordinaten und von der speziellen Art der Kraft-
messung. Aus dieser Kontextunabhingigkeit ergeben sich direkt die Grundge-
setzte der Physik.

In den nichsten Kapiteln werden wir aus dieser Objektivitit als Allererstes die
Beziehung zwischen Impuls und Geschwindigkeit ableiten, was uns auf den
Begriff der Masse und auf die Begriindung ihrer Tragheit fithren wird.

Wirkung

Abbildung 1-6

Beziehung der abgeleiteten Grijfsen Geschwindigkeit, Lnmpuls, Energie und W irkung it den elementaren,
direfet messbaren Grifien Weg, Zeit und Kraft. Der Wirkungsbegriff ist zentral, er hingt anfs engste it
den Grundgesetzen der Physike zusanmen.

Die klassische Beschreibung raumzeitlicher Beziige und die
moderne Physik

Die Beschreibung raumzeitlicher Beztige in Koordinatensystemen hat viel Geni-
ales an sich und erlaubt einen einfachen und systematischen Umgang mit raum-
lichen und zeitlichen Beziigen. Sie beinhaltet jedoch auch gewaltige Abstraktio-
nen und man darf nicht von vornherein erwarten, dass diese immer mit der Na-
tur Ubereinstimmen.
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Bezugspuntkt von Koordinatensystemen und die Invarianz der

Die Grundbestandteile eines Koordinatensystems sind der MafBstab und der
Bezugspunkt. Durch den Bezugspunkt werden aus den relativen raumzeitlichen
Beziigen, die wir unmittelbar erleben, absolute Raumzeitpunkte.

Wirklich aufregend wird das, wenn ein Phianomen, wie das der Ausbreitung ei-
nes Lichtsignals, in verschiedenen Koordinatensystemen beschrieben wird. Un-
ter Umstinden bewegen sich die Bezugspunkte der Systeme sogar relativ zu
einander.

Es gibt keinen Grund, irgendeinen Bezugspunkt zu bevorzugen. Die Bezugs-
punkte existieren ja nicht wirklich, sondern sind rein mathematische Hilfsmittel.
Jeder Beobachter wird seinen eigenen Standpunkt bevorzugen, aber auf welchen
beziehen sich etwa Lichtsignale bei ihrer Ausbreitung?

Die Antwort auf diese Frage ist, wenn man sie kennt, eigentlich logisch. Die
Bezugspunkte gibt es nicht wirklich und sie kénnen daher fiir die Ausbreitung
von Lichtsignalen keine Rolle spielen. Die Ausbreitungsgeschwindigkeit der
Lichtsignale ist in allen Bezugssystemen gleich. Sie wird nicht von der Ge-
schwindigkeit des Bezugssystems tiberlagert, wie es fiir die Geschwindigkeit von
Objekten der Fall ist.

Zur Beschreibung der Ausbreitung von Lichtsignalen muss man ein spezielles
Bezugssystem wihlen. Im nachsten Schritt ist es eine relativ einfach mathemati-
sche Ubung, cine Transformationsformel zwischen verschiedenen, sich relativ
zueinander bewegenden Bezugssystemen abzuleiten, welche allein die Unabhin-
gigkeit der 'Lichtgeschwindigkeit' vom speziellen Bezugspunkt berticksichtigt.

Die Transformation verzerrt die Raum- und Zeitkoordinaten, was aber niemals
unmittelbar beobachtet werden kann. Jeder Beobachter bleibt ja immer in sei-
nem Bezugssystem, das durch seine individuelle Existenz begriindet wird.

Trotzdem sind die Schlussfolgerungen aus dem Transformationsgesetz, der Lo-
rentz-Transformation, sehr wichtig. Theoretisch beeinflussen sie ganz entschei-
dend die Form der elektrodynamischen Gesetze, etwa der Maxwell-
Gleichungen. Und ganz praktisch mussen sie zum Beispiel in den satellitenge-
stitzten Navigationssystemen von Autos berticksichtigt werden, weniger wegen
der Bewegung der Autos als vielmehr wegen der Bewegung der Satelliten. Auch
der Einfluss des Schwerefeldes der Erde auf raumzeitliche Beziige ist dabei
wichtig.

Die Unscharfe ranmszeitlicher Beziige

Die Feststellung, dass Geschwindigkeiten immer nur im Mittel zwischen zwei
Raumzeitpunkten gemessen werden konnen, ist vielleicht tiberraschend. Wir
sind es sehr gewohnt, mit dem Auto zu jedem Zeitpunkt mit einer ganz be-
stimmten Geschwindigkeit zu fahren und es ist sicher ganz extrem spitzfindig zu
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sagen, dass wir das gar nicht tun. Beim Autofahren reicht die Feststellung, dass
60 Stundenkilometer im Ort teuer werden kann und selbst bei Formel I Auto-
rennen spielen die Millisekunden der Zeitmessung keine Rolle.

Probleme treten erst auf, wenn man atomare oder noch kleinere Strukturen un-
tersucht. Diese konnen sich iberhaupt erst in dieser Unbestimmtheit zwischen
den Messungen, oder wie man sagt, in der Unschirfe der raumzeitlichen Beziige
bilden.

Die Unschirfe raumzeitlicher Beziige ist eigentlich auch ganz offensichtlich.
Zenon von Elea und Aristoteles haben ihre Bedeutung schon vor langer Zeit
erkannt, ganz ohne technische oder mathematische Hilfsmittel. Wir haben nur
Probleme damit, weil wir uns allzu sehr an die scharfe Beschreibung raumzeitli-
cher Beziige in der Geometrie und in der klassischen Physik gewohnt haben.
Alle speziellen Quantenphidnomene, wie Wellen-Teilchen-Dualismus, Nichtloka-
litit oder der sprunghafte Ubergang von Méglichkeiten zu konkreten Messer-
gebnissen sind Konsequenzen dieser Unschirfe.

Die scharfen raumzeitlichen Beziige in Koordinatensystemen erlauben es, diese
mathematisch zu behandeln. Auf ihnen basieren die Geometrie, die Infinitesi-
malrechnung, die klassische Physik und fast alle Ingenieurwissenschaften. Unse-
re gesamte Kultur und unser Denken basiert ganz wesentlich darauf. Aber die
Koordinatensysteme liefern nur ein vereinfachendes, abstraktes Abbild der
Wirklichkeit. Eine, wie man im Nachhinein leicht sagen kann, offensichtlich
notwendige statistische Korrektur fihrt auf die Quantenmechanik.

Probleme mit dem Verstindnis der modernen Physik haben wir nur, wenn wir
allzu sorglos mit den Bildern umgehen, die wir uns von der Welt gemacht haben
und diese mit der Welt selbst verwechseln.

Reelle Zahlen und Finite Elemente

Die Koordinaten von Raumzeitpunkten sind gemal3 ihrer Definition, oder wie

in Abbildung 1-7, reelle Zahlen. Mit reellen Zahlen wie , V2 oder der Euler-
schen Zahl ¢ kann man aber nur auf abstrakter Ebene umgehen, man kann sie
weder exakt messen noch ihren genauen Wert durch eine Dezimalzahl angeben.
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>

(x.y)=(0,¥2)

Raumkoordinate y

xY)=(1N2,1N2)

(x,y)=(0,0)]

Raumkoordinate x
Abbildung 1-7

Gleichschenkliges, rechtwinkliges Dreieck der Schenkellinge 1. Die Hailfte aller Eckpunktoordinaten
sind irvationale, ihre Dezimaldarstellung hat also nnendlich viele Stellen. 'Theoretisch sind Koordinaten
durch reelle Zablen anzngeben.

Ein anderes Problem besteht darin, dass in einem endlichen Gebiet, wie etwa in
dem Dreieck von Abbildung 1-7, unendliche viele Koordinatenpunkte liegen.
Will man in einem solchen Gebiet ein Kraftfeld angeben, das auf einen Korper
wirkt, miisste man dieses an unendlich vielen Koordinatenpunkten berechnen.

Das Kraftfeld ergibt sich unter anderem aus der raumlichen Anderung des E-
nergiefeldes, also aus dessen Ableitung nach dem Ort. Die Ableitung ist tiber
den Grenziibergang zu unendlich kleinen Strecken definiert. Dazu braucht man
also reelle Zahlen. Aber mit diesen kann man dann nicht wirklich exakt rechnen.
Das zeigt sehr schén die Unvollstindigkeit der mathematischen Naturbeschrei-
bung, also der Physik.

Berechnungen sind also immer nur angendhert moglich und es gibt ganz ver-
schiedene Methoden, die analytischen Ausdriicke mit tatsachlich berechenbaren
und messbaren Groflen in Verbindung zu bringen.

Eine sehr elegante und allgemeine Methode ist die der Finiten Elemente. Das
Gebiet, fur das eine Berechnung durchgefithrt werden soll, wird in endlich viele,
relativ kleine Teilgebiete zerlegt. Das Dreieck von Abbildung 1-7 wiirde man
zum Beispiel in ein paar hundert kleine Gebiete aufteilen.

In diesen Teilgebieten kénnen die physikalischen Gleichungen analytisch gelést
werden. In geschlossenen Formelausdriicken kann man ableiten, integrieren und
die Werte der Felder und Krifte theoretisch an jedem Punkt angeben. Diese
Losungen auf den Teilgebieten werden dann numerisch, also auf der Grundlage
endlich vieler und endlicher Dezimalzahlen, zu einer Gesamtlésung zusammen-
zubauen.
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Finite Elemente eines Eigenvektor 1 E|gen\.rek‘ror 2 ¥ Eigenvektor 3 2
violinenférmigen Gebiets - 1505 05 - 1
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Abbildung 1-8
Die Methode der Finiten Elemmente.

Links ist die Unterteilung eines violinenformzigen Gebietes in viele dreieckige Teilgebiete daygestellt. Auf
dliesen komnen etwa struktumechanische Schwingungsgleichungen analytisch angendbert werden.

Rechts sind Gesamtlisungen des Schwingungsverbaltens fiir die 1 olinenfornz in Form von Eigenvektoren
EVT bis EV 8 dargestellt. Die verschiedenen Farben steben fiir verschiedene Schwingungsanplituden in:
Gebiet. Ganz, rechis unten sind anch noch die wichtigsten Freguenzen gezeigt, miit denen das Gebiet scbwin-
gen kann.

Abbildung 1-8 soll die Methode der Finiten Elemente noch etwas verdeutlichen.
Zur Berechnung des Schwingungsverhaltens wird ein violinenférmiges Gebiet
in mehrere hundert Teilgebiete zerlegt. Die strukturmechanischen Schwin-
gungsgleichungen werden auf den Teilgebieten anniherungsweise analytisch
berechnet und die Losungen werden numerisch, also mit endlichen Dezimalzah-
len, zu Gesamtlosungen zusammengebaut.

Auf dieser Methode der Finiten Elemente beruht die Computersoftware FEM-
LAB, mit der wir in den folgenden Kapiteln unsere physikalischen Probleme
untersuchen werden.






2. Wirkungen

Die messbaren GrundgréBen der Physik sind Weg, Zeit und Kraft. Mit diesen
werden weitere, abhingige Gréfen definiert, wie die Geschwindigkeit als Weg
pro Zeit.

Wirkt eine Kraft tiber eine gewisse Zeit auf einen Korper, so wird dieser ange-
sto3en. Aus der Ruhe heraus kommt er in Bewegung und erhalt Geschwindig-
keit, und zwar je mehr, je stirker die Kraft ist oder je linger sie wirkt. Man defi-
niert den Stof3 oder tiblicher den Impuls als Kraft mal Zeit.

Ahnlich ist der Ausdruck Kraft mal Weg. Hebt man einen Koérper im Schwere-
feld der Erde hoch, so verrichtet man Arbeit. Und zwar je mehr, je mehr Kraft
man bendtigt und je héher man ithn hebt. Die am Kérper verrichtete Arbeit ist
nicht vergeudet, der Korper kann diese Arbeit wieder zuriickgeben, zum Bei-
spiel indem er beim Herabfallen auf einen anderen Korper trifft und diesen an-
stoBt, ihm also einen Impuls versetzt.

Die Fihigkeit, Arbeit zu verrichten, nennt man Energie. Beim Hochheben ver-
richten wir eine bestimmte Arbeit und der Wert dieser Arbeit ist gleich der E-
nergie, den der Korper dadurch erhalten hat. Arbeit und Energie sind definiert
als Kraft mal Weg,.

In Abbildung 2-1 ist zu sehen, wie sich eine ins Wasser geworfene Kugel ver-
hilt. Der Wasserstrom bt eine Kraft auf die Kugel aus und versetzt sie in Be-
wegung. Sie erhilt Impuls. Je schneller sie wird, desto schwicher wird die Kraft
und die Geschwindigkeit nahert sich so einem Grenzwert an, wie es im Dia-
gramm in Abbildung 2-1 unten gezeigt ist. Der genaue Verlauf der Geschwin-
digkeitskurve hingt noch davon ab, wie schwer die Kugel ist. Es besteht offen-
sichtlich ein Zusammenhang zwischen Impuls und Geschwindigkeit, der mit
Schwere zu tun hat. Das wird sich spiter noch quantitativ bestitigen.

Der Wasserstrom wirkt auch auf einen ins Wasser gehaltenen elastischen Stab.
Dieser wird durch die Kraft des Wassers gespannt. An ithm wird Arbeit verrich-
tet, die er dann in Form von Spannungsenergie speichert und auch wieder abge-
ben kann. Die Menge an Arbeit oder Energie ist umso grofier, je mehr er ge-
krimmt wird, je gréBer also der Weg x in Abbildung 2-1 ist.

13
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Elastischer
Stab
Zeit t=0 | ’ Zeit t>0 \
g e el '\‘ Geschwin-
H . digkeit v
Kugel Weg

v Wasserstrom
o v leichte Kugel
4 v schwere Kugel

Geschwindigkeit v

Zeitt
Abbildung 2-1

Eine Kugel wird in einen W asserstrom geworfen. Der W asserstrom iibt eine Kraft auf die Kugel ans nnd
versert sie in Bewegung. Sie erhilt Impuls. Je schneller die Kugel wird, umiso kleiner wird die Kraft und so
naert sich ibre Geschwindjgkeit it der Zeit einenr Grenzavert an. Unten sind die Geschwindigkeitskanr-
ven ffiir verschieden schwere Kugeln 2u seben.

Ein elastischer Stab wird durch die W asserkraft gebogen. Er erhilt so Energie, die proportional zur Kraft
des W asserstromes und zur Auslenfeung x ist.

Die Verbindung aller messbaren Grundgrof3en fihrt auf den Begriff der Wir-
kung. Die physikalische Wirkung ist definiert als Kraft mal Weg mal Zeit. Sie
umfasst sozusagen alle anderen Begriffe und spielt daher eine ganz besondere
Rolle, nicht nur in der Physik.

C.G. Jung, der Begriinder der Tiefenpsychologie, fiihrte alle Bewusstseinspha-
nomene auf die Wirkung abstrakter Ordnungsstrukturen zuriick. Er bezeichnete
sie als Archetypen. Kausalitit, also der Zusammenhang zwischen Ursache und
Wirkung ist nach ihm ein Grundelement unseres bewussten Welterlebens.
Durch Messen werden Wirkungen objektiviert und werden so zur Grundlage
eines physikalischen Weltgeschehens. In Raum und Zeit du3ern sich Wirkungen
als Krifte.
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Kartesischer
Schnitt
1
1
|
Seele, Psyche 1 Kérperwelt
(Gedanken, Sinn, 1 (berechenbare
Gefilhle) 1 Naturgesetze)
Bewusstes Differential-Gleichungen
persénlich Unbewusstes Symmetrie, Erhaltungssitze
kollektiv Unbewusstes Unscharfe, Nichtlokalitat

WIRKUNG

Archetypen

UNUS MUNDUS

Abbildung 2-2

Der Begriinder der Tiefenpsychologie, C.G. Jung fiibrt unser bewusstes W elterleben gang; grundsitlich auf
Wirkungen von Ordnungsstrukturen (Archetypen) in unserem kollektiven Unterbenusstsein uriick. Die
Grundlage ist "Die eine Welt (Unus mmndus)', die wir nicht bewusst erleben kinnen. Die Trennung in eine
eher subjektive Lnnemelt nnd eine materielle AufSermvelt durch den so genannten Kartesischen Schnitt wurde
wn unserens Bewusstsein erst im NMittelalter endgiiltig vollzogen.

Die zentrale Rolle des Wirkungsbegriffes in der Physik kommt auch dadurch
zum Ausdruck, dass er im Planckschen Wirkungsquantum, eine der wenigen
Naturkonstanten, auftaucht. Das Plancksche Wirkungsquantum gibt eine Ge-
nauigkeitsgrenze an fir die Erfassung von Wirkungen.
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Wirkung
/ N
Zeit Kraft

Abbildung 2-3

Wirkung ist der zentrale Begriff der Physike. In Raum und Zeit ergeben sich aus ibm die Begriffe Energie
und Inmpuls und letztlich Kraft.

Wirkung hat zu tun mit Kausalitit und genau das wird durch Physik beschrie-
ben. Wie in Abbildung 2-4 wird ein Ko6rper angesto3en und kann so selber eine
Wirkung erzielen, zum Beispiel indem er eine Kraft auf den Arm eines Fingers
ausubt.

Wirkung (Kraft auf Arme)

Abbildung 24

Physik beschreibt den objektiven Zusammenhang von Ursache und Wirkung, als den Kansalzusammnzen-
hang; Zum Beispiel bier, wo die Ursache in einem Stof§ anf den Ball bestelt und die Wirkung in der Kraft
auf die Arme des Féingers.

Damit wir Wirkungen iiberhaupt erkennen koénnen, also ein Bewusstsein tiber
sie erlangen, miissen sie immer wieder in derselben Form in Erscheinung treten.
Sie miissen in einem gewissen Mafle kontextunabhingig oder objektiv sein. U-
ber Messungen von Raum, Zeit und Kriften kénnen wir auch Wirkungen mes-
sen. Die quantitative Vergleichbarkeit oder Reproduzierbarkeit solcher Messun-
gen von Wirkungen erfordert ein ganz besonderes, fast absolutes Mal} an Ob-
jektivitit. Den Wirkungen mussen strenge, mathematische GesetzmaBigkeiten
zugrunde liegen. Es erweist sich, dass diese GesetzmiBigkeiten genau die
Grundgesetze der Physik sind. Dies wollen wir in diesem und in den folgenden
Kapiteln weiter ausarbeiten.
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Die theoretischen Grundbegriffe

Das Wirkungsfeld

Die Grundlage unserer Betrachtungen ist das Wirkungsfeld. Als Feld ist es eine

Grofle, die von Raum und Zeit abhingt. Rein mathematisch kann man daher

zunichst einmal die Ableitungen des Wirkungsfeldes betrachten und Identifika-

tionen mit messbaren GroBlen wie Ort, Zeit und Kraft vornehmen. Nach dem

weiter oben eingefihrten Begriff der Wirkung ist
29 5(%) =F (x1). =1

— —
Wirkungsfeld Kraftfeld

Das Impulsfeld und das Energrefeld
Weiterhin ergeben sich aus den begrifflichen Einfithrungen das Impulsfeld als

Is(xt)=p(xt) und 2 p(xt)=F(x.1) #2
— ot
Impulsfeld
und das Energiefeld als
0 = (2-3)

—S(X,t)=—E(X,t) und VE(Xt)=-F(

1).
ot %)

;\/__J
Energiefeld

Das '-'"Zeichen ist reine Konvention und fiihrt spiter auf positive Werte fiir die
Ausbreitungsgeschwindigkeit des Wirkungsfeldes.

Bewegungsgleichung
Allein aus diesen Begrifflichkeiten folgt bereits die Bewegungsgleichung

0

S (v )= (v t)=L 5 — _UE(x (24)
EVS(X,t)—F(x,t)—atp VE(X,t).

Bewegungsgleichung

Die zeitliche Anderung des Impulses ist gleich der riumlichen Anderung der
Energie.

Hier haben wir es mit einer Feldgleichung zu tun, die beteiligten Grof3en sind
Funktionen von Raum und Zeit. Die bekannteste Bewegungsgleichung ist die
Newtonsche Bewegungsgleichung. Sie ist formal mit (2-4) identisch, allerdings
gilt diese fir Bahnkurven von Koérpern. Wie man dazu kommt, sehen wir ein
wenig spiter in diesem Kapitel. Zunichst wollen wir noch ganz allgemeine
Schlussfolgerungen aus der Objektivitit von Wirkungen zichen.
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Masse und die Energiefunktion

Die Gleichungen (2-1) bis (2-3) sind reine Mathematik. Mit einem Feld kann
man ja von vornherein nichts anders tun als es nach Raum und Zeit abzuleiten.
Auch die Bewegungsgleichung (2-4) hat noch nicht viel mit Physik zu tun.

Der physikalische Input ist nun die Forderung nach einem objektiven Zusam-
menhang zwischen Ursache und Wirkung, also nach Kausalitit. Vor allem darf
die Wirkung nicht abhidngen vom willkirlich zu wihlenden Bezugspunkt und
dessen Bewegung oder vom Mal3stab des Koordinatensystems. Dies ist bekannt
als Galilei-Invarianz oder Lorentz-Invarianz.

Impuls und Energie hingen vom Bezugssystem bzw. vom Koordinatensystem
ab. Wenn nun die Werte des Wirkungsfeldes vom Bezugssystem unabhingig
sein sollen, muss es eine Bezichung geben zwischen Energie und Impuls, die
dies gewihrleistet. Diese Beziehung leiten wir nun in drei Schritten ab.

Die Ausbreitungsgeschwindigkeit von Wirkungen

Bewegen sich zwei Bezugssysteme relativ zu einander, so hat ein Korper in je-
dem Bezugssystem einen anderen Impuls. Der Impuls hingt von der Bewegung
des Bezugssystems ab. Bewegt sich etwa das Bezugssystem mit dem Kérper mit,
so hat der Korper gar keinen Impuls. Es ist so, als hitte ihn nie eine Kraft ange-
stof3en.

Es gentigt im Folgenden, sehr kleine Impulsunterschiede & << P zu betrachten.

¢ ist der Impulsunterschied zwischen zwei verschiedenen Bezugssystemen auf-
grund ihrer relativen Bewegung. Die Energie wird sich dann in den beiden Be-
zugssystemen auch nur geringfiigig unterscheiden:

p'=p+ ¢ , (2-5)

H_/
kleine Impuls-
differenz

E':E+5-6<f’>E+o(§2) und

Taylor-Entwicklung
des Energiefeldes

S'=S.
Die Werte des Wirkungsfeldes sollen von der Relativbewegung der Bezugssys-
teme nicht betroffen sein, also
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ds' =p'-dx—- E' dt (2-6)
— o -
totale Anderung 55z E+v(PE.Z

des Wirkungs-
feldes

dX — Edt+§-(di—6<ﬁ>Edt).
ds

I
ol

Aus der Objektivitit oder der Kontextunabhingigkeit der Wirkung folgt also

! e 2-7
ds'=ds = (dx-V'PEdt)=0 = 27)
Roniext
unabhéngigkeit
TOE _ ax _ 7 = Geschwindigkeitsfeld flir

dt die Ausbreitung der Wirkungen.

vO®ist die Geschwindigkeit, mit der sich ein Wirkungssignal ausbreitet. Zur
klassischen Mechanik kommen wir spater genau dadurch, dass wir die Ge-
schwindigkeit eines Korpers an jedem Punkt seiner Bahnkurve mit dem Wert
von " identifizieren. Das miissen wir dann aber noch etwas genauer durchden-
ken.

Von der Ausbreitungsgeschwindigkeit # ist die Geschwindigkeit der Punkte auf
Hohenlinien des Wirkungsfelds #"” zu unterscheiden:

£ (2-8)

ds=o P

ds = pdx—Edt = v<“>5%

Die triige Masse der Materie

Die Impulsdifferenz ¢ zwischen zwei Bezugssystemen ist zurtickzufithren auf

ithre Relativbewegung. Wir bezeichnen diese (sehr kleine) Relativgeschwindigkeit

mit 77 und vergleichen wieder die Wirkungen in den beiden Bezugssystemen:
dS'= p-(dx+7jdt) - (E+2-VPE)dt (2)

%/_/
' \—_ﬂf_—J
dx B

= p-dX—Edt+| p-5i—&-VPE |dt.
ds :\7(3)

Aus der Objektivitat der Wirkung kénnen wir wieder unsere Schlussfolgerungen
ziehen:
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dS'=dS = p-7=v"®.é (2-10)
%/_J

Kontext-
unabhangigkeit

Nun hat der Impuls p und die Ausbreitungsgeschwindigkeit 2 in einem Bezugs-
system nichts zu tun mit der Bezichung zu anderen Bezugssystemen. Wir kon-
nen also annehmen, das p und #” fest vorgegeben sind, und dann folgt aus
(2-10), dass die Impulsdifferenz € proportional sein muss zur relativen Ge-
schwindigkeit?7 der Bezugssysteme:

(r),v“) fest vorgegeben) = 7§, (2-11)
alsomj=¢ und p= m V.

bekannt
als Masse

Den Proportionalititsfaktor bezeichnen wir mit 7 und identifizieren ihn sofort
als trige Masse. Der Begriff wird hier allerdings sehr abstrakt verwendet, da er
sich ja auf die Bewegung des Wirkungsfeldes bezieht und nicht auf die Bewe-
gung von Koérpern. Wir befinden uns sozusagen noch auf einer kérperlosen
Ebene und betrachten die reine Ausbreitung von Wirkungen. Da wir mit unse-
ren Ubetlegungen ja auch die Quantenmechanik und die Elektrodynamik erfas-
sen wollen, diirfen wir uns noch nicht auf die Kérper und ihre Bahnkurven be-
schrinken.

Sobald wir die Geschwindigkeit von Kérpern » mit # auf der Bahnkurve identi-
fizieren, erhalten wir die bekannte Beziehung zwischen Impuls und Geschwin-
digkeit eines Korpers. Impuls hingt dann ja mit der Kraft zusammen, die tber
eine Zeit auf ihn wirkt. Die Geschwindigkeit des Korpers ist bei gleichem An-

stol3 umso grofier, je kleiner die Masse des Korpers ist.

Insgesamt sehen wir: Masse oder Trigheit der Materie ist die Konsequenz der
Objektivitit von Wirkungen.

Die Energiefunktion E(p)

Damit ist es nun einfach, die gesuchte Energiefunktion, die ja die Objektivitit
oder Unabhingigkeit des Wirkungsfeldes vom Bezugssystem gewihrleisten soll,
anzugeben. Mit dem Zusammenhang zwischen Ausbreitungsgeschwindigkeit
und Impuls p in (2-11) kénnen wir (2-7) einfach aufintegrieren und erhalten die

vollstindige Energiefunktion E:
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- 2-12
VoE=v®=1p o EcLlpry v 12
m 2m .
Potential
unabhéngig
vom Impuls

oder

B L(v-s)+v -0
QL 2me 2
“E

p

Die Integrationskonstante bezeichnet man fast immer als Potential . Sie darf
nur von Raum- und Zeitkoordinaten abhingen, nicht jedoch vom Impuls p. In
der Quantenmechanik hingt sie sogar von der Wahrscheinlichkeitsdichte mogli-
cher Messergebnisse p ab.

Bei (2-12) handelt es sich um die berihmte Hamilton-Jacobi-Gleichung. Sie
wird in der klassischen Mechanik meist Gber viele Umwege wie Lagrange-
Funktion und kanonische Transformationen abgeleitet. Die Gleichung ist je-
doch weit tiber die klassische Mechanik hinaus wichtig. Sie driickt die Objektivi-
tit der Wirkung aus. Ihre Anwendung in der klassischen Mechanik ist nur ein
Spezialfall. Auf diesen werden wir im nichsten Kapitel eingehen.

Grundgleichungen der Mechanik

Die allgemeinen Grundgleichungen der Mechanik lauten also

p=v¥s (Fuhrungsbedingung), (2-13)
0 1 = (%) 2 . . .

0=—S +—(V S) +V  (Hamilton-Jacobi-Gleichung),
ot 2m

% p=-VWE (Bewegungsgleichung der Felder).

Sie beschreiben die Bewegung, oder wie man auch sagt, die Dynamik von Wir-
kungen, und nicht die von Korpern! Sie stellen einen logischen Zusammenhang
zwischen Ursache und Wirkung her und haben nichts Kérperliches an sich.

Ein solcher rein kausaler Zusammenhang ist zum einen in quantenmechani-
schen Experimenten wie in Abbildung 2-5 beobachtbar. Fin Glihdraht gibt
durch interne Kraftwirkungen Energie und Impuls ab, seine Energie und sein
Impuls nehmen ab. Diese treten erst wieder auf einer Photoplatte oder einem
Leuchtschirm in Erscheinung und bilden dort mit der Zeit ein Interferenzmus-
ter. Zwischen der Quelle, also dem Glihdraht, und der Wirkung auf dem
Leuchtschirm wird die Wirkung nicht beobachtet. Berticksichtigt man die Un-
schirfe der Wirkung, dann ldsst sich das Interferenzmuster auf dem Bildschirm
genau berechnen. Es ist logische Konsequenz des objektiven Kausalzusammen-
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hanges. Objekte sind Quelle und Leuchtschirm. In der Beschreibung des Kau-
salzusammenhanges selber taucht kein Objekt auf. Die Vorstellung eines sol-
chen Objekts, etwa eines Elektrons, das die Wirkung vom Glithdraht zum Pho-
topapier ubertrigt, fithrt zu eklatanten Widerspriichen. Das Elektron miisste auf
verschiedenen Wegen von der Quelle zum Detektor gelangen und mit sich
selbst Interferieren. So etwas tut ein Objekt nicht. Das werden wir im Kapitel
uber die Quantenmechanik weiter vertiefen.

Vakuumrohre

: AX
: Ereignisse o
Gliihdraht =
=g
@
s _ o
Beschleunigungs- Blende Photopapier v

gitter Strahlrichtung
Abbildung 2-5

Die Ausbreitung einer Wirkung von Quelle zu Deteketor kann in einer so genannten Eleketronenrobre,
zum Beispiel einer Brannschen Fernsebrobre, nachgewiesen werde. Ein Gliibdrabt gibt Esnergie und Inpuls
ab und diese treten auf einem Photopapier oder einem 1 enchtschirm wieder in Erscheinung. Zischen Quel-
len und Deteketor besteht ein logischer Zusanmenhang, Dieser bernbt anf der Kontextunabhdingigkeit oder
Olbjektivitat des Kansalzusammenhanges. Die | orstellung, dass ein korperliches Elektron von der Quelle
zum Detefetor gelangt, ist bei kleinen Wirkungen in Bereich des Planckschen W irkungsquantums b nicht
maebr haltbar.

Eine andere Méglichkeit, (2-13) auszuwerten, ist, die Wirkung, oder besser den
Impuls und die Energie, wie in Abbildung 2-4 einem Korper oder aber einem
massiven Medium wie Wasser, Luft oder festen Stoffen zuzusprechen. Dies ist
tur Wirkungen, die im Vergleich zum Planckschen Wirkungsquantum 4 grof3
sind, moglich. Die Unschirfe raumzeitlicher Beziehung spielt da keine Rolle.
Man kommt so auf die klassische Mechanik. Bevor wir diese in Angriff nehmen,
studieren wir jedoch ein paar eigenstindige Losungen von der Hamilton-Jakobi-
Gleichung (2-13). Es ist sehr interessant festzustellen, inwiefern diese fir sich
alleine tberhaupt sinnvoll sind.

Computersimulationen mit FEMLAB

Uber die Methode der Finiten Elemente zur Losung partieller Differentialglei-
chungen und die Ubertragung in die Computersoftware FEMLAB gibt es in
diesem Buch einen Anhang. Fir den groben Zusammenhang der Grundglei-
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chungen mit den Computersimulationen definieren wir hier kurz die Funktio-
nen, die in FEMLAB angegeben werden miissen:

i : - FEMI.AB
Bewegungsgleichung a a_u+v‘ PO F . o
“ t e -~ -
Masse erhaltener Quelle
Strom
VX € Gebiet;
Dirichlet Randbedingungen: R=0, VXeRand,

von Neumann Randbedingungen: G =-A-T, VX < Rand.

Die so genannte Masse @, der erhaltene Strom 7 die Quelle FF und die Rand-
funktionen R und G diirfen in fast beliebiger Weise von den Feldern abhingen,

hier zunichst also mal vom Wirkungsfeld §. R =S — f, - X wiirde zum Beispiel

bedeuten, dass fiir alle Punkte x auf dem Rand eines Gebietes das Wirkungsfeld
S die Werte p,x erhilt.

Freze Ausbreitung einer Wirkung
In einem unendlichen ausgedehnten, kriftefreien Raum kann die Hamilton-
Jakobi-Gleichung (2-13) analytisch gelost werden:

S=p, - Xx—-Et — (2-14)
0 1 i 1

ZSs+—(VYs) =—E +—p2 =0.

ot Zm( ) ° 2mpO

Energiefunktion

Der Impuls p, und die Energie E, treten als von Raum und Zeit unabhingige
Parameter auf und wir sehen, wie sich aus der Hamilton-Jakobi-Gleichung
(2-13) die Energiefunktion (2-12) ergibt und gel6st wird.

Fir die Computersimulation mit FEMILLAB wihlen wir die Vorgaben

Parameter: Gebiet: Zeit: FEMI.AB 2-2
m=1, Linie, xe[-11]; | t€[0,3];

{m=x

Gleichung: Rand: Startwert:

2 10=0, S = pyX
£S+9=—i[§]; R ’
ot o 2m{ oXx 9:0;

G

a=1

Damit ergibt sich die in Abbildung 1-1 dargestellte Zeitentwicklung der Wir-
kungsfunktion.
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Zeit t=0 Zeit t=1 Zeit t=2 Zeit t=3

0 0 0 0
»
[=>]
E 05 05 -05 -05
= /

-1 -1 -1 -1
-1 Q 1 -1 0] 1 -1 0 | 0 1
Ort x Ort x Ort x Ort x
Abbildung 2-6

Zeitliche Entwicklung eines freien Wirkungsfeldes mit Anfangswerten S=ppc und m=1, py=1"=1.

Diese zeitliche Entwicklung ist nicht besonders spektakuldr. Bemerkenswert und
auf den ersten Blick vielleicht etwas Uberraschend ist, dass sich die Gerade nicht
mit der Ausbreitungsgeschwindigkeit #=7 nach rechts verschiebt, sondern

nach (2-8) mit der Geschwindigkeit von Punkten auf den Héhenlinien o™ =1/2.
Es ist ja

2-15
V(S):%:%pozl Und ( )
E=E,=—np,, also °
g E_1o 1
p, 2m ° 2

Freie Ausbreitung mit verschiedenen Impulsen
Die Losung der Hamilton-Jacobi-Gleichung (2-13) hingt natiirlich entscheidend
von den Anfangswerten des Wirkungsfeldes ab. Wir konstruieren uns ein Start-

feld, bei dem der Impuls p,=7 nach rechts hin tbergeht in den Impuls p,=2. Die
Felder sind in Abbildung 2-7 zu sehen.
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Parameter: Ausdruck:
a=15 m=1, f (x)=21atan(a(x-x,))+%<[0,1],
P =1 P, =2, SO(X)Z(X-XO)(p1+(p2—p1)f(X));
Xo =3
Gebiet: Zeit:
Linie, x e [-1,1]; te[0,0.5];
Gleichung: Rand:
2g,0- (S, | [((9Hy-s-o
ﬂr_" o 2m\ ox Rlinks)
a=l I )
(So (X)_ﬁ pzt)_ S =0,
Rlrechts)
0=0
G
Startwert:

S =(x-%) (P + (P~ 1) f(x)).

FEMI.AB 2-3

Vor allem am Impulsfeld in Abbildung 2-7 unten ist zu sehen, wie der abrupte
Impulswechsel mit der Zeit flacher wird. Je gro3er der Impuls ist, desto schnel-
ler bewegt sich der entsprechende Punkt auf der Héhenlinie des Wirkungsfeldes
nach rechts. Die Bewegung rechts ist schneller und so kommt es zu dieser Ab-

flachung.
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Zeit t=0 Zeit t=0.16667 Zeit t=0.33333 Zeit t=0.5
05 05 0.5 0.5
w
om
§ 0 0 o o
5
05 —° 05 —° 0.5 [(==] 0.5 [(==]
"1 0 1A 0 1 0 1 0 1
25 25 25 25
o< 2 2 2 2
215 15 15 15
£
£ 1 1 1
— Sx — Sx — Sx — Sx
05 05 0.5 0.5
1 0 1 N 0 1 -1 0 1 -1 0 1
Ort x Ortx Ortx Ort x
Abbildung 2-7

Zeitliche Esntwicklung eines freien W irkungsfeldes miit 2 verschiedenen Startimpulse p,=1 (ganz, links) und
D=2 (weiter rechts). Eis ist wieder m=1.

ZerfliefSen des Wirkungsfeldes

Interessant vor allem im Hinblick auf die Quantenmechanik ist das ZerflieBen
eines Gaul3-formigen Wirkungsfeldes.

Parameter: Gebiet: Zeit: FEMI_AB
{a:0.32, m=1, Linie, xe[-11]; | t[0,0.21]; 24
p =1
Gleichung: Rand: Startwert:
0 1 (as) 10=0 S =-exp(-x2/a?).
—S+0=—""—|—| ;IR
ot 5, 2m\ ox 0=0:
ey — 2T
- G

Das Wirkungsfeld zerflieBt mit der Zeit, allerdings sind dem Grenzen gesetzt.
Es kommt zu einem Phinomen, das mit dem Brechen von Wasserwellen am
Strand vergleichbar ist. Teile des Wirkungsfeldes mit groBen Impulsen holen,
salopp gesagt, Bereiche mit kleinen Impulsen ein, kénnen diese aber nicht tiber-
holen. Der Ubergangsbereich von groBen zu kleinen Impulsen wird immer
schirfer, bis die numerische Genauigkeit tiberschritten wird und die Computer-
simulation abbricht.
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Zeit =0 Zeit t=0.07 Zeitt=0.14 Zeit t=0.21
0 0 0 0
wn
o
S-05 05 05 0.5
£
=
: ] p ]
1 0 1 1 0 1 -1 0 1 1 0 1
2 2 2 2
w
20 0 0 0
£
"2 2 2 —=]| - — =
-1 0 1 1 0 1 -1 0 1 -1 0 1
Ortx Ortx Ortx Ortx
Abbildung 2-8

Zeitliche Esntwicklung eines freien, Ganfs-formigen W irkungsfeldes mit m=1. Nachden: die GanfS-form
des Feldes zundichst zerfliel§t, kommt es am Ennde 2u einenr Brechen, wie bei W asserwellen, die anf den
Strand anflanfen.

Interessant ist, dass diese Probleme bei Berticksichtung der Unschirfe raum-
zeitlicher Beziige in der Quantenmechanik nicht auftreten. Der steile Ubergang
von grof3en zu kleinen Impulsen, der hier die Methoden der Computersimulati-
on tiberfordert, tritt in der Natur tatsichlich gar nicht auf.

Auch in der klassischen Physik gibt es kein Brechen des Wirkungsfeldes. Das
wird verhindert durch die Wechselwirkung zwischen den Raumzeitpunkten, in
der Strukturmechanik durch die elastischen Krifte und in der Hydrodynamik
durch die Reibungskrifte.

Quelle einer Wirkung

Die Ausbreitung von Wirkungen wird immer durch Krifte ausgelost. Krifte
sind die Quellen und Senken des Wirkungsfeldes. Wir wahlen nun das Gaul3-
térmige Potential 7 in Abbildung 2-9 als Quelle. Die entsprechende Kraft kann
als raumliche Ableitung dieses Potentials angegeben werden.

Parameter: Ausdruck: Gebiet: FEMI.AB
{m=1 p,=1 V =exp(-(x/.1)%); | Linie, x e[-11]; 25
Gleichung: Rand: Zeit:

=0, te[0,0.5].
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Potential V(x)
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Abbildung 2-9
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Ort x

0.5 1

Gaufs-formges Potential als Ursache oder Quelle einer Wirkung..

Wir sehen in Abbildung 2-10, wie sich das Wirkungsfeld mit der Zeit aufbaut

und zerflieBt. Am Potentialrand gibt es wieder ein Brechen des Feldes, was eine
weitere Zeitentwicklung unterbindet.
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Abbildung 2-10

Zeitliche Esntwicklung eines W irkungsfeldes aufgrund des Quellpotentials in Abbildung 2-9. W zeder ist m=1.

Ausblick

Offensichtlich hat die Beschreibung von Wirkungen in der obigen Form noch
ithre Schwichen. Die Ausbreitung von Wirkungen kann in der Regel nur kurz-
zeitig verfolg werden, dann ergeben sich Widerspriiche. Vor allem erklirt die
Beschreibung noch keine wirklichen physikalischen Phianomene. Ihr fehlt noch
der Stoff, aus dem die physikalische Welt gemacht ist, namlich die Materie.

Die physikalische Beschreibung der Materie entwickelt sich aus dem Formalis-
mus ganz logisch. Dazu muss man nur etwas kritischer mit den Abstraktionen
umgehen, die zur mathematischen Beschreibung unserer bewussten Welterfah-
rung vorgenommen wurden: raumzeitliche Bezlige wurden durch absolute,
scharfe Raum-Zeit-Punkte ersetzt und eine ganzheitliche Welterfahrung wurde
auf eine rein korperliche Welt projiziert. Ubetlegen wir uns das noch ein wenig
genauer.

Unser bewusstes Erleben raumzeitlicher Beziige wird abgebildet auf Koordina-
tensysteme, die wesentlich auf der Idee des euklidischen Punktes beruhen. Der
euklidische Punkt ist ein Objekt ohne Ausdehnung und ohne Eigenschaften,
was in der Natur nicht existiert. Unsere Bewusstseinsinhalte nehmen immer
Raum ein und haben immer irgendwelche Eigenschaften, an denen wir sie er-
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kennen koénnen. Wie Zenon von Elea und Aristoteles [VERH94]| begriinden,
wirde eine Welt, die auf einem solchen mathematischen Punktraum basiert, in
Bewegungslosigkeit erstarren.

Ferner muss fur jedes Koordinatensystem ein willkiirlicher Bezugspunkt gewihlt
werden. Aus den relativen raumzeitlichen Bezligen unserer Bewusstseinsinhalte
wird so ein absoluter Raum. Wie bekannt ist, hat dies enorme Konsequenzen,
vor allem wenn man grof3ere Geschwindigkeiten betrachtet, etwa bei Lichtsigna-
len. Das werden wir in einem eigenen Kapitel noch beleuchten.

Als Letztes wird durch die Forderung nach Objektivitit der Wirkungen das
Wirkungsfeld nicht vollstindig festgelegt. Wirkungen selbst kénnen wir ja nicht
direkt messen, sondern nur Krifte. Diese werden aus den raumlichen und zeitli-
chen Ableitungen des Wirkungsfelds berechnet. Es ist daher méglich, zum Wir-
kungsfeld, das der Hamilton-Jacobi-Gleichung in (2-13) gentigt, ein weiteres, so
genanntes Fichfeld zu addieren, ohne dass sich an der Bewegungsgleichung
etwas dandert.

Um eine realistische physikalische Beschreibung der Natur zu erhalten, mussen
wir an diesen drei Punkten noch arbeiten und eine bessere Ubereinstimmung
mit unserer bewussten Welterfahrung herstellen.

Der Euklidische Punkt ist nach jetzigem Stand der Mathematik eine unverzicht-
bare Grundlage fiir die formale Beschreibung von Raum und Zeit, fir die Infini-
tesimalrechnung und fir die Naturbeschreibung mit Differentialgleichungen
und Feldern. Auf all das sind wir angewiesen, wenn wir Physik betreiben wollen.

Eine Anpassung an die tatsichlichen Gegebenheiten kann jedoch mit statisti-
schen Methoden erreicht werden. Wir bleiben beim Wirkungsfeld §, verzichten
jedoch auf eine punktgenaue Angabe von Ursache bzw. Quelle und Wirkung.
Ein KraftstoB3 findet nicht exakt am Ort x und zur Zeit 7 statt, sondern mit ei-
ner bestimmten Verteilung entsprechend einem Wahrscheinlichkeitsfeld p. Die
Wirkung des Kraftstoles wird zu einem spateren Zeitpunkt an einem anderen
Ort entsprechend dem Wahrscheinlichkeitsfeld p registriert. Die Dynamik die-
ses Wahrscheinlichkeitsfeldes wird allein durch die Kontinuitit festgelegt: die
Wahrscheinlichkeit dafir, dass Gberhaupt eine Wirkung eintritt, ist genau so
grof} wie die Wahrscheinlichkeit fir die Ursache. Wie das mathematisch formu-
liert wird, behandeln wir im nachsten Kapitel.

Die Unschirfe von Ursache und Wirkung fithrt zu einem ganz bestimmen Po-
tential in der Hamilton-Jacobi-Gleichung (2-13). Zum Beispiel kann man nicht
mehr sagen, dass ein Korper tatsichlich in Ruhe ist. Es wird immer eine gewisse
Wahrscheinlichkeit fiir eine kleine Bewegung geben, und die mittlere Energie
dieser Bewegung wird durch das
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erfasst. i hiangt dabei mit dem Planckschen Wirkungsquantum zusammen und

Unschérfepotential

ist eine der wenigen Naturkonstanten der Physik. f gibt das Genauigkeitsmal3

an, mit dem Wirkungen gemessen werden konnen.

Wir werden sehen, dass mit dem Unschirfepotential (2-16) die Hamilton-Jacobi-
Gleichung (2-13) und der Kontinuititsgleichung fiir das Wahrscheinlichkeitsfeld

£ zusammen mathematisch exakt der Schrédinger-Gleichung der Quantenme-
chanik entsprechen.

Die Probleme der Ausbreitung von Wirkungen, wie wir sie im letzten Abschnitt
hatten, 16sen sich damit auf.

Durch die Forderung nach Objektivitit projizieren wir die Welt auf eine dingli-
che Welt, was dieser jedoch nicht ganz gerecht wird. Das Wirkungsfeld § wird
so nicht vollstindig festgelegt. Die Freiheitsgrade, die unsere Objektivititsforde-
rung noch offen lisst, fithren auf die Wechselwirkung zwischen den Korpern,
auch zu allen Lichtphinomenen.

Wir kénnen das Wirkungsfeld § durch ein so genanntes Eichfeld §' i) erweitern.
Die Ableitungen dieses Feldes bezeichnen wir zunichst willkiirlich als elektri-
sches und magnetisches Potential. Das wird spiter gerechtfertigt, wenn wir aus
der Kontinuitit dieser Felder die Maxwellschen Gleichungen abgeleitet haben:

S—>S5'=5+5EN (2-17)

E—->E'=E+ ¢ , ¢@— Elektrisches Potential;
“‘é“s &
_o 5 (Eich)

- a

p—>p'=p+ é , A — Magnetisches Potential.
- ’
vs 6S(Elch)

Eine Energiebilanz zeigt noch etwas grob, wie sich aus der Eichung des Wir-
kungsfeldes eine Wechselwirkung zwischen Korpern ergibt:
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2 (2-18)
0=E+ Py
2m
Hamilton-Jacobi-Gleichung
%
——
Eichtrans-
formation
12 2 N2 = A
A . . o
0=E+P v-E+P 1vs Q+— + p-A (Nichtrelativistisch)
2m 2m 2m m
_— — —_—
mechanische elektrodynami- ~ Wechsel-
Energie sche Energie wirkung

Da wir unsere Betrachtungen hier noch in einem absoluten Raum vornehmen,
stimmt (2-18) nicht ganz mit der bekannten Energiefunktion fiir ein gekoppeltes
mechanisches und elektrodynamisches System iiberein. Wir werden spater noch
die Relativitit der raumzeitlichen Beziige berticksichtigen und den korrekten
Energieausdruck erhalten.

Zusammen mit der Unschirfe des objektiven Kausalzusammenhanges und den
Eichfreiheitsgraden des Wirkungsfeldes werden sich aus unserem Formalismus
atomare Strukturen ergeben. Diese stehen wiederum untereinander in elektro-
dynamischer Wechselwirkung und bilden insgesamt die Grundlage der Materie,
so wie wir sie Erleben: als Festkorper, Flissigkeiten oder Gase.

In Abbildung 2-11 ist der Zusammenhang der physikalischen Einzelgebiete dar-
gestellt. Wir werden ins im Weiteren jedoch nicht streng an den hier dargestell-
ten logischen Aufbau halten, sondern etwas vorgreifen und im nichsten Kapitel
zunichst elastische Festkorper beschreiben. Die Grundlage dafur ist natiirlich
die Objektivitat der Wirkungen entsprechend der Hamilton-Jacobi-Gleichung
(2-13). Die atomare Struktur der Materie und die atomaren Wechselwirkungen
flieBen in einem einfachen harmonischen Potential ein. Das ist der kuirzeste und
einfachste Weg von den recht abstrakten Uberlegungen in diesem Kapitel zur
Beschreibung konkreter physikalischer Phinomene.
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(Formbildung der Materie]
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Abbildung 2-11

Aufban der physikalischen Zusammenhénge. Eine einfache Beschreibung rammzeitlicher und kausaler
Beziige fiibrt anf eine noch "holprige’ Kausaldynanmik. Durch offensichtlich notwendjge V erfeinernngen
ergeben sich atomare Strukturen und atomare W echsehvirkungen. Diese bilden die Grundlage der nnmit-
telbar erfabrbaren physikalischen Phanomene bei Festkorpern, Fliissigkeiten und Gasen. Der physikalische
Aufban gipfelt in der Selbstorganisation anfgrund nichtlinearer Terme in den Bewegungsgleichungen der
Materie.






3. Klassische Mechanik und
elastische Festkorper

Klassische Mechanik

Das Wirkungsfeld S beschreibt einen objektiven Kausalzusammenhang und
nicht die Bewegung eines Objektes. Das ist sehr allgemein und fiihrt weit tiber
die klassische Mechanik hinaus in die Quantenmechanik und in die Elektrody-
namik. Nun wollen wir jedoch zuerst einmal den Zusammenhang mit der klassi-
schen Mechanik herstellen.

In der klassischen Mechanik werden Punktteilchen oder kontinuierliche Medien
wie Festkorper, Flussigkeiten oder Gase betrachtet. Jedes Punktteilchen oder
jedes Volumenelement des kontinuierlichen Mediums bewegt sich dabei auf
einer Bahnkurve. Das entspricht dem Eindruck, den wir bei Betrachtung vieler
physikalischer Phinomene haben. Wenn wir einen Stein werfen, sehen wir seine
Bewegung auf einer Flugbahn oder Bahnkurve.

Atome, Licht oder Magnetismus erscheinen jedoch nicht auf diese Art in unse-
rem Bewusstsein, und daher sind deren Wirkungen anders zu behandeln. Un-
schirfe und Eichfreiheitsgrade des Wirkungsfeldes spielen dann eine entschei-
dende Rolle. In einem ersten Schritt zur Behandlung bewusst erlebbarer Pha-
nomene konnen wir dies jedoch auler Acht lassen.

Der Zusammenhang zwischen Wirkungsfeld und Bahnkurven der Korper wird
durch das Geschwindigkeitsfeld der Wirkung hergestellt. Rein gedanklich ma-
chen wir hier die Annahme, dass der Korper oder das Volumenelement zu je-
dem Zeitpunkt 7 eine genau bestimmte Position x und die Geschwindigkeit des
Wirkungsfeldes »=2" hat. Dies ist wirklich nur eine gedankliche Annahme, die
experimentell nicht nachvollzogen werden kann. Es sind ja zum Beispiel immer
nur mittlere Geschwindigkeiten messbar, so dass »=¢" nicht nachvollzogen
werden kann. Aber die Annahme ist verntunftig und fihrt sehr weit. Wir haben
hier jedoch genau die Stelle identifiziert, wo Verfeinerungen unserer Uberlegun-

gen ansetzen mussen.

Die Grundlagen der Teilchenphysik, und Teilchenphysik kann nur klassisch sein
und nicht quantenmechanisch, sind also

35
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Position des Objekts: X(t); (3-1)
Geschwindigkeit des Objekts: X(t)= V(t);V(S) (%(t).t);

Geschwindigkeits-
feld der Wirkung

x=V"E;
Hamiltonsche Bewegungsgleichungen: =V(Sl
p =-VE.
:Eﬁm =Kraft

Betrachten wir als einfaches Beispiel den freier Fall eines Korpers, wie er in
Abbildung 3-1 dargestellt ist. Die Hamilton-Jacobi-Gleichung und eine ihrer
analytischen Losungen sind:

Hamilton-Jacobi- &8s 1 (asjz 1 (88}2
) _ —t—| — —| — | + mgy =0;
Gleichung: ot 2m\ ox 2m oy ) =,
3/2
2m(E"Y) —mgy
Losung : S:—<E<X)+E<y))t+2m\/E(x)x—( ( . )) .
3am°g
(3-2)

E®¥ und E” sind die Konstanten (Energien) der Bewegung. Sie kénnen entspre-
chend dem Startpunkt und der Startgeschwindigkeit des Wurfes festgelegt wer-
den. Aus der Losung der Hamilton-Jacobi-Gleichung ergibt sich das Geschwin-
digkeitsfeld zu

2VEY )
G _gmp_Ls_loe_
Vv —V E—m p mVS Z(E(y)_mgy) .
m

Die klassische Bahnkurve eines Korpers ist dann bestimmt durch

(34)

%(t)=x(0)+ [V (x,t")dt"

[ S——

Das Integral kann natiirlich analytisch berechnet werden und fithrt zu dem all-
gemein bekannten Ergebnis
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o o _ 1 3-5
(1) =R(0)+7(0)t+ gt )

Interessant ist aber das numerische Vorgehen. Man hangelt sich in kleinen
Schritten entlang eng benachbarter Raumzeitpunkte der Trajektorie, im ein-
fachsten Fall mit der mit der Euler-Methode:

x(t+h)=x(t)+2VE™h,  (histdie Schrittweite); 79

EV - mgy(t))
m

2
y(t+h):y(t)+\/ ( h+0(h?).
Das geht also genau entsprechend unserer Vorstellungen des Zusammenhanges
zwischen dem abstrakten Wirkungsfeld und den klassischen Bahnkurven. In
wirklichen Rechnungen kénnen wir die Schrittweite 4 niemals beliebig klein
machen, genau entsprechend unseren verfeinerten Vorstellungen tiber Raum
und Zeit.

. _ &) &)
Wirkung S(x,y,t=0), Geschw. (vi )(x,y),v; ](x,y)) Bahnkurven

0 .
"_s\\ — x(y)
1 d— vy
E‘-z
fe)
I3

Weite x

Abbildung 3-1

Linfks: Wirkungsfeld des freien Falles eines Korpers in einem honogenen (konstanten) Krafifeld. Die Wer-
te des Wirkungsfeldes sind Farbkodiert entsprechend der Farbtabelle. Die griinen Peile geben das Ge-
schwindjgkeitsfeld in Form von 1 ektoren an.

Rechts: Babnkurven eines frei fallenden Konpers im homogenen Krafifeld. Die griinen Peile entsprechen
denen im linken Bild.

Das Hamiltonsche Prinzip

Das Hamiltonsche Prinzip hat eine lange Geschichte und in der Regel eine recht
komplizierte mathematische Begriindung. Es besagt:
Die Wirkungsfunktion ist fiir die wirklich durchlaufene Babnkurve extremal.

Manchmal wird es falschlicherweise als Prinzip der kleinsten Wirkung bezeich-
net, tatsiachlich ist die Wirkungsfunktion entlang der Bahnkurve maximal.
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Den klassischen Verlauf von Bahnkurven haben wir bereits oben gut begriindet
und es ist nun relativ einfach, den Zusammenhang mit dem Hamiltonschen
Prinzip herzustellen. Da die Bewegung der Korper auf Bahnkurven immer mit
der Richtung des Geschwindigkeitsfeldes /Y der Wirkung § zusammenfallt, be-
wegt sich der Korper immer senkrecht zu den Hohenlinien des Wirkungsfeldes.
Das ist auch in Abbildung 3-1 zu erkennen.

Entlang den Hohenlinien wiirde sich die Wirkung tiberhaupt nicht dndern, die
maximale Anderung findet bei einer Bewegung senkrecht zu den Héhenlinien
statt, also gerade fir die klassischen Bahnkurven. Die Formulierung dieser Tat-
sache als mathematisches Variationsproblem ist genau das Hamiltonsche Prin-
zip. Es ermoglicht eine elegante mathematische Herleitung der Bewegungsglei-
chungen fir Bahnkurven.

Auf Bahnkurven ist das totale Differential des Ortes dx=vdf, und damit kann das
totale Differential des Wirkungsfeldes 4§ mit Hilfe der so genannten Lagrange-
Funktion formuliert und als Extremalprinzip angegeben werden:

dS=p-dx—Edt=(p-v-E)dt, (L ist die Langrange-Funktion);
L
de = j Ldt = extremal bzw. §I dS =0, (Punkiteilchenmechanik);

dedY( = I Ldtdx = extremal §j dSdx =0, (Kontinuumsmechanik).

Variation des Elastitzitatstheorie, Hydrodynamik, ...
Wirkungsintegrals

(3-7)

Der Vorteil der Formulierung als Variationsproblem besteht vor allem in der
Moglichkeit partiell zu integrieren. Damit kénnen Ableitungen der unbekannten
Bahnkurven, Verschiebungsfelder und dhnlichem auf die vorgegebenen Potenti-
ale abgewilzt werden. Wir werden das gleich sehen, zum Beispiel bei der
Punktmechanik:

(3-8)
5jd3=5j(r>-\7—E)dt=j V-op+ p-ov —-VYIESK-VPESP |dt

4(p-0)-poon
= [| ~(P+VE)s%+(v-"E)5p |dt+ p-ox .
=0 =0 =0

Impuls und Geschwindigkeit werden separat variiert, sie sollen ja in Uberein-
stimmung gebracht werden. Wir erhalten so eine gute mathematische Begrin-
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dung der Bewegungsgleichungen in (3-1). Sie sind formal mit den Bewegungs-
gleichungen des Wirkungsfeldes § aus dem letzten Kapitel identisch, gelten nun
aber auf Bahnkurven.

Durch dieses Vorgehen erhilt man ausschlieBlich lokale Zusammenhinge. Die
Nichtlokalititen der Quantenmechanik werden hier aus dem Kausalzusammen-
hang herausprojiziert. Ein weiteres Beispiel fir die Anwendung des Hamilton-
schen Prinzips sehen wir gleich bei der Behandlung elastischer Festkorper.

Mechanische Grundgleichungen

Die Grundgleichungen der klassischen Mechanik lauten also

p=v¥s, (Fuhrungsbedingung); (3-9)
0-Cs +i(§(x)8)2 +V, (Hamilton-Jacobi-Feldgleichung);

ot 2m
% p=-VYE, (Bewegungsgleichung auf Bahnkurven).

Beschreibung von Materialspannungen durch ein Potential

Den Aufbau der Materie erkliren wir noch im Verlauf der nichsten Kapitel aus
der Objektivitit der Wirkung, ihrer Unschirfe und ihrer Eichfreiheitsgrade. An
dieser Stelle erfassen wir effektiv die atomaren Strukturen und ihre Wechselwir-
kung durch ein einfaches Spannungspotential. Um dieses angeben zu kénnen,
missen wir noch einige wenige physikalische GréBen der Elastizititstheorie
einfihren.

Das Verschiebungsfeld n

Materialspannungen entstehen, wenn sich verschiedene Bereiche des Materials
gegeneinander verschieben. Wir konnen das Verschiebungsfeld sehr effizient
durch seine zeitliche Ableitung angeben. Das Material verschiebt sich, wenn es
sich mit einer Geschwindigkeit bewegt. Die Gesamtverschiebung eines Volu-
menelements ergibt sich dann durch zeitliche Integration. Wir definieren also
die Verschiebung # Gber ihre zeitliche Ableitung

(3-10)

3 |o

o .
— U=
ot

Das Vergerrungstensorfeld

Spannung treten auf, wenn sich verschiedene Gebiete des Materials unterschied-
lich verschieben. Man spricht von Verzerrungen und fithrt das Verzerrungsfeld
U mit Hilfe der Jacobi-Matrix des Verschiebungsfeldes # ein:
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(3-11)

Rompression und Torsion (Scheerung)
Durch Verzerrungen im Material entstehen Volumeninderungen oder Kom-
pressionen, die wir mit dem Verzerrungsfeld leicht berechnen konnen:

dV'=dx'ady'Andz’ (3-12)
= (dx+du, ) A(dy+du, ) A(dz+du,)
= (dx+U,dx ) A(dy +U ;dx ) A (dz+U 4dx ) +O(u?)

=dV | 1+Spur(U) +O(u2).
Kompression

Die Spur des Verzerrungstensorfeldes ist also das Mal3 fir Kompression. Damit
teilen wir das Verzerrungsfeld auf in einen Anteil, der allein mit der Kompressi-
on des Materials zu tun hat und einen Rest, der Torsion beschreibt:

U =1Spur(U)1+U —1Spur(U)1,  mit Spur(U(T)):O. (3-13)
Eu(K) -y
Kompressionsanteil Torsionsanteil

Das Spannungspotential fiir das Hooksche Gesetz
Bei einer elastischen Feder ist die Federkraft proportional zur Dehnung der
Feder. Das ist ein Beispiel des Hookschen Gesetzes:

Zwischen der Debnung eines elastischen Kirpers und der Spannung
besteht ein linearer Zusanmenhang.

Dies wenden wir nun auf unser elastisches Medium an und schreiben
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3-14
=1 ASpur(U +yZU G79)

A : Kompressionsmodul,
4 Torsionsmodul.

mit

Dieses Potential enthilt rdumliche Ableitungen des gesuchten Verschiebungs-
feldes #. Fur die Ableitung der Bewegungsgleichungen empfiehlt sich das Prin-
zip der extremalen Wirkung, also das Hamiltonsche Prinzip.

Bewegungsgleichung fiir die Verschiebung uz mit dem Hamilton-
schen Prinzip
Die Aufteilung in Kompressions- und Torsionsanteile in der Bewegungsglei-

chung des Verschiebungsfeldes nehmen wir spiter vor. Zunachst betrachten wir
der Einfachheit halber das Spannungspotential

au, (3-15)
V=2vU? —22 [a” J
ij X
Die Variation dieses Potentials ist
3-16)
o oV 8u 0 oV - (
fé\/d .[Z 2:' _fZ{ [66”' iJ_a_Xj@&Jinx
—IZ - oudf, —jz O N s
=0 oy, ouj
:{XfTJ
= v [(AT+VV-U)5Udx.
Insgesamt ist damit die Variation des Wirkungsfeldes
(3-17)

4(p-ot)-p-ou

=2 "
5I{§-ﬁp—VJd>'('dtj[ 560 —oV +(ﬁ£)5p+“}d>‘<dt
2m — m

:j %(r)-56)—(b—lv(mwﬁ-a))ﬁu-(ﬁ—ﬁj&p dxdt
- 4 m
keine \:/griation =0 =0

an den Grenzen

und daraus lesen wir direkt die Bewegungsgleichung der Verschiebung ab:
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(3-18)

<
Il
3 |o

(Aufteilung in Scheerung
p=v(AG+VV.U)= AU + AVV-U  und Kompression

reine reine

scheenng  Kompression  €ntsprechend Anhang).

Zu beachten ist die Nichtlinearitit, die sich aus der totalen zeitlichen Ableitung
des Impulses ergibt:

P X o (3-19)

u . . oS o
—=-mV-VV+ pAlU + AVV.Q.
ot? e o e
Nicht- reine reine
linearitat Scheerung ~ Kompression

Ein Volumenelement dndert seinen Impuls oder seine Geschwindigkeit, wenn
sich das Impulsfeld dndert, oder wenn es sich an einen anderen Punkt mit einem
anderen Impulsfeld bewegt. Dieser zweite Betrag ist quadratisch im Geschwin-
digkeitsfeld und das ist die Hauptquelle fur nichtlineare Phinomene in der Na-
tur. Dieser Term ist verantwortlich daftr, dass es keine Langzeitvorhersagen fir
die Wetterentwicklung gibt, er bestimmt die fraktale Form der Wolken oder der
Erdoberfliche, soweit sie durch Magmabewegung hervorgerufen ist. Er spielt
sogar in der belebten Natur eine wichtige Rolle, etwa bei der Form der Qualle.
Bei ihrer Fortbewegung im Wasser stof3t die Qualle einen Wasserimpuls nach
hinten aus. Dieser erzeugt einen Wirbel, der genau dieselbe Form wie die Qualle
selber hat. Dieser Art der Formbildung auf Grundlage der Nichtlinearitit in
(3-19) ist der Schluss des Buches gewidmet. Zunichst wollen wir ein paar einfa-
che Auswirkungen der elastischen Krifte in Festkorper betrachten.

Biegung eines Balkens bei Belastung

Die Bewegungsgleichungen fiir einen Balken lauten in zwei Dimensionen
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0= AU+ AVV -G, (3-20)
o°u,  o°u o, o,
)7, >t — |+ 4 >+
[uxj OX oy OX~  oOxoy
u, ) o’u, ou, o, o, )|
y7, > > |+ 4 +—
OX oy oxoy oy
ou
l X
y ou, o ou,  ou ) - (u+2) X
U, =(u+A)—-+—| 2 +A— =V ;
oxt oyl oy X ou, ouy
oy 0
ou o° - ox
l‘jy:2 y—y+/1auX +(u+A)—L=V- %
OX OX oy oy u,
(u+2)—=

Wir suchen stationire Losungen dieser Gleichungen fiir ein balkenférmiges

Gebiet und geben folgende Werte
FEMILAB ein:

und Formeln in die Computersoftware

Parameter: Gebiet; FEMI . AB
H Rechteck, E[ ]
U, =—.5; ye[0,0.Z]

Gleichungen:

ou,
(u+2)
ou, = OX
9 X +V . a = 9
a® ot Iuaux +i& g™
oy OX
®
ou
_y+ﬂ%
ay T |
T ot "y
ay) (,u+il)—y —F
F(y)

Wir wihlen die Randbedingungen
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Wand links: u, =0,

s A0 = (e ) Moo ) 4 g
R(X) 6)( GT:()
EZ =0, A0 - ou, l%— (Lag) | -
R(Y) ax 8y GTV)
Offenes Ende % =0, _A.T™ :—(ym)aux _0:
rechts R X ol
u,—-u0=0, ou ou a
y AT =y T (R0 0;
R OX oy re(t)
Ober- und 0 =0, u
: 7 R N L Myl g
Unterseite R oy X o
g =0, A r“):i(ﬂm)aux =0
R(Y) ax :C:,.(Jy)
FEMI.AB 3-2

Die Losungen, auch fiir ein etwas abgewandeltes Gebiet sind in Abbildung 3-2
dargestellt.
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Kompression: ﬁuxiéxmuf.-‘ﬁy Scheerung: ﬁuxk?yﬂ’.‘uylax
02 02 02 0
0.1
0 0 1.0.01
= =
502 J 502
04 1-0.02
0.4 i 0.4
0 05 1 02 0 05 1 03
Ort x Ort x
Kompression: éux!6x+6uy.-‘é‘y Scheerung: Guxi6y+6uyf€~x
02 02 0.2 !0
01
0 h“‘-u—.._h - 0 L
_ < _ 0.01
5-02 H 5-02
o -0.02
0.4 i 0.4
0 05 1 e 0 05 1 e
Ort x Ort x
Abbildung 3-2

Kompressionen und Scheerungen eines gebogenen Balkens. Bei einenr angeséigten Balken verdichten sich die
Kriifte am Ende der Séigennt.
Schwingungen einer elastischen Platte

Fir eine zweidimensionale Platte, die in der x-y-Ebene liegt und in z-Richtung
schwingt, ist der Verschiebungsfeldvektor

a=u(xY)e,. (3-21)
Die Bewegungsgleichung lautet also
i [P, P 622
H aXZ ayZ
Um das Schwingungsverhalten der Platte, und auch die méglichen Frequenzen

zu bestimmen, 16sen wir zunichst das entsprechende Eigenwertproblem und
bauen aus den Figenmoden die Gesamtschwingung auf:

2,(0) A2, ()
(8 uz +8L2j:—/1nu("), und
OX oy
u(x,y,t):ch(t)u(”)(x,y).

Die Losungen der Bewegungsgleichung (3-23) list sich analytische angeben mit

(3-23)
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_ﬂ(aZU(“) . aZU(“)j (3-24)
- a 2 ayZ
(v o™ ou (n)
= eu"=Ycul —+—1=> —c pulu"
deu=>cu 5 oy D .k,
:>Cn :_/u}“ncn

=c,=a, sin( yﬂnt)+bn cos( y/‘tnt).
Die Gesamtlosung und die Winkelgeschwindigkeiten sind also

u=>a, {sin(wt)+b, cos(mt)ju™ mit o, =fui,. (3-25)

Zur Losung des Eigenwertproblems (3-23) machen wir folgende Eingaben:

Parameter: Gebiet: FEMI.AB 3-3
mu =1, x €[0,
Rechteck, e[ 7[]
ye [0, 7[]
Gleichungen: Rander:
0=0
—mug—u ¥
1AU+V- X1=0 ou _
Z mu ou| — =0 (links und rechts)
U= ox ¢
oy -n-I'= 5
r —uzg (oben und unten)
G

Die Ergebnisse sind in Abbildung 3-3 dargestellt. Die Zeitentwicklung der
Schwingungen einer runden Platte werden in Abbildung 3-4 gezeigt.
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Eigenfkt. zu A= 0.00

e

3.14
E|genfkt ZU A —-4 0o

i

314
Elgenfkt zu J.:—B.DO

Abbildung 3-3

314

0.05
DDd
0.03
0.021
0.01

0.04 44

-0. 02

0.0f

0.058.14

-0.0%

Eigenfkt. zu #=-1.00
3.14
Elgenfkt zu ?.—-4 00

E

3.14
Elgenfkt zu ?..——9 00

Eigenfkt. zu 4=-1.00
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Eigenfkt. zu A=-2.00

A

3.14
X

0.04 4, 00314 0.05
‘
1]
-0 02 -0. 02
0. 019 0 DP -0.05
3.14 1 3.14
Elgen[kt Zu ?.—-5 0o E|genfkl. Zu 1—-5.00
0.0
814 - |0.0§-1‘1 0.05
0. 02
2
o] 1]
1
A
0. -0.05
0. o:? %
3.14 3.14
Elgen[kt. zZu ?..——9.00 Elgenwer‘le kY
0
0.08.14 0.04
-2
0.02 0.02
2 -4
0 0 5
—0.021 -0.02 s
-0.040 _0_01 o b
0 1 2 314 2 4 6 8 10

Eigenschwingungen bzov. Eigenfunfktionen und Eigenmverte des 1 erschiebungsfeldes einer elastischen Platte.
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Zeitentwicklung einer Uberlagerung von Eigenschwingungen einer Platte

u, t=0.0 u, t=0.2 u, =04 u, =06 u, =08 u, =10
1 1 1 1

N
N\
S
L
“
“

,@=1. u =14 1 u, @=1.8 1 u, @3=2.0 1 u,@=22 1
1 1 1 1 ' 1 .
0 1 0 1 0 1 0 1 0 1 0 1
-3 X X X b
v, t=0.0 v, t=0.2 v, t=0.4 v, t=0.6 v, t=0.8 v, t=1.0
1 1 1 1 1
v, =12 1 v, =14 1 v, =18 1 v, B=2.0 1 v, =22 1
1 1

-y
o
-
o
-
o
-
o
-

O
o
)
.
-
v
-
-

Abbildung 34

Rotationsschwingung einer elastischen Platte. Oben ist das 1V erschiebungsfeld u zu verschiedenen Zeiten t
gezeigt, unten das Geschwindjgleitsfeld .



4, Kontinuitat als
umfassende Grundlage
der Physik

Kontinuitit ist eine der Grundeigenschaften unserer bewussten Welterfahrung.
In unserem tiglichen Erleben der Welt ergibt sich immer eines aus dem andern
ohne jede Willkiir oder Sprunghaftigkeit, und das obwohl die Signalverarbeitung
der Sinneseindriicke im Gehirn tiberhaupt nicht kontinuierlich oder unmittelbar
ist. Dafiir gibt es viele physiologische Hinweise.

Das Gehirn braucht fast 1 Sekunde zur Verarbeitung der Nervensignale. Das
hat der amerikanische Physiologe Libet in sehr aufregenden Experimenten am
offenen Gehirn von Probanden klar herausgefunden [LIBE91], [NORR97].
Von dieser Sekunde merken wir gar nichts, es ist die Zeit, die das Gehirn zur
Bereitstellung eines kontinuierlichen und in sich geschlossenen Weltbildes ben6-
tigt.

Auch unser Gesichtsfeld wird in dieser Sekunde der Verarbeitung kontinuierlich
und lickenlos bestimmt, obwohl die Sinneseindriicke eklatante Lucken aufwei-
sen. Um den 'Blinden Fleck' unserer Augennetzhaut zu bemerken, bedarf es
ausgekligelter experimenteller Tricks. Normalerweise wird dieser 'Blinde Fleck'
in unserem Bewusstsein einfach unter den Teppich gekehrt.

Das sind nur ganz schwache Hinweise darauf, was das Gehirn alles leistet, um in
unserem Bewusstsein ein kontinuierliches Bild der Welt entstehen zu lassen.

Kontinuitat ist Voraussetzung fiir Bewusstsein und sie ist eng verwandt mit
Kausalitit oder Kontextunabhingigkeit, welche wir im letzten Kapitel als Wur-
zel der physikalischen GesetzmaBigkeiten identifiziert hatten. Eine Welt, die
unbegriindet Springe aufweist, oder in der Dinge grundlos aus dem Nichts ent-
stechen und sich dorthin auflésen, wire extrem verwirrend und boéte keine
Grundlage fir die Entwicklung von Bewusstsein.

Die Kontinuitit der Materie ist ganz wichtig fiir die Stabilitit unserer Welterfah-
rung. Ein Stein ist ein Stein und er verschwindet nicht einfach. Er bleibt, wo er
ist. Und wenn er sich bewegt, dann nur aufgrund einer objektiven Ursache, zum
Beispiel, wenn man mit dem Ful3 dagegen schligt.

Kontinuitit der Wirkung und Kausalitit bezeichnen genau dasselbe. Wir werden
im Folgenden daraus alle Grundgesetze der Physik ableiten:

49
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e Kontinuitit der Wirkung und Kausalitit sind die Grundlage der Mechanik.
Wir werden auf den nichsten Seiten sehen, dass die Hamilton-Jacobi-
Gleichung, die wir im letzten Kapitel aus der Objektivitit der Wirkung abge-
leitet haben, im Grunde eine Kontinuititsgleichung fir das Wirkungsfeld ist;

e Die Kontinuitit der Eichfreiheitsgrade von Wirkungen entspricht mathema-
tisch exakt den Maxwell-Gleichungen der Elektrodynamik;

e Die Kontinuitit der Wahrscheinlichkeit ist einer der beiden Grundpfeiler
der Quantenmechanik. Die Hamilton-Jacobi-Gleichung allein ist nicht aus-
reichend, um kausale Beziige zwischen unscharfen Ursachen und Wirkun-
gen herzustellen. Es muss noch gewihrleistet werden, dass eine Wirkung
dieselbe Wahrscheinlichkeit hat wie ihre Ursache. Und dies wird durch die
Kontinuitat des Wahrscheinlichkeitsfeldes gewihrleistet.

Alle diese Zusammenhinge werden formal genau gleich beschrieben, nimlich
durch eine Kontinuititsgleichung. Diese gilt fiir die verschiedensten GréBen,
also fur die Materiedichte, das Wirkungsfeld, die Eichfelder der Wirkung und
fir die Wahrscheinlichkeitsdichte von Wirkungen. Im nichsten Abschnitt wird
diese Kontinuititsgleichung abgeleitet.

Sehr interessant ist auch, dass in der im Folgenden verwendeten Computersoft-
ware FEMLAB die relevanten formalen Zusammenhinge als Kontinuititsglei-
chungen formuliert werden miussen. Auch das macht nochmals deutlich, dass
Kontinuitit das allgemein gtltige Kriterium ist, um physikalische Zusammen-
hinge mathematisch auszudriicken.

Die Kontinuitit eines Wasserausflusses

Um zur mathematischen Formulierung von Kontinuitit zu gelangen, betrachten
wir zunichst den recht anschaulichen Ausfluss von Wasser aus einem Gefal3.
Dies ist in Abbildung 1-1 dargestellt.

Die zeitliche Anderung des Wasservolumens 17, im Gefif3 lisst sich berechnen

mit

ivo Ny =§(A- X) = A AV,
ot ot ot ot
A: Flachenvektor des Ausflussquerschnitts,

v: Ausflussgeschwindgkeit.

(#-1)

Bei gleichmiBigem Ausfluss bendtigt der 'Wasserpfropfen' A1 in Abbildung 1-1
gerade die Zeit /=x/», um seinen Platz fur den nichsten 'Pfropfen' vollstindig
Zu raumen.



Kontinuitit als umfassende Grundlage der Physik 51

Abbildung 4-1

W asser stromt ans einen Gefal. Diie Ausflussgeschwindigkeit v ergibt sich ans der Abnabmre der W asser-
Slitssigkeit AV i Gefaf§ und aus dem Querschnitt A des Ausflusses.

Als nichstes schauen wir uns die zeitliche Anderung der Materiemenge im Ge-
fal3 an. » ist Gesamtmasse und [ ist das gesamte Wasservolumen im Gefal3.

Dann ist die zeitliche Anderung der Materiemenge oder der Masse gegeben
durch

om _ om oV, (#-2)

= — Z2—pAV=A. pV .
ot ov, ot 7 £
:7 Ma?érie-
(Dichte)) strom

Die Kontinuititsgleichung

Wir verallgemeinern nun (4-2) auf ein beliebiges Gebiet innerhalb der Fliissig-
keit. Andert sich irgendwo die Materiemenge, nimmt die Materie also mehr oder
wendiger Volumen ein, dann sind Zufluss und Abfluss in diesem Gebiet nicht
im Gleichgewicht. Also ist

! - - 4-3
_8m:g _amdy( = _J'pv.df = —J'V.(pv)di i
at 6t G 8V oG Satz von G
- ———  Gauss
=r Zufluss oder Abfluss

zeitliche Anderung von m im Gebiet G durch den Rand von G

i(%mv(pv)jdx:o.

Da dies fiir jedes beliebige Gebiet G in der Flussigkeit gilt, folgt die

- 4-4
Kontinuitatsgleichung: §p+v-(p\7)=0. (+4)

Ihre Interpretation ist in Abbildung 4-2 nochmals veranschaulicht. Andert sich
irgendeine Menge in einem Gebiet, so muss ein entsprechender Strom durch die
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Oberfliche dieses Gebiets flieBen. Dies kann ein Materiestrom, eine Wirkungs-
strom, ein Ladungsstrom oder ein Wahrscheinlichkeitsstrom sein. Die einzelnen
Stromarten miissen wir gleich noch genauer definieren.

Abbildung 4-2
An einer belrebigen Stelle dndert sich die Dichte p, wenn Zufluss und Abfluss an der Stelle im Ungleichge-

wicht sind.

Besonders einfach wird die Kontinuititsgleichung bei Inkompressibilitit, etwa
bei Wasser. Inkompressibilitit heif3t, dass die Dichte immer gleich ist, sich also
weder zeitlich noch rdumlich dndert:

- 4-5
inkompressibel: %’0 =0, Vp=0; #2)
_)

Kontinuitétsgleichung: V-V =0.

Zum Abschluss wollen wir noch die Hamilton-Jacobi-Gleichung der Mechanik
in die Form einer Kontinuititsgleichung bringen:
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Hamilton-Jacobi-Gleichung: Kontinuitat des Wirkungsstromes:
:\7(5)
(Ausbreitungs-
geschwindigkeit)
o (V-s) 9 s V.S
—~S+ +V =0 |o|=S+V.|> = |=LSAS-V,
ot 2m ot 2 m e
Quellen von
Wirkungen
erhaltener
Wirkungsstrom

(#-6)

Wir identifizieren in (4-6) den erhaltenen Wirkungsstrom und Wirkungsquellen,
also Ursachen oder Ausloser der Wirkung. Die Ursache von Wirkungen sind
zum einen Krifte, die hier in ihrer Potentialform 17 erscheinen. Auch die
Krimmung des Wirkungsfeldes 16st einen Wirkungsstrom aus.

Da die Ausbreitungsgeschwindigkeit wiederum von der Wirkung abhingt,
taucht im erhaltenen Strom der Faktor ein Halb auf.

Bewegung einer Gaul3-f6rmigen Dichteverteilung in einem vor-
gegebenen Geschwindigkeitsfeld

Um mit der Kontinuititsgleichung etwas vertraut zu werden, simulieren wir die
Dynamik einer Gaul3-férmigen Dichteverteilung in einem vorgegebenen Ge-
schwindigkeitsfeld. Es kann sich dabei um die Dichte von Materie, Ladung,
Wirkung oder Wahrscheinlichkeit handeln. Die Grundgleichungen sind

X

1 sonst;

~ J1-v2 vy >0,
o —J1-vZ  sonst;

Kontinuitétsgleichung: §p+§-(p\7)=0;

Geschwindigkeitsfeld: {1—(x+1)2 Ux > 1 “4-7)

Startwert: —((x—l.s)2 +y2)/.05
p=€ .

Die Simulation beruht auf folgenden Eingaben:
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Ausdruck: Gebiet:
v, =(x<1)+(x=(x+1)"2)-(x>=-1), Rechteck XE[—Z,O],.
v, :sign(y)-sqrt(l-vxz); y€[-5..5];
Gleichung: Réander:
- . =0,
1L (200 g
2 i,vl/ F +5. _ (Lagr)
p tp-vx=pu""+0 (),
Startwert t=0: -n-T= () ¢
tp-vy =" 40 :
p:exp((—(x+1.5)"2+y"2)/.05); Py +2§ (7)
FEMI_AB 4-1
Geschwindigkeitsfeld v
g
> g 2t o5 L0102 o ;::tl:;n; o5 281075 . ‘= 15
£ “?;F; -flfaF, -ﬂ-fzg -O-%H o |
Position x

Abbildung 4-3

Eine Ganf§-formige Dichteverteilung unterliegt der Dynamik des oben angegebenen Geschwindigfeitsfeldes.
Es trennt sich miit der Zeit t in Zwei Anteile anf.

Das klassische Doppelspaltexperiment

Fir den Vergleich mit dem spiter simulierten quantenmechanischen Doppel-
spaltexperiment betrachten wir nun eine Dichteverteilung, die mit gleichférmi-
ger Geschwindigkeit eine Doppelspaltblende passiert. Das ist soweit nicht be-
sonders spektakuldr. Es wird jedoch sehr interessant, wenn wir spiter in der
Quantenmechanik noch die Unschirfe raumzeitlicher Beztige mit berticksichti-
gen. Dann treten hierbei niamlich sehr merkwiirdige Phianomene auf, etwa
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Quantenspringe, Nichtlokalitit oder der scheinbare Dualismus von Wellen-
und Teilchen.

Fir die Rechnung ist wieder einmal eine kunstliche Diffusion vonnéten, da
sonst die Werte des Dichtefeldes an den Winden unstetig werden:

Variablen Gebiet: polynom FEMI.AB

v=10, b=.7, Rander: p=0; 4-2

DAY = 1; "
Gleichung: Startwert t=0:
ap _ 2 2\ k2
_lv.p=DW ,2£ p_exp(— X+2) +y°|/b )
a at O F
r

Die Ergebnisse sind in Abbildung 4-4 dargestellt.

p, T=0.00 0, T=0.07 0, T=0.14 p, T=0.21
p, T=0.36 0, T=0.43 p, T=0.50

Abbildung 44

Eine Gaufsfornzige Dichteverteilung bewegt sich it konstanter Geschwindigeert auf eine Blende 3u, die
it einenr Doppelspalt verseben ist. Ein 'Teil der Dichte bewegt sich unbebindert durch die Blende, der Rest
gebot in der Blende verloren. Dieses 1 erhalten wird in: Kapitel siber Quantenmechanik besonders interes-
sant, wenn die Unsehérfe rammzeitlicher Bezzige miit beriicksichtigt wird. Es konnen dann Interferenzen
und nichtklassischen Phanomene wie Nichtlokalitit, Quantenspriinge oder Teilchemyellendualisnms diskn-
tiert werden.






5.  Hydrodynamik

Die theoretische Behandlung von Flissigkeiten und Gasen ist fast identisch mit
der von elastischen Festkorpern. Die elektromagnetischen Krifte halten die
Atome jedoch nicht in ihrer gegenseitigen raumlichen Beziehung fest, sondern
erlauben ein unbegrenztes verschieben. Bei elastischen Festkorpern sorgen die
elastischen Krifte daftir, dass die Materie gleichmiBig verteilt bleibt, bei Gasen
und Flissigkeiten ist das ein bisschen anders.

Was passiert, wenn der Stoff in einem Raumbereich verdichtet und oder ausge-
dinnt wird, sehen wir, wenn wir den Ventilflansch einer Fahrradpumpe zudri-
cken und dann versuchen zu pumpen. Je weiter wir den Kolben in den Zylinder
driicken, umso schwerer geht das. Es wird ein Druck aufgebaut, der unserer
inhomogenen Materieverdichtung entgegenwirkt. Dieser Druck ist natirlich
auch eine Folge der atomaren Krifte. Seine Wurzel ist der Raumanspruch jedes
Atoms.

Druckkrifte hingen sehr eng mit der Materiedichte zusammen. Sie wirken ja
genau so, dass die Dicht moglichst homogen bleibt. Je gréBer der Dichteunter-
schied ist, desto hoher ist der Druck, zum Beispiel bei der Fahrradpumpe.

Die Taktik zur Bestimmung der makroskopischen Druckkrifte besteht nun dar-
in, diese Krifte genau so festzulegen, dass die Kontinuitit der Materie gewihr-
leistet ist. Druckfreiheitsgrade erhalten also in der Regel keine eigene Dynamik,
sondern sie werden so bestimmt, dass die Kontinuititsgleichung der Materie-
dichte erfullt ist.

Wir verzichten nun darauf, die Bewegungsgleichung von Flussigkeiten und Ga-
sen nochmals mit dem Hamiltonschen Prinzip herzuleiten. Das geht ja genau so
wie bei elastischen Medien in einem vorausgegangen Kapitel. Wir stellen die
Gleichung der Hydrodynamik in Analogie zu den elastischen Korpern auf.

Das Reibungsfeld als zeitliche Verinderung des Verzerrungsfelds

Bei den elastischen Korpern haben wir das Potential der Hamilton-Jacobi-
Gleichung als Spannungspotential festgelegt. Je mehr sich benachbarte Volu-
menelemente gegenseitig verschieben, desto stirker ist die Kraft, die dieser Ver-
schiebung entgegenwirkt. Bei der Reibungskraft hingt nun diese Kraft nicht von
der Verschiebung selbst ab, sondern von der Geschwindigkeit derselben. An-
stelle der Verschiebungen sind also deren zeitliche Ableitungen einzusetzen.
Ansonsten dndert sich nichts.

Allerdings sollten wir einwenden, dass mit der Objektivitit der Wirkungen, also
der Hamilton-Jacobi-Gleichungen, eigentlich nur Potentiale vertriglich sind, die

57
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vom Ort oder auch von rdumlichen Verschiebungen abhingen. Die Hamilton-
Jacobi-Gleichung ergab sich ja aus Integration der Ausbreitungsgeschwindigkeit
tber Impulse und das Potential trat dabei als vom Impuls (oder der Geschwin-
digkeit) unabhingige Integrationskonstante auf.

Unser Reibungspotential ist also nicht so ganz vertraglich mit der Objektivitdt
von Wirkungen, und das bedeutet, dass diese Beschreibung noch nicht ganz
vollstandig ist. In der Tat miissen bei hydrodynamischen Betrachtungen auch
Energieumwandlungen in Wirme beachtet werden. So weit wollen wir jedoch
an dieser Stelle nicht gehen.

Wir betrachten vereinfachend die Potentiale

2 5-1)
1 ou, ou, (
V(Spannung) _ = 2 : i ] ’
2" (axj oX; j

ij

2

i 1 ov, OV, . ou
V(Relbung) _= R S . mitv="—,

2 #Zj: Xi ot
Die Herleitung der strukturmechanischen Bewegungsgleichung haben wir in
einem vorausgehenden Kapitel mit Hilfe des Hamiltonschen Prinzip bewerkstel-
ligt. Ganz analog geht das nun auch mit dem hydrodynamischen Reibungspo-
tential. Wir erhalten

Spannungskraft (5_ 2)
. 0% . Lo
Strukturmechanik: —7 =W +11(AT+VV -0);
Euler-Gleichung der Strukturmechnik
) Reibungskraft Druckkraft
ou  ov o= N e
— =—=-mV-W +y(Av +VV-V) -VP
ot ot
Hydrodynam ik: Navier-Stokes-Gleichung
op =
—+V-(pV)=0.
5 V(A7)
Kontinuitatsgleichung

Im Vergleich zur Strukturmechanik wurde in der hydrodynamischen Kraft das
Verschiebungsfeld durch das Geschwindigkeitsfeld ersetzt und es wurde durch
die Druckkraft erginzt.

Ganz besonders hinweisen sollte man nochmals auf die Nichtlinearitit der Glei-
chungen. Der Ursprung dieser Nichtlinearitit ist die totale Ableitung des Im-
pulsfeldes:
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& (5-3)
dp(xt)  p(Rt) ——
— = —+V(X,t)-VP(X,1)
dt ot _
= = Bewegung an
totale Anderung Anderung des Position mit ande-
des Impulses Impulsfeldes rem Impulsfeld

Der Impuls oder die Geschwindigkeit eines Volumenelementes dndert sich,
wenn sich das Impulsfeld selber dndert, und wenn sich das Volumenelement an
einen anderen Ort bewegt, an dem das Impulsfeld andere Werte hat. Diese Im-
pulsinderung hingt dann von der Anderung des Impulsfeldes mit Ort ab, und
zusitzlich noch von der Geschwindigkeit, mit der der Ortswechsel vollzogen
wird. Es liegt also eine doppelte Abhingigkeit vom Impuls vor, und dies genau
ist eine Ursache fiir die Selbstorganisation der Materie oder fur die Morphoge-
nese in der unbelebten und belebten Natur.

Inkompressible Fliissigkeiten

Um es noch etwas einfacher zu machen, beschrinken wir uns hier auf in-
kompressible Flissigkeiten. Das vereinfacht vor allem die Kontinuititsglei-
chung, aber auch die Navier-Stokes-Gleichung:

op (>-4)

— = @p =0 =
ot
V.v=0
%,—/
Kontinuitétsgleichung

%":—mv-ﬁvﬂm—ﬁp.

inkompressible Navier-Stokes-Gleichung

Die Robrstromung
Eine Losung des Gleichungssystems in (5-4) stellt die laminare Rohrstromung
dar. In zwei Dimensionen ist

e [://J _ (v04ygl— y)} yeod] (5-5)

Das Geschwindigkeitsfeld » ist unabhingig von der Koordinate x und ver-
schwindet an den Rohrrindern bei y=0 und y=7. Dazwischen verlauft es para-
bolisch mit dem Maximum 7, in der Rohrmitte bei y=17/2.
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v, Profil einer Rohrstrémung

0.8}
— 0.6}
>" 0.4}

0.2}

0 05 1
Position y

Abbildung 5-1

Geschwindjgkeitsprofil eimer Robrstrommng. Das Profil ist entlang dem Robr konstant und verléift senfe-
recht ur Robrachse parabolisch. Am Robrmantel rubt die Fliissigkert.

Die Krifte fur (5-5) sind im Einzelnen:

oy, 56)
o'

v
Reibungskraft: £AV = [VXJ :(

y

Tragheitskraft: —mv-Vv =-my, (y)%(\’x E)y)j —0;

_ —8v
Druck: VP:yAV:y( 00], = P=-8u,x+ P, ;
——

Konstante

v, ()
OX

Kontinuitat: V.-V= =0.

Die Reynolds-Zah!

Zur Charakterisierung von Stromungen beniitzt man Reynolds-Zahl als Ver-
hiltnis der nichtlinearen Triagheitskrafte zu den Reibungskriften:

Reynolds-Zahl= Tra_lgheltskraﬁ _mv -Yv Yo (Rohrlange ).
Reibungskraft  uAV ul

(>7)

Bei kleinen Reynolds-Zahlen sind Strémungen laminar, groe Reynolds-Zahlen
fihren gerne zur Verwirbelung. Fir die Rohrstromung (5-5) verschwindet die
Tragheitskraft ganz und die Reynolds-Zahl ist 0.

Wie eine groB3e Trigheitskraft zur Wirbelbildung fihrt, sehen wir besonders gut
bei dem Stufenrohr in Abbildung 5-2. Bei sehr kleinen FlieBgeschwindigkeiten
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bleibt die Stromung laminar, sie schmiegt sich eng an die Stufe an. Bei h6heren
Geschwindigkeiten bilden sich Wirbel. Wie es zu dieser Wirbelbildung kommt,
diskutieren wir im Zusammenhang mit der Simulation.

Simulation mit FEMLAB:

Wirbelbildung

Zur Simulation der Strémung hinter einer Stufe verwenden wir die Gleichungen
(5-4) in entsprechender Weise. Eine grofle Reynolds-Zahl kénnen wir durch
sehr schwache Reibung erreichen.

Die Strémung wird durch einen Zufluss links angeregt, entsprechend der Rohr-
strtomung in (5-5). An den Winden formulieren wir eine so genannten 'no slip'
Bedingung, das heif3t das die Geschwindigkeiten null sind. Am Ausfluss sollen
sich die Geschwindigkeiten nicht dndern und dort wird auch der Druck geeicht;
das heilt die Konstante in (5-6) wird so gewihlt, dass ein bestimmter Druck
herrscht, etwa P=0.

Gebiet: Variablen:
X 0 14, 1 8 8 0 etaz{l, 0_02},
Polygon, € ;
y 0, 0, -2, -2, 1, 1 v0=1
Gleichungen: Losungsmethode:
ota v, nichtlinear, stationar.
o, = OX oP ov ov
1——2+V. =———| V,—+V,—* |,
ot _etg M X ox oy
oy F
%/_/
0
—eta—~
o, - OX oP ov, ov,
1—+V =———|V,—+V,— |,
o ot |y U Yoy
6y E)
)
- (0 ov
0 +V-( J_avx +—L;
5o\ oy
——
Q) (P

FEMI.AB 5-1
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Rander:
Zufluss: Wande Abfluss:
v, —Vo4y(1-y)=0,vxe[0,1], | (v, =0, 0 =0,
- -
R R R
~ v ) _ OV s ) _ OV,
_n.r(x):_ X -n-I'"Y = -n-IM = )
U ox ' 7 on g 15)4
L _ (Lag) =
= 0+, =9 o
G(X) G
vV, = 0, vV, = O) O = 0
N . N !
Rr(Y) R(Y) r(Y)
ov ov ov
AT =y ATV =y L AT =
g OX g on X
-0 (Lag) - (Lag) =0,
) e %) o GT”
G G
9 = 0, 9 = 0, B = 0,
R(P) R(P) R(P)
_ﬁ.l"(P) — aVX _ﬁ,r‘(P) — aVn -n.F(P) — 6Vx
OX on OX
= 9 1 = 9 1 = 9 +77(Lag).
G cP) RG]
FEMI.AB 5-2

Das Ergebnis der Simulation ist in Abbildung 5-2 dargestellt.
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Reynolds-Zahl ~1 Reynolds-Zahl >>1

Geschwindigkeit v und Geschw.Vektoren Geschwindigkeit v und Geschw.Vektoren
1

05
0
1
08
0.6
05
0.4
0.2
0 0
Lange x Lénge x

Abbildung 5-2

Stromung binter einer Stufe bei Rleiner Reynolds-Zabl (links) und bei grofser (rechts). Das Geschwindig-

keitsfeld ist durch 1 eketorpfeile beschrieben und der Geschwindjgkeitsbetrag durch die Farlbpalette. In den
rechten Abbildungen wird dentlich, wie die Tréigheitskraft prinsir Jur Streckung der Strinmng fiibrt und
sekunddr hinter der Stufe einen Wirbel antreib.

Der Zusammenhang zwischen hoher Trigheitskraft und Wirbelbildung ist etwas
widersinnig und wird selten richtig beschrieben. In der Simulation von
Abbildung 5-2 wird das jedoch sehr klar.

Wir sehen links in der Abbildung sehr deutlich, wie sich die Strémung aufgrund
der Reibungskraft moglichst dem Verlauf des Rohrrandes anschmiegt. Die
Stromung geht regelrecht um die Stufe herum, sie folgt ihr.

Die Trigheitskraft, deren Wirkung bei der hohen Reynolds-Zahl rechts in Er-
scheinung tritt, wirkt dem gekriimmten Stromungsverlauf entgegen. Trigheit
bedeutet ja ein beharren auf dem Bewegungszustand. In Abbildung 5-2 ist deut-
lich zu sehen, wie sich rechts die Strémung hinter der Stufe viel weniger dndert
als links.

Die Trigheitskraft wirkt also einer Kriimmung des Stromungsverlaufes entge-
gen. In Wirbeln ist der Stromungsverlauf jedoch besonders stark gekriimmt.
Das ist das Widersinnige.

Die Erklirung, wie die Tragheitskraft zur Wirbelbildung fihrt, ist jedoch offen-
sichtlich. Durch die Streckung des Stromungsverlaufes bei grofleren Reynolds-
Zahlen entsteht ein Bereich, der von der primiren Stromung ausgespart bleibt
und von dieser wegen den Reibungskriften in die Drehbewegung der Wirbel
versetzt wird.
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Tragfléiche
Wir simulieren nun eine Tragfliche in einem Windkanal:
Gebiet: Rechteck - Polygon; Variablen:
eta =1,
v0=0,1..40;
Gleichungen: Losungsmethode:
ota v, nichtlinear, stationar.

o, = OX oP ov, ov,
1 5 +V. ov __8__ vXa +V,— |,
at Ot —eta—* X X oy

oy F)
| —
F(x)
—eta—~

8Vy - OX oP 5Vy 8Vy
!.E—FV av = an_+vy_ 3
al¥) —eta—2 ay X 8y

ay F(Y)
%f_/
r(Y)
- (v,
05 (1o
A7) Vy ) e
——
P

FEMI.AB 5-3
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Rander:

Zufluss: Wande und Tragflache: | Abfluss:
vX—v0(1_y2)=o, v, =0, 0 =0,
— - bl

R ) R()
ov
Ao AT = g AT = =2
n-I"’ =-g n P n ox
=0 +7 _ 9 + (Lag), = 9 ,
o 6 6
v, =0, v, =0, 0 =0
HZ‘ w)-ll Pt !
R RY) )
ov ov
ATV =y ATV = L AT =L
on X
=0 +7 =0 +nt), =0,
) ) Gl
0 =0, 0 =0, P =0,
R(P) R(P) R(P)
_ﬁ,l"(P) - v, _ﬁ,r‘(P) — v, -ﬁ'F(P) — aVx
OX on OX
= 9 : = 9 ; = 9 +?7(Lag)l
i\ G c®

FEMI.AB 54
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Geschwindigkeitsfeld v fur v0=20 Druckfeld P far v0=20
20 600
400
10 200
0
0
Lénge x
Auftriebskrafte an der Tragflache
150
—JFy d(Tragflache)
100t o
-
O SO0 Mo
=4
50} [a]
0 . v v 0 . - i
0 10 20 30 40 0 0.5 1 1.5 2
v, Weg s entlang der Tragflache far v0=20
Abbildung 5-3

Auftrieb an einer Tragfliche. Das Geschwindjgkeitsfeld (Farbpalette) ist diber der Tragfliche deutlich
stéirker als unterhalb. Das Druckfeld ninmnt daber iiber der Tragfliihe wesentlich schneller ab als unter-
halb. Dadurch entstebt ein Sog nach oben, der die Fleiche trigt.

Die Aufiviebskraft links unten wird durch Integration der vertikalen Druckkraft siber die gesamte Tragfl-
che bestimmt. Sie bat fiir vy=20 ibr Macimmm.

Der Druck entlang der Fleiche (rechts unten) ist unterhalb der Fliche grofier als oberbalb. Nur an den An-

und Abrisskanten sind die 1 erhaltnisse umgekebrt. Die Form der Tragfliche kdnnte wobl noch optimaler
gestaltet werden.

Im Kapitel tiber Selbstorganisation und Morphogenese werden wir noch kom-
plexere Simulationen auf hydrodynamischer Grundlage betrachten.



6. Quantenmechanik

Die Kontinuitit von Wirkungs- und Materiestromen erklirt schon sehr detail-
liert das Verhalten der unterschiedlichsten Stoffe. Wir haben das in den voraus-
gehenden Kapiteln bereits fur Flussigkeiten und elastische Festkorper feststellen
konnen. Nun steht die Frage an, was solchen Stoffen physikalisch im Detail
zugrunde liegt.

Wir kénnen Korper zerteilen, zum Beispiel indem wir den Inhalt eines Wasser-
eimers auf zwei Eimer gleichmiBig verteilen. Das kénnen wir immer wieder
machen und erhalten so sehr viele Eimer mit jeweils sehr wenig Wasser. Im
Prinzip kann man das immer wieder tun, so oft man will. Rein gedanklich kann
man das Wasser jedes Eimers, so wenig es auch sein mag, immer wieder auftei-
len. Am Ende hitte man dann unendlich kleine Eimer mit unendlich wenig In-
halt.

Praktisch geht das natirlich nicht. Es gibt schon sehr kleine Eimer, in die nur
sehr wenig Wasser passt, aber unendlich kleine Eimer stehen nicht zur Verfi-
gung und es hitte auch niemand die Zeit, um diese Eimer unendlich oft umzu-
leeren.

Es muss da schon eine Grenze geben in unserer Welt, in der doch alles endlich
ist. Und diese Grenze sollte objektiv, also kontextunabhingig sein. Sie sollte
immer, tberall und fir alle gleich sein. Diese Grenze hat ja ganz natirliche
Auswirkungen auf unsere erlebbare Wirklichkeit, und diese Wirklichkeit ist fur
uns nur erkennbar, wenn sie in einem gewissen Rahmen bestindig ist und ihre
Inhalte kontextunabhingig sind.

Diese Grenze sollte sich auf diejenige physikalische Grof3e beziehen, die selber
kontextunabhingig ist, nur dann kann die beschrinkte Teilbarkeit von Materie
kontextunabhingig beschrieben werden. Diese physikalische Grof3e ist die Wir-
kung §, also das Produkt aus den grundlegenden Messgro3en Raum, Zeit und
Kraft. Wir wissen aus Experimenten, dass es diese Grenze auch gibt und als
Plancksches Wirkungsquantum /4 bezeichnet wird.

b ist eine der wenigen Naturkonstanten. Es hat in allen Experimenten, die emp-
findlich fir sehr kleine Wirkungen sind, denselben Wert. Das Plancksche Wir-
kungsquantum ist sozusagen der Mal3stab, mit dem Wirkungen gemessen wer-
den.

Wirkungen, die in der Grolenordnung von 4 liegen, kénnen nicht mehr genau
quantifiziert werden. Man sagt, sie seien unscharf. Dann wird die Statistik wich-
tig und es ergeben sich sehr interessante Phinomene. Wirkungen erscheinen
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sprunghaft, nichtlokal, mal als Teilchen, mal als Welle und immer in kleinen
Pickchen, den Wirkungsquanten.

Auch die atomaren Wirkungen liegen in diesem Bereich. Sie basieren ganz
streng auf der Unscharfe. Sozusagen bilden sie sich in dieser. Daher sind Atome
auch keine Objekte, ihr Erscheinen ist kontextabhingig. Mal erscheinen sie als
Energieschalen, mal als Ansammlung sehr konzentrierter, fast punktfGrmiger
Masseverteilungen. Sie erscheinen immer nur in Zusammenhang mit sehr aus-
gekligelten Experimenten und je nach Versuchsaufbau verschieden. Atome
haben keine eigenstindige Existenz, sie sind nicht kérperlich.

Zusammen mit der elektromagnetischen Wechselwirkung bilden die Atome
jedoch die Grundlage der massiven Stoffe, also der Korper, die in unserem Be-
wusstsein erscheinen. Die physikalischen Gesetze fir das Verhalten der Stoffe
lassen sich auf dieser Basis ganz natiirlich erkliren.

Die Unschirfe der Wirkungen

Tatsdchlich war die Unschirfe raumzeitlicher Bezlige bereits manchen altgrie-
chischen Philosophen vor zweieinhalb tausend Jahren klar, zum Beispiel dem
berithmten Aristoteles oder Zenon von Elea [VERH94|.

Zenon ist bekannt fir seine paradoxen Gedankenexperimente, mit denen er die
Vorstellungen tiber Raum und Zeit, die von Pythagoras, Euklid und anderen
Philosophen entwickelt wurden, hinterfragte. Sehr berithmt ist seine Geschichte
vom Wettlauf zwischen Achilles und der Schildkréte [VERH94.
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Abbildung 6-1

W ettlanf avischen Achilles nnd der Schildkrite: Die Schildkrite erbiilt Jur Zeit t, den 1 orsprung S, Bis
Achilles diesen Punfet S, erveicht hat, ist die Schildkrite bereits bei S, Und so gebt es immer weiter. Theo-
retisch ist nach nnendlich vielen Zeitschritte der 1 orsprung der Schildkerite unendlich &lein geworden, aber
Achlles hat sie inmier noch nicht siberbolen kdnnen.

Die Schildkrote erhilt, wie in Abbildung 6-1, ein paar Meter Vorsprung. Zenon
beweist durch sture Anwendung der geometrischen Vorstellungen iiber Raum
und Zeit, dass Achilles die Schildkréte gerade so einholen kann, ein Uberholen
jedoch unmoglich ist. Immer, wenn Achilles die Position der Schildkréte er-
reicht hat, ist diese schon wieder ein wenig weiter gekommen. Der Abstand zwi-
schen Achilles und der Schildkréte wird so immer kleiner. Auch die Zeit, die
Achilles zum Erreichen der letzten Schildkrétenposition braucht, wird immer
kiirzer. Er misste allerdings unendlich mal die vorausgegangene Position der
Schildkréte herreichen, damit der Abstand zwischen zu ihr unendlich klein wird.
Und dann hat er die Schildkrdte immer noch nicht uberholt. Und das Unendli-
che gibt es in unserer bewussten Welterfahrung nicht.

Ein andermal beweist Zenon, dass ein Pfeil, der an einem scharfen Raumzeit-
punkt festsitzt, sich nie bewegen kann. In einem scharfen Raumzeitpunkt kann
der Pfeil keinerlei Information Giber Bewegung haben. Das ist so, wie wenn man
beim Photographieren unendlich kurz belichten wiirde. Es wire keinerlei In-
formation tber die Bewegung des Objekts vorhanden. Bei endlicher Belichtung
ist der Unterschied zwischen bewegtem Objekt und ruhendem wie in Abbildung
6-2 deutlich vorhanden.
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Abbildung 6-2

Zenons scharfer Pfeil oben kann sich nicht bewegen. Er sitt an einem exafkt bestimmten Rammzeitpunkt
Jest und kann so keinerlei Information iiber Bewegung haben. Der unscharfe Pfeil unten bewegt sich, er hat
keine scharfe Position in der Ranmizeit.

Zenons Argumente erscheinen auf den ersten Blick vielleicht als an den Haaren
herbeigezogen. Aber sie sind doch sehr tiefsinnig und sie werden heute in Expe-
rimenten zum so genannten Quanten-Zenon-Effekt sogar experimentell besti-
tigt [FISCO02]. Zum Beispiel wird beim 'watchdog effect' der Zerfall eines ange-
regten atomaren Zustandes unwahrscheinlicher, wenn man die zeitliche Aufl6-
sung bei einer fast kontinuierlichen Beobachtung erhéht [BRAUOO]. In einer
scharfen Raumzeit wiirde die Welt in Bewegungslosigkeit erstarren.

Aristoteles konnte die Problematik der scharfen raumzeitlichen Beziige bereits
sehr gut durchschauen. Er argumentierte, dass Bewegung ein ganzheitliches
Phinomen ist. Man kann eine Bewegung zwar in fast beliebig viele Abschnitte
unterteilen, eine unendlich feine Unterteilung wie bei Achilles mit seinem Wett-
laufgegner, der Schildkrote, ist jedoch eine Abstraktion. Praktisch geht das nicht.
Und auch in der Infinitesimalrechnung, der Grundlage unserer mathematisch-
physikalischen Weltbeschreibung und unseres gesamten Weltbildes entfernen
wir uns weit von der sinnlichen, bewusst erlebbaren Wirklichkeit. [VERH94].

Wir selber haben bei unseren vorausgehenden Uberlegungen zur Beschreibung
von Raum und Zeit mit Hilfe von Koordinaten festgestellt, dass wir immer nur
mittlere Geschwindigkeiten messen kénnen. Zur Bestimmung eines Abstandes
benotigen wir einen Mal3stab endlicher Linge und zur Bestimmung einer Ge-
schwindigkeit benotigen wir ein ganzes Weg- und Zeitintervall. In der Praxis
geht das nie beliebig genau. Gedanklich, also in den Koordinatensystemen, ge-
hen wir jedoch problemlos und erfolgreich mit scharfen Raum- und Geschwin-
digkeitskoordinaten um. Zu einer natirlicheren Beschreibung physikalischer
Zusammenhange mussen wir allerdings umdenken. Die Raumzeit, die wir uns
vorstellen, gibt es nicht wirklich und unser Weltbild sollte das berticksichtigen.

In Experimenten zur Mechanik von Wirkungsquanten, kurz Quantenmechanik,
findet man immer eine minimale Streuung von Messwerten. Die zugrunde lie-
gende Gesetzmifligkeit wurde von Heisenberg in der Form von Unscharferela-
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tionen mathematisch formuliert. Sie beziechen sich auf Kombinationen von
Messgro3en, deren Produkte Mafe fur Wirkungen sind, als auf Impuls p mal
Ort x oder auf Energie £ mal Zeit #

|ApAX| = |AEAt| > h,  mit (6-1)
S S

A(Ft)Ax A(Fx)At
Af = j(f - f_)2 dx (Streuung) und
f :I fdx (Mittel- oder Erwartungswert).

Das Unschirfemal3 / ist das Plancksche Wirkungsquantum, es bezieht sich im-
mer auf Produkte von Raum, Zeit und Kraft. Dies sind ja die elementaren phy-
sikalischen MessgroBen und ihr Produkt ist gleich der Wirkung und kann mit
dem Planckschen Wirkungsquantum verglichen werden.

Experimente zur Unschirfe

Die Unschirfe oder Streuung von Messwerten wird in sehr sensiblen Experi-
menten festgestellt. Die Werte des Wirkungsfeldes mussen in der Gréflenord-
nung des Planckschen Wirkungsquantums 4 liegen, dann tritt die Unscharfe
zutage. Dies ist der Fall etwa bei einem Spaltexperiment in einer Vakuumrdhre,
wie in Abbildung 6-3. Ein Gluhdraht gibt Energie und Impuls ab, was Ursache
tiir eine spitere Wirkung auf einen Detektor ist, etwa auf ein Photopapier. Dort
tritt ein schwarzer Punkt in Erscheinung. Durch eine Spaltblende werden die
Ausbreitungsmoglichkeiten des Wirkungsfeldes in x-Richtung eingeschrinkt.
Der Versuchsaufbau kann so eingerichtet werden, dass das Impulsfeld im Mittel
keine Komponente senkrecht zur Lingsachse der Rohre hat.

Bei dem Versuch zeigt es sich, dass ein bestimmtes Mal3 der Blenden6ffnung Ax

ein bestimmtes Maf} von Streuung des Impulses 4p in x-Richtung bedingt, ganz
entsprechend der Heisenbergschen Unschirferelation (6-1). Macht man die
Spaltbreite Ax kleiner, um den Ort der Wirkung bei der Blende genauer festzu-
legen, so wird die Streuung oder Unschirfe des Impulses entsprechend gréfer.
Dieses Experiment kann auch relativ einfach mit LASER-Licht und einer einfa-
chen Metallblende realisiert werden. Dazu braucht man dann keine Vakuumréh-
re, kann aber die einzelnen Wirkungsquanten nicht mehr voneinander unter-
scheiden.
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Abbildung 6-3

Versuchsanfban un Nachweis der Unschanfe von Wirkungen. Der Glithdrabt links gibt Inpuls und
Energie ab, welche rechts auf ein Photgpapier wirken, also eine Schwdrzung hervorrufen. Die Blende stellt
eine Ortsbestimmmung des W irkungsfeldes dar, und siber die punksformigen Schwdrzungen des Photopapiers
kann die mpulsstrenung festgestellt werden. Gang; entsprechend der Heisenbergschen Unschanferelation
(6-1) ist das Produfet der beiden Grifien AxAp i Bereich des Planckschen Wirkungsquantums b und es
st ipmmter grofer als dieses.

Die Formulierung der Unschirfe als Unschirfepotential

Die Objektivitit oder Kontextunabhingigkeit des Wirkungsfeldes, die ja durch
die Hamilton-Jacobi-Gleichung formalisiert wird, erlaubt beliebige Potentiale,
also Energiebeitrige, die von Raum und Zeit abhingen. Dies ergab sich im Ka-
pitel iber Wirkungen bei einer Impulsintegration mit den Potentialen als Integ-
rationskonstanten. Die Unschirfe des Wirkungsfeldes kann durch ein solches
Potential erfasst werden, das wir sinngemil3 Unschirfepotential O nennen.

Das Unschirfepotential berticksichtigt statistisch verteilte Energiebeitrige. Im
Experiment von Abbildung 6-3 ist der mittlere Impuls in x-Richtung gleich
Null. Die mittlere kinetische Energie fir diesen Bewegungsfreiheitsgrad ist also
auch Null. Wegen der Streuung des Impulses gibt es aber doch Energiebeitrige.
Diese sind bei jedem Ereignis, also bei jeder einzelnen Schwirzung des Photo-
papiers, verschieden und nicht vorhersagbar. Genau diese Energiebeitrige wer-
den durch das Unschirfepotential Q) erfasst.

Fir die statistische Beschreibung der physikalischen Zusammenhinge miissen

wir das Wahrscheinlichkeitsfeld p hinzuziehen. Die Ursache eines Phinomens,
zum Beispiel der Schwirzung auf der Photoplatte in Abbildung 6-3, ist ja wegen
der Unschirfe nicht genau festzustellen und kann nur statistisch behandelt wer-

den. Es ist entsprechend dem Feld p(x,#=0) auf verschiedene Orte x verteilt.



Quantenmechanik 73

Die zeitliche Entwicklung des Wahrscheinlichkeitsfeldes p wird durch seine
Kontinuitatsgleichung beschrieben. Mit diesem Wahrscheinlichkeitsfeld kann
der unscharfe Beitrag zur kinetischen Energie angegeben werden:

Unschérfebeitrag zur kinetischen Energie (6-2)
p-p) . AF®
Eu:lsr(]:f]telasr(f:h _fp > dx = o (P = mittleren Impuls),

(AP Impulsstreuung).

Die mittleren Energien zu jedem Zeitpunkt lassen sich dann mit Hilfe der Ha-
milton-Jacobi-Gleichung in Zusammenhang bringen:

I (6-3)
¢ |as (vs) o (B ap?
O—J-,D E+W+Q+V dX—@+%+£+<V>

J.pEdX IdeX

Genmittelte Hamilton-Jacobi-Gleichung

Die Form des Unschirfepotentials () kann sogar analytisch angegeben werden.
Es ist

n” VR . (6-4)
R mit R \/; :
Dass dies die richtige Form ist, tiberlegen wir uns auf mehrere Arten. Als erstes
nehmen wir an, dass eine Ursache entsprechend einer Gaul3-Verteilung auftritt.
Zur Vereinfachung beschrinken wir uns auf eine eindimensionale Betrachtung:

GauB-Verteilung: o 1 eI (6-5)

Ortsschwankungen: 2
g AX? _jx pdx =2— ! \/7 _b—,
Jrb 4
Hilfsgrolie: ~ 2 2
—.[ RV’Rdx = J.(—iz] pdx = bl“ b
1111
20 AN

Damit ergibt sich fiir den Mittel- oder Erwartungswert des Unscharfepotentials
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2 (6-6)
ECr) _ [ pQdx - L
2m 4 AX
1 L —x /bzd

nbz b2
2

=AIO ., Mmith= AxAp.
2m

Wir sehen, dass bei entsprechendem Zusammenhang zwischen Plankschem
Wirkungsquantum 4 und den Streuungen von Ort und Impuls genau der richtige
Anteil der kinetischen Energie erfasst wird.

Etwas allgemeiner wird es, wenn wir nicht eine Gaul3-verteilte Ursache un-
terstellen, sondern die Hilfsgré3e in (6-5) mittels einer Fourier-Transformation
aufintegrieren:

j RVZRdX = ) K (6-7)

IRV dxdkdk ' = [ R? (<K

= AIZ 2
—
Streuung der
Fourier-Wellenvektoren

AK st die Streuung der Fourier-Wellenvektoren, mit denen wir das Waht-

scheinlichkeitsfeld p beschrieben haben. Fir die Breite oder Unschirfe des
Wahrscheinlichkeitsfeldes gilt dann

oL &
Ak

Die Verhiltnisse sind in Abbildung 6-4 dargestellt.
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Abbildung 64

Bezzehung zpvischen p, Ak und Ax. Ak ist die Streunnng der Fourier-W ellenvektoren der jeweiligen 1 er-
tealung. Mit Hilfe der Fourier-Transformation ergibt sich eine gute Abschaitzung der 1 erteilungsbreite.

Die Heisenbergsche Unschirferelation verkntpft nun die Streuung der Fourier-
Komponenten mit der Impulsunschirfe und liefert wieder

2 =2

A (6-9)
L Ak? = L
2m 2m
Interessant ist hier, dass ganz unvermittelt die de-Broglie-Beziehung zwischen
Impuls und Foutier-Wellenzahl p=/% auftaucht. Wit haben jedoch hier weder

Teilchen noch Wellen vorliegen, sondern lediglich die Streuung der Fourier-
Komponenten zur Abschitzung der Ortsunschirfe. De-Broglie hat fir diese
Beziechung in (6-9) 1929 den Nobelpreis erhalten.

E(kinetisch) _ _h_ZJ'RﬁzR _
2m

unscharf

Die Heisenbergsche Unschirferelation

Das Unschirfepotential 0 in (6-4) garantiert, dass die Dynamik des Wirkungs-
feldes und des Wahrscheinlichkeitsfeldes die Heisenbergsche Unschirferelation
(6-1) aufrecht erhilt. Der Nachweis der Unschirferelationen wird tblicherweise
in engen Zusammenhang mit Operatoralgebren und mit der imaginiren Einheit
=V gebracht. Wir kommen hier jedoch ganz ohne diese mathematischen
Hilfsmittel aus und beweisen die Unscharferelationen mit unseren Feldern und

deren Ableitungen:
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mit o o, o reeoyz oo 2m\ 2mAPY AP (6-10)
[RV?Rd% = [(VR) dx = By = =

und - [%?RV?Rdx = [RV? (%*R) dX :jR(ﬁ(zRJr XZ?R))dx
:jR(R+27<-6R+7<262R)d7<
—1+ 2j XRﬁRdmjzzRﬁszx

1

jmﬁedx:-a.

ist
Also st

0<[(%R+aVR) dt= (%R +aVR)-(XR+aVR)dx (6-11)
=j(>*<2p+a2(6R)2 +2a>*<-R6R)d7<

2 2 2 2
:sz+a2Ag —aer a’-a hZ+AX2 h2
h h Ap Ap

2 2 \? 2 \? 2
__ Ap - /] s /] 3 AX 32
2 2 2 2
h 2Ap 2Ap Ap

<0: Ungleichung verbietet reelle Nullstellen!!

Damit die Ungleichung (6-11) erfillt sein kann, muss die rechte Seite reell sein.
Also muss der Radikant positiv sein und wir erhalten die Heisenbergsche Un-
schirferelation

2 6-12

= AX’Ap® > h— 5-12)
4

Die Bewegungsgleichungen der elementaren Felder

Wir kénnen nun die Bewegungsgleichungen fir das Wirkungsfeld § und das
Wahrscheinlichkeitsfeld p angeben:
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. 2 (6-13)
VS 2

§+u_h_ﬁ+v (y():o mit R? = p;

ot 2m 2m R

Hamilton-Jacobi-Gleichung mit Unscharfepotential

ot m

Kontinuitétsgleichung

Bevor wir gleich die mathematische Aquivalenz dieses Gleichungssystems zur
Schrodinger-Gleichung der Quantenmechanik beweisen, wollen wir erstmal
dieses Gleichungssystem wenigstens fiir einen Fall I6sen.

Wir bringen (6-13) in eine fir FEMLAB geeignete Form:

_ o\ 6-14
s (98) war B_risR_L(s) Y
o Tom 2m R o Jat T amro¢ 2mlox)
2 (5 R o(1 .05 1 0R S
ai_,_v. RZV_S =0, _+_(_R_j:____.
ot m ot ox\2m o0x 2m Ox Ox

Zur Stabilisierung wird eine so genannte kunstliche Diffusion eingebaut. Diese
ddmpft numerische Fehler, die von der zweifachen Ortsableitung des Wirkungs-
feldes herrithren. Die Eingaben fiir die Simulation sind
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Variablen: m=1 hbar2=1, Gebiet:
ariapien: b=.4, D(Anif):'g; SO|id, Xe[—l,l];
Ausdruck: Initiierung:
RO= exp(—x2 /(2b2)); R =RO,
S=0;
Gleichung: Rander:
1 é_i_i(_D(Amf)@j_ hbarZ@z_R_i(ﬁjz f\: =0,
L ot ox ox) 2mR ox* 2mliox) 'RV
(8) () 0 :O;
r F -~
(s)
R 8(1 asj 1 6R&S . "
l—+—| —R—|=——F——;
®m ot ox\2m ox 2m ox oX
: (R)
G F

FEMI.AB 6-1

Die Ergebnisse in  Abbildung 6-5 zeigen das ZerflieBen eines Wirkungsquants
und seine Reflexion an den Riandern.

Im Kapitel tber Wirkungen hatten wir dieselbe Rechnung durchgefiihrt, ohne
die Unscharfe raumzeitlicher Beziige zu berticksichtigen. Zeitliche Entwicklun-
gen konnten nur in einem beschrinkten Malle durchgefihrt werden, weil
schnellere Anteile des Wirkungsfeldes langsamere Anteile sozusagen nicht tber-
holen konnten. Das Wirkungsfeld tberschlug sich wie Wellen, die gegen den
Strand laufen. Es handelte sich um ein grundsitzliches, strukturelles Problem
und nicht um ein numetrisches Problem.

Wir sehen nun in Abbildung 6-5, dass dieses Problem nicht mehr existiert. Die
Unschirfe raumzeitlicher Beziige schmiert die Unterschiede zwischen langsa-
men und schnellen Wirkungsanteilen aus und ldsst das Wirkungsquant kontinu-
ierlich zerflief3en.
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Abbildung 6-5

Zenfliefsen eines Wirkungsquantums. Die W abrscheinlichkeitsverteilung wird 3uncichst breiter, bis es zur
Refleketion an der W and kommt, die reflektierten Anteile laufen wieder Jusammen. Die FliefSrichtungen
keonnen am W irkungsfeld S oder am Impuls abgelesen werden. Wichtig ist vor allens anch, dass die Un-
schéife raumeitlioher Beziige ein "Uberschlagen’ der Felder nnterdviickt.

Im Prinzip kann man nun mit (6-13) alle Quantenphinomene untersuchen. Al-
lerdings gibt es eine bessere Methode, dies zu tun. Mit einem mathematischen
Kniff ist es moglich, die zwei gekoppelten, nichtlinearen Gleichungen in (6-13)
auf eine einzige, lineare Gleichung abzubilden. Dies ist natiirlich eine enorme
Erleichterung, selbst wenn die neue Gleichung ein komplexes Feld beschreibt.

Ein weiterer Vorteil dieser transformierten Darstellung von (6-13) ist, dass wir
dabei auf die bekannteste Form der Quantenmechanik stoBen, niamlich die
Schrédinger-Gleichung. Die Schrodingersche Form von (6-13) ist mathematisch
sehr viel leichter zu behandeln, fithrt aber sehr leicht zum so genannten Physi-
kalischen Ilusionismus' und damit zu skurrilen Interpretationen des Quanten-
feldes . Der Vorteil von (6-13) ist, dass sich die Dynamik der Wirkungsquan-
ten ganz natirlich aus einer sorgfiltigen Beschreibung unserer Bewusstseinsin-
halte ergeben hat und eine klare Interpretation liefert. Das Wirkungsfeld § be-
schreibt, welche Impulse und Energien gemessen werden koénnen und das
Wahrscheinlichkeitsfeld p beschreibt, mit welcher Wahrscheinlichkeit das ent-
sprechende Ereignis stattfindet. Das Quantenfeld v, dass wir nun einfithren,
beschreibt eine komplexe Kombination von § und p und es macht keinen Sinn,
 selbst zu interpretieren.
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Wirkungsquanten in der Schrédingerschen Darstellung

Wir fihren nun das Quantenfeld y als komplexe Kombination des Wirkungs-
feldes § und des Wahrscheinlichkeitsfeldes p ein und berechnen gleich ein paar
HilfsgroBen:

Quantenfeld y =Re®", R=./p: (6-15)

oy (LR i3S
ot Rot hot) '
- VR .VS

Vi =| —+i— |y,
V=R th

Ay =

- 2
AR (VR) As (VR .9sY
— it —+i— | |y,
R R P

- 2

Vs o
_ A_RR_( hz) +i%v~(/ﬁ3) v.
[
RZ

Dies setzen wir nun in die bekannte Schrédinger-Gleichung ein und erhalten als
ihren Imagindr- und Realteil unsere Gleichungen (6-13):

Schrédinger-Gleichung (6—76)

h(l oR iasj 1
i e el [ e el e
i\Rot 7ot 2m| R & p

?-(pVS) v +Vy

— 2
VS 2 i ~ S,
s (V) _war | (oo o VS|,
ot 2m  2m R 2p\ ot m
. =0 Kontinuitatsz;?eichung des
Hamilton-Jacobi-Gleichung Wahrscheinlichkeitsfeldes

mit Unscharfepotential

Der Imaginirteil und der Realteil auf den rechten Seiten der Gleichungen miis-
sen jeder fur sich Null sein, woraus sich die Hamilton-Jacobi-Gleichung und die
Kontinuititsgleichung des Wahrscheinlichkeitsfeldes (6-13) ergeben.
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Quantenphinomene

Zur weiteren Diskussion des Verhaltens von Wirkungsquanten verwenden wir
im Folgenden also die berithmte

s .  hoy W . s/n
Schrodinger-Gleichung: —TE:—Z—AW +Vy, mity =\/;e .
i m

(6-17)

Zerfliefsen eines Wirkungsquantums

Zunichst wiederholen wir die Rechung von Abbildung 6-5, nun jedoch auf
Grundlage der Schrédinger-Gleichung (6-17). (6-17) und (6-13) sind mathema-
tisch absolut dquivalent. Bei (6-13) handelt es sich jedoch um ein gekoppeltes,
nichtlineares System und bei der Schrédinger-Gleichung (6-17) um ein einfa-
ches, lineares. Das ist schon eine gewaltige Vereinfachung. Die FEMLAB-
Formulierung des Problems ist daher auch sehr kompakt:

Gebiet: solidl, xe[-11]; . m=1, b=04, FEMI.AB

Variablen: 6-2
hbar2 =1;

Ausdruck: Initiierung:

RO = exp(—x2 /(sz)); v =RO;

Gleichung: Rénder:

v, ofLoy) 4 1p=0

ot ox\2mox ) ¥ R

r

Das Ergebnis der Rechnung stimmt mit Abbildung 6-5 tberein, allerdings war
nun keine kunstliche Diffusion meht vonnoten.
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Abbildung 6-6

Zerfliefsen eines Wirkungsquantumis und Reflektion an den W inden wie in Abbildung 6-5, jedoch als
Lisung der Schridinger-Gleichung und obne &iinstliche Diffusion.

Reflexcion eines Wirkungsquantums an einer Wand

Wir kénnen nun ein Wirkungsquant mit einem Impuls versehen und es gegen
eine Wand laufen lassen. Die FEMLAB-Eingaben sind

Gebiet: solidl, xe[-11]; _ m=1hbar2=1  FEMILAB

Variablen: 6-3
b=.3 k=9

Ausdruck: Initiierung:

RO:exp(—x2/(2b2)+ikX); w =RO;

Gleichung: Réander:

ot ox\2mox ) ¥ R

r

In Abbildung 6-7 sind deutlich Interferenzphinomene zu erkennen. Wie bei
Wasserwellen, die gegen eine Wand laufen, bildet sich so etwas wie stehende
Wellen. Es handelt sich jedoch hier nicht um stoffliche Wellen, sonder um Wel-
len des Wahtscheinlichkeitsfeldes.
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Abbildung 6-7

Refleketion eines Wirkungsquantums an der rechten Wand. Es treten dentliche Interferenzphanonsene auf
und das W abrscheinlichkeitsfeld wird reflefetiert, das Inpulsfeld dndert sein 1 orzeichen. Der 1 organg ist
vergleichbar miit W assenyellen, bier sind es jedoch Wellen eines abstrakten Quantenfeldes, welche 2u Interfe-
rengphéinomenen im W alrscheinlichkeitsfeld fiibren.

Das Doppelspalt-Experiment
Sehr eindrucksvoll und lehrreich ist die Computersimulation des quantenme-
chanischen Doppelspaltexperiments. Hier treten alle merkwirdigen Quanten-
phinomene auf einmal in Erscheinung. Vor allem wird die Kopenhagener In-
terpretation der Quantenmechanik sehr klar. Simulieren wir zunichst das Pha-

nomen:

Gebiet: poly2; Variablen: FEMI.AB
m=1 hbar2=1, o4
b=.7, k=10;

Ausdruck: Initiierung:

Rozexp(—((x+2)2+y2)/(2b2)+ikx); v =R0,

Gleichung: Réander:

ia_mg(y_wj:o; v =0

»ot ox\ .2m ox T R

r
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Abbildung 6-8 zeigt, wie sich das Wahrscheinlichkeitsfeld einer Doppelspalt-
blende nihert und von dieser zum Grofiteil reflektiert wird. Ein gewisser Teil
passiert die Spalten und bewegt sich weiter nach rechts, auf den Bildschirm zu.
Neben den beiden Anteilen der Spalten bildete sich in der Mitte ein neuer Anteil
des Wahrscheinlichkeitsfeldes. Dieser Anteil entwickelt sich anscheinend aus der
Blende heraus und nicht aus den Spalten.

Das Wahrscheinlichkeitsfeld gibt an, mit welcher Wahrscheinlichkeit jeweils eine
Wirkung auftreten kann, wenn ein entsprechender Detektor vorhanden ist. Dem
Feld ist abzulesen, mit welcher Wahrscheinlichkeit das Photopapier an der rech-
ten Wand geschwirzt wird. Sehr viele Schwirzungen ergeben dann das berithm-
te Interferenzmuster [BRAUO4].

p, T=0.00 p, T=0.07 p, T=0.14 p, T=0.21
p, T=0.36 p, T=0.43 p, T=0.50

Abbildung 6-8

Eine Wabrscheintihkeitsverteilung p trift in der Zeit T=0...0.5 eine Doppelspaltblende. Ein Teil des
W abrscheinlichkeitsfeldes wird reflektiert, ein anderer passiert die Blende. Zu den zpvei Wabrscheinlich-
keitsanteilen hinter der Blende entwickelt sich ein weiterer, der keine direkete 1 erbindung zu einen der
Spalten hat. Das W abrscheinlichkeitsfeld p gibt an, mit welcher W abrscheinlichkeit eine Wirkung anf
einen Detektor erzelt 1wird,

In Abbildung 6-8 sehen wir wieder typische Interferenzphinomene. Sie resultie-
ren aus Reflektionen an der Wand und aus dem Doppelspalt. Das Maximum
nullter Ordnung des Doppelspaltes entwickelt sich zwischen den Maxima 1.
Ordnung, die eine direkte Verbindung zum linken Teil der Kammer haben. Die
Idee, ein einziges, objektives Elektron wiirde sich gleichzeitig durch beide Spalte
bewegen und mit sich selber interferieren, erweist sich als abwegig. Vor allem,
wenn man den Weg eines solchen, nur in der Vorstellung existierenden Elekt-
rons verfolgen will, ergeben sich duBlerst merkwiirdige Phinomene. Plotzlich
wirde aus dem wellenartigen Elektron ein teilchenartiges. Das vorgestellte Ob-
jekt 'Elektron' hat plétzlich seine Eigenschaften grundlegend gedndert. Ein un-
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voreingenommenes, klares Durchdenken dieser Fakten hat vor fast einhundert
Jahren auf die Kopenhagener Interpretation der Quantenmechanik gefithrt, mit
der unsere Grundlagen in (6-13) in vollkommener Ubereinstimmung sind.

Die Kopenhagener Interpretation

Wir stellen uns einen Versuchsaufbau dhnlich wie in Abbildung 6-3 vor. Ein
Gluhdraht links in einer Vakuumrohre ist Quelle fiir Wirkungen rechts auf ei-
nem Photopapier. Wir haben nun jedoch eine Blende mit zwei Spalten wie in
Abbildung 6-8. Bei genauer Beobachtung des Photopapiers erkennt man beim
wirklichen Experiment wieder kleine, punktférmige Schwirzungen auf dem
Photopapier. Nach einiger Zeit gibt es sehr viele dieser Schwirzungen und alle
zusammen bilden ein typisches Interferenzmuster mit Maxima mehrerer Ord-
nungen.

Das Muster ist ein typisches Interferenzmuster, allerdings unterscheidet sich
seine Entwicklung von Interferenzmustern stofflicher Wellen, etwa von Was-
serwellen. Macht man ein ahnliches Experiment mit Wasserwellen, so prigen
sich die Interferenzmuster gleichmiBig aus. Nach einer kurzen Pause zwischen
den Beobachtungen haben sich alle Interferenzmaxima gleichmif3ig verstirkt.

Beim Quantenexperiment ist das anders. Nach einer kurzen Beobachtungspause
sind wenige neue Punkte auf dem Photopapier entstanden, verteilt gemill dem
Wabhrscheinlichkeitsfeldp. Es sieht aus, als wiirden kleine Teilchen auf dem Pho-
topapier einschlagen und eine fast punktférmige Schwirzung hervorrufen. Die
Teilchen selber sind jedoch nicht zu sehen, nur ihre Wirkungen. Die Teilchen
oder Elektronen existieren nur in der Vorstellung.

Es ist ganz nahe liegend zu fragen, wie ein Teilchen, wenn es tatsichlich existie-
ren wirde, durch die beiden Spalten hindurch kommen kénnte. Um mehr In-
formationen dartiber zu erhalten, stellt man, wie in Abbildung 6-9, einen so ge-
nannten Wegedetektor auf. Dieser soll Wirkungen genau hinter einem der bei-
den Blendenspalte feststellen. Technisch ist es moglich, die Detektoren so zu
bauen, dass sie sicher auf Wirkungen ansprechen, ohne jedoch das Wirkungsfeld
selber merklich zu beeinflussen.

Qunantenspriinge

Es ist jedoch klar, dass ein solcher Detektor das Wahrscheinlichkeitsfeld grund-
legend beeinflusst. Spricht der Detektor nidmlich an, so ist die Wahrscheinlich-
keit fir eine Wirkung am Ort des Detektors plotzlich eins und sonst tiberall null.
Spricht er nicht an, so ist es am Ort des Detektors null.

Einen kurzen Moment bevor das Wahrscheinlichkeitsfeld den Detektor erreicht
hatte, waren die Werte des Feldes noch ganz anders. Sie waren hinter jedem
Spalt gleich. Sobald fest steht, ob der Detektor anspricht oder nicht, dndert sich
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das Wahrscheinlichkeitsfeld sprunghaft. Das ist der so genannte Quanten-
sprung. Seine Bedeutung ist ganz offensichtlich, wenn man auf der Basis von
Wahrscheinlichkeits- und Wirkungsfeld bleibt. Das Phianomen wird haarstrau-
bend, wenn man sich hinter den wirklich beobachtbaren Wirkungen ein Objekt,
etwa ein massives und geladenes Elektron auf einer Bahnkurve, vorstellt.

Vor allem eine Méglichkeit des Experiments wird dann regelrecht gespenstisch;
so drickte es Albert Einstein einmal aus. Nimlich wenn der Detektor nicht
anspricht. Im Rahmen der klassischen Physik ist dann nicht einzusehen, welche
Rolle der Detektor tiberhaupt spielt. Klassisch hat ein Detektor, der nicht an-
spricht, nichts mit dem Experiment zu tun. Hier allerdings verschwindet das
Interferenzmuster und man erhilt das klassische Ergebnis aus dem friheren
Kapitel tber Kontinuitit. Der Detektor spricht nicht an und dndert trotzdem
grundlegend den Ausgang des Versuchs.

Auf der Grundlage von Wirkungen und Wahrscheinlichkeiten ist es allein die
Moglichkeit, eine Wirkung festzustellen, die das Wahrscheinlichkeitsfeld verin-
dert. Es muss nicht tatsdchlich eine Wirkung auftreten. Durch den Detektor
wird entschieden, welchen Weg die Wirkung tatsichlich nimmt. Aus Méglich-
keiten werden so Tatsachen. Die Wirkung tritt am Detektor auf oder nicht und
dadurch wir das Wahrscheinlichkeitsfeld ganz neu festgelegt.

p, T=0.00 p, T=0.07 0, T=0.14 p, T=0.21
p, T=0.29 p, T=0.36 p, T=0.43 p, T=0.50

Abbildung 6-9
Doppelspaltexperinent mit W egedetektor. Der W egedetektor spricht hier nicht an. Danzit dndert sich das
W abrscheinlichkeitsfeld angenblicklich. Da der W egedeteketor nicht anspricht, ist das W abrscheinlichkeits-

feld im Bereich des Deteketors null, in den anderen Bereichen des Gebiets 1wird das Feld stirker, weil insge-
sant die W abrscheinlichkeit fiir eine W irkung gleich bleiben uss.

Wellen-Teilchendualismus

Wir dirfen nicht unterstellen, dass sich ein Objekt auf einer Bahnkurve durch
die Spalten bewegt. Diese Idee von Bahnkurven funktioniert nur bei Wirkungen,
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die grof} im Vergleich zum Planckschen Wirkungsquantum 4 sind. Dann ist au-
tomatisch die Unschirfe oder Streuung des Wahrscheinlichkeitsfeldes so klein,
dass das Unschirfepotential in (6-13) bedeutungslos wird und keine Interfe-
renzphinomene zutage treten.

Auf der Basis des Wahrscheinlichkeitsfeldes p und Wirkungsfeldes § verstehen
wir, dass ohne Wegedetektor typische Wellenphinomene mit Interferenzmus-
tern auftreten. Mit Wegedetektor kénnen keine Wellenphinomene erscheinen
und die Wirkungen entsprechen denen von Teilchen auf statistisch verteilten
Bahnkurven, wie im Kapitel iiber die 'Kontinuitit als umfassende Grundlage der

Physik'.

Das ist der Wellen-Teilchendualismus. Je nach Art der Beobachtung, also mit
oder ohne Wegedetektor, treten verschiedene Arten von Wirkungen auf. Dem
Phinomen liegt also weder ein stoffliches Teilchen, etwa ein massives und gela-
denes Elektron zugrunde, noch eine stoffliche Welle. Was sich von der Quelle
zum Photopapier ausbreitet, sind die Moglichkeiten fur Wirkungen auf Detekto-
ren. Das ist sicher nicht ganz leicht zu fassen.

Nichtlokalitit

Der Wegedetektor beeinflusst durch sein Ansprechen oder Nichtansprechen
augenblicklich das gesamte Wahrscheinlichkeitsfeld in allen Bereichen des expe-
rimentellen Aufbaues. Das ist in  Abbildung 6-10 noch einmal dargestellt. Es
handelt sich um ein nichtlokales Phinomen. Die Wirkung des Detektors auf das
Wahrscheinlichkeitsfeld geschieht nicht iber Wechselwirkungen, deren Ausbrei-
tungsgeschwindigkeit beschrinkt ist. Besonders drastisch ist das, wenn der We-
gedetektor nicht anspricht und trotzdem Interferenzphinomene unterdriickt. Es
gibt Experimente mit Quanteninterferometern, wo die Wirkung viele Kilometer
um den Wegedetektor herumlduft und trotzdem von ihm beeinflusst wird.
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Wegedetektor Wegedetektor
spricht nicht an spricht an

b, T=0.36 & p, T=0.36

Kein Wegedetektor
p, T=0.36

Abbildung 6-10

Abktiviernng des W egedetektors zur Zeit T=0.36. Links seben wir die Werte des W abrscheinlichkeitsfel-
dles obne W egedeteketor, in der Mitte nnd linkes die sprunghaft durch den W egedetektor verinderten Werte.
Je nachdens, ob der W egedeteretor anspricht oder nicht, ist die W abrscheinlichkeit einer Wirkung anf den
Bereichh nm den W egedeteketor oder auf den Rest des Gebietes verteilt.

Besonders aufregend ist, dass die Miglichkeit des Ansprechens die Dynansike des W abrscheinlichkeitsfeldes
verdndert und nieht das tatsachliche Ansprechen. In der Mitte spricht der W egedetefetor nicht an, und
trotzdens wird der gesanste Ablanf grundlegend geandert. Klassisch diirfte es feinen Unterschied Zowischen
den Feldwerten links nnd in der Mitte geben.

Atomare Wirkungsquellen

Die Unschirfe der Wirkungen ist fiir atomare Strukturen verantwortlich. Unter
einem atomaren Zustand versteht man eine Losung von (6-13) mit einer raum-
lich und zeitlich konstanten Energie. Der atomare Zustand ist auch raumlich auf
den Bereich der atomaren Wirkung beschrinkt, und das ergibt sich letztendlich
aus der elektromagnetischen Wechselwirkung, die wir in den nichsten Kapiteln
erst noch ableiten miussen. Dazu werden wir die Eichfreiheitsgrade des Wir-
kungsfeldes heranziehen.

Fir eine erste Betrachtung atomarer Zustinde kénnen wir die rdumliche Be-

schrinkung des Quantenfeldes  auch durch Randbedingungen festlegen. Dann
folgt aus (6-17) die so genannte zeitunabhingige Schrédinger-Gleichung und
ihre zeitunabhingige Form
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Freie Schrodinger-Gleichung
—iEt/n .
w=ue" " ;
%/—/

Ansatz fur Lésungen mit
konstantem Energiefeld
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(6-18)

hz
= Eu,=-—Au,.
2m

Zeitunabhéngige
Schrédinger-Gleichung

Die zeitunabhingige Schrédinger-Gleichung stellt mathematisch gesehen ein
Eigenwertproblem dar, das wir mit FEMLAB leicht 16sen kénnen:

Gebiet: circ2; Variablen: m=1; FEMI.AB 6-5
Gleichung: Rander:
u=0.

1Eu+£(ia_“j:o
z ox\ 2m ox

[ —
r

F

bl

R

Abbildung 6-11 zeigt zweidimensionale atomare Zustinde. Wir sehen radiale
und angulare Anregungen. Die angularen Anregungen sind mehrfach entartet, es
gibt also unterschiedliche Zustinde mit derselben Energie.
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Abbildung 6-11

Bindungszustinde u, von Wirkungsquanten der ' Quantenzabl’ n. Es gibt radiale nnd angulare Anregun-
gen. Die angularen Anregungen sind entartet. E, gibt die Werte der Energieeigemyerte an. Das gesanite
Energiespektrun rechts nnten ist stufenformg mit Unterbrechungen durch die radialen Anregungen.

Die Schrédinger-Gleichung (6-17) wird durch jede beliebige Linearkombination
der Eigenzustinde gel6st:

. 6-19
w=>cue ™" mit [c| als Wahrscheinlichkeit fur u,. (¢-19)
k

Man spricht von einem reinen Zustand, wenn nur ein Koeffizient ¢, von null
verschieden ist, also

w=ue ™" und p=yy= |uk|2 : (6-20)

Dieses Wahrscheinlichkeitsfeld p eines reinen Zustandes dndert sich nicht mit
der Zeit, es ist stationdr. Wir werden sehen, dass ein solcher Zustand keine
Quelle fir Lichtwirkungen sein kann.
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Das Wahrscheinlichkeitsfeld eines gemischten Zustandes dndert sich mit der
Zeit. Der Einfachheit halber betrachten wir ein Quantenfeld mit nur zwei Koef-
fizienten ¢,, ¢, ungleich null:

l//:%(uke—iEktlfz+ule—iE|t/h) (5_27)
und

p:l//*l//:%(ukeiEktm+ule—iE|t/h)(uke—iEkt/h+ule—iElt/h)
Ex-E)

1 [ y
ZE Uk2+UkU|e' AE t/h+ukule |AEt/h+uI2

=£(uk2 + 2COS( w tjukuI +u|2]
2 -~
AE/h

Das  Wahrscheinlichkeitsfeld — oszilliert mit der  Winkelgeschwindig-
keitw = AE /T . Wir werden sehen, dass dieses Wahrscheinlichkeitsfeld Quelle
von Lichtwirkungen der Frequenz f =@/27 =AE/h ist. So etkliren sich die
bekannten atomaren Spektren.

Ein angeregtes Atom wird durch mehrere von Null verschiedene Koeffizienten
¢, ¢ beschrieben. Das Wahrscheinlichkeitsfeld oszilliert mit den Frequenzen

Jo~=AE,/ b. In einem Spektrometer treten diese Frequenzen als schatfe Spektral-
linien auf.

Um diesen Prozess vollstindig auf der Basis von Wirkung und Wahrscheinlich-
keit simulieren zu kénnen, miissen wir uns in den nichsten beiden Kapiteln mit
den Konsequenzen der Relativitit raumzeitlicher Beztige und den Eichfreiheits-
graden des Wirkungsfeldes befassen.






7. Relativitat

Ausbreitungsgeschwindigkeit von Lichtsignalen

Unter Licht stellen wir uns immer etwas ganz Konkretes, Gegenstindliches vor.
Je nach Umstinden glauben wir an Lichtstrahlen, Lichtwellen, Lichtteilchen,
Lichtquanten oder auch an Photonen als Elementarteilchen. Das ist im Einzel-
fall nattirlich immer sehr sinnvoll. Dass es so viele, ganz unterschiedliche Vor-
stellungen tber Licht gibt sollte uns jedoch schon etwas stutzig machen, wenn
wir die Natur des Lichtes begreifen wollen.

Licht ist auf keinen Fall objektiv wie ein Korper oder eine Flissigkeit. Was wir
uns unter Licht vorstellen, ist ganz extrem kontextabhingig. Und fur viele wird
es sehr tiberraschend sein, dass wir Licht selber tatsdchlich gar nicht wahrneh-
men. Was wir wahrnehmen, sind immer beleuchtete Korper. Im Licht erscheint
die Welt in unserem Bewusstsein anders als ohne Licht. Wir erkennen das be-
leuchtete Objekt, nicht jedoch das Licht selbst.

Denken wir zum Beispiel an Sonnenstrahlen unter einer Gewitterwolke, oder an
einen Regenbogen. Viele werden sich sehr sicher sein, hier ganz deutlich und
greifbar Licht zu sehen. Die Lichtstrahlen sind deutlich und erscheinen so ob-
jektiv wie nur irgendetwas. Was wir tatsachlich sehen, ist jedoch etwas ganz an-
deres. Die Sonne strahlt Wassertropfchen an, die so zu leuchten beginnen. Im
Grunde sehen wir die Sonne, die sich in Wassertrépfchen spiegelt.

Ahnlich ist es mit den elektromagnetischen Feldern, die wir fir sehr greifbar
und wirklich halten. Im nichsten Kapitel wird begriindet, dass Lichtphinomene
und elektromagnetische Felder im Grunde sehr eng zusammenhingen. Wir le-
gen eine Glasscheibe auf einen Stabmagneten und streuen Eisenfeilspiane darauf.
Wir sehen, wie sich die Fisenspine entlang so genannter Feldlinien anordnen
und glauben, direkt das elektromagnetische Feld zu sehen. Tatsichlich sehen wir
jedoch Eisenspine, die sich auf besondere Weise angeordnet haben. Sonst sehen
wir nichts.

Es wird hier sehr klar, was mit physikalischem Illusionismus gemeint ist. Licht
ist ein Musterbeispiel dafiir. Licht hat nichts Korperliches an sich, es ist nicht
wahrnehmbar. Es ist jedoch eine Notwendigkeit unseres Denkens und Wissens,
sich von allem ein objektives Bild zu machen. Das gilt fiir Licht genauso wie fiir
Raum und Zeit. Strahlen, Wellen, Quanten und dergleichen sind Bilder, die uns
helfen, Lichtphinomene zu begreifen und sie sehr erfolgreich zu unserem Vor-
teil zu nutzen. Mit dem mathematischen Modell von Lichtwellen etwa lassen
sich ganz groflartige optische Gerite entwickeln: Brillengliser, Fernrohre und
vieles mehr. Wir verwechseln jedoch die Interpretation der mathematischen

93
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Modelle mit der Wirklichkeit und das fuhtt uns zu einem verzerrten und ver-
wirrten Bild der Welkt.

Licht selber ist etwas Umfassendes, eine Grundlage fir die Erkennbarkeit des
Korperlichen, eine Beziehung zwischen den Korpern. Im bewussten Erkennen
der Welt erscheint diese Bruchstickhaft. Wir projizieren Objekteigenschaften
aus unserem Gedichtnis in die Welt hinein und konnen sie so etkennen. Licht
ist genau das, was wir so nicht erfassen konnen, nimlich die unendlich feine
Verflechtung zwischen allem Korperlichen. Die physikalischen Gesetze der
Lichtwirkungen oder der Elektrodynamik werden wir genau so hetleiten: Die
Dynamik des Wirkungsfeldes ist durch die koérperlichen Krifte der klassischen
Mechanik oder der Quantenmechanik nicht eindeutig festgelegt. Die Gesetzmi-
Bigkeit von Lichtwirkungen folgt aus den restlichen Freiheitsgraden des Wir-
kungsfeldes. Die Kontinuitat dieser so genannten Eichfreiheitsgrade ist mathe-
matisch dquivalent zu den Maxwell-Gleichungen der Elektrodynamik.

Um uns etwas von unseren korperlichen Vorstellungen von Licht zu l6sen, soll-
ten wir bei physikalischen Betrachtungen nicht von Licht oder Lichtgeschwin-
digkeit sprechen, sondern besser von Lichtwirkungen oder von der Ausbrei-
tungsgeschwindigkeit von Lichtsignalen. Es gibt Lichtquellen und Wirkung auf
Detektoren, etwa auf die Netzhaut des menschlichen Auges. Die Ausbreitungs-
geschwindigkeit von Lichtwirkungen ergibt sich aus dem Abstand zwischen
Quelle und Detektor und der Zeit zwischen Ursache und Wirkung. Alles andere
sind mathematische Hilfsmittel.

Die Unabhingigkeit der Lichtsignale vom Koordinatensystem

Zur mathematischen Beschreibung der Natur sind wir in der Regel auf Koordi-
natensysteme angewiesen. Diese basieren auf einem endlichen Maf3stab und
einem festen Bezugspunkt. Mit Mal3stab und Bezugspunkt erstellen wir ein Bild
der raumzeitlichen Beziige zwischen den Objekten, die an dem betrachteten
physikalischen Phinomen beteiligt sind.

Den Bezugspunkt gibt es ja in der Natur nicht wirklich, er hat jedoch recht ver-
wirrende Konsequenzen auf die mathematische Beschreibung der Lichtausbrei-
tung. Jeder Beobachter hat nimlich eine bestimmte Position und Geschwindig-
keit relativ zu diesem Bezugspunkt. Und diese sind absolut willkiirlich, sie sollte
fir die physikalischen Phinomene tiberhaupt keine Rolle spielen. So wie wir in
den vorausgehenden Kapiteln mit Raum und Zeit umgegangen sind, tun sie es
jedoch. Wir werden so auf physikalische Illusionen hingewiesen, denen wir in
der Regel unterliegen. Nur in unseren Koordinatensystemen hangt die Ausbrei-
tungsgeschwindigkeit von Lichtsignalen von der Bewegung des Beobachters ab,
in der Wirklichkeit kann das jedoch nicht der Fall sein.
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Wir wollen das etwas genauer betrachten. In Abbildung 7-1 ist ein Diagramm
fir die gleichférmige Bewegung eines Beobachters und eines Signals auf einem
materiellen Trager wie Wasser oder Luft dargestellt. Die Geschwindigkeit des
Beobachters und die des Signals ergeben sich aus den von ihnen pro Zeitinter-
vall zurtickgelegten Raumintervallen. Die Relativgeschwindigkeit zwischen Sig-
nal und Beobachter ist dann die Differenz der Geschwindigkeiten. Bei Lichtsig-
nalen ist die Geschwindigkeit des Beobachters jedoch ein reines Artefakt, her-
vorgerufen durch die Wahl des Bezugsystems. Ohne dieses Artefakt ergibt sich
zwangsliufig eine Ausbreitungsgeschwindigkeit des Lichtsignals, die unabhingig
von der Bewegung des Beobachters ist:

Mit Bezugspunkt: (Betacher) _ XgBeobachter) B Xl(seobacmer) | (7-1)
tz _tl
V(Signal) _ X£Signal) _ X:fSignal)

L,
y(Relativ) _ (ngelaﬂv) ) . ( Xi(ReIativ) )
t,—t
(ngignal) _ {Beoacher) ) B ( e )
L4

N V(Relativ) _ V(Signal) _V(Beobachter) :

Ausbreitungsgeschwindigkeit
materieller Signale
Relativ) V(Signal)

Ohne Bezugspunkt: v

Ausbreitungsgeschwindigkeit
von Lichtsignalen

=C.

Das ist nun der Unterschied zwischen der Ausbreitungsgeschwindigkeit von
materiellen Signalen, etwa in Wasser oder Luft, und von Lichtsignalen: Bei ma-
teriellen Signalen gibt es einen Bezugspunkt oder es liegt zumindest die Ge-
schwindigkeit des Mediums fest, in dem sich das Signal ausbreitet. Die Ge-
schwindigkeit von Wasserwellen ist immer relativ zur FlieBgeschwindigkeit des
Wassers zu sehen. Bei Lichtsignalen gibt es dieses Medium nicht. Lichtsignale
basieren ja auf der Ausbreitung von Wirkungen, also auf einem reinen Kausal-
zusammenhang ohne materiellen Triger. Daher hat die Ausbreitungsgeschwin-
digkeit von Lichtsignalen unabhingig von der Bewegung des Bezugssystems
immer denselben Wert ¢, zumindest im Vakuum.
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Signale im absoluten Raum

Zeitt

Signal
¢ Beobachter

Bezugspunkt C;rt X 2

Abbildung 7-1

Signalansbreitung in einem absoluten Raum. Der Beobachter und ein materielles Signal, etwa Schall- oder
W assenvellen, bewegen sich relativ 2um Bezugspunkrt. Misst der Beobachter die Geschwindigkeit des Sig-
nals, so findet er wie in (7-1) die absolute Geschwindigfeit des Signals abzziglich seiner eigenen Geschwin-
digeert: Die Signalgeschwindigkeit hangt von seiner Bewegung relatiy Zum Bezugspuntet ab. Bei 1 ichtsig-
nalen ist das anders.

Nun sind wir bei der physikalischen Beschreibung von Lichtphanomenen in der
Regel auf Koordinatensysteme angewiesen, zu denen eben ein Bezugspunkt
gehort. Das Problem lisst sich jedoch l6sen und man bekommt dabei sogar
ganz wichtige Hinweise auf die Dynamik der physikalischen Wirkungen. Die
Energiefunktion bzw. die Hamilton-Jacobi-Gleichung, die wir in einem voraus-
gehenden Kapitel noch etwas schwerfillig mit der Objektivitit der physikali-
schen Phinomene begriindet haben, ergibt sich nun fast von selbst.

Die Beobachtung wird in dem Koordinatensystem beschrieben, in dem der Be-
obachter ruht. Die Transformation in das so genannte Ruhesystem eines ande-
ren Beobachters muss dann so gestalten sein, dass sich die Ausbreitungsge-
schwindigkeit von Lichtsignalen dabei nicht dndert. Das leistet die bekannte
Lorentz-Transformation. Weiterhin miissen die mathematischen Ausdriicke zur
Beschreibung von Wirkungen so sein, dass sie sich unter dieser Lorentz-
Transformation nicht dndern. Das legt die Dynamik des Wirkungsfelds ganz
genau fest.

Die Lorentz-Transformation

Bei der Transformation zwischen Ruhesystemen verschiedener Beobachter
muss die Ausbreitungsgeschwindigkeit von Lichtsignalen ¢ denselben Wert be-
halten. Daher wird die Transformation Raum- und Zeitkoordinaten verkniipfen.
Wenn bei der Transformation Wegintervalle linger werden, miissen ja auch
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gleichzeitig Zeitintervalle linger werden, damit die Geschwindigkeit gleich
bleibt. Daher ist es sinnvoll, fur die mathematische Beschreibung so genannte
Vierervektoren einzufithren, die Raum- und Zeitkoordinaten verkntpfen. Damit
breiten sich Lichtsignale auf raumzeitlichen Kegeln aus, was sehr elegant ange-
geben werden kann:

_ X = (X, ~ct); 7-2)
Vierervektor: - —
x, =(X,ct);

i

Lichtkegel:  x,x* =(X)’ —(ct)’ =0.

Der Einfachheit halber wihlen wir im Folgenden die Koordinatensysteme so,
dass sich das Lichtsignal genau in x-Richtung ausbreitet.

Zwel Bezugssysteme bewegen sich mit der Geschwindigkeit », relativ zueinan-
der. Dann ist die Lorentz-Transformation

’ X— th . (7_3)

_«ll—vf/cz’

_texv /c?

NI

Lorentz-Transformation

Ho_ Nt T H
= XﬂX —XﬂX .
t!

Abbildung 7-2 zeigt ein Beispiel mit der Ausbreitung eines Lichtsignals und zwei
relativ zueinander bewegten Beobachtern. Links ist das Ruhesystem von A4 zu
sehen und rechts das von B. Die raumzeitlichen Beztige jedes einzelnen Ereig-
nisses im Beobachtungsraum (oder Bewusstseinsraum) von .4 wurden mit (7-3)
in den Beobachtungsraum von B transformiert. Der so genannte Lichtkegel wird
dabei verzerrt. Die Ereignisse, die im Beobachtungsraum A4 gleichzeitig statt-
fanden, sind im Beobachtungsraum B nicht mehr gleichzeitig. Wie sich aber den
Diagrammen in Abbildung 7-2 leicht ablesen lisst, ist die Ausbreitungsge-
schwindigkeit der Lichtsignale in beiden Rdumen identisch (=7, die Steigung der
Lichtkegel bleibt gleich. Genau das wird ja von der Lorentz-Transformation
(7-3) gefordert.
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Raumzeitliche Bezlge flr A Raumzeitliche Bezlge fir B
=
N o]
L O Beobachter A T ¥ A1 1 O Beobachter B
{) Beobachter B Ny 2 {> Beobachter A
%  Lichtsignal : " : : % Lichtsignal i
-2 -1 1 2 -2 1 2
Ort x
Abbildung 7-2

Signalansbreitung und Bewegung von zuvei Beobachtern in thren Beobachtungsréiumen (oder Bewusstseins-
raumen); links der von A und rechts der von B. Bei A finden viele Ereignisse gleichzeitig statt, die Punfkte
lnegen horizontal genan nebeneinander. Nach der Lorentz-1ransformation in das Rubesysten: von B ist das
nicht mehr so. Anch st der Lichtkegel bei B verzerrt. Die Ausbreitungsgeschwindigkeit von 1 ichtsignalen
ist in beiden Raiunsen jedoch gleich c=1.

Die Unabhingigkeit der Ausbreitungsgeschwindigkeit von Lichtsignalen auf-
grund der Lorentz-Transformation ldsst sich natiirlich auch leicht analytisch
zeigen:

- (7-4)
. dx dx —v, dt (c—v,/c*)dt

Tt dt—(v,/c)dx  (1-v,/c)dt

=cdt

Lorentz-Transformation

Bei sehr kleinen Relativgeschwindigkeiten #, «¢ der beiden Beobachtungsriume

A und B geht die Lorentz-Transformation tber in die altbekannte Galilei-
Transformation, also in die Transformation zwischen absoluten Riumen mit
festen Bezugspunkten:

X—V,t 1v2 v 2
X =———X— =(x-yt) 1———X2+O(—§) :x—vft+0(—;);
1/1—Vf /c? 2¢ ‘ g ¢
— Transt

Transf.

_ 2 2 B )

0= SIS (o160 13 0(F) |- 1 +o[f)
1—Vf /c? 2¢ ‘ Galilei- ¢

%/_J

Transf.
Lorentz-
Transf.

(7-5)

Gerne stellt man die Konsequenzen dieser Verzerrungen raumzeitlicher Beziige
in verschiedenen Beobachtungsriumen mit Hilfe des Zwillingsparadoxons dar
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[BRAUO4]. Es beruht auf dem hypothetischen Fall eines Zwillingspaares, einem
Nesthocker und einem galaktischen Reisenden. Nach der Riickkehr ist der Rei-
sende weniger gealtert als sein nesthockender Bruder.

Etwas realistischer, also experimentell zuginglicher, ist das Verhalten von Myo-
nen. Das sind elementare Wirkungsquanten wie die Elektronen, nur mit etwa
200-fach groBerer Masse. Sie entsteht unter anderem, wenn die Sonnenstrahlung
etwa 50 km tber der Erdoberfliche auf die Atmosphire trifft und sie zerfallen
wieder nach nur 2 Mikrosekunden. Wegen dieser kurzen 'Lebensdauer' dirften
sie die Erdoberfliche eigentlich nicht erreichen. Sie werden jedoch in irdischen
Labors nachgewiesen, weil die raumzeitlichen Beztige im Ruhesystem der Myo-
nen sich sehr von denen in unserem Ruhesystem unterscheiden [BRAU04]. Die
in der Lorentz-Transformation beschriebenen raumzeitlichen Verzerrungen
verindern den Weg der Myonen und ihre Zeit, so dass sie es bis zur Erdoberfli-
che schaffen, bevor sie wieder zerfallen.

Auch das immer mehr verbreitete 'Satellitengestiitzte Navigationssystem (GPS)'
berticksichtigt die raumzeitlichen Verzerrungen zwischen den Satelliten und den
Messgeriten auf der Erde. Nur so kann eine Position auf der Erdoberfliche auf
wenige Meter genau bestimmt werden.

Der individuelle Charakter raumzeitlicher Beziige und ihre
kollektive Grundlage

Es wird sehr deutlich, dass wir unsere Vorstellung von einem absoluten Raum,
in den wir hineingeboren werden, in dem wir gemeinsam mit unseren Mitmen-
schen existieren und den wir auch zur gegebenen Zeit wieder verlassen, ganz
aufgeben miissen. Dieser absolute Raum existiert nicht, wir haben ihn uns aus-
gedacht.

Die raumzeitlichen Beziige zwischen unseren Bewusstseinsinhalten, die wir ja
tatsachlich erleben, sind individueller Natur. Sie unterscheiden sich fir jeden,
der sich relativ zu einem anderen bewegt. Dieser Unterschied ist sehr klein, aber
es sind eben nur die gleichen, und nicht dieselben Beztige. Raum ist Bewusst-
seinsraum.

Jedoch existiert eine Transformation zwischen den verschiedenen raumzeitli-
chen Beziigen und die Konsequenzen dieser Transformation sind nachweisbar.
Wenn ich im Auto sitze und das Navigationssystem meine Position tatsichlich
auf der Strale anzeigt und nicht 10 Meter daneben im Acker, dann nur, weil die
Lorentz-Transformation die richtige Beziehung zwischen den Satelliten und
meinem GPS-Empfinger angibt.

Das bedeutet doch, dass die Phinomene, die ich ganz individuell in meinem
Bewusstsein etlebe, einen kollektiven Charakter haben. Andere etleben genau
dieselben Phinomene, nur in geringfligio anderen raumzeitlichen Beziehungen.
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Nur deshalb kann die Unabhingigkeit der Lichtsignale vom Bezugssystem Kon-
sequenzen haben auf die beobachteten Phinomene. Es bedeutet, dass die Welt
ganz individuell in meinem Bewusstsein raumzeitlich erscheint, dass dies jedoch
eine den Menschen gemeinsame kollektive Basis hat.

Der relativistische Energiesatz

Im friheren Kapitel tiber Wirkungen haben wir die Energiebeziehung aus der
Unabhingigkeit des Wirkungsfeldes vom expliziten Impuls eines massiven Kor-
pers abgeleitet. Wir werden jetzt eine entsprechende Energiebeziehung allein aus
der Unabhingigkeit der Lichtsignale vom Bezugssystem ableiten. Fur kleine
Geschwindigkeiten sind beide Energiefunktionen gleich. Die nun folgende Ab-
leitung ist jedoch eleganter und von umfassender Giltigkeit.

Invariante Zeit oder Eigenzeit

In (7-2) haben wir den Viervektor fir Ort und Zeit eingefithrt. Seine Linge ist
auf dem Lichtkegel null. Zur Beschreibung von Geschwindigkeiten oder Impul-
sen benotigen wir auch Vierervektoren fiir die Geschwindigkeit und den Impuls,
also fur die zeitliche Ableitung des Ortszeitvektors. Allerdings sollte die Zeit,
nach der abgeleitet wird, nicht vom Bezugssystem abhidngen. Daher mussen wir
die invariante Zeit oder besser die Eigenzeit 7 einfihren. Das Quadrat des Orts-
zeitvektors hangt nicht vom Bezugssystem ab und ermoglicht dies:

>0 innerhalb des Lichtkegels; (7-6)
X, X" :(7()2 —(ct)2 =—(CT)2 =<0 aufdem Lichtkegel;
<0 aulerhalb des Lichtkegels.

T ist die Zeit im Bezugssystem, in dem sich der Beobachter nicht bewegt, also
die Eigenzeit:

= 77)
dz -2 dx
dx=0: dt= "o = ds

Dies ist der wichtige Zusammenhang zwischen invarianter Eigenzeit 7 und der
Z.eitkoordinate #

Weitere 1 ierervektoren
Damit kénnen wir nun die Vierergeschwindigkeit angeben:
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ox' 1 oxt 1 (7-8)

V,=——= = (V,—c).

or 1-v ot 1-v
c c
Die Linge dieses Vektors sollte wieder Unabhingig vom Bezugssystem sein:

1 vi-c’ (7-9)

u_ G2 2\ _ 2_ 2

v,V _1_ﬁ(v ¢’)= 7t =

Den Viererimpuls konstruieren wir so, dass das Wirkungsfeld unabhingig vom
Bezugssystem ist; das ist ja unsere allererste Forderung:

! 7-10
dS=0,S dx“=p -d?(—lEcdt:p dx”; (7-10)
—_ sy C HT “
siehe =Vs ——
FuBnote! &5
cot
%
pﬂ :(r)’%E)'

Die gesuchte Energie-Impuls-Beziehung fillt uns damit praktisch in den Schof.
Wir missen nur das Wirkungsfeld nach der Eigenzeit ableiten, um den richtigen
Ausdruck fiir die Energie zu erhalten:

oS ox“ p . 2 (7-11)
—= =pyV“= m, Vv\V'=-mcC";
or “Lor # - *
oS Ruhemasse
ot

2 _ =202 | 24
E®=p°c”+mgc”.

Das ist die berihmte Einstein-Relation und wir sehen ganz deutlich, wie diese

allein auf der Unabhingigkeit der Lichtsignale vom Bezugssystem beruht. Diese

Ableitung ist viel direkter als die frithere mit absoluten raumzeitlichen Beziigen.

m,ist die invariante Masse oder auch Ruhemasse und sie ist von der trigen

Masse 7 folgendermal3en zu unterscheiden:
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_ 1 _ (7-12)
p,+E)=m,————(V,—C);

(ﬁrr )= N1-Vv?/c? ( )

also p=m, !

m

Fur kleine Geschwindigkeiten oder Impulse »/c«7 sind die Energie-Impuls-

Beziehungen naturlich gleich:

E =/ p’c® +mic* =myc?1+ p*/mic’ (7-13)

fur relative Bezlige
r)Z
mO

%K_J
fiir absolute Beziige

=m,c’ +-—+0(p*/myc?).

Abbildung 7-3 zeigt die Verhaltnisse fir 7,=c=1.

N

nicht-relativistisch

Energie nicht-relativistisch

(@)

15 2

o
ol
w
—

Impuls [moc]
Abbildung 7-3

Vergleich zavischen der Energiefuntetion i absoluten oder nichtrelativistischen Raum mait der relativistr-
schen. Bei kleinen Lmpulsen sind die Funktionen gleich.

Homogenitit raumzeitlicher Beziige und Kontinuitit des Wir-
kungsstromes:

Homogenitit oder Gleichférmigkeit raumzeitlicher Beztige impliziert die Erhal-
tung des Viererimpulses. Das ist nun leicht zu zeigen:
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5,5(x +2)=0,8(x"), 714

p, (X +&")=p,(x")+"p,(X)e, +O(gvgv); p, (x"),
= 0'p,=0"0,5=0.

Erhaltung des Viererimpulses

Nun kénnen wir mit der Energiefunktion (7-11) die Kontinuititsgleichung des
Wirkungsfeldes fiir relative raumzeitliche Beziige aufstellen:

E2=pc’+mic’ — 8,50"S=-mic?, also (7-13)
0,(s0"s)=-s 0,0"s —mc’.
%/_J
Wirkungs— =0
strom (Impulserhaltung)
Quellen

Damit ergibt sich die relativistische Feldmechanik zu

0,(s0"s)= -mic® ; (7-16)
—
m Quellen des

Wirkumgsstromes ~ Wirkumgsstromes

2, (p0"s)=0.

Kontinuitét des
Dichtestromes

Die Klein-Gordon-Gleichung

Das Unscharfepotential O, das wir im vorausgehenden Kapitel zur Quantenme-
chanik wegen unscharfer raumzeitlicher Beziige eingefithrt haben, muss nattr-
lich auch bei den relativen raumzeitlichen Beziigen berticksichtigt werden. Das
fihrt uns direkt auf die relativistische Quantenmechanik, nimlich auf die Klein-
Gordon-Gleichung.

Die mechanischen, statistischen Feldgleichungen mit Unschirfeanteil der kineti-
schen Energie lauten in Entsprechung zu den fritheren Gleichungen

R’0,(S0"S)+ n’0,R0"R = —R’mic’ ; (7-17)
— —
Wirkungs-  Unschérfepotential Quelle des
strom Wirkungsstromes

o, (po“s) =0

%,_/
Wahrscheinlich-
keitsstrom

Mit der Transformation
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p=R2=¢*¢, (7-18)
PR S N _hy 4
21 ¢*

ist dies genau die Klein-Gordon-Gleichung der relativistischen Quantenmecha-
nik:

0", p— m;jfz $=0, (Klein-Gordon-Gleichung) 7
fe—g
pneT
R?0,50"S + 1’0, ,R0“R =-R’mgc?, (Hamilton-Jacobi-Gleichung)
{aﬂ (p0"s)=0, (Kontinuitéts-Gleichung).

Zum Beweis betrachten wir nun den Wahrscheinlichkeitsstrom

> * * 20
j, = 29 S:RZEQ(%_%J:Rzé[@ﬁ_a;ﬁ j (7-20)
H :,p—d H i ¢ ¢* ¢* i ¢ —¢*
/]

==(4%0,6-40,4%)
und dessen Kontinuitat

0=04i, =" (g0,0-40,6 )= (s 0,070, 721

= ?{Ja"@,ﬂﬁ —pag+gag- ¢@”8,,¢*]

Agos-so-2es -5

ho« m’c? h . mc? .
_ H 0 H 0
_T¢ 0"0,9- e ¢ _T¢ 00,9 - ¥ ¢

e —
=a =a
=0 =0
(Klein-Gordon—Gleichung ) (Klein-Gordon—Gleichung )

Die Klein-Gordon-Gleichung gewahrleistet also die Kontinuitat des relativisti-
schen Wahrscheinlichkeitsstromes (7-20).
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Zur Vervollstindigung des Beweises identifizieren wir nun noch den Realteil der
Klein-Gordon-Gleichung mit der Hamilton-Jacobi-Gleichung in (7-19):

m¢c?
h2

Klein-Gordon-Gleichung

0=0"0,4——2—¢

2.2 2.2
=00, Re®"" - T Re®" = 0% (0,R+iR0, S /1) e - TR

2.2
:(aﬂaﬂRﬂa”RaﬂS/h+iR8”8ﬂS/h+i8“S/h(aﬂR+iR8”S/h)—mOC Rjeis’h

hZ

R m’c® S -
=|0“0,R-—0"S0,S——2—R [®"+i  (.) "
¥ hZ M hZ
=0
Konitnuitét des Wahr-
scheinlichkeitsstromes

__ 1 R? 0“S0 S — h*R6*0 R + m2c?R? |e®'",
#°R # - 0

———
Difergenz des Unscharfepotential ~ Wirkungsquelle
Wirkungsstromes

=0
relativistische, unscharfe
Hamilton-Jacobi-Gleichung

(7-22)

Also ist die Klein-Gordon-Gleichung tatsdchlich, wie in (7-19) behauptet, ma-
thematisch dquivalent zur unscharfen Hamilton-Jacobi-Gleichung und zur Kon-

tinuititsgleichung des Wahrscheinlichkeitsfeldes bei relativen raumzeitlichen
Beztigen.

Im nichsten Kapitel werden wir sehen, dass der Wahrscheinlichkeitsstrom
(7-20) die Quelle elektromagnetischer Wirkungen ist.






8. Elektrodynamik

Unser bewusstes Welterleben beruht auf meist unbewussten psychischen Ord-
nungsstrukturen. Diese sind gleichermallen Grundlage fir alles Korperliche
oder Materielle und fir unsere Gedanken und Gefthle. Der Tiefenpsychologe
C.G. Jung bezeichnete diese kollektiven, unbewussten Anordner aller psychi-
schen und korperlichen Bewusstseinsinhalte als Archetypen. Erkennbar ist nur
das Geordnete, das immer wieder auf gleiche Art in Erscheinung Tretende, das
schon Bekannte. Unser Bewusstsein entwickelt sich mit diesen Archetypen.
Neues wird durch Gewahrsein in unser Bewusstsein aufgenommen.

Archetypen sind kontextunabhingig. Sie wirken in jedem einzelnen, speziellen
Fall auf dieselbe Art und Weise. Das geht so weit, dass viele Wirkungen quanti-
fizierbar, also berechenbar sind. Wir haben gesehen, dass genau dies die Quelle
der physikalischen Grundgesetze darstellt. Klassische Mechanik, Elastizititsthe-
orie und Hydrodynamik ergaben sich auf dieser Grundlage ganz selbstverstind-
lich.

Ein kritischer Umgang mit den Koordinatensystemen zur Beschreibung raum-
zeitlicher Beziige fihrte zwingend auf die Grundgleichungen der Quantenme-
chanik. In den Koordinatensystemen sind die raumzeitlichen Beziige auf den
unendlich kleinen Punkt genau, in der Natur nicht. Die Besonderheiten der
Quantenmechanik beruhen genau auf dieser Unschirfe wirklicher raumzeitlicher
Bezuge.

In Koordinatensystemen sind raumzeitliche Beztlige absolut, sie beziehen sich
auf den Ursprung des Systems. Auch dieser Ursprung ist unnatirlich, er existiert
in der wirklichen Welt nicht. Wir haben gesehen, dass deswegen die Ausbrei-
tungsgeschwindigkeit von Lichtsignalen unabhingig vom Bezugssystem oder
vom Beobachter immer den gleichen Wert ¢ haben muss. Wir sollten nun noch
kliren, was Lichtsignale eigentlich sind und wie sie sich aus dem bisher entwi-
ckelten Formalismus ergeben.

Die Natur der Lichtsignale und anderer elektrodynamischer
Phinomene

Wir haben gesagt: In Raum und Zeit werden Wirkungen als messbare Krifte
erkennbar. Die Kontextunabhingigkeit dieser Kraftwirkungen hat zum einen
die Beziehung zwischen Impuls und Wirkungsgeschwindigkeit und zum anderen
die Energiefunktion zur Folge. Das erklirt die Trigheit der Materie und offen-
bart uns so die Natur der Masse. Das Wirkungsfeld breitet sich mit einer Ge-
schwindigkeit aus, die vom Impuls und von der Masse abhingt.

107
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Krifte hingen mit der zweifachen Ableitung des Wirkungsfelds zusammen,
einer nach dem Ort und einer nach der Zeit. Das bedeutet, dass durch die direkt
beobachtbaren, kontextunabhingigen Krifte das Wirkungsfeld nicht eindeutig
festgelegt wird. Es konnen Terme zum Wirkungsfeld addiert werden, die bei der
Berechnung der Kraftfelder durch Ableiten verschwinden. Man sagt: das Wir-
kungsfeld hat Eichfreiheitsgrade. Eichfreiheitsgrade sind also Anteile des Wir-
kungsfeldes, die bei der Abbildung der Wirkung auf einzelne Objekte nicht di-
rekt in Erscheinung treten.

Diese Eichfreiheitsgrade erweisen sich als Ursprung der Elektrodynamik, also
auch der Lichtphinomene. Sie beschreiben die Beziechungen der einzelnen ob-
jektiven Bewusstseinsinhalte untereinander, also ihre Wechselwirkung. Diese ist
selbst nicht erlebbar, sondern nur durch ihre Wirkung auf erkennbare Korper.

Die Eichfreiheitsgrade des Wirkungsfeldes

Das Wirkungsfeld dndert sich mit Ort und Zeit. Ein Teil dieser Anderung au-
Bert sich im Materiellen als Impuls und Energie oder als Kraft. Ein anderer Teil,
den wir nun betrachten wollen, dulert sich nicht direkt im Materiellen. Wir un-
tersuchen nun also die Eigenschaften dieses Anteils ST des Wirkungsfeldes S:

dS— p, dx“+ eA, dx”.
—— ——

:Mat Eich
2,5 a,sEM

Es ist Ublich, wie in (8-1) den Vierergradienten der Eichkomponente des Wir-
kungsfeldes mit .4 und die so genannte 0-te Komponente mit ¢ zu bezeichnen:

0,8 =eA, =¢(p,A). (8-2)

Die so genannte Ladung ¢ wird vom Feld abgespalten. Das macht Sinn, weil die
elementaren Prozesse immer quantisiert sind und die entsprechenden Stréme
immer proportional zu einem Vielfachen von e sind. Wir werden spater ¢ als
elektrische Elementarladung identifizieren.

Unter Eichinvarianz des Wirkungsfeldes § versteht man nun die Tatsache, dass
die materiellen und die Eichanteile des Wirkungsfeldes gleichzeitig lokalen Eich-
transformationen unterzogen werden konnen, ohne dass sich an den beobacht-
baren Phinomenen etwas dndert:
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S™M) (%,1) > 8" (%,t) = SM (%, 1) + z(%,1), o s (8-3)
S(EICh)()_(),t)%S'(EICh)(X,t):S(E|Ch)(xyt)—z(x,t)’ .
Von der Moglichkeit zur Umeichung der Wirkungsanteile wird in der Elektro-
dynamik intensiv gebrauch gemacht. Eichinvarianz ist auch ein Grundpfeiler des
so genannten Standardmodells der Physik, wo auch starke und schwache Wech-

selwirkungen mit Fichfeldern (Fichbosonen Z, W, ...) beschrieben werden.
Man spricht von einer Abelschen Eichtheorie und von Yang-Mills Eichfeldern.

Mit dem Eichanteil des Wirkungsfeldes fihrt die Kontinuitit des Wirkungs-
stromes, den wir im letzten Kapitel abgeleitet haben, auf die Gleichung

0,50"S =~ %(E+ep)’ +(p+eA) =-mic? (54)

=-L1E?+p’-2LeEp+2ep- A-e’p’ +e’ A’ =—mic’.

Mechanik Elektrodynamische Elektrodynamik
Wechselwirkung

Das ist bereits die allgemein bekannte Energiefunktion elektrodynamisch-
mechanischer Systeme. Die restlichen elektromagnetischen Gesetze, also die
Maxwell-Gleichungen, ergeben sich aus der Kontinuitit der elektromagneti-
schen Felder. Wir betrachten also die Kontinuititsgleichungen

elektro- Quelle der quantenmechanische (8—5)
magn. elektromagnetische  \Wahrscheinlichkeits- mechanischer
Feldtensor Felder dichte Viererimpuls
—— — -~ —
v — H _—
aVC 8 Aﬂ - Jﬂ - p p/t

Kontinuitatsgleichungen fur den elektromagnetischen Feldtensor

Hier geht ganz wesentlich ein, dass sich Lichtwirkungen, oder allgemeiner, elekt-
romagnetische Wirkungen mit der kontextunabhingigen Geschwindigkeit ¢ aus-
breiten. Das bestimmt die Form der Gleichung.

Um vertrauen zu (8-5) zu bekommen, kénnen wir zunichst einmal das Cou-
lomb-Potential extrahieren. Wir betrachten dazu den Spezialfall des stationiren
elektrischen Potentials. (8-5) wird zu

Ap =-piE. (8-6)
— ——
-0,0" A Po

(stationdr)

Fir eine (hypothetische) Punktladung folgt das berithmte Coulomb-Potential:
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) o 11 (8-7)
Ap(F)=—8(F —F)LE S
7(7) %P(ler.)c = o) ArClE|F-F
unktladung

Die Kontinuitit der Eichfreiheitsgrade und die Maxwell-
Gleichungen

Um nun die mathematische Aquivalenz der Kontinuitit (8-5) zu den bekannten
Maxwell-Gleichungen der Elektrodynamik zu zeigen, fihren wir die elektro-
magnetischen Felder” ein:

Elektrisches Feld, E=-V-p-c79,A; (8-8)
Magnetisches Feld: B =V xA.

Lorentz-Bedingung

Beide Anteile des Wirkungsfeldes, der mechanische und der elektrodynamische,
miussen sich kontinuierlich mit der Zeit entwickeln. Das ist die Grundlage unse-
res physikalischen Rahmens. Damit das der Fall ist, muss eine Beziehung zwi-
schen den elektrischen und magnetischen Komponenten der Eichfelder beste-
hen. Um dies zu sehen, leiten wir die Kontinuititsgleichungen (8-5) ab und be-
rucksichtigen die Kontinuitit des mechanischen Wirkungsanteils:

e (8-9)
0,000, = 0,j"=0 = 0§,A=-—"0p+V-A=0.
%/_/ -
Kontinuitétsgleichung Lorentz-Bedingung

des wahrscheinlichen
Wirkungsstromes

Mogliche Konstanten werden durch Randbedingungen A TO unter-

driickt. Die Lorentz-Bedingung wird fiir die Ableitung der Maxwell-Gleichung
gebraucht.

Das Conlomb-Geset und das Ampere-Gesetz,

Wir kénnen nun die Maxwell-Gleichungen ableiten, indem wir die Kontinuitats-

Gleichungen (8-5) fiir die elektromagnetischen Felder E und B umschreiben:

2 Elektrisches Feld und Energie werden mit demselben Buchstaben E bezeichnet! Zur Unter-
scheidung dient der Vektorpfeil tiber dem Symbol fiir das elektrische Feld.
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—C‘28t2¢+§- ﬁﬁb = PP, (8-10)

—

-E-—c3,A
—~c?0!A+ V-VA =pp;

=VV-A-VxVxA
22—V -E—c0.¥- A= plE,
C

—c?0PA+VV-A-VxVxA=pp;

—c70, (V-A+c0,p)-V-E = oL,
C
\—w—_J
=0 (Lorentz-Bedingung)
—C?0!A+VV-A -V xB = pp;

=0
(Lorentz-Eichung, siehe unten)

V-E=—p,

%,_/

Coulomb-Gesetz
VxB=-pp.
\_ﬁf——/

Ampere-Gesetz

Der zweite Teil des Ampere-Gesetzes folgt aus der Definition des magnetischen
Feldes im Zusammenhang mit der Divergenzfreiheit von Rotationsfeldern:

B=VxA = V(ﬁx,&):vg:o_ (8-11)

Ampere-Gesetz

Induktionsgesetz;
Als letzte der Maxwell-Gleichungen folgt das Induktionsgesetz wieder aus dem

Zusammenhang der Felder E und B mit den Potentialen @ und A

B - L L (8-12)
Vx E =|-VxVp-c'0,VxA/;
“: — Hf:é
—?@—CleIA =0
VxE =-c"4,B.
Induktionsgesetz
Die Lorentz-Eichung

In der Ableitung des Coulomb-Gesetzes in (8-10) haben wir die Bedingung
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—¢2?A+VV-A=0 (8-13)
verwendet. Dies missen wir noch begriinden.

Da, wie ja auch das gesamte Wirkungsfeld, die elektromagnetischen Potentiale
nicht direkt beobachtbar sind, kénnen sie nicht eindeutig festgelegt sein. Sie
konnen umgeeicht werden, ohne dass sich an den Bewegungsgleichungen etwas
indert:

S—» S'=S+y; (8-14)
0,S—> 0,8=0,5+0,x
:r)ﬂ+Aﬂ+8#;(.
\—ﬁf_—J
=A,

Dies nutzen wir aus:
PR+ A —c 22K +VV A (8-15)
=707 (A+?;{)+§? -(A+§;{)
ALY A 4V Uy
Mathematisch ist nun klar:
fiir jedes A'= (A+ V) existiert 7, so dass —c?0;A+VV-A=0 ist (8-16)
(Lorentz-Eichung).

Damit sind alle Grundlagen der Elektrodynamik mit der Kontinuitit physikali-
scher Phinomene begriindet.

Elektrisches Dipolfeld in einem leitenden und einem isolieren-
den Gehiuse
Die Berechnung des statischen Feldes elektrischer Ladungsverteilungen ist das

einfachste Problem, das wir in der Elektrodynamik angehen kénnen. Die Glei-
chung fiir das elektrische Potential ist nach (8-10):

CZ% (8-17)
o* . - ox | .
¥¢—V ) a¢ = JO'
C —
oy

Diese setzten wir nun mit FEMLAB fiir ein stationdres Problem um. Der Quell-
term j,soll dabei aus einer positiven und einer negativen Punktladung bestehen.
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Gebiet: Variablen:

Ellipse + Punkt + Punkt ;ic=1
AMl) Position 1: (-0.5,0) Position 2: (0.5,0)
Gleichung: Punktférmige Ladungen

o o¢ an den Punkten:

o = OX
0—+V- =0; .
Z 8t : 8¢ F J‘ ¢Test’ _[ ¢Test’

—C"— %0, 2%Q,
oy
r

Isolierender Rand: Leitender Rand:

g =0, g =0,

~ 2 —(n . —

-n-cmV()¢=9, -i-T'=c’V¢

G Lag)
0+7
G
FEMI.AB §8-1

Abbildung 8-1 zeigt, wie sich die Feldlinien, also die elektrischen Aquipotential-
linien, verhalten. In einem leitenden Gehéduse schmiegen sie sich an dieses an
und in einem isolierenden Gehiuse laufen sie senkrecht auf dieses zu.
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Elektrisches Dipolfeld in leitendem Gehause Elektrisches Dipolfeld in isolierendem Gehause

05
1 05 1
0
=
g0 0 0 05
-1 05 1 -1
-2 0 2 -2 0 2
Ort x Ort x
Abbildung §-1

Elektrisches Dipolfeld in einem leitenden (links) und in einenr isolierenden Gebdanse (rechts). Die Farbpa-
lette bezeichnet die Werte des elektrischen Potentials ¢ und 1 snien sind die Aquipotentiallinien. Wie bei
Hobhenlinien auf W anderkarten ist der Feldgradient umgekebrt proportional zum Linzenabstand. 1inks
ist der eleketrische Dipol in einem leitenden Gehdiuse untergebracht, rechts in einem Isolatorgebénse. Den
entsprechend verlanfen die Feldlinien entweder parallel oder senkrecht zum Rand.

Atomare Emission eines elektrischen Wirkungsquants

Die Beschreibung der atomaren Emission eines elektrischen Wirkungsquants ist
komplexer und interessanter. Wir kénnen der Frage nachgehen, warum elektri-
sche Wirkungen quantisiert als Photonen in Erscheinung treten und sich fast
wie Teilchen verhalten.

Wir simulieren eine angeregte atomare Wirkung, also ein Atom, in einem elektri-
schen Hohlraumresonator. Die atomare Wirkung gibt ihre Energie an ein elekt-
risches Feld ab und geht dabei in einen energetisch tieferen Zustand tGber. Dabei
findet eine kurzzeitige Anregung des elektrischen Feldes statt. Die Frequenz
des elektrischen Feldes entspricht genau der Energiedifferenz der atomaren Zu-
stinde und auch die Menge an Energie des elektrischen Feldes entspricht dieser
Energiedifferenz. Nach der Simulation werden wir uns eingehend mit der Inter-
pretation des Prozesses, der ja auf der statistischen Grundlage der Messwahr-
scheinlichkeit von Wirkungen beruht, befassen.

Nun kommen wir zur Simulation. Die Grundgleichungen fiir das Atom und fiir
das elektrische Potential sind die
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Schrodinger-Gleichung: 2 8-18
g g -16—W=-—Al//+e¢l//, (8-18)
I ot
elektrische 2
o a—(f—czA(F Je
Potentialgleichung: ot

Behandlung des atomaren Systems

Die zeitliche Integration der Schrédinger-Gleichung in der Ortsdarstellung ist
fir lingere Zeiten immer etwas problematisch. Die sehr schnellen Phaseninde-
rungen der Quantenwellenfunktion y konkurrieren mit den wesentlich langsa-
meren Schwankungen des Dichtefeldes und es gibt keine glittende Diffusion.
Zur Stabilisierung der Simulation behandeln wir diese schnellen Phaseninde-
rungen analytisch:

Unsere atomare Wirkung soll 2 Energieniveaus haben. Die Wirkungsquanten
sind in einem Kreis mit einem Radius von 1 eingeschlossen. Der Kreis befindet
sich in einem Hohlraumresonator. Die Geometrie und die Wahrscheinlichkeits-
und Wirkungsfelder sind in Abbildung 8-2 dargestellt. Die Basisfunktionen und
ithre Eigenschaften sind in (8-19) zusammengestellt.

Gebiete Wabhrscheinlichkeitsfeld p=u* Wirkungsfeld S zur Zeit 1
3 30
) 5 U? o SW(X‘t=1 ):E1
2 , ug 20 s SQ(X‘t=1 )=E2
10
& i S0y pe o
0 bW %‘Mn- & 0
0 0.5 1 0 0.5 1
Radius r Radius r

Abbildung 8-2

Atomare Wirkungen sind in eien Kreis vom Radius 1 eingeschlossen, sie befinden sich in einens Hobl-
rannresonator (Links). Die W abrscheinlichkeitsfelder fiir die beiden Zustinde niederster Energe fallen
g Rand hin ab und haben eine und zavei Nullstellen (Mitte). Die W irkungsfelder sind in diesen beicen
Zustinden konstant (Rechts).
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Basisfunktionen: Parameter: (8-19)
u,=a, Jy(kr), Au,=-k2u,; {kl =2.405, E, =1k?=2.892,
BesselFunidion k, =5.520, E, =1k =15.2352;
Normierung: Orthonormalitéat:
1 -1/2 1 j

a, = 2 rJO knr 2 dr =, 2z r-umundr :§nm;

[ofntorrer ) oty ]
Ansatz der Quantenwellenfunktion:
w =cue ™ +c,ue ™,

Setzen wir den Ansatz fir die Quantenwellenfunktion von (8-19) in die Schré-
dinger-Gleichung (8-18) ein, dann erhalten wir die Bewegungsgleichungen der
Freiheitsgrade ¢,

Schrodinger-Gleichung: (8-20)

1
’ [Umn = 27[J‘ rumun(pdr].
0

i0.c, = U,C + Up,ce &)

i(E-E))t

i0,c,= U,ce + U,,C,,

Der statistische Wirkungsstrom, der durch die Quantenwellenfunktion be-
schrieben wird, ist Quelle des elektrischen Potentials im Hohlraum:

= pp =-ie(vow-ow'v), (8-21)
statistischer
Wirkungsstrom
w =cue ™ +cu,e’™,

oy ; ;
a—'/t/:—l ((E,+Uy, )uy +U,u, ) ce ™ +(Uyu, (U, + E, U, g™

g4 X2

2 * Si(E Bt | A% —i(E,—Et
Uy ¥, +C Gy 108 (B% +C.C U e 2 ,

* . 2
oy =il o[ vz +
nicht effektiv!

i = —e(u, +u,2)2 Re(cfcze’iAEt )

C,

Sehr interessant sind die Schwankungen des mittleren Radius der atomaren Wir-
kung:
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<r2> = zﬂ'lf r’y wrdr = 27rj‘ rd (CIUleiElt " C;uzeiEzt)(cl u e + c,u e ) dr (8-22)
0 0

= e 1 +[e,[ 15+ 2Re(cle,e )1,
1
mit AE=E,-E und I =2z[r’uu,dr,
0
Sobald wir die Zeitentwicklung der Freiheitsgrade ¢, kennen, kénnen wir den

mittleren Radius </*> berechnen.

Die Bewegungsgleichungen der Freiheitsgrade ¢; sind gewohnliche Differential-
gleichungen. Fir die Lésung mit FEMLAB machen wir daraus eindimensionale
partielle Differentialgleichungen auf einer Line, indem wir die Freiheitsgrade
raumlich konstant halten:

Gebiet: Linie ; Losungsmethode:
—
2e-5.5] zeitabhangig;
k, = 2.405, Kopplungsvariablen:
Variablen: <k, =5.520, ¢ =¢,
a =1.57; C, =Cy;
Rander: Startwerte (t=0):
R%) ) O, {Cl - Cl(O)a
—_ ).
C - 7
_ﬁ.rziﬁziﬁzo’ 2 G
0z oz ¢
Gleichungen: Ausdricke:
- (0)
i ov. (%j =U,,c, +U,,Cc,exp(—iAEt), ¢ =cos(a),
o Ot 7?)’2_' ne ¢t =isin(a),
(kgnstﬁ(c)he El = % klz ,
Diffusion) 9
. oc, - (oc : B, =2k,
i 6—t2+V- (a—zj =U,,c exp(iAEt)+U,cC,;
22 Z
—_— F(Z)
r®-o
(ktinstliche
Diffusion)

FEMI.AB 8-2
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Behandlung der elektrischen Freiheitsgrade

Der Zeitaufwand fiir die Simulation der Emission des Photons, also der elektri-
schen Wirkung, ist schon etwas groBer. Es ist sinnvoll, die Geometrie des Hohl-
raums und die Parameter der elektrischen Potentialgleichung sorgfiltig zu
bestimmen. Die Schwingungsmoglichkeit des elektrischen Potentials sollte
rdaumlich und zeitlich gut zur atomaren Quelle passen und der Hohlraum sollte
auf Resonanz abgestimmt sein. Wir bestimmen also die Gréf3e des Gebietes so,
dass die rdaumlichen Schwingungen von Atom und ¢-Feld gut zusammenpassen.
Und wir bestimmen die Lichtgeschwindigkeit so, dass die Eigenfrequenz des ¢-
Feldes gerade der Energiedifferenz des Atoms, die ja in (8-21) als Frequenz der
Quelle auftritt, ibereinstimmt.

Dazu betrachten wir zunichst die freie elektrische Potentialgleichung. Wir kon-
nen sie analytisch 16sen und die Resonanzbedingung aufstellen:

freie el_ektris_che 62_20_ 2ag=0, X,y €[-R,R]; (8-23)
Potentialgleichung: ot
Losung: @ =cos(Kx)cos(Ky)sin(at) = w=+/2cK;
Resonanzbedingung: = 1(E,-E)= J2cK co E,-E .
T R JaKn
uelle j,

Die halbe Hohlraumlinge R und die Wellenzahl K des Potentials ¢ wihlen wir

SO:

(8-24)

2 6R
Abbildung 8-3 zeigt den rdumlichen Verlauf der analytischen Losung fir ¢ in
einer Richtung und Abbildung 8-4 zeigt eine Auswahl von drei Schwingungs-
moden, die mit FEMILAB berechnet wurden. Die Winkelgeschwindigkeit @ der
rechten Mode stimmt genau mit der Winkelgeschwindigkeit der atomaren Quel-

le Gberein. Diese Mode ist also in Resonanz mit der atomaren Quelle und wird
durch das Atom angeregt werden.
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cos(Kr)

15 R
Abbildung 8-3

Reinplicher Anteil der analytischen 1dsung der elektrischen Potentialgleichung fiir die Parameter von

(8-24). Der U erlauf passt gut 3u den W abrscheinlichkeitsfeldern der atonmaren Wirkung in Abbildung
8-3. Diese sind auf den Bereich r<1 eingeschriinkt.

o=cVA=3.49 ©=cV%=6.98

©=c¥A=12.35
2 2
| el )
£ 0 1 =0 A 0 =0 e
’ ol | e
1 , L, . B 2
-1 0 1 -1 0 1 -1 0 1
Ort x Ort x Ort x
Abbildung 84

Auswabl von Schwingungsmiglichkeiten des eleksrischen Potentials i Hoblrannesonator. Rechts ist ein

Schwingungszustand gezeigt, der in Resonanz; it der atomaren Quelle j, ist. Die Quelle 1wird diesen Zu-
Stand am stéirksten anregen.

Fir die Simulation des Vorganges mit FEMILAB machen wir die Eingaben:

Geblet:Rec[htRchz:]k; Losungsmethode:  zeitabhangig; FEML?I;
X,ye[-R, _

k, =2.405, | Kopplungsvariablen:

Variablen: k; =520, Uy, =27 I Uy,
"~ e =10,
R(Reibung) 1 U12 = 27Tj U1U2¢dr,

uU,= Zzzj u,u,gdr.
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Ausdriicke: r= sqrt(X2 + yz)’

E, = 1k2, u, = a,besselj(0,k,r)(r <1),

E, =1k2, u, = a,besselj (0,k,r)(r <1),
AEZE B (6 U, )+ U, exp i)
K =157/(6R),

2, =UU, +(E, +U,, )u, exp(—iE,t),

2 2 2
Cow = K/ AE?, i =—e(U1)(2+U27(1)2Re(CIC2 exp(—iAE))-

2 ey _
G|€iChUng: ;I-'aat_?+v'( Llcht(ox] _ ] _ R(Relbung)(ﬂ .

_Ciicht¢y ;Ff—tﬂ
T
p=0,
(S}
Rander: P
- = i—(f: 0+7),
o3

Das Ergebnis der Simulation ist in Abbildung 8-5 dargestellt.
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Gebiete Wahrscheinlichkeitsfeld p=u* Wirkungsfeld S zur Zeit 1
4 30
5 uf fr 81(x,t=1‘)=E1
2l o U 20 ¢ 8, (xt=1)=E,
10
00 0.5 1 00 05 1
Radius r Radius r

Abbildung 8-5

Simulation der Enrission eines Photons:

Beim Start (1=0) befindet sich die atomare Wirkung in ibrem angeregten Zustand, die W abrscheinlichkeit
|, | dafiirist 1, die fiir den Grundzustand | ¢, | ist O (links unten).

Dieser Zustand ist labil. Wegen Stirungen bestebt eine kleine W abrscheinlichkeit fiir Abgabe von Energie
an die eleketrischen Freiheitsgrade. Dadnrch wird die W abrscheinluchiedt fiir eine Mischung ans angeregtens
Zustand und Grundzustand wit der Zeit grifser. Die W abrscheintichkeitsquelle beginnt it der Winfkelge-
schwindjgkeeit = AE/ 72 3u oszillieren (linfes oben). Die Mglichkeit fiir die Envission des eleketrischen
Wirkungsquants wiichst (rechts oben).

Nach einer gewissen Zeit (ehwa 7 Zeiteinheiten) hat die atonare Wirkung nait aller W abrscheinlichkedt die

Energie AE abgegeben. Diese ist irgendwo in Erscheinung getreten, eventuell als fast punktfonzige Eryir-
g oder Schwdrnng einer Stelle der Resonatonyand.

Allerdings bestebt anch eine kleine Wabrscheinluchkeit von etwa 0.05 dafiir, dass die atomare W irkung
nach enva 8 Leiteinheiten die Energte selber wieder absorbiert.

Sebr deutlich wird der gesanste W abrscheinlichkeitsablanf an: mittleren Radius der atomaren Wirkung
(rechts unten). Der mittlere Radius des angeregten atomaren W irkungsquantums ist etwa 0.3. Bei einer
W abrscheinlichkeit fiir einen gemischten Zustand oszilliert der mittlere Radius nait der W infkelgeschwindig-

keit = AE/ 7 und nach der Photon-Emsission verbleibt sie im Grundzustand mit <r°>~2.2. Auch
das mebrfache Nachschwingen wird deutlich.

Interpretation
Wir haben hier noch einmal eine sehr gute Moglichkeit, uns mit der Interpreta-
tion von Quantenphinomenen vertraut zu machen und diese zu verinnerlichen.

Die Grundlage fir die Beschreibung des Atoms ist die unscharfe Kontextunab-
hingigkeit einer physikalischen Wirkung. Kontextunabhingig oder objektiv be-
deutet ganz allgemein, dass der Kausalzusammenhang zwischen Ursache und
(Kraft)-Wirkung immer und iiberall derselbe ist, unabhingig von irgendwelchen
Umstinden. Eine bestimmte Ursache hat immer und tberall dieselbe Wirkung.
Wie in Kapitel 2 beschrieben, legt dies die Dynamik des Wirkungsfeldes S fest,
in Form der Hamilton-Jacobi-Gleichung.
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Nun zur Unschirfe. Koordinatensysteme liefern idealisierte Bilder fur die Be-
schreibung raum-zeitlicher Beziige. Sie basieren auf dem idealen Punkt. Dieser
hat keinerlei Ausdehnung oder andere Eigenschaften. Dieser Punkt ist eine ge-
niale Erfindung der antiken Mathematiker, in der von uns erlebten Natur exis-
tiert er nicht. Daher kénnen Ursachen und Wirkungen grundsitzlich nicht
punktgenau festgelegt werden. Die Genauigkeitsgrenze ist das Plancksche Wir-

kungsquantum £, eine der wenigen Naturkonstanten.

Die Ausbreitung von Wirkungen muss also statistisch beschrieben werden. Es
gibt eine Wahrscheinlichkeit fir eine Ursache und mit genau derselben Wahr-
scheinlichkeit tritt irgendeine Wirkung ein. Wie in Kapitel 6 beschrieben, wird
dies durch die Kontinuititsgleichung fiir das Wahrscheinlichkeitsfeld p gewihr-
leistet. Die Dynamik des Wirkungsfeldes § und die des Wahrscheinlichkeitsfel-

des p werden zusammengefasst in der Schrédinger-Gleichung fiir die so ge-
nannte Quantenwellenfunktion y =/ pe®'" .

Die elektromagnetische Wechselwirkung oder, wie in unserer Computersimula-
tion, bestimmte Randbedingungen fiihren zu diskreten Bindungszustinden der
Quantenwellenfunktion  und damit zur Beschreibung atomarer Wirkungs-
quanten.

Die Quelle /, des elektrischen Potentials ist ein statistischer Wirkungsstrom. Sie
besteht nicht aus einer kontinuierlichen Strom- oder Ladungsverteilung, das
sieht nur so aus. Dementsprechend ist auch das von ihr angeregte elektrische
Potential @ statistisch zu interpretieren. ¢ ist zwar kein Wahrscheinlichkeitsfeld,
aber es wirkt als Potential auf andere atomare Strukturen und dndertet deren
Wahrscheinlichkeitsfelder. Das fiihrt dann zu beobachtbaren Phinomenen, etwa
in einem Photopapier, einer Nebelkammer oder einem Photomultiplier.

Die Gleichung fiir das elektrische Potential folgt aus der Kontinuititsgleichung
der Eichfreiheitsgrade des Wirkungsfeldes. Als solches kann es nicht direkt be-
obachtbar sein. Es kann jedoch auf andere Atome wirken, deren Zustand ver-
indern und sich so auflern.

Das elektrische Potential breitet sich formal nach allen Seiten aus, aber es wirkt
statistisch an einer ganz bestimmten Position. Es kann etwa ein Atom im Ge-
hiuse des Resonators anregen und eine chemische Reaktion oder eine Erwir-
mung bewirken. Das geschieht aber nur an einer fast punktférmigen Stelle. Die
Wirkung ist nicht gleichmif3ig auf den gesamten Raum verteilt, etwa der Ampli-
tude des elektrischen Potentials oder ihrem Quadrat entsprechend.

Auch die Energie wird nicht gleichmiBig iiber den Raum verteilt, sondern er-
scheint bei einem einzigen Ereignis vollstindig, also etwa bei der fast punktfor-
migen chemischen Reaktion oder Erwdrmung am Gehiuse. Die gesamte Ener-

giedifferenz AE=E ,-E, zwischen angeregtem Zustand und Grundzustand der
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atomaren Quelle wird dabei auf diesen kleinen Bereich konzentriert. Dieselbe
Energiedifferenz AE bestimmt auch die Winkelfrequenz des elektrischen Poten-

tials, sie schwingt mit w=AE//. Diese Winkelgeschwindigkeit ist fiir die Bre-

chung und Beugung der elektrischen Phinomene relevant.

Insgesamt erscheint so das elektrische Feld quantisiert. Es bewirkt fast punkt-
formige Phinomene mit einer ganz bestimmten Energie, namlich der Energie-
differenz AE der atomaren Quellanregungen. Das erinnert sehr stark an die
Wirkung eines Teilchens, also eines kleinen Materiekiigelchen. Ein solches ist
hier jedoch nirgends vorhanden. Der Begriff Photon steht nicht fiir 'Lichtteil-
chen' sondern fiir "Wirkungsquant des elektromagnetischen Feldes'.






9. Selbstorganisation und
Morphogenese

Formen in der unbelebten und belebten Natur

Wir erleben die Welt in Farben, T6énen, Diften, Beriihrungen, vor allem aber
auch in Formen. Die Form ist in der Regel das erste, was wir an einem Ding
erkennen, und die Form bestimmt ganz wesentlich auch die Bedeutung oder
Funktion des Dings.

Schon in der unbelebten Natur begegnet uns eine unglaubliche Vielzahl von
Formen. Die Erde hat eine fein gestaltete Oberfliche, die Bewegung von Was-
ser in Flussstromungen oder in Meereswogen bringt einen unglaublichen For-
menteichtum hervor und betrachtet man an einem schénen Sommertag die auf-
steigenden Quellwolken, so kann man darin alles Mégliche entdecken, nicht nur
Schifchen.

In der belebten Natur ist der Formenreichtum noch viel ausgeprigter. Die Form
einer Pflanze, eines Tieres oder auch eines Menschen ist ganz eng mit dem We-
sen verkniipft; sie ist meist das erste, das wir an dem Wesen erkennen.

Dabei ist es immer noch eines der groflen Ratsel unserer Zeit, wie Organismen
thre Form hervorbringen. Warum wichst uns an der rechten Hand ein rechter
Daumen und auf der linken Kopfseite ein entsprechendes Ohrlippchen? Wel-
che Krifte formen das Herz mit seinen komplexen mechanischen, chemischen
und elektrischen Eigenschaften.

Erzihlt wird uns bei vielen Gelegenheiten, dass es die Gene seien, die alle In-
formation tber die biologische Morphogenese enthalten und bei Bedarf zur
Verfligung stellen, wie aus einem Computerspeicher. Das ist allerdings mehr ein
Dogma als eine nachgewiesene Tatsache.

Die Tubinger Entwicklungsbiologin Christiane Nisslein-Volhard erhielt 1995
den Medizin-Nobelpreis fir den Nachweis, dass Verinderungen der Gene eine
Verinderung der biologischen Form eines Lebewesens bewirken kénnen, im
speziellen Fall betraf es die Taufliege Drosophila. Niisslein-Volhard hatte ge-
zeigt, dass die Gene etwas mit der biologischen Form zu tun haben. Sie hat je-
doch nicht gezeigt, dass Gene die biologische Form gespeichert haben, etwa als
Bauplan.

Der britische Biochemiker Rupert Sheldrake [SHELS81]..[ SHEL94] stellt dazu
den Vergleich mit einem Fernsehgerit an. Man verindert einen Widerstand in
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dem Gerit und beeinflusst damit das Bild. Ein Fachmann kann so leicht ein
Doppelbild erzeugen. Ganz offensichtlich hat dieser Widerstand etwas mit der
Entstehung des Fernsehbildes zu tun. Er hat jedoch nichts mit dem Bild selbst
zu tun. Die Widerstinde im Fernsehgerit sind keine Bildspeicher. Es ist ganz
klar, dass das Bild eine andere Quelle hat, von der uns ja monatlich auch eine
Rechnung ist Haus flattert.

So haben auch die Gene ganz offensichtlich etwas mit der biologischen Mor-
phogenese zu tun. Niemand sollte allerdings glauben, dass die Formen der be-
lebten Natur in ihnen gespeichert sind.

Die biologische Morphogenese ist ein sehr spannendes und eines der grof3en
ungel6sten Probleme unserer Zeit. Eine kompetente und sachliche Diskussion
gibt es in dem Buch "Thinking in Complexity' von Klaus Mainzer [MAIN94].
Mainzer fihrt neben der genetischen Erbinformation noch die Tendenz zur
Selbstorganisation der Materie zur Erklirung der biologischen Morphogenese
an.

Vielleicht wird Morphogenese jedoch erst ganz verstindlich, wenn wir das
Weltbild der klassischen Physik hinter uns lassen und zu einem Weltbild tber-
gehen, in dem es keine absolute Raumzeit gibt und in dem die atomaren Grund-
lagen der Materie keine Objekte sind, sondern Wirkungsquanten mit kontextab-
hingigem Charakter. Gene enthalten unzihlige Méglichkeiten zu wirken, und
quantenmechanisch konnen sich sehr viele dieser Mdglichkeiten iiberlagern.
Welche der Moglichkeiten sich dann manifestiert, wie also das Gen im Einzelfall
wirkt, hat dann wenig mit Kausalitit zu tun. Vielleicht ist es der Mensch, der
unbewusst durch sein Erkennen der Welt die Formvielfalt der belebten Natur
mitpragt.

Die Selbstorganisation der Materie

Selbstorganisation ist eine ganz selbstverstindliche Eigenschaft nichtlinearer
Systeme. Grob gesagt ist ein nichtlineares System dadurch gekennzeichnet, dass
mehrere Einflisse komplex miteinander verkntpft sind. Wenn sich ein Wasser-
tropfen in einem Bach von einer ruhigen Stelle in die reilende Stromung hinein
bewegt, dann hingt die Anderung seiner Geschwindigkeit davon ab, wie schnell
er sich bewegt und wie sehr sich das Geschwindigkeitsfeld des Baches mit dem
Ort dndert. Zwei Einflisse wirken auf die Geschwindigkeit des Tropfens, und
wenn wir den Bach betrachten, sehen wir, wie dies die unglaublichsten Formen
hervorbringt.

Wie sich ein ganz einfacher Wasserwirbel bilden kann, haben wir im Kapitel
tber Hydrodynamik gesehen. Viele Beispiele fir nichtlineare Systeme sind in
dem Buch 'Chaos, Attraktoren und Fraktale' [BRAU02] vorgestellt.
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In einem linearen System ist alles sehr einfach. Wenn wir doppelt so stark an
einer Feder ziehen, dehnt sich diese doppelt so weit aus. Die Ausdehnung hingt
einfach oder linear mit der Zugkraft zusammen. Solche Systeme bilden selten
komplexe Strukturen.

Interessant ist, dass die Nichtlinearitit der Bewegungsgleichungen kontinuierli-
cher Materie, die wir in den vorausgehenden Kapiteln ja ausfthrlich diskutiert
haben, direkt aus der Objektivitit oder Kontinuitit unserer bewussten Welter-
fahrung folgt. Materie ist ja genau das, was seinen Bewegungszustand nicht ohne
Grund idndert. Dieses Beharrungsvermégen ist Folge der Kontinuitit bezie-
hungsweise der Kontextunabhingigkeit physikalischer Phinomene. Es bedeutet
Impulserhaltung der Materie und fihrt damit auf nichtlineare Bewegungsglei-
chungen.

Es ist die Art unserer bewussten Welterfahrung, die zu materiellen Strukturen
fihrt, und diese enthalten in sich die Tendenz zur Selbstorganisation. Das ist
doch phantastisch! Im ndchsten Abschnitt werden wir das nochmals formal
vertiefen und mit FEMLAB einige Computersimulationen dazu durchfithren.
Wir werden jedoch sehen, wie beschrinkt unsere Méglichkeiten dabei wegen der
komplexen Berechnungen sind. In den Simulationen miissen wir uns auf relativ
einfache Formen beschrinken.

Eine andere Méglichkeit, die formbildenden Krifte der kontinuierlichen Materie
zu entdecken besteht darin, sie direkt in der Natur aufzuspiiren. Die unbelebte
und die belebte Natur ist voll von Formen, die sich unmittelbar auf die Nichtli-
nearitit der Impulserhaltung in kontinuierlichen Medien zurtckfihren lassen.
Theodor Schwenk [SCHW95] zeigt in seinem Buch tber 'Das sensible Chaos'
viele Beispiele solcher Formen in Bildern und Zeichnungen.

Dazu gehoéren Gelindeformationen, Magmaflisse, Wolkenformen, Miander
von flieBendem Wasser, Hoch-Tiefdruck-Gebiete oder Tornados. Das Bild von
Prielen im Wattenmeer ist von Bildern des Systems menschlicher Blutadern
kaum zu unterscheiden. Besonders aufregend sind Aufnahmen vom EinflieBen
triber Flissigkeiten in ein Wasserbecken. Hier zeichnen sich regelrechte Organ-
formen ab, die an Nieren, Herzen oder gar an das Gehirn mit seiner dufleren
Schale und seinen inneren Weichteilen erinnern. Wer einen Gartenteich hat und
im Frithjahr das erste Mal den Wasserzufluss einschaltet, kann selber dariiber
staunen, welche Formen die Trube in das Wasser zeichnet.

Ein sehr interessantes Beispiel ist auch die Form der Qualle. Diese hinterldsst
bei ihrer Fortbewegung einen Wasserwirbel und, wie in Abbildung 6-1 darge-
stellt, entspricht dieser Wirbel so ziemlich exakt ihrer eigenen Form.
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Abbildung 9-1

Die Qualle rechis oben erzengt bei der Fortbesegung ime Wasser die Wirbel linkes unten. Diese entsprechen
iemlich genan ihrer eigenen Form. NMan feann fast sagen, dass die Qualle 'festgewordene Fornd' der von ibr
erzengten Strommngen ist.

Es scheint also, als lieBen sich selbst die Grundformen der belebten Natur mit
der Tendenz zur Selbstorganisation der Materie begriinden. Finfache Strémun-
gen um Hindernisse, wie in Abbildung 9-2, bilden Grenzflichen, Hohlriume
mit Ruhezonen und ganze Kammersysteme. Beim Maikiferherz etwa sind ein-
zelne Herzkammern noch nicht durch Gewebe getrennt, sondern nur durch
Ruhezonen zwischen Blutwirbeln. Bei hoheren Lebewesen bilden sich in diesen
Ruhezonen Gewebe, wodurch die Herzen Kammern ausbilden und wesentlich
effizienter funktionieren.

Abbildung 9-2
Hoblrannibildung und Grenzjfléchen der Strommng hinter einens umstrinten Hinderniss.

Komplexe Systeme wie ganze Organismen bedurfen natirlich weitaus mehr
strukturbildender Mechanismen, als sie die Hydrodynamik bieten kann. Ganz
selbstverstindlich wird dabei die genetische Information unverzichtbar. Es gibt
mathematische Modelle, die solche Information grob einbeziechen und damit
sehr einfache Strukturen wie die Form des Stllwasserpolyps Hydra, die der
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Sonnenblume oder die unterschiedlichsten Tierfellzeichnungen erkliren

[BRAUO2].

Die Tendenz zur Formbildung in der Hydrodynamik

Die Nichtlinearitit der Bewegungsgleichungen kontinuierlicher Materie, etwa die
von Flissigkeiten in der Hydrodynamik, folgt aus der Kontextunabhingigkeit
physikalischer Wirkungen. Damit Wirkungen fiir uns erkennbar sind, missen sie
immer wieder und tberall gleich sein. Die Energiefunktion E, die wir ja voraus-
gehend als logische Folge dieser Kontextunabhingigkeit abgeleitet haben, darf
daher nicht vom speziellen Ort abhingen. Dies ist ein Weg, die Erhaltung des
Impulses zu begrinden:

E(%+4)~E(¥), 1)

—_—
Energiefunktion

E(x+d)=E(X)+VE-a+0(a’), va = 0-vE=5p (=F).

Taylor-Entwicklung

Der Impuls dndert sich also nicht, solange keine Krifte auf die Materie einwir-
ken. In kontinuierlicher Materie ist dieser Ausdruck nun nichtlinear:

%ﬁ(i(t),t)=§ ﬁ(X(t),t)Jr%(j(i)v p(X(t).t), also (9-2)
d =V

dt ot ‘e
linearitat
Mathematisch gesehen ist es die Kettenregel beim Ableiten nach der Zeit, die zu
einer doppelten Abhingigkeit der Beschleunigung von der Geschwindigkeit
fihrt. Physikalisch hidngt die Geschwindigkeitsinderung zum Beispiel eines
Wassertropfens eben davon ab, wie schnell der Tropfen sich bewegt und wie
stark sich das Geschwindigkeitsfeld mit dem Ort dndert.

Dieser nichtlineare Term in (9-2) ist einer der Hauptschlissel zum Verstindnis
der Formenwelt. Weiterhin ist er auch dafur verantwortlich, dass jede Wetter-
vorhersage selbst kurzfristig unzuverldssig ist und wir nie wissen, ob wir unseren
Regenschirm nun brauchen oder nicht.

Durch Reibungs- und Druckkrifte wird (9-2) zur Navier-Stokes-Gleichung, also
zur Grundgleichung der Hydrodynamik. Wir haben sie im Kapitel iiber Hydro-
dynamik aus der klassischen oder scharfen Kontinuitit des Wirkungsfeldes her-
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geleitet. Nun wollen wir diese Gleichung anwenden, um uns die der Materie

innewohnenden formbildenden Krafte vertraut zu machen.

Stromungen um ein Hindernis

Diese Simulation entspricht ganz der einer Flugzeugtragfliche im Kapitel tiber
Hydrodynamik. In diesem Kapitel hier interessieren wir uns jedoch mehr fiir
den Stromungsverlauf nach dem Hindernis und nicht so sehr fir die Krifte auf

das Hindernis:

Gebiet: | Variablen:
R-ECht-eCk -M'tthrk?iizoz’ 2 eta=10",
Ecken: (00} (22041) MIERIEO2D 1 1v0=0.3 .. L5;

Gleichungen:
aVX
—eta
N, = ox oP ( ov, avx)
1 +V. =———| Vv, +V, ,
RE) ot _eta % OX OX oy
oy F
[ —
[‘(X)
etaavy
1214V = | v =Ly, L |,
S e
ay F(V)
| —
r(‘/)
- (v,
0 +V-[ ]: 0
- Vv “
2P y ()
B

FEMI.AB 9-1
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Rander:
Zufluss:
v, =V, (1- yz) =0,
%,—J
R(x)
. oV
T = =
g OX
=0 +n";
oW
f =0
R(‘/)
ov
AT = ¥
g OX
-0 _|_77(|-a9)
GTY)
0 =0,
R(P)
-N F(P) — aVX
OX
[}
G(P}

Wande und Hindernis:

v, =0,
-
R(X)
A ov
-n I"(X) = X
7 on
Lag).
=0 +pH):
G(x)
Y =0
RV
ov
ATV =y
7 on
-0 +77(|—ag);
o0
0 =0,
R(P)
-ﬁ-F(P) _ v,
on
[oe]
G(P)

Abfluss:
0 =0,
[
R(X)
_ﬁ,l—*(x): v,
OX
[
G(x)
0 =0,
[oue]
R(Y)
ov
_n F(y) :77 y
X
[
g
P =0,
[
R(P)
AT = v,
OX
=0+
[
G(p)
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Die FEMLAB-Simulationen zeigen, wie die Strémung nach dem Hindernis von
der Geschwindigkeit des Strémungsfeldes abhingt. In Abbildung 9-3 schmiegt
sich bei einem sehr schwachen Geschwindigkeitsfeld das Stréomungsfeld sehr
eng an das Hindernis an. Bei stirkerem Feld bildet sich eine Ruhezone aus und
bei starkem Feld bilden sich Wirbel oder Kammern. Es gibt klare Grenzlinien
zwischen den Stromungsbereichen.
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3 sign(v )*v vergréfert & Stromlinien 3
Geschwindigkeit sign(v )*v x 10 X x 10
15 0.24 = W15
202 T oo & =
o O 5 018 = 5
o o5 1 15 2 WMo o016 ——8 N
0.2 03 04 05
04 024 .
204 022
0 02 02 02 — :
a 0 0.18 :
0 05 1 1.5 2 0 0.16
0. i
_— 2 024 =
204 1 0.22 =
002 0.2 _
@ 0 0 0.18 : =
0 05 1 1.5 2 0.16 {_feslaatalt S - ;
Lange x 02 03 04 05

- Lange x
Abbildung 9-3

Hoblrannbildung und Grenzfléichen hinter umstrimten Hindernissen. Gezeigt ist das Gesclwindigleits-
Jeld. In den rechten Darstellungen ist der Bereich nach denz Hindernis vergrijfiert und es sind (weise) Strom-
linien eingezeichnet. W assertripfohen fliefsen entlang dieser Linien und der Linienabstand ist nmgekehrt
proportional zu threr Geschwindigkert.

Bei einem sebr sohwachen Geschwindigkeitsfeld oben scbmiegt sich die Strimmng sebr eng an das Hindernis
an. Bei stirkeren Feld in der Mitte bildet sich eine Rubezone aus und bei starkens Feld unten bilden sich
Wirbel. Es gibt klare Grenzlinien ovischen den Strommngsbereichen.

Eine zeitabhingige Losung von (FEMLAB 8-1) zeigt die Karmansche Wirbel-
strale. Diese Simulation ist allerdings nicht ganz einfach, die Parameter miissen
sehr sorgfiltig gewihlt werden und der Rechenaufwand ist etwas grofer als

sonst. Wer sie nachvollziehen mochte, sollte weitere Informationen Uber den '
Flow past a cylinder ' aus der FEMLLAB Model-library hinzuziehen.
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Abbildung 94

RKarmansche WirbelstrafSe nach einem Hindernis. In der Zeitfolge von oben nach nnten ist unter anderens

sehr schon gu seben, wie sich iiber denz Hindernis ein Wirbel ablost und wie sich gleichzeitig unter den
Hindernis ein neuer Wirbel bildet.

|

Einfluss triiber Fliissigkeiten in ein Wasserbecken

Theodor Schwenk [SCHW95] zeigt in seinem Buch tber 'Das sensible Chaos'
fast unglaubliche Bilder vom Einfluss triber Flissigkeiten in ein Wasserbecken.
Es ist recht schwierig, diese komplexen Formen in Computersimulationen
nachzuvollziehen. FEin Problem dabei ist, dass die Ausdehnung des berechenba-
ren Gebietes durch die Rechenkapazitit doch sehr beschrinkt ist und dass die
Erhaltung der Flissigkeitsmenge zusammen mit den Randbedingungen die Lo-
sungen sehr dominieren.

Es hilft, wenn man lokale Schwankungen der Wasserstandshohe erlaubt. Da-
durch kann sich Flissigkeit lokal ansammeln und sich zeitverzogert verteilen.
Das Stromungsbild kann so wesentlich komplexer werden als in einem vollstin-
dig abgeschlossenen Gebiet.

Im Prinzip wird so die Simulation dreidimensional: zu Linge und Breite einer
Rohre kommt noch die Hohe hinzu. Um den Rechenaufwand trotzdem auf
ertragliche Mal3e zu beschrinken, gibt es eine sehr elegante Niherung, die Saint-
Venants Flachwassergleichungen [PIRO89] [BENESO]. Sie ist auch im FEM-
LAB Handbuch bei den 'Fluid dynamic models' beschrieben.

In dieser Niherung wird die vertikale Stromungsbewegung », vernachlissigt und
die vertikale Koordinate g anstelle von #, als dynamisches Feld 3 (x,5,2) der Was-
serstandshéhe behandelt. Die horizontalen Geschwindigkeiten #, und », werden
tber die Wasserstandshohe  gemittelt:
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Mittelung: 2")(x,y.t) (9-3)
v (x,y,2,t)dz’
0
=" (% y,t) G (xyt), ie{xy};
%/_/
gemittelte
Geschwindigkeiten
Druck: p=gz");
nichtlineare Terme: 2" o)
'[ Vvidz =V, J' vidz =200,
0 0

Die Dynamik der Wasserstandshéhe 3" ergibt sich aus der Kontinuitit der
Flussigkeitsmenge. Insgesamt darf sich die Menge an Flissigkeit nicht dndern.
Flief3t in einen Bereich dxdy eine bestimmte Flissigkeitsmenge [ ein, so muss

sich der Wasserspiegel entsprechend heben. Dies ist anschaulich in Abbildung
9-5 dargestellt.

Héhenanderung:

AVolumen/At = VZAX = E‘Z(W)/ETAX

Zufluss:

AVolumen/At = VX'Z(W)

also: E'Z(W)/Et=vx-z(w)ux
Abbildung 9-5

Die Dynamik. der W asserstandshilhe 3" ergibt sich ans der Exrhaltung der W assermenge: Die Menge an
fliefSenderns W asser wird durch die Anderung des W asserstandes ansgeglihen.

In (9-4) ist die Dynamik des Wasserstandes "/ formal abgeleitet:
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~ 94
0= N :IV-VdV:j ivx+ivy dzdxdy+_[ivzdzdxdy; 7
ot ox oy oz
it (5,04 2 (g ) o)
° ) B
Wy~ - (T (x vyt
vdxdy : oz +V-(\72(W)):O, V= NX( y )
ot v, (%, y.t)

Dynamik des Wasserstandes

Fir eine elegante Mittelung der Navier-Stokes-Gleichung formen wir den nicht-
linearen Term der Impulserhaltung mit Hilfe der Kontinuititsgleichung um:

Umformung: Vo(W,)=V-W,+V-9v, (9-3)

=0
Navier-Stokes-Gleichung: %vi = -V (W, )+nAy, —ai p+gd,.

Die Mittelung der Bewegungleichungen fithrt dann auf ein zweidimensionales
Problem:

Mittelung: (9-6)
W)

jdz—v jdz[— (W) +77Av—ailp] ic{xyl,

W)

J' dzvV-v =0;
0

%
Gemittelte Navier-Stokes-Gleichungen
(Saint-Venants Flachwassergleichungen):

W \(,W)g
i):_ﬁ. (Zinz()vS)zWV) +77A( 7W )I _

<z
N —
N/—\

=

«©
N/—\

=

%(Z(W)V

ﬁz(w) +V(Z(W)\7) =0.
ot

Fir die FEMLAB-Computersimulation vom Einfluss einer triben Flissigkeit in
ein Wasserbecken kénnen wir folgende Eingaben machen:
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- zu=1zv=0, Variablen:
Initiierung: 5
z =120, eta=10", gz =10,
z0=1, Z_source =1,
B=.2, dB =.005;
Gebiet: Réander
Zufluss: | Wénde:
Rechteck - Rechteck
— == — 0=0, Zu = zv =0,
Ecken (-1,-1);(1,1) Ecken (-1,-B-dB);(0,B+dB) = r:(:) ’:(;)
+ Rechteck ; ..=0; _ . (Lag) .
Ecken (71,*8);(0,3) Hl:l g 1_(:;u;-,:zv) - 77 " G(gzv) ,
0 =0,
[}
R(Z)
.= 0,
- o
1—(2) G(Z)
weak =z _test-z_source.
FEMI.AB 9-2
Gleichung: FEMI.AB
9-3
a(z(vv)gx) (z(W)VX)(z(W)VX)/z—eta(z(‘“’)vX
ST Y (g \ (g W\ =—gz"z\",
a (z vx)(z vy)/z—eta(z v), —
)
- W)y W)y W) W)g
5(Z(W)Vy) o (z vx)(z vy)/z —eta(z vy)X G2
+V. =—Qz7""'Z ,
an ot (z(W)Vy)(z(W)Vy)/z(W) —eta(z("v)vy)y ﬁf%
r(Y)
W)y
(W) FARA
}az +V- ( ) =0.
a?) ot (Z(W)Vy) F@
%f_/

Die Simulation in Abbildung 9-6 fihrt zu einem Stromungsverlauf, der den
Verhiltnissen bei der Qualle in Abbildung 6-1 genau entspricht.
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Abbildung 96

Robrstrommng in ein W asserbecken mit dynamischer W asserstandshibe. Es bildet sich ein Strinmungsmms-

ter aus, das die Form einer Qualle sebr gut wiedergibt. Gezeigt ist ein Ausschnitt des Geschwindigkeitsfeldes
v 2 verschiedenen Zeiten T.

Geschwindigkeitsfeld v

Abbildung 9-7

Vollstéindige Darstellung des Gebietes mait dem Geschwindigkeitsfeld von Abbildung 9-6 zur Zeit
T=1.20.

Diese Simulationen bieten Ansitze fiir ein Verstindnis der Selbstorganisation
von Materien und deren Zusammenhang mit den vielfiltigen Formen, denen
wir in der unbelebten und belebten Natur begegnen. Es ist interessant zu schen,
wie komplex diese Problematik ist und wie bescheiden alle Simulationen in die-
ser Richtung sind. Wir brauchen Phantasie um uns vorzustellen, dass diese Ten-
denz zur Selbstorganisation in einem grofB3eren Stiel, der leider tber unsere nu-
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merischen Mdéglichkeiten hinausgeht, wirklich die Formen unserer Welt wesent-
lich mitbestimmen.

Dass es andere Einflisse auf die Formentwicklung geben muss, ist klar. Als Ab-
schluss sollen nun die uns bekannten Einfliisse zu einer ganzheitlichen Erkla-
rung der natirlichen Formen und Gestalten verbunden werden.

Versuch einer umfassenden Erklirung der Form- und Gestaltbil-
dung in der Natur

Der Mensch erkennt sich und die Welt. Dabei entwickelt er Ordnungsstruktu-
ren, die ein Bewusstsein tber die Welt ermdglichen. Raumliche Beziige sind die
Grundlage dieser Ordnungsstrukturen. In dem bewussten Bild der Welt er-
scheint alles Erkannte neben- hinter- tber- oder nacheinander. C.G. Jung be-
zeichnete solche Ordnungsstrukturen als Archetypen. Sie ordnen die Inhalte der
'Einen Welt' (Unus mundus), in der alles mit allem untrennbar verwoben ist, so
an, dass Einzelheiten bewusstseinsfahig werden.

Die Ordnungsstrukturen beruhen auf Gedichtnis, und Gedichtnis beruht auf
Beharrungsvermégen oder Trigheit. Tragheit ist gleichbedeutend mit Materie.
Also sind Gedichtnis und Ordnungsstrukturen gleichbedeutend mit triger Ma-
terie: Gedichtnis ist Materie und Materie ist Gedéchtnis.

Die Dynamik kontinuierlicher Materie, wie Wasser, Gas oder elastische Korper
ist nichtlinear: ein Tropfen Wasser bewegt sich in einem Geschwindigkeitsfeld.
Er kommt an eine Position, wo das Feld einen anderen Geschwindigkeitswert
hat. Er dndert also seine Geschwindigkeit. Wie schnell das geschieht, hingt
nochmals von der Geschwindigkeit des Wassertropfens ab, mit der er sich an
die andere Position bewegt.

Daher hingt die Anderung der Geschwindigkeit des Wassertropfens davon ab,
wie schnell er ist und wie stark sich das Geschwindigkeitsfeld mit dem Ozt dn-
dert. Diese doppelte Abhingigkeit von der Geschwindigkeit ist die Nichtlineari-
tit, die der Dynamik aller kontinuierlichen Materie eingeprigt ist. Sie ist eine
Konsequenz der Gleichférmigkeit oder Kontextunabhingigkeit raumzeitlicher
Bezuge.

Wegen dieser Nichtlinearitit hat die Materie von sich aus die Tendenz zur
Selbstorganisation und zur Strukturbildung. Viele Beispiel sind in Schwenk: 'Das
sensible Chaos' [SCHW95] vorgestellt. Ein Musterbeispiel ist die Qualle. Thre
Form entspricht dem Wasserwirbel, den sie bei der Fortbewegung erzeugt. Und
dieser Wasserwirbel ist eine reine Konsequenz der Nichtlinearitit kontinuierli-
cher Materie.

Nun kommt noch die Unschirfe aller raumzeitlichen Beziige hinzu. Auf sie
wurde bereits von Zenon von Elea und von Aristoteles vor tber 2000 Jahren
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hingewiesen. Jos Verhulst [VERH94| schilder dies in seinem 'Der Glanz von
Kopenhagen": Zenon versuchte mit seiner populiren Geschichte von Achilles
und dessen Wettlauf mit der Schildkréte und mit seinem in Raum und Zeit ein-
gefrorenen Pfeil schon damals, seine Mitmenschen von der Fragwiirdigkeit un-
serer objektiven Vorstellungen tiber Raum und Zeit zu tiiberzeugen.

In dieser Unschirfe entwickeln sich materielle Formen als Moglichkeiten. Es
gibt nicht nur eine zeitliche Entwicklung, sondern es tberlagern sich viele, so
wie sich beim quantenmechanischen Doppelspaltexperiment oder im Quante-
ninterferometer mehrere Wirkungsmoglichkeiten tiberlagern und sogar mitein-
ander interferieren. Wegen der Nichtlinearitit der Dynamik, die der Entwick-
lung zugrunde liegt, konnen sich die einzelnen Méglichkeiten sehr unterschied-
lich entwickeln.

Im Bewusstsein manifestiert sich immer nur eine dieser Moglichkeiten. In sehr
feinen physikalischen Experimenten kann dies als Quantensprung beobachtet
werden. Welche sich warum manifestiert, kann wissenschaftlich nicht untersucht
werden. Der Tiefenpsychologe C.G. Jung und der Physik-Nobelpreistriger
Wolfgang Pauli sahen darin jedoch den Weg, auf dem Sinn in die Welt unseres
Bewusstseins kommt: Der Mensch mit seinen unbewussten Gedichtnisinhalten
erkennt genau eine der vielen Moglichkeiten, vielleicht eine der sinnvollsten.
Durch das Erkennen wird diese real, sie manifestiert sich.

Gleichzeitig wird diese Manifestation einer materiellen Erscheinungsform in das
kollektive Gedachtnis der Menschheit aufgenommen. Sie wird so Grundlage fir
das Erkennen von komplexeren Formen und Gestalten der Materie.

Dieser selbstbeziigliche Prozess der Morphogenese erscheint sehr natiirlich. Er
bedarf keiner neuen Zutaten wie morphogenetischer Felder oder dhnlichem. Er
beruht allein auf den Moglichkeiten des kollektiv Unbewussten und auf der Fa-
higkeit des Menschen, sinnvolles zu erkennen und damit zu manifestieren.
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Formen und Gestalten

Erkennen —
Manifestation einer Mdglichkeit
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Unus mundus
Abbildung 9-8
Die Welt, die wir in unserenz Bewusstsein in tbren Formen, Farben, Gerdichen, Klangen oder Gefiiblen

erleben, entwickelt sich aus einer ganzheitlichen W elt beraus, die wir bewusst nicht fassen kinnen. Sie hat
viele Nansen, etwa Unus nundus (C.G.Jung), Implizite Ordnung (D.Bobm), Paradies oder Nirwana.

Auf der Grundlage von Materie, Gedéichtnis und ranm-zeitlichen Beziigen entwickeln sich Ordnungs-
struktnren, die ein bewusstes Welterleben ermioglichen.

Die Nichtlinearitit der Materie macht Zeitliche Entwicklungen hochsensibel abbingig von Rleinsten Kler-
nigkeiten. Die Unschéirfe der materiellen W irkaungen erlaubt eine Uberlagernngen dieser nnterscbiedlichsten
Mogluchkeiten.

Die Manfestation der erlebten Welt basiert auf einer einzigen dieser Maglichkeiten. Wie es 2u dieser Aus-
wabl konmt, entieht sich der naturwissenschaftlichen Erforschung,

Vielleicht st es der menschliche Geist, der unbewusst in den Maglichkeiten sinnvolles erkennt nnd so kreativ
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auf die Entwicklung der materiellen W elt Einfluss ninmnt.

Das durch das Erkennen Manifestierte wird zum Erkannten und zum Bestandteil des kolletiven
maenschlichen Wissens. Es wird Grundlage fiir die Manifestation noch kongplexcerer Formen und Gestalten

in der Natur.






10. Anhang:
Die Methode der
Finiten Elemente

Die Computersoftware FEMLAB zur Losung partieller Differentialgleichungen
ist sehr ausgefeilt und komfortabel. Mit wenigen Mausklicks und Tastatureinga-
ben lassen sich auch komplexe Probleme definieren und 16sen.

Trotz allem erweist es sich immer wieder als notwendige Voraussetzung fiir das
Gelingen der Computersimulationen, dass man sich im Klaren ist iber das zu
l6sende Problem und auch dartber, wie die Lésung durchgefithrt wird.

Dabher sollen in diesem Anhang die mathematischen Grundlagen der Methode
der Finiten Elemente beschrieben werden. Wenn man sich auf ein sehr einfa-
ches Problem und auf sehr einfache Basisfunktionen beschrinkt, kénnen sogar
alle Matrixelemente analytisch berechnet und mit Standartroutinen einer beliebi-
gen Computersprache gelost werden. Wir konnen so der Frage nachgehen, ob
man aus dem Klangspektrum einer Trommel auf ihre Form schliefen kann.

Motivation der Finiten Elemente Methode

Physikalische Theorien fithren in aller Regel zu Feldgleichungen in Form partiel-
ler Differential-Gleichungen. Einige fundamentale Beispiele sind:

Klassische Mechanik: Wellengleichung
Hamilton-Jakobi-Gleichung
Euler-Gleichung der Strukturmechanik
Navier-Stokes-Gleichung der Hydrodynamik

Quantenmechanik: Schrodinger-Gleichung
Klein-Gordon-Gleichung
Dirac-Gleichung

Elektrodynamik: Maxwell-Gleichungen
Potentialgleichungen
Thermodynamik: Liouville-Gleichung

Bolzmann-Gleichung
Focker-Planck-Gleichung

143
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Nur in wenigen Spezial- oder Naherungsfillen kénnen diese Gleichungen analy-
tisch gelost werden.

Bei numerischen Loésungsansitzen ist man mit dem Problem konfrontiert, par-
tielle Ableitungen der Felder bestimmen zu mussen, obwohl diese noch gar
nicht bekannt sind. Das ist zu schaffen, indem man die Felder nach Basisfunkti-
onen entwickelt. Ein Beispiel:

'//(X1 Y)ZA i C, Sin(mﬂ'X)Sin(nﬂ'y) (10-1)

m,n=1

=p(x,y)
- i —(m*+n?)c, sin(mx)sin(ny).
m,n=1

Damit sind die partiellen Ableitungen behandelt und man kommt insgesamt zu
gekoppelten gewohnlichen Differentialgleichungen fiir die Entwicklungskoeftfi-

zienten c.

Eine weitere Moglichkeit zur Behandlung partieller Differentialgleichungen be-
steht in der Bildung Finiter Differenzen, etwa

_ w(x+hy)+y(x=hy)+y(x,y+h)+y(x,y—h)-4y(x,y)
h2
+O(h2), oder in 6konomischer Schreibweise

Ay (X,Y)

Vi T Wini Wi T Vi ~ Wi N

= o(h?).

Al//ij =

(10-2)

Auch so kommt man zu gekoppelten, gewohnlichen Differentialgleichungen fur
die Feldfreiheitsgrade ;.

Beide Verfahren sind hervorragend geeignet fir Probleme mit einfachen Geo-
metrien und einfachen Randbedingungen. Sind diese kompliziert, wichst der
analytische und programmtechnische Aufwand schnell an und diese Losungs-
methoden werden unzweckmafig.

Dann eignet sich die Methode der Finiten Elemente. Mit Hilfe so genannter
Testfunktionen schreibt man die partiellen Differentialgleichungen um in Integ-
ralgleichungen und berechnet die Integrale niherungsweise auf vielen kleinen
Teilgebieten. Insgesamt kommt man zu einem algebraischen Gleichungssystem
fir die diskreten Feldfreiheitsgrade.

Einige wichtige Vorteile des Verfahrens der Finiten Elemente sind:
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e Die Geometrie des Integrationsgebietes ist so gut wie frei wihlbar.

e Die Geometrie kann veridndert werden, ohne dass andere Teile des
Formalismus beriihrt werden.

e Dirichletsche und von Neumannsche Randbedingungen kénnen kom-
biniert und leicht auch auf ktummen Rindern in Kombination formu-
liert werden.

e Particlle Ableitungen der Felder kénnen in vielen wichtigen Fillen
durch partielle Integration auf Testfunktionen umgeschrieben und so
analytisch ausgefiihrt werden.

Im Ubrigen gibt es viele Methoden der Finiten Elemente und viel verschiedene
Formulierungen. Wir werden uns im Folgenden auf eine spezielle Form be-
schrinken, die auch in modernen, kommerziellen Computerprogrammen wie
FEMLAB verwendet wird.

Formulierung partieller Differentialgleichungen mit
Finiten Elementen

Allgemeine Form einer partiellen Differential-Gleichung

Wir betrachten zunichst eine einfache, partielle Differentialgleichung. Die Ver-
allgemeinerung auf gekoppelte Gleichungen ist ohne weiteres maglich. Die
Form der Gleichung ist generalisiert und alle oben in der Motivation aufgefiihr-
ten physikalischen Beispiele kénnen in diese Form gebracht werden.

Wir bezeichnen das Feld mit # und das Integrationsgebiet mit G. Dann kann die
generalisierte partielle Differentialgleichung und ihre Randbedingungen in fol-
gender Form angegeben werden:

0,D+V-I'=F inQ  (Inhom. Kontinuitats-Gl.);
0=R auf aQ  (Dirichlet Randbed.);
A r=G+(6,R) u auf aQ  (von Neumann Randbed.).
e ——
Einheitsvektor Lagrange-
senkrecht auf 6Q Miltiplikator

(10-3)

Die Funktionen D,/,F,R und G sind allgemeine Funktionen und hingen even-
tuell auch linear oder nichtlinear vom Feld # ab. Sie konnen in folgender Weise
interpretiert werden:
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Erhaltener Strom ( 1 0_4)
'=cvu+ au -y, F=f - au ,
—— . & [ .
Diffusion ~ Konvektion Quelle Quelle Absorption
D=d u, G=9g - qu
Masse R;r’;d— F;a—

Quelle  Absorption

Dirichletsche Randbedingungen kénnen unter anderem sein:

R=0: keine Dircheltsche Bedingung; (10-5)
R=u: u=0 aufoG;
R=f-u: u=f aufoG.

Dirichletsche Randbedingungen beeinflussen immer auch den erhaltenen Strom
I auf dem Rand &G. Ist zum Beispiel die Geschwindigkeit einer Flissigkeit am
Rand »=0, also R=r=0, dann wirkt vom Rand eine Kraft auf die Flissig-
keit F = 40 R = 1, welche die Druck- und Reibungskrifte gerade kompensiert.

Die Stirke der Kraft bzw. des Lagrange-Parameters ¢ muss so bestimmt wer-
den, dass sich das Kriftegleichgewicht bei der richtigen Geschwindigkeit =0
einstellt.

In (10-3) sehen wir den entsprechenden Term in der von Neumannschen Rand-
bedingung. Die Dirichletsche Randbedingung R wird nach dem Feld # abgeleitet
und mit einem Lagrange-Mulitplikator u so verstirkt, dass beide Randbedingun-
gen kompatibel sind. Wie dieser Multiplikator ¢ berechnet wird, sehen wir spi-
ter.

Integrale Form

Um zu Finiten Elementen zu kommen, wird die partielle Differentialgleichung
in eine integrale Form gebracht. Dies geschieht mit Hilfe von TestfunktionenV.
An diese Testfunktionen werden von vornherein keine speziellen Bedingungen
gestellt, sie sollten lediglich stetig und differenzierbar sein. Aus dem weiteren
Verlauf der Betrachtungen ergibt sich dann eine ganz natiirliche Wahl dieser
Funktionen.

Die Integrale Form der partiellen Differentialgleichung ist
[v(6,D+V T)dA=[vFdA (10-6)
Q Q

Da diese Gleichung fiir jede beliebige Testfunktion gelten soll, ist sie dquivalent
zur urspringlichen Gleichung:
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[v(3,D+V-T-F)dA=0 wv = §D+V-T-F=0. (10-7)
Q
In der integralen Form (10-6) kénnen nun noch die von Neumannschen Rand-
bedingungen verwertet werden. Dazu wird die Stromdivergenz partiell integriert:
[vw-TdA=[VT-fAdA-[(Vv)-TdA = [v [ ds—[(Vv)-TdA  (70-8)
- ——
Q Q Q Q

Gauss 50 =
—~(G+ud,R)

Insgesamt liegt die Gleichung mit ihren Randbedingungen dann vor als

Ozj(—vatD+(Vv)-F+vF)dA+J'v(G+ﬂauR)dS, vV (10-9)
Q a0
0=R auf oQ.

Alle Randbedingungen sind beriicksichtigt und die Ableitung des erhaltenen
Stromes wurde auf die Testfunktion tibertragen. Dies erweist sich oft als enor-
mer numetischer Vorteil.

Netz (mesh)

Um endlich zu Finiten Elementen zu kommen, wird das Integrationsgebiet G
partitioniert:

N(Elememe) . ) ) (Etements) (7 0—70)
G= |J 6", 6"nG"=0 vixjeN"
i1
Ein typisches Beispiel fir ein Finites Element in 2 Dimensionen ist
G" als konvexe Hiille von {Yl(i), Xy, Xéi)}, (10-17)

xeGY: x=x+s(x) -x")+t(x -},
{s,it}e[0,1], s+t<l.

Das gesamte Integrationsgebiet G wird in IN Dreiecke zetlegt, wie es auch in
Abbildung 10-1 Mitte angedeutet ist.
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DGL auf G Partitionierung

Basisfunktionen ¢ auf G

(0G)

e

u(oG)
Abbildung 10-1

Schematische Darstellung des 1 orgebens vonr Umischreiben der partiellen Diferentialgleichung in eine
Integralgleichung anf dem Gebiet G (Links), der Partitioniernng des Gebiets G (Mitte) und der Entwick-
lung des Felds n nach diskreten Freibeitsgrade U (Rechts):

Finite Elemente

Der kontinuierliche Raum ist eine geniale Erfindung der griechischen Philoso-
phen fiir mathematische Beweise und analytische Berechnungen. Ein solcher
Raum existiert nirgends in der Natur und er eignet sich auch nicht fir numeri-
sche Berechnungen. Wir gehen daher tiber zu diskreten Freiheitsgraden (DOF,
'degrees of freedom").

Mit Bezug auf (10-11) wihlen wir
fiir jedes Gebiet G die Freiheitsgrade (DOF) U" = u(jﬁi)),k e{1,2,3}.
(10-12)

Ferner wihlen wir

fir jedes Gebiet G die Basisfunktionen (10-13)
(50 -2

¢£i)()zl(i))=0 fir | = k;

o

¢, (X)=0 sonst.

Oft nimmt man einfache Polynome als Basisfunktionen, zum Beispiel lineare:

und {@ii) (X) stetig differenzierbar vx e G,
¢ (x
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i i i 10-14
A b)) (001

X
o (%) =alcr by ) = (AY) y |, mit A0 =2l B0
1 agl) bgl) Cgi)

Um die drei Parameter a,4,¢c festzulegen, gentigen dann genau die Funktionswer-
te jeder Funktion an den Ecken des jeweiligen Dreiecks. In zwei Dimensionen
geht das so:

(10-15)

A Y K ) (1o
(%) =0, [l B0 | 30 |0 1o
al i ) 1 001

A(') Ex(')

Mit (10-13) ist ein besonders eleganter Zusammenhang zwischen dem Feld #
und den Freiheitsgraden U gegeben:

u(x)=> Ul () VxeG. (10-16)

Diese Entwicklung muss im nidchsten Schritt in die Integralgleichung (10-9)
eingebracht werden.

Diskretisierung der Integralgleichung

Als Testfunktionen » verwenden wir der Einfachheit halber die Basisfunktionen
(/)Igi) nach (10-13). Diese und die Entwicklung (10-16) sind nun in die Integral-

gleichung (10-9) einzusetzen. Dies ist etwas untbersichtlich und wird spiter fir
ein spezielles Problem, die Trommel, explizit durchgefthrt. Strukturell ergib sich
folgendes:
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Mit U=(uf o0l
0= '[(—vdatu +(Vv)-T+VvF)dA+ '[ V(G + ud,R)ds
folgen aus ? aQ Wy = (D(i)
=gq,’,
0=R auf 0Q,
d(Ut)oU=LC(U.r)-N(Ut) A
mass residual constraint ;Igrﬁl_eir;ge(rs]._u.)
dle G|eIChungen matrix ﬁvectir matrix
0=M (U ,t).
%f__/
constraint
residual
(10-17)
wegen —A-T'=G+ ud,R (10-18)

ist dabei die ‘constraint matrix’ N =-0,M.

Die Integration tber den Rand &G des Integrationsgebietes wird als Riemann-
Summe ausgefiihrt, so dass sich der Vektor A aus Produkten der Lagrange-
Multiplikatoren g und der Linge der Linienelemente zusammensetzt:

AS) _ 'En)

)-('éi) _ )*(I(i)‘ v)*(éi), )-('I(i) c oG. (10-19)

Berechnung stationirer Losungen, Eigenvektoren und Zeitent-
wicklungen

Lineare oder linearisierte stationare Probleme:

Ohne Beschrinkung der Allgemeinheit setzen wir unsere Betrachtungen nun fir
lineare Probleme fort. Nichtlineare Differentialgleichungen kénnen linearisiert
und mit Methoden wie dem Newton-Verfahren iterativ behandelt werden.

Durch Linearisierung erhalten wir aus (10-17) das (stationdre) Gleichungssys-
tem:
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K(UO)(U—UO)+N(UO)T\:E(UO), (10-20)
stiffness M

matrix

mitK =—¢,L (Jacobl -Matrix von L)
N (U, )(U -U,) =M (U,),

und mitV =U -U,:
K NY)(V) (L
N 0)\A) (M)

Wir erkennen ein lineares Gleichungssystem, das nun mit Standardmethoden
(Standardprogrammen) gelost werden kann. Sehr uninteressant sind die Lagran-
ge-Mulitplikatoren  bzw. A, die vor Losen des Systems mit Standardmethoden
eliminiert werden.

Eigenwertprobleme

Im Zusammenhang mit partiellen Differentialgleichungen ist das Eigenwert-
problem in zweierlei Hinsicht interessant. Die Eigenwerte geben Aufschluss
tber Stabilitit oder Frequenzverhalten moglicher Losungen und in der Eigen-
vektorbasis konnen auch Zeitentwicklungen sehr effizient berechnet werden.
Alle Eigenvektoren erfiillen die Randbedingungen!

Das Eigenwertproblem

GO

kann mit Standardroutinen gelést werden. Fir das zeitabhidngige Problem

CHR-GEOM ™

ergibt sich die Zeitentwicklung einzelner Losungen aus
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y =\(m) NA\™ e (10-23)
fae (J = (N RN

™ (t)=—ce’ " +am /A

Die Eigenvektoren sind unter der Zeitentwicklung

stabil fiir 2™ <o, (10-24)
stationar fur 2™ =,
labil fur 2™ s,

oszillatorisch fir A™ e C.

Durch Superposition der Eigenvektoren kénnen auch komplexere Zeitentwick-
lungen analysiert und berechnet werden.

ZLeitentwicklungen nichtlinearer Probleme

Bei nichtlinearen Problemen koppeln die einzelnen Moden (Eigenvektoren)
miteinander und das vorgestellte Verfahren ist nicht immer praktikabel. Dann
integriert man die Gleichung (10-17) direkt mit Verfahren wie dem von Euler
oder Runge-Kutta.

Kann man die Form einer Trommel horen?

Diese Frage wurde zum ersten Mal 1966 von M.Kac gestellt [KAC92]. Als kon-
krete, relativ einfache Anwendung der FE-Methode wollen wir ihr nun nachge-
hen. Der vorgestellte Formalismus ist durchaus praktikabel und wird von Phy-
sikstudenten in unserem Praktikum in wissenschaftlichem Rechnen in wenigen
Nachmittagen in eine funktionsfihige Computersoftware umgesetzt.

Das Schwingungsverhalten einer Membran (oder Trommel) wird im einfachsten
Fall durch die Schwingungsgleichung

2u(x,y,t)=Au(xy,t) (10-25)

beschrieben. # ist dabei die so genannte Verschiebung der Membrane in z-
Richtung [LANDS89].

Entsprechend (10-23) steht das Frequenzspektrum dieses Systems in engem
Zusammenhang mit den Eigenwerten A” des Laplace-Operators
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AU (x,y,t) = A (x, y,1). (10-26)
Wegen der zweifachen zeitlichen Ableitung in (10-25) sind die Eigenwerte A hier
mit den Quadraten der Eigenfrequenzen verknupft: AW = (a)(i))z . Die Masse d
und der erhaltene Strom /"der Differentialgleichung (10-3) ergeben sich aus der

Schreibweise
o.\(u, (10-27)
1Au- =0.
d ay uy
—

r

m{

Am Rand kann die Membran entweder
frei schwingen: R=0, » -nTI= 0, oder (10-28)
G
festgehalten werden: R=u — -N-T'=0+p.
G

Fir die frei schwingende Membran reduziert sich die Integralgleichung (10-9)
(inklusive der Randbedingungen) auf

I (—vAu+(Vv)-T')dA=0,  Wv, bzw. (10-29)
Z[(—v/lu +(8,v)(0,u)+(0,v)(a,u))dA=0.

Entwickelt in die Basis (10-14) ist dann

0=£ —8\182«2|¢|(i)u| ( x¢k ) Zlaxgol +(ai@ w dA
’ axv oWV yu

=, f o200 + (0,0 ) (0.0 )+ (0,0 ) (8,0" ) dAU".
e

o)

(10-30)

Wir entwickeln nun die Integranden wieder in die Basis (10-14) und finden fur
die Massenmatrix D und die Steifheitsmatrix K die relativ einfachen Ausdriicke



154 K. Braner: Die Grundgesetze der Physik

i ol Dol | 10-31
D) == [ ol’¢"dA=-3" ol'a"| , [ o'dA (10:31)
ol " o)
=" (%) ol (%) [4dA
=0, =5 Q
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32
(siehe Anhang)
1 g®
X
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K :_I {Aﬁ?A@ N Aﬁ%@}dA:—W?Aﬁi) N Aé%@} J dA (10-32)
ol o
gt
"2
(siehe Anhang)

o L (i)
A Ay
Fir die Integrationen wurden die Ergebnisse aus dem Anhang verwendet.

Zu l6sen ist nun im Prinzip das lineare Problem:

AR DAY DAL AL ATADATAY 0 (Ul
AYAY + AQAT ADAD + AQAY ADAD + ADAT) 0 | U
MDA DAY ADAD AL ADADASAY 0 lup
0 0 0 ADAY MDA, | U
K

1000 ..\ u?

N 0100 ..Ul

=50 0 10 .. yy

DR IV

D
(10-33)

Diese Gleichung muss allerdings noch reduziert werden, da jeder Freiheitsgrad

U, ja zwei bis dreimal als Eckpunkt U,(i) verschiedener Elemente G” in Er-
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scheinung tritt. Diese Reduktion geschieht mit einer Transformationsmatrix 7.
Wie folgt, erhilt man T direkt aus der Beschreibung der Finiten Elemente.

Die Finiten Elemente werden beschrieben durch die einzelnen

Stitzpunkte X , ne{l...N(S“’“)} (10-34)

n

und der
Zuordnungsmatix tri:(i,k) > tri(i,k)=n, mit (10-35)
Elementindex e {1..N (Etemente) } ,
Eckindex ke{l.3},
Stiitzpunktindex ne {1..N (S‘“‘Z)}, N = max (tri).
Die gesuchte Transformationsmatrix hat dann die Elemente

T

3(i-1)+k,n

=9,

tri(i,k),n

(10-36)
und das Figenwertproblem wird zu

KU =AU, mit K=T'KT und1=A1/3. (10-37)
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Abbildung 10-2

Eigenveketoren und Ejgemyerte der schwingenden Memibrane it (etwas willksinicher) V iolinenforne.
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Schwingungsmoden und Eigenverte zaveier verschiedener Tronmueln. Die Edgemerte A und dait die
Frequenzen beider Tronmeln sind identisch. Obwobl sich ibre Form unterscheidet, kinnen sie nicht an
threm Speketrum oder Klang unterschieden werden. Die Trommzeln haben natiirlich in gewissem Sinn anch
in ihrer Form eine grofle Abnlichfeit miteinander.
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Anhang Integrationen

Definition des Fléichenelements:

xeGY: x=x" +S()~((i> _)~<1<i>)+t(~§i> _ )*(1(‘)), (10-38)

Invariantes Flichenelement:
dA = dx Ady = (x,ds+xdt) A (y,ds+y,dt) = (XY, — XY, )ds A dt (10-39)

)
_ ((Xg) _ Xl(i))( ygi) _ yl(i))_(xgi) _ Xi(i))(ygi) _ yl(i))) ds A dt.

(i)

=g

Fliiche eines Netzes:
Lt (i (10-40)
19 = dAzj(j g(')ds]dt:(t—%tz)r =2
gl o\ o0 0 2
=1-t

Integral iiber Koordinaten:

I XdA = g(i)'l[(lf(if” + s(ig) - )”(fi))+t(“§i) —x ))ds)dt
al)

(VAN

(10-41)

Integral iiber Basisfunfktion
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G 2
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9V 1/ i i i i i i i i
S A () A (o444 A 0101
. , Xl(l) Xgi) X:gl)
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