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Vorwort

Das vorliegende Manuskript basiert auf der 'Erginzungsvorlesung zur Physik IT' im Sommerse-
mester 2007 und wurde im Sommersemester 2008 korrigiert und erweitert.

Ziel der Vorlesung ist es, Studenten den Einstieg ins Physikstudium auch im Sommersemester zu
ermoglichen. Es werden vorwiegend die mathematischen Inhalte der Votlesung 'Physik I' aus
dem Wintersemester behandelt. Den Studienanfanger soll damit ermoglicht werden, der Vorle-
sung 'Physik II' folgen und auch an den 'Ubungen zur Physik II' erfolgreich teilnehmen zu kon-
nen.

Tubingen, den 30. Juni 2008 Kurt Brauer

Letzte Korrektur: 8. Juli 2010, 8. Fourier-Transformation
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1. Raum und Koordinatensysteme

Messgroflen in der Physik

Messen geschieht zunichst durch Vergleich mit einem MaBstab. Messbare Grundgrofen der
klassischen Mechanik sind raumliche Abstinde, zeitliche Abstande und Krifte.

Interessant ist, dass auch zeitliche Abstinde und Krifte zunichst tiber Ortsmessungen durchge-
fihrt werden (Lauf der Gestirne, Sanduhr, Pendeluhr, Quarzuhr, ...; Federwaage,...).

Andere physikalische Groflen werden indirekt gemessen (Ladung, Massen, ...).

(Strom oder Spannung misst man beim Spuleninstrument auch tiber raumliche Lageveranderung
des Zeigers).

Raumerfahrung und Objektivierung des Raumes

Raum ist Grundlage unserer bewussten Welterfahrung. Alle Bewusstseinsinhalte sind rdumlich
angeordnet (massive Objekte, aber auch Gedanken und Gefiihle).

1. Stufe der Raumerfahrung (Kleinkind)
Topologie (Nachbarschaft: neben- hinter- tibereinander).

2. Stufe der Raumerfabrung(S chulkind)
Objektivierung der Raumerfahrung durch Messung:

MaRstabe :  ( beliebiges Objekt (1-1)
Koordinatenx : Streckk = x[&

3. Stufe der Raumerfabrung (Erwachsener)

3-dimensionaler, relativer Raum:
RichtungsmaBstabe Bapig, &, & | 3D-Bezug zwischen zwei Punktenp,, (1-2)
Koordinaterx y z : RO =@, +y8 + 28,

4.Stufe der Ranmerfabrung (Erwachsener)

3-dimensionaler, absoluter Raum (Raum als unabhingiger Behalter fiir Objekte, Raum wird selbst
zum Objekt):

RichtungsmaRstabe Bapi§, &, &, , (1-3)

Koordinaterx y z :

:Absoluter Punkt im Raun

R P=RPY) =xa +y& +278
BezugspunkO ST

Objektivierte (quantifizierte) ranmliche Beziige -> Objektiver Raum

Bild des Raumes wird Bewusstseinsinhalt, objektive Welt wird in objektivem Raum erlebt.
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Punkt P

X +yE
ARy Y y

8
Bi - > x-Richtung
€

(Ursprung) x x

Punket P inz absoluten Ranm, dargestellt miit Basisvektoren e und Koordinaten x;, y, 3.

Abb. 1-1
Vektoren
Richtungen sollen unabhangig voneinander sein:
Neue Schreibweis@, &, €, - & &, &, (14)
. 1fari=j;
Inneres Produkt oder Skalarprodukt: @& =4, = =
e O fari#j.

oder R
Skalarprodukt Kroneckersches -Deltasymb

Durch das innere Produkt 'Tlwerden die RichtungsmaBstibe zu Basisvektoren.

Basistransformationen

Die Basisvektoren sind nicht eindeutig, man kann den mathematisch beschriebenen Raum ja ver-
schieben, drehen und stauchen. Die Beziehung zwischen zwei Punkten P,, P, wird davon jedoch
nicht beeinflusst.

ﬁ(szpz) - Xéx + yéy + Zéz = X'éx’ + y'éy’ + Z'éz, ) (7'5)

urspriinglicher Raum transformierter Raum

FEinen Vektor kennzeichnet man durch einen Pfeil.

Lineare Transformation T (Basistransformation):

(1-6)

Basistransformation: g

k=1
Bedingung: S e S 3
Jljzzq [éj :ZIKQ(D-IIQZZTiKQ([éTH =Z-|-I|(T]k
ij=1 k=1 kl=1 T’(,kl_‘ k=1
Iso: 3
a0 ZTiijk :5”

T beschreibt eine so genannte Basistransformation, genau dann, wenn (1-6) erfiillt ist.

Daraus ergibt sich auch, wie die Koordinaten transformiert werden miissen.
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3 iar 3 R 3 R (7_7)
aus: ZX =z>§ ikq<=zxkex
i=1 ik=1 k=1
3
folgt: X :Z)ﬁ ik

Beispiel: Austausch zweier Achsen

Transformationsmatrix:

(1-8)

Bedingung fir Basis-Tranf. (T,T,, =0+1+0=1,

T, T,,=1+0+0=1,

T, T,;=0+0+1,

0 sonst.

Transformierte Koordinaten: | x =00k, +T,, X, + 00X, = X,
X, =T, Bk + 0K, + 0K, = X,
X, = 00K, + 0K, + T, X, = X,

Schreibweise:
Es ist oft nicht notig, die Basisvektoren mit aufzuschreiben, man definiert

X (1-9)
Koordinatentripels: | y | = xé, +Yg, + z&,

Z
Damit kann man etwa schreiben
1 0 0 (1-10)
&=0], &=|1/, &=|0|.
0 0 1

Die € bezeichnet man als 'Basis des Kartesischen Koordinatensystems'. Es gibt auch 'Krummli-

nige Koordinanten'. Wichtig werden vor allem Zylinderkoordinaten und Kugelkoordinaten (Ka-
pitel 4).

Rechenregeln:

Alle Regeln folgen unmittelbar aus der Definition der Basisvektoren

www.fbraeuer.de Tiibingen, den 08.07.2010
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Addition
furda=(a,a,.a,), b=(b,b,b,): (1-11)
Addition: d+b=(a +b)é&+(a,+b,)&,+(a+b e,
- (3+0,2,+D, 8, +by);
Subtraktion: i-b :(al_bl az‘bz,ag—ba)?
Kommutativgesetz: d+b=b+3a:
Assoziativgesetz: ( +b ) +¢ (5 + 5)
Multiplikation mit S kalar
Multiplikation mit Skalar: Ad=(JAa, Aa, Aa,) (1-12)
Distributivgesetz: Aa+b)=Aa+b ;
Assoziativgesetz: (Au)a=A(pa)

Skalarprodukt zwischen Vektoren:

Das Skalarprodukt U] wurde in (1-4) fiir Basisvektoren eingefiihrt. Daraus folgt allgemein
Skalarprodukt: (b = (a +a,8,+ag,)fbg,+b2,+bé) (1-13)

3
=2 ab&@

ij=1 T

=ah&rap e ab e abelE
1

=ab +ab,+ap,= Zab— ab

i=1 Elnstelnsche

Summen-
konvention

Liinge eines 1 ektors:

Lange: =[] =P T = /(x,y,z)z S N (1-14)
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z-Richtung

................ g |
O = X > x-Richtung
{(Ursprung)
Geonretrische Interpretation der 1 dinge eines | eketors nach (1-14) und dem pythagoreischen 1 ebrsatzes.
Abb. 1-2
(1-15)

Interpretation des S kalarprodukts wischen swei 1 ektoren:
Projektion aufk -Achse: alg =a =a cas
al(bg)=ab cas

Fur Vektorb in x-Richtung:
;

Unabhangig vom Koordinatensystemi =ab  cos

wl

- .
a-b=abcos(u)

{> x-Richtung

Skalarprodukt als Produfkt der | ektorentingen und denz Cosinus des eingeschlossenen Winkels.
Abb. 1-3

Kreuzprodukt oder Vektorprodukt:

(1-16)

HilfsgroBe
1 furijk zyklisch( 123,231,312 ;

Antisymmetrischer Fundamental- L o
& =1-1 furijk antizyklisch 321,213,132

tensor oder Levi-Civita-Tensor:
0 sonst;
alsog;, =-¢;, ( antisymmetrisgh

und ik = ik = 0.

Tiitbingen, den 08.07.2010
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K Briuer: Mathematische Erganzungen sur Physik I und 1T

Definiton: . . & . Lo : 1-17
&x& =) £,8 (mitEinsteinscher Summenkonventi -17)
k=1
also Summation Ubéx)
2.B.: 8.x8 =6, &x8=8, §x6=-8, &x8=0.
Symmterze:
&x¢ =-€ x& (antisymmetrisch (1-18)

Y

T

Symmetrie des Krenzprodufktes. Austansch der Faktoren fiibre zu V orzeichenwechsel des Ergebnisses (antysimmsetrisch).

Abb. 14

Krenzprodukt wischen 1 ektoren:
ab,-ah, (1-19)
i,j=1 ij=1 " i,jk=1

Betrag des Kreuzproduktes:
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< i) S A . . (1-20)
(axB) = 3 (sab8)demane) = aab06Em 8 6
i,j,k,mno=1 o
:Zaiambjbn EijkErmk :Zi%— abab;
9m9in~%nOjm & p?

_ =\2
(2K -~z (2 -antiz. (a) =a??(cosa)”
antizykl .—antiz.) antiz.—zykl )

= azbz(l—(cosa)z) ;

(sina)2

also: ‘QXB‘zab sing fiira [ Or] .

Richtung des Kreuzprodukts:
c=axb 0ab (1-21)

da: ~ A A
alg =za1q £ua0&

:Zaﬁajk&é’ijk H:i _Zaiajbkgjik

ik =~ Ejik

:_E:ajaihdgjik = _E:aiajbkgijk;
Umbenennung
i~ j-i
also alg=-alc= 0,
N —

X==-X = x=0

alt =accosa = 0, a = /2 ( rechter Wink}l
analog: bE=0.

www.kbracuer.de Tiibingen, den 08.07.2010
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ol

Volumen V
des Spatkristalls

B

EN
a

Der Betrag des Kreuzproduktes sweier |V ektoren a,b entspricht der Flciche des von a nnd b anfgespannten Parallelogranmims
(1-21). Das Spatprodukt dyeie | ektoren a,b,c entspricht dem V olunen des anfgespannten Spatkristalls (1-22).

Abb. 1-5
Spatprodukt
Volumen des Spatkristalls: vV = F D ; (1-22)
Volumen  Flache Hohe
‘Orientierte Flache" axb=Fe, ;
Hohe: &€ =h;
Volumen=Spatprodukt: V (é b, 6,) =Fh=F& (@ = (axB) @
Hinweis: Das Koordinatensystem wurde geeignet gewahlt!
Determinantenschreibweise des Spatprodufkts
Spatvolumen: v (3,6,6) _ (axB) @ = | Zi:l‘gijkaibjck - Zi: 1(_1)p abc (1-23)
1,],K= 1] K=
al bl Cl
=detta, b, c,|,
aG b2 C3
mit 1 fur gerade Permutationeq ij,k vén B)2

(-1)" =4-1 fiir ungerade Permutationg¢n i)k vfin2,3 ;
0 smst.



2. Vektorfunktionen

Vektorfunktionen sind Vektoren, wobel jede Komponente eine Funktion von der Zeit, der Bo-
genlinge oder sonst einem Parameter ist.

Bahnkurven

Bahnkurven sind die Grundlage der klassischen Mechanik (Hamiltonsches Prinzip).

Es sind Idealisierungen, sie sind nicht beobachtbar!

Jedem Objekt (Massepunkt, Punkt in kontinuierlicher Masseverteilung) wird zu jedem Zeitpunkt
tein Ort I (t) zugeordnet.

Der Ort F(t) kann nicht beliebig genau gemessen werden. Er ist eine Idee, keine physikalische
Realitat (alle Messverfahren haben eine beschrinkte Genauigkeit).
MaRstake :  ( beliebiges Objekt , (2-1)
Koordinaterx : Strecke= x 0 e

MeRgréRe Konvention

Bezspiele fiir Bahnkurven (s ist Bahnparameter, 3.B. Zeit 1, Bogenldnge, ...)

Gerade im Raum: Freier Fall: Schraubenleurv (2-2)
V.S r,+1co(s)
F(s)=f+Vs |F(s)=| Vs fy(s) =] ro*+rsin(s)
%305 ves

Unter Umstanden entspricht » der Geschwindigkeit.

Gerade im Raum Frezer Fall Schraubenkurve

Richtung z
[
Richtung z
=
Richtung z
>

Richtung x Richtung x Richtung x
1V erschiedene Babnkurven i dreidimensionalen Raum.

Abb. 2-1

Stetigkeit von Bahnkurven
Es gilt fur eine beliebige Funktion f

Tiibingen, den 08.07.2010
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10 K Briuer: Mathematische Erganzungen sur Physik I und 1T

f: D - R iststetigink, , genau dann, wenn zdgeme > 0 eind> 0 (2-3)
Definitions- Ziel-
bereich bereich

existiert, so dass fur aledD  njit-x,|<d  gilt}f (x)- (%) <e

oder
f:D - Riststetiging <  limf (x) =f(x) (2-4)
Fur Vektorfunktionen:
f(x)= ZS: f.(x)& ist stetig, wenn alle Koordinate )
(oder Vektorkomponentdrf, (x)  stetig sind.
Dann ist
- : AN A _ T (2-6)
im 7() =lim 3" £ ()& =371, ()8 = 7 (x)
i= i=1
Ableitung vektorwertiger Funktionen
Ableitung nach dem Bahnparameter:
df (x) _ . f(x+0x)-f(x 3 (f, x+Ax)—f( X)) . & df(X) . (2-7)
Rl GV Y = lim =y =
dx Alxrpo AX DX~ 2:1: 8 ,221: dx .

:(dfag(x)’ J

Zeilenvektor

Der Vektor ( ) liegt in x tangential an der Kurve an. Die Bahnkurve andert sich ja genau in
X

Richtung der Bahnkurve.
Hohere Ableitungen:
d"f (x d"f (x (2-8)
( )Ei _(1 ) (rekursive Definitior)
dx" dx| dx"
Geschwindigkeitsvektor
Fur die Bahnkurvé(t) ( Ort als Funktion ceit) ist (2-9)

dr(t
r(t) =V(t) die Geschwindigkeit des Objekts zurtze

dt
F(t+at)-r(t)
At ’

Messbar sind jedoch immer nur mittlere Geschwindigkeiten <\7> =



2. Vektorfunktionen 11

Rechenregeln:
Summenregel: d ;. -\ d . ed L Sd . (2-10)
—(a+b|=) —(a + =) —ae+)) —b
o (8B =X (a+h)a =Y ag+> . be
2134‘16
dx dx
Produktregel 1: d /. -\ d & 3(d 3 d
= (am)=— =3 =a |+ “b
dx( ) dx;ah ;(dxa’j' ;a’[dx'j
:(iaj[ﬂhatﬁiﬁj
dx dx
Produktregel 2: d /. -\ & d P d R
—(axb)|=Y e, |—a lbée +) ¢ b
dX( ) ”kZ:l uk(dxaj jq ijkzzl ukal(dx jj%
=(iéj><6+é><(16
dx dx
Produktregel 3: i(aﬁ)— iaj5+a(iﬁj
dx dx dx )’
Kettenregel: d 3 d . _dd(b) db(x)
—a(b(x))=> —a(b(x))e = ,
Quotientenegel: ié—l(ig —i(ibjé
dxb bldx b?ldx )
Tangentenvektor, Normalenvektor und Kriimmung
Bogenlinge:
. . : & (dr(s)) 1)
Fir die Bogenlangs giltt $af| =, > a5 ds
i=1 S
Dann ist der
.~ dar 2-12
Einheitstangentialvektctr:ﬁ @12

ds

Wie oben begrindet liegt jede Ableitung der Bahnkurve nach dem Kurvenparameter im entspre-
chenden Punkt parallel an der Kurve an. Ferner ist nach (2-11), also nach der Definition der Bo-
genlinge s

(2-13)

Der Tangentialvektor bleibt bei kleinen Anderungen von s in Tangentialrichtung gleich 1 (Not-
mierung) er andert sich genau senkrecht zur Tangente, also ist der

T 2-14)
S . dt (s (-
Einheitsnormalenvektar = ( )

ds

%/_J
Normierung

Krimmung:

www.fbraeuer.de Tiibingen, den 08.07.2010



12 K Briuer: Mathematische Erganzungen sur Physik I und 1T

ot (2-15)
d(s) ist ein Malf3 fur die Krimmumlgr Raumkurve
S

Krimmung: K

Krimmungsradius: p = 1 .
K

Richtung y
=

\

-\‘ )
=

, Richtung x

Die Andernng des Ortsvektors dr tangiert in x: die Kurve nnd definert so den Tangetialektor . Die Andernng des
Tangetilavektors dt stebt in x senkerecht auf der Kurve.

Abb. 2-2
Bezspiel:
Kreisbahn mit RadiuR ZF(S):(RCOS(f (s)) R Sir(f (s)) () ’ (2-16)
Bestimmung vorf : dr (s) =(-sin(f (s)),cof f (s)) ,QRf'(s)ds

Betrag:\/( sirﬁf(s)))2+( co@f(s)))zz 1
ety gt s
o () =[RF*(s)dg=ds = f ==,

also: F(s)= R(co{%) ,sir{%) (3 ;
Tangentialvektar f=r(s)= (—sin(%) ’Co{éj 9 ;
)

Normalenvektor: . 1, 1 {Sj 'r(s
n=—t =———| co§ —|,sin—|,
K kR R R
= | cof = , Sl 2 , :__r(s) ,
R R R
Krimmung: 1
K==
R
Krimmungsradius: P=R .
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3. Felder

Vektoren und Funktionen
Wir betrachten hier folgende Vektorstrukturen:
Vektorr OR®: 3 Koordinaten fir Position im Raum; (3-1)

Vektorwertige Funktio (t) R — R® : Schar von Vektoren, Kurvenparamete
Zeit, Bogenlange, ...;

Skalarfeld:¢(r t) R°xR - R : Skalare Funktion
von Ort und ZeitVektoren):
Vektorfeld:lf(r 1) R®xR - R®: Vektorwertige Funktion von

Ort und Zeit (Vektoren).

Skalare Felder:
Gravitationspotential, elektrisches Potential, Temperaturfeld, ...

Vektorselle Felder:
Kraftfeld, Geschwindigkeitsfeld, Elektrisches- und Magnetisches Feld, ...
Beispiele:

Zentralpotential: $(1)C _le _ 1 (Schwerefeld, (3-2)

] X +y*+27° elektrisches Potentipl
Krafte im Zentralfeld: (F) o F_T (% y,2) (Schwerkraft,
| (x2 +y2+ 22) elektrisches Feld .

Bemerkung zur Realitit der Felder:

Felder sind mathematische Hilfsmittel zur Beschreibung physikalischer Phanomene aufgrund
kausaler Zusammenhange.

Felder sind nicht beobachtbar oder messbat!

Wir beobachten zum Beispiel, wie ein Ball durch die Luft fliegt, oder wie sich Eisenspane auf
einer Glasplatte tiber einem Magneten orientieren. Schwerefelder oder magnetische Felder treten
dabei nicht in Erscheinung, aber die beobachteten Phinomene koénnen mit ihrer Hilfe berechnet
werden.

Felder sind real im Sinnen gedanklicher Vorstellungen, nicht im Sinne physikalischer Objekte.
Das gleiche gilt auch fiir Raum und Zeit.

Partielle Ableitung

Felder hiangen in der Regel von drei Raumkoordinaten und einer Zeitkoordinate ab. Beim Ablei-
ten werden alle bis auf eine, nach der abgeleitet wird, festgehalten:

www.fbraeuer.de Tiibingen, den 08.07.2010



14 K Briuer: Mathematische Erganzungen sur Physik I und 1T

Partielle Ableitung: 0¢ (F,t) _ im p(F+hé t)-g(rt). (3-3)
0X h--0 h ’
(etwaaq)(r’t) = "m¢(x,y+h,z)—¢(x,y,z) X Z 1 konstar}
ay h-0 h
0p(r.t) _ im #(7, . t+h)-g(r 1)
ot h-o h ’
oder OF (F.t) _ im P (7 +h&,t) - F(r.t)
X h-0 h ’
oF (7t) iy F(r.t+h)-F(r.t)
ot h-0 h

Nach einer Variablen x; oder 7 wird also abgeleitet und die anderen Variablen werden dabet fest-
gehalten.

Schreibweise:

34
isa&sai oder i¢:¢" <)
ox 0x

Beispiele fur partielle Ableitungen:
. or _ A\ A (3-3)
Ableitung des Ortsvektors, Z'B'F =0, (xeX +ye, + zez) =g,
y
. o S A A
oder allgemein: —=>0x8 =8,
X R

Ableitung des Abstandes: g_r =0 X2 +y*+27%= (auJG)(ayu) =Y

y AN N r
11 G2y
2Ju 2r

oder:
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Gradienten:
Ableitungsvektor( Nablaoperatpr = Caa (3-6)
( p D_(ax,ay,az)—;qai,
Gradient eines Skalarfeldes: -~ 3
Op=Y 80,4=(3,4.0,4.0.8).
i=1
Bezspiel:
Gravitationspotential, 13 -2 (3-7)
. . :__:_Z(iji) )
elektrisches Potential r =
Gradient: Partielle Integration m'm:i Xj X
_ 3 . 2 S N ~ =
D¢:—anl(x1x]) :Z —q(auu l’2)(6|u)
:—Eu
=3:00%) xe = o=
ij=1 1 )ﬁq r3 rZI
Interpretation

Das Totale Differential d@ gibt an, wie sehr sich das Potential @ bei einer Anderung des Ortes
dr andert:

Totales Differential: 3 3 o B (3-8)
46()=30.6()ox = 30,0 (r)3 8 o, =(Dp(r))

ij=1
also bedeutet i¢(r) - Wie stark andert siclh  in Richtunlg

Speziell entlang o:d¢(r):(i¢(r))mr - O¢Odr;
Aquipotentiallininen:

O¢(r) steht senkrecht auf Aquipotentiallinien vgn

Der Gradient zeigt entgegen der Falllinie und der Betrag gibt die Steilheit an.

www.fbraeuer.de Tiibingen, den 08.07.2010
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Bezspiel elektrisches Potential eines Dipols:

und Gradientenfeld eines Dipols

1 1 1
p(r)=——=-———
o (F) [F-a |r+a
o F=x& +y&, a=aé
5 0
>\-0.5
T 05 0 o5 i
x-Richtung
Aguzpotentiallinen und Gradientenfeld eines Dipols.
Abb. 3-1
Rechenregeln
S I ~ 3 3. 3 3-9
ummenrege D(¢+¢’):Zeiai(¢+¢/):ZQai¢+ZQai‘/’ (3-9)
=0g+0y
Produkt L - 3 2
PO G(ew) =2 80, (ew) = & ((00)w + ¢ (00))
=(0¢)y +¢(Dw
Quotientenregel: =4 _Og¢ g0y
v ¢y
_(B¢)e-¢(0y)
[//2
Kett I - 3 >, df
ettenrege Oif (¢) :ani f (¢) :qu—aiqj
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Richtungsableitung:

Richtungu : l]:iUié' |O|:1 (3-10)
i=1

Richtungsableitur;g:
0,6(F)= im ¢ (7 +ha)-g¢(r)

)0+ | Tl 1)
h-0 h h-0 h
=0
=0
KettenregeF*) =7 +£d
d d 30 a d
=—f - = _Z =(€) _(5)
de ()5‘—0 de =0 ;(ari(5)¢(r )jdé'rl »

Eindimensionale Taylor-Entwicklung

Wie in Abb. 3-2 kann man jede einmal stetige Funktion f{x) im Punkt x;, linear approximieren:

(%)= 1 () + () (6 5. 611

Taylor-Entwicklung 1. Ordnung

—f(x)

=

Funktionswerte f(x)

Bereich mit
=00 = Hx (X ) (X

0 X
Argumente x

Die (durchgezogene) Babnkurve wird in einer Unigebung von x;, sebr gut durch die (gestrichtelte) Gerade angendiber.
Abb. 3-2

Nimmt man mehrere Ableitungen hinzu, wird die Approximation besser.

www.kbraeuer.de Tiibingen, den 08.07.2010
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Allgemein:
Jede n-mal stetig ableitbare Funktion f{x) kann um einen Punkt x; in eine so genannte Taylor-
Reihe entwickelt werden.

Taylor-Polynom:
k (3-12)
P (x)=>——  (x=%)
= -
= £ (%) * 1 (%) (x=%0) +3 £ (%o) (x= %) +.t 2 £ () (x= )"

Das Taylor-Polynom hat in x;, dieselben ersten #» Ableitungen wie die urspriingliche Funktion

Je):

d® (x)| _dbp (x)| e (3-13)
o ) =n
X=Xo X=Xg
und es gilt
f (X): pn(X)+ O((X_Xo)n+l) (3-74)
%,—/

Korrekturterm proportional z(Jx xo)n+l

In einer Umgebung von x;, ist der Korrekturterm sehr klein und f{x) kann durch p,(x) ersetzt wer-
den. Das Polynom p,(x) ist in der Regel viel einfacher oder iiberhaupt zu handhaben.

Bezspiel cos-Funktion:

. P s 5.15
Ableitung der cos-Funktion: " cos(x) (_1)71 sin(x) O ungeraden (3-15)

o’ (—1)2 cogx) O geraden ;

Abl. der cos-Funktione ba&i= Oid”COS(X) s( ) 10-101
——F =co83m)=10-101,..,

Entw. der cos-Funktion um= O:

Die Giite der einzelnen Entwicklungsstufen ist Abb. 3-3 abzulesen.
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---------- cos(x) e COS(X) e C0S(X) e COS(X) e COS(X)
1 1 1 1 1
Z ofi of of: of of
_1 :': s L7 B _1 :: K ‘:_-_:'-. _,F' ‘ _1 .-': i ki 4 _1 :': 'I v' _,-:' ' _1 :': YV LY 4
5 0 5 5 0 5 5 0 5 5 0 5 5 0 5
X X X X X

Taylor-Entwicklungen (durchgezogenen 1inien) der Cosinus-Funfktion (ggpunktete I znien) umr x=0 in verschiedenen Ordnun-
gen.

Abb. 3-3

Beispiel: Entwicklung von N1+ X umx = C
mitu=1+x: (3-16)

() =) (e = s 3

!

e gt

(n) 1135 n-3 (-1 o
e R+t sl N [COET

a,
also:

_Nagnoqpt, 1o 1 135 s :
N1+ X ;n!x 1+2x 24x +2EB42X O(x) Ox mit [x <1.

sogenannter
Konvergenzradus

www. kbraeuer.de Tiibingen, den 08.07.2010
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—pl(x)=1+%x pg(x)=1+%x—%x2
— pyplx) —_— =1+ x

2,01

1,51 -

10 -05 0 05 10 1.5
X

Taylor-Entwicklung fiir f)=(1+)"" um x=0 fiir verschiedene Ordnungen. Die Reibe komvergiert nur i Intervall x[]-1,1],
wie in der Funfetionentheorie bewiesen wird.

Abb. 34

Taylor-Entwicklung fiir Felder

Mit Hilfe der Richtungsableitung nach (3-10) wird die Taylor-Entwicklung ganz zwanglos auf
Felder erweitert:

- ~ (F-T. 3-17
Taylor-Entwicklung vory unfy, md =1 -, ,d:(|; :f’|) : >17)
o
N aDﬁn¢

o032

n=0 n:

PR 1)n =\2 1 [~ =\N ] .

=¢(r,)+d ¢F:rod+§(dDD) ¢r:r0d2+ +m(dDD) ¢F:F0d +Restgliec
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Wichtig:
Es ist (3-18)
(dm) g (r)= i (d2)™*do, (d?) “*da,s(r)
= i_Mz:l(olf)'”zdi ((ai (df)'m) d +(d?) (a,d)+(a2) “da, )a,¢(r)

al_ =& (3-19)

also 1

www.kbracuer.de Tiibingen, den 08.07.2010
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rE, (rE) 020

Insgesammt: |F —&| = a- o o +O(r3).

Anderer Weg:

Wir wenden einen Ttrick an, um das Feld eindimensional zu entwickeln:

[F-al=va*-2r@E+r’ -a/1+ -a 1+———+O( )j

siehe oben

—a 1+r2—2FEﬁ__1[r2—Z[ﬁ] +O(r3)J

(3-21)

2a’ 8

—a/1-T2, r’ —(za[ﬁ)z+O(r3)J=a—@+r_2_(r[ﬁ)2+o(r3)'

Wegintegrale

Einfache Integration iiber eznen Weg bei konstantem I ﬂfegmnden (bz'er =1)
(3-22)

)ex+(y1-yo)ey+( - o)éz

Jl I dxex+dyey+dzeZ Idxex+jdye +Idze
(-
r,—T, (Lange des direkten Weges .

Integral iiber ein skalares Feld
Das geht nicht so ganz analog, weil die Funktion ja im Allgemeinen von allen Koordinaten ab-
hingt.

Fl¢ r dr":rl¢ X, Y,z)|dxé, +dyé, +dze, —
[(r)or =[9(xv.2) y

n
= I(¢(x, y,z)dx&, + ¢ (x,y,2) dy8, + #(x,y,z) dz8,)
fo
Man muss also angeben, welcher Wert von x zu einem bestimmten Wert von y oder g gehort.
Man muss den Weg parametrisieren:
Parametrisierung:7 =7 (s) (s ist etwa Bogenlange, (3-24)
Zeit oder ein anderer Param@te

Differential: g =9 gs= Fds
0s

Far Zeitt . dr :g—rdt =rdt =vdt (V ist Geschwindigkejt

Damit ist
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; t, (3-25)
j¢(r)dr =[(r(s))r (s)ds
fo to
Beim Einsetzen der Funktionen ergibt sich ein gewdhnliches, bestimmtes Integral.
Bezspiel
Bezspiel
. = 1 . = ~ ~ 3-26
Bahnkurve freier Fall: r(t)== a t* ,dr(t)=v(t)=atdt (-26)
2 Konstant
n ty 1
Wegintegral: dr = | atdt =—é(tf —tj)
Jor=|a=
Integral iiber ein 1 ektorfeld
Sehr fundamental!
Arbeit = Kraftx Weg dA=F @ (3-27)
n t
also: A:IF [ = | F 0 (s)ds
fo to
Beispiele:
Kraftfeld.Fa.=r/|r|3 ( P.rojektion. x-y—Eane:) Kraftfeld Fb=(r- ez)/|r|3 (Projektion x-y-Ebene)
. : \ ': """" [ : : -
T oo o e e ~ & AL A e e s o e T
i I e, E
RTINS F T &
R s v N“Aguipotential- N
“““ AT T S linie
- x-Ri;::ht-ung-:j —> ----- x-Richtung —

Weg in Kraflfeldern. 1 inks fiibrt der Weg I, entlang der x-Achse ins unendliche und der Weg I, von einem Punkt anf einer
Aguipotentialinie 1 einem anderen. Rechis betrachien wir pvei geschlossene Wege, I, liegt neben dem Zentrum des Wirbels, I,
umfasst es.

Abb. 3-5

Linkes Bild in Abb. 3-5:
F_r (3-28)

r2 r.3'

Kraftfeld: F, =

www.kbraeuer.de Tiibingen, den 08.07.2010
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Weg 1(s0[0,}) : R+(% -R)s % — R (3-29)
r=Ilim 0 , =1 0 |
? 0 o
Arbeit & = [F o = fim [~ ds=lim | (% -R)d
A_rl r-X:[anF BRI
i 1 Pl
= lim X, —R)ds=Ilim x, ds
“”J;(R+(XO—R)5)2( ~ ) 0= 3 (R+ %8)°
W u, ds=du/x,
R+X %o X
=lim [ Zydu=-lm | =-lim (—1——1J
- J U - Ul -l X R
-1
=~
Wit erhalten das Potential @.
Weg 2(SD[ Oj.) : (1-s) -1 (3-30)
n= s |, r,=|1]
0 0
Arbeit 2: 1-s
S -1
A =|FOr= 0 501 |dt
2 2 ((1—5)2 + sz) 0
Integratbn mit Substitutioni= 8- &+ 1
-1+ 2s=1u'
o G LI Y
) ((1_ S)Z . SZ)3/2 2 0 U2 1/2 .

Hier bewegen wir uns von einem Punkt auf einer Aquipotential]inie zur anderen.

Rechtes Bild in Abb. 3-5:

Fx& _rxe (3-31)

2 3

Kraftfeld: F, =
r r

Eine Rechnung zeigt, dass

- 3-32

Weg1: A= [ Fdr# 0; 072
Weg 1

Weg2: A= | R =0
Weg 2

Der Unterschied zwischen den beiden Wegen ist klar:
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Auf Weg 1 bewegt man sich um die Singularitit herum (etwa mit einer Ladung um einen strom-
fithrenden Leiter). Die Kraft kommt vorwiegend aus der Bewegungsrichtung.

Auf Weg 2 bewegt man sich an der Singularitit vorbei. Die Kraft wechselt ihre Richtung und die
Komponenten kompensieren sich.

Konservative Kraftfelder.

Die Figenschaft der Wegunabhangigkeit der Arbeit ist sehr elementar. Wenn man einen Berg
besteigt, hangt die Potentielle Energie am Gipfel nicht vom Weg ab. Das Kraftfeld der Gravitati-
on hat ein Potential:

- T 3-33
Fir das Kraftfeld ~ F =rr_2 =% 5%
existiert ein Potential ¢ mk =-C¢
allgemeiner:
Fur ein konservatives Kraftfeld ist (3-34)
a) das Wegintegral ist unabhangig vom Weg J' F [oF = F [oF;
y(ro-r) I o(ro-ry)
b) das Integral auf jeder geschlossenahiB c.f) F [dr = F [dr = 0;
r r r‘o—»fo)
c) fur aller ist die Rotation OxF(r) =0;
d) es existiert ein Potentig  niit O¢=-F

Die Aussagen a-d sind dquivalent und definieren den Ausdruck 'konsetrvativ'.

In den obigen Beispielen ist Feld F, offensichtlich konservativ, Feld F), nicht.

www.kbracuer.de Tiibingen, den 08.07.2010



26 K Briuer: Mathematische Erganzungen sur Physik I und 1T

Bezspiel: Bogenlinge anf einer Kurve

2 a2 1/2 (3-35)
2 —X X
Bogenlange der Kuth=,§x3’2 T (x)=| 3 Jar (x)| = ( ]dx =/x+ dg
X 1
[ lerl=flar(<)=] VT o =2(aex-2
I(x)=sinx 0 0 U 3 3
2 3/2
= g(l”)
(Stammfunktior)
3 _
— f(x)=2/3x""
2.5[| — Bogenlange von f(x)
U0 0.5 1 1.5 2
X
Bogenlinge der Kurve 2)(3/2
Flichen- und Volumenintegrale
Definition des Integrals tiber eine Dimension x:
Xy ~ % (3-36)

Stitzstellen: X =x+( -JAx , N= i
X

N X
Flache unter der Kurve:A=AXﬁILr§ f (x)AXEXJ;dxf (x)

Man berechnet hier eine Fliche (2D-Volumen) und das kann auch in x und y etwas symmetri-
scher Schreiben:

- . - 3-37
Stutzstellen: X =% +(i-1)Ax, N, = XN Xo; (3-37)
JAVS
_ _f(x)
Y, =Yo+(i-1)ay, N, = ay

Flache unter der Kurve: N, Ny
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Yi5
1 T 1 ™~
L7 ™~
77 N vy
i /
= 7 Flache A Flache A
s
X X X X X Ya X X X X X
0 5 10 15 20 0 5 10 15 20
Argument x Argument x

Integration als Flichenberechung. 1 znks wird die genannte Obersumnze gebildet, indem die x-Koordinate in infinitesinale Ab-
Schnitte untertedlt wird. Rechts wird uséitdich anch die y-Koordinate in infinitesinale Abschnitte untertedls. Dies fiibrt anf eine
1 erallgeneinernng u V olumenintegralen.

Abb. 3-6
Die Aquivalenz von (3-36) und (3-37) sicht man leicht:
% 1(X) x (3-38)
A:j _[ dydx:_[ f (x)dx.
X 0 Xo
y‘é(x)
Dies wird nun zum Volumenintegral verallgemeinert:
n  m(e) (3-39)

v:jdxdydzzxfdxj dy [ dz
v % o Yo(X)  zo(x)

Die Rethenfolge der Integrationen richtet sich nach der Geometrie (siehe folgendes Beispiel).

Bezeichnungen:

[dxdydz=[av = [d* 40)
\% \% \

[S——
z.B. in der
Vorlesung

www.kbracuer.de Tiibingen, den 08.07.2010
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Bezspiel Pyramide

z-Richtung

.do$§6§
’?\\

x-Richtung

Pyramide, deren V olunsen in (341) berechnet wird.

Abb. 3-7
Integrationsbereiche:xx=- #z... 1z y=- +z... - z= .0 1, (3-41)
Volumen: 1
V= _[dV J'dz_[ dydx = _[dzx o Y, _[ 1+z))2
0 -1+z 0
:4J'dz(1— 2)° = 4J'dz(z2 -2+ )= 412°-2%+ Z)Ll)
0 0
=4
3

Teilchendichte

Anzahl von Teilchen im VolumeAV, n., kO{L..K}; (342)

Teilchendichte: p(r”)- N .

<Ay’
AnzahlIN von Teilchen im Gesamtvolumen: X K n B
N=>n=>A4v,—% . [aVp(r)
k=1 k=1 k \Vi
Massendichte:
Masse im VolumedV, : mm, ,kO{ 1K} ; (343
. mln
Massendichte: p(r. )= ko
40 AV,

K K
Masse im GesamtvolumenM =Y mh, =Y AV, AVk - J'dv,b(Fk).
k=1 k=1

k \%

Ladungsdicht geht analog.
Schwerpunkt (Integration iiber 1 ektorfeld)
(3-44)

K K
Schwerpunk: ﬁEﬁZFmﬁh ——kam kAV —»—_[dVrk,o )
k=1 k=1

Beispiel Geodreieck (konstante Massendichte)
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o

Sh
N

x=-1..1
Geodreieck, dessen Schwerpunkt in (345) berechnet wird.

Abb. 3-8

Dichte: o M M (3-45)
,0( k) vV d

Schwerpunkt:

- 1 1d 1 1-y
R [aVip(n) =z ay [ axe, +ye, +26,)
v 0

0 -ty

:%szjdy[%((l— y) - (-1+y)')e + 21-y) y&, + A y) %,

www. kbraeuer.de Tiibingen, den 08.07.2010
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4. Krummlinige orthogonale
Koordinaten

Riickblick

Zur quantitativen Erfassung raumlicher (und zeitlicher) Beziige dienen Koordinatensysteme. Bis-
her haben wir Kartesische Koordinaten betrachtet:

Basis: &, i0{1,2,3; #-1)
Koordinaten: x, {x,%, %} 2{x,y,7} ;
Vektoren: X
F:)gé:(x,y’z): y
| —
Zahlentripel Z
Zeilenvektor
Zahlentripel
Spaltenvektor
Produkte:
Skalarprodukt] & [& =0, , ab=ah #2)
(R°xR® - R): = a b cosp;
Befrag Beirag oo des
vona vonb eingeschl.
Winkels
Vektorproduktx & x& =&, 6 , daxb= £.ab&
(R°xR® - R?): = a b sing;

"
Betrag Betrag sin des
vona vonb eingeschl.

Winkels

Spatprodukt; V(a,B,é) - axB)[@
(Volumen des Spatkristalls

Gradient: Og(r)=8&0.¢(r) ; (#3)

de’(s)qﬁ(?(s))z j dsg(s)'(s) (sist Wegparametgr
Wegintegral:

<
o
c
3
(0]
=3
>
—
D
(@)
-
D
®
< —_—y
Q
<
—
=l
~
1
'—.,f‘
o
X
7~ N\
=~
—_—
o
X
7\
=
—_— X<
X
o
¥
—
—
=l
N
Ne—
N—
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In der Physik liegen oft Symmetrien vor (Translationssymmetrie, Rotationssymmetrie, Kugel-
symmetrie). Dann kann der Rechenaufwand fir Ableitungen und Integrationen wesentliche
ringert werden, wenn man geeignete Koordinaten emnfihrt.

Zur Bestimmung der Rechenregeln geht man jedoch immer auf die Kartesischen Koordinaten
zurtck. Sie legen fest, wie wir riumliche Beztge objektiviert haben.

Zylinderkoordinaten
----------------------------------------------------- z
e
= W e
=
[&]
s
N
S
o
Ao
&
........................................ ;/ v
o W: " x-Richtung
(Ursprung)

Zylinderkoordinaten legen einen Rammpunkt fest durch sernen Abstand 0 3ur 3-Achse, den Winkel @zmwischen Projektion anf
xy-Eibene und x-Achse und durch seine 3-Koordinate.

Abb. 4-1
Zylinderkoord.: o= X +y?, “4)
o=arctan’. 0[ 0,2 ,
X
z=z
Umkehrung: — [x = pcosp, alsox’ +y* = p*(( co)” +( sin)’)
y = psing, ~
z=1z sin
undX: /5 I wzarctarrp;
X fcosp
Vektor: = pCosp® +p Sigg, + 28,
PCOSY
=| psing |.
z

Optimale Basisvektoren fiir Zylinderkoordinaten:

Die Richtung der Basisvektoren wird festgelegt durch den Tangentialvektor an die Kurve, die
sich durch Variation der entsprechenden Koordinate ergibt.
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_\2 4-5
- . _ 0,7 o o,7 .7 (9,7) 43
Definition: €, =7 | Normierungg, (&, =———0G——="—5=
‘aqir‘ ‘aqr‘ aQir‘ (aqlr)
Orthogonale Basis:€, [&, =4
Fir die in (4-4) definierten Zylinderkoordinaten ergibt sich so
p-Koordinaten: 9 r =80 ,(ocosp)+&,0,(po sinp)+8,0,z (#-6)

=COS¢8, + singg, ,

0,7|=(cosgt, + sings, )" = cog)" +( sim)’ =

cosp
€, =@ cosp+§, sinp=| sip | ;
0
¢-Koordinaten: 9, =80,(pocosp)+8&0,(p sing)+8&,0,z #7)
=-psingg + p cogw, ,

o.1= {pcosst, + o sire } <.

-sing
€,=—singg +coxk, =| co® | ;
0
z-Koordinaten: & =&, (ocosp)+é,0, (o sing) +&0,z (+-8)

0
&=|0].
1

Fir die Ableitungen der Basisvektoren gilt:
0,8, =-sing8, + coxB, =&, ; (*9)
0,6, =—Cosge, — singe, =-¢€,

www.fbraeuer.de Tiibingen, den 08.07.2010
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S /éa/mprodu/éz‘e:
(cos¢ex+ swrpey) =( cop) +( sip)°= 1 (+-10)
& =(- S|n¢ex+cos¢ey) =( sinp)’ +( cog)’ = 1
A2 —1.
=1
e @ = (cos¢ex+ swrpey)[Q— Singg, + co¢ey) (
e =6 =0
Vektorprodukte:
€, xé, :(cosméx+sirrpéy)><( coge, + siméy)z( CaB s SN aPpS x§€, =
€, %€, ( sinqaéx+cosrpéy)><(— Singg, + co¢éy):(— sip cgst cps gifg x8 =
& %8 =.. =0;
~ A~ . A A~ 2 2\ A ~ A~
& xé, (cos¢ex+5|rrpe) ( singé, + co$ey)=(( cag) +( sip) )exx y =8
&, 8, =(-singd, + cog, ) x8, = sid, + cogé, =8,
QXép=QX(cos¢@+sirvéy): Coge, — sipg, =8,
@-11)
Begleitendes Dreibein:

7

Die Basisvektoren der Zylinderkoordinaten (und aller anderen orthogonaler, krunmliniger Koordinaten) bilden an jeden: Ranm-
punkt ein orthogonales Koordinatensystem. Wenn sich der Punkt r (etwa anf einer Babnfkautrve) bewegt, wird er von diesem
'Dreibein’ begleitet.

Abb. 4-2
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Beispiel: Zeitableitung des Ortsvektors

Ortsvektor: 0 COSY cogp (#12)
r=| psing |=p| sing|+z| 0
z 0 1
%/_J ——
&, &
= pé, + 28,

Geschwindigkeit: { = PR, + P&, + 78, + 76,
—— —

¢éw 0

= pe, + pge, +ze;
—_ —
Radial- Azimuthal-

geschwind.  geschwind.

Beschleunigung:

r=pe, +pgg+p¢e¢,+p¢e,,,+p¢ & +28,
¢é¢1 _¢ép

Zentrifugal-
beschleunigung

=\ p- pp® |6+ (200+pp)é, + 2,

Azimuthalbeschleugiung

Radialbeschleunigung

Totale Differentiale
Differential des Ortsvektors fiir krummlinige Koordinaten:
dr =9, rdqg = \aqi F‘ é,dg | wegeng, = ‘Zq‘ ;‘ o
a
Differential eines S kalarfeldes
dg =0, ¢dq. 4-14)
Gradient:
Gradient allgemein: ¢ =0, &, ; (#15)

Gradient ,—gr%

Totales Differential: dp= (Cg)dr =0,&, b, 7|8, da, =0, |o,F|da;
Jalla)

(Invariant, in allen =049
Koordinatensyst. gleigh (siehe obeh
3 X
Koeffizientenvergl.: O, = ‘a —.
l
G
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Gradient fiir Zylinderkoordinaten:

Gradient: p=lo,r|"(0,0)8, +[o.1[ (8,08, +lo.1|" (0.9)¢, (#16)
=(9,9)8, +%(a¢,¢) 8 +(0,0)8.
- 0¢
(p9)
"%{/g”
p-Ad
2p

Beinr Gradient werden die Grijfsendinderungen der I inienelenente beriicksichtigt. W iibrend das Linienelement in 0-Raéchtung
wmmer gleich groff ist, héngt das Linsenelensent in @Ruchtung vom Abstand O ur 3-Achse ab.

Abb. 4-3

Abb. 4-3 zeigt, dass genau die Normierungsfaktoren der Basisvektoren ‘aqr‘ = aqf I:éq die Gro-

Beninderung der Linienelemente beschreiben. Diese missen beim Ableiten durch Teilen und
beim Integrieren durch multiplizieren mit den Normierungsfaktoren berticksichtigt werden:

im2(p.0+h)-4(0.0) _0¢(p.9) (4-17)
e h Py

Volumenintegrale

Das elementare Volumen, iiber das bet Verwendung von Kartesischen Koordinaten aufsummiert
wird, wird von den drei Basisvektoren €, éy ,&, aufgespannt:
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[m)]
=
S Elementarvolumen V(é\x,év,’éz)fl
&
N
xx‘“ﬁg
J?;\(J
& L . Y
é = x-Richtung
*

Die direi Basisvektoren spannen eine V olumsen (Quader oder allgeneiner Spatkristall) anf, das die elensentare | oluneneinbeit
defentert. Der Wert von 1V olumsen, die von drei anderen V ektoren aujgespannt werden, bexieht sich anf diese | oluemeneinbedt.

Abb. 44
Zur Verallgemeinerung dreidimensionaler Volumenelemente dient das Spatprodukt
V =(axb)E =det(a b ¢) (+18)
(siehe erstes Kapitel).
Das elementare Volumen kann entsprechend in eine invariante Form gebracht werden:
Spatvolumen: v (&,.8,.8,)=V (4.8 &) dxdydz=(8 x&,) & dxdydz (+19)

=det(8, &, &) dxdydz
=det(0,r a,r 9, ) dxdydz;

Mit der Jacobi-Matrix: 9x d,x d,x)| (1

und der Jacobi-Det.: det(a
&,.8)=dv(a,r.a,r0,r)=v(a,r.a,r a,r)dxdydz
=det(d,F 3, 9,F) dxdydz.

also: dv (é

X1

Das invariante (vom Koordinatensystem unabhangige) Volumenelement ist also

dv (a%r,aqzr,a%r) = det(aqlf d,F ﬂqj)dqldqquS (4-20)

oder

Tiibingen, den 08.07.2010
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0,7 4-21)

|
av (9,7.0,,7.9,F) = det{[o,F

&, 0,78, 0.7, ) doyda,da,

=det(8, &, &, )[0,7]0,.7][0..r|doyda,da, .
A e )

=1 fur orthogonale
Basen

Fir Koordinatensysteme mit orthogonalen Basen ist also
A N A ella ella 422
AV (9,7,0,7.9,7) =|0,7][0,,r][0,.r|dada,da,. (+-22)
Abb. 4-3 veranschaulicht das Auftauchen der Normierungsfaktoren‘aqr‘ = aqf [éq )

Volumenelement fiir Zylinderkoordinaten

av (o,r.0,7.0,F)=[0,7|[9,F||0.| d pdgniz = pd pd gz (#-23)
= I

Bezspiel: Volumen eines Zylinders mit Radins R und Hobe b

j av =T,0dp2fd¢}dz= 7R%h.
zyl(R.h) L/—/&,—'&,—a
%RZ 2m h

4-24)
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Kugelkoordinaten
Kugelkoordinaten: r cosg sing (#25)
F=|rsingsing |, $0[0,71], ¢O[0,27].
r cosd
. Z

D ™

S

=

2

v

N

Y

X X-Richtung

In Kugelkoordinaten wird ein Rannpunkt beschrieben durch seinen Abstand r zum Urspring, durch den Polarvinkel 6 (Win-
kel zavischen 3=Achse (Pol) und V ektor) und den Azimutwinkel QW inkel 2ovischen x-Achse und Projektion des | ektors anf
die x-y-Ebene).

Abb. 4-5
Basisvektoren:
sing cosp (+:26)
3.7 =| sing sing |, |arr|:\/(( com)’ +( sim)’)( sif)’+( ca®)’= 1
cosd
cosd cowp
d,f =r| cosd sinp | , |69F|:\/r2(( co®)” +( sim)z)( ca®)’+( si#)’=r
-sing
-sing sing
d,f =r| csindowp |, ‘6¢F‘:\/r2(( sim)2+( co$)2)( siﬁ)zzr sift
0
Also
cosy sing cogp cof - sip #27)
& =| singsing |, & =| sipcog | ,6,=| cop

cos? - sin? 0

Tiibingen, den 08.07.2010
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40
Spatprodukt
cos¢sm9 co® co8 - s #-28)
er €,€ ,p sm;o sind  sip co8 cqs
- sing 0
=0+(cosp cos? sigv)z( sié})2
( cosw sm?) 0—(—( sirzp)z( 008)2)
= (cosg)’ (cod)” +( com)’( sift) +( sig)’( s +( s’ oBy
(cos¢7) (singo)2
=1.
Gradient
Credent: Gip=. 1" (0008 +[0.11” (0:0)8 01" (08)2, -
= rt (rsind)™
=(0,0)8 +-(0.,9)8 +——(0,)8,
' rY 7 rsing Ve
Beispiel:

(4-30)

=

.1 N, & _ 7
0-=|0 ~|& =—% =-__
r (rrjer r2 3

Invariantes 1 olumenelement:
av (o,7,9,.0,F) =0,7]|0,r||,F|d pdgmiz = r? sinddrdddg. (4-31)
TT:rsinﬁ

Beispiel Volumen einer Kugel mit Radius R:
“4-32)

Vo = I r’sinddrdddg= jrzdr _[sm&‘d:? J'dw—?RS.

K(R)

K(R) R/_J %,_/ W_J
1 u=-cosd, 2
du—smﬂdﬂ

J.smﬂdﬂ J.du 2
0

Beispiel Potential einer Ladung in homogener Verteilung
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» o (4-33)
. , P Q , 1
p(r)= [ av B L= dv
( ) KZ[R) |I’ -r ﬂTR3 KZ[R) NP2 =20 [ +72
3
) 1 2
4”R3J'r dr J-Slnﬂdﬂ\/ P Idw
—r =
u=1
12 — 12 [
Zjor dr’ jdqu’2+2r’ru+r2 = 2R3£r dr e 3
R ]
. r'r
Fall a:
r>R(r auBerhaI)J : (#-34)
I +r 1 I
2R3Jr2d o 2I:zsj'rzdr— ——jrzdr
%,—/
1R
_Q
-
Fall b:
r <R (r innerhalf) : 4-35)

5(7) = ;sg _r[r'zdr (r'+r)—(r—r’)+Tr,2dr,(r'+r)—(r’—r)

5 r'r . r'r
=§r2 (siehe obejn
R R
:£3 —2r2+fr’2dr' 2 —% 2r2+2J'rdr
2R\ 3 . re) 2R '
L

www.kbracuer.de Tiibingen, den 08.07.2010
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Potential einer homogenen Quelle

Potential ¢(r)

0 5 10 15 20
Abstand r/R
Potential einer homogenen Iadungsverteilung nach #-35). Die Ladung ist homogen links der gestrichelten 1 inie verteilt.

Abb. 4-6
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5. Komplexe Zahlen

Die imaginire Einheit 7*

Beim Losen von quadratischen Gleichungen treten negative Wurzeln auf:

Quadratische Gleichungx®*+ =1 ( (-1)
'LOsung" X = i£1
Man fihrt die imaginare Einheit ein:
Imaginére Einheit: i>=- 1 (5-2)
also: X¥+1=0 = X=ti

Damit lassen sich alle Wurzeln ziehen (Fundamentalsatz der Algebra: Jedes reelle Polynom vom
Grad N hat genau N komplexe Nullstellen).

Vorsicht:
Falsch: - 1/- 4= & 2 (5-3)
sondern: V- V- &4/ 4=- :
Komplexe Zahlen
Komplexe Zahl: z= a +i b (5-4)
Rezllteil Imagfnarteil
Rechenregeln:
Die Regeln folgen aus der Definition der komplexen Zahl z:
Gleichheit: z=a+ib=a+ib', gdw. a=a und=b" ; (>-5)
Addition: z +z,=a,+ib+a,+ib,=a,+a,+i(b+b )=z
— —

Mulitplikation:  z [z, = (a, +ib,) {fa,+ib,) = (ag,~bb ) +i(ab +ab) =z

a b
wichtig: z=0 = 2z =0oderz,= 0;
L 4.1 1 1 a-ib a . b .
Division: ' E—=——=—— —=———+tl—-—==Z
z a+ib a+iba-ib a“+b° a“+b
%:,—ll T T
Konjugation: i'=-i, = Z =a-ib.

Betrag: |z|5\/5=\/(a—ib)(a+b):\/a2+b2

Gaul3sche Zahlenebene

Wir fihren ein neues Vektorprodukt zwischen Basisvektoren ein:

www.Rbraeuer.de Tiibingen, den 08.07.2010
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8878, 80878878, §°8 =8, 64
Damit kann man komplex Zahlen als Zahlendublets darstellen:
Komplexe Zahl: z=ag, +bg, =(a,b); >-7)
Multiplikation: 7 7, = (ag, +bg, ) (af +b4, )
=(aa,-bb,)& +(ab,+ab )8
=(aa,-bb,ap,+ap).
Auch alle anderen Regeln aus (5-5) ergeben sich so aus (5-6). Vor allem kann man mit dem

Vektorpordukt o auch durch Vektoren teilen. Fine Weiterverfolgung dieser Linie fithrt auf Qua-
ternionen.

Graphische Veranschaulichung:

A z=a+ib=rel’= +i

Imaginérteil b

=
Realteil a

Komplesie Zabl 3 in der GanfSschen Zablenebene (Dublets) und in Kreiskoordenaten (1, @.

Abb. 5-1
. . ) _ . _ 58
Kreiskoordinaten: z=a+ib=re’ mitr= m,cﬁ arctang 0-8)
a
Fir 2-D Graphiken lassen sich in dieser Darstellung sehr elegante Algorithmen entwickeln.
Beispiel:
Drehung um Winkebr : d7z=re”; (5-9)

Spiegelung an o o (20—
. - e2|0/Z - e2|are—|(/1 - r.el( a (p).
der Ursprungsgeradey={t( aosi aptOR}

Komplexe Funktionen:

Komplexe Funktionen sind fiir die Physik sehr wichtige Anwendung der komplexen Zahlen. Mit
dieser neuen Multiplikation o kann man sehr elegant rechnen. Eine Weiterverfolgung dieser Li-
nie fihrt auf die Funktionentheorie.

Bezspiel Excponentialfunktion

Die Exponentialfunktion ist die Funktion, die beim Ableiten sich selber reproduziert:
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Definition: {f, (x)= f(x), L (e (5-10)
f .

Taylor-Entwicklung unx= 0: , & 1/ .\
e ‘Zﬁ(e )
1

Fur imaginares Argument: o = Z”:

—— 0 ——
1 i2n X2n+i 1 s an n+1

= (2n)! i (2n+1)!

=cosx+i sinx=( cox ,sim)

Beispiel:
Moivresche Formel: (@A) = da gf (5-11)
- —— ——
coda+pB)+isifa+B) (com+i sio)( cof+i sif)
also: cos(a +B)= comr cof- sim sif ( Realtpil ,

und sin(a + B) = sina cogB+ cog sif ( Imaginartgi

Lésen von partiellen Differentialgleichungen mit komplexen Funktionen

Bezspiel Wellengleichung fiir die 1V erschiebung u eines elastischen Stabes

u

Verschiebung

-Richt
xRichtung

N

1 erschiebung u(;t) beschreibt den Zustand eines schwingenden elastischen Stabes.

Abb. 5-2

Tiibingen, den 08.07.2010
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Schwingender Stab
Verschiebung:

Bewegungsgleichung: 4 t(xt)= A

Ansatz:

Ableitungen:
eingesetzt:
Dispersionsrelation:

K Briuer: Mathematische Erganzungen sur Physik I und 1T

(5-12)
u(x,t)
A u(xr)
Massen- Steitheit =52
dichte (Laplace
Operat.)

u(xt) = Agt
ebene Wellen

U=-afu, 0u=-k%u

—paru = —Ak?
k(w)== L/;i w
(Ausbcr_elitungs—

geschwindigkeit)
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6. Gewohnliche Differential-
gleichungen

DGL: Bestimmungsgleichung fur eine Furddj (6-1)
in der die gesuchten Funktion und ihre
Ableitungen vorkommt;

Gewobhnliche DGL: Funktion einer Variablen;

Partielle DGL.: Funktion mehrer Variabel.

Anfangs- oder Randbedingungen: Spezielle Lésungan&nur im
Zusammenhang mit Anfangs- oder
Randbedingungen angegeben werden.

Methode 1: Direkte Integration

Bezspiel:
Newtonsche Bewegungsgleichungnx(t) = F (t); (6-2)
Integration Uber t: F F
dt'mx(t') = | dt'F (t');
Jarm(e)= ok 1)
mx(t)-¢ G(1)
Zweite Integration: F
mx(t) = | dt'G(t") +ct+c,.
(t) { (t) .
Einfachster Fall:
F =0 (kraftfrei) mx(t) = 0; (6-3)
Losung: mx(t) =ct+c,;
Bestimmung von £ : mx(0) =c,;
=
Bestimmung vort, :imx(t) :mx(0)=c1
dt =0 —
also: x(t) =x,+vt (Bewegung mit konstanter Geschwindighe

www.Rbraeuer.de Tiitbingen, den 08.07.2010
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Freier Fall-
F=mg (konstan} mx(t)=mg ; ©4)
Losung: Lot
J mx(t) = [dt' [di'g+ct+c, -Egt2+clt+cz;
0 0 2
gt’

12

2%
also:

X(t) =%, + Vit +Elgt2

(Bewegung mit konstanter Beschleunigir

Methode 2: Ansatz
Harmonische Kraft
Integration iiber die unbekannte Kraft ist nicht moglich!
F =kx (linear) mx(t)=-kx(t); (6-5)
Ansatz: x(t) = Ae", AAOC (allgemeir) , oder speziell fir diese Kr
x(t)=asin(at)+bcofat) = X=-afX;

Harmonische Oszillation

Einsetzen: -mef = -

Winkelgeschwindigkeit: w= \/?

Periodendauer: Wl =2mr=T = \/7
Konstanten: {XL_O =b=x,,
|t 0 aw= Vo
Losung: \/ﬁ \/? \/?
X(t)=v,,/—sin| ,[—t |+ X, cos ,|[—t | ;
Vorzeichen vorw Vorzeichen van
in vy irrelevant

Komplex: x(t) = Aé* +Be™ mit AL BOC.
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Klassifizierung:

Lineare DGL.: Funktiorx und Ableitung X, treten in dRotentz 1 (6-6)
auf(x", undx = ). ;
DGL n-ter Ordnung: DGL enthalt Ableitung bis zur @uohgn int ;

Homogen: Alle Terme der Gleichung enthalten die geguFunktion
oder eine ihrer Ableitungen.

Allgemeine Regeln:

* Es gibt so viele linear unabhangige L.osungen, wie die DGL Ordnungen hat.
* Bei linearen DGL koénnen diese Losungen tiberlagert (superponiert) werden.

* Es gibt so viele Konstanten (Integrationskonstanten), wie die Gleichung Ordnungen hat oder
wie viele linear unabhingige L.osungen sie hat.

* Die Konstanten werden durch die Anfangsbedingungen bestimmt.

Lineare inhomogen DGLs

Lineare inhomogen DGLs #-ter Ordnung kann man losen durch Uberlagerung von 7 linear un-
abhingigen Losungen der homogenen Gleichung plus einer beliebigen Losung der inhomogenen
Gleichung

Beispiel: X+TX = A .
~—
H%‘igﬁ‘”er Inhomogenitéat

Losung der homogenen DGL: x=ce'’;
Losung der inhomogenen DGLx=a ;

Allgemeine Ldsung: x=ce'" +a

Anfangswert: X _, =cta=x;

also: X = (Xo _ a) T 4g= xoe‘“’ + a(l—e‘t”);
Asymptote: lim x(t)=a

Ein komplexeres Beispiel kommt weiter unten.

www.fbraeuer.de Tiibingen, den 08.07.2010
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Mathematisches Pendel:
y-Richtung
>

o ® \iasse m

><-Richtung;s
<F—

Ein Mathematisches Pendel besteht ans einem "masselosen' Faden, bier der L zinge 0 und einer Punkinasse m. Der Winfkel

swischen x-Richtung und Faden definert @@
Abb. 6-1

. . X 6-§
Bewegungsgl yﬁF:yﬁ(X :yﬁ(gj v Afze (6-8)
y 0 —_—

Zwangskraft
fur Kreisbewegung

Schwerkraft
Kreiskoordinaten: co .

r :('0 ] % =pe ,

psing
¢ 00 o, 4| 20 i,

=0 =0
Z8,+08 =726,+98,[8,6,+98®,8,= [ ;

cosp - sinp ~PFE,+ DR,

also: —gsing= pg, ( Bewegungsgleichung
Z +gcosp=-p¢ ( Bestimmungsgleichung fir Zwangsk)e
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Kleine Ausschidige:
Taylor-Entwicklung: {—gsinqo: 00, —g (¢—%(02 + ) = p@, (6-9)
Z+gcosp=-p@ |2 +g(1-1¢ +..) =—p¢?;
Linearisierung: .
J §0=‘g(0,
P
VA :—g+(%¢zg—p¢2+...);
LOsung:
@=Asin(at+9), a)z\/E
P
Z=-g+(gg-pg+..)

Gedampfter Harmonischer Oszillator

Bewegungsgleichung:mx = —-Cx — ax (6-10)
Dampfung
Ansatz: x=Ae", AAOC;
Einsetzen: mi? =-C-aA (Quadratische Gleichur)g
Losung: /12+£/1+E:0,
m m
2 2
2 +2,1£+(i) {1) _c
2m \2m 2n) m’
H b
(A+u) =4 -af,

Schwache Dampfung:;2 - ¢ <0 odera < 2/mC , (6-11)
Ai :_:Uii\/(’vg_,uz;
——
R
Losung: X(t) = A 4 B = g Ade + Be)

:aco{ax+ ¢ Je‘”‘ ,
Phas

(Gedampfte Oszillatio .

www.Rbraeuer.de Tiibingen, den 08.07.2010
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5 : 6-12
Starke Dampfung: e _C >0 odera > 2/mC . (6-12)
m
A, = -af;
[ —
o<p
Losung: X(t) = Ael 9t 4 gel-Hat.
(Gedampfte Bewegung ohne Oszillatjc
Angetriebener harmonischer Oszillator mit Dampfung
Bewegungsgleichung:x+ 2yx+ afx = A, Cos(Qt) , (1) (6-13)
Ergénzung: y+2yy+afy=Asin(Qt), (2)
(1) +i(2) 2+2y7+afz= A", (z=x+iy)
Lésung: x(t) =Rez(t).
Homogen: I+ 2yz+a§z: 0: (6-14)
Ansatz: z=¢e",
also: A2 +2) y+af =0,
A =—yxy-of;
Homogene Losung: , _ -« (c alPedt o e_m) =0
+ - to oo *
Diese Anteile verschwinden nach einiger Zeit!
Inhomogen: 2+2yz+afz=Ae™; (6-15)
Ansatz: z=z,€e" :|zo|ei(Q’¢’)t;
also: ZO(—Q2+2in+a)§):Ab,
— Ab — i
= = e’,
ZO Cbg _ QZ + 2|}£2 |ZO|
12| =22, = sz —, (Resonanzkurve,
\/(“’5‘9 ) +4r°2%  Maximum dicht bei) ;
Re% B
1 1 1 \/ 2)? 22
cosp== + -Q?)" +4%0
e 2(a§—§22+2y§2 a)oz—Qz—Zij (f 0] +4y
S il
J(et -27) + 4y
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Zusammenhang~z :y - Re(z) = Re<|zo|ei(9“”’)) (6-16)

=lafeos{(@+g)t)

Geschwindigkeit: . | . _ a (6-17)
dload=a 2=
—_ + —_
(6 -Q7) +ay J(wo Y L4y
Q
Maxima der Resonanzkurven
Amplitude umey, : _ A A, (maximal links  (6-78)
& \/(a§—92)2+4y292%2921’9 von @)
Geschwindigkeit unay, :|Zo|= A . A
02\ @w=q 2) (maximal ina)

Beim elektrischen Schwingkreis misst man sinnvollerweise nicht die Spannung, sondern den
Strom, der proportional zur Bewegung der Ladungstrager ist. So erhalt man exakte Werte fir die
Resonanzfrequenz.

=1, 0)0=3 =1, 0)0=3

o
(5]

/
o
i

0.1F \

o
)

<
(&)

Amplitude |z |
Amplitude |v,|

«
—

0 20,4 6 8 10 12

(an]
[ew]

D 2% 4 6 8 10 12
Q

Resonanzfesrven eines angetriebenen, gedimpflen harmonisches Oszillators. Links der Amplitude und Phase des Ausschlages

und rechts der Betrag der Geschwindigkeit des Oszillators.

o]

Abb. 6-2
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Numerische Lésung gewohnlicher DGLs- Euler-Verfahren

Allgemeine Form einer Bewegungsgleichung(t) = F (F(t)) (6-19)

Taylor-Entw. vorr (t+h) umt 2F(t+h)=F(t)+ﬂ +O(h2) (6-20)

Beisprel Harmonischer Oszillator:

Harm. Oszill.: X+a’x= 0; (6-21)
Neue Variable: y=x , als§=X ;
Einsetzen: y+afx= 0;

&

Insgesamt: X = @J = (_;Xj =F(x)

also F (%)= (—(ZZXJ :

(6-20) kann man sehr gut mit dem Computer iterieren und die Schrittweite / so klein wihlen, wie
notig (Konvergenz). In grolen Schritte kann man (6-20) auch analytisch interieren:
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= x(t)+hy(t), (6-22)
= y(t) - ha?x(t);

) =1m+ Is[D= In,

1s)=0—]s4iszmrn:—2.467n 5;

Iterationsgleichung: {x

h=1s: X

h=1/2s: x(4s)=1m+1sD=1Im,

1s) O—%s%lﬁlm=—1.234n 5,

) =Im+1s[{-1.234n k)= 0.3861 ,
)=—1.234n/s—%s%l]m=—2.467m k;

h=1/3s: X

wln
wn
N— N—
1
+
wl—
(7))
<
o
(0]
S
Z
1
©
~
N
=

x(t) =1mCeoq at) , (6-23)
exakte Werte: i
y(t) = -Imlwsin(at) ;
x(1s) = ]m[to{g) = on,
=—1mi 2 sin ZFl=-
y(1s) = JmEEZSJ sm( 2) 1.576n &
T
Tabelle: hB1i x(1s)[m] y(1s)[m/s]
1 1 -2.467
3 0.383 - 2.467
3 0.178 -2.241
0 0 -1.570
1 1
Konvergenz: gut, schlecht.

www.kbracuer.de Tiibingen, den 08.07.2010
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Harmonischer Oszillator Auslenkung x(t) Harmonischer Oszillator Geschwindigkeit v(t)

A O mith=tm | . . [ y(t) mit h=1m
0o x(t) mit h=1/2m ol yity mith=12m| S
ol I xt)mth=13m| N [ y(t) mit h=1/3m
—x(t) analytisch —y(t) analytisch .
% 0.2 0.4 0.6 0.8 1 23 0.2 0.4 0.6 0.8 1
Zeit t [s] Zeitt [s]

Apnabtische und numserische Losungen des Harmonischen Oszillators, links die Amplitude x und rechts die Geschwindigkeit v,
beides mal diber der Zeit t aufgetragen. Je Kleiner die Schrittweite b ist, je mebr Schritte also genacht werden. um so besser stinmit

dre numerische INdibernng mait der analytischen 1osung iberein. Die Amiplitude links konvergiert dabei wesentlich besser als rechts
dre Geschwindjgkeit v.

Abb. 6-3

Verbessertes Euler-1erfabren:
Taylor-Entw. vonf (t+h) umt : (6-24)

mit r(t):,f(r(t))=%(ﬁ(r(t+h))—ﬁ(F(t)))+o(h2)
- H{E(r )+ (r0))-F (¢ () +0()
ist r(t+h):F(t)+r(t)h"'%%(t)hz"'o(he‘)

. F(t)+%(lf(F(t)+ F(F(1)h)+ (7 (1)))n+o(r)

Zum Programmieren ist dieses Verfahren nicht wirklich aufwendiger als das gewohnliche Euler-
Verfahren, jedoch eine ganze Ordnung besser. Die Schrittweite kann wesentlich gro3er gewahlt
werden.

Man programmiert:

R.=F(r(1)), 623
K, =F(F(t)+Kh),
F(t+h):F(t)+g(Kl+Kz).

Geht man noch zwei Ordnungen hoher (O(hs) , kommt man zu einem so berihmten Runge-

Kutta-Verfahren.
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Bezspiel Potential mit 2 Minimas:

25
2

1.5¢
1}

0.5¢

Potential V(x)

ot
-0.5¢

-1 0 1

Ort x
Potential it aver symmetrisch um den Ursprung liegenden Mulden (Mininza):

Abb. 64
Bewegungsgleichung:s = —g_ (x“ - 2x2) = —4x3+ 4x (6-26)
— Kraft

Potential

(e

Numerische Lésung mit der Programiersprache 'Maple'

> restart;
[HELVETICA, 16]:
plots[setoptions](font=%, axesfont=%, labelfont=%,1 egendstyle=[font=%):

Gleichung

> Vi=X->XM-x"2;
> DGL:="diff(x(t),t$2)=-diff(V(x),x)";
DGL:=lhs(%)=subs(x=x(t),rhs(%));

V==xl—>x4—x2

DGL == X(t) = -V'(x)
DGL = ¥(1) = -4 x(1)* + 2x(1)
Numerische Losung mit Euler 2

> Euler_2_Step:=proc(q)
local K1,K2;
K1:=F(q);
K2:=F(gq+h*K1);
evalf[4](q+h*(K1+K2)/2)
end:
> F:=g-><q[2],subs(x(t)=g[1],rhs(DGL))>:
F(Q)%'=%;

9
Flq) = 3
-44q]+2q,
> TMax:=5:N:=100:h:=TMax/N:
> Sol_Eul2[1]:=<1,0>:
for n from 2 to N do
Sol_Eul2[n]:=Euler_2_Step(Sol_Eul2[n-1])

end do:
Numerische Lésung mit Maple-'dsolve'
> TMax:=40:N:=100:;
Sol_dsolve:=dsolve({DGL,x(0)=1,D(x)(0)=0},numeric,m ethod=taylorseries,

abserr=1e-23,output=Array(Vector(N,n-> TMax*(n-1)/(N-1)))):

www.kbraeuer.de Tiibingen, den 08.07.2010
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Plots

Potential
> Pl:=plot(V(x),x=-1.2..1.2 title="Potential",label

Bahnkurve aus Euler 2

> Eul2_X:=Vector(N,n->[(n-1)*h,Sol_Eul2[n][1]]):

Eul2_V:=Vector(N,n->[(n-1)*h,Sol_Eul2[n][2]]):
> P2:=plots[display](
plot(Eul2_X,color="Blue",legend=["x(t)"]),
plot(Eul2_V,color="Green",legend=["v(t)"]),
labels=["Zeit
t","x(t),v(t)"],labeldirections=[horizontal,vertica
2)"):

Bahnkurve aus 'dsolve’

> Map_X:=Vector[row](N,n->[Sol_dsolve[2,1][n,1],Sol
Map_V:=Vector[row](N,n->[Sol_dsolve[2,1][n,1],Sol_d

> P3:=plots[display](
plot(Map_X,color="Blue",legend=["x(t)"]),
plot(Map_V,color="Green",legend=["v(t)"]),

K Briuer: Mathematische Erganzungen sur Physik I und 1T

s=["Position x","V(x)"]):

[],title="Anharmonischer Oszillator (Euler

_dsolve[2,1][n,2])):
solve[2,1][n,3]]):

labels=["Zeit
t","x(t),v(t)"],labeldirections=[horizontal,vertica []title="Anharmonischer Oszillator
(dsolve)"):
> plots[display](<P1|P2|P3>);
Potential Anharmonizcher Ozzillator (Euler 23 Anharmonizcher Oszillator (dsolve)
0,64 1,01 1,01
i 5: D_,B T D_.B s
Wi 5] w 0,44 w 0,44
1 0,2 4 0.z
0,24 !
1 0 = 0 . : . .
0,1+ 1 1 20 30 0
; -0,2 1 Teit t -0,2 1 Teit t
EI,IS a 0,47 -0,4
asition 0,5 1 06

Zweimmuldenpotential links und numerische mit Enler2 (maitte) und it Maple-'dsolve’ (rechts) berechnete Babnkurven.

Abb. 6-5

Aufgrund der Energieerhaltung sollte die Bahnkurve in Abb. 6-5 theoretisch auf dem Maxima
des Potentials bei x=0 enden. Dieser Punkt ist aber labil, so dass die Bahnkurve frither (Euler 2)
oder spater (dsolve) diesen Punkt wieder verlasst. Ob der weitere Verlauf der Bahnkurve nach
links (x<0) oder rechts (x>0) geht, hingt vom Verfahren, von der Computersoftware und der

Hardware ab.

Auch im Experiment ist das langfristige Verhalten einer Kugel in der vorgegebenen Geometrie
nicht vorhersagbar. Im labilen Punkt reagiert die Kugel sensibel auf allerkleinste Krifte, die expe-
rimentell nicht etfasst werden kénnen. Der Begriff 'Bahnkurve' wird bedeutungslos. Das fithrt
uber die Grenzen der klassischen Mechanik hinaus. In der Chaostheorie werden die Bahnkurven
durch Attraktoren ersetzt und in der Quantenmechanik durch Wahrscheinlichkeitsstrome.
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/. Partielle Differential-
gleichungen (Wellengleichung)

Partielle Differentialgleichungen sind Gleichungen fiir Felder mit Ableitungen nach den Orts-
koordinaten und nach der Zeit. In der Physik ist besonders die Wellengleichung relevant.

Wellenglezchung fiir einen gebogenen S'tab:

Verschiebungsfeld: u(xt), (u'=2u, u=2u); (7-1)
Spannungskraftfeld:F (x,t)= A u"(xt) ;

Spannungs- ~—————

modul ~ Spannung im Stab
Beispiele: u(xt)=a+bx = u"(xt)=0, (keine Spannungskraft

u(x,t)=%ax2 = u’(xt)=a, (homogene Spannungk

Wellengleichung:  mii(x,t) = Au” (xt).

Jede Stelle des Stabes gehorcht hier dem Gesetz Kraft = Masse[Beschleunigung . Benachbarte
Stellen des Stabes sind durch die Ortsableitung

B - 7-2
Ortsableitung: u”(x t,):h”gpllj(x"'h’t)"'u();z h,t)-2u(xt) (7-2)

miteinander verknupft. Je mehr die Auslenkung des Stabes vom Mittelwert der Nachbarstellen
abweicht, umso grof3er ist die Spannungskraft.

u(x)

Verschiebung u(x)

Position x
Die Iage und | erbiegung eines Stabes wird durch das | erschiebungsfeld 1(x) beschrieben. Nach dem Hookschen Geset, ist die
Spannung im Stab proportional Jur weiten Ableitung der |V erschiebung,

Abb. 7-1
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Allgemeine Losung der Wellengleichung

Phase: P=XEV ; (7-3)
Aligemeine Losung: u(x,t) = f (@), beliebige Funktion der Phase;
Beweis: . of .
f s
()= 20”
. d(of . 62f~26f
flg==|
(=32 3]- a0 5
of
t'(g) =g,
() 20"
0 ( of 0°f of
f" - | — = 247 ';
((o) 6x(0¢)¢J 0 gr+a¢£d€
also: 0% f
f 2 2fn
o7
und u(xt)=f(x+vt)+g(x-w),

mit v:\/z;
m

U(X,t) = Aeik(x+vt) + Belk(x v) _ Aei(kx+(ut) + Bei(kx_(d), (

Typisches Beispiel,

ebene Wellen:

kOR
w=kv)

Phasengeschwindigkeit
Wie schnell bewegt sich einen Punkt mit fester Amplitude des Wellenfeldes /7 Wir gehen vom
Phasenfeld uber zur Bahnkurve eines Punktes konstanter Phase:

Phase: f (¢(xt)) = constant - f(go(x(t) 1;)) (74)
also auch o(x ) t) £ vt = const,

bzw. vt,

X
+I

Phasengeschwindigkeltx

(x(t
(t)=
(

con
t) :%(constm/t) = FV.
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Welle lauft nach rechts Welle lauft nach links
A &
Ax=v-(t 2-t ] ) AX=-v-(t 2—t | )
= <l
= ==
Position x Position x

Phasengeschwindjgkeit v bei rechtslanfenden und linkstaufenden W ellen. Betrachtet wird die Bewegung eines Punikres konstanter
Amplitude des Wellenfeldes.

Abb. 7-2

Weitere Methode: Trennung der Variablen (hier fiir eznen eingespannter Stab)

Wir haben also zwei einfach zu 16sende gewohnliche DGL's erhalten. Die Konstanten miissen
nun durch Anfangs- und Randbedingungen festgelegt werden. Wir betrachten die

System: {mu(x,t =Au"(xt), 73)

u
Trennung:  u(x,t) =v(x)w(t

Bewegunggl: mu(xt) _u"(xt)

mbdW() _vw(t) .
/]MW(I) v(x)y@’f Komsiante

Funktion nur vont Funktion nur vorx

also: V'(x)=-k’v(x) = v(x)=a,sin(kx)+b, cogkx) ,

w(1)=-2w() = w(t)=asin(at) +b cofat)

——
B

Wir haben also zwei einfach zu 16sende gewohnliche DGL's erhalten. Die Konstanten miissen
nun durch Anfangs- und Randbedingungen festgelegt werden. Wir betrachten die

. . 7-6
Randbedmgungen.v(o) :v(L) -0 — v(x) =a Sir(%TXJ , NON; 70
also: u(x,t) =v(x)w(t),
Bewegunggl: u(xt) =Y sin(k.x)(a, sin(wt) +b, codat)) .
n=1
Schwingungsmoden

www. kbraeuer.de
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Schwingungsmoden A

N
b@c\}\ \

3 \
CQ'\

Position x

Schwingungsmoden eines links und rechts emngespannten Stabes. Jede Mode n hat n-1 Knoten und schwingt mit einer Frequens;
J=a)/2m

Abb. 7-3
Weitere Methoden zur Losung partieller Differentialgleichungen

Um die Ortsableitungen durchfithren zu kénnen, braucht man eine Darstellung der Ortsfunktion,
etwa durch Entwicklung nach einem vollstindigen Orthonormalsystem oder durch ein Gitter.

Entwicklung nach vollstandigem Orthonaalsystem: (7-7)
Beispiel: .
eISpie u(xt) =3, (t) sin(nmx) ,
%,_/

Vollst.Orthonorm.
System

Ortsableitung: (xt) ==Y ntrc, () sin(nmx);

Finite Differenzen:

Entwicklung: u(xt) - u(x, t)=u,(t), M-

: u.. t)+u_,(t)—2u (t
Ableitung: u"(x,t) _, _n 1( ) n 12( ) n( ) _
h
Die Ortsableitungen konnen durchgefithrt werden und man erhalt fir die Entwicklungskoeffi-

zienten ¢,(?) oder die Gitterpunkte #,(?) ein gekoppeltes System gewohnlicher Differentialglei-
chungen.
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8. Fourier-Transformation

Wir betrachten zunachst eine

periodische Funktion: f (t+T) = f (t) (8-1)

Die Idee ist, das sie sich durch eine Uberlagerung periodischer, harmonischer Schwingungen dar-
stellen lasst.

f(t)=A +Acos(at+@)+A, cog at+¢,)+ .+ A, cdNat+g,) (8-2)
N
=Y A,cos(nat+¢,).
n=0
Analogie:
. . : L& (8-3)
Entwicklung eines Vektors nach Basisvektoren= Z X e ;
n=1
Entwicklung einer Funktion nach Polynomen * 1d (t ) )n
(Taylor-Entwicklung : et dtn 07

Bezspiel Rechteckschwingung und S dgezabnschwingung

Fourier-Entwicklung Rechteckschwingung Fourier-Entwicklung S&gezahnschwingung

A& it} 3 & fiy
11 5B, sin{nx), N=1 T8, sinmd, N=1
B, sin(nx), =3 2 B, sin, N=4
1H =] Eanm(nx), =40

0.5 o =B sinim, N=2¢

04
-05 -
-2
-1
M 3
-2 0 2 -2 0 2
Zeitt Zeitt

Approxcimation einer so genannten Rechteckschwingung (links) und einer Séigezablsohwingung (rechis) durch Uberlagernng von
Sinus-Enntktionen in verschiedener Ordnung.

Abb. §-1

www. kbraeuer.de
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Umschreibungen:
mit  cos(nat +¢,) = cogg,) cobnat)- sify,) cdsat) (84
ind 2, =cos{g,) A, b,=- sir(g,) A
ist

f(t)= EN: a, cos(nat) +b, sin(nat)

n=0 1/ . 1/ .
E(elna,( +e—|nm) E(emm _e—lnm)

:%g((an —ih,) €™ +(a, +ibn)e'i”“‘);

oder mit ganzzahligen Indizes

N . 8-5
f(1)=3 ce™. )
n=-N
Fourier-Reihen
Berechnung der Koeffizienten ¢,
8-6
Periodendauer: T -2 &)
w
T furn=m,
T —
. i(n-mjat _ on _
Nebenrechnung.jdte =1 gl |T ei(n_m);); _ =T4,,
0 = =0 sonst;

i(n—m)a)‘O i(n-m)w

Multiplikation, Integration: T NGO (8-7)
P J _[dte"m“‘f (t)=> cn_[dte'(n M =¢ T
0 n==N ¢

=Tom

also: T _
cnzlfdte"““‘f(t) und
T 0

N
ft)= Y ce™.
n=—N

Winkelgeschwindigkeit der Oberwellen: @ =nw= né%

n
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Reelle Funktionen
f reell: ) NO N, N, \ 8-8
f=f = >Yce“=>cge™=>c e = c¢=c, 54
n=-N n=-N =N
also: > i Neut - inct * —inat
f=>cé =cO+Z(cne +ce )
n=-N n=1
— > i Neut * —inat
_C0+z Cn ~e—,—a + G, L
n=t 3n+ih1%(cos(nax)+i sir(nat)) %‘ibn%( cofnat)-i sifnt))
N
=G, + (&, cos(nat) -b, sin(nat)).
n=1
Beispiele:
Rechteckschwingung
Funktion: -1 furtO[-7,q, Periodendauer T= 72 , &)
f(t)=40 furt0{-m0,m 21
Winkelgeschw. w =—= 1
1 furto[o,7]. J

Koeffizienten: 1 % A
C, _?Ldtf (t)=0;

—_ 1 IT —int _ 1 t —int ‘ —int
c, "o -Ldtf (t) > !dte _fndte
=T — T/—’
et ke =)
=__-_1((_1)n B )=_2 '__1__1__1+_1+_1+_1+ '
in 17T 5 311 3 5
—2,0-2,0 n<0 n>0
Fourier-Reihe:
2 = 1 i(2n- 1 —j(2n-
f(t):F_[Z; e (2 1)t_2’]_1e (2n-1)t
R EeN R
rate e

www. kbraeuer.de
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Sdgezabnschwingung
ion: i = -1
Funktion: ()= t fortO-m 7, Periodendauer T= 72 , (8-10)
0 furtO{-mm,  Winkelgeschw. w =2T£: 1

Koeffizienten: 1 T
ZLT ke

¥
277C J' dtf (t ( —|nt — J' dtte —int :(inn-l_leinn_ —inr+ 1einn

2 - 2 =
AN "o Yy
Ir‘::le—int . sz(_l)n
=27 (=) ;
n
Fourier-Reihe: o ((=1)" _1\" o (—1)"
f(t):iZ(( ) g (Y e-'mJ_—zz( Y gin(mt)
el N n 1 N
w [_q\M"1
:22( ) sin(nt)
1 N
Aperiodische Vorginge
Wir kommen zu aperiodischen Vorgingen, wenn wir die Periodendauer immer linger machen:
Oberwellen: @, = 2”2; (8-11)
Differenz benach- a
W=y~ Wy =—,
barter Oberwellen:
also: IimAa): dw
und 1 5
|nm - f t - d | ok
JORDE (0= [ dee(e)e
i 1 7 _
== |dte™ f(t) - =—— | dtf (t)e™
= H[aem 1 () - efw)=-far (e
Normierung:

—

1 .
f (t) :—_[da) c(w) €&«
ver T jar()e

_ 1 ' 1\ Se(t-t) _—
—ETIdtdwf(t)e ) =

§e—3s

Lt j et
o
2m(t-t')

%,_J
siehe Anhang 1 am Schl
des Kapitels!

=1()
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Bezspiel
Fourier-Transformierte

Fourter-Transformation

Transformierte:

Partielle Integration:

der GauBfunktlb(1x) e (xI%)

— ]0 e_[:’] e ™dx

130)? ik (xP c(kW2m
o x10)? ;0 ;%a%fe[x") g (k)}v2
%%%c(k)m
DGL: , ix2 . x2k
/()= 22 (1K) (k) = =2 o(K)
Losung: _[&k]z
c(k)=ce"’
Normierung: 1= 1 . _[&k]z
1=f(0)=—== [ ¢(k)dk =—== e */ dk
(0=~ I (k) =G J
2
(siehe Anhanxa 2 am BlR)
also: 1 2 J2
1=——c,Jm==c¢c,~=
NS S &
und: % _(ika
c(k)="2e'?
(=%
Vektorrauminterpretation
Analogie zu rdumlichen Vektoren:
Ortsraum | Funktionenraum
Basis: & , %e”‘x ;
T
Inneres Produkt | _ =g °°d _ 1 = 5(k=1):
(Orthogonalits} | & =% j X( 21 )(\/_e )_ (k=1):
Darstellungvon | . . _ 1 % o
Vektoren: r=ag, f(x)——\/ﬁ_jmdxc(k)e :
Spektralanalyse:

67

(8-12)

(8-13)

(8-14)

Sehr wichtig fir die Untersuchung vor allem linearer Systeme (Astronomie, Atom-, Kernphysik,

Elektronik, Medizin, ..

einem Signal vorhanden sind.

www. kbraeuer.de

.). Das Leistungsspektrum ‘C(

2 . . . .
a))‘ zeigt, wie stark einzelne Frequenzen in
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Sonnenaktivitat X 10? Leistungsspektrum

% N N N v 2 T T
=
Q
= 150}
G ] R S -
oy
=
O Lo}
0 —_
5 1007 E §
© =
= o
i
© : :
N 504 )] S— 11 PR S R 1
[ ] H H
] : :
:9 i
g M 1 M M 0 ol »AJ: i

‘IC}OO 1750 1800 1850 1900 1950 10 20 30 40

Jahr Jahre/Zyklus

Sonnenafktivitiit als Funktion der |abreszabl (links) und das Leistungsspretrumm dieser Funfktion (rechts) als Funktion der
Jabre] Zyklus (siehe unten).

Abb. 8-2

2

, sondern

{2

Atrgument nicht Zyklen/Jahr sondern Jahre/Zyklus direkt abgelesen werden kann.

Im Leistungsspektrum von Abb. 8-2 ist nicht ‘c(w) ? aufgetragen, so dass das

Losung linearer Differentialgleichungen

Die Basisfunktionen der Fourier-Analyse sind Eigenfunktion der Differentation:
0%sin(kx) =-k?sin(kx) , 02 cogkx)=-k?* cofkx) 06" =ike" (8-15)

Daher kann man vor allem linear Differentialgleichungen aller Art (auch partielle) mit Hilfe der
Fourier-Analyse in rein algebraische Gleichungen umwandeln.

Bezspiel Wellengleichung fiir das elektrische Potential:

Wellengleichung: af¢—ia§¢ =0 (8-16)
&
: = 1 i (kx-at)
Ansatz: p(xt)= 5 jdkc(k)e(
(V2r)
YA
Einsetzen: J.dk((—ia))2 _%Jc(k)ei(kx—m) -0
=0
. 2
also (—ia))z——(lk) =0, w=+— k
e U
. — 1 ik(x-ckt)
Feld: $(xt)= 7 [dke(k)e
(V2r)
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Anhangl: Beweis von [ dxe™ = 25(k)
Hilfsmittel: * . < o, 8-17
| = Idxe'kx =lim [ dxe"* &17)
- 540_00
mlt . . . 2 . 2
ik« —ex? = —g(x2 —2x£j =-g| X*- 2x£+(£) +£(£)
2& 2 \ 2 x
_ ( ik jz K?
==& X—-—— | ——
2& 4e
also: K _S(X_gjz Ko , ik
| =lime % j dxe U %/ =lime % .|'due“9u (u = x——)
£-0 £-0 2¢
- = J
ZWiSChen' Polarkoordinaten
o 5 © 2,2 0 , 2
rechnung: 32 = [ que ™ [ ave™ = [ duove ™) = rar e [ dg
~ '°° ~ L=
:I_TJ.dpe‘p :7_T
£ £
| —
<~
also: K
| =lim \/ZTe ae
-0\ g
By
Das 1st eine Darstellung der O Distribution:
es ist: K =0 furk#O0; (8-18)
| =lim,|—e % .
-0\ g ~ oo firk=0;
und  « o K o s
jdkl =|im\/ZTj dke “ =lim \/ZT 2 J'rdre 4¢
- -0\ & - -0\ & °
2
pzt, dp:édr
Trick wie oben
= Iirrngr: 2ir

Iso: = .
as0 [ dxe™ =1 =2/ (k)

www.kbracuer.de Tiibingen, den 08.07.2010



70 K. Bridner: Mathematische Ergingnngen gur Physik I und 1T

Anhang 2

Integral: _( (8-19)
e
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9. Krummlinige Koordinaten
Erganzung

Orthogonale Basis fiir Krummlinige Koordinaten:

- . 0,r P a f (9-1)
Definition: &, E‘aq i Normierung®, (&, = O ﬂ ‘ =
I F r

G

Orthogonale Basis:€, (&, =9 .

Invariantes Volumen

V(0,7,0,7.0,7) = (047 0,7 B, F = £,0,%9, X0, % =det(d,7 3,F 9,T) (-2

g2 '] 043
Spatprodukt
:\a%rHaqeraqlr\det(eq eq eq) )
—_

=1
(fur rechthandiges Systgm

Invariantes Volumenelement

AV (9,7.9,,7.0,7) =V (0,707 9,1 ) dada,da, =|o,r||a,,r |0,r|dadaga, (93)
Gradient
Differential d¢ =0, ¢dq ©94)
und dg =(Dg)wr =(0,8, ), dg =0, |a,
bur, 049
also: O, = aqi(f
0471
NN
und g =¢, ‘aqf‘ .

www.Rbraeuer.de Tiitbingen, den 08.07.2010
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_ 0 9-5
0 ¢ = éqi Qi? : ( )
‘aqi r‘
Karthesische Koordinaten{]¢ = é&a& 9 ;
Zylinderkoordinaten: O¢ = €0,4+€ iaw +80,0 ;
yo,
Kugelkoordinaten: 00 =60 ¢+é 15 p+é 15 @
N ' GOl 0T eing O
Differgenz oder Quellstirke
Kontinuititsgleichung
Grundlage der Erhaltung von Ladung, Materie, Wahrscheinlichkertt, ...
(9-6)

Erhaltung vorQ : z—? = Jdvpi—gﬁdf 0 (I : Strom durch Oberfléi()h

BO I\Q‘E 0{5.0\'9
o oG 2> N O
£ s €O
2 Jow ey
ﬁ N L— Do
&
o \(\\_\}-{\g

(=
O
q W-Richtung

Zutr Ableitung der Divergenz; werden hier spezzell die zavei Flichen F, und I, abtrachtet, die beide eine q,-q,-Ebene anfspannen.
Die Flcchennormalenvektoren steben in q,-Richtung, der anf V', 3eigt in positiver Richtung, der auf ', zeigt in negative Richtung,

Abb. 9-1
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Definition der Differgens (Quellstirke) und Umformuliernng sum gewobnten Ausdruck:

L 1 L (9-7)
00 = lim — ¢ df 0 —I|m—§ Ide]
av-o AV av - oAVIlF

o)

. 1 TP, .
=lim — V(aqzr aq3r )AQ2AQ3Jq1(Q1+Aq1’q2’Q3)
_
\6qu(0a+ﬂq1,qz,%)‘
o (@ +A0,02.05)

+ V(or]or])  AGATL, (0T, Gs) -

-—
104, (c 2 5)[0q, (61:9203)

= lim i[AO[LquAq3 Uﬂ(\a rHG r

AV -0 AV

o, (0 0, 05)) + j]

F3

0, F qu)+...)
i)

= lim ———— 1# (Aoququaaoa( q
3 =43

AV -0
:aql( q q; jq1)+aqz( q q:. )+0 (
\a%rHaqeraqﬂ

Dabei wurde benutzt, dass

o : . jo (O *+ A0, G, 05) — g, (A (9-8)
Algmo(h’ﬂ (ca +Aq,, q2’q3)— N (ql,qzq 3)) :Algﬂr[]OAq{ Ja (On O %2;3 Jo (q1 Q2,q3)j

= Jim 4G (a% Ja (0 qz,qs))

ist und dass die oben nicht explizit aufgefiihrten Ausdriicke (...) durch zyklisches Vertauschen
der Indizes gewonnen werden konnen.

Also ist
oy < 2o Perlaia) +00, (or]our o)+ 20 ourl00 e ). 7
10,7][04,7][0,F]
0, Iy
Karthesische Koordinaten1(j =0, j, =| 9, ],
0,],
Zylinderkoordinaten: 00 = -1 p,ojp+16¢,j +0,],
p p
Kugelkoordinaten: 00 = iza,r J + | ——0,sindj, + mﬂaij
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Beisprel Conlomb-Kraft
Divergenz (Quellstarke):OE= p (9-10)
Quellstéarke

= Coulomb-Gesetz: Q:Jde:IdViEE: j df Ez f(R)
\% \%

[S—]
'3V(R) Gesamtladung Q
“————  unabhangig von F

=47R%E,
_ . Q ] . .
also: E =— ( Coulomb-Gesetz ist zwingend
4R
Vergleich mit : _ .o
Q=fdvp = [ df ]
Ladungserhaltug v Ladlngs V()
— — erhaltun
=[avirE = [ o
v V(R)
also: E= i ( Vverschiebungsstrgm

Jedes Feld einer Quelle p muss also aus Symmetriegrinden diesem Coulomb-Gesetz folgen

(vergl. Schwerefeld). Auch der Verschiebungsstrom Eergibt sich daraus zwangslaufig.

= (9-11)
Physikalischer Input: Kontinuitat vo{\E und

0
{Coulomb-Gesetz

Mathematik: _
Verschiebungsstrol

Rotation oder Wirbelstirke

Integral Giber einen sehr kleinen, geschlossenen Weg (Fur ein konservatives Feld ist diese Integral
immmer 0!)

T T ) 9.12
A [@Dx B) =lim— ¢ dSB  (A.: Normalenvektor auf Flachg) 12
AF -0 AF
o(v)
B(a,9,.0,+40,)
=] 1 K] 2
S < Ad; A
S
g 3
4 =3
e |7
‘O_le alg
a o
&
V A,
—
B(a,.d,.9,)
qQ-Richtung

Zur Berechnung der Rotation wird ein geschlossener Weg in der q.-q -Elbene betrachtet.

Abb. 9-2
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A, ({0x8) = fim 1o — § o5 "

6,03 O(V)

7| B, (a 2.2 =[0,, 7| BA(a, 0,05+ Aa))

+ 00, ([0, 7| B; (0,0, + 801,09 =[0, F| B0, 0 )

AG,AG, (—a% 0,7|B,+0,, [0, B3)

G203

MRS

also:
. 9-14
DXBLH( \a\aka‘ar‘) o1
\a r
Karthesische Koordinaten: 9,B,-9,B, (9-15)
OxB=¢,8(d,B,-9,B,)=0,B,-0,B,
0,B,-0,B
Xy y X
Zylinderkoordinaten: AxB=8, _3(6sz ‘asz) N ew(azBp _asz)
0,7 =1.0.1 p
’ A1
+eZ;(appB¢,—apB¢)
Kugelkoordinaten: EXB:ér 1 (6 sinsB, aB)
\aq_r\ =1,r,r sind rsind
: ~ 10 1
+&—| ——0,B —0,rB
ﬂr(smﬁ e "’)
+é¢,}(6rrB§—aﬂBr)

Laplace-Operator:

Kombination aus Gradient und Divergenz fithrt auf
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1
940

i#jzk#i, (916
Einsteinsummation Ubér

Ag = ] D]i¢ = ‘aqi FHqu F‘ aqi @,

1
d, —
. i .
‘a%r ‘ ‘a(ﬁ r ‘
Divergenz Gradient

. : _ )
Karthesische Koordlnaten.A¢ - (ax) &;

Zylinderkoordinaten: 1
Y Dp=—0,00,9+— 503 +0%p

‘aqu‘ =1p,1
Kugelkoordinaten: A¢=—2]8,r26r¢+ : '1 9, Sindd ¢ +— 1 zaz .
\aqu\ =1,r,r sind r resing (rsins)
Interpretation: Summiert Krimmungen des Feldes
Beispiel: ¢ =ax’ +by? ( Paraboloif (9-17)

Laplace-Operator:A¢g =a+b .
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