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Vorwort

Ziel des Kurses

Der 'Mathematische Vorbereitungskurs zum Studium der Physik' hat in Ttubingen eine fast 40-
jahrige Tradition. Er soll den Physikneulingen den Finstieg in das Physikstudium etleichtern,
indem eine mathematische Basis fur die integrierten Physikkurse der ersten drei Semester ge-
schaffen wird. Der Kurs umfasst zum Grossteil Inhalte, die vom Abitur her bekannt sein sollten,
jedoch einer Auffrischung beduirfen. Die mathematische Darstellung ist auf einem etwas hoheren
Niveau als dem der Schulen gehalten. Sie ist jedoch eher den Bedurfnissen der Physik als dem der
Mathematik angepasst.

Der Kurs hat auch eine wichtige soziale Aufgabe. Die Studenten konnen sich 10 Tage lang ohne
Leistungsdruck an das Umfeld der Universitat gewohnen und sich gegenseitig kennen lernen. In
den Kursleitern haben Sie Ansprechpartner, die selber mitten im Physikstudium stehen und mit
den Problemen der Studienanfinger bestens vertraut sind.

Geschichte des Skriptes

Das urspringliches Skript wurde bereits in den 70'er Jahren von Prof. F. Wahl erstellt und von
Prof. P. Kramer und Prof. H. Sohr weiterentwickelt. Um den Hilfskriften des Instituts fiir Theo-
retische Physik die doch immense Mithe des Kopierens von bis zu 300 Exemplaren pro Kurs zu
ersparen, entschlossen wir uns, ein aufgearbeitetes Skript in Buchform zu veroffentlichen. Daraus
entstand die 'Einladung zur Physik — Eine mathematische Einfithrung und Begleitung zum Studi-
um der Physik und Informatik', erschienen 2002 beim Logos-Vetlag Berlin. Eine verbesserte
Neuauflage erschien 2005.

Das Buch geht inhaltlich weit Giber den Stoff des Vorbereitungskurses hinaus. Es zeichnet sich
vor allem durch umfangreiche Veranschaulichungen und Erklirungen aus, die in den iiblichen
Lehrbiichern sehr kurz kommen.

Uber das vorliegende Skript

Das neue Skript entstand zum einen aus der Notwendigkeit heraus, den Inhalt des Vorberei-
tungskurses den gewandelten Bedirfnissen der Integrierten Kurse der ersten Physiksemester und
an den neuen Bachelor-Studiengang anzupassen. Zum anderen erscheint es heute angemessen,
den Studenten ein begleitendes Online-Manuskript anzubieten, das die wesentlichen Lehrinhalte
ubersichtlich darstellt. Es beinhaltet im Wesentlichen die Tafelaufschriebe und sollte als Lehrma-
terial nur in Verbindung mit dem Kurs oder dem oben erwihnten Lehrbuch 'Einladung zur Phy-
sik ...' verwendet werden..

An Themen umfasst es Vektoren, Ableiten und Integrieren, was den angehenden Studenten in
Grundziigen bekannt sein sollte und im Studium vorausgesetzt wird. Das letzte Kapitel des
Skripts befasst sich dariiber hinaus mit Vektorfunktionen und Feldern, also mit Bahnkurven,
Gradienten, Wegintegralen und dahnlichem. Diese mathematischen Mittel zur Beschreibung phy-
sikalischer Zusammenhinge werden im Integrierten Physikkurs I behandelt und in den héheren
Kursen vertieft. Sie stellen im Grunde eine Kombination der Kursthemen Vektoren, Ableiten
und Integrieren dar. So werden am Ende des Vorbereitungskurses die Grundinhalte vertieft und
die Stofffiille des Integrierten Kurses I aufgelockert.

In das vorliegende Skript nicht aufgenommen wurden Themen wie Divergenz, Rotation,
Krummlinige Koordinaten und Matrizenrechnung. Diese spielen im Integrierten Kurses I nicht
wirklich eine Rolle.



Dank

Zu den Vorbereitungskursen der letzten Jahre fanden regelmafBig Besprechungen der Kursleiter
statt, aus denen viele konstruktive Gedanken in das neue Skript eingeflossen sind. All den Kurs-
leitern danke ich fiir thre Beitrage.

Tubingen, im Februar 2009

Dol Recioms

www. kbraeuer.de Tiibingen, den 13.02.2013






1. Zahlenbereiche

Naturliche, ganze, rationale, reelle und komplexigléh
Vorbemerkung

Ursprunglich kommt man zu Zahlen und zum Rechnen, indem man Dinge oder Weltinhalte ab-
zahlt. Die Anzahl beschreibt man durch Symbole 1, 2, 3,.... Das Abzihlen wird dann mehr und
mehr ins Gedankliche verlagert und man stellt sich die abzuzahlenden Dinge nur noch vor. So
kommt man etwa zu negativen Zahlen, die die Anzahl fehlender Dinge meinen, oder zu einem

Symbol '0' fir das Nichts oder zu '®0', was es in der dinglichen Welt nicht gibt. Das Rechnen wird
mehr und mehr abstrakt und von dem urspriinglichen Abzihlen von Dingen entkoppelt. Man hat
reine Symbole und wendet Regeln auf diese an.

Rechnen anf der Basts des Abzdblens von Objekten mit natiirlichen Zabhlen:

Abzahlen: Das Wort 'Welt' hat 4 Buchstaben (1-1)
Addieren: 'Hallo Welt'hat 5 4 9 Buchstaben

Subtrahieren:  'Hallo' hat 94 5 Buchstaben

Multiplizieren: 'Hallo Hallo' hat 215 10 Buchstaben

Teilen: Halbes Wort 'We' hal /2= 2 Buchstaben

Potenzieren: 'Welt Welt Welt Welt' hat 1 & 4= 16 Buchset

Radizieren:  'welt' hatv' 16= 4 Buchstaben

Gedanklich kann man mit Zahlen mehr machen, als Dingen abzuzihlen:

Subtrahieren: 'We' hat 24— 2 Buchstaben mehr aldt''We (1-2)
Teilen: 'We' hat 2/4=1/2 soviel Buchstaben wie "Welt

Radizieren:  Die zahlv/ 2 multipliziert mit sich selbsrgibt die Anzahl ;

-2, 1/2 Oder\/_:sind keine natiirlichen Zahlen, sie symbolisieren nicht die Anzahl existieren-
der, abzihlbarer Dinge. Sie sind aber zum Rechnen sehr niitzlich.

www.kbraeuer.de Tiibingen, den 13/02/2013
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Natiirlichen Zahlen

Als natirliche Zahlen bezeichnet man die Symbole 7,2,3,... fir die entsprechende Anzahl von
Objekten. Man fasst diese Symbole als Elemente einer Menge auf.

Menge der naturlichen ZahlenN ={ 1,2,3, ()

Ordnungsstrukutur
7 und 7 stehen jeweils fir eine nattrliche Zahl.

n>m: nsymbolisiert eine groRer Anzahl von Objektenmls (14)
n<m: nsymbolisiert eine kleinere Anzahl von Objektesral

n<m: nsymbolisiert eine kleinere oder gleecAnzahl von Objekten wim

n=m: nsymbolisert eine gréRere oder gleiche Anzahl @ijekten wiean

Grundrechenarten in N

Man kann zwei Mengen von Dingen zusammenbringen und abzihlen oder aus einer Menge ei-
nen Teil entfernen. Beim Abzihlen von mehreren gleich grolen Mengen kann man das Abzihlen
vereinfachen.

Addition: furn,mON istn+ m= KIN (1-5)
Subtraktion: fum>mON existiert eik(0N , so dasg k= r

(odern -m= kON)
Multiplikation: fur n,mON ist nOm= KJN

Die Symbole '0" und 'oo":

Ein Wort mit Null Buchstaben ist kein Wort! Zum Zihlen braucht man keine '0". Trotzdem ist es
sinnvoll, fir das Nichts ein Symbol '0' einzufithren. Ich sage etwa: 'In meinem Geldbeutel sind 0
€', oder 'Die Anzahl von Buchstaben in 'Welt' und 'Ball' unterscheidet sich um 0 Buchstaben.

Zu jeder natiitlichen Zahl '»’ gibt es eine groBere Zahl, etwa m=n+1". Die Anzahl der Zahlen ist
unbegrenzt. In unserer Welt gibt es jedoch nur endliche viele Dinge, die man abzaihlen kann.
Beim Rechnen betrachtet man allerdings manchmal Zahlen, die sehr groB3 sind. Es spielt dann
keine Rolle spielt, ob man noch etwas dazu zahlt oder sie multipliziert. Dafiir verwendet man das
Symbol 'e0". Dafiir gilt etwa

(1-6)

Nn+o =0, oder nd = o

Das sind nicht mehr die Rechenregeln fiir Zahlen und somit ist das Symbol © auch keine Zahl.
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Ganze Zahlen
Ganze Zahlen erhalt man durch die Verallgemeinerung und Abstraktion der Subtraktion.

Man kann aus einem Sack nur so viele Kartoffeln herausnehmen, wie auch drin sind. Man kann
allerdings unter Umstinden mehr Geld ausgeben, als man hat.

Subtraktion inN : fin>mON existiert eik0ON , so das® k= r (1-7)
Verallgemeinerung: fiur alle mON  existiert ekn , sodast k= n
firn<mON ist k= n- n0{-1-2-3.}.
Ganze Zahlen: z={..,-2-1,0,1,2,}.
Ordnungsreladnen: die Bedeutung vor <> <, ergibt sens der
Reihenfolge der ganzen Zahlen
Betrag: _[+k, furk>0
L _{—k sonst

-n 1st das Symbol fiir das Fehlen von # Objekten.

Rationale Zahlen

Rationale Zahlen erhilt man durch Verallgemeinerung oder Abstraktion des Teilens. Man teilt
einen Kuchen in 5 Sticke und isst davon 2. Diesen Teil des Kuchens kann man durch einen
Bruch beschreiben. Die Menge aller Briiche bilden die rationalen Zahlen.

Z'énler (7_8)
Bruch: % mitp gJZ undg# O

Neﬁner
Kirzen und Erweitern: fip g r, sJZ gilt—|[:3=L genau dann, wears= dr

q s
: : p_. O_

weitere Regeln: —=p ,—= 0

1 q
Beispie|e: §:§:_9:__12’ _2: 2

2
Rationale Zahlen: Q= P , mf pdZ undio}
q

Rechenregeln:

Zum Abzahlen von zwei Stiicken eines dreigeteilten Kuchens und einem Stiick eines halben Ku-
chens muss man die einzelnen Stiicke weiter teilen und so zu gleichgroen Stiicken kommen.
Man bringt sie auf den Hauptnenner. Die gleich groB3en Stiicke kann man dann zusammenzihlen,
also 2/3=4/6 und 1/2=3/6. Zusammen hat man also (4+3)/6=7/6 odet einen ganzen Kuchen
und 1/6 Stiick. Ahnlich tberlegt man sich das Multiplizieren und Teilen von Briichen.

www.fbraeuer.de Tiibingen, den 13.02.2013
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firp, p, o, 40Z, q, g% 0: (1-9)
Addition, Subtraktion: p, _ P, _ PG+ pq

4@ & G %
Multiplikation: PP p,0p,

4 % Qb
Division: PP _ R

4@ & qUp

lation: y
Ordnungsrelation P_P g gleich{plqzs oXs} fEJI’ q0g,> 0 und
, P 2P0 flr g, <0

Dezimaldarstellung rationaler Zablen
Wir sind gewohnt, rationale Zahlen als Dezimalzahlen darzustellen und zu verwenden. Sie erge-
ben sich aus der Dezimalbruchzerlegung.

Vit {do ON, (Menge der naturlichen Zahlen und dey (1-10)
it:

d, d, d,..0{0,1,2,..}p
Dezimalbruchzerlegung:B =d, +i +& +i +
q 10 100 1000

Dezimalzahl: d, dd,d, ...

Die Umwandlung eines Bruches in eine Dezimalzahl ist eine der vier Grundrechenarten und wird
als 'Teilen' bezeichnet. Wie die Umwandlung praktisch geschieht, lernt man in der Grundschule.

Beispiele: (1-11)
%:0,3333..5 o,‘3,%= 0,2000=. 0720%1: 0,090908...09

Die Querstriche bezeichnen die Periode, also die standige Wiederholung derselben Sequenz. Man
kann zeigen, dass alle rationalen Zahlen eine solche Periode haben.

Reelle Zahlen

Zu reellen Zahlen kommt man durch Verallgemeinerung oder Abstraktion des Wurzelziehens aus
positiven rationalen Zahlen.

Wurzelziehen: Fur das Symbol/q  soll geltefa/q= q (1-12)
T

Fur Qudaratzahlen oder gitt p=r @ undq = 0, dann is p_r
Brichen aus Quadratzahlen: qg s

Im Allgemeinen gibt es fiir eine Wurzel jedoch keine rationale Zahl. Wir versuchen es mal mit
der Wurzel aus 2. Welche Zahl muss man mit sich selbst multiplizieren, um 2 zu erhalten? Wir
berticksichtigen dabei, dass bei einem geraden Quadrat einer natirlichen Zahl auch die natirliche
Zahl selber gerade ist.
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furnON gilt: istn? 02N, dann ist auch (1-13)
Beispiele: n{il123 4 5 6 7 8 9..
ni 4 16 36 64 .. ON

2

1 9 25 49 81... 0O X+

Damit zeigt man, dass ein Bruch, dessen Quadrat die Zahl 2 ergibt, beliebig oft durch 2 gekurzt
werden konnte. Das ist nattirlich Unsinn und bedeutet, dass es diesen Bruch nicht geben kann.

n

1-14
Annahmen: es gae N , so da(%ﬁg = 2 ist (1-14)
dann ware p’= B°0 B (= Menge der geraden Zahlen

dann ware pld W ,alsp= @ miN
dann wére p°’= ar= 7
dann wére q°= &’ , alsofd IR

dann ware = B, nON
also: x/_2:£=2—m=Ln
g 2n n
Wiederholung: J_sz—ﬁzlzgzlz ... ( mit st yON)

n 2s s 2uUu U

Der Bruch konnte also beliebig oft mit 2 gekiirzt werden, was keinen Sinn macht. Eine rationale
Zahl fir die Wurzel aus 2 kann nicht existieren. Dieser Beweis stammt von Fuklid. Pythagoras
lie3 einen Schiiler, der dies als erstes herausfand, zum Tod durch Ertrinken verurteilen. Er wollte
nicht akzeptieren, dass eine Zahl wie die Wurzel aus 2 keine Entsprechung in der Welt der ab-
zihlbaren Dinge hat. Das Wurzelsymbol hat eine ausschlieBlich gedankliche oder abstrakte Be-
deutung.

Zum praktischen Messen und Rechnen verwenden wir in der Regel Zahlen i der Dezimaldar-
stellung mit einer endlichen Anzahl von Stellen hinter dem Komma. Sie haben die Periode '0'
und gehoren damit zu den rationalen Zahlen. Eine Bruchdarstellung lisst sich leicht angeben:

513 1-15
etwa: 075—2—2———3 (1-15)
100 2514 4
oder: 3. 1415-13&15—ﬁ
10000 200(

Wir ziehen die Dezimaldarstellung zur Definition der reellen Zahlen heran.

Die Menge der reelle Zahlgd  umfasse &lahlen’ mi (1-16)
einer Dezimaldarstellung, auch solchaelreriode

Die Menge der reellen Zahlen umfasst also auch '"Zahlen' die nicht wirklich zihlen. Wir haben
damit einen Begriff fiir etwas geschaffen, der in der dinglichen Welt keine Entsprechung hat. In
Mathematik und Physik sind die reellen Zahlen jedoch unverzichtbar. Sie fithren allerdings zu
einem, wie Goethe es ausgedriickt hat, naturwissenschaftlichen Illusionismus.

www.fbraeuer.de Tiibingen, den 13.02.2013
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Reelle Zahlen dienen etwa als Koordinaten zur Beschreibung von Raum- und Zeitpunkten. Ma-
thematisch wird so eine absolute Raum-Zeit konstruiert und wir glauben heute, in einer solchen
Raum-Zeit zu existieren. Tatsiachlich ist eine solche Raumzeit nicht mit Messungen der Lichtge-
schwindigkeit in verschiedenen Bezugssystemen vertriglich. In der Finsteinschen Relativititsthe-
otie findet man daher, dass diese absolute Raum-Zeit nicht wirklich existiert. Raum und Zeit sind
nur als relative Beztige zwischen Objekten sinnvoll.

Bahnkurven sind die Grundlage der gesamten klassischen Physik. Tatsiachlich ist jedoch weder
die genaue Position eines Objektes noch seine genaue Geschwindigkeit messbar. Bahnkurven
sind reine Vorstellungen. Das wird bereits in der Chaostheorie deutlich, wo sensible Zusammen-
hange untersucht werden. Theoretisch kommt es dann auf alle unendlich vielen Stellen einer Po-
sitionsangabe an. Hier missen Bahnkurven durch Attraktoren ersetzt und die Idee langfristiger
Vorhersage eines Systemverhaltens, etwa beim Wetter, aufgegeben werden.

In der Quantenmechanik behandelt man dann die Ungenauigkeit oder Unschirfe von Positions-
und Geschwindigkeitsangaben statistisch. Die Ausbreitung von Wirkungen wird durch einen
Wahtscheinlichkeitssttom beschrieben. Dadurch werde die Atome erklart. Das Plancksche Wit-
kungsquantum, eine der wenigen Konstanten der Physik, gibt die minimale Unschirfe der Wit-
kungen an.

Die Verwendung der reellen Zahlen zur Naturbeschreibung schafft also zunachst die Illusion
einer absoluten und berechenbaren materiellen Welt in Raum und Zeit als Grundlage unserer
Existenz. In der gibt es keine Moglichkeit fiir Spiritualitit. Die moderne Physik iiberwindet diese
Musion und 6ffnet unser Weltbild hin zum Unbegreiflichen.

Die Zahlengerade

Aus mathematisch praktischen Grinden ordnet man gedanklich jeder reellen Zahl einen Punkt
auf einer Geraden zu. Man kann das veranschaulichen, indem man Punkte auf eine Gerade ein-
triagt. Praktisch kann man die Punkte wegen ithrer Ausdehnung allerdings nur sehr grob setzen.

Wir konstruieren diese Zahlengerade so:

Start: Markierung zweier beliebiger Punkte als 0 lind (1-17)
Naturliche Zahlen: Vervielfachung der Strecke 01 ,3,2,5,...
Ganze Zahlen: Spiegelung der Punkte 1£25... an '0- -1,-2,-3,-4,-5

P

Rationale Aahlen: q 'ter Teil von 01 wip mal abgetragen—

Reelle Zahlen: Annaherung durch rationale Zahlen
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Abbildung 1-1: Zablengerade mit natiirlichen, ganzen, rationalen und irrationalen Zablen

Komplexe Zahlen

Komplexen Zahlen erhalt man durch Verallgemeinerung und Abstraktion des Wurzelziehens.

Wurseln
Eine reelle Zahl @ bezeichnet man als Wurzel aus x, wenn # mit sich selbst multipliziert die Zahl x
ergibt.
a=+/x, wenn & = x (1-18)
offensichtlich: x> 0

Hat man funf mal funf Apfel, so sind das 25 Apfel. Auf keinen Fall fehlen dann Apfel. Die Wur-
zel macht zunichst nur fir positive Zahlen x einen Sinn.

Die imagindre Einbeit "1’
In der Welt der abzahlbaren Dinge kann man die Wurzel nur aus positiven Zahlen ziechen. Beim
Rechnen mit quadratischen Gleichungen stof3t man jedoch auch auf Wurzeln aus negativen Zah-
len.
Beispiel: X*’-1=0 - xX=1 o Xx=%: (1-19)
aber X¥+kF0 - xX=-1- ?

In letzterer Gleichung kann x mit nichts aus der Welt der abzihlbaren Dinge in Zusammenhang
gebracht werden, es handelt sich um etwas Imaginires. Man fiithrt daher die imaginire Finheit 7
ein:

Definition: x>=-1 - X==i (1-20)
mit i2=-1

Damit kann man ganz allgemein mit Wurzeln aus negativen Zahlen rechnen. Eine 'Imagination’
dazu entwickeln wir mit Hilfe der komplexen Zahlenebene im nichsten Abschnitt. Beim Rech-
nen mit Wurzeln aus negativen Zahlen muss man jedoch vorsichtig sein!

Beispiel: \/—_1[{/—_4=izg/74=_2,( — - —7 % )Z (1-21)

Mit der imaginaren Einheit 7 definiert man nun die

www.kbraeuer.de Tiibingen, den 13.02.2013
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Menge der komplexe ZahlenC ={z=a+ib , mitblJR} (1-22)
a: Realteil vonz
b: Imaginarteil vorz

Rechenregeln
Addition: B _ L B (1-23)
Subtraktion: a* ZZ_(qu Iq)i( ar IQ)_W( q:i 82)+ ( + Q)— z

Multiplikation: z [z, =(a+ ih){ a+ ib) = qaz— hb+ qq+ ah= z

=b

z _a+ih_a+ib a- 'bz alaz+b1bz  &0h-ab_

Division:
z “a+ib, a+ib, az ib, a+b &+
22¢0l =1 —a b
Beispiele:
:_L:_—i:—i 1 = (1_|) :_1_i_1 (7_24)
i i) Sl (1)H) 2 2

Die komplexe Zahlenebene
Zur Veranschaulichung ordnen wir gedanklich jeder komplexen Zahl 3=a+7b einen Punkt in der
Ebene zu.

Imaginédre Achse

A

4i T
ib z=a+tib
3T

2f 1

——— ——+——+—++ Reelle Achse
-4 -3 -2 -1 1 2 a3 4

-2i+
-3i+

Abbildung 1-2: Die komplexe Zablenebene

Die komplexe Zahlenebene wird auch als Gaullsche Zahlenebene bezeichnet. Addition und Sub-
traktion komplexer Zahlen sind in dieser Zahlenebene einfach das anemanderfiigen der parallel-
verschobenen Pfeile (Vektoren).
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Vektoraddition \Vektorsubtraktion Mehrfachaddition
Y y Y
" [P A utu U A
=
o] X
= U-v ==
[0} X [e] X

Abbildung 1-3: Addition und Subtraktion komplexer Zablen in der GaufSschen Zablenebene

Komplexkonjugation

Die Komplexkonjugation dandert das Vorzeichen des Imaginarteils einer komplexen Zahl:

Komplexkonjugation: fliz=a+ib isz= a- ik (1-23)

In der GauB3schen Zahlenebene wird die komplexe Zahl so an der reellen Achse gespiegelt.
'y

fy [ g 7=XHY

Y

Abbildung 14:  Komplexkonjugation und Betrag komplexer Zablen, veranschanlicht in der GaufSschen Zablen-
ebene.

Der Absoluthetrag komplexer Zahlen

Mit der Komplexkonjugation lasst sich die Lange oder der Betrag einer komplexen Zahl elegant
angeben:

fur z=a+ib (1-26)

ist der Betrag: |4=v & + i =/(a+ih(a )=V z

Die Interpretation des Betrages als Linge des Pfeils in der Gaullschen Zahlenebene ergibt sich
nach dem Satz von Pythagoras (|3|°=a"+5).

Tiibingen, den 13.02.2013
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Das Argument komplexer Zablen
In der Gaullschen Zahlenebene kann eine komplexe Zahl durch Betrag |z| und Winkel zur reel-

len Achse oder Argument o dargestellt werden:

z=x+Hy

=X/
= y/

Abbildung 1-5: Darstellung einer komplexen Zah! durch Betrag || und Argument &

. [cosa=x 14 (1-27)
mit <
sina=yl|7
ist z=x+iy=|Zcosa+ |z siny=| { cog+ isin)
Der Winkel @ ist nur bis auf ein Vielfaches von 27 festgelegt. Man definiert daher den Hauptwert
von g
Hauptwert: Argz[0 €77 7] (1-28)
Argument: a = Argz+ 2vr, nOZ

VA VA v oa

Argz

= =
X Argz X X
Argz

Abbildung 1-6: Argument der komplexen Zahl 3
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Die Eulersche Formel
Wir betrachten die komplexen Zahlen auf dem Einheitskreis in der Gau3schen Zahlenebene, also
die komplexen Zahlen vom Betrag 1.

Einheitskreis: 2= cog+i sia (2= )1 (1-29)
g _, =cog(Q+isif 9= 1
5 fra=0 M} 20

A

1. Ableitung: E:—sim+i cog =i( cag+i sim)=iZ

da
n'te Ableitung: d ﬁzi”ﬁ
da
Vergleiche: e‘”‘azo =é=1
1. Ableitung: de =ie"
da
n'te Ableiting: d én =i"e"
da

Wie sich mit dem Satz von Taylor (Kapitel 5) auch streng beweisen lisst, sind zwei Funktionen
identisch, wenn ithre Ableitungen tberall gleich sind und wenn sie an einer Stelle denselben Funk-
tionswert haben. Damit lassen sich zum Beispiel trigonometrische Formeln sehr elegant herleiten:

Eulersche Formel: €9 = cas+i sn (1-30)
Moivresche Formel: €@ = gi 0 ﬁ

cos(a+ﬁ):i si{a+B) cosa:i sir  co@+ si

{Realteil: coga+B)= cog cg8- sin sk

also: . : . :
Imaginarteil: sirf{a +8)= cos sif+ sim cgd

Excponentialschreibweise komplexer Zablen
z=|7(cosa + isinr) =| 2 & =| £ '&% (131)

Damit ldsst sich zum Beispiel die Multiplikation zweier komplexer Zahlen in der Gaullschen
Zahlenebene veranschaulichen.

|5 (1-32)
komplexe Zahlen: {Zl |Zl| .
2, =[z| &
Produkt: z=20z=|7 &| 2 '&€=| [t &
- [l
a=a,+a,
speziell: 7z=| f

www.fbraeuer.de Tiibingen, den 13.02.2013
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Ubungsbeispiele
Bestimmen Sie die Dezimalzahl

1. zur:Z und
8

2. zur :Z
7

(Di1e niachste Aufgabe kann im MVK ausgelassen werden)

3. Die Umwandlung einer Dezimalzahl in

eine rationale Zahl kann durch die r=d+ 1 d ON
‘continued fraction representation’ erfolgen: d, + 1
d,+ —..
d4
——
1 1
=d4+r4_72_
_ 1 1
=d3+r3 r:_
n=r—d L
! ! dy+r,
Zum Beispiel ist fur die Zahl= 3.245:
n=1=r -d, = : grzzi_dzz ! E"3:_1_(:]3: : “3:_1_d320
3245 75 d,+r, | = dytr, ! M, 25 d,tr, ry =
02451 f 4.082 0.082—t f 12.25 0251 f 4
4.082 i 2.25 i
also: f=34 11 _ay 14 _34 14 _ a4 49  _ N 49
A+ - 4+ 4+ 2 4749+ 4 ;Eigr 4
1241 412+1 49 =
48
_ 49 649
=3+—=—"
200 200

Fiihren Sie das Verfahren fiir die Zat 5 Burch. Verwenden Sie dab811=5: 1.8

0—18=1.25. Kodnnen Sie fur diesen Fall einen direkteresg\&um Ergebnis angeben?

4. Bestimmen Sie fiir die komplexe Zat#+/ + Bdie Inverse, das Quadrat, das Absc

quadrat und die Exponentialdarstellung. Earisﬂar(%j =

6

(1-33)

(1-34)

(1-35)



1. Zahlenbereiche

13

5. Bestimmen Sie fir die komplexen Zahig=1+ 2,2, = 2+ i das Produlkgz, unddc (734

Quotienti .
z,

6. Geben Sie die folgenden komplexenlgalin der Exponentialform a

a) 2i, b) -1-i, ¢) 3-i/3

7. Welche reellen und komplexen Losungert
a) =81, b 7=3-i3 ¢ #-2iz30

Zeigen Sie:
. . 3 . .
8. (cosx+isim)’ = cos8+i sinB
0. eix + e—ix
COSX =
X _ 4
sinx = _
2

10. a®=b*+¢*-2bccog(«( b,9) , ( Kosinussajz

mit Hilfe komplexer Zahlen

(1-37)

(1-38)

(1-39)

(Betrachten Sie fig, =bé" z= c& z dé=(,z ,; den AusdruckHZ)

www. kbraeuer.de

Tiibingen, den 13.02.2013






2. Koordinaten und Vektoren

Messgroflen in der Physik

Messen geschieht zunichst durch Vergleich mit einem MaBstab. Messbare Grundgroflen der
klassischen Mechanik sind raumliche Abstinde, zeitliche Abstande und Krifte.

Interessant ist, dass auch zeitliche Abstinde und Krifte zunichst iber Ortsmessungen durchge-
fihrt werden (Lauf der Gestirne, Sanduhr, Pendeluhr, Quarzuhr, Federwaage,. . .).

Andere physikalische GroBen werden indirekt gemessen (Geschwindigkeit, Ladung, Massen, ...).
Strom oder Spannung misst man beim Spuleninstrument auch iiber raumliche Lageveranderung
des Zeigers.

Raumerfahrung und Objektivierung des Raumes

Raum ist Grundlage unserer bewussten Welterfahrung. Alle Bewusstseinsinhalte sind raumlich,
also nebeneinander, hintereinander oder tbereinander angeordnet. Das Raumetleben hat sich
beim Menschen in den letzten paar tausend Jahren entwickelt und diese Entwicklung durchlauft
jeder Mensch beim Erwachsenwerden aufs Neue.

Die Raumerfahrung wird mit Hilfe von MaBstiben objektiviert, etwa mit einem Meterstab oder
Lineal. Man misst Abstinde durch Vergleich mit dem Mafstab. Mafstibe bilden die Basis der
Raumbeschreibung. Abstinde werden mit reellen Zahlen in Form von Koordinaten mit Bezug
auf einen Maf3stab oder die Basis angegeben.

1. Stufe der Raumerfahrung (Kleinkind)

Topologie (Nachbarschaft: neben- hinter- tibereinander).

2. Stufe der Raumerfabrung (S chulkind)
Objektivierung der Raumerfahrung durch Messung:

MaRstate : ( beliebiges Objekt, Ling (2-1)
Koordinatex : Strecké = x[&

3. Stufe der Raumerfabrung (Erwachsener)

3-dimensionaler, relativer Raum:

Richtungsmafstabe Babi§, & .%, -3D-Bezug zwischen zwei Punktén B, (2-2)
Koordinatenx y z : R®% = xg + ye+ 2¢

Die Richtungsmallstibe 1m mehrdimensionalen Raum bezeichnet man als Basisvektoren, die
Uberlagerung zur Beschreibung rdumlicher Beziehung zweier Punkte als Vektoren. Wir kenn-
zeichnen Basisvektoren durch ein '™ und Vektoren durch einen Pfeil.

4.Stufe der Ranmerfabrung (Erwachsener)
3-dimensionaler, absoluter Raum (Raum als unabhingiger Behalter fiir Objekte, Raum wird selbst
zum Objekt):

RichtungsmaBstabe Ba}ig, & .5, (2-3)

Koordinatenx y z :

:Absoluter Punkt im Raun

R P=R") = xe+ ye+ 2
BezugspunkO 5T YT 4
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Koordinantensysteme und objektiver Raum

Basis, Koordinaten und Bezugspunkt oder Ursprung bilden ein Koordinatensystem. Damit kann
man raumliche Beziige quantifizieren und in Diagramme eintragen. So entsteht ein objektives
Bild rdumlicher Beztige. Raum ist selber zum Objekt geworden. Wir erleben eine objektive Welt
in einem objektiven Raum.

z-Richtung

.................... oD o> x-Richtung

(e
(Ursprung)

Abbildung 2-1: Punkt P im absoluten Raum, dargestellt mit Basisvektoren e und Koordinaten x, y, <.

Vektoren

R(%®) beschreibt die riumliche Beziehung zwischen den Punkten P, und P, mit Hilfe einer Basis

und Koordinaten. Konstruktionen wie R(%"™) nennt man Vektoren. Wie wir gleich sehen wer-
den, kann man verschiedene Vektoren miteinander addieren oder mit einer Zahl multiplizieren.
Die Wahl des Koordinatensystems ist willktirlich. Die raumliche Beziehung zwischen den Punk-
ten hingt jedoch von dieser Wahl nicht ab. Wie wir spiter sechen werden, ergeben sich daraus
konkrete Transformationsgleichungen fir den Wechsel von einem Koordinatensystem zu einem

anderen.

Fir emne kompaktere Schreibweise ersetzt man x,y, zgerne durch X, X,, X;oder durch

x,i0{1,2,3.

_ . . . . . . 3. 24
RI% =)@+ ye+ 2g 2 ke % x8), X =
—— =y
entspricht
Es ist oft nicht notig, die Basisvektoren mit aufzuschreiben, man definiert
Spalenvektor (2—5)
——
X
Koordinatentripels: |y | =xg+ yg+ zg
V4
Zeilenvektor
— R . R
oder (x.y.2)= Xe+ ye+ Z¢

Damit kann man etwa schreiben
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8=(1L0,0, §=(0109, B=( 0,0f (2-6)

Rechenregeln:

Alle Regeln folgen unmittelbar aus der Bedeutung von Koordinaten als Skalierung des Maf3ssta-
bes.

Addition
fura=(a,a,a), b=(h bR, =(¢cg 9: (2-7)
Addition: a+b=(a+h)%+(a+ ) e+( & s
=(a+h,a+b, a+ h)
Subtraktion: é’_—B:(q— ha-1 a- b
Kommutativgesetz: 5+ b= b+ a
Assoziativgesetz: (é+ 5)+~ - é+(T3+ ~()

>
1 (a+h )H+c . b+c

Abbildung 2-2: V eranschanlichung der Addition und Subtraktion, des Kommutativ- und des Assoziativgesetzes

Multiplikation mit S kalar

Multiplikation mit Skalar: Ad=(1a Aa, da) (2-8)
Distributivgesetz: A(a+b)=Aa+Ab;
Assoziativgesetz: (Au)a=A(ua)

www.kbraeuer.de Tiibingen, den 13/02/2013
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A fir >0

s e
a3 fir 2<0 ra+ab=i(a+h)

b

Abbildung 2-3: Veranschanlichung der Multiplikation von | ektoren mit einem Skalar

Inneres Produkt oder Skalarprodukt

Die Basisrichtungen sollen unabhingig voneinander sein, was durch ein so genanntes inneres
Produkt ausgedrickt werden kann.

1furi=j; (2-9)
Ofuri#j.

Kroneckersches -Deltasymb

[

Inneres Produkt oder Skalarprodukt: § (& =g E{

Inneres Produkt
oder
Skalarprodukt

Skalarprodukt wischen 1 ektoren:

Das Skalarprodukt 'fiir die Basisvektoren in (2-9) fuhrt unmittelbar auf das Skalarprodukt zwi-
schen Vektoren.

Skalarprodukt: a[ﬁz(q§+ a'e+ a;g[@ pe bg ;bge (2-10)
PALLE:
=ahglk+ ah'eder... ab el g able
—ab+ab+ 63@2 ap

Linge eines 1/ ektors:
Nach dem Satz des Pythagoras ergibt sich, dass das Quadrat der Linge eines Vektors die Summe
uber die Koordinatenquadrate ist. Wir definieren daher
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3 (2-11)
Lange des Vektor§ r =[| =" [T = /Zx 2 = KZP+y?+z?
i=1
g
2
e x LoD &> x-Richtung
(Ursprung)
Abbildung 2-4: Liinge eines Vektors nach dem pythagoreischen Lebrsats.
Interpretation des S kalarprodukts wischen swei 1 ektoren:
Projektion auk -Achse: alg=g=a ces (2-12)

a

Projektion auf den speziellen Vektoe bg, 2 be) = ab seo
;

Unabhé&ngig vom Koordinatensystem: alb=ab oos

In (2-12) haben wir eine sehr interessante Verallgemeinerung vorgenommen. Im mittleren Aus-
druck stehen GroBen die weder von den Basis-Vektoren noch den Koordinaten abhingen, also
Vektoren, Langen und Winkel. Der Ausdruck muss also ganz allgemein gelten, obwohl er fiir den
speziellen Vektor b= b formuliert wurde. Diese Methode wird in der Physik oft angewendet.
Man kann zur Ableitung allgemeiner Zusammenhinge spezielle Basisvektoren wihlen, mit denen
die Ableitung besonders einfach ist. Den Zusammenhang zwischen verschiedenen Koordinaten-
systemen mit verschiedenen Basisvektoren schauen wir uns gleich noch genauer an.

ol
o)

= x-Richtung

Abbildung 2-5: Skalarprodukt als Produkt der 1 ektorenlingen und dem Cosinus des eingeschlossenen Winkels.

Tiibingen, den 13/02/2013

www.kbraeuer.de
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Rechenregeln fiir das Skalarprodukt
Multiplikation mit Skalar: ) (a [[B) =(Aa) (b= ag(/] I)) (2-13)

_— T e\

1Y ah 2.(4a)h > a(4n)

Kommutativgesetz: ilb=blA

Distributivgesetz: (é + 5) (&= alc+ bc

Einheitsvektoren

Die Grundeinheiten des Koordinatensystems (2-3) sind durch die Basis bzw. die Richtungsmal3-
stibe & gegeben. Wir kénnen sie als Vektoren der Linge 7 auffassen. Das ist ja eine wesentliche

Grundlage des Skalarproduktes in (2-9). Jeder beliebige Vektor r kann nun auf die Linge 7 'not-
miert' werden und wird dann bezeichnet als

(2-14)

Einheitsvektor: r“EL: i
r

insbesondere gilt:
und

Basistransformationen

Die Basisvektoren werden willktrlich ausgewahlt. Man kann ganz andere Richtungen wihlen, was
jedoch die durch sie beschriebenen raumlichen Beziehungen nicht beeinflusst. Man sagt, ein Vek-
tor hat verschiedene Darstellungen. Da alle Darstellungen jedoch denselben Vektor meinen, gibt
es eine Beziehung oder Transformation zwischen ihnen, die so genannten Basistransformationen.

— _ A A A _ (Ko’ [E By 1 2— 75
R=xg+ ye+ 286 = 'Rg Yo "ze R (2-15)
~ Gleichheit von - Ubliche Schreibwei
urspriingliches  vektoren, nicht transformierter fir Vektor in
Koordinatensystem  von Zahlen! Koordinatensystem transfanierter Basis

Obwohl ein Vektor unabhangig von der Basis ist, kennzeichnet man ithn in der transformierten
Basis aus praktischen Griinden doch gerne mit einem Strich.

In der transformierten Basis miissen die Richtungen wieder unabhingig voneinander sein. Dies
schrankt die moglichen Transformationen ein.

Basistransformation: ., 3, _ . (2-16)

§=> L&

k=1

Bedingung: Al A S a 3

5.] =€ Eéf :z k @D]-le:z ikaej;euT:Z i i 1

kI=1 R k=1

also: 3

2 T =9,



2. Koordinaten und 1 ektoren 21

T beschreibt eine so genannte Basistransformation, genau dann, wenn die untere Gleichung von
(2-16) erfullt 1st.

Daraus ergibt sich auch, wie die Koordinaten transformiert werden miissen.

3 ! 3 2-17
aus: > X “17)

=2 XTe = X Xe

ik=1 Forderungk=1

folgt: X, =

i k=1 k=1 =1 . k=1
D TiTi X
Beispiel: Austausch zweier Achsen
Transformationsmatrix: 1 far (i.i)o{(1 2 3 (2-18)
T = (i.i)o{(19 (23 ( 3.3
0 sonst

Bedingung fir Basis-Tranf. [3
> T,T,=0+1+0=1,
j=1

3
DT, T,=1+0+0=1,
j=1
3
DT, T,=0+0+1=1,
j=1

3 3
ZTliTizzleiTjsz"-zo
j=1 j=1
TransformierteKoordinaten: [x =00k + T, [x,+ 00x,= X,
X =T, D¢ +00K, + 0= %
X3 =00 + 00K, + Ty [ = X%

Zur Ubung konnen wir noch iiberpriifen, dass das Skalarprodukt zwischen zwei Vektoren tat-
sachlich nicht von der Basis abhingt.

LN $ 2 3 3 - (2-19)
am:zaﬂ?: Toaf b= ab ZjIjIT :Zkakb:
j=1 jkl=1 Kl=1 =1 k=1
|\ —

%
(Transformationsbedingurg

Fir das Skalarprodukt ist es also egal, welche Basis man wihlt, wenn nur die Transformationsbe-
dingung (2-16) erfullt ist. Wir sehen somit, dass die Lange eines Vektors und der Winkel zwi-
schen zwei Vektoren wirklich nicht vom Koordinatensystem abhingen.

Kreuzprodukt oder Vektorprodukt

Neben der Abbildung zweier Vektoren auf einen Skalar oder eine Zahl mit dem inneren Produkt
kann man noch ein weiteres Produkt fiir Vektoren definieren, das aus zwei Vektoren einen
macht, das Kreuz- oder Vektorprodukt.

HilfsgroBe:

www.kbraeuer.de Tiibingen, den 13/02/2013
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_ _ 1 furijk zyklisch(123,231,31p ; (2-20)
Antisymmetrischer Fundamental:g _31 fir ik antizvkli 321 213132
tensor oder Levi-Civita-Tensor: . Urijk antizykliscH( 321,213,13
sonst;

alsog;, =-¢; ( antisymmetrisgh
undg;, =-¢, = 0.

Krenzprodukt fiir Basisvektoren:

2 .21
Definition: &x& =Yg, (2-21)
k=1
z.B.: éXXAq/:Ag, A%XAQZ"% AQ("?_A)? AX@AXEO
Symmterie:
(2-22)

gxg=-%x"e (antisymmetrisch

©>

av
z

Abbildung 2-6:  Symmetrie des Krenzproduktes. Austausch der Faktoren fiihrt su Vorzeichenwechsel des
Ergebnisses (antysimmetrisch)

Krenzprodukt wischen 1 ektoren:

Aus dem Kreuzprodukt zwischen den Basisvektoren ergibt sich sofort das
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Kreuzprodukt 3 3 3 (2-23)
c e
Z: Z: ”kq( i J;:l%k ﬁb
=(ab-ab)e+(ab- ahe( ah ah
avbz - azby
=|ab-ap,
-ah
Interpretation des Kreuzproduktes
Betrag:
N2 . . . (2-24)
(axb) :"kz (gijkat?g)[qgmno%pg):”kz aﬂprbijkgmnoﬂoe
i,jk,mn,o i,jk,m,n,o 3
3
= 2 aahbh Zuk mnk =_.(_j‘t?l?_ b, )
i,jmn i,j 5 ‘ﬂrz—‘ T —
m a b (é[ﬁ)) :azbz(cosa)2

(zykl—zyki (zykl— antiz
antizykl- antiz) ~ antiz- zyKl

=a’b? (1—(cosa)2)
—

also: ‘éx B‘ = absiny  fura O[] O7]
Der Betrag des Kreuzproduktes entspricht also genau Inhalt des durch die beiden Vektoren auf-
gespannten Parallelogramms.
Richtung:
c=axb 0 &b (2-29)

e —
steht senk-
recht auf

ale= z arég'jkl ‘?‘p?e

i,jkl

_zaa]b(uk \.\=:4 aqulk

da:

i J k uk ]\k i J k
:Z_ajqqgjlk = Z aa be,
i,j k Umbenennungj k

isj, Joi
also alc=-alc=0
| —

x=-x = x=0

alE=accosa = 0, a =7 /2 ( rechter Winkg
analog: p[&=0

Das Kreuzprodukt steht also senkrecht auf dem durch die beiden Vektoren aufgespannten Paral-
lelogramm.

www.kbraeuer.de Tiibingen, den 13/02/2013
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o4

/

Volumen V
des Spatkristalls

g/

N
a

Abbildung 2-7:  Das Krenzprodukt zweier V'ektoren a,b bildet einen V'ektor ¢, der senkrecht anf dem durch a
und b anfgespannten Parallelogranmm steht und dessen Lénge dem anfgespannten Flichenin-
halt entspricht.

Das Spatprodukt gibt den Inhalt des durch die V'ektoren a,b und ¢ anfespannten Spatkristalls an

Spatprodukt
Volumen des Spatkristalls: V. = F h ; (2-26)
Volumen  Flache Hohe
'Orientierte Flache": axb=Fg ;
Hohe: &= h;

Volumen=Spatprodukt: V(é b T:;): Fh= F“QDG:(*& #l)D*(

Hinweis: Das Koordinatensystem wurde so gewihlt, dass die Fliche in der x-)-Ebene liegt und
damit der Vektor ¢in z-Richtung zeigt.

Rechenregeln fiir das Kreuzprodukt

Multiplikation mit Skalar: ) (gx 5) = (A8)xb = ax(,1 éb) (2-27)
E— — | —
ITELY .Zé‘ﬁik()a)qﬁ DanalAb)e
ik b ik
Antisymmetrie: dxh = -bxa (Kommutativgesetz gilt nich}
Z SIELK: ‘Z_gjikbjaé
o |\/‘\;ég":‘n‘fijk: Ejik
Distributivgesetz: (é+ 5)x§ = Aaxc + bxe
—— ——
2 ex(a+h)g® i%quaq% i%ﬁjkb?@

ihjk

Geraden und Ebenen im Raum

Vorausgehend haben wir die raumliche Beziehung zwischen zwei Punkten bzw. zwischen einem
Bezugspunkt und einem weiteren Punkt durch Vektoren beschrieben.

Wir beschreiben nun eine gerade Linie oder ein Geradenstick, die oder das zwei vorgegeben

Punkte a und 6 verbindet:
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Gerade Linie{ Geradenstick | E{y( - A+ / (5_3)’ mit A D[O,]]} (2-28)
also: X=afurA=0
x=bfurA=1

Diese gerade Linie kann man gedanklich nach beiden Seiten gerade verlingern und kommt zur

Geraden GE{X:EHA(B—%\) , mif DR} (2-29)

In einer genialen Vereinfachung der Verhaltnisse kann man mit so einer Geraden zum Beispiel
die Bewegung eines Objektes im kraftefreien Raum beschreiben. Messen kann man so eine Ge-
rade jedoch nur niherungsweise! Genau genommen findet man solche Geraden in der Korper-
welt nicht.

Abbildung 2-8:  Gerade G, aufgespannt durch zwei Vektoren im Raum

Durch einen weiteren Punkt ¢ kommt man zu den drei Geradenstiicken
L ={%x=a+(b-37), mit4,0[0,3} (2-30)
L, ={x=a+4,(c-3), mitA,0[0,4}
L, ={x=b+4,(c-B), mitA,0[0,]

Diese bilden ein Dreieck im Raum. Wir sehen darin eine Flache oder ein Ebenenstiick und erwei-
tern dieses wieder zu einer gedanklich unendlichen

Ebene: E={x=a+4(b-4+A4,(c-3 , mit, 4,0R] (2-31)

1492

Yoo
XZa¥R g3 o
1(3-&‘) +’€2(C'aj

Abbildung 2-9: Ebene E, aufgespannt durch drei | ektoren a,b,c im Raum

www.kbraeuer.de Tiibingen, den 13/02/2013
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Als eine erste Anwendung iiberlegen wir, wie man den Schnittpunkt einer Geraden mit der Ebe-
ne berechnen kann.

undx= “a A, ( b *;ﬁ A(Te *)% (2-32)

Bedingung: &, b [
(qe_é )[Qée /]G(BG_Aae)_éa_/]l(qb_#%_/iz(qe_éa):0
i::fr:ingen: (B_a)[@ésme(ﬁ;—*as)—*a—/h(b—*a)—/iz(*c—*ét)=0
(6-a){a +4o(B-a)- a4 (b §-4 (Y =0

Man erhalt so drei Gleichungen fur A, A;, und A,. Es gentigt, A, zu bestimmen und in die Gera-
dengleichung einzusetzen.

Ubungsaufgaben:
1. Seierd=( 3,21 ,b=( 2 3, )4 ,c=( 5 4)3 Vektoren. Bémeen Sit (2-33)
2 |4 |8 [¢
b) a+b+e arb-t a(b¢ “a bC
c) alb, axb
d) cos<(a,5), sim(éf) , <r(*a1)

2. Zeigen Sie, dass die VieredkBCD  Falagramme sind (2-34)
a) A=(-2,1), B=(4-3, c=(72, D=( 1% und
A=(3,2,), B=(6,34,C=(5 Lp,D=( 2 2)
b) Wie grof3 sind die Flacheninhalte der Parallelogna®

3. Beweisen Sie mit Hilfe der Vektortemung den (2-35)
a) Kosinusatz: & =b’+ ¢~ dc cor) und d
a b C

b) Sinussatzz ———=——=—
sing sing  siny

4. Gegeben seien die PunRe( 1)2,3 Qwl( 2,10 . (2-36)
a) Geben Sie die Gleichung der durch die Pukkte
undQ gehenden Geraden an

b) Bestimmen Sie den Punkt , der die Vethingsstreck®Q halbie
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5. a) Gegeben Sie die ParameterdarstelldemgEbend= an, die durch die d (2-37)
PunkteP=( 4,27 3, Q =( 3,4, )1 un@ =( 333 geht
b) Bestimmen Sie den Normaleneinheitsvektor &on
c) Liegtder PunkX =( 5,3; 18inE?

www.kbraeuer.de Tiibingen, den 13/02/2013






3. Grenzwerte, Folgen und Reihen

Folgen

Indem wir jeder natiirlichen Zahl » eine Zahl a, zuordnen, bilden wir eine

Folge (a,): nON - g OR (3-1)
also: (a))=a .3 .a,.
komplexe Folge: a, 0C
Beispiele:
) a,=(-1 (-2)
, 2
2) a,=2+3——
n
Imagindre a =2/+3-2/n
an=(_1)n Achse a aa i
A 2 [
Ia/m R Reelle A
_I; ! ] ; y é Achse
| | | | | | o feelle
1 2 3 4 5 5 Achee
Abbildung 3-1: Konvergente und divergente Folge nach (3-2)
Konvergente Folgen
Eine komplexe Folge (2,) konvergiert gegen den Grenzwert 4, also
a=lima, (3-3)
n-oo
wenn zu jeder positiv reellen Zahl £ eine natirliche Zahl 7 existiert, so dass
la-a|<e furalle n>n (4)

ist.

Schlagt man also in der Gaullschen Zahlenebene um « einen Kreis mit beliebig kleinem Radius &,

so lasst sich fir eine konvergente Folge immer ein 7, finden, so dass alle weiteren Folgeglieder in
diesem Kreis liegen.

Betrachten wir die im rechten Bild von Abbildung 3-1 dargestellte Folge.
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3-5
Folge: (an):(2+ B—EJ 4
n
Grenzwert: a= 2+ 3
Beweis:
Bedingung fum, ON : nfzZ
£

damit: |a—an|:§<F2<£ fur allen> n

Vor allem ist die Folge (2,)=1/# konvergent.

3-6
Folge: (a,) :(EJ 59
n

Grenzwert: a= 0 ( Nulifolg¢
Beweis:
Bedingung fum,ON : n, zl

£

N 11 )

damit: |a—an|—ﬁ<w<£ fur allen> n

£
Als Gegenbeispiel dient der linke Teil von Abbildung 3-1. Legt man etwa einen Kreis vom Radi-
us &=7 um 7 oder -7, so liegt das niachste Folgenglied unweigerlich aullerhalb des Kreises.

Divergente Folgen

Eme Folge, die keinen Grenzwert besitzt, heil3t divergent. Ein Beispiel dafiir ist die Folge (z,) =
((-1)') =-1,1,-1,... im linken Teil von Abbildung 3-1. Eine reelle Folge heil3t bestimmt divergent,
wenn fiir jede 'noch so grofie' positive reelle Zahl 1 eine natiirliche Zahl N existiert, das dass alle
a, mit #>N groBer als A (oder kleiner als —A) werden. Die Folge besitzt dann den "uneigentlichen

Grenzwert +00 (oder -00)'.

bestimmt divergente Folge(e\q):( ”)2: 2,4,8,16,... (3-7)
Grenzwert: lima, =

divergente Folge: (an):((— )2):— 2, 4 8 16

Grenzwert: lima, existiert nicht

Rechenregeln sur Bestinmung von Grengwerten

Addiert, subtrahiert, multipliziert oder dividiert man bei zwei konvergenten Folgen immer die
entsprechenden Glieder, so erhilt man eine neue Folge, deren Grenzwert gleich Summe, Diffe-
renz, Produkt oder Quotient der Grenzwerte der urspringlichen Folgen ist. Durch ‘0" darf man
jedoch auch hier nicht teilen:
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Beispiele: (3-8)
Iim(2+ljzlim2+lim—1:2+022
n- o n Nn— oo naOOn
1 . .1
(n+1)_, | M| mItlime 140 2
lim =lim 5 | = 1= =-
eASNE2) 0l g S im3+2lims SHAD S
nj n- n-e
Reihen
Wir betrachten die komplexe Folge (2,) und die Folge von Partialsummen
Folge: (a,) (3-9)
N
Partialsummen: S, = > g
n=1
neue Folge:  (S,)
existiert lims, :nZ:; 3=S
dann nennen wis eine konvergente R«
Bezspiele fiir Reihen
Reihe: °© 1 _1.1 1 1 (3-10)
Pt S S
—4n°-1 3 15 35 63
N : 1 2 3 4 ()
12 3 4 1
N '3 5 7 9 2
= 103 0.40 0428571 0 0.50
Grenzwert: S=_1
Beweis:
Aufspalten: 1 _ 1
a’-1 (n-)(n+13 h-1 I+
neu zusammenfassen & ( J 2( 1,111 1.1 j
24\ n-1 o+ 3735 5 7 7"

www. kbraeuer.de

E

Tiitbingen, den 13.02.2013
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Harmonische Relhe:z“’:l _1+_1+_1+_1+ (3-11)
n=1n
N 2 3 4 5 . oo
g 3 1 25 137
2 6 12 60
= slSO 1.83 2.083 2.283 ..o
(divergiert bestimmt
Potenzreihen
0 3-12
Potenzreihe: > a,x" , a, xOC 719
n=1
Beispiele
i ihe:& o 313
Geometrische Relhe'2xn‘1:1+ NI ol (3-13)
n=1 =
Grenzwert: fir jedesxOC mit|q < 1ist
St
n=0. -X
Beweis:
(1-X) 1+ x+ X + .4 X ) = (1 3 - R+ X=X+ X'- §)
=1-x"
—_uvN
also: S, = I x+ X+ .+ Rz 17X
1-x
1- lim x™ 1
und S=lim§ =—N==—= fur [x <1
N-e 1-x 1-x
furx=-1: > (-1)", divergiert unbestimmt, siche Abbildung Brks
n=0
Mit Fakultat: n! =1[2[B0..n, (OIE]) (3-14)
Exponentialreihe: &, x" ¥ X
Z—_1+x+—+—+
= n! 2 2B
Konvergenz: @ X"
g fiir jedesxOC istzx—lze‘ ( Exponentialfunktiq
!
mit 21 . .
e= Z— 2.71828182846...( keine Periojle!

n=o N!
Der Konvergenzbeweis kommt gleich beim Quotientenkriterium.

Mit der Exponentialreihe lasst sich auch das
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Multiplikationstheorem e*¢’= &Y, O x,yIC (3-15)
‘fur alle’
und e* = cosx+ i sirk , OxOR
beweisen.
Mit Binominalkoeffizienten: (o a[ﬂa—l)[ﬂa—z) D..(a—(n—])) (3-16)
(nj - n!
Binominalreihe(a >0 : PN s ala-1
(@ >9 (1+x) =Z[ jx”=1+ax+—( )>€+
n=0 n 2
konvergiert fir jedes x| <1
Beispiela = 1/ 2: 12 1 1 1
VI+x=(1+Xx) "=+ =x-=X+— X+ ...
( ) 2 8 16

Die Rethe konvergiert sehr schnell, die Glieder werden sehr schnell klein. Man kann daher mit
(3-16) auch krumme Potenzausdriicke sehr gut annihern.

Konvergenzkriterien

Majorantenkriterium (3-17)
Reihe: >

2.8,

n=1

konvergente Relhe:zbn’ mith, >0 OnON

n=1
Kriterium: . _ -
gilt fir fastalle n: |ah|<p1 dann konvergleEan
‘bis auf endlich n=1
viele Ausnahmen'
Beweis: ® © w
S-sl=|2 = > g2 b - 0
n=N+1 n= N+1 n=N+1 -

www.kbracuer. de Tiitbingen, den 13.02.2013
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Quotientenkriterium: (3-18)
konvergiert, wenn fast imm%r{j\“—+1 <d< 1
5 Seslonen | %
n=1an a,
divergiert, wenn fast imm%i?+1 >0> 1is
Beweis:
aus Al 5
a,
folgt |a,|< o8, |a<ofal<d (... [a|< " I3
Majorante: & °° °° a
Sa<3falclal 3o =I2
n=1 n=1 =1
konvergiert
Anwendung des Quotientenkriteriums: (3-19)
Exponentialreine: |, & x"
B n=0 n!
Konvergenz: X"
|an+1: n+1)!:| n! Xn+1 :| X |S5<1 DnZU—l
‘ a, | X" ‘(n+1)! X ‘ | n+1]
n
Ubungsaufgaben:
1. Berechnen Sie die Grenzwerte folgerféelgen( falls sie existierg! (3-20)
1+2+ 3+ ..+n
a)
n
b) 1+2+3+..4n_n
n+2 2
c i"
d) i
n
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2. Berechnen Si¢ 3 in 2. Ordnung eineiiRaentwicklung

(Trick: V3= 2\/1T%)

3. Was laRdt sich mit Hilfe des Quotientenkriteriuier
Konvergenz oder Divergenz der harmone&tiiReihe sagel

4. Beweisen Sie mit Hilfe der Binomialhe, das

lim (1+1) =e
n-o n

5. Aus Zx—:ex und e = &

= n!

ist.

00 Xn 00 yn_ o (X+y)n
folgt ;H%ﬁ_;—n

Rechnen Sie dies bis zu Termen 4. Ordnung nach!
(D.h. nur Termey’ mik+ < 4 sollen ber[]cksiimtwerder)

6. Beweisen Sie die Konvergenz der Binomialreihe

(1+x)° =i(ijx” fur [ <1 unda > (
n=0

www.kbracuer. de Tiibingen, den 13.02.2013






4. Reelle Funktionen einer reellen
Veranderlichen

Reellwertige Funktionen

Eine Funktion oder Abbildung ordnet jedem Punkt aus dem Definitionsbereich genau einen
Punkt in einem Wertebereich oder Bild zu:

Definitionsbereich: xOM O R #-1)
Teilmenge

reelle Funktionswerte: y=f(x)

Wertebereich: f(M)={yOR , miy= f(x) xO M}

allgemeiner Abbildungsbegriff: f M - R

—_——
Funktionf bildet den
DefinitionsbereicitM  auf
die reellen Zahle®® ab

Geometrische Interpretation
Die Funktion / kann durch Punkte in einem Koordinatensystem als Graph dargestellt werden.

#2)
Graph oder Kurve voh :4(x f,(x)) , mitd M
Vektor

Oft bildet die Menge aller dieser Punkte eine zusammenhingende Kurve. Man spricht dann von
einer stetigen Funktion.

Ordinate
(Bildachse)
A
S
©
% S s
o
=
. Abszisse
X (Urbildachse)
Definitions-
bereich M

Abbildung 4-1:V eranschanlichung der Funktion [ als Graph oder Kurve in einem Koordinatensystem

Physikalische Beispiele

Bei einem Fallexperiment lisst man einen Korper vor einem Maf3stab fallen. Eine Kamera macht
alle 0.1 Sekunden ein Bild. Auf den Bildern kann man dann zu jedem Zeitpunkt /=0, 0.7, 0.2, ...
die Fallhohe auf 2 o genau ablesen.
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Messwerte:

t |
(Min) g

(#3)
o 1 2 3 4 5 6 7 8 9 1sek

480 480 460 440 400 360 300 240 160 80 €m
h# | 500 500 480 460 420 380 320 260 180 100 @m
Funktion:  h(t)= 50@m- 50QF cm /sek

Die Funktion A(?) ist so gewahlt, dass sie zu jedem Messzeitpunkt /=0, 0.7, ...sek durch das ge-
messene, 20 ez grofe Intervall geht.

Hohe als Funktion der Zeit

Hdéhe # [cm]

070203040506070505 1
Zeit t [sek]
Abbildung 4-2:  Physikalische 1 erendung einer Funktion b(t) 3ur Beschreibung von Hobenmesswerten ez einemn Fallexipe-
nment.
Aus den Messwerten kann man auf die mittlere Geschwindigkeit des Korpers zwischen zwet
Messzeitpunkten schlieSen. Da die Messung der Fallh6he jedoch mit einer Ungenauigkeit oder

Unschirfe behaftet ist, erhilt man aus der Messung nur eine Abschatzung iiber die minimale und
maximale mittlere Geschwindigkeit zwischen zwei Messpunkten.

-
0

Mittlere Geschwindigkeiten: “44)
. h(Min) (tn ) _ h(Max) (tn)
(Min) = +1
h(ta)-n(y) [0 ET
<Vn,n+1> =T A

(et = 12 ) =H 1)
n,n+1l At

‘ 00- 01 02 03 04 05 06 0O G-8 6.9 sek
01 02 03 04 05 06 07 0.8 0.9 1.0

(V)1 200 -0 -0 -200 -200- 400- 400- 600- 600- 80@m s

<V(Max)> -200 -400 -400 - 600- 600 -800 -800 -1000 -1000 -10@dn sek

Funktion: v(t)=-1000icm/ sek

Wieder kann man eine Funktion der Zeit angeben, diesmal fir die Geschwindigkeit ».
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Geschwindigkeit als Funktion der Zeit
200

<V(h1a,()>

200 <y Min),

-400f

-800}

Geschw. v [cm/sek]

-800}

~1000, 0.2 0.4 08 0.8 1

Zeit t [sek]
Abbildung4-3:  Physikalische V erwendung einer Funfktion v(2) zur Beschreibung der Geschwindjgkeit eines Korpers bei
einermn Fallexperiment.

Messungen sind immer mit einem Messfehler oder einer Unscharfe behaftet und konnen nur zu
endlich vielen Zeitpunkten stattfinden. Durch die Beschreibung des Fallvorganges mit Funktio-
nen wird der raum-zeitlich Prozess des Fallens zu der Bewegung auf einer Bahnkurve idealisiert.
Das 1st die Grundlage der gesamten klassischen Mechanik. Auf ihr lassen sich sehr viele Proble-
me l6sen.

Wir haben nun die Vorstellung entwickelt, dass sich der fallende Korper tatsachlich auf einer
solchen 'Bahnkurve' bewegt, die witr durch die Funktionen 4(?) und »(?) beschreiben. Tatsichlich
kann in der Natur eine solche Bahnkurve grundsatzlich nicht beliebig genau beobachtet werden.
Es gibt eine Naturkonstante, das Plancksche Wirkungsquantum 4, das die maximale Genauigkeit
einer solchen Messung angibt. Es gilt Grundsatzlich

Ortsunscharfél Geschwindigkeitsunschéife Masse 7 #5)

(o)
Plancksches Wirkungsquantt
geteilt durch 2r

Beim obigen Fallexperiment kann das ignoriert werden, bei einem Elektron in emner Brownschen
Rohre wie im Praktikum allerdings nicht.

Die prinzipielle Unschirfe physikalischer Phanomene ist Grundlage etwa fur die Atomstrukturen,
das Periodische System der Elemente, die Gesetze der Chemie oder die Halbleiterelektronik.
Bahnkurven zur Beschreibung von Bewegungsabliufen sind ein geniales mathematisches Hilfs-
mittel, das die tatsachlichen Gegebenheiten jedoch nur annihernd wiedergibt.

Als weiteres Beispiel zur Beschreibung physikalischer Zusammenhiange betrachten wir eine Fahr-
radpumpe, bei der wir den Gasaustritt zuhalten und dann mit Kraft den Kolben hineindriicken.
Der notwendige Druck P hangt vom Volumen 7 des Gases ab und kann nach Van der Waals
unter bestimmten Bedingungen durch die Funktion

C a
V)=————, ckonstan
p(V) 5Ty @b

(#-6)

beschrieben werden.

www.kbracuer. de Tiitbingen, den 13.02.2013
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Druck P

>
b

Volumen V

Abbildung 44:  Physikalische 1 erendung von Funktionen P(\) zur Beschreibung des Diucks anf den Kolben einer 3nge-
haltenen Fabrradlufipumpe.

Der Zusammenhang (4-6) gilt bei konstanter Temperatur des Gases im Kolben. Das Minimum
des Druckes kommt daher, dass sich beim Zusammendriicken des Gases ab einem bestimmten
Volumen zuerst die Anzichung der Atome und dann ithre AbstoBung bemerkbar machen.

Eigenschaften von Funktionen

Stetigkeit

Eine reelle Funktion / heilit stetig in einem Punkt x aus M, wenn fir alle Folgen x;, x,, x;, ... aus

M, die x zum Grenzwert haben, auch die Bildfolgen f(x,), f(x,), f(x;), ...alle denselben Grenzwert
J{x) haben. Ist dies fiir alle x aus M erfiillt, so heiB3t die Funktion stetig auf M.

f heilt stetig an der Stelie , #7)
wenn fur jede Folggx,) iM  mit lim, = x gilt:  linfi( x)= f( X

Nn- o

/ Ej}unstetige Funktion

e —

Abbildung 4-5:  Funktion mit einer unstetigen Stelle bei x=X. Die Folge f{x",) konvergiert gegen einen anderen Grenzwert
als die Folge f:).

Umkehrbarkeit
f heil3t umkehrbar, wenn es “-8)
fir jedesyON genau eixd M gibt mit= f(

Umkehrfunktion oder Inverse:f* N - M,y - x= f*(y)

Graphisch bedeutet die Umkehrung das Vertauschen der beiden Achsen.
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YA

e -
X a x c X X

Abbildung 4-6:  Beispiel einer unnkebrbaren Funktion und einer nicht umkebroaren Funktion. Durch Einschrinfkung des
Definitionsbereichs anf a=x=c wird auch die Funftion rechts unikehrbar.
Die Gleichung fir die Umkehrfunktion erhalt man durch Auflésen von y=f{x) nach x.

Beispiel:

f: y %(x2+2), mit 0< x< 4 (+-9)
f™: x=\4y-2, miti<y<$

Monoton wachsend und fallend

f heilRt monoton wachsend, wenn fir alle x, uctaf (x)< f(x) ist ~ #70)
f heiBt streng monoton wachsend, wenn allerx, < x, auchf (x)< f(x,) is
f heilRt monoton fallend, wenn firae< x, cf(x)= f(x,) ist
f heiBt steng monoton fallend, wenn  fiir alte< x,  auiohx) > f( x,) ist
ZLusammengesetze Funktionen
Eime Funktion kann in mehreren Schritten aufgebaut werden:
1. Schritt: g : z=g(X #11)
2. Schritt:  h: y=h(2
Zusammen: y = f(x):(h( of )9))5( b g( 3}
Es sind natiirlich auch mehr als zwei Verkntupfungen moglich.
Beispiele:
g ( x) = \/7( (4'72)
1. , f(x)=g(h(X)=+ R = %
NUOMRCREUE)
9() i
2. . , f(x)=glg*(x)=x
VAP ARICRECRE)
g(x) =sin(x)
3. , f(x)=g(h(x))=sin =
(9= (9= a(n(3) = sin 2

www.kbracuer. de Tiitbingen, den 13.02.2013
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fix)=sin(1/x)

ARl AN :
WAL AV

Abbildung 4-7: Die Funktion f(x)=sin(1/ x) oszilliert bei x=0 unendlich oft

Elementare Funktionen

Polynome
n 4-13)
Polynom n'ten Gradesx+— P(X)= g+ ax- g k+ +.a%=> a'% , AR
k=0
Fund talsatz d 4-14
vndamentaisatz der Jedes Polynom 'ten Grades hat kompNublstellen (479
Algebra:
also: Es existiered, JC ,k= 1n., sodd®sl )= Ois
daher: P(x)=a,(x-24)0 x-1,)0.( x-A) = q[l:'( xA)

Mehrfache Nullstellen: A, = A, mitm# n
Komplexe Nullstellen: wend_=a+ib Nullstelle, dann auth=A_=a-ib
(P(a+ib)=0 = P(a-ib=0)

Beispiele:
R (x) = ax+ b= { XI-SJ (Gerade 1)
B, (x)=axX + bx+ &= { x DVD —4ac “ga_d'acJEE w2V b 4a “Sa%lc] (Parabe)

R(x)=aX+bt+ cx d (Kurve 3. Ordnuny
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P(x) p

/

/

—

Abbildung 4-8: Die Graphen der Gerade P,, Parabel P, und Kurve 3. Ordnung P,

Rationale Funktionen
Rationale Funktion:

R.(%)

Qn ()

x> R(X) = . (R, Q sind Polynome vom Grade umg

echt gebrochen: m>n

unecht gebrochen:nzm ,  danR( ¥ = R (x) = r( X+ M

Pol k-ter Ordnung: Q,, (%)= O un@(x)# 0= iR x)=co

S —
k'fache Nullstelle

0 firm>n
Asymtotik: limR(x)=1{endlich furm=n
+00 firm<n
Beispiel:
ax+b
Hyperbel: R( x) =
yp ( ) cx+d

Pol 1. Ordnung: x:%

Asymtotik: imR(X) =

X — 00

olw

43

“4-16)

(4-17)

(4-18)

www.kbracuer. de Tiitbingen, den 13.02.2013
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R(X) A

Abbildung 4-9: Der Graph der Hyperbelfunktion

Irrationale Funktionen
Sie entstehen zum Beispiel bei der Umkehrung von Polynomen

Beispiel
Funktion y=x", (x>0 #19)
Irrationale Umkehrfunktion: x = \/?/

Abbildung 4-10: Die Graphen einfacher irratonaler Funktionen nach (4-19)

Transzendente Funktionen

Exponentialfunktion und Logarithmus
Sie lassen sich nicht durch die Anwendung endlich vieler elementarer Rechenoperationen definie-
ren, sondern nur durch unendliche Reihen.
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Exponentialfunktion: (4-20)
exp(x) = ZX—
n=0 n!
exp(0) =1

9
)

Potenzgesetze:exp(x) Cexf(y) = exgx+ )

(
(
exp() =e= 2.71828182846...
(
Inverse: exp(x) Cexd-x) = exf P= 1

= exp(-x)= exp(x)

Schreibweise bietet sich an:  €xg) = €

e =g 8=1 b= e‘é‘:e—lx

Rechenegeln fir Potenzen!

Umkehrfunktion der Exponentialfunktion
Exponentialfunktion: y=exp(x)>0 #21)
Umkehrfunktion( Logarithmus :x= exp™(y) = In(y)
%,—/

0!
-1 1 y>0!
zexp(y) =exp(y) !

mit In(x0y) =In(x) +In(y)
|n(ﬁj —In(x)=In(y)
y
Umrechnung in andere Grundzahl als e:
eo a a =( é‘a)x = & mita=In ¢ (+-22)
Logarithmus zur Basia :* log=" log*=" log] In
Zehnerlogarithmus:: log=" log
f(x) f(x)
A e" A
in%
1 1 :>X
>
X

Abbildung 4-11: Die Graphen von Exponentialfunktion und Logarithmusfunktion

www.kbracuer. de Tiitbingen, den 13.02.2013
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Trigonometrische Funfktionen

. 2 D G S s #23)
sin(x) =2,(~9) (n+D)1 31 5
2n 2 X4

cog(x) +i si(x) = ¥ix = =i 1

w2l 3% 4l

und cog(x) =i sin(x) = ™ (if)
i)+ (ii _ Ly, i

0, )Y o)

(');i(”) 5|n(x):%(éX é'x)

Abbildung 4-12: Die Graphen der sin- und cos Funktion

sin(x+ n[2) = sin x) (#-24)

Periode: fimOZ :
erode Hm {cos(x+ n2r) = co$X)

Symmetrie: {sm( x) =-sin(x) ( antisymmetrisct

cos( x) =+ cog¢x) ( symmetrisgh

Ein Punkt auf dem Einheitskreis hat die Koordinaten
X =Ccosp “4-25)
y=sing
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Ya

=]
-~
=
1%}

Abbildung 4-13: Sinus und Cosinus als Koordinaten eines anf dem Einbeitskreis umilanfenden 1 ektors

Weitere trigonometrische Funktionen

' 4-26

Tangens: tafix) = sg;(();)) (#-26)
cos X 1
Kotangens: cc(tx) = sins((x)) = tar( x)
3
Sinus Hyperbolicus sir@x) E—(é - e‘X) = x+%+§+
4

Kosinus Hyperbolicus co:{lx) E—(e‘+ € )_ WL +%+

© x

Abbildung 4-14: Die Graphen der Exponential- und Hyperbelfunktionen

Trigonometrische Umbkehrfunktionen

arcsin(x) = sin*(x)  x0[-1]] (#-27)
arcco§x) = co8(x) x0O[-1]

arctar(x) = tan'(x) xUR

arccofx) = cot'(x) xUR

www.kbracuer. de Tiitbingen, den 13.02.2013



48 K. Bréner Mathematischer 1 orbereitungskurs fiir das Physifstudinm

~_| aresin(x)

Abbildung 4-15: Die Graphen der Umbkebrfunktionen des Sinus und des Kosinus

Ubungsaufgaben

1. Suchen Sie die Nullstellen der folgendPolynome und skizzieren : #-28)
die zugehorigen Graphen:
a) f(x)=2x+2

b) f(x)=x-x-2
c) f(x)=-x¥+2x-1
d) f(x)=4x-x+1
e f(x=x-x
2, 1 (4-29)

Skizzieren Sie fir die Funktionen aus Aufgabe 1Gh@phen vor——

t(x)

3. 2 — -
Schreiben Sie die Funktio%)Li(Jrl als SummeesiPolynom (+30)
X_

und einer echt gebrochenen rationalen Funktion

4. Skizzieren Sie die Graphen v “4-31)
a) f(x)=vl-x (x<1)
b) f(x)=v1-x%, (%<1

5. Skizzieren Sie den Graphen der in Rhysmd Statistik wichtigen Gaul3funktic 4-32)
f(x)= e™ firA=1undl = 4
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6. Skizzieren Sie die Graphen von 4-33)
a) f(x)=tan(x)
b) f(x)=cot(x)
Diskutieren Sie die Periodizitat, Symmetund Stetigkeit dieser Funktion

7. Beweisen Sie mit der Eulerschen Fornhiel Additionstheorenr (“-34)
a) sin(x+y)=sin( Y Ccog y)+ cobX 0 sify
b) cos(x+y)= cogxOcoby - sihyO siny

¢) Was erhalt man in beiden Fallen i x -

8. Beweisen Sie die Forme 4-35)
a) “logx=*logeln x
b) °®log e:i
Ina
9. Driicken Sie die Funktionen arcsinh=sinh und arceos$hi' durch die 4-36)

Logarithmus- und Wurzelfunktionen ause€immen Sie dazu die Funktion

f und g mit sinr( I ))))z x und cos(h (h (g ))<): X.

www.kbracuer. de Tiibingen, den 13.02.2013
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Begriff der Ableitung
Verwendete Begriffe
Graph: Eindimensionale, gekrimmte Linie (>-1)

Sekante:  Gerade durch zwei Punkte eines Graphen
Tangente: Gerade, die einen Graphenme® Punkt beriih

Sekante einer Funktion, Differenzenqguotient
Funktion: foxo f(x) (5-2)
Punkte auf dem GraphenP, =(x, (%)) R=(%+Ax f{ x+A )

Sekante durck  ung, :{(x a (%) ﬂR}

mit QS(X):f(Xo)”f(XOJrAAXZ_f()%)(X_ )
es gilt: g (%)= f(x,)+ f (XO+AAX))(_ f()%)(%‘ %)= 1(x)

=0

" f (% +0x%)- f(%)()sJ,AX_XO): f (%, +AX)

g, (% +2%) = T(x

AX N —
=Ax
Zuwachs vorf (x,) zuf (%, +Ax) :Ay= f(x+A%- f( %) (>-3)
Steigung der Sekante: % (  Differenzenquotje

Tangente einer Funktion, Differentialquotient

wenn Jim (X+AX))( f() existiert: Y
Tangente irx, : {( ( )) kC }
mit g ( )‘"m g (%

Mx-0 A X

Steigung der Tangentegy— ey ( Differentialcient)
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A
Graph von f: x7
f{'xomx)
f(xo )
>
/-‘-’.

| :+
X XO -AX

Abbildung 5-1: Schanbild einer Funktion mit Sekante und Tangente
1. Ableitung der Funfktion f

.. . f(X+AX)— f(X) ] (5_5)
existiert lim inx,
Ax-0 AX
dann bezeichnet manf’'(x) = "nlf}(x+Ax)— f(x)

als erste Ableitung der Funktidn n

Verschiedene Schreibweisen fur die erste Ableitung:

(>-6)

Die Briche meinen dabei nicht wirklich Quotienten, sondern sind reine Symbole oder Kurz-
schreibweisen fiir den Grenzwert!

Die erste Ableitung im Punkt x ist gleich dem Tangens des Winkels zwischen der Tangente in x
und der Abszisse

f'(x) = tana 67

Graph von 1. x—f(x)

1 xo )

Abbildung 5-2: Schanbild einer Funktion mit Tangente
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Gegenbeisprele fiir die Excistens; einer Ableitung
Abbildung 5-3 zeigt zwei Funktionen, in denen der Differenzenquotient in x;, keinen eindeutigen
Grenzwert hat.

A f(x): x—f(x) A f(x): x—f(x)

f{_xD_}

f{_xD}

Abbildung 5-3: Schaubild von Funktionen, fiir die die 1. Ableitung in x,, nicht definiert ist
Habhere Ableitungen

df (x) (5-8)
. d2f(x) 94 :
2. Ableitung: f"(x)= @ (x)= I d>z( = () (¥

S ——
(Ableitung der 1. Ableituny

n. Ableitung: (" (x) = ( £ ) (X)

[
(Ableitung der(n -} . Ableitunly

Geschwindigkeit als Ableitung einer Bahnkurve
Gemessene Geschwindigkeit: innerhalb des Zeitinveralls (5-9)

[to to+A7] zuriickgelegter Weg
f—/%

Xom =%, _ DX

Vit to+at] = At A
[y
fur den Weghx
bendtigte Zeitspanne
Interpolation des Weges durch Bahnkurve: — x ,x ., - X :t - x(t)
° ° Fur:;tion
. X(t+At) = x(t
(t)=lim ( )=x(Y)
At-0 At

=x()=

—
Schreibweise fir
Zeitableitungen

Definition der Geschwindigkeit zum Zeitpurkt :
v

Die Ableitungen nach der Zeit bezeichnet man iblicherweise mit einem Punkt tber der Funkti-
on.

Es wird klar, dass die Geschwindigkeit in einem Punkt reine Definition ist, also ein mathemati-
sches Hilfsmittel der Physik. Wirklich beobachtbar oder messbar sind nur mittlere Geschwindig-
keiten. Die Geschwindigkeit in einem Punkt oder die Position ist prinzipiell mit einer Unscharfe
behaftet. Das wird in der Quantenmechanik wichtig und erklart zum Beispiel die Eigenschaften
von Atomen.

www.kbracuer. de Tiitbingen, den 13.02.2013
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Bezspiele fiir Ableitungen

f(X)=Xn: i f(x+Ax)—f(x):"m (x+Ax)n— X (5-10)
Ax-0 AX Ax-0 AX
Terme mitAx" n> 2
+nxX7Axs oAxX) - X
n )(n —_
= lim x n =lim (nx”‘l+O(Ax)): X
Ax-0 AX Ax-0
f (x) =sin(x): i f(x+AX) - f(x)_l. sin( x+A - sir( ¥ (3-17)
A!(rpo AX _AlerO AX
siehe 1. Kapite{ Folgerung aus Moivreschen Fojmel
~1
| cos(x) sin(Ax) + sir{x) cofAX) — siX
= AX
= Cos(x)&ing%
Abschéatzung: mit  sina<a<tany, (a<m/2)
siehe Einheitskreis
ist 1S_Lsi
Sina Cosy
und 1= limi< im1-9— < im——<1
a-0  a-0 sing a-0cosy
. AX
also lim— =1
ax-0in(Ax)
also sin'(x) = coq x)
und analog
cos(x) =~ sin x) (>-12)

/ A
A
/ i —sino

- 1

Abbildung 54: Winkel im Einbeitskreis sur Abschétzung: sinQ<a<tan@
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()= &= =X (5-13)
n=0 n! .

Nach Definition vore*
in Kap. 3

Nebenrechnung: Terme mitAx" ,n> 2
g1 1+x+ O(aX) -1
lim =lim =1
-0 AX Ax-0 AX
also: d ., e®-¢g_ e&-&_ .. ¥&-1_
—e* =1im =lim = €lim =é
dx -0 AX AX-0 AX Ax-0 A X
Rechenregeln der Differentation
Aus den beiden Funktionen
. . . . . . .. 5_74
fix - f(x), g:x- g%, differenzierbar furalle X2 M (3>-14)

X aus Definitions:
bereich vorf '

werden neue Funktionen gebildet

Summenregel
%((af (X)+,6’g(x)) =a f'(X+Bd(¥, (a,80R konstan} (5-15)
Beweis: %((af (X)+'Bg(x)):lixrpoaf (x+4x)+ Bg( x+AAX>§_(a f(3+8d Y
=a lim f(x+4x)- f(X)+,6’Iim g(x+83- d ¥
fx-0 AX X0 AX
:af'(X)+lBg'(X)
(5-16)

. d
Beispiele: —( &3+ x+ 3= 1X¥+ 1
piele: —( 3

%((x1°+2):10x9
%((x3 + X2+ x+1) =35+ 2x+ 1

www.kbracuer. de Tiitbingen, den 13.02.2013
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Kettenregel
S 1(a(¥)= (9 d(3 o
Beweis mitAg = g(x+Ax - g ¥ :
9 (g(9) = m 1902 24) 1o X))=L'xmof(g+Af; (929
EICTRIEPPEIEEE
Ag-0 Ag AX-0
=1'(9) W' (%)
Beispiele: (5-18)
%(sin(xz): sif(g) 0y (¥ = cog g02= co@i)D X
9(x)=x
sin(coqx) = sit(g) ()= cob ofsi)f- sfn)
a(9e0d)

%(sin(cos( sir(x))): i@ D&ﬂ/@_\/}ﬂ sifix)

u(x)=coq sif) v()=s()
—cos( cog sifix) )E@— si(- sifw) ))D cds)
%(sm( )Etos(xs) ( sm( ))E&:os(x3 + SII‘( [E— coéfj

ZMEE%(XZJECOS(XS)'F S|d%)[ﬁﬂ@[E%( x”j
9(x)=x u(x)=

:cos(xz)D&Dco@(S% si(wxz)[@— si(n?))D g
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Produktrege!
Lrm(Y = (o 3+ 13 o X o
Beweis: %(f(x)[g( )EAin;f(x+Ax) 9(X2§)9_ f() d 3
Lt o) 1) d Ak (K g xB ) (Kb
AX-0 AX
=mf(xm§l_ g a9+ 1(9im 2 MA%;_ U
= (x)a(x+ 1(¥ d( ¥
i, 4 2 _( d d \_ (5-20)
Beispiele: &x —@ X+ {Ed— 2X
%(x”:@x?f %ﬁd%+ ﬂfﬁjg%+...: X
%((sin(x))ZZZSin(x) sin(x) = 2sifix) cdsy
%(xz cosx=-x sin ¥+ Xcos(X)
Quofz'eﬂfenrege/
PO _ (9 F(9d(X_ (9 d - X4k (>-21)
dX o(® oy g(x g(¥’
Beweis: (x)_ d 1 _f(x d1
o= g G ey f<x)(:LJLG(’9
(Kg;(tiii?el,

www.kbracuer. de Tiitbingen, den 13.02.2013



K. Bréner Mathematischer 1 orbereitungskurs fiir das Physifstudinm

58
Beispiele: d/, s d 5-22
P e g0 () 06D 5 (eer)er 7
dxxX -2  X-2 (-2  X-2 (x-2f
:(2x5—4x)—(4x5+ 4)(3):_2X5_4X3—4x
O R |
tart (x) _d sin(x) _sif(x) si{x)0cofx) _ cosy _sin(x) - sin(x))
~dxcog(X)  co$ ) cog(x)? ~ cob) cogx)”
_ cos(x)” + sin(x)* _ 1
cog(x)* cogx)’
qyoy_deos(x) 1
cot' () Tasn() T S
(%) 9(») f(%) 9(¥
ixzcos(x) :(Zxcos(x)— X sinx)Dsiﬁ( X- X cos}0 2s(ny chsk
dx sin(x)* sin(x)*
Inversenrege/
mit L od oy 1 (5-23)
y=f*(x) ist o (%) O
Beweis: y=f*(f(y))
—i :i -1 = ft !
1= 8y 2 (e(y)= (orly
Kettenregel mik= f('y)
I 1
also: 7 (x)=—
Beispiele: (5-24)
J =arcsin(x) : arcsif(x)=—— =+ _= L -1
1) R e o SN e
J = arccogx) : arcco$(x) = L -1 . L -1
y{0.7] o] () coé(y) —Sir(y) _\/1—C04y)2 \/1_)(2
X :arctar(x) . _ 1 B 2 Cos(y)2
2] arctari(x) = ai(y) cogy)” = St (y)+ 02 ()
_ cos(y)’ _ 1 1
cos(y)+sif(y) ¥ tah(y) %X
y:{]/;(:)@: _d{‘/_: 1 = l = l :X_nT_Z )6_1
x>0 dx i n ny‘u—l I’]Q/;(n_l n n

dyy
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Die Definitionsbereiche der inversen Funktionen mussen sorgfiltig berticksichtigt werden

A

sin(x) cos(x) tan(x)
1 1
-2 \ -2
= = T =
w2 \ T 2
a2 D 8 o L
arcsin(x) 7 arccosi arctan(x)
-1
L= T
1
w2 bl Y ] -2
=
-1 1
Abbildung 5-5: Funktionen und Inversen aus (5-24)
Differentiation von Potenzreihen
© 5-25
Allgemein: wenn» a X'|<c , ist 5-2)
n=0
d 00 _ 00 o 00
—>ax' =) ngX*=>) (nl) g, X
dX n=0. n=1 n=Q
Beispiele:
d « d 0 )(I a 0 — a 0 ){1—1 a 0 ){l a é(
D Y S ISyt oS
dx dx = d ( (1) & oh
1+X+X:+x*3+ £;]4+--- 0+1+ 2§+ 3;2—[3+ 4%;

www.kbracuer. de Tiitbingen, den 13.02.2013
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. d 2 n X2n+1 = n in = n in (5'26)
' = — = - N - -
sirf (x) dxg( Y (2n+1)! nZ:(:)( LA +])(2n+])! g( ;(Zr)!
RS S ’ IR S
(X ﬁ"’ﬁ EEM];"] 2 234 ZBUKI6 RPB4BBI8
= cos(x)
d & n in = n in_l = n X2n+l
s(x)=—> (- =Y (-1)" 2 =-Y'(-
cos(x) dxé( ])(Zn)! Zl( ) n(2n)! ZO( Y (2n+1)!
=-sin(x)
. d X e X"
H = — = =
sinhf (x) & o1 (20 cosi{ x)
d 0 X2n 0 X2n+1
H(x)=— = =sinh
cosH(x) dxg(Zn)! ;(2n+1)| sinh(x)
Der Satz von Taylor
Funktion f: x- f(x)seifuralexd]a n malstetig differenziab  (5-27)
N

'x aus offenem
Intervall’
(alsoa<x<b)

Entwicklungspunkt: x, 0]a, i
Satz von Taylor:  zu jedenxO]a ] existiert eine Zwischenstefle 0] ¥, .

so dass
F00= 1 (x)+ () ) 08D g .
F(0x) o v 10(2(X¥),
B T T
Taylor-Polynom: 0.(x)= F(%)+ F(x)(x %)+ f Z(IXO)( . >6)2+---
£ () o FO(x) n
A+ (n—l;cl)( %) + n,xo (x=%)

Nach Taylor kann man die Funktion f{x) also durch ihre Funktionswerte und Ableitungen im
beliebigen Entwicklungspunkt x;, ausdriicken. Nur im letzten Term tritt die Funktion g(x) auf.



5. Differentialrechnung 61

Wahlt man z(x)=x,, kommt man zum Taylor-Polynom, mit dem man Funktionen sehr gut anna-
hern kann. Wegen 7/ 4/ wetden hohere Glieder der Summe in der Regel sehr klein.

Eigenschaften des Taylor-Polynoms
Unabhingig vom Entwicklungspunkt x;, sind die Funktionswerte und die Ableitungen des Tay-
lorpolynoms und der Funktion in x;, gleich:

Taylor-Polynom: £ (9 (%) (5-28)

Funktionswert in, :

=o

j. Ableitung inx, , _ £ () _ _
' Tl e # s )"
(i<n): o k! [ —

=
—
2
N—
1
M-

Taylorentwickiung 1. Ordnung

Die Funktion f(x) wird durch eine lineare Funktion approximiert. Das ist in emner kleinen Umge-
bung von x;, sinnvoll und wird oft gemacht. Die Taylorentwicklung 1. Ordnung entspricht der
Tangentialgeraden g,

Taylor-Entwicklung 1. Ordnung: f (x) = f (%) + () 0 x= %) (>-29)

Taylor-Entwicklung 1. Ordnung

—fix)

=

f(xO)

Funktionswerte f(x)

Bereich mit
200 = Fx )+ (x o) (X )\

0 X
Argumente x

Abbildung 5-6:  Die Funfktion f(x) wird in einer Ungebung durch das Taylor-Polymom 1. Ordnung sebr gut angendibert

www.kbracuer. de Tiitbingen, den 13.02.2013
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Taylor-Entwicklung hoherer Ordnungen

Bezspiel: Entwicklung der Costnus-Funktion um x,=0
Ableitung der cos-Funktion: (5-30)

cos( 0 = 1

cos( 0 = -sif{0 = 0
coéz)(() = -sin(Q = -copp= -1
cod?(Q = -cof P = sifip = 0
cos?(Q = sin(Q = cofp =
0 OnO2N+1
ungeraden
cos” (0 = n
(-1)2 OnO2N
geraden
Entwicklung der cos-Funktion urm= :0
2, cos (0 °, (-3
~ X = N
cos{x) kZ(; k! ;) 2k)!
1ror-Sx2- 03 L 1o, 1 oa,
23 2" omamt

(Entspricht der abgebrochenen Potentiaaler cos-Funktio)

Die Giite der einzelnen Entwicklungsstufen ist Abbildung 5-7 abzulesen.

""""" COSs(X) s COS(X) s COS(X) s COS(X) s COS(X)
1 1 . 1 1 s 1 .
o 0| 0 0|
P RV VY 1 8 % R R Y ) YooV Y Y
S5 0 5 5 0 5 5 0 5 5 0 5 5 0 5
X X X X X

Abbildung 5-7: Taylor-Entwicklungen (durchgezogenen 1 inzen) der Cosinus-Eunktion (sepunkiete 1 znien) nm x,=0 in
verschiedenen Ordnungen

Mittelwertsatz der Differentialrechnung

Funktion: f:x - f(x) stetig und differenzierbar fur alkd] a {, (5-31)
Mittelwertsatz:

fur beliebigex, <x, 0]alf : es existiert eine Zwissistellez( x< = ¥
f(%) - f(x)

X=X

sodass f'(z)=
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Beweis: (5-32)
nach Satz von Taylor fir= 1:f (x,)= f(x)+ f'(2)( %~ %)
also: £'(2)= f %)= f(x)

X=X

A
f(x2) _‘-__\ ?
f(xz)-f(xj)
f(xf) \ J;
> — i >
X, z X, xo-cﬁ X, xo+5 X

Abbildung 5-8: Zwischentangente parallel zur Sekante (links) und lokales Maxzmum (rechts)

Folgerungen: Monotonze-Satz;

f'(x)>0 OxO]ad = fwachst monoton (5-33)
f'(x)<0 OxO]ad = f falt monoton

Beweis:
nach Taylor: f(x,)-f(x)= (2%~ x)
also: Vorzeichefif’(z)) = Vorzeichdrf (x)- (%))

fur allex, ,x,0]a,f undx< z< x

Lokale Minima und Maxima

Definition
Intervall: 1 =[x, =Jx,+3], >0 (5-34)
f hat ein lokales Minimum ir, , wenn edn> eQistiert und fir alld | gilt:
f(x)2 (%)
f hat ein lokales Maximum i, , wenn > eRistiert und fir allxOI | gilt:
f(x)< (%)
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Exstenzkriterien
f seiim offenen Intervall zwei mal stetig diffemerbar und, U1 (5-35)
Notwendig fur lokales Minimum i, : f'(x,)= 0, f"(%)= 0
Notwendig fur lokales Maximum i, :f'(x)= 0,f"(%)< 0

Hinreichend fur lokales Minimurmx,: (%) =0, f"(%)>0
Hinreichend fur lokales Maximum i, :f'(x,)= 0,f"(x)< O

Beweis flr hinreichende Kriterien: (5-36)
Annahmen: f(x) f'(x) f'(x stetigin

'(%)=0,_ f"(%)>0
f'(x,) stetg = esexistierteid> O0nfit(x)> Ofirake mit x>0

Satz von Taylor = f(x)= f(XO)JrL(,i)(X_ )g)+%i{(3( x %), z0[ %, §

=0 >0 >0

also: f(x)> f(x) furallexd |

f hat ein lokales Minimum iR,
Annahmen: f'(%)= 0, f"(x)< 0
analog: = f hat ein lokales Maximum:p

Beweis fur notwendige Kriterien: (5-37)
Notwendig fur Minima und Maxima: f'(x,) = 0,

fir f'(x,) # 0 waref inl monoton wachse

oder fallend, hatte also keine Minimaeod

Maxima
Notwendig fur Maximum: f"(%)< 0O,

furf”(xo) >0 hattef jainx, ein Minimum
Notwendig fiir Minimum: f"(x%)= 0,

firf"(x,) <0 hattef jain, ein Maximum
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Beispiele: (5-38)

f(x)=x"inx=0: f(x=4X, f(Q=0
f"(x)=12¢, (=0

also: Notwendige Bedingungen fir Minimum sind etfull
Hinreichende Bedingungen fur Minimum sind nichtiétf
Tatsachlich liegt ein Minimum vor,
da fur allex# 0 gilt:xX* > 0

f(x)=xinx=0: f(x=3%, f(Q=0
f"(x)=6x, f"(0)=0

also: Notwendige Bedingungen fir Minimum sind etfiill
Hinreichende Bedingungen fur Minimum sind nichtiétf
Tatsachlich liegt kein Mimimunaor ( sondern ein Sattelpur)l

Wendepunkte
Bei einem Wendepunkt dndert der Graph einer Funktion sein Krimmungsverhalten, die zweite

Ableitung einer Funktion dandert also das Vorzeichen.

f hatinx, einen Wendepunkt, wefin Xn  &xtremum ha (5-39)

Eine notwendige Bedingung istalso: ~ f"(x,)= 0

Regel von de I'Hospital

Sind  f undy stetig diffenrenzierbarja i, (5-40)

und ist limf (x)= ltrr;g(x) =0
so gilt: imf(x): imf,(x)
METTCIATIC

Beweis:

f
weaert (@) =9(9= O 519 = (-3 o) o[

f (a+0x)- f_(a)
mit AX = x— a: imf(x)= im Ax =lim L
tA : Ixaag(x AX-0 g(a+AX)— g(a) Ix”agl(x)
AX
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Beispiele: (5-41)
. sin(x) . cogx
lim ( ):Ilm S( ):1
X0 X X-0 1
. 1-codx . sifx . COBX
||m#: ||mﬁ :||mﬁ:£
X-0 X x-0 2% X- 0 2 2
—_—
Regel von I'Hospital
2. mal anwenden
X _ ~X + aX
imE& =€ —jim £+ € 5
x-0  sinXx x-0  COSX
Das Differential einer Funktion
In (5-4) wurde der Differentialquotient definiert.
Zuwachs: Ay = f(x+Ax) - f(X) (542)
. . . VAN
Differentialquotient: ﬂ/E I|m—y
dx Mx-0AX

Fur viele Zwecke ist es sinnvoll, den Zihler allein zu betrachten und so vom Zuwachs zum Dif-
ferential Gberzugehen. Damit meint man den Zuwachs der Tangente im Punkt x. Man bertick-
sichtigt also nur die Steigung der Funktion und lasst die Krimmung auller Acht.

Formal kann man Ax und 4y durch hdx und hdy ersetzen und / seht klein werden lassen:

also: Ay - lim hdy=lim f( x+ hdy- 1 X (5-43)
d _ _
Uy pim XY= O O Rk X b a
h-0 h hdx- 0 hdx
Differential vonf : df (x) = f'(x) dx

Diese Formulierung erlaubt in Kapitel 7 die Erweiterung auf das Differential von Feldern.
Beispiele:
f(x)=2x~-1, df(x=6xdx (o-4)

f (x)=cos(x), df(x)=-sin X d>

Das Differential einer Funktion kann auch als Taylorentwicklung 1. Ordnung ihres Zuwachses
aufgefasst werden.
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Ubungsaufgaben
Berechnen Sie die Ableitungen der folgen Funktionen: (545)
1. y=é&*[tog by

L)

3. y:xEd:o{ In( x) - %Tj

a[ﬂan(z) c
4, y=arcta —=
a’-c
a-bleos( ¥)
5. =7
a+bleos( x)

6. y= arctar( mOtaf x))
7. y=x"0

8. y= ﬁ arctar{i(g/éj

alI'l;ln( X) + bltoq )

o aE'kln() bltog X)
e
11. =2_V"J‘S<“°EQ|n(x)—2)+ 2/b, (\/Vamifj_ﬁ b> G

12. y= ﬁ arcta{% U C({[%(Jj
y=(cogf )™

Berechnen Sie die ‘te Ableitungen ddgémden Funktione! (546)

13.

w

X
a+ bk
15. y=xX[&

14. y=

16. Zeigen Sie, daB fyr= téw) giﬂf:(f)'
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17.

18.

19.

20.

21.

K. Bréner Mathematischer 1 orbereitungskurs fiir das Physifstudinm

Entwickeln Sie die Funktionen
a) sin(x)
b) &

c) Vergleichen Sie die Entwicklung abs ) mit deriigklung von

cos(x) +i sin(x)

} nach Taylor bis zur 3. Ordnung wy=0.

Entwickeln Sief (x) =In(1+x) bis zur 5. Ordnung wm=
Geben Sie auch den Definitionsbereich der Funkdia

Bestimmen Sie die Tayler Reil{e Entwicki@iihis zur Ordnung =) fii
f(x)=x* umyx =1!
Geben Sie auch den Definitionsbereich Benktiona n!
x2 -1

Bestimmen Sie fiir die Funktion f (x)= o
X

die Schnittpunkte mit den Koordinatenachsen und
den Winkel zwischen Tangente und  Acheadaéesen Stelle

Haben die folgenden Funktionen an 8t&llex, = 0 ein lokales Extremu
oder einen Wendepunkt?

a) f(x)=x-2x+2x-1

b) f(x)=x-2x+1

c) f(x)=x+x

(5-47)

(5-48)

(5-49)

(5-50)

(5-51)



6. Integralrechnung

Der Integralbegriff

Geometrische entspricht das Integral tiber einer Funktion / dem Flicheninhalt zwischen dem
Graphen von fund der x-Achse. Beitrige zum Flacheninhalt unterhalb der x-Achse sind dabei
negativ. Man spricht von einem orientierten Flacheninhalt.

Die Integration erweist sich als Umkehrung der Differentiation. Das Integral einer Funktion f
kann in der Regel als so genannte Stammfunktion F(x) aufgefasst werden. Die Ableitung dieser
Funktion fihrt zurtick zu /.

Das bestimmte Integral im Riemannschen Sinne
Funktion: f: Japg -R (6-1)

ﬁ_l
{{a<x<d
Integrationsgrenzen:  x;, x0]a 4

Zerlegung vor[ %, x| : Beliebige Zahlerx, X%, ,..%,, %, ~mit
XO<X1<"'< )&_1< )&<_,_< )%]< X

ot
Zwischenpunkte: Z O[ % %], KO{O.L...mh, ( %.= X
Integralsumme: m m
1= > (%= %) f(2)
k=0
(a=%0) F(2)+( %= %) { J+.+( x x) ()
09 p
-+ +
i -
\ . X, zZ, X, .274/ o
X, 2, X F4 : X F4 XZ. X
0 %% 1 - 5.2 - — 5 5 5 % X

Abbildung 6-1: Magliche Integralsunime fiir die Funktion f

Durch Verfeinerung der Zerlegung von /x;,x/ nahert sich die Integralsumme dem gesuchten Fla-
cheninhalt an. Das Integral wird dann durch einen gedanklichen Ubergang zu einer unendlichen
Verfeinerung der Zetlegung definiert.
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Grofte Lange eines Teilintervallsg(™ = max (%t — %) (6-2)

Integral:

f heilt integrierbar ibdm, x| , wenn alle méglichen Folgeron feineren
Zerlegungen zum selben Grenzwlert fih

f ist integrierbar tibefx, ¥ wenin ali& if, stetig odenoton ist
(Beweis folgt spater

Weitere Begriffe:
Integrationsgrenzen:  x, X (6-3)
u:{;re ok;;re
Grenze Grenze
Integrand: f (t)
Integrationsvariable: t
Uneigentliche Grenze:j f(t)dt=lipf(t)dt
% %
Beispiele
Integral: X 64
J [tdt=2 64
0
Nebenrechnung: &
ung D k=0+1+2+ .+(m- 3+(m 3
k=0
m-1) m
=1+(m-)+2+(m-2+ .. = (m=g)m
=m =m :E #

m=5. O+LH+23F &4 4 2 l@%ﬁ

z.B.
m=6: +t23 45555 15%6

Zerlegung: X X
At=—, t =KAt, Z =t =k—
o %= k=K
also: e AL
e x L, 1 @ X
ftdt=1im > zAt=lim ¥ k=== Xlm — > k ==
0 mﬂookzo mﬂook:O mm m- o rﬁ @_J 2
(m-)m m?
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< ) (6-3)
h x & 2Y en-1
_[e dt—IlmZezkAt—Ilm— Yle| =(e-1) lim
o m- oo m- oo m =0 m - o X
— m

[em] . P e

== ex_l . nz;ﬁ(ﬁw) im [ii(l)ﬂj

(Geom_eltrlscﬁe_l'\:’Lelr)e e % m-e{ f N m

=e'-1
analog nach vorausgehendem Beispiel
3 X —_——
[etdt=1im [ &" dt=lim (e 1) =-1
X— 00 X — 00
0

x K (6-6)
It‘ldt: Zerlegung: t =Xx" z =1t
1 gt
XM ,..X m
mo k[ kil ok m( 1
It “dt = lim Zx m(xm - x™ [ =lim Z[ xm—l)
m=*1=0 m=*1=0

Nur in giinstigen Fallen kann das Integral direkt durch die Integralsumme berechnet werden.
Man kann aber unbekannte Integrale auf bekannte zuriickfithren. Wie, lernen wir etwas spater
mit Hilfe der Partiellen Integration, der Substitutionsmethode, der Partialbruchzerlegung und der
Reihenentwicklung.
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Rechenregeln fiir Integrale

Additivitat: (6-7)

(f (t)+g(t))dt:f f(t) dt+fx g( 1) dt

y it
omogentia Af (t)dt=AI f(t)dt

Aufspaltung des Integrationsintervalle

Fe—W e Xe—\x

Umkehrung der Grenzen:

jf(t)dt=—xff(t)dt

Die Regeln ergeben sich einfach aus der Definition des Integrals.

Stammfunktion und Unbestimmtes Integral

Wir kénnen das Integral als eine Funktion I von der oberen Integrationsgrenze x auffassen und
als Stammfunktion bezeichnen. Ist diese Funktion differenzierbar, so ist ithre Ableitung gleich
dem Integranden.

Wir nennen eine FunktioR :I - R eine Stammfunktionffir | = R (6-8)
wenn F differenzierbar ist
und F'(x)=f(x) gilt

Dann ist auch G(x) = F(X)+ ¢ eine Stammfunktion, weokonstant is

Satz iiber Stammfunktionen:
Jede auf einem Intervall I stetige Funktion f besitzt dort Stammfunktionen. Man erhalt fur jedes

¢ eine Stammfunktion F durch das

X 6-9
unbestimmte Integral F (x) = [ f (t) dt )
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Beweis:
Zerlegung: X—a _ . (6-10)
= k h=—— | = |
Xk ar l:h N , (hl[rg) ent;;richt’\!moJ
Stammfunktion: s
(x)=lim> f(x)h
k=0
+1
lim F (x+h) :'Lok; f(%)h
Ableit : - N+1 N
eitung F'(x)=|imF(X+h) F(x):“m_( f(&)-Zf(&)j
- h h-0 k=0 k=0
=lim (x+h)= f(x)
und G(x)=F(x+c = G(x=F(x= (%
also istG(x) Stammfunktion
Hauptsatz der Differential- und Integralrechnung
Wenn die reelle Funktioh(x) im Intervdlk, ¥, ~ stetig, ist (6-11)

so gilt fur allex1 D[x0 >4 und fur jede Stammfunktiad®( ¥

t)dt=6(x)-6(x)=[ q }],

Schreibweise

dt+j dtJ' (9 de= [ £ (t)de=F (x) - F(x)

Beweis:

S8 ey X 8<'—u
—
m'—;%

=F(><1)+C c- F(x%)= ¢ %)- q ¥

Aus jeder Stammfunktion kann man also den Wert eines bestimmten Integrals bestimmen.
Stammfunktionen findet man fur sehr viele Funktionen. Die unterschiedlichen Methoden lernen

wir im nachsten Abschnitt kennen. Es gibt aber auch Funktionen f, fiir die keine Stammfunktion
existiert.

Beispiele fur Funktionerf , fir die es keine Staommifion gibt: (6-12)
i X gj 3 7
f(X):sm(x), Ism(t) gim o X X X s()
X 0 t 3[:B| 5|:5' 7t Sinusintegral
X 2
f ()=, jcoit dt= ¢+ e X o Xy oy
0 EuIersche 2[2! 4[4! 6[6' —
Konstante Cosinusintegra
s
(=2 T€g= ¢ oamppe X X X
X —oot Eulersche 1D—' 2@' 3[:8'
Konstante
www.kebraesuer.de
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Integration durch Umkehrung der Differentiation

Man kann jede stetige Funktion als Stammfunktion auffassen und durch Ableiten auf den In-
tegranden schlieBen. So kommt man auf folgende Beispiele:

. 1 n L . (6-13)
1. Jx dx:—+1><’ + ¢, alR, cisteine sog. Integrationskonste
a
[ﬁx"*ﬂc):x’
a) Jx”dx:i X*'+¢ r=0,12,..
n+l

n+l

b) [Vxdx= %R v
N
[gxwzﬂ:)':xl/z

(i X"+1+CJ =X

Partielle Integration

Folgt aus der Produktregel der Differentiation.

Voraussetzungen fiir bei alleil]a , : (6-14)
f kann in ein Produkt von zwei stetigeariktionen aufgespalten werd
f(x)= (X3
g hat eine stetige Ableitung fur abiel]a |,
StammfunktiorH vorl st bekannt
dann git:

JTOdx=[g( AT ) e § YTH J=[ ¢ )3 K Jx o c

Beweis: (6-15)
g()H(Y=[(o(HTH(Y) o =[( § YOH § ] @) ()x o
Stammfunktion g'(H(X)+ o N ) -
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Also:
Jo()mm() at=[ o 9rH(9T -[ o(d0H(h ar % ] ap
X0 X0
Beispiel:
J' x sin(x) dx= HAx(—cos( >))—J' 1(- cof ) d c
909 9 Dm0 mm
——xcos(x)+J' cog X) dx+ c=— xcob ¥+ sif X+
sin(x)
Substitutionsmethode

Folgt aus der Kettenregel fiir die Differentiation.

Voraussetzungen:
F: u- F(u):I f(u) du+ G fur alle LD] a[)

¢: x-¢(x)O]al, furallexD]a g

¢' stetig
Es gilt:

_[f(¢(x))D,b’(x) dx:j f(u)DdA~A:¢”: H l)u:¢(x)+ c
Beweis:

Kettenregel: F’(u)

ot @ (= F (2 (9)
F () () de= [ (9= [ o g0 K Y+

—_— Y—
P (g du

[ {800)# (9 o= Ho(4)+ e
-F(u

Integration: J.

also:

oy te=] 1Y) Dd{:ﬂx) T e

75

(6-16)

(6-17)

(6-18)

(6-19)

www.kbracuer. de Tiitbingen, den 13.02.2013
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Fur bestimmte Integrale: (6-20)
X #(x)
' u=g()
[f(o(t) @ (ax= | f(U)Eb% = (Yl *
% #(%) u=4()
1. Art der Anwendung
Voraussetzungen: (6-21)
1. Der Integrand (x) istein Produkt f(x)=g(XOH
2. Man findet eing(x) , so dass f(x)=g(s(X)B'( %

3. Man kennt die Stammfunktion van G(X)

Ig()@dx

Dann ist If(x)dX=I g(e(X)e'( 3 dx:J' ¢ ¥ du (): G ( »
o) s
Beispiel: (6-22)

J‘s:irjs())(fi:c_)z(dxzj Lf’dt\l + G:% sirf ){4+ c
=cosxdx u=sinx

sin(x)

U

:%f(sin( %" - sin( 5)4)

NlR

u( %)=sin( % sin(x)

X u(x)=sin(x)
oder J'sir?t cogdt = j u3dx,< =
%o ) u=sinx

2. Art der Anwendung

6-23
Man betrachtet das Integra[ f(u)du und sucht eine Funktipr) = uso, 529

dass Jf(¢(x))@§'(x) dx berechnet werden kann

=J.f(u)du
Voraussetzung:
1. Man findet eing(x) mit bekannter StammfunktioG(x)=I f(¢( )())D}ﬁ()é d>

9(%)
2. Umkehrfunktionx = ¢'1(u) muss im vorgeschriebenen Intersaistieren
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Beispiele: (6-24)
Joos{ay) du =[ cof § a eS| - sin(a)
Tz;ﬁ'd“f”f}s a x=au a
u u=x/ a . X=au . _ .
oder J Coiau) du= I CO@)() al dX:|:SIn(X):| _ Sln(aU) Slr( alé)
Uy Up=%/ a a Xo=alh a

- (6-25)
[¥1-u® du =[V1-sir x cosxdx= [ cop ¥ dx _ X+ COSXS| smx‘
o x=arcsinu

2

u=sinx cosxdx

sin(x) co:{x)zj.( sifx) cosx) dx
=J‘cos(><)2 dx—J sir{ ) dx
:J‘cos(x)2 dx—J( r co$><)2) dx

:ZI cos{x)2 dx-x

X1 s,in(x)2 sinx _arcsinu++/ Fu’u

2 2
oder
1 e -
lel—uzdu= I cog(x)” dx= 2 ( betrachte den Graphen von (o@%)
° ozagen? Halfie des
Re](T:/rgEeﬂcks
Partialbruchzerlegung

Alle rationalen Funktionen kénnen geschlossen integriert werden!

Ganze rationale Funktionen

( +ox+ X+t g X+ ﬁ) d XL O .4 ¢ Pt % 620
ICO GX+ X +..+ G, G x ¢ £ > ...Ep_cl p—+1pc
Echt gebrochene rationale Funktionen
Konnen auf zwei Grundintegrale zurtckgefithrt werden

mit a,b,c, A BOR : (6-27)

. In(x-a)+c fir n=1
Grundintegral 1: I(x AL dx=4 1 1 __+c furn>1
n-1(x-a)
Grundintegral 2: j Ax+ B dx

(ax2 +2bx+ c)n

Das Grundintegral 2 kann weiter reduziert und in mehreren Schritten gelost werden.

www.kbracuer. de Tiitbingen, den 13.02.2013
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Unecht gebrochene rationale Funktionen
Sie konnen durch Division in eine ganze und eine echt gebrochene rationale Funktion verwandelt
werden.

Numerische Integration

Vorausgehend haben wir nun sehr viele Integrale gelost. Das darf dartiber aber nicht hinwegtiu-
schen, dass man immer wieder mit Integralen konfrontiert wird, fiir die man keine Stammfunkti-
on findet. Man kann dann mit dem Computer die Integralsumme I nach (6-1) fiir eine geeigne-
te Zerlegung berechnen und erhalt so in der Regel Ergebnisse von ausreichender Genauigkeit.

- -2
mit Ax-%, x,=a+tmx f= f(x) -28)

Untersumme:
f(x)dx=Ax §+ f+..+ §_,+ f_)

f(x)dx=Ax f+ §+..+ f_+ )

Trapezregel:

b
Obersumme: j’.
3
[ f(x d»"—-g+2g+2f+ + 26+ 2f,+ f)

(Mlttelwerte( Obersumme,Untersumb])e

Simpson-Rgel: ©
[ (x dwﬂ_.g+4g+2f+4f+2f+ 2, At )

(NO2N1)

f(x)dx=Ax w O f
Ay -

Gewichts-
VektOrDRN+1 (fo fl """ fN)

Allgemein: j’.
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Beispiel:

Funktion:

Integral:

Stutzstellen:

4 1

Jl.f(x)dx=1

N= 6, Ax:1
6

79

(6-29)

o(4 124 10 16 %% 14 3

wif=  1.05..
Axwf =0.94
AxWwOf = 0.998

3 CAxWOf = 0.9999997

1,06
1,04

1,021

1,00

0,98
0,96

0,94 1

Untersumme: w=( 1,1,1,1,1,30 ,
Obersumme: Ww=( 0,1,1,1,1),1,
- 1 %
Trapez: w=|—,1111, ,
P (2 2j
. _ é_(l 42424
Simpson: W=+~ 7+~
333333
_ 4
f(X)_rc 1+x2)
12 T—
1,0 \\
0,8 1 ™
\-‘
0,6
0,4
0,21
0 02 04 06 08 1.0

Untersumme

Trapez Exakt

Simpson

Obersumme

Abbildung 6-2: 1V ergleich verschiedener Integrationsmethoden fiir N=6

www. kbraeuer.de
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Ubungsaufgaben

1. Geben Sie die Integrale an, fiir die BunktionerF (x) Stammfunktionen si

a) (In(x)+c furallex>0 und
(-x)+c furallex<0

b) F(x)=€e+c

© F(x)=$ﬁx+c, (fur allexOR undB> 08%# Y ,

d) F(x)=sin(x)+c, F(X=-co{ XY+ c,
F(x)=sinh(x)+c, F(x) =cosh( X+ c

€) F(x)=arctan(x)+c

f) F(x)=arcsin(x)+c, firallexd]- 1]1

9) F(x)=arccoqXx)+c, firallexd]- 1]1

2. Berechnen Sie durch partielle Integration

a)..c) Ifcos(x) dx, L)ﬁirg dx, j % cob k dx

g(x)%f_/

(¥ A
d)..f) [xedy [%&dx [ ke dx

g)..) Ism ) cog x) dx I siff )92 dx,I co(s>)2 dx

D) [in(x)dx, [xIn(x)dx [ RIn(§ dx

3. Berechnen Sie durch Substitution der 1. Art

a)...d) J'sm” ) cog %) dxjsﬁ&dxjx’édxjx){ 2a |

o..f) [x/¥-ddx inx[-ak j\/% dx in x[-1]
9)..4) j%dx, [(2(x X)) @'(%) dx [ &9 ( ¥ dx
.1y [sin(p(x)) ¢ j ) IM

1+ ¢(x)’ 1-¢(x)*

(6-30)

(6-31)

(6-32)
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4. Berechnen Sie durch Substitution der 2. Art: (6-33)
2 U2
a)...b) jué du, j1+u3 du
— e
u=v/x u=2
duzz—j; dx du=% X 2R dx

C)...e) _[sinu[bosuDdu, I tanLDdu,I Inal daj X"e

f)..i) jtzcos(ﬁ)dt, [V #tedt, j% Inydy

www.kbracuer. de Tiitbingen, den 13.02.2013



7. \Vektorfunktionen und Felder

Vektorfunktionen sind Vektoren, wobei jede Komponente eine Funktion der Zeit, der Bogenlan-
ge oder sonst eines Parameters ist.

Unter einem Feld versteht man in der Physik die eindeutige Zuordnung einer physikalischen
GroBe wie Kraft, Masse, Ladung oder Wahrscheinlichkeit zu den Punkten in einem Koordinaten-
system.

Bemerkung

Die folgenden Themen sind eine Vorschau auf die mathematischen Inhalte des Integrierten Kur-
ses I in Physik. Der Ubersichtlichkeit wegen ist die mathematische Formulierung etwas einfacher
gehalten als in den vorausgehenden Kapiteln.

Bahnkurven als Beispiel fiir Vektorfunktionen

Bahnkurven sind die Grundlage der klassischen Mechanik (Hamiltonsches Prinzip).

Es sind Idealisierungen, sie sind nicht beobachtbar!

Jedem Objekt (Massepunkt, Punkt in kontinuierlicher Masseverteilung) wird zu jedem Zeitpunkt

tein Ort T (t) zugeotrdnet.

Beispiele fur Bahnkurven (s ist Bahnparameter, z.B. Zeit t, Bogenlange, ...)

Gerade im Raum: Waagrechter Wurf: Schrakeve: (7-1)
V.S , +r cos(s)
R(s)=Th+Vs | 5(9=| ys (3= g+ sin( 3
7108 Vs
Unter Umstianden entspricht » der Geschwindigkeit.
Gerade im Raum Waagrechter Wurf Schraubenkurve
N N N
[=)] (=} o
s A E A
= = 2 =
o S r,(t) o
@ [v2 /—_\ &
’\\}C‘Q’\l i
QO A
o I"' D
Richtung x Richtung x Richtung x

Abbildung 7-1: Verschiedene Babnkurven im dreidimensionalen Raum
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Stetigkeit von Vektorfunktionen

. 7-2
f (x) :Z f. (x) & ist stetig, wenn alle Koordinate 72

(oder Vektorkomponentgrf, (x) ~ stetig sind

Dann 1st

im £(x) =1m > 1.() 3= f(x) %= 1 ¥) 7

Ableitung vektorwertiger Funktionen

Ableitung nach dem Bahnparameter:

) AT (A (3, o dk,
dx =l|xm0 AX _IAIXAOZ‘ AX 61‘ _Z‘ dx ¢
_[9h(¥) dh(¥) di(y
dx = dx = dx
Zeilenvektor
df (x
Der Vektor liegt i x tangential an der Kurve an. Die Bahnkurve dndert sich ja genau

entlang der Bahnkurve.

Hohere Ableitungen:
nf g (7-5)
d"f(x) =d d _(1 y (rekursive Definitior)
dx" dx| dX
Geschwindigkeitsvektor
Fur die Bahnkurvé (t) ( Ort als Funktion dgsit) ist (7-6)
dr(t
% =V (t) die Geschwindigkeit des Objekts zur e

Ft+Aat)-r(t)
At '

Messbar sind jedoch immer nur mittlere Geschwindigkeiten <\7> =

www.Rbraeuer.de Tiibingen, den 13.02.2013
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Rechenregeln:

Summenregel: d /. -\_d " d .. d . (7-7)
a D)= (a v o) e=x  er g 5

Produktregel 1: d /_ -\ d _ d d
o) =T aw=3( (o) v o )
d

Produktregel 2: d

X
P kt | 3: —~ - -
roduktregel 3 i(ab): ia} b % J
X

dx dx
Kettenregel: d _d . _da(b) do 3
&a(b( X))_ dXZ q‘( d )9) £= db dx
Quotientenregel: ) (dé)b— gb 4
da_\dx dx
dx b b?

Tangentenvektor, Normalenvektor und Kriimmung

Bogenlange:

Fur die Bogenlangs gild 44l (7-8)

Dann ist der

(7-9)

~_dr(s
Einheitstangentialvektdr= d( )
S

Wie oben begriindet liegt jede Ableitung der Bahnkurve nach dem Kurvenparameter im entspre-

chenden Punkt tangential an der Kurve an. Ferner ist nach (7-8), also nach der Definition der

Bogenlange s

dr (s)
ds

Der Tangentialvektor bleibt bei kleinen Anderungen von s in Tangentialrichtung gleich 1 (Not-
mierung). Er dndert sich genau senkrecht zur Tangente, also 1st der

di(s)
ds

Normierung

. (7-10)
f =1

-1 Cﬁ:( g (7-11)
ds

Einheitsnormalenvektat =
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Krimmung: K =‘

Krimmungsradius: p =1
K

85

(7-12)
ist ein Mal3 fur die Krimmurlgr Raumkurwv:

Richtung y

=

\

N

>

dr

, =
Richtung x

Abbildung 7-2: - Die Andernng des Ortsvektors dr tangiert in x die Kurve und definiert so den Tangetialvetor 1. Die Ande-
rung des "I angetilavekrtors df stebt in x senkrecht anf der Karve.

Bezspiel:

Kreisbahn mit RadiuR

Bestimmung vori

also:

't (s) =(Reos{ () ,Rsir{ ( 3) .9, (7-13)

dr (s) = ( sm( s),cos( f(é) () Rf( $ d
Betrag:\/( sif 1 (s)))*+( cobf(9))°= 1
o (3) =| RF( 3 d}?!- ds=

r(s)= R(co C}

Tl ow

Tangentialvektor:

—)
1

r(s)= ( sin

i ?ﬁ;

Normalenvektor: ~ 1f'
n=—t =
K
S (s
=-|co§ = |,sin—|,0=-
[{3) =(3) 9
Krimmung: 1
K=—
R
Krimmungsradius: P=R

Vektorenfunktionen und Felder

Wir betrachten hier folgende Vektorstrukturen:

www. kbraeuer.de
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Vektorr OR®: 3 Koordinaten fiir Position im Raum (7-14)
Vektorwertige Funktiori (t) R — R® :Schar von Vektoren, Kurvenparamete
Zeit, Bogenlange, ...

Skalarfeld;¢(r 1;) R3xR L R Skalare Funktion von
Ort und Zeit (V&toren)
Vektorfeld: F (Ft) R°xR - R®: Vektorwertige Funktion von

Ort und Zeit (Vektoren)

Skalare Felder:
Gravitationspotential, elektrisches Potential, Temperaturfeld, Massenfeld, Wahrscheinlichkeits-
feld,...

Vektorielle Felder:
Kraftfeld, Geschwindigkeitsfeld, Elektrisches- und Magnetisches Feld, ...

Beispiele:
Zentralpotential: $(r)C _ 1 1 (Schwerefeld, (7-15)
Il X +y'+ 7 elektrisches Potentig
Krafte im Zentralfeld: _ 2 r XV, Z Schwerkraft,
F (r) ol =" - ( y ) (

A P 22)3/2 elektrisches Feld

Bemerkung zur Realitit der Felder:

Felder sind mathematische Hilfsmittel zur Beschreibung physikalischer Phinomene aufgrund
kausaler Zusammenhinge. Felder sind nicht beobachtbar oder messbar!

Wir beobachten zum Beispiel, wie ein Ball durch die Luft fliegt, oder wie sich Eisenspane auf
einer Glasplatte tiber einem Magneten orientieren. Schwerefelder oder magnetische Felder treten
dabei nicht in Erscheinung, aber die beobachteten Phinomene koénnen mit ihrer Hilfe berechnet
werden.

Felder sind real im Sinnen gedanklicher Vorstellungen, nicht im Sinne physikalischer Objekte.
Das gleiche gilt auch fiir Raum und Zeit.

Partielle Ableitung

Felder hangen in der Regel von drei Raumkoordinaten und einer Zeitkoordinate ab. Beim partiel-
len Ableiten werden alle bis auf eine, nach der abgeleitet wird, festgehalten:
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Partielle Ableitung: 9¢(r,t) i ¢( +hé t) - ¢ (7 .t) (7-16)
0x h-0 h
(etwam= ”m¢(y+h)—¢(y) ,X,Z,t sind konstaaw
oy h-0 h
6¢(F,t):| p(rt+h)-g(rt)
ot h-0 h
oder: oF (1,t) _iimF (F+hé,t)-F(,t)
0X h-o0 h
oF (1't) iy F(Ft+h)-F(rt)
ot h-0 h

Nach einer Variablen x; oder 7 wird also abgeleitet und die anderen Variablen werden dabet fest-
gehalten.

Beispiele fur partielle Ableitungen:

r 7-17
Ableitung des Ortsvektors, z.B.:g—; =0y(x@ + yg + z“g) ="¢ 717)
oder allgemein: o ix e =¢
' ox oy 0 ©
4
Kettenregel miu=3+ y?+ 7
i . or 0 [7 _ _y
Ableitung des Abstandes: — = X+ 2= (aufu)(ayq =2
ady oy AR r

M =2
_1_1 7Y

2Ju 2r

Richtungsableitung:

Partielle Ableitungen nach (7-16) geben die Steigung eines Feldes in Richtung der Raum- und
Zeitkoordinaten an. Fir die Berechnung der Steigung 1n einer beliebigen Richtung ergibt sich

www.fbraeuer.de Tiibingen, den 13.02.2013
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Richtungu : . ” |n (7-18)
Ha=Yue, (=1
Richtungsableitung:
. #(r+hd)-g(7)
0,0(r) =i 2L
f(&)=p(r +ad)
i 2P r(h+e)a)-g(F+et) .t (e+h)-f(e)
_r!ao h _rlpo
=0
=0
KettenregeF( )=t +aj
_d A irra) =30 g(r@) |9 @
|
=Ui:2j:@?[@‘:"
. L 09(F) . (0@(r) o@(r) og(r
g 2002000 360) 2861
N 0x 0% 0% 0%
Man kann die Ableitung auch verallgemeinern fiir nicht normierte Vektoren und erhilt
_fop(r) ap(r) ag(r))_, . - (7-19)
0. = , , = 0.
() =0 224,200 280 000

Gradienten:

Der Vektor mit den Ableitungen des Feldes @ unten (7-18) ist in der Physik sehr wichtig und
wird als Gradient bezeichnet.

Gradient: E]¢(I7)E(a¢(r) | ap(r) 9 J Zé.i (7-20)
ox ay 62 ~" 9 x
Die Bezeichnung 'Gradient' ergibt sich aus der Interpretation des Vektots.
Bezspiel:
u(f)srzzzxiz (7—2 7)

Gravitationspotential, elektrisches Potentigh(r) = -
r

Gradient: O¢ = ZQ_XU( )1/2‘ Z ( L( )3lzjiz>§

au™t2 gu 2%
ou 0x
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Rechenregeln
Summenregel. . 9 d 9 (7-22)
(e +0)= T (¢ +0)=3] 2 2o+ e 0w |
=0¢+0y
Produktregel: )
D(¢¢)=Zaa—)§¢w:2¢[( ¢]w+¢( B
=(0g)w +¢(0w)
Quotientenregel: 54 _Og¢ g0y
v v oy
_(B¢)e-¢(0y)
l//Z
Kettenregel: ~ .0 . df 0
Of (¢)=Zea—xf(¢)=2e#§¢
df (¢) -
=~ ds O¢

Differential und Interpretation des Gradienten:

Am Ende von Kapitel 5 wurde das Differential einer Funktion eingefiihrt. Es ergab sich durch
Linearisierung des Zuwachses dx, dy: Axs Llng hdx A & Ir!ng hd.

Nun betrachten wir ganz analog das Feld ¢ als Funktion mehter Vatiablen.

Zuwachs: Ap(F)=p(F+o7)-9(F) (7-23)
Linearisierung: Ag(r) — |hiEr(|)hd¢(r) :|Iitno¢(r +hdr)-¢(F)
Differential: a9 (7) :u%¢(F+hd;)—¢(F)

=0,¢(r)=0¢(r)@r =Zaﬁ)(:)dxi

Interpretation des Gradienten

Das Differential 4@ gibt an, wie sehr sich das Feld @ bei einer Anderung des Ortes df linear in-
dert. Speziell entlang von Aquipotential- oder Hohenlinien dndert sich das Differential gar nicht:

Aquipotentiallinien: 0€¢(r)=0¢(r)dr = O¢ Odr (7-24)

Gradient senkrect
auf Ortsanderung

Daraus ergibt sich die Bedeutung. Der Gradient eines skalaren Feldes gibt die Richtung und das
Maf des gro3tmoglichen Anstieges des Feldes an. Beschreibt das Feld etwa die Hohendaten ei-
nes Berges, dann zeigt der Gradient entgegen der Falllinie. Die Linge des Gradienten drickt
dann aus, wie Steil es an der Stelle des Berges ist.

www.fbraeuer.de Tiibingen, den 13.02.2013
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Bezspiel elektrisches Potential eines Dipols:

und Gradientenfeld eines Dipols ¢ (F) - 1 _ 1
b NS r-a] [r+a

0.5¢ . v : N BV ol . r= XéX + y’\%l a= aAQ
g
2
5 0
&
>

-0.5

1 05 0 05 1
x-Richtung

Abbildung 7-3: Aquipotentiallinen (Iinien) und Gradientenfeld (Pfeile) eines Dipols.

Ableitungen héherer Ordnung'

Existieren die partiellen Ableitungen eines Feldes tiberall, so sind diese ebenfalls Funktionen von
rund konnen gegebenenfalls wieder partiell differenziert werden. So kommt man zur

k 7-25

Partiellen Ableitung hoherer Ordnung%(F)=ii 9 () 72)
0X; 0% 0x 0X
%,—/

k-mal

Differenziert man ein paar Mal nach verschiedenen Variablen, schreibt man entsprechend

(7-26)

PN N N
Wichtig ist, dass die Rethenfolge der Ableitungen keine Rolle spielt, solange alle Ableitungen ste-
tig sind. Etwa fiir die 2. Ableitungen ist

0 0 on_ 0 o Lo AN
525;¢0)-m€m34¢0+mﬂ 4(7))

(7-27)

=limtim | 9(7 +16, +n) -9 (7+ &) -p( 7+ fe) +4 ()

I-0h-0]h

! Kann im MVK weggelassen werden
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Taylor-Entwicklung fiir Felder”

Mit Hilfe der Richtungsableitung nach (7-18) wird die Taylor-Entwicklung ganz zwanglos auf
Felder erweitert:

- ~ (F-T. 7-28
Taylor-Entwicklung vorng unf, md =r -r, ,d :(|; F()|) : 724
o
v (dm) ¢
w0300
n=0 n:
V- 1(~ =\2 ) 1~ - .
#(i,) +d ¢F:r0d+§(d[D]) ¢r:r0 d +...+m(dD]]) ¢F:r0 d' + Restgliec
Bezspiel: Entwickinng von |F—€1| um v =0
0. Ordnunag: |r-g| ., -a (7-29)
1. Ordnung: u(r)=(r-a)®

T I oX
= ﬁ 1 i X —a = i 1 2 X —
ol u(F)OXi(' 3] =243 o(7) (x-2)
_,f-a
also fuﬁ|r—a|r:0:f9§:—f?
2. OrdnuNG: (¢ Y| —a = (¢ ) (O ~a] = (I ;:;
u(F)=(r-a)*v(r)=r?
_vXx 0 X (xj—a].):
T I oX V(T") U(T)
Anderer Weg:

Wir wenden einen Trick an, um das Feld eindimensional zu entwickeln:

2 Kann im MVB weggelassen werden

www.fbraeuer.de Tiibingen, den 13.02.2013



92 K. Bréiner Mathematischer 1V orbereitungskurs fiir das Physikstudinm

7-30
r-a|=V&-2r @+ " =2 1+x_a(1+5 _+O()g)J 7-30)

Xr 2r@a
2 _ o 2 _ 2
=a1+r 22@__1r 3*@" +O(r3)
2a 8 a

a? 2a 2a

gl FE, T —(Fﬁ)2+0(r3)]:a—@+ﬁ—(rﬁ)2+o(rs)

r@a_ r? (@) (7-31)

Wegintegrale

Einfache Integration iiber eznen Weg bei konstantem I nfegranden (bzer =1)

| 732
j :j(dx@+dy§-}+ d2g = I d’&‘*f ayej o (7-32)

fo

(x=%)&+(¥%- ¥ §+( r @) e
r,-f, (Relativvektor des direkten Weges

Integral iiber ein skalares Feld
Das geht nicht so ganz analog, weil die Funktion ja im Allgemeinen von allen Koordinaten ab-
hangt.

(7-33)

j¢(f)df #(x.y.2)( dxe+ dye+ dz¢

1
S ey T

(#(x.v.2) dXe+4( xy ¥ dye-g( x.y)z Wge 27

1
S ey T

Man muss also angeben, welcher Wert von x zu einem bestimmten Wert von y oder g gehort.
Man muss den Weg parametrisieren:

Parametrisierung:r =r (s) (s ist etwa Bogenlange, (7-34)
Zeit oder ein anderer Paramét
Differential: d”—a—rds 7ds
0s
Fir Zeitt :

dr = g—;dt =rdt=vdt (Vist Geschwindigkeit

Damit ist
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; 3) (7-35)

Beim Finsetzen der Funktionen ergibt sich ein gewohnliches, bestimmtes Integral.

Bezspiel
Konstante Beschleunigung¥ (t) = v, + at (7-36)
n t t
1 1 1 1
dr = (v(t)dt=|(y+at) dt=y(t-t)+=3q f- ¢
Wegintegral: ,J; IJ; (1) IJ;( 6+ ( ) 2 E( )
=T, -f, (siehe obep
I, 1.
also: r=r, +v0(t1—t0)+§a(t§—t%)
Integral iiber ein 1 ektorfeld
Sehr fundamental!
Arbeit = Kraftx Weg: dA= F[Hf (7-37)
n 51
also: A=jFEdT=jFDf’(s)ds
fo to
Beispiele:
Kraftfeld.Fa.=r/|r|3.{ P.rojektion x-y—Ebene) Kraftfeld Fb=(r~-ez)l|r|3 (Projektion x-y-Ebene)
el e
T (I f AL e e e T
2 I e B
2° % AN AR 2
>0 s v N<"Aquipotentiak >
“““ Pl e linie
'x-Ribht'unQ » - X-Richtung —»

Abbildung 74: Wege in Krafifeldern. 1inks fiibrt der Weg I, entlang der xc-Achse ins unendliche und der Weg I, von
einem Punkt anf einer Agquipotentiallinie 3u einem anderen. Rechs betrachten wir wei geschlossene Wege,

[, liegt neben dem Zentrum des Wirbels, I, umfasst es.
Linkes Bild in Abbildung 7-4:
Kraftfeld: F,=— =1 (7-38)

a

Tiibingen, den 13.02.2013
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Weg 1(s0[0,}) : R+(%-R 3 % — R (7-39)
r=lim 0 , L =Ilm| O
X 00 X 00
0 0
Arbeit 1: _. e 1
el A = [ Fror = lim [ (Fds=lim 1 %— R d
3 X0 T -2 (R4 )%_R)é T
~(Rr% 9
1 Rt - % %
=i xOJ' 1 > ds=1lim I —Zdu——llm—1
X 0(R+ )%g) o-e e U % - U|g
u, ds=du y
1 1 1
=—lm|=-=|==
Xow(xo Rj R
Wit erhalten das Potential @.
Weg 2(SD[ Oj.) : (1-s) -1 (740)
n= s |, =1
0 0
Arbeit 2: 1-s
S -1
A= [ Frdr= | 0 1 |dt

3 ((1_S)z+ 52)3/2 0

Integration mit Substitutioru= 2°— 2+ 1

-1+2s=3u

u(1)

uds
du=

1
u®

s=1
2

r—’%

t (s"Y+s

_I 1/2
0

( + SZ)3/2

u(0)

=0
Hier bewegen wir uns von einem Punkt auf einer Aquipotential]inie zur anderen.

Rechtes Bild in Abbildung 7-4:
Fxé, _TXxé, (741)

2 3

Kraftfeld: F, =
r r

Eine Rechnung zeigt, dass

. 742

Wegl A= [ Ri#0 7
Weg 1

Weg2: A= | R@r=C
Weg 2

Der Unterschied zwischen den beiden Wegen ist klar:
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Auf Weg 1 bewegt man sich um die Singularitit herum (etwa mit einer Ladung um einen strom-
fithrenden Leiter). Die Kraft kommt vorwiegend aus der Bewegungsrichtung.

Auf Weg 2 bewegt man sich an der Singularitit vorbei. Die Kraft wechselt thre Richtung und die
Komponenten kompensieren sich.

Konservative Kraftfelder.

Die Figenschaft der Wegunabhangigkeit der Arbeit ist sehr elementar. Wenn man einen Berg
besteigt, hangt die Potentielle Energie am Gipfel nicht vom Weg ab. Das Kraftfeld der Gravitati-
on hat ein Potential:

- f r 743
Fur das Kraftfeld F =L2 =r—3 (74
rer
existiert ein Potential ¢ mR =-0¢
allgemeiner:
Fir ein konservatives Kraftfeld  gilt (744)
a) das Wegintegral ist unabhéngig vom Weg: j F [dF = j F [dF
Ty(fp—r1) P (|
b) das Integral auf jeder geschlossenahrB <'£>F [dr = '[ Fdf =0
(o ~ro)
c) fur allet ist die Rotation OxF(r) =0
d) es existiert ein Potentig  niit O¢=-F
Die Aussagen a-d sind dquivalent und definieren den Ausdruck 'konservativ'.
In den obigen Beispielen ist das Feld F, offensichtlich konservativ, das Feld F), nicht.
Flichen- und Volumenintegrale
. - 745
Stitzstellen: X =x%+(i -JAX , N=XNA—XO (74)
X

N X
Flache unter der Kurve:A= Axﬂlgrg f()g)AXE;[ dxf( ¥

Man berechnet hier eine Flache (2D-Volumen), und das kann man in x und y auch symmetrisch
schreiben:

Stitzstellen: . Xy — 746
= n(igax N =R 749
Y, =% +(i-1)ay, Nyx:—y)

Flache unter der Kurve: N, Ny X % (%)
‘é'j”oz 1AxAy j jdy dx:£j dyd

www.fbraeuer.de Tiibingen, den 13.02.2013
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Yig
=1 o - ~
] ™
77 AN Yag
i /
= 7 Flache A Flache A
Yg
X X X X X % X X X X X
0 5 10 15 20 0 5 10 15 20
Argument x Argument x

Abbildung 7-5: - Integration als Flichenberechung, 1inks wird die genannte Obersummnze gebildet, indem die x-Koordinate in
infinitesimale Abschnitte unterteilt wird. Rechts wird usiitzlich anch die y-Koordinate in infinitesimale Ab-
schuitte untertedlt. Dies fiibrt anf die | erallgeneinerung 3u 'V olumenintegralen.

Die Aquivalenz von (7-45) und (7-46) sicht man leicht:

f(x)

A= ]'1 I dy dx= (747)
X0

f( R

0
—

y‘é(x)

X C—y X

Dies wird nun zum Volumenintegral verallgemeinert:
6 (¥ a(x)y (748)
Vv =jdxdydz=j dxj dyj C
v o w(d a(xy
Die Rethenfolge der Integrationen richtet sich nach der Geometrie (siehe folgendes Beispiel).

Bezeichnungen:

Idxdydpj dv= I dr 74)

\
—_—
z.B. im Intgrierten
Kurs Physik
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Bezspiel Pyramide

z-Richtung

%-Richtung

Abbildung 7-6: Pyramide, deren 1V olumen in (7-50) berechnet wird.

Integrationsbereiche:x=- #z... 1z ,y=- +lz.. -1z ,z ..0 1, (7-50)
Volumen: ¢
V= jdV Idzj dyd>¢j dz|>5 lyl :j c(él— )z (-1+ ))%
v -l+z 0
=4jdz(1— z)2=4j if 2-229=41 = = )z
0 0
=4
3
Teilchendichte
Anzahl von Teilchen im VolumeftV, :  n, kO{L..K} (7-51)
Teilchendichte: (F):i
PN AV,
AnzahIN von Teilchen im Gesamtvolumen: K K n, B
N=>n=>2ay* - [dvp(T)
== Y A\ AR
Massendichte:
Masse im VolumeV, : miy , kO{ .1 K (7-52)
. e m[i"<
M dichte: =
assendichte o(r) av,

K K
Masse im GesamtvolumenM =» m[h) = > A\, rz\[/h( - j dvp (1)
k=1 k=1 k

Ladungsdicht geht analog.
Schwerpunkt (Integration iiber 1 ektorfeld)
(7-53)

Schwerpunkt: R=-— Zrmm——z rz\[/t} AV, - —j dvip( 1)

Beispiel Geodreieck (konstante Massendichte)

www. kbraener.de Tiibingen, den 13.02.2013
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Dichte: 0 M M .
A=y =g 754
Schwerpunkt: . 1 TN
14 1 ) ) N
=glad 3 9 (-0 YY) erAr Y yprdE Yz
0 0
=0
d
=g la7 2(-1) g +2(1-) 7| = ;106 +1 )
0 % ;
0
=] 1
3
5d

Ubungsaufgaben
1. Berechnen Sie die partiellen Ableitungen bisZu®rdnung fur folgende Fun&nhen: (7-55)
a) f(xy)=2X+3y, b f( x y=sin x 3y,
c) f(xy)= &) d f( x ))=In( sin( )/2)
sin(x)?=sin(x) sir( %)

sin?(x)=sin( sir(x))
2. Berechnen Sidie gemischten partiellen Ableitungen 2. OrdnungFRienktion
X2 — yz
f(x’y)_xz+y2

Wie verhalten sich die Funktion und die gemisclgartiellen Ableitungen
2. Ordnung beim Vertauschung der Variableny) - (y X ,
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7.

Berechnen Sie fir die Bahnkurvg) =( tt2+ t—1,) 1: (7-56)

a) den Geschwindigkeitsvektar(t) = 7(t)

b) den Beschleunigungsvekta(t) = 7 (t)

c) Geben Sie die Komponenten von GeschwindigkeitBegthleunigung in
Richtingti=(1-2-2 an
Wir betrachten die Bahnkurvét) =( 3¢op s t),4

a) Welcher Bahn oder geometrischen Form entsprigsedKurve

b) Bestimmen Sie die Bogenlanggt)  und geben Sie dial@ave
in der FornT (s) an

c) Bestimmen Sie den Tangentenvektor, Nemmalenvektor, die Bahnkrimmut
und den Krimmungsradius

Berechnen Sie mit konstantem  uid ) x & (7-57)
Al
a) den Gradientenl
;
b) den Gradientenl | |
c) die Richtungsableitungr |ﬁ #|
r-a
Wir betrachten das Kraftfel?i(x y)=( +ly X (7-58)
,=(0,1)
a) Berechnen Sie die Arbek= J dsOF entlang dverschiedener Weg
R=(1.9)
1.Weg:P, - P, entlang einer Geraden
2.WegR, -~ P=(1) - B entlang zweier Geraden
3.Weg:R - B, entlang eines Kreisbogens mit Radiss 1 und
MittelpunktM = 0
b) Berechnen Sie das Potentig(r) , fiir das also=-F ist
Berechnen Sie die Doppelintegrale (7-59)

12-y

a)”xy x=y) dydx D)” xdxdy )q‘ I 2y dxdy
Berechnen Sie den Flacheninhalt elﬁldapse mit den Halbachsen uihd

2 2
Die Ellipsengleichung isg(? +§ = 1. Zgén Sie, dass die Ellipse auch du

x\ (acos(t) o . .
= , t0[0,21] parametrisiert wird. Nutzen Sie Symmetrie
y) |bsin(t)

der Ellipse.
Berechnen Sie Mittels eines Doppelintegrals thete eines gleiclegigen
Dreiecks der Seitenlange

www.Rbraeuer.de Tiitbingen, den 13.02.2013
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10.

11.

12.

K. Bréiner Mathematischer 1V orbereitungskurs fiir das Physikstudinm

Berechnen Sie die Lage des Flachenschwerpuinigs Breiecks,

dessen Eckpunkte durch die Koordinafen )0(@ ,) (@h) , elpeysind

Berechnen Sie die Masse eines Kreiskegels midiécheradiu®R uhHoheH

Die Dichte des Materials wachst dabemvVertp, an der Grundflache bis zu

Wert 50, an der Kegelspitze linear

Ein Tetraeder mit Kantenlangg  hateehomoge Ladung konstanter Dicjate

a) Wie grol3 ist die Gesamtladuy 7

b) Wie grol3 wére die Flachenladungsdictte , wensedi@esamtladung
gleichméRig auf der Oberlache des Tetzraedersilvevige?

Hinweis: Berechnen Sie dazu entspesuth den Zeichungen

den Abstand) einer Ecke zur Grundflaaméte (cos( 36) =V 3 /)Z
die Hoheh(a) des Tetraeders als Funktion der Kantgeldn

den Abstand einer Kante zur gegenuberliegendes,Eck

den InhaltA(a) einer Seitenflache und

das VolumerV als Integral vox(h)  Gber h=0. ) a
Damit kbnnen Sia ) und ) beantworten.

Grundflache Grundflache

Abbildung 7-8: Tetraeder su Aufgabe 12

Losungen zu den Ubungsaufgaben finden Sie unter www.kbraeuer.de bei ,Skripte und Einfiih-
rungen — Mathematischer Vorbereitungskurs fir das Physikstudium ...’
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