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wenn A  B einen gültigen schluß, oder auch nur eine gültige Konsequenzbehaup-
tung darstellt, dann gilt nicht notwendigerweise auch seine umkehrung B  A. die 
Verwechslung der richtungen von Konsequenzbehauptungen ist ein argumentations-
fehler, auch wenn er in umgangssprachlichen Kontexten nicht immer trivial und of-
fensichtlich ist. wenn man jedoch definitionen betrachtet, dann sieht die sache anders 
aus. hier ist es in der regel so, daß, wenn man A durch B definiert, man aufgrund der 
definition sowohl A aus B als auch B aus A erschließen kann. dies ist offensichtlich 
im fall von explizitdefinitionen, bei denen man die wechselseitige ersetzbarkeit von 
definiendum A und definiens B festsetzt. es gilt aber auch im fall von induktiven 
definitionen, die eine weitaus größere definitionsklasse darstellen und explizitdefi-
nitionen als grenzfall umfassen. hier ist die invertierbarkeit eine nichttriviale ange-
legenheit und führt zu tiefliegenden einsichten in das wesen der implikation und der 
logischen Zeichen, und allgemeiner in die art und weise, wie wir bereiche von Objek-
ten spezifizieren und informationen darüber extrahieren. das ist bei weitem nicht nur 
relevant für die Mathematik, sondern ganz allgemein für die semantik, wenn man zur 
semantik auch die bedeutungsfestlegung mithilfe von regeln rechnet, also semantik 
nicht nur denotationell versteht. ein solches Verständnis von semantik, für das ich 
den namen »beweistheoretische semantik« vorgeschlagen habe1, liegt den folgenden 
Überlegungen zugrunde. das allgemeine ergebnis dieser untersuchungen wird sein, 
daß induktive definitionen im sinne von definitorisch verstandenen regelsystemen den 
philosophisch interessanten fall von bedeutungsfestlegungen darstellen, und daß die 
traditionelle definitionstheoretische fixierung auf explizitdefinitionen in der Philoso-
phie einen irrweg darstellt, der wichtige einsichten, auch in bezug auf explizitdefiniti-
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namigen Kolloquium, in dem die vorliegenden thesen und resultate vorgetragen wurden. Mein 
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onen, verstellt. das spezielle ergebnis wird sein, daß die invertierung von definitionen, 
d. h. die gewinnung von umkehrschlüssen aus definitorischen regeln, den zentralen
fall der extraktion von inferentiellem gehalt aus solchen definitionen darstellt. das
hat besondere auswirkungen auf den begriff der negation und der dualisierung von
begriffsbildungen, da der begriff der negation mit dem begriff der umkehrung sehr
eng verwandt ist.

der erste teil dieser arbeit beschäftigt sich daher mit der inversion von definitionen, 
basierend auf der Zulässigkeitsauffassung der implikation. der zweite teil stellt die idee 
der lokalen inversion dar, die nicht auf globalen Konzepten wie »Zulässigkeit« aufbaut. 
der dritte teil behandelt die idee von umkehrschlüssen aufgrund von negativer infor-
mation. der vierte und fünfte teil behandeln die dualisierung verwendeter begriffe, 
wobei der vierte teil die dualisierung logischer Konstanten anreißt und der fünfte teil 
andeutet, wie man die in den ersten teilen entwickelte theorie einschließlich des begriffs 
der Zulässigkeit dualisieren kann. der artikel schließt mit einigen bemerkungen zur 
dialogsemantik als eines alternativen rahmens für inversionsüberlegungen.

1. die inversion von definitionen als regelsystemen

die idee, definitionen als regelsysteme zu verstehen, wird hier auf Lorenzen's Operati-
veLogik2 zurückgeführt. ideen, wie sie Lorenzen vertrat, gab es zwar auch schon früher, 
z. b. bei Post3 oder bei hertz4. erst bei Lorenzen liegt jedoch ein kohärentes system vor
mit dem anspruch, Logik und Mathematik zu »begründen«5. Ob diese begründung
insgesamt gelungen ist, ist strittig. stegmüller6 und Lenk7 halten schon die begründung
des implikativen schließens, eines zentralen teils der operativen Logik, für gescheitert.
ich selbst habe in bezug auf letztere eine positivere einstellung8. in jedem fall kann man
zeigen, daß Lorenzen mit seinem »inversionsprinzip« gewisse fundamentale einsichten
zum Verständnis regellogischer ansätze geliefert hat, die heute aktueller erscheinen als
anfang der 1950er Jahre. das liegt daran, daß wir inzwischen ein sehr viel klareres
bild davon haben, wie eine auf regellogischen ansätzen aufgebaute beweistheoretische

2 P. Lorenzen, OperativeLogik.
3 e. L. Post, »introduction to a general theory of elementary Propositions«; e. L. Post, 

»formal reductions of the general combinatorial decision Problem«.
4 siehe P. hertz, »Über axiomensysteme für beliebige satzsysteme«, i. und ii. teil; P. hertz, 

»Über axiomensysteme für beliebige satzsysteme«; P. schroeder-heister, »resolution and the
Origins of structural reasoning: early Proof-theoretic ideas of hertz and gentzen«; M. arndt,
LogicalTomography.

5 Vgl. P. Lorenzen, »Konstruktive begründung der Mathematik«.
6 w. stegmüller, »rezension von: P. Lorenzen, einführung in die operative Logik und Ma-

thematik«.
7 h. Lenk, KritikderlogischenKonstanten.
8 Vgl. P. schroeder-heister, »Lorenzens operative Logik und moderne beweistheoretische 

semantik«; P. schroeder-heister, »Lorenzen's Operative Justification of intuitionistic Logic«.
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semantik aussehen könnte9, aber auch daran, daß regellogische ansätze von fundamen-
taler bedeutung für bestimmte gebiete der informatik, insbesondere der Künstlichen 
intelligenz geworden sind, unter anderem im bereich der Logikprogrammierung10. Lo-
renzen war mit seinen damaligen Überlegungen seiner Zeit in mancher hinsicht voraus. 
das gilt zum teil auch für seine späteren Überlegungen zur dialogischen Logik11, die 
seine OperativeLogik abgelöst hat und erst in neuester Zeit in modifizierter gestalt 
wieder in den Vordergrund gerückt ist12.

Lorenzen versucht in der OperativenLogik, die theorie der implikation als theo-
rie zulässiger regln zu begründen. er faßt den implikationspfeil  als regelpfeil auf; 
A  B ist also dasselbe wie die als schema notierte regel

A_ 
B


.

A  B als implikation zu behaupten, meint nichts anderes, als die Zulässigkeit der regel 
A  B zu behaupten. die theorie der implikation ist also die theorie der Zulässigkeit 
von regeln. der heute geläufige begriff der Zulässigkeit wurde dabei von Lorenzen selbst 
geprägt. eine regel R ist zulässig in bezug auf einen zugrundeliegenden Kalkül K, wenn 
ihre hinzufügung zu K die Menge der in K beweisbaren aussagen nicht echt erweitert. 
das wird vom Konstruktivisten Lorenzen natürlich nicht in dieser form als mengenthe-
oretische aussage formuliert. Vielmehr verlangt Lorenzen die angabe eines (konstrukti-
ven) Eliminationsverfahrens, mittels dessen man jede anwendung von R in dem um R 
erweiterten Kalkül eliminieren kann. das hauptziel des ersten Kapitels des ersten teils 
der OperativenLogik – der sog. Protologik – besteht darin, fundamentale Prinzipien auf-
zustellen, aus denen man Zulässigkeitsbehauptungen gewinnen kann. eines dieser Prinzi-
pien ist das Inversionsprinzip, das es erlaubt, definitorische regeln zu invertieren.

bevor wir zum inversionsprinzip kommen, sei noch erwähnt, wie sich die theorie 
der implikation als Zulässigkeitstheorie weiter gestaltet. hier steht Lorenzen vor dem 
Problem, iterierte implikationen, etwa von der form (A  B)  (C  D) als Zulässig-
keitsbehauptungen zu interpretieren. dazu greift Lorenzen auf die idee von Metakal-
külen zurück, wobei die axiome eines Metakalküls die zulässigen regeln des darunter 
liegenden Kalküls sind usw. auf diese weise gelingt es ihm, die axiome der positiven 
implikationslogik als regeln aufzufassen, die sich gegebenenfalls auf Metakalküle be-
ziehen, und sie als zulässig zu erweisen. genauer gesagt, zeigt er, daß diese regeln all-
gemeinzulässig sind, d. h. in bezug auf beliebigeGrundkalküle zulässig sind. das macht 
die logische allgemeingültigkeit der positiven implikationslogik aus. die idee von Me-
takalkülen ist vielfach kritisiert worden, weil sie den konstruktiven operativen rahmen 

9 L. hallnäs, »Partial inductive definitions«; L. hallnäs, »On the Proof-theoretic foundati-
on of general definition theory«; P. schroeder-heister, »rules of definitional reflection«.

10 L. hallnäs / P. schroeder-heister, »a Proof-theoretic approach to Logic Programming«, 
i. und ii. teil.

11 P. Lorenzen, »Logik und agon«; P. Lorenzen / K. Lorenz, DialogischeLogik.
12 Vgl. z. b. J. -Y. girard, »from foundations to Ludics«.
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sprenge13. es läßt sich jedoch zeigen, daß dieses Verfahren nicht weniger konstruktiv 
ist als die gewohnten intuitionistischen ansätze, die die implikation über konstruktive 
transformationen definieren, und durchaus seinen sinn in einer beweistheoretischen se-
mantik hat14.

das inversionsprinzip besagt, daß eine induktive definition unter bestimmten be-
dingungen umkehrbar ist. Lorenzen selbst spricht nicht von einer induktiven defini-
tion, sondern einfach von einem Kalkül, für den bestimmte regeln als grundregeln 
gegeben sind. ein system von regeln ist jedoch nichts anderes als eine induktive defi-
nition15. daher ist diese terminologie gerechtfertigt. Kalküle und (induktive) defini-
tionen unterscheiden sich nicht grundlegend. wir erläutern das inversionsprinzip hier 
nicht in seiner allgemeinen gestalt, auch wenn es erst dann seine eigentliche stärke 
entfaltet. in dieser allgemeinen gestalt würden wir Kalküle mit regeln betrachten, die 
individuenvariablen enthalten. dies führt zu komplizierten Variablenbedingungen, an 
deren formulierung Lorenzen selbst gescheitert ist16. wir betrachten hier nur den fall, 
in dem eine Kalkülregel die form A1,… , a n  B hat und die bestandteile A1,… ,an,B 
unzerlegbare einheiten (atome) sind, d. h. sozusagen den »aussagenlogischen« fall. 
noch einfacher beschränken wir uns meist auf regeln der form A  B, d. h. regeln mit 
nur einem einzigen atom im rumpf17. das ist für die meisten unserer grundsätzlichen 
erwägungen ausreichend.

nehmen wir an, das zugrundeliegende atomare system (der Kalkül) K habe als ein-
zige grundregel mit Kopf C die regel A  C, d. h. alle anderen regeln haben einen von 
C verschiedenen Kopf. dann können wir aufgrund des inversionsprinzips diese regel 
umkehren, d. h. die Zulässigkeit von C  A behaupten. der grund dafür liegt darin, 
daß jede anwendung von C  A in dem um diese regel erweiterten Kalkül

D
C_
A

 C  A

die gestalt

D1

A_ 
C

A  C (def.)
 _ 
A

 C  A

13 w. stegmüller, »rezension von: P. Lorenzen, einführung in die operative Logik und Ma-
thematik«; h. Lenk, KritikderlogischenKonstanten.

14 e. Moriconi / L. tesconi, »On inversion Principles«; P. schroeder-heister, »Lorenzen's 
operative justification of intuitionistic logic«.

15 P. aczel, »an introduction to inductive definitions«.
16 h. hermes, »Zum inversionsprinzip der operativen Logik«; P. schroeder-heister, »gene-

ralized definitional reflection and the inversion Principle«.
17 entsprechend der terminologie in der Logikprogrammierung bezeichnen wir die Prämis-

sen einer regel als ihren »rumpf«, und die Konklusion als ihren »Kopf«.
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haben muß, da A  C nach definition des Kalküls K die einzige regel ist, mithilfe derer 
C in K hergeleitet werden kann.18 Letzterer beweis läßt sich nun vereinfachen, indem 
man die beiden aufeinanderfolgenden regelanwendungen einfach wegläßt und zu

D1
A

übergeht. da der resultierende beweis die betrachtete anwendung von C  A nicht 
mehr enthält, haben wir ein eliminationsverfahren für diese regel angegeben und da-
mit ihre Zulässigkeit nachgewiesen.

die den schluß von C zu A definierende regel C  A erlaubt also den umkehrschluß 
von A zu C als einen zulässigen schritt. diese Zulässigkeit liegt darin begründet, daß 
A  C die einzige regel ist, mit der man C erreichen kann, was umgekehrt bedeutet, 
daß man, wenn man C erreicht hat, A schon erreicht haben muß. die berechtigung 
der umkehrung liegt im begriff der Zulässigkeit. würden wir nur solche inferenzre-
geln akzeptieren, die per definitionem, sozusagen »positiv« gesetzt sind, dann wäre der 
umkehrschluß nicht möglich, wenn keine umgekehrte regel explizit vorliegt. da wir 
jedoch alle regeln als erlaubt ansehen, die zulässig sind, gewinnen wir neue regeln aus 
den definitorisch gegebenen regeln aufgrund gewisser Verfahren, nämlich den elimi-
nationsverfahren.

diese intuition hatte übrigens auch schon gentzen19, als er die symmetrie der ein-
führungs- und beseitigungsregeln im Kalkül des natürlichen schließens motivierte. in 
einer berühmten formulierung spricht er davon, daß die beseitigungsregeln »letzten 
endes nur Konsequenzen« der einführungsregeln sind und »auf grund gewisser anfor-
derungen« »eindeutige funktionen« dieser sind20. das Lorenzensche inversionsprinzip 
und seine Zulässigkeitsinterpretation von regeln kann man als eine interpretation der 
gentzenschen Passage verstehen21. in der tat generiert Lorenzen die beseitigungsregeln 
für Konjunktion, implikation und existenzquantifikation mithilfe des inversionsprin-
zips. Prawitz22 übernimmt in seiner interpretation von gentzen daher auch zu recht 
den Lorenzenschen terminus »inversionsprinzip«. Lorenzens Konzeption ist allerdings 
insofern wesentlich allgemeiner, als es ihm um inversion in beliebigen Kalkülen geht 
und die inversion von regeln für logische Zeichen nur einen speziellen, obzwar wich-
tigen, spezialfall bildet.

18 genauer gehen wir dabei davon aus, daß die betrachtete anwendung der regel C  A 
eine höchste anwendung dieser regel ist, daß sich darüber also keine weitere anwendung dieser 
regel befindet, was sich immer erreichen läßt durch eine geeignete reihenfolge der betrachtung 
von regelanwendungen. hier und im folgenden stehen dabei buchstaben wie D für beliebige
beweise im jeweils betrachteten Kalkül.

19 g. gentzen, »untersuchungen über das logische schließen«.
20 a. a. O., 189.
21 Obwohl Lorenzen der theorie des natürlichen schließens, die in gentzens publizierten 

abhandlungen nur eine marginale rolle spielt, eher fern stand und er sich am sequenzenkalkül 
orientierte.

22 d. Prawitz, NaturalDeduction.
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das inversionsprinzip geht jedoch, auch in der hier diskutierten variablenfreien 
fassung, erheblich weiter. inversion bedeutet nicht nur die umkehrung einer einzigen 
definitionsregel. nehmen wir an, für C seien im Kalkül K zwei grundregeln gegeben:

K  { A  C
B  C


 

.

dann können wir natürlich nicht umgekehrt von C auf A oder auf B zurückschließen. 
wenn wir C erreicht haben, wissen wir, daß wir schon A oder B erreicht haben müssen, 
da die beiden angegebenen regeln die einzigen regeln sind, mit denen wir C gewin-
nen können. wir wissen jedoch nicht, ob es A oder aber B war, von dem aus wir zu C 
übergegangen sind, jedenfalls wenn wir keine weitere information haben. Lorenzens 
ausweg besteht darin, einen bedingten rückschluß zu erlauben. da wir nur über A 
oder über B zu C gekommen sein können, bedeutet das, daß wir von C auf alles das 
schließen können, was wir sowohl aus A als auch aus B erschließen können, da letzteres 
unabhängig davon ist, welche der Optionen A und B die richtige ist. in Lorenzenscher 
terminologie würden wir schreiben:

A  D, B  D K̀ C  D ,

zu lesen als: C  D ist zulässig, gegeben die regeln A  D und B  D. formell beweist 
man das wie folgt: eine anwendung der regel C  D

D
C_
D

 C  D

hat entweder die form

D1

A_
C

A  C 
 _ 
D

 C  D

oder die form

D2

B_
 C

B  C 
 _ 
D

 C  D.

im ersteren fall gelingt eine elimination von C  D durch anwendung der regel A  D:

D1

A_
D

 A  D

im zweiten fall durch anwendung der regel B  D

D2

D_
B

 B  D
.



schluß und umkehrschluß: ein beitrag zur definitionstheorie 1071

dies ist kein umkehrschluß im direkten sinne, aber ein umkehrschluß im indirekten 
sinne. der indirekte charakter besteht darin, daß man nicht einfach von der Konklusi-
on auf die Prämissen, sondern von der Konklusion auf die gemeinsamen Konsequenzen 
aller möglichen Prämissen zurückschließt.

Man kann das inversionsprinzip als eine interpretation der sogenannten »extre-
malklausel« in induktiven definitionen verstehen, mit der man sie häufig abschließt. 
wenn wir z. b. den begriff des terms definieren durch

 {   • Jede Konstante ist ein term
  

          
  • Jede Variable ist ein term            

• nichts sonst ist ein term,
 

dann besagt die dritte dieser Klauseln als extremalklausel, daß wir, wenn ein term 
vorliegt, davon ausgehen können, daß entweder eine Konstante oder eine Variable vor-
liegt, d. h. daß wir, wenn wir etwas sowohl für Konstanten als auch für Variablen 
gezeigt haben, dies für alle terme gezeigt haben.

es ist dabei nicht unbedingt notwendig, eine extremalklausel explizit zu formulieren. 
es genügt, daß klar ist, welche regeln zur definition gehören, d. h., wo die definition 
aufhört. das inversionsprinzip basiert darauf, daß wir eine definition als ganze in den 
blick nehmen und feststellen, daß durch sie eine erschöpfende festlegung der Produk-
tionsregeln für ein bestimmtes Objekt gegeben ist. hallnäs23 hat daher den terminus 
»definitorische reflexion« für ein Prinzip vorgeschlagen, das dem inversionsprinzip sehr
verwandt ist. wir reflektieren auf die definition als ganze, d. h. als erschöpfende be-
deutungsfestlegung. umkehrschlüsse nutzen den erschöpfenden charakter dieser bedeu-
tungsfestlegung aus.

das bedeutet im übrigen, daß die Zulässigkeit eines solchen umkehrschlusses nicht-
monoton ist. wenn wir den gegebenen Kalkül erweitern, muß der umkehrschluß ge-
gebenenfalls modifiziert oder ganz aufgegeben werden, da durch die erweiterung neue 
regeln für gegebene atome hinzukommen können, d. h. der erschöpfende charakter 
der ursprünglichen definitionsregeln verloren geht.

Man kann das inversionsprinzip auch als Maximalitätsprinzip verstehen. die for-
mulierung

A  D, B  D K̀ C  D

sagt aus, daß C bezüglich K die stärkste aussage ist, die sowohl von A als auch von B 
impliziert wird. das ist eine andere art und weise, den erschöpfenden charakter der 
bedeutungsfestlegung durch die beiden gegebenen regeln auszudrücken.

allgemeiner, d. h. im fall von beliebig vielen definierenden regeln für ein Objekt C:

K{ A1  C



� 

An  C


 



23 L. hallnäs, »Partial inductive definitions«.
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lautet das inversionsprinzip:

A1  D, … , An  D K̀ C  D.

in einer anderen formulierung besagt dies, daß C den »gemeinsamen gehalt« von 
A1,… ,An ausdrückt.24

wie oben schon erwähnt, benutzt Lorenzen das inversionsprinzip dazu, beseiti-
gungsregeln für bestimmte logische Zeichen aus deren einführungsregeln zu gewinnen. 
diese logischen anwendungen sollen uns hier nicht weiter beschäftigen. wir halten als 
Zwischenresultat fest: Mithilfe des begriffs der Zulässigkeit lassen sich umkehrschlüs-
se rechtfertigen, nämlich als direkte oder indirekte umkehrungen von definitorischen 
regeln, die die bedeutung bestimmter Zeichen erschöpfend festlegen.

es sei darauf hingewiesen, daß es eine reihe verwandter ideen gibt, umkehrschlüsse 
zu generieren. Zwei ansätze im bereich des regellogischen räsonnierens in der Künstli-
chen intelligenz sind z. b. die »closed world assumption« und die »Vervollständigung« 
(»completion«) von Logikprogrammen.25 wie der begriff der Zulässigkeit beruhen sie
auf der idee, daß durch bestimmte festlegungen eine vollständige oder abgeschlossene
spezifikation eines bereichs gegeben ist, so daß man aufgrund dieser Vollständigkeit
oder abgeschlossenheit bestimmte rückschlüsse (d. h. umkehrschlüsse) ziehen kann.

gleichzeitig zeigt die Möglichkeit von umkehrschlüssen die signifikanz von induk-
tiven definitionen, die in der philosophischen diskussion meist unterschätzt wird. bei 
explizitdefinitionen, die traditionell der hauptgegenstand der philosophischen defini-
tionstheorie sind, betrachtet man den grenzfall von induktiven definitionen, bei denen 
ein Zeichen nur durch eine einzige regel definiert ist, und nimmt dann die umkeh-
rung, die sich daraus ergibt, einfach mit in die definitionen hinein, formuliert sie also 
als bikonditional. die idee von umkehrschlüssen taucht damit gar nicht erst auf, da 
der umkehrschluß von vornherein in die definition hineingepackt wird. das ist kein 
inkorrektes Vorgehen, verstellt jedoch sehr aufschlußreiche Perspektiven. Man sieht 
nicht mehr, daß explizitdefinitionen spezialfälle von ungleich mächtigeren induktiven 
definitionen sind.

2. Lokale inversion

die Zulässigkeitstheorie, die zur inversion von schlüssen führt, baut auf grundvoraus-
setzungen auf, die nicht unproblematisch sind. sie verbaut die behandlung von Phäno-
menen, denen man in einer semantischen theorie gerne gerecht werden würde.

24 dieser terminus wurde von mir (siehe P. schroeder-heister, Untersuchungenzurregello-
gischenDeutungvonAussagenverknüpfungen; P. schroeder-heister, »a natural extension of 
natural deduction«) vorgeschlagen im Zusammenhang mit der entwicklung von verallgemei-
nerten beseitigungsregeln für aussagenlogische Junktoren.

25 Vgl. z. b. J. w. Lloyd, FoundationsofLogicProgramming. inhaltlich kommt die idee der 
Vervollständigung übrigens auch schon bei Lorenzen vor: Vgl. P. Lorenzen, Einführungindie
operativeLogikundMathematik, 173.
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Zunächst einmal bevorzugt die Zulässigkeitstheorie annahmenfreie beweise gegen-
über beweisen aus annahmen. nur so ist der begriff der Zulässigkeit überhaupt nicht-
trivial. wenn wir für die Zulässigkeit der regel A  B in einem Kalkül K die angabe 
eines Verfahrens verlangen, das alle anwendungen von A  B aus beweisen des um diese 
regel erweiterten Kalküls eliminiert, so sind damit immer annahmenfreie beweise ge-
meint. nur dann können wir bei anwendung des inversionsprinzips argumentieren, daß 
die Prämisse A ausschließlich mithilfe bestimmter regeln gewonnen worden sein kann. 
würden wir beweise aus annahmen zulassen und verlangen, daß A  B auch aus sol-
chen beweisen eliminierbar sein soll, dann kollabiert der begriff der Zulässigkeit einer 
regel zu dem der ableitbarkeit. eine anwendung der regel A  B könnte dann ja darin 
bestehen, daß B aus der annahme A gewonnen ist, was nicht weiter reduzierbar ist.

betrachten wir etwa wieder einen Kalkül K mit A  C als einziger grundregel für C:

K{ C  D .

der umkehrschluß in form der regel C  A gilt nicht notwendigerweise, wenn man 
eliminierbarkeit aus beweisen mit annahmen verlangt. denn ein beweis, der C  A 
verwendet:

D
C_
A

 C  A

hat nicht wie im annahmenfreien fall immer die gestalt

D1

A_
C

A  C 
 _ 
A


,C  A

die reduzierbar wäre zu

D1
A.

eine solche situation liegt z. b. vor, wenn D einfach aus der annahme C besteht, also
die form

C_
A

 C  A

hat. dieser beweis ist irreduzibel, es sei denn, es gibt einen beweis von A aus C:

C
 ..
.
 

A,

d. h., die regel C  A ist beweisbar, was eine sehr starke forderung darstellt. die um-
kehrung von induktiven regelsystemen wäre damit nicht mehr gegeben.

eine fundamentale grundannahme der Zulässigkeitstheorie ist also der Primatge-
schlossener, d.h. annahmenfreier Beweise gegenüber offenen, d.h. von Annahmen
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abhängigenBeweisen. dies gilt nicht nur für die spezielle Lorenzensche Zulässigkeits-
theorie, sondern in verwandter weise für alle intuitionistisch inspirierten semantiken. 
die brouwer-heyting-Kolmogorow-interpretation der implikation beruht darauf eben-
so wie die beweistheoretische semantik in der von dummett und Prawitz begründeten 
tradition. in allen fällen wird die gültigkeit von implikativen aussagen über Verfah-
ren definiert, die geschlossene beweise in geschlossene beweise transferieren.

Man sieht sofort, daß mit dem Primat geschlossener über offene beweise eine auf-
fassung direkt verknüpft ist, die ich die transmissionsauffassung der Konsequenz nen-
nen möchte. der nachweis der Zulässigkeit von A  B über ein eliminationsverfahren 
gestaltete sich ja so, daß man zeigen mußte, daß sich aus einem (geschlossenen) be-
weis der Prämisse A ein (geschlossener) beweis der Konklusion B gewinnen läßt. das 
heißt, Zulässigkeit bedeutet, daß sich ein geschlossener beweis der Prämisse in einen 
geschlossenen beweis der Konklusion umformen läßt. ganz analog verfahren die ver-
wandten intuitionistischen Konzeptionen.

hier handelt es sich um eigenarten konstruktiver (intuitionistischer) ansätze, in-
sofern auf den begriff des konstruktiven Verfahrens zurückgegriffen wird. Man kann 
es sogar als das Kennzeichen intuitionistischer ansätze ansehen, die implikation (und 
auch den allquantor) durch den begriff des konstruktiven Verfahrens zu deuten. wenn 
man von dieser konstruktiven eigenheit jedoch absieht, d. h. von der Konstruktivi-
tätsforderung an transmissionsprozeduren, so haben wir hier zwei charakteristika 
vorliegen, die gleichermaßen den klassischen Konsequenzbegriff kennzeichnen. statt 
vom Primat geschlossener über offene beweise möchte ich allgemeiner vom Primatdes
KategorischenüberdasHypothetische sprechen, und wenn ich von der Transmissi-
onsauffassungderKonsequenz rede, dann möchte ich nur ausdrücken, daß, wenn die 
Prämisse gilt, dann auch die Konklusion.

das gilt beides auch für die klassische modelltheoretische folgerung. diese geht 
als grundbegriff vom begriff der wahrheit in einer struktur aus und definiert den be-
griff der folgerung als Übertragung der wahrheit in einer struktur von den Prämissen 
auf die Konklusion (für alle strukturen). das heißt, wir haben auch hier die situation 
vorliegen, daß das Kategorische (hier die wahrheit) primär gegenüber dem hypothe-
tischen (hier der folgerung) ist, und daß ferner das hypothetische (die folgerung) de-
finiert wird als die transmission des kategorischen Konzepts (der wahrheit) von den 
Prämissen auf die Konklusion. nichts anderes besagt die Vorstellung von folgerung als 
wahrheitskonservierung.

diese konzeptionelle Verwandtschaft zwischen klassischem und konstruktivem 
Vorgehen wird offensichtlich, wenn man beide begriffe formalisiert: Klassische folge-
rung bedeutet

(∀ M) [(M ˆ A1), … , (M ˆ An)  M ˆ B],

wobei M ˆ A die (kategorische) gültigkeit von A in der struktur M bedeutet. Kons-
truktive (intuitionistische) folgerung könnte man hingegen formalisieren als

(∀ C1…  Cn) [(C1 ˆ A1), … , (Cn ˆ An)  f(C1,… ,Cn) ˆ B],
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wobei C ̂  a die konstruktive gültigkeit von A in einer geeigneten intuitionistisch ver-
standenen struktur C darstellt (bei der Zulässigkeitsinterpretation ist das die ableit-
barkeit im gegebenen Kalkül K) und f die konstruktive transformation. abgesehen von 
dem (natürlich wichtigen) unterschied, daß in die transformation des kategorischen 
begriffs von den Prämissen zur Konklusion im konstruktiven fall die konstruktive 
funktion f eingeht, haben wir eine erstaunliche Parallelität der begrifflichkeiten vor-
liegen. ich spreche hier von den beidenDogmenderStandardsemantik, wobei »stan-
dardsemantik« sowohl die klassische modelltheoretische semantik meint als auch die 
konstruktive intuitionistische semantik in der auffassung, wie sie den meisten fassun-
gen, einschließlich beweistheoretischer interpretationen, zugrundeliegt:

dogma 1: das Kategorische ist primär gegenüber dem hypothetischen.
dogma 2:  Konsequenz ist transmission des kategorischen begriffs von den Prämis-

sen auf die Konklusion.

Ohne die fundamentalen unterschiede zwischen klassischer und konstruktiver auf-
fassung verwischen zu wollen: es gibt hier eine grundsätzliche gemeinsamkeit, die 
die rangordnung von Kategorischem (wahrheit, geschlossene beweisbarkeit) und hy-
pothetischem (folgerung, offene beweisbarkeit) und die rückführung des hypotheti-
schen auf das Kategorische (transmission des kategorischen begriffs) angeht26.

hinzu kommt bei der betrachtung von definitionen noch ein weiteres dogma, das 
ich als DogmaderWohlfundiertheit bezeichnen möchte. traditionell wird in der defi-
nitionstheorie vorausgesetzt, daß korrekte definitionsketten an ein ende kommen, d. h. 
nicht zyklisch werden oder zu einem unendlichen regreß führen. diese rückführbar-
keit wird insbesondere im konstruktivistischen bereich sehr stark in den Vordergrund 
gerückt. das gilt insbesondere für die spätere Philosophie Lorenzens erlanger Prove-
nienz. dieser Punkt kann hier nicht im einzelnen diskutiert werden. es ist aber klar, 
daß man sich damit von der interpretation nichtwohlfundierter Phänomene, wie z. b. 
der semantischen und mathematischen Paradoxien, ausschließt, bzw. von vornherein in 
die diskussion gedrängt wird, wie man definitionen von begriffen einschränken muß, 
damit wohlfundiertheit und damit nichtzirkularität gewährleistet ist. dem würde eine 
positive deutung solcher Phänomene gegenüberstehen, d. h. eine anerkennung ihres 
status als möglicher begrifflicher Konstruktionen, ohne daß man damit notwendiger-
weise globale widersprüche in Kauf nehmen muß.

der ansatz, den ich gemeinsam mit Lars hallnäs vorgeschlagen habe, besteht dar-
in, eine Konzeption von definitorischem räsonnieren vorzulegen, die nicht auf den bei-
den dogmen der standardsemantik aufbaut und auch nicht das dogma der wohlfun-
diertheit voraussetzt. anstelle dessen entwickelt er die idee der lokalenInversion von 
regeln, d. h. ein inversionsprinzip, das die umkehrung von regeln lokal erlaubt, ohne 
dabei zugleich globale anforderungen an den beweisbegriff zu machen. die von uns 
kritisierte globale Perspektive ist eine folge der dogmen der standardsemantik, wo-

26 Vgl. P. schroeder-heister, »Proof-theoretic versus Model-theoretic consequence«; 
P. schroeder-heister / P. contu, »folgerung«.
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nach hypothetische urteile (implikationen) gerechtfertigt werden durch den nachweis 
globaler eigenschaften von beweissystemen, nämlich beweisreduktionsverfahren, wie 
sie auch Zulässigkeitsbeweisen zugrundeliegen. wie in der Lorenzenschen Zulässig-
keitstheorie gehen wir also von »definition« genannten regelsystemen aus. wir führen 
jedoch keine Zulässigkeitsbeweise, sondern generieren daraus direkt Konsequenzbe-
hauptungen. anders als das erste dogma der standardsemantik gehen wir also da-
von aus, daß der folgerungsbegriff primär gegenüber dem wahrheitsbegriff ist, bzw., 
da wir uns in einem konstruktiven rahmen bewegen, daß offene beweise gegenüber 
geschlossenen beweisen primär sind. geschlossene beweise sind grenzfälle von offe-
nen beweisen, genauso wie wir wahrheit als grenzfall der folgerung ansehen würden. 
wir schlagen also eine umkehr der Ordnung der begriffe »wahrheit« und »folgerung« 
bzw. »geschlossener beweis« und »offener beweis« vor.

auf diese weise glauben wir, die traditionelle begründungszentriertheit deduktiven 
räsonnierens überwinden zu können, d. h. die tatsache, daß wir in erster Linie darauf 
aus sind, behauptungen zu begründen. diese idee wurde auch schon von Popper auf-
gebracht27. während Popper allerdings eine widerlegungszentriertheit an die stelle der 
begründungszentriertheit setzen wollte, geht es uns um bidirektionalität, d. h. darum, 
daß die begriffe von begründung (Vorwärtsräsonnieren) und annahme (rückwärts-
räsonnieren) gleichursprünglich sind28. unser deduktionskonzept ist derart, daß man 
in jedem stadium der deduktion entweder vorwärts zu neuen behauptungen übergeht 
oder rückwärts neue annahmen einführt. annahmen sind somit nicht mehr Platz-
halter für begründungen (so wenig wie behauptungen Platzhalter für widerlegungen 
sind). unsere idee ist, daß jedem Vorwärtsschluß ein rückwärtsschluß entspricht und 
umgekehrt, daß wir also eine dualität von inferenzen haben, die beide richtungen des 
räsonnierens betrifft.

es gibt ein formales Modell für diese art von schließen, nämlich gentzens se-
quenzenkalkül. nach diesem Modell wird in jedem schritt eine folgerungsbeziehung 
behauptet, die durch eine sequenz etwa der form

A1,… ,An  B

ausgedrückt wird. d. h., es wird behauptet, daß B unter den annahmen A1,… ,An gilt. 
und jeder schritt besteht darin, daß entweder die rechte seite (die behauptungsseite) 
oder die linke seite (die annahmenseite) modifiziert wird. es gibt also rechte und linke 
einführungsregeln, was philosophisch so zu interpretieren ist, daß man behauptungen 
oder annahmen einführen kann.

auf diese weise erhält der sequenzenkalkül, den gentzen in erster Linie als technisches 
instrument eingeführt hatte, eine philosophische signifikanz. er verkörpert die idee, daß 
man annahmen aufgrund ihrer form einführen kann. d. h. anders als im Kalkül des natür-
lichen schließens, in dem die einführung von annahmen unspezifisch ist, gibt es im sequen-

27 K. r. Popper, »On the sources of Knowledge and of ignorance«.
28 P. schroeder-heister, »begründungsrationalität und Logik«.
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zenkalkül bedeutungsspezifische regeln für die einführung von annahmen. Jedes logische 
Zeichen hat seine eigenen annahmeneinführungsregeln: die Konjunktion z. b. die regel

  
Γ,A,B ` C

____ Γ, A  B ` C

und die implikation die regel

  
Γ ` A   Γ,B ` C

_____ Γ,A  B ` C . 

die Änderung des Paradigmas gegenüber dem natürlichen schließen ist offenkundig. 
das ist unabhängig vom format. wir können diesen sequenzenkalkül auch nach art 
des natürlichen schließens formalisieren, indem wir beim natürlichen schließen eine 
erweiterung von beweisen nach oben zulassen. Man erhält so einen Kalkül des bidi-
rektionalen natürlichen schließens, der aber letztlich eine adaptation des sequenzen-
kalküls in einem anderen formalen rahmen darstellt.29

wir erhalten auf diese weise eine völlig symmetrische behandlung von annahmen 
und behauptungen. die Platzhalterfunktion von annahmen für geschlossene beweise 
wird aufgegeben. annahmen sind als gegenstände der deduktion gleichursprünglich 
mit behauptungen. Man muß sich dabei von der grundannahme lösen, begründungen, 
d. h. beweise von behauptungen, seien primär gegenüber beweisen aus annahmen (die
man, wenn sie zur absurdität führen, als widerlegungen auffassen kann.) Vielmehr
haben wir beim deduzieren annahmen und behauptungen gleichermaßen im fokus.

das Problem der umkehrschlüsse stellt sich damit in ganz anderer weise. wir ha-
ben nicht mehr primäre vorwärtsgerichtete schlüsse, denen dann, z. b. über Zuläs-
sigkeitsüberlegungen, gewisse umkehrschlüsse entsprechen. Vielmehr haben wir, von 
einer definition ausgehend, gleichursprünglich zwei arten von schlüssen: vorwärts 
und rückwarts. das bedeutet bidirektionalität. das Verhältnis von schluß und um-
kehrschluß ist damit nicht mehr dasjenige der rechtfertigung des letzteren aus dem 
ersteren, sondern ein Verhältnis von zwei schlußarten, die gleichberechtigte weisen 
sind, bestimmte definitorische regeln in aktion zu setzen.

es liege eine definition vor, die folgende Klauseln30 für A enthält:

D{ B1  A



� 

Bn  A


 


.

29 Vgl. P. schroeder-heister, »sequent calculi and bidirectional natural deduction: On the 
Proper basis of Proof-theoretic semantics«.

30 im anschluß an die in der Logikprogrammierung gebräuchliche terminologie sprechen 
wir häufig von »Klauseln« statt von »regeln«. Mit »Klauseln« sind ausschließlich definitorische 
regeln, d. h. Objekte der form A  B gemeint, während »regeln« auch für schlußschemata, z. b. 
in sequenzenkalkülen, verwendet wird, darunter insbesondere solche, die Klauseln anwenden.
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dann besagt die darauf aufbauende behauptungsregel als rechts-einführung eines 
sequenzenkalküls, daß man A behaupten kann, falls man eine seiner definitorischen 
bedingungen Bi zu recht behauptet hat:

  Δ ` Bi__ 
Δ ` A

(` A).

die auf D aufbauende annahmenregel als Links-einführung eines sequenzenkalküls
besagt, daß man A als annahme einführen darf, wenn man aus allen bedingungen für 
A alles das herleiten kann, was man aus A herleiten will, d. h.

  Δ,B1 ` C  …  Δ,Bn ` C
_______  

Δ,A ` C
 (a `).

das kann man auch so ausdrücken, daß aus A alles das gefolgert werden kann, was 
aus allen möglichen definitorischen bedingungen von A gefolgert werden kann. diese 
formulierung einer sequenzenregel entspricht der Lorenzenschen formulierung des in-
versionsprinzips. während letzteres jedoch auf einer Zulässigkeitsinterpretation hypo-
thetischer urteile aufbaute, ist die obige formulierung als grundschluß verstanden.

das schlußschema (` A) heißt auch »definitorischer abschluß«, da es dazu dient,
aussagen unter den gegebenen definitorischen Klauseln abzuschließen. das schlußsche-
ma (A `) heißt auch »definitorische reflexion«, weil es einen reflexionsschritt auf die
definition als ganze beinhaltet und so die extremalklausel von induktiven definitio-
nen interpretiert. in beiden fällen handelt es sich um grundschlüsse, die wir als einsich-
tige Prinzipien postulieren. das Problem von schluß und umkehrschluß ist jetzt nicht 
mehr das Problem der gewinnung von letzterem aus ersterem, sondern das Problem, 
das schlußpaar von definitorischem abschluß und definitorischer reflexion plausibel zu 
machen.

der große Vorteil dieses ansatzes besteht nicht nur darin, daß annahmen jetzt 
gleichberechtigt neben behauptungen stehen, sondern vor allem in seiner Lokalität. die 
beziehung zwischen schlüssen und umkehrschlüssen ist nicht mehr durch globale Zuläs-
sigkeitsbehauptungen vermittelt, die sich auf die gesamtstruktur eines beweises richten, 
sondern es geht um ein Paar von schlüssen, das sich aus den definitorischen Klauseln für 
ein atom A ergeben, unabhängig von der globalen struktur von herleitungen. das zahlt 
sich bei der diskussion von Paradoxien unmitelbar aus. Jetzt ist es nämlich z. b. möglich, 
A durch seine eigene negation zu definieren, also z. b. eine definition

D  { (A  ?) A 

zuzulassen. eine solche definition, bei der A in seiner eigenen definitorischen bedin-
gung in negativer Position auftritt, würde den rahmen von Zulässigkeitsüberlegungen 
und verwandter intuitionistischer semantiken sprengen. in unserem lokalen rahmen 
würde dies jedoch einfach zu dem schlußpaar:

  Γ ` A  ? ____
 Γ ` a

   Γ, A  ?` C 
 _____ 

Γ,A ` C
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führen, das sich wie schluß und umkehrschluß verhält. anders als man erwarten wür-
de, führt das nicht zu global desaströsen Konsequenzen im sinne der widersprüchlich-
keit, einfach weil in einem solchen system bestimmte globale eigenschaften wie z. b. 
schnittelimination nicht vorhanden sind. während die Zulässigkeitsinterpretation und 
verwandte ansätze darauf aufbauen, daß globales wohlverhalten im sinne von norma-
lisierung oder schnittelimination vorliegt, machen wir hier keine solche annahme. die 
lokale Perspektive auf schlußregeln bedeutet, daß globale eigenschaften, so erwünscht 
sie auch sein mögen, nicht mehr durch den deduktiven rahmen erzwungen werden.

für weitergehende erläuterungen wird auf andere Publikationen verwiesen31. wir 
halten als Zwischenresultat fest: schlüsse und umkehrschlüsse sind zwei seiten eines bi-
direktionalen deduktiven Verhaltens, das man aus einer definition extrahieren kann. Ob 
möglicherweise die dialogischen ansätze, wie sie Lorenzen nach seiner OperativenLogik 
entwickelt hat und wie sie in neuester Zeit wieder in den Vordergrund gerückt sind, diese 
direktionalität neu beleuchten können, wird am ende dieses artikels kurz erörtert32.

3. umkehrschlüsse aufgrund negativer information

wir haben bisher das Problem von schluß und umkehrschluß unter dem gesichtspunkt 
behandelt, ob man aus A  B gegebenenfalls B  A gewinnen kann, und dies auf dem 
hintergrund definitorischer Klauseln der form A  B diskutiert. Ähnliche gesichts-
punkte ergeben sich, wenn man die negation einbezieht und die umkehrung auf den 
schluß von A  B auf ¬ a  ¬ B bezieht, der in gewöhnlichen Kontexten ebenfalls 
einen klassischen fehlschluß darstellt. daß zwischen beiden ideen eine beziehung be-
steht, verwundert nicht, ist doch der negationsbegriff eng mit dem annahmenbegriff 
verwandt. eine negation zu behaupten, bedeutet z. b. im intuitionismus, eine annah-
me zum widerspruch zu führen.

die definitorische reflexion als lokale Variante des inversionsprinzips besagte, daß 
man aufgrund einer definition von A:

D{ B1  A



� 

Bn  A


 



aus A alles das folgern kann, was man aus allen definitorischen bedingungen von A erhält:

  
Δ,B1 ` C  …   Δ,Bn ` C

________  
Δ,A ` C

 (a `).

31 L. hallnäs / P. schroeder-heister, »a survey of definitional reflection«; P. schroeder-
heister, »the categorical and the hypothetical«. 

32 für das Problem der inversion in sequenzenkalkülen und die dualität von einführungsre-
geln im antezedens und sukzedens in dem fall, in dem die definierenden Klauseln sich direkt auf 
sequenzen beziehen, vgl. w. de campos sanz / t. Piecha, »inversion by definitional reflection 
and the admissibility of Logical rules«.
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wenn man das analog auf den begriff der negation oder besser noch auf den begriff 
der bestreitung als Pendant zum begriff der behauptung bezieht, so könnte man sa-
gen, daß man A widerlegen kann, wenn man alle definitorischen bedingungen von A 
widerlegen kann. notieren wir die bestreitung mit ∼ und verzichten wir hier auf se-
quenzennotation, um den begriff der bestreitung nicht auch noch mit dem begriff der 
annahme verknüpfen zu müssen, erhält man aus D als behauptungsregeln


B1_
A

     …   
Bn_ 
A



und als entsprechende umkehrungen die bestreitungsregel

  
∼ B1  …   ∼ Bn_____ 

∼ a
  .

das setzt natürlich voraus, daß klar ist, was mit der bestreitung ∼ Bi einer bedingung
von A gemeint ist. das ist nichttrivial, wenn Bi komplex ist, wie es in der regel der 
fall sein wird. Zum beispiel gibt es diverse Möglichkeiten, die bestreitung einer impli-
kation zu verstehen. eine naheliegende, aber nicht die einzig mögliche interpretation 
besteht darin, ∼ (A  B) im sinne von (a, ∼ b) zu verstehen. wansing33 diskutiert in 
seinem beitrag zu diesem band diverse Möglichkeiten, die bestreitung einer negation 
aufzulösen, die zu verschiedenen systemen konnexiver Logik führt34

die grundidee der inversion aufgrund von bestreitung ist also, daß die bestreitung der 
bedingungen einer aussage zur bestreitung dieser aussage selbst anlaß gibt, vorausge-
setzt, daß die angegebenen definitorischen bedingungen einer aussage erschöpfend sind. 
insofern handelt es sich hier wieder um die interpretation der extremalklausel einer in-
duktiven definition: weil es keine weiteren definitorischen bedingungen für A als B1,… ,Bn 
gibt, reicht die widerlegung jeder dieser bedingungen zur widerlegung von A aus.

wie an anderer stelle erläutert35, kann man diesen ansatz weiter differenzieren, 
indem man verschiedene arten von behauptung und bestreitung unterscheidet. Man 
könnte in die induktive definition regeln sowohl für die behauptung als auch für die 
bestreitung von a einführen, d. h. definitionen der art

D{ 
B1  A




� 
Bn  A






C1  ∼A




� 
Cn  ∼A





 



33 h. wansing, »negation in der konstruktiven Logik«.
34 Vgl. auch h. wansing, »connexive Logic«. Zur philosophischen diskussion des nega-

tions- und bestreitungsbegriffs in der beweistheoretischen semantik vgl. auch L. tranchini, »the 
role of negation in Proof-theoretic semantics«.

35 P. schroeder-heister, »definitional reasoning in Proof-theoretic semantics and the 
square of Opposition«.
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betrachten. auf diese art hat man regeln für die bestreitung von aussagen zur Ver-
fügung, die noch nicht definitorische reflexion, d. h. die interpretation der extremal-
klausel, benutzen, sondern einfach die definitorischen Klauseln anwenden:


C1__
∼ a

…   
Cn__ 
∼ a

  .

umgekehrt erhält man neuartige regeln für die begründung von aussagen durch defi-
nitorische reflexion, indem man die bestreitungsklauseln als erschöpfende charakte-
risierung der bestreitung von A ansieht. die Motivation ist hier, daß die widerlegung 
aller definitorischen bedingungen für die bestreitung von A die begründung von A 
nach sich zieht:

  
∼ C1 …  ∼ Cn____ 

a
  .

so wie wir vorher per reflexion von der widerlegung aller bedingungen von A zur 
widerlegung von A gekommen sind, kommen wir jetzt per reflexion von der wider-
legung aller bedingungen von ∼ A zur begründung von A. dies ist die Variante des 
bestreitungsbasierten umkehrschlusses, die zur behauptung führt.

hier ist eine weitere differenzierung angebracht: es ist plausibel, explizite regeln 
für die begründung und widerlegung von A, wie sie in

D{ 
B1  A




� 
Bn  A






C1  ∼A




� 
Cn  ∼A





 



vorliegen, als regeln für die direkte begründung und widerlegung anzusehen, und sie zu 
unterscheiden von einer indirekten begründung und widerlegung, die aufgrund defini-
torischer reflexion geschieht, d. h. aufgrund der betrachtung der definition als ganzer. 
entsprechend kann man vier urteilsformen unterscheiden: die direkte behauptung (A), 
die indirekte behauptung (+A), die direkte bestreitung (∼ A) und die indirekte bestrei-
tung (–A). Klauseln hätten dann immer die form

B  A 

oder

B  ∼A ,

d. h. der Kopf einer Klausel ist immer direkt, während der rumpf B alle vier urteils-
formen enthalten kann. Zur indirekten behauptung oder bestreitung gelangt man nur
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durch definitorische reflexion, die jetzt durch zwei regeln repräsentiert wird, je nach-
dem ob sie zur indirekten bestreitung oder behauptung führt:


  B1   …   ̂  Bn ____ 

–a
     

 ̂  C1   …   ̂Cn ____ 
+a

  .

dabei ist ˆ eine Operation, die eine bedingung in ihr kontradiktorisches gegenteil ver-
kehrt, wobei für ein atom A sowohl A und –A als auch ∼ A und +A kontradiktorische 
gegenteile voneinander sind.36

wenn man diesen ansatz im einzelnen ausführt und auch berücksichtigt, daß in-
direkte behauptungen und bestreitungen den direkten Varianten untergeordnet sein 
sollten, dann erhält man nichts geringeres als das logische quadrat zur darstellung der 
deduktiven beziehungen zwischen den betrachteten vier urteilsformen.

die grundidee, die wir sowohl bei der annahmenkonzeption als auch bei der wi-
derlegungskonzeption zur generierung von umkehrschlüssen befolgt haben, ist das be-
griffspaar Abschluß vs. Reflexion in bezug auf eine definition. einerseits können wir den 
abschluß bilden unter den definitorischen regeln, indem wir diese regeln einfach an-
wenden. andererseits können wir auf die definition als ganze reflektieren und uns über-
legen, daß gegebene bedingungen erschöpfend sind und daher zu umkehrschlüssen – 
entweder in bezug auf annahmen, oder in bezug auf bestreitungen – anlaß geben.

wie definitorische reflexion bezüglich annahmen mit definitorischer reflexion be-
züglich bestreitungen interagiert, wäre ein thema weiterführender Überlegungen.

36 da unter ˆ nicht nur atome, sondern komplexere strukturen stehen können, sind hier 
allerdings weitergehende festlegungen nötig; vgl. P. schroeder-heister, »definitional reasoning 
in Proof-theoretic semantics and the square of Opposition«.

A

+A

∼A

−A

subaltern subaltern

subkonträr

konträr

kontradiktorisch
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4. duale begriffe

im Zusammenhang mit umkehrschlüssen sollte das Konzept der dualität nicht uner-
wähnt bleiben. die dualisierung von begriffen ermöglicht es, die schlußrichtung um-
zukehren. es gehört zum wesen dualer begriffe, daß die Konsequenzbeziehung A ˆ B
in eine Konsequenzbeziehung B* ˆ a* übergeht, wenn * die dualisierung der begriffe
in A und B bezeichnet.

der geläufigste fall von dualität ist diejenige in der klassischen aussagenlogik auf-
grund von wahrheitstafeln. Man erhält dort den zu einem gegebenen Junktor dualen 
Junktor, indem man in der wahrheitstafel überall (nicht nur in den eingangsspalten 
oder der ausgangsspalte) die wahrheitswerte 0 und 1 miteinander vertauscht. auf diese 
weise erhält man aus der Konjunktion () die disjunktion () und umgekehrt – der be-
kannteste fall – , und auch z. b. aus der implikation () die co-implikation (�<):

   �<

1 1 1 1 1 0

1 0 0 1 0 0

0 1 0 1 1 1

0 0 0 0 1 0

die negation ist offenbar selbstdual. das korrespondierende logische gesetz lautet wie 
folgt: für eine junktorenlogische formel A sei A* ihr dual, das durch ersetzung von 
Junktoren durch ihre dualen Junktoren entsteht. A' entstehe aus A* durch ersetzung 
von Literalen durch deren Komplemente (d. h. p durch ¬ p und ¬ p durch p). sei v– die-
jenige belegung der aussagevariablen, die die werte der belegung v vertauscht. dann 
gilt für den wahrheitswert   v unter der belegung v:

 A'v =  A*v
–
  =  
_

  A v  =  ¬ A v und damit A' ˆ ¬ A .

entsprechendes gilt für die quantorenlogik. dies ist dualisierung in einem starken 
sinn, die für jede einzelne belegung gilt und in der intuitionistischen Logik nicht zur 
Verfügung steht. in letzterer gilt jedoch dualisierung in dem schwachen sinne, daß

A1,… ,An ` A  genau dann, wenn  ¬ A1*,… ,¬ An*  ` ¬ A* .

dies ist ein philosophisch höchst signifikantes resultat, das häufig übersehen wird, 
weil man dualität meist nur in der klassischen Logik erwartet. es zeigt nämlich, daß 
mit deduktiven Mitteln alleine die logischen Zeichen nicht eindeutig spezifiziert werden 
können, sofern man noch nicht weiß, was »wahr« und was »falsch«, bzw. was die ne-
gation bedeutet, da man auch in der intuitionistischen Logik logische Zeichen von den 
zu ihnen dualen Zeichen inferentiell nicht unterscheiden kann.
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schwache dualität gehört zur verbandstheoretischen fassung von dualität, bei der 
dualitätsaussagen durch Vertauschung dualer Operationen sowie von  und  inein-
ander übergehen. so geht z. b. die aussage

A  B  A

über in

A  B  A,

d. h. in

A  A  B .

die zu einer Operation vorhandene duale Operation bezeichnet man dabei häufig als 
die entsprechende »co-« Operation. Konjunktion ist damit die co-disjunktion, und 
die disjunktion die co-Konjunktion. entsprechend verhält es sich mit der implikation. 
definiert man die implikation als residuum bezüglich der Konjunktion, für das gilt

A  B  C    A  B  C ,

dann ergibt sich als dualisierte aussage für die co-implikation �<:

A  B  C   A  B �< C,

d. h.

C  A  B    B �< C  A.

Mithilfe der dualen begrifflichkeit lassen sich also aus schlüssen umkehrschlüsse gene-
rieren. Ob dies dann umkehrschlüsse im Vollsinne sind, kann man natürlich anzwei-
feln, da es sich eigentlich um die ursprünglichen schlüsse in anderer gestalt handelt.37

37 Leider ist die Literatur zur »co-implikation« durch eine terminologische Konfusion ge-
prägt. ich selbst habe als Zeichen für die co-implikation das auch hier verwendete Zeichen �< 
vorgeschlagen, das ich bei bochénski und Menne (siehe M. J. boche  ́nski / a. Menne, Grundrißder
Logistik) gefunden habe. dort wird es im rahmen einer diskussion der klassischen aussagen-
logischen Junktoren als dual zur implikation  eingeführt und »Präsektion« genannt. in seiner 
darstellung der klassischen Junktorenlogik bezeichnet es Lorenzen (siehe P. Lorenzen, Formale
Logik) in einer verbandstheoretischen terminologie als »konverse subtraktion« und notiert es 
als » «. Letzteres ist eine präzise Kennzeichnung, die die verbandstheoretische dualität aus-
drückt. entsprechend der oben beschriebenen verbandstheoretischen dualität von und / oder 
und implikation / co-implikation ist für die co-implikation die charakterisierung 

C  A  B    B �< C  A 

maßgeblich. hier ist offensichtlich �< die umkehrung (Konversion) der subtraktion –. , für die gilt

 C A  B    C –. B  A


Leider hat aber rauszer (siehe c. rauszer, »a formalization of the Propositional calculus of 
h-b Logic«) fehlerhafterweise die subtraktion als dual zur intuitionistischen implikation bezeich-
net. Maßgebliche autoren, die zur dualen intuitionistischen Logik und zur co-implikation (wie
sie die subtraktion dann teilweise nannten) gearbeitet haben, wie urbas (siehe i. urbas, »dual-
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5. co-Zulässigkeit und co-inversion

wir waren ausgegangen von Lorenzens idee, über den begriff der Zulässigkeit definitori-
sche regeln zu invertieren. was ergibt sich, wenn wir diesen begriff selbst dualisieren, also 
versuchen etwas zu definieren, was man »co-Zulässigkeit« nennen könnte? das ist nicht 
eine rein technische angelegenheit, sondern hat ein gewisses fundament in Lorenzen’s 
späterer definitionstheorie, auch wenn diese sehr rudimentär ist. in der gemeinsam mit 
Kamlah verfaßten LogischenPropädeutik38 wird folgendes regelsystem angegeben:

 { terminus  Prädikator

terminus  explizit_vereinbart.

  daraus gewinnen Kamlah / Lorenzen die umgekehrte richtung

Prädikator, explizit_vereinbart  terminus

intuitionistic Logic«), goré (siehe r. goré, »dual intuitionistic Logic revisited«), und wansing 
(siehe h. wansing, »constructive negation, implication, and co-implication«; h. wansing, 
»negation in der konstruktiven Logik«) haben sich dieser terminologie angeschlossen, wo-
bei goré das symbol �< als alternative zur subtraktion –.  eingeführt hat (ohne Kenntnis von
M. J. boche  ́nski / a. Menne, GrundrißderLogistik). andere autoren wie wolter (siehe f. wolter,
»On Logics with coimplication«) und wolski (siehe M. wolski, »information quanta and ap-
proximation Operators: Once More around the track«) verwenden den terminus »co-impli-
kation« (unter benutzung einer anderen symbolik) in korrekter weise. wolter (a. a. O.) scheint
dabei der erste zu sein, der den terminus »co-implikation« vorgeschlagen hat. der fehler, die
subtraktion als dual zur implikation anzusehen, mag letztlich in einer verbandstheoretischen
terminologie begründet liegen, in der die implikation AB als relatives Pseudokomplement
auch in umgekehrter reihenfolge als B ¬ A notiert wurde, wie Lorenzen (siehe P. Lorenzen,
Einführung in die operative Logik und Mathematik, 55) anführt. der dazu duale Junktor ist
dann in der tat die subtraktion. genauer gesagt, würde A –.  B ausdrücken: »B co-impliziert
A«. wansing (siehe h. wansing, »constructive negation, implication, and co-implication«)
hat diese Redeweise sogar als die Lesart von A �< B vorgeschlagen, ohne allerdings, was kon-
sequent gewesen wäre, die notation der redeweise anzupassen. in den verbandstheoretischen
erörterungen der Operativen Logik behandelt Lorenzen die subtraktion, dort bezeichnet mit
» «, als dual zur konversen implikation » ¬ « (siehe P. Lorenzen, Einführungindieoperative
LogikundMathematik, 62). er weist mit recht darauf hin, daß die subtraktion in der Mengen-
lehre eine besondere signifikanz hat und daß dort z. b. das subtraktive analogon zur Peirceschen
aussage gilt (das Lorenzen als das »dual« zur Peirceschen aussage bezeichnet, weil er die Peirce-
sche aussage selbst mithilfe der konversen implikation ¬ formuliert). Letztlich geht die Konfusion
schon auf curry (siehe h. b. curry, Foundations of Mathematical Logic) zurück, der bei der
diskussion der von ihm so genannten »skolem lattices« sowohl implikative als auch subtrakti-
ve Verbände betrachtet (siehe h. b. curry, foundations of Mathematical Logic, 139 ff.). curry
bezeichnet die subtraktion als dual zur implikation, verwendet sie de facto aber wie Lorenzen
(siehe P. Lorenzen, Einführung indieoperativeLogikundMathematik) als dual zur konversen
implikation, indem er die implikation ausdrücklich umgekehrt notiert: »the operation dual to ply
[implikation, P. s. -h.] will be a kind of subtraction. we use the infix › – ‹ for it, the argument being
written, however, in the order which is customary in algebra, so that a − b is the dual of b  a.«
(h. b. curry, foundations of Mathematical Logic, 144).

38 w. Kamlah / P. Lorenzen, LogischePropädeutik, 78.
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und somit eine explizitdefinition des terminus »terminus«. Kamlah / Lorenzen sprechen 
hier von einem »abgeschlossenen« regelsystem, womit offensichtlich gemeint ist, daß die 
regeln in bezug auf »terminus« erschöpfend sind. d. h., sie haben offensichtlich eine art 
von definitorischer reflexion im blick, die ihnen eine regelumkehrung erlaubt.

die hier vorliegende situation ist jedoch eine andere als diejenige, die wir bisher be-
trachtet haben. Jetzt handelt es sich um regeln mit dem zu definierenden Zeichen (hier 
»terminus«) als Prämisse und nicht als Konklusion einer regel. in diesem fall werden zwei
erschöpfende Möglichkeiten angegeben, aus einer Prämisse etwas herzuleiten. während bei
der Zulässigkeitskonzeption bei mehreren definitorischen regeln für denselben regelkopf
die definitorischen bedingungen alternativ zu verstehen waren, sind nun die verschiedenen
definitorischen Konsequenzen derselben regelprämisse konjunktiv zu verstehen: in Loren-
zens beispiel können wir aus »terminus« sowohl »Prädikator« als auch »explizit_verein-
bart« gewinnen. das entspricht unserer idee, die Zulässigkeitsinterpretation insgesamt zu
dualisieren. dementsprechend wollen wir auch von »co-Zulässigkeit« sprechen.

definitorische regelsysteme erhalten nun eine etwas andere gestalt als bisher in 
dem sinne, daß sie nun beseitigungsregeln für das zu definierende atom sind. d. h., 
eine definitorische regel für A hat nun die form A  oder die form A  B. ersteres 
ist die konklusionslose regel, die der prämissenfreien regel  A bei der Zulässigkeits-
konzeption entspricht, letzteres ist eine regel, die es erlaubt, aus A eine definitorische 
Konsequenz B zu generieren, was bei der Zulässigkeitskonzeption der umgekehrten 
regel B  A zur einführung von a entspricht.

allerdings  sei  hier auf einen unterschied hingewiesen. bei der Zulässigkeitskon-
zeption konnte eine regel mehrere Prämissen haben: B1,…, Bn  A. entsprechend 
müßte man bei der dualisierten Konzeption regeln mit mehreren Konklusionen A  
B1,…, Bn einführen, und entsprechend einen dualisierten beweisbegriff verwenden, 
der von einzelnen annahmen ausgeht und sich nach unten zu mehreren Konklusionen 
verzweigt. so weit soll an dieser stelle nicht gegangen werden. der beweisbegriff soll 
derselbe sein wie vorher. grundsätzlich soll es daher auch möglich sein, definitorische 
regeln mit mehreren Prämissen zu verwenden. in diesem falle muß aber festgelegt 
sein, welche Prämisse als hauptprämisse fungieren soll, die also das definiendum dar-
stellt, das eliminiert werden soll. auf diese weise ist es möglich, im rahmen eines 
»konventionellen« ableitbarkeitsbegriffes atome in einer weise zu definieren, die ei-
ner oder-Verknüpfung entspricht (das Lorenzensche »terminus«-beispiel entspricht der
konjunktiven Verknüpfung). wir können jetzt definieren:

 { C , (A  D), (B  D)  D ,  

wobei die box das atom c als hauptprämisse der definitorischen beseitigungsregel 
ausweist. wir kommen in diesem rahmen natürlich nicht umhin, zu erläutern, was 
die implikationen im rumpf dieser regel bedeuten. wir müssen sie dann als iterierte 
Zulässigkeitsaussagen verstehen. alternativ können wir fordern, daß der rumpf einer 
regel immer aus einem einzigen atom besteht und die entsprechenden nebenprämis-
sen in der Konklusion verpacken, die jetzt eine iterierte implikation sein kann:

{ C  [(A  D, B  D)  D] .  
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da wir jetzt definitorische Klauseln ohne Konklusion verwenden, betrachten wir entspre-
chend beweise, die mit der leeren formel enden (wir können sie auch mit ? notieren, so
wie wir geschlossene (annahmenfreie) beweise als beweise aus > verstehen können.) wir
sprechen auch von konklusionsfreien beweisen. ein offener beweis ist dann ein beweis, 
der mit einer nichtleeren formel endet, während ein geschlossener beweis ein beweis ist, 
der mit der leeren formel endet. eine regel ist jetzt co-zulässig, wenn ihre anwendung 
aus geschlossenen (d. h. konklusionsfreien) beweisen eliminiert werden kann. 

so sind, wenn z. b.

 { C , (A  D), (B  D)  D 

eine erschöpfende definitorische Klausel für C ist, die umkehrungen A  C und B  C 
co-zulässig, was man wie folgt einsieht: die regel A  C sei in einem konklusionsfreien 
beweis angewendet. da c gemäß der definitionsregel von a nur als hauptprämisse ei-
ner entsprechenden beseitigungsregel angewendet sein kann, sieht der konklusionsfreie 
beweis, in der die regel A  C verwendet wird, wie folgt aus:

..

.
 


A_ 
C

A  C
A  D B  D________ 

D
 

  ..
.
                      .

unter Verwendung der nebenprämisse können wir direkt von A zu D übergehen,also 
ohne anwendung von A  C auskommen:

 ..
.
 

A_
D

 A  D

..

.
 .

analog verfährt man mit B  C.
entsprechend würden wir atome, die gemäß der co-Zulässigkeitskonzeption de-

finiert sind, durch Minimalitätsbedingungen statt durch Maximalitätsbedingungen 
charakterisieren. d. h., wenn C definiert ist durch

{ C  A


C  B

 
 
 und diese definition erschöpfend ist, d. h. eine erschöpfende festlegung der definito-
rischen Konsequenzen aus C darstellt, dann soll C die schwächste aussage sein, die 
sowohl A als auch B impliziert. genauer soll {C} die schwächste aussagenmenge sein, 
die sowohl A als auch B impliziert. da auf jeden fall die aussagenmenge {A, B} sowohl 
Aals auch B impliziert, istC schwächer als {A, B}, d. h. wir würden die implikation A, 
B  C als gültig ansehen. entsprechend würden wir bei der definition

 { C , (A  D), (B  D)  D 

c als die schwächste aussage auffassen, die zusammen mit A  D und B  D die aus-
sage d impliziert, woraus sich die gültigkeit von A  C und B  C ergibt. 
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diese Überlegungen bezogen sich nur auf Zulässigkeit und co-Zulässigkeit. sie las-
sen sich auch übertragen auf lokale begriffe der definitorischen reflexion sowie auf die 
inversion von negationsbegriffen. bei letzteren würde man z. b. ein atom als widerlegt 
ansehen, wenn man eine (nicht alle) ihrer definitorischen Konsequenzen widerlegen 
kann.

bei der hier nur angedeuteten dualisierung von Zulässigkeit und definitorischer 
reflexion sind noch viele Probleme zu lösen, vor allem dann, wenn man nicht auch den 
beweisbegriff komplett »auf den Kopf stellen« will, d. h. nur einfache Prämissen, aber 
mehrfache, disjunktiv verstandene Konklusionen zulassen will. das hauptproblem ist 
die erwähnte behandlung von iterierten implikationsaussagen, die in regeln eingehen, 
die den sinn von disjunktiv verstandenen atomen erfassen sollen. 

es sollte aber insgesamt klar geworden sein, daß definitionen die grundlage für 
inversionen, d. h. umkehrungen sein können. schlüsse generieren normalerweise keine 
umkehrschlüsse. definitorische Klauseln generieren jedoch sowohl schlüsse als auch 
umkehrschlüsse: während die schlüsse einfach die anwendung der definitorischen 
Klauseln sind, erwachsen die zugehörigen umkehrschlüsse aus der reflexion auf den 
erschöpfenden charakter der definition, d. h. aus der Überlegung, daß »nichts sonst« 
als die vorliegenden Klauseln das betrachtete atom definieren.

6. ausblick: dialogsemantik

bei der präsentierten Konzeption konnte man den eindruck gewinnen, daß wir pri-
märe und sekundäre schlüsse haben: Primäre schlüsse, die direkte anwendungen von 
definitorischen Klauseln sind, und sekundäre schlüsse, die man durch reflexion auf die 
definition als ganzes gewinnt. bei der in abschnitt 3 skizzierten inversion aufgrund 
von negativer information waren diese schlüsse sogar ausdrücklich als »direkt« und 
»indirekt« gekennzeichnet. das gilt nicht nur für die Zulässigkeits- und co-Zulässig-
keitskonzeption, sondern auch für die auf definitorischer reflexion aufbauende und
hier präferierte lokale Konzeption (abschnitt 2). Man kann sich fragen,  ob es nicht
möglicherweise eine alternative Konzeption gibt, bei der man zwar zu schlüssen und
umkehrschlüssen kommt, diese aber aus einem einheitlichen Prinzip entspringen, so
daß sie zwar wechselseitig inversionen voneinander sind, aber keine inferenz als schluß
gegenüber einem umkehrschluß ausgezeichnet ist.

ein möglicher ansatzpunkt für ein solches einheitliches Prinzip liefert die dia-
logsemantik. in dieser ebenfalls auf Lorenzen39 zurückgehenden Konzeption unter-
scheidet man zwischen spielebene und strategieebene. auf der spielebene werden 
angriffs- und Verteidigungsregeln für logische Zeichen definiert, auf der strategieebe-
ne werden Überlegungen angestellt, ob ein Proponent gegen jeden Opponenten eine 
gewinnstrategie hat. nur auf der strategieebene würde man unterscheiden zwischen 
gerechtfertigten schlüssen und deren gerechtfertigten umkehrschlüssen, nicht jedoch 

39 P. Lorenzen, »Logik und agon«; P. Lorenzen / K. Lorenz, DialogischeLogik.
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auf der spielebene. entsprechend erhält man gültige Paare von schlüssen und umkehr-
schlüssen unabhängig voneinander durch strategieüberlegungen in bezug auf einheitli-
che spielregeln. es werden also nicht umkehrschlüsse aus schlüssen gerechtfertigt.

dieser ansatz läßt sich auch auf den hier vertretenen definitorischen rahmen über-
tragen. es lassen sich angriffs- und Verteidigungsregeln für spiele definieren, die vor-
gegebene definitionen zum gegenstand haben. ein angriff auf ein definiertes atom 
würde z. b. verteidigt durch behauptung einer seiner definierenden bedingungen etc. 
wenn man das ausführt, erhält man die hier diskutierten schlüsse und umkehrschlüs-
se aus strategieüberlegungen für spiele über induktive definitionen. auf diese weise 
erhält man beide arten von schlüssen aus einer einheitlichen semantischen basis, die 
unterhalb der schlußebene liegt.

Man würde so die philosophische attraktivität der dialogischen oder spieltheoreti-
schen semantik fruchtbar machen, wonach die semantik von Zeichen auf der spielebe-
ne und nicht auf der (der ebene der beweise entsprechenden) strategieebene angesiedelt 
wird. inwieweit sich dieser ansatz als tragfähig erweist und die nicht-Kompositionali-
tät des strategiebegriffs nicht selbst wieder ein konzeptionelles Problem darstellt, muß 
noch untersucht werden.
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