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Kapitel 1

Phasenraum und
Phasenraumportraits

1.1 Einleitung

Isaac Newton (1643-1727) entwickelte im 17. Jahrhundert eine auflerordentlich erfolgreiche
Theorie der Bewegung massiver Korper. Diese Theorie beruht auf dem Grundbegriff des Mas-
sepunktes. Ein Massepunkt ist ein Teilchen ohne innere Struktur und Ausdehnung, dem eine
Masse m, eine Flugbahn r (t), sowie ein Impuls p (t) = mr (t) zu einem Zeitpunkt ¢ zuge-
ordnet sind. Oft kénnen Kérper mit endlicher Ausdehnung (z.B. Planeten) als Massenpunkte
idealisiert werden, wenn die Ausdehnung des Korpers im Vergleich zu den Abmessungen der
geometrischen Bahndaten des Korpers als klein angesehen werden diirfen. Ausgehend von vor-
gegebenen Anfangswerten r (t = tg) und p (¢t = tg) zur Anfangszeit ¢t = ¢y wird die Flugbahn

r (t) des Massepunktes als Losung der Newton’schen Bewegungsgleichung berechnet:
d
%p
Die auf den Massepunkt wirkende Kraft F ist i.a. eine Funktion der Zeit ¢, der Position r (t)
und der Geschwindigkeit%r (t) des Massepunktes.

(t)=F

Die Bewegung mehrerer Massenpunkte wird durch Angabe der individuellen Flugbahn r() (t)
jedes einzelnen Massepunktes m; beschrieben, wobei der Index j = 1,2, ..., N die Massenpunkte
unterscheidet und zihlt. Die Kraft FU), die auf das j—te Teilchen einwirkt, kann z.B. von der
Position r*) () und der Geschwindigkeit %r(k) (t) der iibrigen N — 1 Teilchen abhéingen. Diese
Eigenschaft bezeichnet man als Wechselwirkung. Da Teilchen nicht mit sich selbst wechselwir-
ken, gilt k # j, wobei 1 <k < N.

Die Aufgabe, aus gegebener Kraft F) und gegebenen Anfangswerten r() (t =ty) und
pt) (t =tg) die Flugbahn von Massenpunkten zu bestimmen, bezeichnet man als Kinema-
tik. Die Kinematik selbst ist aber nur eine Vorstufe zur Erforschung der Natur der auf die
Massenpunkte einwirkenden Kréfte. So geben die Kepler'schen Gesetze eine rein kinematische
Beschreibung der Planetenbewegung, wihrend Newton die Ursache der Bewegung der Planeten
aus seinem universellen Gravitationsgesetz ableiten konnte. Fiir N = 2 Massenpunkte m; (Er-
de) und mqy (Sonne) spiirt z.B. die Erde eine Anziehungskraft, die entlang der Richtung e(1:2)
der geraden Verbindungslinie zwischen den Massenpunkten orientiert ist:

FO = g ™M 502
e (£) - (1)
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In der Dynamik geht es vor allem darum, ein geeignetes Modell fiir die wirkende Kraft F()
zu finden und zu begriinden, welches als Ursache fiir die Beschleunigung von Massenpunkten
gelten kann.

Ausgedehnte massive Kérper werden also aus einer (geniigend grofien) Anzahl N von individu-
ellen Punktmassen zusammengesetzt angesehen, wobei z.B. die Erhaltung der dufleren geome-
trischen Gestalt des Korpers mittels Nebenbedingungen an die Koordinaten der individuellen
Massenpunkte aufrechterhalten wird. In dem Fall kénnen die Massenpunkte, aus denen der
Korper zusammengesetzt ist, nicht alle moglichen Positionen einnehmen, sondern nur diejeni-
gen, die mit den Nebenbedingungen kompatibel sind.

Das derart aufgebaute theoretische Gebdude zur Beschreibung der Bewegung individueller Mas-
senpunkte unter dem Einfluss von Kréften nennen wir heute die ” Klassische Mechanik” .

Hat man eine Anzahl N von Teilchen in einem Kasten mit starren Wénden, so scheint es
moglich, die Bewegung der Teilchen fiir jeden zukiinftigen (oder vergangenen) Zeitpunkt vor-
herzusagen. Man braucht nur zu einem bestimmten Zeitpunkt die Position r() (t = t4) und
Geschwindigkeit %r(j ) (t = tg) jedes Teilchens im Kasten zu einem Anfangszeitpunkt ¢ = ¢, zu
messen. Vorausgesetzt diese Messungen werden mit entsprechender Genauigkeit durchgefiihrt,
ist die Vorhersage der zeitlichen Entwicklung der Teilchen im Kasten im Prinzip mit jeder
gewiinschten Genauigkeit erreichbar. Diese kinematische Vorstellung begriindete das in der
Physik des 18. und 19. Jahrhunderts vorherrschende Paradigma der deterministischen Natur-
beschreibung. Der Glaube an den Determinismus beruhte nicht zuletzt auf dem iiberwiiltigenden
Erfolg bei den Anwendungen der Mechanik auf Probleme der Astronomie (Himmelsmechanik)
und der Technik (Schiffbau, Bauwesen, Artillerie). Eine ganz wesentliche Eigenschaft der Me-
chanik, die zu ihrer grofien Akzeptanz bei allen Wissenschaftlern fiihrte, ist ihre Anschaulichkeit.
So kann z.B. jeder sehen, wie der Zusammenstofl zweier Billardkugeln erfolgt. Umgekehrt lsst
sich die Anschauung iiberpriifen, indem der genaue Bahnverlauf mit den Gesetzen der Mechanik
berechnet wird.

Heute wissen wir, dass dem Determinismus der ” Klassischen Mechanik ” Grenzen prinzipieller
Art gesetzt sind. So ist die Langzeitprognose der zeitlichen Entwicklung eines nicht integrablen
mechanischen Systems problematisch, da z.B. eine noch so kleine Stérung der Anfangsdaten im
Lauf der Zeit exponentiell verstirkt werden kann. Dieser Umstand hat dazu gefiihrt, dass die
” Klassische Mechanik 7 inzwischen durch die ” Chaostheorie” und die ” Nichtlineare Dynamik”
ergéinzt wurde.

Es ist sehr niitzlich, die zeitliche Entwicklung einer Anzahl N individueller Massenpunkte, aus
denen ein mechanisches System zusammengesetzt sei, als Bewegung eines Punktes

I'(t) = (q¢(t),p(t) = (q1,---,G3N ;P15 - - -, P3N)

in einem hochdimensionalen Raum, dem 6 N-dimensionalen Phasenraum aufzufassen. Fiir N
Teilchen nummerieren wir z.B. die kartesischen Koordinaten des ersten Teilchens als ¢, q2, g3,
die des zweiten Teilchens als qq4, g5, gs und schliellich die Koordinaten des N-ten Teilchens als
G3N—2,93N—1,93N, wobei j = 1,...,3N und N die Anzahl der Teilchen in D = 3 rdumlichen
Dimensionen ist. Entsprechend verfahren wir mit den Impulsen der Teilchen. Ahnlich wie in der
vierdimensionalen Raum-Zeit der Speziellen Relativitidtstheorie, in der Punkte der Raum-Zeit
als Ereignisse bezeichnet werden, nennt man die Punkte eines Phasenraumes auch Zusténde
eines mechanischen Systems. Die im Verlauf der zeitlichen Evolution des Systems entstehenden
Zusténde T'(t) die von einem Anfangszustand I'(¢t = ¢y) an ausgehen, nennt man Trajektorie.
Auferst interessant fiir uns ist die zeitliche Entwicklung eines Ensembles von Zustinden
I'(t = tg), die zu einem Anfangszeitpunkt ¢ = ¢y ein Gebiet Q(¢t = ty) im Phasenraum mit
Volumen |[Q(t = ty)| einnehmen, sozusagen eine ,, Wolke* von Anfangszusténden. Jeder solche
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Zustand T'(t = to) aus der urspriinglichen Anfangswolke Q(t = to) wird durch die Hamilton’sche
Dynamik auf einen Zustand I'(t = ¢1) zur spiiteren Zeit ¢t = ¢; abgebildet. Die Gesamtheit die-
ser Zustinde I'(t = t1) bildet ein Gebiet Q(t = ¢1), welches das Bild der urspriinglichen Wolke
von Anfangszustéinden Q(¢t = tg) ist. Die geometrische Gestalt des Gebietes Q(t = t1) kann
erheblich von derjenigen von Q(t = to) abweichen. Der Satz von Liouville spielt dabei eine
grofle Rolle. Er besagt, dass bei Hamilton’schen Systemen im Lauf der zeitlichen Evolution
das Volumen solcher Gebiete im Phasenraum konstant bleibt, also |[Q2(t = )| = |Q(t = t1)|
fiir beliebige spétere Zeitpunkte ¢; > to. Die Gesamtheit aller Zusténde I'(t) im Phasenraum
zu einem Zeitpunkt ¢ kann man sich als Momentaufnahme der Teilchen in einer stréomenden
Fliissigkeit vorstellen. Der Satz von Liouville besagt dann, dal diese 'Phasenraum-Fliissigkeit’
inkompressibel ist.

Der Satz von Liouville besagt auch, dass die Dichte von Teilchen im Ortsraum nur dann erhcht
werden kann, wenn man gleichzeitig die Dichte im Impulsraum verringert, und umgekehrt. Diese
,Unschéirfe-Relation“ betrifft aber lediglich die Dichte im Phasenraum, aber nicht die Position
und den Impuls individueller Teilchen, worin ein wichtiger Unterschied zur Quantenmechanik
besteht.

Das Konzept des Phasenraums liefert die Moglichkeit, die zeitliche Entwicklung von dynami-
schen Systemen in einem Phasenraumportrait zu veranschaulichen, ohne dafiir die Lésungsfunktionen
explizit berechnen zu miissen. Man kann so qualitative Aussagen iiber Systeme mit analytisch
nicht 16sbaren Differentialgleichungen bzw. chaotische Systeme machen.

1.2 Dynamik von Massepunkten, Verallgemeinerte Koor-
dinaten und Impulse

Die Dynamik einer Anzahl N von Massepunkten m;* ist im Allgemeinen durch die Newton’schen
Bewegungsgleichungen

mg;(t) = Fj(q,4,t)
gegeben. Hier ist
) d
q;(t) = —-4;(t)
die zeitliche Ableitung der Koordinate g;(t).

Oft ist es zweckmiilig, die 3N Newton’schen Differentialgleichungen zweiter Ordnung als System
von 6N DGL’en erster Ordnung zu schreiben.

q;(t) = %
py(t) = Fi(a. 1)

Hierbei ist p;(t) der Impuls. Dieser technische Trick liegt den spéter zu behandelnden Hamil-
ton’schen Bewegungsgleichungen zu Grunde:

. 0H (q,p,1)
() = — 287
.y OH(g,p,t)

IDer Einfachheit halber betrachten wir identische Teilchen mit Masse mj = m.
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Im einfachsten Fall eines konservativen Systemes ist H die Summe aus kinetischer und poten-
tieller Energie, also

H=K+V.

Fiir ein Teilchen der Masse m in D = 1 rdumlichen Dimensionen ist

H(q,p) = om T V(q)

1.2.1 Freies Teilchen

Ein Teilchen, auf das keine Krifte wirken, heif3t freies Teilchen. Die Bewegungsgleichung eines
freien Teilchens in D = 1 rdumlichen Dimensionen lautet

mg(t) =0
Umgeschrieben als System von Differentialgleichungen erster Ordnung:

{ () =P
plH) =0

Dieses System besitzt die Losung

p(t) = mug = const.

q(t) = vot + qo
Hierbei sind vg und ¢y Integrationskonstanten, die den Anfangsort gy und die Anfangsgeschwin-
digkeit vy festlegen.
Das Umschreiben eines Systems von 3N DGL’'n zweiter Ordnung als System von 6N DGL’n
erster Ordnung ist nicht eindeutig. Hier ist ein anderes, alternatives System von DGL’n erster

Ordnung, welches ebenfalls d&quivalent zu den Newton’schen Bewegungsgleichungen eines freien
Teilchens ist:

p = Fy = const.
mq =p — Fot
Es folgt als Losung dieses alternativen Systems

p(t) = Fot + mug

1 1
mq(t) = §F0t2 + mugt — §F0t2 + mqo,
also

q(t) = vot + qo

Die festgestellte Nicht-Eindeutigkeit der Definition des Impulses p(t) ist im Rahmen der spéter
zu diskutierenden kanonischen Transformationen zu erkldren. Es gibt also mehr als eine Mo6g-
lichkeit von 3N Differentialgleichung zweiter Ordnung zu einem System von 6 N DGLn erster
Ordnung iiberzugehen.
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N

Q

Abbildung 1.1: Potential und Phasenraumportrait des harmonischen Oszillators

1.2.2 Portrait des Harmonischen Oszillators im Phasenraum

Es ist sehr niitzlich, die zeitl. Entwicklung eines mechanischen Systems als Bewegung eines
Punktes T'(¢t) = (¢(t),p(t)) = (q1,-.-,93N,P1,---,p3n) im 6N dimensionalen Phasenraum
aufzufassen. Wir betrachten die Bewegung eines Massepunktes in D=1 Dimensionen unter dem
EinfluB einer anziehenden elastischen Kraft F' = —kq (k = const., k > 0).
Man erhélt aus der Newton’schen Bewegungsgleichung die Bewegungsgleichung des harmoni-
schen Oszillators zu

mg+ kq = 0.

Die zugeordneten Hamilton’schen Bewegungsgleichungen lauten:

i =2
(6) = ka1

Mit der Kreisfrequenz w = \/%, ergibt sich die Losung zu

q(t) = acos(wt + «)
p(t) = —mwasin(wt + @)

Im Phasenraum bewegt sich der Punkt I'(t) = (¢(¢), p(t)) auf einer Ellipse mit den Halbachsen

2B
TNV

b=mwa=vV2mE
wobei )
p k o k o
Ezi - —
om 27 =3¢

die Gesamtenergie des Systems darstellt. Hierbei ist a die maximale Auslenkung des Oszillators.
Die Trajektorie I'(t) = (q(t), p(t)) lduft im Phasenraum auf einer Ellipse:

() (22 -
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Die Flache dieser Ellipse ergibt sich zu

A(E)=m-a- (mwa) = QWEﬁ

Man erhélt fiir die Ableitung der Fliche nach der Energie eine Konstante

a _, jm
dE - "\ %

Bei néherer Betrachtung ist diese Konstante gerade die Periode der zugeordneten harmonischen

Schwingung
27 m
T = — = 2 —_
w T V &

Das Ergebnis T = % ist auch fiir anharmonische Schwingungen giiltig, wie wir noch zeigen
werden.

1.2.3 Abstoflende elastische Kraft

/ \ I E<0

E>0

Abbildung 1.2: Potential und Phasenraumportrait fiir ein Teilchen unter dem Einfluss einer
abstoflenden elastischen Kraft

Wir betrachten die Bewegung eines Massepunktes in D=1 Dimensionen unter dem Einfluss
einer abstofenden elastischen Kraft F' = +kq (k = const., k > 0). Die Newton’sche Bewegungs-
gleichung ergibt fiir das Teilchen die DGL

mg — kq = 0.
Die zugeordneten Hamilton’schen Bewegungsgleichungen lauten

p(t)

Dieses System unterscheidet sich vom System des harmonischen Oszillators nur in einem Vor-
zeichen, dieser Umstand sorgt aber fiir ein vollig anderes Phasenportrait. Fiir dieses Problem
gibt es zwei Losungstypen:
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E < Vy:
; . q(t) = £a cosh(wt)
Losung: { p(t) = mwasinh(wt)
Dies entspricht einem Teilchen mit einer auf den Ursprung hingerichteten Anfangsge-

schwindigkeit, von der Position ¢(—o0) = oo ausgehend. Das Teilchen kehrt zum Zeit-
punkt £ = 0 bei ¢ = +a um. Fiir die Energie des Teilchens gilt

k
E = —7042 + %'
2
E > Vy:
some. | alt) = Fasinh(wt)
Losung: { p(t) = +mwa cosh(wt)

Fiir t = 0 gilt p = £mwa. Das Teilchen kehrt nicht um, sondern iiberwindet den ,,Poten-
tialwall“.

Wie im Phasenraumportrait gut zu erkennen ist, trennen Asymptoten p = +mwa die Gebiete
in denen E < Vjp und E > Vj gilt. Im Phasenraum bewegt sich der Punkt I'(¢) = (¢(t),p(¢))
auf einer Hyperbel. Der Punkt (¢ = 0,p = 0) ist ein instabiler Gleichgewichtspunkt.

1.2.4 Phasenraumportrait eines Systems in D=1 Dimensionen mit
» W-Potential“

D . (o).
RN

q % [¢7]
Abbildung 1.3: ,,W-Potential“ und zugehorige Trajektorienschar im Phasenraum

Die Newton’sche Bewegungsgleichung fiir die Bewegung eines Massenpunktes in D = 1 Dimen-
sionen unter dem Einflusss einer allgemeinen konservativen Kraft F'(q) = —% lautet

mg + iV(q) =0.
dq
In der Abbildung 1.3 ist als Beispiel ein W-Profil der potentiellen Energie dargestellt. In der
Umgebung der lokalen Minima bei ¢ = ¢; und ¢ = g2 kann der Verlauf des W-Profils durch
eine Parabel mit positiver Kriimmung (Potential eines harmonischen Oszillators) angenéhert
werden. In der Umgebung des lokalen Maximums bei ¢ = gy kann der Verlauf des W-Profils
durch eine Parabel mit negativer Kriimmung angenihert werden (Potential der abstofenden
konstanten Kraft). Entsprechend zeigt das Phasenraumportrait in den jeweiligen Gebieten ge-
nau den Verlauf, den man durch Zusammensetzung der beiden Losungen fiir abstoflende und
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anziehende Kraft erwarten wiirde. Ist die Energie nicht grofl genug um das Maximum bei ¢g zu
iiberwinden, dhnelt das Phasenraumportrait um die Minima ¢; und ¢ mit kleiner werdender
Energie immer mehr den Ellipsen im Phasenraumportrait des harmonischen Oszillators.

Die Geraden

) d*v
9=4qo0

separieren Gebiete im Phasenraum mit Energie £ > V(qp) und E < V(qo).

1.2.5 Phasenraumportrait eines Systems mit periodischer Kraft

Abbildung 1.4: Phasenraumportrait einer periodischen Kraft

Als Beispiel soll das mathematische Pendel dienen. Dieses bewegt sich in einem Potential der

Form
V = mgl(1 — cos ¢).
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Die Newton’sche Bewegungsgleichung beziiglich der Winkelvariablen ¢ lautet
b+ % sing = 0.

Wie im Bild zu sehen ist, setzt sich das Phasenraumportrait aus Abschnitten abstolender Kraft
und Abschnitten anziehender Kraft zusammen, die sich periodisch wiederholen. Drei Teile sind
zu unterscheiden: Im Bereich um das Minimum geht das Phasenraumportrait mit fallender ki-
netischer Energie in das Portrait des harmonischen Oszillators {iber, grofiere kinetische Energien
erzeugen Ellipsen. Ist die Energie des Pendels gro genug, so kommt es zum Uberschlag. Die
Trajektorie, die Ellipsen und Uberschliige trennt, nennt man Separatrix, anschaulich stellt sie
die Trajektorie dar, auf der das Pendel gerade genug Energie hat, um senkrecht nach oben zu
stehen.

1.3 Periode eines nichtlinearen Oszillators

Fiir ein allgemeines Potential V(q) zeigen die bisher betrachteten Beispiele bereits, dass die
Trajektorien I'(t) = (¢(t), p(t)) im Phasenraum sehr komplizierte Bahnen durchlaufen kénnen.
Bei nichtlinearen Schwingungsproblemen durchléuft I'(¢) eine geschlossene Kurve, die erheblich
von einer Ellipsenbahn abweichen kann. Nach der Umlaufzeit 7" wird die Kurve von Neuem
durchlaufen: T'(t + T) = I'(¢). In einem konservativen System erfolgt die Bewegung unter der
Nebenbedingung der Erhaltung der Energie:

p(t)*
2m

E= + V(q(t)) = const.
Diese Beziehung liefert den Impuls p(t) zu

p=2m(E -V (q))

Die Zeit T fiir einen Umlauf ist

1 m
m d
—far = E]f dq/2m(E —V(q))

d  dA(E)

dE

Hier ist A(E) das von der Trajektorie I'(t) eingeschlossene Phasenraumvolumen (Fléche).
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p Es gilt

A(E):]{dq-p: /+/ dg-p

cy C_

p=+ 2m E - V(q)

Dabei ist C'y der (rot markierte) Weg iiber

_ m der ¢-Achse und entsprechend C_ der (griin
p=-yzmE-Vi markierte) Weg unter der g-Achse.

Damit ist allgemein gezeigt, dass auch fiir eine anharmonische Schwingung in D = 1 Dimensio-
nen die Ableitung der von der Trajektorie T'(t) eingeschlossenen Fliche A(FE) nach der Energie
E gleich der Periodenzeit T fiir einen Umlauf ist:

_ dA(E)
= dE

Mit Hilfe dieser Beziehung kann zum Beipiel die Schwingungsdauer des mathematischen Pendels
explizit berechnet werden.

1.4 Zeitliche Evolution im Phasenraum

Wir betrachten eine ,,Wolke* von Anfangswerten zur Zeit ¢ = 0. Es sei 0G(t = 0) der Rand
einer Menge G(t = 0) von Anfangswerten im Phasenraum:

q(t =0) = qo }

p(t=10) = po

Gt =0) = {<qo,po>

fiir ein Teilchen der Masse m, welches sich in D = 1 Dimensionen unter dem Einfluss einer
abstoflenden konstanten Kraft (k > 0) bewegt.

.D

g=—
m

p=kq

Die Integration dieser Bewegungsgleichungen zu jeweils verschiedenen Startwerten (qo, po) ergibt
mit w = \/% eine Schar von Losungen:

g\ t) = Q(N) cosh(wt) + ];E:\])

p(A, 1) = mwQ(A) sinh(wt) + P(A) cosh(wt)

sinh(wt)

Hier parametrisiert A die Gesamtheit der Startwerte (go,po), die auf dem Rand OG(t = 0) des
Gebietes G(t = 0) im Phasenraum liegen:
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q q
Abbildung 1.5: Phasenraum zu zwei Zeitpunkten ¢ = 0 und ¢ = ¢
gAt=0)=Q(\) = Qo cos()) (1.1)
p(A,t=0)=P(\) = P, — Pysin(}\) (1.2)

Im vorliegenden Fall ist G(t = 0) eine Wolke von Anfangswerten in Gestalt einer Ellipse:

A 2 B 2
<Q( )> n <P(>\) P1) <1
Qo Py
Im Verlauf der Zeit deformiert sich diese Wolke von Anfangswerten G(t = 0) zu einer immer
mehr gestreckten und gestauchten Ellipse G(¢) (sieche Abbildung 1.5). Der Flicheninhalt |G (¢)]

des Gebietes G(t) bleibt dabei konstant. Wir berechnen diesen unschwer als Integral iiber den
Rand 9G(t):

i dq(A,t)
J [

= / d\ [dQ(/\) cosh(wt) + mi PR sinh(wt)] . [mwQ()\) sinh(wt) + P(\) cosh(wt)

dA w dA
0
=71Qo P [cosh2 (wt) — sinh? (wt)] = TQo Py
= |Gt =0)]

Also haben wir herausgefunden: der Flicheninhalt |G(t)| der gestreckten Ellipse G(t) ist gleich
dem Fldcheninhalt |G (¢t = 0)| des Gebietes G(¢ = 0). Der Fliicheninhalt bleibt bei der zeitlichen
Evolution konstant.

Dieses fiir den Spezialfall der Dynamik eines Teilchens unter dem Einfluss einer konstanten
abstofenden Kraft und einer Wolke von Anfangswerten in Gestalt einer Ellipse im Phasenraum
hergeleitete Ergebnis darf groflere Allgemeinheit beanspruchen.

Betrachte die Dynamik eines Teilchens der Masse m in D = 1 Dimensionen unter dem Einfluss

einer allgemeinen konservativen Kraft F'(q) = —d‘g—gq):

dVig(A.t)]

dq =0.

mg(A,t) +

Die Energie einer Wolke von Anfangswerten ist eine Erhaltungsgrofie beziiglich zeitlicher Evo-

lution:
~ p(\t)?

E(\) o

+ Vig(A 1)),
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also
dE(X)
dt
Die Koordinaten der Phasenraumpunkte auf dem Rand 0G(t) des Gebiets G(t) zur Zeit ¢ seien
nun ¢(\,t) und p(A,t). Wenn der Parameter von A = 0 bis A = 27 14uft, so durchlduft der
Punkt T'(\, t) = (g(A, 1), p(A, 1)) bei festgehaltener Zeit ¢ den Rand 0G(t) des Gebietes G(t).
Wir berechnen jetzt die Ableitung der von der geschlossenen Randkurve eingeschlossenen Fléche

=0.

GO = fannn) - ponn = [ D00
0

zur Zeit t.

2
G601 = [ o[ Foun s
0

Zieht man die Ableitung unter das Integral, erhélt man geméfl der Produktregel
2m

_ 9%q dq Op
= / ax [amﬂ’“’ D+ amt}
0

Partielles Integrieren des ersten Terms bzgl. A liefert

27
_ da Op | Oqdp
_/dA {_dtak—i_a)\dt
0

Die Randterme bei der partiellen Integration fallen weg wegen ¢(A = 0,t) = ¢(\ = 27,t) und
p(A=0,t) = p(A = 27, t) (geschlossene Randkurve). Unter Beriicksichtigung der Newton’schen
Dynamik %q =2 und %p = fa%V(q) folgt schliefllich

_ 7& {_Pap _ ‘%GV(Q)] _ —7d)\a [192 +V(q)}
0

moX O\ Oq o\ | 2m
0
T oB
:_/dAT(A):-(E(A:%)—E(Azo))zo
0

Es gilt ‘g—f # 0, da Teilchen mit unterschiedlichen Startwerten (qo,po) verschiedene Energie
haben konnen. Damit ist bewiesen:

|G(t)| = |G(t = 0)] = const.

Fiir den Fluss im Phasenraum betrachtet man ein Gebiet in der (p, ¢)-Ebene. Jeder Punkt eines
solchen Gebietes stellt einen erlaubten Anfangswert (einen ,,Zustand“) fiir die Position ¢(t = 0)
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und den Impuls p(t = 0) eines Teilchens dar (, Wolke“ von Anfangswerten). Bewegt sich nun
jeder Punkt f(t) = (q(t),p(t)) gemif der Dynamik
: p(t)
t) = 87
q(t) ="

p(t) = f(g,p,1)

im Phasenraum, so #ndert sich die Gestalt der ,,Anfangswert-Wolke* zum Zeitpunkt ¢ = 0
im Laufe der Zeit. Diese Verwandlung des Gebietes Gy zum Gebiet G; kann als , Fluss“ im
Phasenraum in Analogie zur Bewegung von Partikeln in einer stromenden Fliissigkeit aufgefasst
werden. Falls die einwirkenden Krifte konservativ sind besteht eine enge Analogie zu einer
inkompressiblen Fliissigkeit.

Die festgestellte Konstanz des Phasenraumvolumens stellt einen Spezialfall des Satzes von Liou-
ville dar, der besagt, dass das Phasenraumvolumen unter kanonischen Transformationen inva-
riant bleibt.
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1.4.1 Beispiel - Freier Fall

Wir betrachten die Bewegung eines Massenpunktes im konstanten Gravitationsfeld:

t) = t
d, ¢, p(t) flng +Po
277 a(t) = 298 + Pt 1 g0
a b 2 m
t t
Die Wolke von Anfangswerten ist ein recht-
do c eckiges Gebiet im Phasenraum:
(o]
—0) = 0<¢=<Q
222 ce-0-{unfy 2041

o] (0]

Die Punkte dieses Rechtecks werden im Verlauf der Zeit in ein Parallelogramm G(t) abgebildet

at =\ 79t ,mg
2
L s
bt = igt + q0, mgt
G(t) =< (q(t),p(t))| Eckpunkte des Parallelogramms 1 "
o= (g + 2204 t
+= {39 do, mgt + po
m
1 t
d, = <gt2 + PO gt +po>
2 m

Natiirlich gilt wieder

|G(t)] = (bt —at)1 - (di — ar)2 = po - g0 = |G(t = 0)]
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1.4.2 Beispiel - Reflektion an einer Wand

Wir betrachten den elastischen Stof eines fr-
eien Teilchens in D = 1 Dimensionen an einer
Wand an der Stelle ¢ = ¢*. Vor dem Auftref-
fen auf die Wand gilt:

p(t) = po
g(t) = Pt 4 ¢
m

Nach dem Sto kehrt sich die Richtung des
Impulses um : pg — —pg. Sei

Gt =0)] = / daodpo
G(i=0)

der Flidcheninhalt einer Wolke von Anfangs-
werten im Phasenraum.

Dieses Gebiet wird durch die Dynamik des freien Teilchens auf ein neues Gebiet G(¢) mit

Flédcheninhalt
GOl = [ dat)dp(t)
G(t)
abgebildet. Nach der Transformationsregel fiir Bereichsintegrale (siehe ( )) besteht

der Zusammenhang:

Op(t)  9p(t)
G(t) = / det adqff‘;) 6%%‘;) dpo dqo
G(1=0) Ipo 9qo

Jacobi-Determinante

Die Elemente der Jacobideterminante? berechnen sich zu

1

det +
o

-

Der Inhalt des Gebietes G(t) ist manifest zeitlich konstant!

1.4.3 Beispiel - Harmonischer Oszillator

Die gefundene Flachenerhaltung einer Wolke von Anfangswerten im Phasenraum lédsst sich auch

fiir den harmonischen Oszillator zeigen:

mg(t) +kqg=0

2Die Jacobideterminante wird oft kiirzer in der Form

9(q,p)

5(a0.00) dargestellt.
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Das zugeordnete System von DGL’n erster Ordnung ist

Sleer-0 5[]

Um die beiden Differentialgleichungen zu entkoppeln, betrachten wir nun als Erstes die Matrix

0 ) _.
(5 §) =

Eine Losung ist durch die Exponentialfunktion® gegeben. Mit der Matrix M ergibt sich die
Losung des DGL-Systems in kompakter Form zu

5] - 325
. M NN SN 22

P =2, S = 2 T L T

n=0 : =0

= () )
= o]+ T ——
;0 (27)! = (2j+1)

In der letzten Zeile wurde benutzt:

0o L o L k(1 0 k
2 _ m m —_ _
M _<—k o) (—k o)‘ m(O 1) —
Es folgt mit w = \/%

bo .
t) = qo - cos(wt) + — s t
alt) = a0 - cos(wt) + 2 - sin(wr)
p(t) = —mwqo sin(wt) + po cos(wt)
Die Jacobideterminante ergibt sich zu

A(q(t),p(1)) zdet( cos(wt) L sin(wt)

mw = cos?(wt) + sin®(wt) = 1
9(qo,po) ) ) 0

—mwsin(wt)  cos(wt)
Es folgt also nach der Substitutionsregel fiir Bereichsintegrale fiir den Inhalt des Gebiets G(t):

9(q(t), p(t))

dqod
(g0 po) 0O

col= [ awamn - [

G(t) G(t=0)

3Die Exponentialfunktion mit einer Matrix M im Argument ist folgendermafien definiert:
o o] Mn

!
ne0 n:

exp(M) =
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Da die Funktionaldeterminante gleich 1 ist, folgt weiter

= / dgodpo = |G(t = 0)|

G (t=0)

Hier ist G(t) das durch die Abbildung (q(t),p(t)) vermittelte Bild des Urbilds G(t = 0) im
Phasenraum.

1.4.4 Allgemeine konservative Kraft

Wir betrachten nun die Dynamik eines Massenpunktes in D = 1 Dimensionen unter dem
Einfluss einer (allgemeinen) konservativen Kraft F'(q) = —a@qV(q):
. p(t)
t) = —=~
q(t) ==~
. oV (q)
t) = — .
p(t) a4

Fiir eine infinitesimale Zeitspanne At ergibt eine Taylorentwicklung:

q(t + At) = q(t) + %At + o(At)?
OV (q(t))
0

At + o(At)?
q

plt + At) = p(t) -

Die Berechnung der Jacobideterminante ergibt

Oq(t + At)  Oq(t + At) 1 At
dlq(t + At), p(t + At)] dq(t) ap(t) _ m
DN 8p<5q2)m> apgpz)Aw () s

q P q

_ ., (A (9*V(g)
B ( 9g*(t) >q:q(t)

Zur Zeit t + At nimmt das Gebiet den Flidcheninhalt G(t + At) ein.

O(q(t + At), p(t + At))

A(q(t), p(t))
14+o0(At)2

Gt + Ab)| = / dq(t + A dp(t + AL) = /
G(t+At) Gt

dq(t)dp(t)

_ / dq(t)dp(t) + o( A2 = |G (1) + o(At)?
G
Somit folgt
|G(t + At)| — |G(1)]
Al

= o(At)

und schliellich fiir At — 0:

d
Zlaw=o.
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Dieser Sachverhalt ist in Ubereinstimmung mit dem Satz von Liouville (nach Joseph Liouville?).
Fiir den Spezialfall der Newton-Dynamik in D = 1 rdumlichen Dimensionen eines Teilchens
unter dem Einfluss einer konservativen Kraft haben wir gezeigt:

G(t = 0)] = f dq~p:7§dq~p:|G<t>\

9G(t=0) ac(t)

= / dqo dpo = / dq(t) dp(t) = / Mdflo,dpo
d(qo,po)

G(i=0) Gt) Gt)

Die im Abschnitt 1.4.4 verwendete Beweisfithrung der Konstanz des Phasenraumvolumens im
Lauf der zeitlichen Evolution des Systems kann leicht auf den allgemeinen Fall der Newton-
Dynamik von N Teilchen, die sich unter dem Einfluss konservativer Krifte bewegen, verall-
gemeinert werden. Dieser Sachverhalt spielt sowohl in der statistischen Mechanik, wie auch
in der Quantenmechanik eine Rolle, denn die Aussage ist nichts anderes, als dass die Dichte
von frei fliegenden Teilchen im Ortsraum nur dann erh6ht werden kann, wenn gleichzeitig die
Dichte im Impulsraum verringert wird (Satz von Liouville). Die Konstanz des Phasenraum-
volumens im Lauf der zeitlichen Evolution ist i.A. nicht gegeben, wenn es sich um eine sog.
, Nicht-Hamilton’sche® Dynamik handelt.

1.5 Zyklische Variable und periodischer Orbit

Betrachten wir ein Gebiet G(¢) im Phasenraum fiir die Dynamik eines Teilchens in D = 1
Dimensionen, so ist der Rand 0G(t) des Gebietes bei einer periodischen Bewegung des Teilchens
eine geschlossene Kurve. Diese Kurve wollen wir hier als periodischen Orbit bezeichnen. Im
Flussbild des Phasenraums bedeutet dies, dass die Punkte von 0G (¢t = 0) im Lauf der zeitlichen
Evolution des Systems auf sich selbst abgebildet werden!
In diesem Fall nennt man das Integral

1= / dq-p

9Go

»zyklische Variable®. Fiir den harmonischen Oszillator sei diese exemplarisch vorgerechnet:

g\, t) = acos(wt + A)
p(A\,t) = —mwasin(wt + )

Bei festgehaltener Zeit ¢ durchlaufen die Punkte ¢(A,¢) und p(A,t) den Orbit G(¢), wenn A von
0 bis 27 variiert. Wir berechnen unschwer

27

I= 7{ dg-p= / dA mwa [sin(wt + A) - a - sin(wt + A)] (1.3)
9Go 0
ka® 2
= mmwa® = 2w%w(%) = UWE (1.4)

wobel E = gaQ.

4Joseph Liouville


http://de.wikipedia.org/wiki/Joseph_Liouville
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In der ,alten“ Quantenmechanik von Sommerfeld® und Bohr® wurde gemiB der Vorschrift
I = nh eine Quantisierung” eingefiihrt. Dies fithrt zu erlaubten Energieniveaus E, = nhw
mit n = 0,1,2,3,.... Das Resultat der ,neuen“ Quantenmechanik nach Werner Heisenberg
und Erwin Schrodinger enthélt als Ergebnis fiir die diskreten Energieniveaus des harmonischen
Ostzillators noch die so genannte Nullpunktenergie:

E,=(n+12)hw

5 Arnold Sommerfeld, deutscher Mathematiker und theoretischer Physiker.
SNiels Bohr, dinischer Physiker, seinen Namen trigt das ,,Bohr’sche Atommodell“
"h ist das Planck’sche Wirkungsquantum, h = %


http://de.wikipedia.org/wiki/Werner_Heisenberg
http://de.wikipedia.org/wiki/Erwin_Schr%C3%B6dinger
http://de.wikipedia.org/wiki/Arnold_Sommerfeld
http://de.wikipedia.org/wiki/Niels_Bohr
http://de.wikipedia.org/wiki/Bohr'sches_Atommodell
http://de.wikipedia.org/wiki/Planckkonstante
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Kapitel 2

Charakteristische Funktion von
Hamilton

2.1 Wirkungsintegral in D=1 rdumlichen Dimensionen

Ausgehend von dem Ausdruck fiir die Gesamtenergie in einem konservativen System

ergibt sich sofort der Energieerhaltungssatz:

dE. p . OV . p oV ovV\ p

dt m dq m 0q dq ) m
Auflosen der Gleichung 2.1 liefert den Impuls p als Funktion der Energie £ und der Lagekoor-
dinate ¢:

p(g, E) = v2m(E = V(q)) (2.2)

Als nichstes betrachten wir das so genannte ,, Wirkungsintegral“! fiir Systeme mit Energie als
Erhaltungsgrofe:

q2

S(g2,q1,E) = /dq~p(q,E) (2.3)

q1

Indem wir nach der oberen bzw. unteren Integrationsgrenze ableiten, ergibt sich:

0S8
p1 = _Tm(qQ’ql’E) (2.4)
0S
P2 = T%(QmCIl»E‘) (25)

IEine Wirkung ist das Produkt aus Energie und Zeit. Der spiter zu besprechende Hamiltonformalismus ist
ein von der Wirkung ausgehender Formalismus, der verlangt, dass ein System sich immer so verhilt, dass seine
Wirkung stationédr ist. Auch die Maxwellschen Gleichungen der Elektrodynamik und die Schrédingergleichung
der Quantenmechanik kann man aus der Forderung einer stationdren Wirkung herleiten.


http://de.wikipedia.org/wiki/Wirkung_%28Physik%29
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Anhand des Wirkungsintegrales lésst sich die Zeitspanne ausrechnen, um vom Ort ¢; nach g
zu gelangen. Beachte: Die Ableitung der Wirkung nach der Energie ist die Zeit.

ta q2 gt q2 1 q2
t2—t1:/dt:/dqd—:/dqd—q:/dqm (2.6)
q dq p
t1 q1 q1
q2

q1

m o q2
:ql dq B V) = aqu/dq\ﬂm(E —Viq))

0
- 87ES(C]27(117E>

Fiir den Spezialfall einer periodischen Bewegung gilt:

@2 =q(t2) =q(t1 +T) = q(t1) = @
p2=pt2) =p(ti +T) =p(t1) = p1

In diesem Fall ist S(g2, 1, F) gleich der vom Orbit mit Periode T eingeschlossenen Fliche A(E)
im Phasenraum. Damit ist

0 _ dA(E)
t2_t1_T_67ES(q2>ql7E)_W7

das bereits im vorherigen Kapitel abgeleitete Ergebnis.
Zur Mlustration berechnen wir das Wirkungsintegral fiir den Harmonischen Oszillator:
k

2
5q

Vig) = 54

Wir bezeichnen fiir eine beliebige Endzeit t2 = ¢ den Endpunkt ¢, als ¢(¢) und den Anfangspunkt
q1 zur Zeit t = 0 als qo:

q
1
S(q.q0, E) = /dq’ 2m(E — Skq?)

q0

Mit w = \/% und F = %aQ, wobei a die maximale Auslenkung ist, folgt:

q
= mw/dq’\/a2 — ¢

90

q a'=q)
= mw {q’ a? — ¢"? + a® arcsin ()}
a

a'=qo0
_ 98 L esin (1D presin (20
t= 9E - (arcsm( o ) arcsm(a>

Im Spezialfall ¢y = a folgt
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Durch Umkehrung ergibt sich die Bahnkurve des Harmonischen Oszillators:

q(t) = acos(wt)
Abschliefflend noch eine Bemerkung: da der Impuls p Gradient des Wirkungsintegrals ist,

d
S E
p qu(qqua )7

ergibt sich durch Einsetzen in Gleichung (2.1):
1 (08’
— | = Vig) =E.
i (5) +v@

Dies ist eine spezielle Form der Differentialgleichung von Hamilton-Jacobi.

2.2 Wirkungsintegral in D=3 radumlichen Dimensionen

Die Niitzlichkeit der charakteristischen Funktion wird in vollem Umfang erst bei Problemen
in D = 2 oder D = 3 Dimensionen deutlich. Sei q(¢) die 3D-Bahnkurve (Trajektorie) die ein
Teilchen der Masse m unter dem Einfluss einer konservativen Kraft F(q) = —VV (q) durchliuft.
Die Position q(¢) und den Impuls p(¢) kénnen wir in einem kartesischen Koordinatensystem als
Linearkombination von drei orthogonalen Einheitsvektoren é;, é5, é3 darstellen:

at) = qi(t)ér + q2(t)é2 + gs(t)és
p(t) = p1(t)ér + pa(t)é2 + pa(t)eés
Die Newton’schen Differentialgleichungen schreiben wir um als System erster Ordnung zu:
G0 = —ps(0)
m

. 0
p;(t) = —87]_‘/((11, 42, 93)
J

Die Bewegung des Teilchens in D = 3 rdumlichen Dimensionen erfolgt unter der Nebenbedin-

gung:

_ pi+p3+p3
2m

Eventuell existieren neben der Energie E weitere Erhaltungsgrofien bei der Bewegung des Teil-

chens, z.B. der Drehimpuls. Solche zusétzlichen Erhaltungsgrofien bezeichnen wir mit J.

Das Wirkungsintegral ist als Wegintegral vom Anfangspunkt qg zur Zeit t = 0 zum Endpunkt
q zur Zeit t definiert:

E +V(q1,92,q3) = const.

S(q,q0,E,J) = /<dq,p>=/<dq,p>

Cla,q0] o0
q
= /(d(hpl + dga2p2 + dqzps) (2.7)
q0

q
:/|dQHP|COSW
q0
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Durch Anwenden des Gradienten auf das Wirkungsintegral bekommen wir eine Beziehung zwi-
schen dem Impulsvektor p zur Zeit ¢t und der Wirkung S:

pzﬁqs(qaq07Ea J)
oS . s . oS

= —0e — —e
oq 1+3Q2 2+3(J3 ?

Der Integrationsweg verlduft im Ortsraum des Teilchens vom Anfangspunkt qg zum Endpunkt
q. Dabei ist der Wert des Wirkungsintegrals 2.7 unabhiingig vom gewihlten Pfad %[q, qo] von
qo nach q. Diese Eigenschaft kann dazu verwendet werden, Berechnungen zu vereinfachen,
indem man den Integrationsweg geschickt wihlt.

2.3 Beispiel - Wurfparabel

Wir betrachten ein Teilchen der Masse m im homogenen Schwerefeld der Erde, das in einem
bestimmten Winkel zur Erdoberfliche zur Zeit ¢ = 0 mit einer bestimmten Geschwindigkeit
v(4) abgeschossen wird. Die Startwerte des Teilchens zur Zeit t=0 sind

p(t=0) =pa = (p1,4,0,p3,.4) = m (vi,4,0,v34)
q(t = O) =q4a = (07070)

AE B)

€
(A) %

Abbildung 2.1: Integrationswege

Wir bestimmen den Integrationsweg wie in Abbildung 2.1 gezeigt. Anstatt iiber die Flugbahn
%lap,qa] des Teilchens ausgehend vom Anfangspunkt q4 zum Endpunkt qp zu integrieren,
machen wir von der Freiheit Gebrauch, den Integrationsweg beliebig wihlen zu diirfen. Wir
integrieren nun iiber den Pfad €[qc, qa] von g4 nach g und im Anschluss daran iiber den
Pfad €[as,qc] von q¢ nach qp. Auf dem Pfad €[qc, q4] ist die Komponente g3 = 0, und auf
dem Pfad ¥[qp, qc] ist die Komponente g; = const. Wegen der gewihlten Anfangsbedingungen
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liegt die Flugbahn des Teilchens in der Ebene g; = 0. Man erhélt dann fiir das urspriingliche
Wegintegral von q4 nach qp eine Summe von zwei einfach zu berechnenden Integralen:

S(as,qa, E,J) = / (dq, p)

€las,q4]

= / (da,p) + / (da,p)

€las,ac] %lac,q4]

Mit der Energie des Systems

2 2
pi+p
E === 4 mggs,
m

und der sinnvollen Vorgabe 0 < g3 < g3 p finden wir

p2
ps = \/2m(E - ﬁ — mgqs)

Da die Impulskomponente p; im vorliegenden Problem Erhaltungsgrofle ist, gilt

P1=75—-=DP,4
1 B 1

Somit ergibt sich das Wirkungsintegral zu:

q3,B
2
S(ap,qa,E,J = p1) = q1.Bp1 + / dQB\/2m(E - 2%11 —mgqs)
0
3/2 3/2
2m(E - 20)] " = [2m(E - 2 - mggs )
_ (B) 2m 2m )
=q; m1+

3m2g

Der Differentialquotient gﬁ liefert uns die Informationen, die wir brauchen, um die physikalische
Bahnkurve des Teilchens zu berechnen. Dazu schreiben wir

dgs m%_@ gf[i_\/Qm(E—%—mgqgg)
dQ1_m%_p1_g—li_ P1
Durch Trennung der Variablen erhilt man
43,B a,B
[ %
0 \/QW(E - % — mgqs) 0 p1

Das Ergebnis dieser Integration

2\ /2 2 1/2
E_pil _ E_&_mgq373 =1mg @6117»3
2m 2m 2 m
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koénnen wir nach g3 p auflésen. Mit den Abkiirzungen Q)3 = ¢35 und Q1 = ¢1,p erhalten wir
die bekannte Gleichung der Wurfparabel:

g=2Ag, - Y Qi
V1,4 2[1}17,4]2 !

Dabei haben wir verwendet, dass die Energie durch die Geschwindigkeit des Teilchens zum
Zeitpunkt ¢ = 0 festgelegt ist:

2
2 2 P m o
(U1,A —+ U&A) = om + 5 VLA

92 2 7Y/2
v3,4 =1\ — {E—pl]
m 2m

Schliefllich berechnen wir die Flugzeit um auf der Wurfparabel von q4 nach qp zu kommen:

="
2

Also

a8
taB = - E.J=
AB aE(qBan> ) pl)
Qs

= /dQ3
2
0 \/2m(E — gk —mggs)

9'/2 ®1” } v
=—F|EF—-— —|F=- ===
gm'/? {[ 2m} [ 2m mgQg}
Nach einigen elementaren Umformungen erhalten wir die bekannte Formel fiir die Flugzeit eines
Projektils auf der Wurfparabel:

2m

V3,A — [”3,A]2 —29Qs3
tap = .
g
Der Scheitelpunkt (¢1,5,¢s,s) der Parabel ldsst sich aus der Forderung dq;ié‘l“) =0 fir ¢g; = q§s)
bestimmen:
U1,AV3,A
q1,s =
g
Gsg = U%,A
3,8 29

Die Flugzeit vom Punkt q4 zum Scheitelpunkt qg der Parabel betrigt

2
v v 2
q1,s 3.4 7\ U347 29BS yg 4

V1,4 g Y

2.4 Rekonstruktion von Trajektorien aus Flichen konsta-
nter Wirkung

Der Impuls p = ﬁqS ist orthogonal zur Fliche S = const. Bei festgehaltener Anfangsposition
q4 und vorgegebenen Werten fiir die Erhaltungsgroflen £ und J definiert die Relation

S(qquva‘]) =C
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eine Fliache im Ortsraum. Die Familie dieser Flichen fiir verschiedene Werte von C hat die Fi-
genschaft, dass die Normalen zu diesen Fliachen eine erlaubte Schar dynamischer Trajektorien
darstellen, da der Impuls p(t) = m<q(t) tangential zur Bahnkurve q(t) orientiert ist. Diese
Konstruktion ist véllig analog zur Konstruktion von Kraftfeldern aus Aquipotentialfliichen. In
der Optik entspricht der Forderung S = const. eine Flidche konstanter Phase des elektromagne-
tischen Feldes und die Normalen zu dieser Fliache entsprechen den Lichtstrahlen.

\Jajeuorie

\EJMW

\ S=const

S=const

Abbildung 2.2: Flichen konstanter Wirkung und Trajektorien

Die Abbildungen zeigen die Flichen konstanter Wirkung eines freien Teilchens. Die linke Ab-
bildung zeigt Linien konstanter Wirkung S fiir die Bewegung eines freien Teilchens mit der
Nebenbedingung, dass die Bewegung in der Ebene g2 = 0 ablauft:
2
p
R

S = P191 + 2m(E
2m

Die rechte Abbildung zeigt die Linien konstanter Wirkung S fiir die Bewegung eines freien
Teilchens im Raum mit der zusétzlichen Nebenbedingung, dass der Drehimpuls des Teilchens
bzgl. des Aufpunkts q(4) gleich Null ist:

S=+V2mE-|q—qa|

Die zu den Fldchen konstanter Wirkung orthogonalen Strahlen beschreiben mégliche Bahnkur-
ven der Teilchen des Systems.
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Kapitel 3

Prinzip von Euler-Maupertius

3.1 Isoenergetische Variationen

Im allgemeinen Fall gibt es zu vorgegebener Energie I/ = const. und eventuell vorgegebenen
weiteren ErhaltungsgréBen J = const. mehrere Wege %'[q(? ), qY], die einen vorgegebenen An-
fangspunkt q(*) mit einem vorgegebenen Endpunkt q(#) verbinden. Aber nur auf einem dieser
Pfade, der physikalischen Bahnkurve %[q(?), q(4)], erfiillen die Punkte auf der Bahnkurve, q(t)
und p(t), die Newton’schen Bewegungsgleichungen

(1) = 22
pi(t) = —§Zj<q1,q2,qg>. (3.1)

Wegen der Energieerhaltung ist die Dynamik des Teilchens auf eine Hyperfliche des Phasen-
raums eingeschréinkt, also

F =K + V = const.
mit

o ep) _pitpi+rl _ ol

2m 2m 2m

V =V(q1,92,93)

Das Bogenelement dq = dt - ‘2—? und der Impuls p(t) sind auf der physikalischen Bahnkurve q(t)
zu jedem Zeitpunkt ¢ kolinear, d.h.

{dq(t), p(t)) = di(q(t), p(t)) = dt

(p.p) _ . [pllP]
m

dq
:dt~ —_— . fr— d .
. 2| ol =1dal o

denn aufgrund der allgemeinen Eigenschaft des Skalarprodukts

(dq(t),p(t)) = |dq| - [p| cosy

folgt notwendig
cosy = 1.
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In Gedanken betrachten wir jetzt eine zur physikalischen Bahn ¢ benachbarte Bahnkurve %.
Ist q(t) eine Parametrisierung der physikalischen Bahnkurve %, so parametrisieren wir die
benachbarte Bahnkurve % in der Form

qa(t) = q(t) + en(t)
t=t+er(t).

Eine Standardparametrisierung beliebiger Raumkurven ist immer {iber die Bogenldnge moglich.
Der Parameter einer Raumkurve werde im Folgenden mit 7(¢) bezeichnet. Auf der physikalischen
Bahnkurve ¢ ist die Bogenlidnge proportional zur abgelaufenen Zeit ¢. Dieser Zusammenhang
gilt im Allgemeinen nicht mehr fiir die variierten Bahnkurven % .

Wie die physikalische Bahnkurve q(t) soll die variierte Bahn q(¢(¢)) auf der Energieschale
E = const.

im Phasenraum verlaufen und die gleichen Anfangs- und Endpunkte wie die physikalische Bahn-
kurve besitzen (siehe Abbildung (3.1)).

Entlang der variierten Bahnkurve q(t) sind der Tangentialvektor dq(f) und der Impuls 0)
nicht notwendig kolinear, da q(¢) nicht Losung der Newton’schen Bewegungsgleichungen 3.1
ist.

Bahnkurven € und %, auf denen die Energie eines Teilchens den gleichen Wert E' = const. hat,
nennen wir ¢soenergetisch.

p

q(r) = q(7) + en(7)

gA

q

Abbildung 3.1: Physikalische Bahn und isoenergetische Variation derselben

Wir vergleichen jetzt das Wirkungsintegral S(q®),q4), E, .J) auf der physikalischen Bahnkur-
ve €[q®), ] mit dem Wirkungsintegral S(q(®),q4), E,J) auf der variierten Bahnkurve
©lq®),q )],

S = 5P ,qW, B, J) = / (da, p) = / dal - |p|
3 3
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Auf der benachbarten Bahnkurve gilt, da dq und p nicht notwendig kolinear sind,

§= 5, qM, B, J) = / (dd, B) = / g - B - cos
& 2

Ersetzen wir cosvy auf dem Weg % durch sein Maximum, erhalten wir die Ungleichung

§(a®,qM, E,J) < / dd| - B

€

Da das Wirkungsintegral unabhéngig vom gewéhlten Integrationsweg ist, gilt S=9 , und die
Ungleichung 148t sich umschreiben zu _
S < S,

wobei

Sr = / 14 - B

€

das trunkierte Wirkungsintegral® ist. Somit gilt

5= [ 1dal- | =i [ |ad-
€ ¢
Unser Ergebnis ist Wirkungsminimierung: Ein Teilchen der Masse m und Energie

_IpP
2m

E +V(q)

und (eventuell) weiterer ErhaltungsgroBen .J schligt zwischen einer Anfangsposition g und
einem vorgegebenen Endpunkt q'?) eine derartige Bahnkurve € ein, so dass das trunkierte Wir-
kungsintegral S7 minimal wird. Dies ist das Prinzip der minimalen Wirkung fiir isoenergetische
Variationen nach Jacobi-Euler-Maupertius.

Pierre Louis Maupertuis? hatte als Erster die Idee, dass Vorgéinge in der Natur immer extremal
bzw. optimal ablaufen. Dieser Gedanke wurde maBgeblich von Leonhard Euler? und Louis
Lagrange* in eine mathematische Form gebracht, die wir heute Euler-Lagrange-Gleichungen
nennen. Diese werden wir im Kapitel Lagrange-Formalismus detailliert behandeln.

Das Prinzip der kleinsten Wirkung hat in der Optik seine Entsprechung in der Formulierung
des Fermat’schen Prinzips, welches besagt, dass sich ein Lichtstrahl in einem Medium immer
auf der Trajektorie mit der kiirzesten Flugzeit bewegt.

Aufgrund der gemachten Vorraussetzung, dass die zugelassenen Vergleichsbahnen q(t) auf der
gleichen Energieschale E = const. wie die physikalische Bahn q(¢) liegen, gilt

_<pp~>
2m

_ <p,p>
o 2m

E +V(q) +V(q).

1Im Unterschied zu S héngt das trunkierte Funktional §T vom gewéihlten Integrationsweg % ab!

2Pierre Louis Moreau de Maupertuis war ein franzésischer Mathematiker, Astronom und Philosoph, der als
Erster das Prinzip der kleinsten Wirkung formulierte.

3Leonhard Euler, einer der bedeutendsten Mathematiker der Geschichte

4Joseph Louis Lagrange war ein italienisch-franzésischer Mathematiker und Astronom.


http://de.wikipedia.org/wiki/Pierre-Louis_Moreau_de_Maupertuis
http://de.wikipedia.org/wiki/Leonhard_Euler
http://de.wikipedia.org/wiki/Joseph-Louis_Lagrange
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Somit kénnen wir |p| durch die Konstante E und die Koordinaten q ausdriicken:

pl = v2m-(E-V(q))
Damit ergibt sich das trunkierte Wirkungsintegral als Funktion des kleinen Parameters ¢, der
ein Maf fiir die Abweichung der Bahn %" von der physikalischen Bahn % ist, zu

q®

Sr(e) = / d@| /2m - [E = V(@)

q

Fiir ¢ — 0 stimmen (%) und q(¢) iiberein und Sy (e = 0) wird zum Minimum. Damit gilt der
Zusammenhang fiir kleine e: _ _
Sr(e) — Sr(e = 0) = o(e?)

Das bedeutet, dass die erste Ableitung der Funktion §T(5) an der Stelle € = 0 verschwindet:

.d~
lim, 5257(5) =0

Diese Eigenschaft ist die Grundlage der Variationsrechnung, mit deren Hilfe die physikalische
Bahn eines Teilchens mit vorgegebener Energie E' bestimmt werden kann!

3.2 Bestimmung der physikalischen Bahnkurve aus einem
Variationsprinzip

Wir bestimmen jetzt die Flugbahn % eines Teilchens der Masse m unter dem Einfluss einer 1-D

konservativen Kraft
dv .

F(z) = ——eés3.

(2) e €3

Im vorliegenden Fall ist die potentielle Energie
V=V(2)

translationsinvariant beziiglich der Richtung é; und és. Es handelt sich demnach um ein ebenes
Problem. Dann ist es vorteilhaft, die physikalische Bahnkurve q(t) = x(t)é; + z(¢)é3 nicht in
parametrisierter Form, sondern direkt die Koordinate z als Funktion der Koordinate x zu
bestimmen.

Wir stellen jetzt die variierte Bahnkurve in der Form

Z(x) = 2(x) + en(x)
dar. Mit

= 2
jdd| = /(da?) + (d2)? = dwy |1+ [dd(x)]

erhalten wir das trunkierte Wirkungsintegral zu

Sr(e) = 7@ I+ {dz?r 2m(E — V@)

rB 2
= /d:r\/l + {dz(;) “dz(;)} V2m(E — V]z(z) + en(x)])
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Die physikalische Bahn z(x) ist durch die Forderung

lim dSt (8)

!
e—0 de =0

implizit festgelegt, da Sy (e) fiir € = 0 ein Minimum annimmt.

Wir berechnen jetzt die erste Ableitung von §T (€) unter Verwendung der Produktregel und der
Kettenregel:

AR N ey s e )
i — :/dx ”{ dz ] V2m(E = V()) 1j[dz<i>r _Q(Ed— V(@)

dx

Um einen Ausdruck zu finden, der unabhéngig von der gewéhlten Abweichung n(z) ist, miissen
wir den Term proportional zu —dz(;)

Randbedingungen n(x4) = 0 = n(zp):

v [l [E=VE@] de@) 1 1 [E] avi@) |
—vam [ do ( T dx) : y

partiell integrieren. Dies liefert unter Verwendung der

Da die erste Ableitung des trunkierten Wirkungsintegrals §T(€) an der Stelle e = 0 fiir jede
Abweichung n(x) verschwinden muss, ist es hinreichend, dass der Faktor unter dem Integral
vor der Funktion 7(x) identisch verschwindet. Wir erhalten somit eine Differentialgleichung zur
Bestimmung der Flugbahn z(x):

E —V[z(z)] dz(x)

12
1+[dzd(;)] dx

lésst sich der Term gliicklicherweise als Ableitung nach z darstellen:

d

@+ VE@)]] =0

Hierbei wurde verwendet:

dViz(z)] dz dVi]z(x)] d

A 0 S B ) und 7[f($>]2 = 2Mf(ﬂv)

dz dz dx dzx dzx

Somit folgt mit einer beliebigen Konstanten C

[f(2)]? + V[2(z)] = C = const
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Einsetzen von f(x) und Auflésen nach 4z oroibt die Differentialgleichung

s -5t

Die Konstante C' charakterisiert die Losungsschar moglicher physikalischer Bahnen mit mini-
maler Wirkung und kann an die gestellten Randbedingungen bei x = x4 und x = zp angepasst
werden.

Fiir den Spezialfall
V(z)=mg-z

befindet sich das Teilchen im homogenen Gravitationsfeld der Erde. Dann erhalten wir aus der
angegebenen Differentialgleichung fiir die physikalische Bahn z(x):

dz _ |C —mgz
dx E-C
An der Stelle (x4 = 0,24 = 0) sei die Geschwindigkeit des Teilchens zu

v(t=0)=v;,61 +v,,8€3

vorgegeben. Damit ergibt sich die Energie zu

E:%(viA—vaA)

Das Verhiltnis der Geschwindigkeiten legt die Konstante C fest:

Vza dzd(tz) _dz c

Vg s dz Tdr VE-C

Also )
Vz
B |:U1'2} Eng m o
C = 3 = = —’Uz
14 [¥2a v 402 2
+ Vay

Damit ergibt sich die gesuchte Differentialgleichung fiir die Flugbahn z(z) zu

dz(z)  [v2, —2gz(z)

2
dz vz,

Trennung der Variablen liefert dann
zZB B
/ dz B / dx
) v —2gz ] Vg 4
Vs 1 B
R 2=

Vg 4

und schlie3lich

Nennen wir die Koordinaten des Endpunkts Z = zg und X = xp, ergibt sich durch Auflésen
nach Z die bekannte Flugbahn einer Wurfparabel:

Z:inA. _ g)f
(S 211“
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Damit ist gezeigt, dass die Wurfparabel im homogenen Schwerefeld der Erde eine Bahn mit
minimaler Wirkung ist. Aber ist die Bahn minimaler Wirkung auch eine Bahn mit minimaler
Flugzeit?®

3.2.1 Brachistochronen Problem

Wir betrachten zwei isoenergetische Bahnkurven % und % in Gestalt von geeignet gebogenen
Drahtstiicken auf denen eine Perle (reibungsfrei) gleiten kann. Ist eines der Drahtstiicke, &, eine
Waurfparabel, so ist das Wirkungsintegral fiir die gleitende Perle minimal. Die Flugzeit der Perle
vom Punkt g4 = (0,0,0) zum Scheitelpunkt qp = (zs,0, z5) der Parabel vergleichen wir jetzt
mit der Flugzeit auf einem ungebogenen Drahtstiick, das die Punkte g4 und qp auf kiirzestem
Weg verbindet. Die zweite Flugbahn ist also eine Sekante der Parabel.

z

B= {XS! ZS}

Abbildung 3.2: Wurfparabel

Allgemein gesprochen ist die Flugzeit vom Punkt qa auf einer Bahnkurve % zam Endpunkt
qp vom betrachteten Weg abhéngig. Sie kann als Ableitung des trunkierten Wirkungsintegrals
St = Srlas,qa, E, J] nach der Energie F dargestellt werden:

VemlE—v@l L N

€ €

s = 557 _ 0 [ e vl = [ [l _ [ ds
i = = g WNVETE =T - [ 10 ERA
& ¢

Diese Formel fiir die Flugzeit wenden wir jetzt auf den geraden Verbindungsweg zwischen q4
und qp an. Da der Abschusswinkel an der Stelle q4 auf dem geraden Wegstiick ¥ flacher ist
als auf der Parabel €, ist die Richtung der Startgeschwindigkeit v4 auf dem geraden Ver-
bindungsstiick verglichen mit der Startgeschwindigkeit v4 auf der Parabel verschieden, aber
wegen

B =2 (0al? + Feal?) = 5 (e + [02.)

5Unter allen Bahnen mit gleicher Energie E = const. bezeichnet man die Bahn kiirzester Flugzeit von einem
Punkt g4 zum qp als Brachistochrone.
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gilt |va| = |val, da beide Wege isoenergetisch sind. Die Flugzeit auf der Sekante bis zum
Scheitelpunkt der Parabel ergibt sich zu:

. A1+ (%)°

T o [3 (e ) o]

Auf dem geraden Verbindungsstiick ist fl—gz” = j— = 22:—2. Also

2
- . 1 2 2 Uz
ts: 1 4 =4 C T z — Ug < A:ts
w222 o ol - | <

Die Flugzeit ¢, auf der Verbindungsgeraden von (0,0) nach (z,, z,) ist also bei gleicher Energie
FE kiirzer als die Flugzeit auf der Wurfparabel. Aber ist diese Bahn diejenige mit der kiirzesten
Flugzeit? Eine Bahn kiirzester Flugzeit im Vergleich zu allen anderen isoenergetischen Bahnen
nennt man Brachistochrone. Die Frage nach der geometrischen Gestalt der Brachistochrone
wurde 1696 von Johann Bernoulli im Rahmen eines Preisausschreibens gestellt. Gelost haben
diese Aufgabe Sir Isaac Newton, der an dem Preisausschreiben anonym teilnahm®, Gottfried
Leibniz, Guillaume De I’Hospital, Jakob Bernoulli sowie Johann Bernoulli selbst.

Die Preisfrage von Johann Bernoulli: Auf welcher Bahn % ist die Flugzeit fiir einen Massepunkt
m, der sich in einem Potential V' (q) bewegt, am Kiirzesten?

Der Einfachheit halber betrachten wir hier eine nur in es-Richtung wirkende Kraft mit Potential
V(a) = V(2).

Die Flugzeit auf einer (beliebigen isoenergetischen) Bahn Z(z) vom Punkt z4 = Z4(z) zum
Punkt zp = Zg(z) ergibt sich aufgrund unserer vorherigen Uberlegungen zu:

) ) ) . - B ) dE(m) 2 . m
tap [z(z)] (!|dQ| 2m[E - V(q)] x{d \/m V2m(E = V[z(x)])

Um die Bahnkurve z(z) mit kiirzester Flugzeit, unter der Nebenbedingung E = const., zu
finden, setzen wir:

Z(x) = z(x) + en(x)

und betrachten die Flugzeit ¢ 4p als Funktion des reellen Parameters ¢.

_f . d(x) | _dn(x)]” o
tan(e) w/d \/H[ dr S dn } V2m(E = V[z(z) + en(z)])

Dann geniigt die Bahnkurve z(x) mit der kiirzesten Flugzeit der notwendigen Bedingung

. d
Yy Zotas = 0.

Dies fiihrt auf die Forderung

6 Johann Bernoulli soll in diesem Zusammenhang gesagt haben: ,Ich erkenne die Pranke des Lowen.



35 3.2. BESTIMMUNG DER PHYSIKALISCHEN BAHNKURVE AUS EINEM VARIATIONSPRINZIP

dz(x):| dzgm) dZ(f) Eiz(z)] (z) !
L ET | e |

Um die gesuchte Brachistochrone z(z) zu finden, miissen wir den Term proportional d:’iaj

mittels partieller Integration in einen Term proportional zu n(z) transformieren”:

\/m73 d dz(ac)

— [ dx ¢ —— +
2 dx ()

g VB e[

Da diese Forderung fiir beliebige Variationen n(z) gelten soll, muss der von z(z) abhingige
Faktor vor der Funktion 7(z) unter dem Integral identisch verschwinden.

dx JEZVEGE/1+ [dz(m} E—V]z(2)] 2(E - V[z(2)])
Mit Hilfe der Abkiirzung
dz(x)
G(z) = dz

J WV [:(2)
“&C O TN\ E VR 2E VEED

Multiplikation mit G(x) auf beiden Seiten liefert

o). 6w _ R
dz 2(FE —V]z(z)])?

und weiter unter Beriicksichtigung der Kettenregel

_ld 1
- 2da E-V[z(2)]
Somit ergibt sich die Relation
d 1
— | - [G@)]*| =0
Da die Ableitung nach x verschwindet, ist der Term in der Klammer gleich einer Konstanten
1.
2
dz(x)
| | ] -
— = — = const.

"Die Randterme fallen weg, da Anfangs- und Endpunkte fest vorgegeben sind: n(z4) =0 = n(xp)
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Auflésen nach g—j liefert die gesuchte Differentialgleichung zur Bestimmung der Brachistochro-
nen z(z) im Potential V'(z):

PM@FZC—E+VM@)
dx E —V[z(z)]

Dies ist eine Schar von Losungen z(x,C'), wobei C ein beliebiger Parameter ist.

Um die Losung z(z) dieser Differentialgleichung zu vorgegebenen Randwerten (x4, 24) zu fin-
den, fithrt die Methode der Trennung der Variablen zum Ziel, in dem wir nicht z als Funktion
von z, sondern umgekehrt z als Funktion von z bestimmen:

: = | E-v()
dy:/(w B e
AA LT ErVE)

Die Konstante C muss jetzt kompatibel mit den gestellten Randbedingungen gewihlt werden.
Wir wenden diese Formel an um die Brachistochrone im homogenen Schwerefeld der Erde
V(z) = mgz explizit zu bestimmen.

3.2.2 Zykloide

Zur Zeit t = 0 befinde sich ein Massenpunkt m am Ort (x4, 24 = H) in Ruhe. Als Endpunkt
betrachten wir den Punkt auf der Bahn (x5 = 0, zp = 0) und nehmen an zp < 4. Dann ist die
Energie des Teilchens am Startpunkt FF = mgH. Anstatt die Anfangskoordinate x4 vorzugeben
und anschliefend aus den bekannten Anfangsdaten den Scharparameter C' zu bestimmen, ist
es einfacher C' geeignet zu wihlen und dann anschlieflend den dazu passenden Wert von x4
zu bestimmen. Wir machen von dieser Freiheit Gebrauch und wihlen den Scharparameter
als C' = FE. Es folgt aus der vorher angegebenen Formel die Koordinate = als Funktion der

Koordinate z
x(z) = / dz %70{ _/ )
0 \ mgz

Z=H -$mit0<z <H

Wir substituieren:

und finden

z

x(z) =2H \/;dsw/l—sQ

0

Mit der Substitution s = sin ¢ folgt sofort
arcsin y/ & )
=2H - / d¢ cos” ¢
0
= H[p +sin¢ - cos qb]ﬁzgmm va

:Harcsin\/g—FH@/;(l—;)

Die Substitution z = H SinQ(%) ergibt eine parametrische Darstellung der gesuchten Brachisto-
chrone in Gestalt einer sog. Zykloide®:

z(0) = g (© +5sin0O)

8Man stelle sich z.B. die Trajektorie vor, die ein Ventil am Reifen eines vorbeifahrenden Radfahrers beschreibt
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2(0) = g (1 —cos Q)

wobei fiir —m < © < 7 eine Periode der Zykloide durchlaufen wird.

Fir© =nist (@ =m) = H-§ =24 und 2(0 = m) = H = z4. Damit ist die zuvor unbe-
stimmte Anfangskoordinate x4 zu x4 = H 7 festgelegt, was unserer Wahl des Scharparameters
als C' = FE entspricht. Fiir © =0 ist (0 = 0) =0 = 25 und 2(0© = 0) = 0 = zp, wie es sein
muss, geméfl der Wahl unseres Endpunkts.

Nun kénnen wir noch die Zeit berechen, die ein Massenpunkt m mit Startenergie
m. 2 2
E=mgH = 5 (v“ +UZA)

benostigt um vom Anfangspunkt (z(0), 2(0)) zu einem Punkt (2(0), 2(0)) auf der Zykloide zu

gelangen:
da\/[dfzfga)r ’ [d?ff)r R

2 2
dG\/[IQJ(l +cos€)} + [I; -sin&] S S
%(14—(3059)

Somit ist der Bahnparameter © des betrachteten Endpunkts (2(©),z(©)) proportional zur
Flugzeit

O = wt

29

mit w = iR

Abbildung 3.3: Zykloide
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3.2.3 Tautochrone
Auf der Zykloidenbahn des Massenpunkts m zeigt die Geschwindigkeit in Tangentialrichtung:

d d
v = @z[@(t)]el + —2z[0(t)]es

dt
_ dm(@)e n dz(0) ~de
"0 T Tae B ar

wobei © der Bahnparameter der Kurve ist. Fiir die Brachistochrone mit
H
z(0) = 5 (0 +5sin0O)
H H (C]
z(0) = ?(1 —cos@®) = 1 sin? <2>

ergibt sich damit der Tangentialvektor zu

) e+ e,

Uyl )
o () sn($)e

Die Komponente der Gravitationskraft F = —mges entlang der Tangentialrichtung der Bahn-
kurve ist somit das Skalarprodukt

(F,v(©)) = —mg(es, cos ((;)) e; +sin <C;)> e3) = —mgsin <(;)>

Wir berechnen jetzt die Bogenlidnge:

5() = 7d9\/{dfl<9">r ¥ [djl(;)r

0

<
CIR©)

e
H
=3 /dé)\/2(1 + cosf) = 2Hsin%
0

Somit ist die Tangentialkomponente der Schwerkraft proportional zur Bogenlédnge:

mg

—mgsin o = —ﬁs[Q(t)]
Die Beschleunigung in Tangentialrichtung % ist somit proportional zur wirkenden Tan-
gentialkraft:
d%s[O(t)] ~ mg
——==(F =—-—— t

Diese Differentialgleichung ist diejenige eines harmonischen Oszillators mit der Frequenz f,

wobei
27 g
—_— = 2 — frg R
T - =e=og
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Damit ist gezeigt, dass die Periode eines sich hin- und herbewegenden Massenpunktes auf
einer Zykloidenbahn vom gew#hlten Startpunkt vollig unabhéngig ist! Die Brachistochrone im
homogenen Schwerefeld der Erde ist somit auch eine Tautochrone, denn eine freie Bewegung
auf einer Tautochrone dauert immer gleich lange, egal wo man startet.

Christiaan Huygens hat 1673 ein zykloidisches Pendel zu diesem Problem entworfen. Huygens
untersuchte die Zykloide im Rahmen seiner Arbeiten {iber Uhren. Genaue Uhren hatten da-
mals fiir die Seefahrt eine besondere Bedeutung bei der Navigation. Huygens konstruierte ein
Fadenpendel, dessen Schwingungsdauer auch fiir grofle Auslenkungen nur von der Fadenlidnge
1 abhéngt. Dazu liel Huygens das Pendel nicht frei schwingen, sondern schrinkte den Bewe-
gungsraum des Faden durch zykloidenférmige Begrenzungen ein. Die Trajektorie der am Faden
aufgehéngten Pendelmasse ist tatséichlich auch ein Zykloidenbogen.


http://de.wikipedia.org/wiki/Christiaan_Huygens
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Kapitel 4

Lagrange-Formalismus

4.1 Vorbemerkungen

Die Newton’schen Bewegungsgleichungen beschreiben die Kinematik wechselwirkender Teilchen
unter dem Einfluss von gegebenen Kriften und Zwangskriften (z.B. geometrische Nebenbedin-
gungen). Oft kann durch Wahl geeigneter Lagekoordinaten die durch Zwangskrifte entstehende
Einschrankung der Dynamik eines Systems auf einen Unterraum explizit parametrisiert werden.
Die Wahl geeigneter Lagekoordinaten (z.B. Zylinder-Koordinaten, Kugel-Koordinaten usw.) ist
dabei das Mittel der Wahl, aber sie ist nicht eindeutig und erfolgt vor allem unter dem Gesichts-
punkt maximaler Einfachheit! Der Lagrange-Formalismus ist eine 1788 von dem franzdsisch-
italienischen Physiker und Mathematiker Joseph Louis Lagrange eingefiihrte neue Formulierung
der klassischen Newton’schen Mechanik. Lagrange ebnete mit seiner Methode den Weg zu ei-
ner effizienteren Beschreibung mechanischer Systeme, denn die Aufstellung der Newton’schen
Bewegungsgleichungen in Gegenwart von geometrischen Nebenbedingungen sowie die explizite
Berechnung der wirkenden Zwangskrifte wird durch den Lagrange-Formalismus erheblich ver-
einfacht. Der Lagrange-Formalismus verwendet als zentralen Begriff ¥ = K — V', die Differenz
aus kinetischer Energie K und potentieller Energie V' der Teilchen des Systems. Dabei ist die
kinetische Energie K ein Maf fiir die mittlere Geschwindigkeit der Teilchen, wihrend die po-
tentielle Energie V' ein Ma$ fiir die geometrische Anordnung der Teilchen im Systems darstellt.
Oft kann durch simple Inspektion der Lagrangefunktion unmittelbar festgestellt werden, ob eine
physikalische Grofle bei einem gegebenen dynamischen Problem eine Erhaltungsgrofie ist.

4.2 Zwangsbedingungen und Prinzip von d’Alembert

Zwangsbedingungen bewirken eine Einschriankung der Freiheitsgrade eines Systems auf einen
Unterraum. Zwangsbedingungen werden dadurch eingehalten, dass man sich das Wirken sog.
Zwangskrifte vorstellt.

Eine Straflenbahn bildet z.B. zusammen mit den Gleisen, auf denen sie fahrt, ein gekoppeltes
System. In der Tat geben die Gleise etwas nach, wenn die Stralenbahn vorbeifdhrt. Die wir-
kenden Zwangskrifte kann man anschaulich verstehen, indem man zunéchst die Kopplung der
Freiheitsgrade des Systems Straflenbahn an die Freiheitsgrade des Systems Gleise iiber (har-
monische) Federkrifte betrachtet. Ist die Frequenz dieser harmonischen Oszillatoren sehr klein
im Vergleich zu den charakteristischen Frequenzen der Réder der Stralenbahn, so entkoppeln
die Systeme in zwei Untersysteme: die Schiene, als das die Zwangskraft ausiibende System, und
die Straflenbahn, als das System mit den eingeschriankten Freiheitsgraden. Wenn man schlie3-
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lich idealisierend zum Limes unendlich grofler Federkonstanten iibergeht, geben die Gleise gar
nicht mehr nach und sind perfekt starr. Im Endergebnis {iben die Gleise jetzt Zwangskriifte
auf die fahrende Straflenbahn aus, die die Strafienbahn davon abhalten, z.B. neben den Gleisen
zu fahren. Solche Zwangskréfte leisten keine Arbeit. Das gilt natiirlich nicht mehr, wenn die
charakteristischen Frequenzen beider Untersysteme vergleichbar sind und die Systeme stark
koppeln. Dann kann die Straflienbahn ohne weiteres die Gleise ausschlagen oder verbiegen.

Ein mechanisches System bestehend aus einer Anzahl N von Teilchen, die sich in D = 3
rdumlichen Dimensionen bewegen, hat (wie schon im ersten Kapitel festgestellt) 3N Positions-
koordinaten und 3N Impulskoordinaten. Bei Berticksichtigung einer Anzahl von Ny Zwangs-
bedingungen ergibt sich eine reduzierte Anzahl M = 3N — Ny von Freiheitsgraden, die z.B.
fiir die Beschreibung der Position der Teilchen im Ortsraum dienen kénnen. So kénnen sich
die Gasteilchen in einem Behélter nicht vollstdndig frei bewegen, sondern prallen immer wieder
gegen die Winde des Behilters, sie sind also in ihrer Bewegungsfreiheit auf das zur Verfiigung
stehende Volumen des Behilters eingeschrénkt.

Zwangsbedingungen lassen sich in Klassen einteilen. Allgemein unterscheidet man hierbei sog.
holonome (griechisch fiir ,,ganz gesetzlich“) und anholonome (d.h. nicht holonome) Zwangsbe-
dingungen.

Holonome Zwangsbedingungen sind fiir 1 <! < L charakterisiert durch Gleichungen der Gestalt

fl(q17QQa-"aqLat) =0

Sie sind also nur abhéngig von den verallgemeinerten Lagekoordinaten g; des Systems und der
Zeit t. Oft kann eine holonome Zwangsbedingung durch Wahl geschickter Koordinatensysteme
automatisch berticksichtigt werden. Das ebene Fadenpendel mit einer (masselosen) Schnur der
Lénge ¢, an deren Ende ein Massenpunkt m positioniert ist, ist ein System mit urspriinglich drei
Freiheitsgraden. Das Wirken von zwei Zwangsbedingungen, nédmlich einmal die Forderung der
Konstanz der Lénge ¢ des Fadens, und zum anderen die Einschrinkung der Bewegung des Pen-
dels auf eine Ebene, reduziert die drei Freiheitsgrade effektiv auf einen einzigen Freiheitsgrad,
nimlich den instantanen Auslenkungswinkel ¢(¢) des Pendels aus der Ruhelage. Offensichtlich
sind fiir dieses System ebene Polarkoordinaten am Besten geeignet.

In (dlteren) Lehrbiichern der Mechanik teilt man holonome Zwangsbedingungen noch in , skle-
ronome* und ,,rheonome* Zwangsbedingungen ein. Ein fester Aufhingepunkt des Pendels stellt
zum Beispiel eine skleronome Bedingung dar, wihrend eine variable zeitlich verédnderliche
Aufhingung des Pendels eine rheonome Bedingung darstellt.

Anholonome Zwangsbedingungen sind nicht holonome Zwangsbedingungen. Das sind z.B. Ne-
benbedingungen

fl(qlaq27"'7qLa(j17"'7qL7t) =0

die insbesondere noch von den verallgemeinerten Geschwindigkeiten ¢; der Teilchen des Syste-
mes abhéngig sind. Oft ist die Kenntnis der funktionalen Abhéngigkeit zwischen den verallge-
meinerten Lagekoordinaten g; und verallgemeinerten Geschwindigkeiten ¢;, die eine anholono-
me Nebenbedingung definieren, nicht einmal als explizite Formel bekannt, sondern nur implizit
als Differentialgleichung (oder als Pfaffsche Form) vorgegeben, die dann zugleich mit den La-
grange’schen Bewegungsgleichungen fiir die Teilchen des Systems zu lésen ist. Anholonome
Zwangsbedingungen koénnen insbesondere auch als Ungleichungen formuliert sein.

Ein (nicht ganz) einfaches Beispiel fiir eine differentielle anholonome Zwangsbedingung ist ein
Rad, das reibungsfrei und ohne Schlupf auf der Ebene z = 0 abrollt, wobei ds = /(dz)2 + (dy)?
ein Bogenelement der Bahnkurve des Rades ist. Das System hat zwei Freiheitsgrade. Die
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Zwangsbedingung ,,Rollen“ auf der Ebene lautet fiir ein Rad mit Radius R offensichtlich
ds = Rdyp

Diese Zwangsbedingung ist anholonom, denn sie kann nur in differentieller Form angegeben
werden. Um den Winkel ¢(t) zu kennen, muss die Losung der Bewegungsgleichung fiir den
Schwerpunkt des Rades bereits bekannt sein. Es ist ndmlich durchaus moglich, dass ein rollendes
Rad einen Fixpunkt P der Ebene wiederholt beriihrt, aber der Beriihrpunkt des Rades mit
dem Punkt P bei der ersten Beriihrung ein Punkt @, bei der zweiten Beriihrung ein anderer
Punkt Q' usw. auf der Peripherie des Rades ist. Die Punkte des rollenden Rades kénnen somit
nicht aus dem Problem durch Integration der Nebenbedingung eliminiert werden. Es hingt von
der 'Rollgeschichte’ des Rades ab, ob der Punkt @ oder der Punkt @’ auf der Peripherie des
Rades mit dem Punkt P der Ebene zur Deckung kommt! Fiir weiterfithrende Diskussionen zu
anholonomen Nebenbedingungen verweisen wir auf die Literatur (z.B. ( ),
(1937) und ( ).

Viele geometrische Nebenbedingungen, die man den Freiheitsgraden eines mechanischen Sys-
tems auferlegt, lassen sich als das Resultat des Wirkens sog. Zwangskrdifte Z auffassen, die
neben den an dem System angreifenden Kréften F zusétzlich auf das System einwirken.

Wir betrachten jetzt ein System mit einer Anzahl N vonTeilchen und verwenden kartesiche Ko-
ordinaten. Der Impuls p;(¢) = mj% des j-ten Teilchens am Ort r;, das solchen Zwangskriften
unterliegt, dndert sich dann gemé#fl der Newton’schen Bewegungsgleichung

%pj = Fj —+ Zj,

d.h. es ist F; 4+ Z; die wirkende Kraft, die das Teilchen beschleunigt!

Die ,,Fadenkraft®, die den Massenpunkt des ebenen mathematischen Pendels auf seiner Bahn
hélt, ist ein Beipiel fiir eine solche Zwangskraft. Neben der Schwerkraft F = —mges wirkt noch
eine Zwangskraft Z auf den Massenpunkt, die durch den gespannten Faden {ibertragen wird,
und die instantan in Richtung des Fadens orientiert ist

Die resultierende Kraft setzt sich aus Schwerkraft und Zwangskraft zusammen und fiithrt zu
dem bekannten Ergebnis, dass die Trajektorie des Massenpunktes beim ebenen mathematischen
Pendel eine Kreisbahn beschreibt.

Wir betrachten als néchstes zwei Massen my und msg, die durch einen (masselosen) starren Stab
der Lénge L verbunden sind:
Die Zwangsbedingung in diesem System ist

lr; —ra|? = L? = const.
Es gilt also fiir eine kleine Verriickung or des Systems:
<r;— 1‘2,51‘1 — 51‘2 >=0

Die Zwangskrifte Z; und Z, sind entlang des Stabes orientiert, d.h. sie sind kolinear mit dem

Differenzvektor r; — ro. Also ist
7, =—-7-

und damit
< Zl,(SIj >+ < ZQ,CSrQ >=0

Der Schweizer Mathematiker Johann Bernoulli hat 1717 das Prinzip der virtuellen Verrickungen
vorgeschlagen. Darunter versteht er eine gedachte Lagednderung or; des j-ten Teilchens an der
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m;

ml
Abbildung 4.1: Stab mit einer Masse an jedem Ende

Position rj, die orthogonal zur auf dieses Teilchen wirkenden Zwangskraft Z; zur Zeit ¢ ist
(ohne Beriicksichtigung der tatséichlichen Dynamik). Mathematisch gesehen bedeutet dies, dafl
eine virtuelle Verriickung tangential zu der von der Zwangskraft definierten Hyperfliche erfolgt,
wéhrend die Zwangskraft selbst normal auf dieser Fliche steht. Das Skalarprodukt ist demnach

immer null:
N

> (Z;,0r;) =0,
j=1
Eine virtuelle Verriickung hat keinen Einfluss auf die geleistete Arbeit des Systems.
Davon ausgehend fiihrte 1743 Jean-Baptiste le Rond, genannt d’Alembert, das sog. d’Alembert’sche

Prinzip der Mechanik ein:
N

d
Z <dtpj - Fj,érj> =0
Jj=1
Es stellt sich hier die Frage, ob Zwangskréfte Arbeit leisten? Wir betrachten dazu ein konser-
vatives System mit Gesamtenergie

N
(P, P;)
E:K—i—V:;Wj—&—V(rl,rg,...,rN) (4.1)
Unter Beachtung von v; = “4r; und p; = mv; folgt fiir die totale Ableitung von (4.1) nach
der Zeit:
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Damit erhalten wir durch Trennung der Variablen

N
. d
dE = Edt = Z <dtpj — Fj,det>
j=1 \——
=Z;

N
= Z <Zj’drj>

j=1

Edl‘]‘

Die Antwort auf die oben gestellte Frage ist Folgende: fiir eine skleronome Zwangsbedingung
erhélt man

5I‘j = dI‘j
und fiir eine rheonome Zwangsbedingung;:
dr; = v;dt # ér;.

Das heifit also, dass Zwangskriifte skleronomer Nebenbedingungen grundsétzlich keine Arbeit
am System leisten: dE = 0. Zwangskréfte rheonomer Nebenbedingungen kénnen durchaus am
System Arbeit leisten, wobei Energie zugefiihrt oder abgefiihrt werden kann.

Anstatt kartesische Koordinaten zusammen mit skleronomen Nebenbedingungen als Grundlage
der Betrachtungen zu nehmen, ist es oft zweckméfig, die Koordinaten eines Systems aus einem
Satz verallgemeinerter Lagekoordinaten

q1,92, -, 4dMm mit M = 3N—NZ

zu wihlen, die die skleronomen Nebenbedingungen automatisch beriicksichtigen. Im Fall des
ebenen mathematischen Pendels sind dies die bereits vorgestellten Polar-Koordinaten.

Die Zahl M = 3N — Ny der tatséchlichen Freiheitsgrade eines Systems ergibt sich aus der Anzahl
N der Massepunkte, die in D = 3 rdumlichen Dimensionen jeweils drei Freiheitsgrade besitzen.
Dann zieht man N, die Anzahl der Zwangsbedingungen, wieder ab. Die urspriinglichen karte-
sischen Koordinaten des Systems sind nun Funktionen der verallgemeinerten Lagekoordinaten:

r; = I'j((h»(ha EE) q]Wat)

Man bezeichnet g, als generalisierte Lagekoordinate und ¢,, als generalisierte Geschwindigkeit.

4.3 Lagrangefunktion und Bewegungsgleichungen

Aus der Transformationsgleichung, mittels der wir die urspriinglichen Kartesischen Koordinaten
durch die verallgemeinerten Lagekoordinaten ausdriicken,

r; =1;(q1,q2, ., g, t) (4.2)
folgt fiir eine virtuelle Verriickung
M

Jr;

i=1
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Mit Hilfe des Prinzips von d’Alembert erhilt man

j=1
N M
d or;
:Z<dtpj_Fj’Za>6qz
Jj=1 1=1
M | M
=30 | (G ) o
i=1 |j=1 di

Da die ¢; unabhéingig voneinander variiert werden, gilt nach dem Satz vom Nullprodukt not-

wendig fir i =1,2,..., M:
d Or
~ . —F. J 0
<dth ’8q2>

Im Falle konservativer Systeme lassen sich alle Kréfte aus einem Potential ableiten, das von den
Ortskoordinaten und der Zeit abhéngig ist, es gilt also

)

1=

F; =-V, V(ry,ry,...,rN,t).

S <F 3%>
] ]’8%

J
N

£ (o)
=1 Ak

0
= _aiv [I'l(CI17Q27~ .. 7QM»t),r2(QIaQ27~ .. 7q]Wat)7 o ]
qk
= fk (4.3)

Aus (4.2) folgt dann

Die potentielle Energie V ist eine Funktion der verallgemeinerten Lagekoordinaten ¢, g2, .., qas-
Die Grofle fi ist eine sog. verallgemeinerte Kraft. Die Betrachtung verdeutlicht, dass eine ver-
allgemeinerte Kraft fi nicht notwendig die physikalische Einheit einer Kraft haben muss. Bei-
spielsweise hat die verallgemeinerte Kraft beziiglich eines Freiheitsgrads g mit der Bedeutung
eines Winkels die Einheit eines Drehmoments.

Es folgt nach dem Gesagten:

fk:i<F&>:§<ip%> (4.4
-2 (@ () - (i (52))) =
St () (EAE) o
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Uber die Kettenregel ergibt sich:

. dr; 81'] Or;

o= = et}

dt < m m 5t
Offensichtlich hingt r; nur linear von den Verallgemelnerten Geschwindigkeiten ¢ ab, da die
kartesischen Lagekoordinaten r; nur von den verallgemeinerten Koordinaten gy, aber nicht von

den verallgemeinerten Geschwindigkeiten ¢, abhingig sind. Somit folgt
or;  Or;
dir — Oar
Aufgrund der vorrausgesetzten Vertauschbarkeit der partiellen Ableitung folgern wir unschwer:

or; or; 0 (Or;
(5%) Zan ( ) "o <8qk>
Ly D (Y 0 (o
0qr \ 9qm aqy; ot

m

=

|

|

Dl
o=

Il
=
A~
SIS
I/~ =

wobei die kinetische Energie

Jj=1
nunmehr iiber die Geschwindigkeiten r; explizit von den generalisierten Koordinaten g, und
den generalisierten Geschwindigkeiten ¢ abhéngt!
Da in der Herleitung nur konservative Systeme betrachtet wurden, deren Potentiale V' = V (g, t)
unabhéngig von den generalisierten Geschwindigkeiten sind, diirfen wir unter Beachtung von

fr = —% jetzt schreiben:
d (0 0
S (xk-v)) - Tk -
it (54,0 V1) g -1 =0

Dies sind fiir k = 1,..., M die Lagrange’schen Bewegungsgleichungen:

d(a"g)—wzo (4.7)

B oqr

Die Funktion . = #(q, ¢,t) = K — V heifit Lagrangefunktion.
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Beispiel - Ebenes mathematisches Pendel

Es bietet sich an, als generalisierte Koordinaten Polarkoordinaten® zu withlen, um das System
vollstandig zu beschreiben.

Abbildung 4.2: Fadenpendel

x(t) = £sin p(t)
y(t) =0
z(t) = —Lcos p(t)

Fiir ein Bogenelement der Trajektorie des Massenpunktes (Kreisbahn) gilt ds = £ - dy, wobei
©(t) der Auslenkungswinkel aus der Ruhelage des Pendels ist. Um die kinetische Energie

m

2

K = —(i*+ 2%

in Polarkoordinaten auszudriicken, berechnen wir zunéchst:

2(t) = Lpsin p(t)
z(t) = Lp cos p(t)

Das Potential hat fiir ¢ = 0 ein Minimum:
V(g) = mg(t + 2) = mgt(1 - cos o)

Die Lagrangefunktion des Systems, also die Differenz aus kinetischer Energie und potentieller
Energie, ergibt sich zu

ZL=K-V= %KQQbQ(t) —mgl(1l — cosy)

m vorliegenden Fall nehmen wir an, dass das Pendel in der Ebene y = 0 schwingt.
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Die Bewegungsgleichung des mathematischen Pendels in Polarkoordinaten lautet somit

014 (22) 2
dt \ 9¢ Op
= (m£2gb) + mglsin @

= ml2p(t) + mglsing = 0

Physikalisch besagt diese Gleichung, dass eine , Riickstellkraft* f = —mg¥f sin ¢ ein Drehmoment
N = ml?j(t) erzeugt. Nach Kiirzen des Faktors mf? ergibt sich die Bewegungsgleichung des

mathematischen Pendels: g
G(t) + 7 sinp(t) =0

Fiir kleine Auslenkungen aus der Ruhelage diirfen wir Linearisieren: sinp ~ ¢. Es ergibt sich
so die Bewegungsgleichung eines harmonischen Oszillators:

@(t) +w?o(t) =0

mit der Frequenz f = 1., wobei 2% = w = /7 = 2% ist.

Beispiel - Perle auf einem rotierenden geraden Draht

Eine kleine (durchbohrte) Perle gleitet ohne Reibung auf einem um die z-Achse rotierenden
linearen Draht der senkrecht zur z-Achse montiert ist. Zur Beschreibung der Position der Perle
auf dem in der Ebene z = 0 rotierenden linearen Draht bieten sich ebene Polarkoordianten an:

z(t) = r(t) cos ¢(t)
y(t) = r(t) sin o(t)

Dabei ist ¢(t) = w = const. die Rotationsgeschwindigkeit.
Die kinetische Energie der Perle betrigt

K= % (i:2 —|—y'2) = % (7"2 +r2(;52) = % (1*2 —|—w2r2),

die potentielle Energie V ist in der gegebenen Geometrie eine Konstante.
Damit folgt als Lagrange’sche Bewegungsgleichung:

d (0% 0L 5

— | == — =—=mi() - t)=0

7 (7)) = 5 =m0 - matriy

Die Losung dieser Differentialgleichung ist

r(t) =riet +r_e @t

mit zwei Integrationskonstanten r4 und r_. Im Allgemeinen wird die Perle sich von einer
gegebenen Startposition r(¢t = 0) mit exponentiell wachsender Geschwindigkeit ins Unendliche
entfernen. Es gibt aber eine Ausnahme, bei der das Teilchen am Ort r(¢ = 0) = r_ mit Anfangs-
geschwindigkeit 7(t = 0) = —wr_ startet. In dem Fall bewegt sich die Perle mit exponentiell
abklingender Geschwindigkeit kriechend auf das Zentrum bei r = 0 zu. Eine noch so kleine
Storung dieser speziell gewéhlten Anfangswerte bewirkt allerdings, dass im Lauf der Zeit die
exponentiell wachsende Losung wieder dominiert und das Teilchen sich schliefllich mit expo-
nentiell wachsender Geschwindigkeit ins Unendliche entfernt. Nur die exponentiell wachsende
Losung ist stabil.
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4.4 Invarianz der Lagrange-Bewegungsgleichungen unter
Koordinatentransformationen

Die folgenden Betrachtungen beziehen sich auf allgemeine Koordinatentransformationen
o = qr(t) = arla1 (1), ¢5(1), - - qpr (£):1]-

Unter Verwendung der Kettenregel ergibt sich fiir die verallgemeinerten Geschwindigkeiten

Z 3% ‘de [

= at ot
m= 1
M
— Z an q’ + %
= ; -
= Oqy, ot

Da die urspriinglichen Transformationsgleichungen nur von den neuen Koordinaten ¢/, abhéngen,
aber nicht von den verallgemeinerten Geschwindigkeiten ¢/, ist ¢ nur linear von den neuen
verallgemeinerten Geschwindigkeiten ¢/, abhéngig:

qr = Qk[q/;t]v qk = qk[qlvqlvﬂv

wobei
gk _ Oq
9q;,  Ogy,

Nach dem Gesagten ergibt sich eine Transformationsgleichung fiir die Lagrangefunktion:
L(q.4,t) = L' (¢, d' 1) = ZLa(d', 1), d(d' . ¢, 1), 1]

Daher gilt wieder geméfl der Kettenregel

d (04 _ d (O :Jz”: 0 (O, . 00n
t\odq,) ~ dt \oq,) = < dq, \oq,) ™" bt g,

Andererseits ist wegen der Vertauschbarkeit der partiellen Ableitung:

O _ 0 (d N _x~ 0 (Oa) . . 0 Oq _x~ 0 (0a). . O Ou
od, ~ o, ( Qk> =2 g \ag, ) 9 F g o~ 2= g \ag, ) aiag,

Somit gilt die Identitit

d (9d\ _ i
dt \9q;, ) 9q,
Nun sei &' = Z'(¢',d',t) = ZLla(d', 1), 4(d, ¢, t),t], die durch die Koordinatentransformation
qx = qr|q’,t] aus der urspriinglichen Lagrangefunktion Z[q, ¢,t] entstehende neue Lagrange-
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funktion fiir die generalisierten Koordinaten g¢;, ¢;,,t mit (k = 1,2,..., M). Dann finden wir

d{az'} 02" d 0L Dm _EM:(a.z_aqm aglaqm>
94y 3qk Tt | = 9w 04, m  Oq;,  gm O,

i d[ ] O | 0L d [aqm] 0L 04w 0L i
Gm

| dt 0df ~ Ogmdt | 0d, | Ogm Oqi  Ogm g,
~—
=
B i (d <a$> - ag> O 0F (d <8qm> - aqm>
A= \dt \ Oim 0qm ) Oq,  Odm \dt \ O, dq,
=0 =0

=0
Die Lagrange-Bewegungsgleichungen bleiben also unter (lokal umkehrbaren) Koordinatentrans-
formationen

ak = ar(q',t) bzw. g, = ¢, (¢, t)

invariant! Das heifit, ob die Koordinatentransformation vor oder nach der Bildung der Lagran-
gefunktion und dem Aufstellen der zugeordneten Bewegungsgleichungen erfolgt, stellt keinen
Unterschied dar.
Die Invarianz der Lagrange-Bewegungsgleichungen unter solchen Punkttransformationen besitzt
praktische Bedeutung! Denn es ist natiirlich viel einfacher, den Skalar L(q, ¢, t) zu transformieren
als die zugeordneten Lagrange’schen Bewegungsgleichungen!

4.5 Nichteindeutigkeit der Lagrangefunktion

Die Lagrangefunktion Z(q,q,t) ist nicht eindeutig! Wir bilden aus einer beliebig gegebenen
Lagrangefunktion £ (g, ¢,t) eine neue Lagrangefunktion #(q, ¢,t) geméf der Vorschrift

. . d
Dann gilt wegen 4.7:

07\ 07
B Oqi,

=0
_d(oZ\ 02 dj o (d |, 0 dy
dt aqk 8qm dt an dt 0qk dt

__£i§%-+% 2O (dA) oAy 0 (A
T dt\ 0 = \0gn T ot da, dt \dqr) " og, \dt

=0

Lagrangefunktionen . und .:ZZ/, die sich um eine totale zeitliche Ableitung
M
d oA OA
ZAlg.1) = Sl S Wi
7 Mat) Z(’)qur(‘)t

m=1 m
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einer skalaren Funktion A = A(g, t) unterscheiden, besitzen identische Bewegungsgleichungen.
Insbesondere ist die Definition des generalisierten Impulses geméfl

0L

Pk = 75—
Iqy.

nicht eindeutig, und héngt von der Wahl der Lagrangefunktion ab! Die Lagrangefunktion £
und die Langragefunktion . beschreiben manifest die gleiche Physik. Die erwéhnte Nichtein-
deutigkeit des Impulses spielt eine iiber die Zielsetzung der klassischen Mechanik hinausgehende
Rolle im Zusammenhang mit den sog. Eichtransformationen in der Quantenmechanik.

Beispiel - Freies Teilchen

Die Lagrangefunktion eines freien Teilchens ist
m
&= =i
2

Aus der Lagrange’schen Bewegungsgleichung

Oiﬁ 0¥ _8.,2”
Cdt \ 0% Ox
d, .
= %(mx)

folgt sofort, dass der mechanische Impuls Erhaltungsgrofle ist:

—%—mﬁc
P=%: =
und
p=mz=0.

Dies ist die Bewegungsgleichung des freien Teilchens.
Subtrahiert man die totale zeitliche Ableitung der Funktion A(z,t) = —Fp - x - ¢, so entsteht die
neue Lagrangefunktion

__ d
D%:D%—@A:%x'ulﬁoxjt%m.

Die zugeordnete Lagrange’sche Bewegungsgleichung lautet

vd (0L 0L  d .
O_dt<6ds>_8x_dtp_FO

Mit

folgt wieder

Man vergleiche mit Abschnitt 1.2.1.
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4.6 Geladenes Teilchen im elektromagnetischen Feld

Ein klassisches geladenes Teilchen ist ein Massenpunkt mit Masse m, Ladung e (positiv oder
negativ geladen). Der Zusatz klassisch soll daran erinnern, daf es sich bei dem Teilchen nicht
um ein Objekt der Quantentheorie handeln soll, insbesondere soll der Spin des Teilchens keine
Rolle spielen! Ferner soll das Teilchen nicht mit dem von ihm selbst (z.B. bei Beschleunigungs-
vorgingen) erzeugten elektromagnetischen Strahlungsfeld wechselwirken!

Die im vorigen Abschnitt verwendete Argumentation zur Herleitung der Lagrange’schen Be-
wegungsgleichungen bezog sich auf konservative Krifte: F(r,t) = —VV(r,t). Die Behandlung
beliebiger geschwindigkeitsabhingiger Kriifte F(r,v,t) mit v = % ist im Lagrangeformalismus
im Allgemeinen nicht moglich. Aber es gibt eine Ausnahme, der in den Anwendungen grofle
praktische Bedeutung zukommt. Diese Ausnahme betrifft spezielle geschwindigkeitsabhéngige
Krifte der Gestalt:

d
dt
Fiir eine derartige geschwindigkeitsabhéngige Kraft zeigt man unschwer fiir die neue Lagrange-
funktion

F(r,v,t) = =V, V(r,v,t) + — [V, V(r,v,1)]

Z(r,v,t) = %(v,v)—V(r,vnﬁ)

dass die zugeordneten Lagrange’schen Bewegungsgleichungen mit den urspriinglichen New-
ton’schen Bewegungsgleichungen dquivalent sind:

a(oz) or

dt 87'3— arj

d

= = [mv — VyV(r,v,t)]; + [V:V(r,v,1)];

i)~ FGv.o)

dt ;
Hervorzuheben ist, dass eine geschwindigkeitsabhéngige Kraft nicht einfach als Gradient eines
Potentials V' darstellbar ist. Insofern ist es nicht richtig, den Term V (r,v,t) in der neuen La-
grangefunktion als potentielle Energie zu bezeichnen. Die konstruierte Lagrangefunktion fiir
eine geschwindigkeitsabhingige Kraft ist manifest nicht die Differenz von kinetischer und po-
tentieller Energie!

Wir betrachten jetzt elektromagnetische Felder E(r,¢) und B(r,t), die in einem definierten
Raumbereich des Laborsystems als Funktion der Zeit ¢ von auflen kontrolliert vorgegeben sind,
etwa durch geeignete Anordnung von Kondensatorplatten und Spulen. Die Kinematik eines sich
relativ zum Laborsystem mit Geschwindigkeit ©(¢) bewegenden klassischen geladenen Teilchens
ist dann durch die sog. Lorentzkraft charakterisiert:

mi(t) = eE[r(t),t] + er(t) A Br(t), 1]
Die angegebene Form der Bewegungsgleichung ist allerdings nur giiltig, wenn man

(i) die Einschrinkung macht, dass die Riickkopplung der Eigenfelder des Teilchens auf die
Laborfelder keine Rolle spielt, und

(ii) dass die Geschwindigkeit des geladenen Teilchens relativ zum Laborsystem als klein ge-
geniiber der Lichtgeschwindigkeit ¢ angesehen werden darf: v = |#(t)] < ¢ . Fiir groBe
Geschwindigkeit des Teilchens miissen relativistische Effekte beriicksichtigt werden.
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Da die Lorentzkraft geschwindigkeitsabhéngig ist, kann sie nicht einfach als Gradient einer
skalaren Potentialfunktion dargestellt werden. Darin besteht eine gewisse Schwierigkeit, die es
bei der Auffindung einer geeigneten Lagrangefunktion zu iiberwinden gilt.

Wir zeigen jetzt, dass

Llr(t),r(t),t] = %(r, r) —eU(r,t) + e (r(t), Alr(t),t]) (4.8)
=r1A1+r2As+r3A3

eine geeignete Lagrangefunktion zur Beschreibung der Kinematik geladener Teilchen unter dem
Einfluss der Lorentzkraft ist. Hier ist

B(r,t) = VAA(r,t)
der bekannte Zusammenhang zwischen der magnetischen Induktion B und dem Vektorpotential
A. Wegen VB = 0 ist das B-Feld rein transversal. Das E-Feld enthilt sowohl longitudinale als
auch transversale Freiheitsgrade:

E(r,t) = -VU(r,t) — %A(r,t)

Die longitudinalen Freiheitsgrade des E-Feldes werden durch den Gradienten des Skalarpoten-
tials U(r,t) dargestellt.
Der der Lagrangefunktion (4.8) zugeordnete kanonische Impuls ist

54 )
pj = 371“] =mrj +eA;(r,t)

Der kanonische Impuls p(t) eines geladenen Teilchens unterscheidet sich in Gegenwart elektro-
magnetischer Felder vom rein mechanischen Impuls mi(t)!
Es folgt nun unter Verwendung der Kettenregel:

d 2L 9A,; 0

A:fr(t). ¢ = — Ly () + = Aj[r(t),t
dt J[r( )5 ] — 87"]9 Tk( )+ at J[r( )7 ]
Somit erhalten wir

% (Z'f:) = mi;(t) + e%AJ[r(t)»t]

0L U 0A
87”]' o 873- % 87"]'

Addition beider Ausdriicke liefert

0 = 4(9Z)\_oZ
o dt 87“] 8rj
ouU 9 3 /0A; 04,
e <afrj T J[P(”’ﬂ) > <ark or, > e

k=1
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Der zweite und dritte Term ist identisch mit der (negativen) Lorentzkraft, wie die folgende
Uberlegung zeigt:

#AB], = [FA(VAA)
3
= Z Ejml’f‘m[V/\A]l

m,l=1
3

. 0
= > EimiClabTmz —Ap

a,bm,l=1 @

Die ,,Zauberformel“, die man zur Vereinfachung des Ausdrucks braucht, ist die ,, Kontraktion
zweier Levi-Civita-Symbole®?

§ EjmlElab = 5ja5mb - 5jb5ma

=1
Es folgt somit:
: )
FA(VAA) = abzmj_l ja0mb = jp0ma)m 5~ Ay
B i 0An _ 04,
o el 3rj 87’m n

Die Lagrange’sche Bewegungsgleichung ergibt jetzt:

5 DA, *L(0A;  0An) .
mrp = <8t arj> ez(arm arj)rm

m=1
=e[E+iA(VAA),
=e[E+1AB|;,

was zu zeigen war.

Hervorzuheben ist, dass die elektromagnetischen Freiheitsgrade in der Lagrangefunktion durch
den Term U — (, A) gegeben sind, wobei U das elektrische Potential und (i, A) das Skalar-
produkt von Teilchengeschwindigkeit © und Vektorpotential A reprisentiert. Der tiefere Grund
hierfiir wird in der Relativititstheorie gegeben: U — (&, A) ist ein Viererskalar.

Wir diskutieren nun, wie elektromagnetische und mechanische Einheiten iiber die Lorentzkraft
voneinander abhéngen. Sei E'(r/,t) das wirkende elektrische Feld im (instantanen) Ruhesys-
tem eines geladenen Teilchens. Dann erfiahrt das Teilchen im Ruhesystem eine Kraft F'(r’,t) =
eE/(r',t). Bewegt sich das Teilchen relativ zum Laborsystem r = vt + r’ mit Geschwindigkeit
|v| << ¢, dann gilt unter Beachtung des fiir niedrige Relativgeschwindigkeit geltenden Zusam-
menhangs fiir die betreffenden elektromagnetischen Felder E'(r',t) = E(r,t) + v A B(r, t), weil
die wirkende Kraft absolut und unabhéngig vom gewihlten Inertialsystem ist: F'(r/,t) = F(r, ).
Somit folgt der bekannte Ausdruck fiir die Lorentzkraft in einem Inertialsystem zu

F(r,t) = e[E(r,t) + v A B(r,1)] (4.9)

20ft verwendet man die Einsteinsche Summenkonvention, d.h. iiber doppelt auftretende Indizes wird still-
schweigend iiber den Wertevorrat der Indizes summiert! Dann kann man sich das Summenzeichen sparen.
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4.6.1 Elektromagnetische Einheiten

Als Einheit der Ladung wihlen wir [¢], als Einheit der Zeit [t], als Einheit der Léinge [I]. Die
magnetische Induktion [B] messen wir als magnetischen Fluss [®] pro Fliche [I?].
Dann muss evB die physikalische Dimension einer Kraft haben:

{qi;{;} = [F],

- [k

t

also

Fixieren wir die Einheit [g] der elektrischen Ladung, so ist die Einheit [®] fiir den magnetischen
Fluss festgelegt. Die Einheit der elektrischen Spannung ergibt sich zu

Also ist die Einheit der elektrischen Feldstarke
1
El=|—=
5= 31].

und diejenige der magnetischen Induktion

o
-]
Aus den Maxwellschen Gleichungen folgen sofort die Einheiten des elektrischen Verschiebungs-

feldes,
D]=le0E] = [ %],

und des Magnetfeldes,

Damit ist
q1
[eo] = l]
® t
und
0] Fl a
o] = —T = 3
77 ()
Es folgt

Mit der Einheit

fiir den elektrischen Strom folgt nun
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Ausgedriickt durch die Einheiten von Kraft [F] und Strom [I] ist uo eine universelle Konstante,
die durch das Experiment gegeben ist. Umgekehrt fixiert ein angenommener Wert von pg die
Einheit des elektrischen Stroms [I] ausgedriickt durch die mechanische Krafteinheit. Im Systéme
International d’Unités (SI-Einheiten) ist po = 47107 [£].
Dann gilt mit [C] =Coulomb als Einheit der Ladung ¢, [A] =Ampere als Einheit fiir den
elektrischen Strom I und [V] =Volt als Einheit fiir die elektrische Spannung U, des Wei-
teren [T] =Tesla als Einheit fiir die magnetische Induktion B und schliesslich [WW] =Weber
als Einheit fiir den magnetischen Fluss ®, sowie [m] =Meter als Einheit fiir die Linge I,
[s] =Sekunde als Einheit fiir die Zeit ¢, [kg] =Kilogramm als Einheit fiir die Masse M und
schlieBlich [N] =Newton als Einheit der Kraft F' insgesamt der Zusammenhang:

[N] = [kg %5

€)= [4s] 2 2

- -] - 2
1= |

W)= o]

4.7 Lagrange-Multiplikatoren und Zwangskrifte

In zahlreichen Problemen der angewandten Mechanik sind die wirkenden Kriifte zusammen mit
zusétzlichen geometrischen Nebenbedingungen fiir die Bewegung gegeben. Mechanische Maschi-
nen wie Zahnréder, Triebwerke, Turbinen usw. sind in ihrer Bewegungsfreiheit typischerweise
durch solche Nebenbedingungen eingeschrinkt.

Die Methode der Lagrange-Multiplikatoren ist ein sehr allgemeines Verfahren zur Beriicksichtigung
von Nebenbedingungen. Eine skleronome und holonome Nebenbedingung hat generisch die
Form G(ri,72,...,73n) = 0 und stellt eine Forderung dar, die an die erlaubten Lagekoor-
dinaten der Teilchen eines Systems gestellt wird. Dies bedeutet eine Reduktion der Anzahl der
Freiheitsgrade des Systems, da die Bewegung der Teilchen im System effektiv auf die Hyper-
fliche G = 0 eingeschriinkt ist. Soll sich z.B. ein Teilchen auf einer Kugelschale mit Radius R
bewegen, dann ist die Nebenbedingung

G(ri,ro,73) =17+ 75 +7r2 — R*=0

zu erfiillen.

Im Allgemeinen kann die Einschrinkung der Bewegung auf einen Unterraum, z.B. gegeben als
Definitionsgleichung einer Fliche in der Form G(r) = 0, als Resultat des Wirkens einer Zwangs-
kraft senkrecht zu dieser Fliche verstanden werden. Wird Reibung beriicksichtigt, so existiert
zusétzlich eine tangential zur Oberflache orientierte Reibungskraft. Da eine Zwangskraft Z, die
dafiir sorgt, dass das Teilchen bei seiner Bewegung die vorgegebene Fliche nicht verldsst, keine
Arbeit leisten soll, ist sie in Richtung des Normalenvektors der Fliche orientiert. Um das zu
verdeutlichen, betrachten wir einen fixen Punkt ro auf der Fliche G(r) = 0. Sei rg + dr ein
Nachbarpunkt, der ebenfalls auf der Fliche liegen soll. Dann gilt

G(I‘o) =0
G(ro+dr)=0
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Fiir die Differenz ergibt sich fiir infinitesimal kleinen Abstand dr :
0=G(rg+dr) — G(rp) = < VG,dr >

Da dr am Ort ry tangential zur Oberfliche orientiert ist, folgt sofort, dal VG(rg) parallel zur
Fliachennormalen ist, d.h. dr L Vg . Fiir die Zwangskraft Z(rp) an einem vorgegebenen Ort rg

der Oberfliche kénnen wir nun folgenden Ansatz machen:
Z(ro) = A VG(ry)

Hier ist A eine Grofle, die den Betrag der wirkenden Zwangskraft Z am Ort ro der Oberfliche
festlegt. Man nennt A einen , Lagrange-Multiplikator*.

Was ist zu tun, wenn in einem allgemeinen Fall die Elimination einer Teilmenge der Variablen
qr aus einer Anzahl L von gestellten Nebenbedingungen G;(q) = 0, mit 1 < | < L, durch
Einfithrung neuer Lagekoordinaten in expliziter Form nicht gelingt? Die Antwort auf diese
Frage verdanken wir einem Gedanken von Lagrange. Anstatt nach einem Weg zu suchen, die
urspriinglichen Variablen g; aus den vorgegebenen Nebenbedingungen durch geschickte Parame-
trisierungen der Gestalt g, (q’) mittels neuer verallgemeinerter Koordinaten ¢; zu eliminieren,
so dass die Bahnen der Teilchen des Systems ausgedriickt durch die neuen Variablen ¢, die
Nebenbedingungen automatisch erfiillen, erhéht Lagrange noch die Anzahl der urspriinglichen
Variablen qy, ..., gy um weitere Schlupfvariable )\;, die sog. Lagrange-Multiplikatoren. Dabei
benétigt man fiir jede gestellte Nebenbedingung G;(q) = 0 einen Lagrange Multiplikator ;.
Geméss Lagrange betrachtet man sog. erweiterte generalisierte Koordinaten @

Q = (q7 >‘) = (Q1,(I27 "'aQM;)\la)‘Qw"a)‘L)

und deren zeitlichen Ableitungen Qj

Q= (& 1)) = (a1, 42, - a3 A1, A2, oy AL)
und definiert mit diesen erweiterten Variablen eine erweiterte Lagrange-Funktion:
Z(q,4,t) L
2(Q,Q.t) =K(q,4,t) - V(a,t) + Y NGi(q)
=1

Die zugeordneten Lagrange’schen Bewegungsgleichungen lauten

d oz o0z _, (4.10)
dt an GQ]
wobei j =1,2,..M, M +1,.., M 4+ L. Also erhalten wir fiir j =1,..., M :
d (02\ 0L . 0G
O =) - == = A\ — 4.11
dt(&b) 9g; 2 "0q;” @1

=1

wéhrend fir j = M+1,M+2,.., M+ L mitl =k—M =1, .., L gerade die L Nebenbedingungen
generiert werden. Die erweiterte Lagrangefunktion darf man sich als aus zwei Untersystemen
bestehend vorstellen, wobei das erste System das urspriingliche physikalische System und das
zweite System aus ,unendlich“ schweren Teilchen mit Koordinaten \; besteht, die linear {iber
die Nebenbedingungen an die Freiheitsgrade des physikalischen System gekoppelt sind.

Gi(q) =0
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Das heifit die Beriicksichtigung von Nebenbedingungen mittels der Methode der Lagrange-
Multiplikatoren ist #quivalent zur Einfiihrung von Zwangskraften?3

L
oG,
- N\ —

J

in den urspriinglichen Newton’schen Bewegungsgleichungen.

Eine Strategie zur Losung besteht darin, durch zweimaliges Differenzieren der Nebenbedingun-
gen Gi(q) = 0 eine Anzahl L neuer Gleichungen aufzustellen, in denen die Beschleunigungs-
terme ¢ nur linear vorkommen und somit durch die entsprechenden Lagrange’schen Bewe-
gungsgleichungen, die ja die unbekannten Lagrange-Multiplikatoren ebenfalls linear enthalten,
ausgedriickt werden koénnen:

d 2
0 = (dt Gl(Q)
M
d 0Gi(q) .
= *Z qk
dt — oqk
M
>Gi(q) Gi(q)
> RS
ok =1 9ar Oqr k=1 9

Dies ergibt insgesamt L (lineare) Bestimmungsgleichungen fiir die Lagrange-Multiplikatoren
\;, die nunmehr als Funktionen von ¢; und ¢; bestimmt sind. Die so erhaltenen Ausdriicke
fir \; = \/(qx, qx, 1) sind in die Lagrange’schen Bewegungsgleichungen einzusetzen, womit die
Lagrange-Multiplikatoren eliminiert sind! Die resultierenden M Differentialgleichungen sind Be-
wegungsgleichungen im tiblichen Sinn der Newton’schen Mechanik und dienen der Bestimmung
der qx(t) . Dabei darf nicht vergessen werden, dass die Anfangswerte qi(t = 0) und gx(t = 0)
fiir die Koordinaten und Geschwindigkeiten kompatibel mit den gestellten Nebenbedingungen
sein miissen!

Schliefllich kann man, sobald die Losung bekannt ist, zu den urspriinglichen kartesischen Koor-
dinaten zuriick transformieren und die wirkenden Zwangskréifte ablesen.

Beispiel - Seilzugsystem

Wir betrachten (siehe Abbildung 4.3) ein Seilzugsystem in einem Schacht. Eine an einer Rolle
aufgehéngte schwere Masse m, zieht im Schwerefeld der Erde effektiv an einem Seil, das iiber
zwei starr gelagerte Umlenkrollen eine auf einem hoheren Niveau z = H befindliche Masse m,
zieht. Jemand misst die Beschleunigung der Masse m; in z-Richtung zu a,,, . Gegen die als
konstant angenommene Tangentialkraft (Reibungskraft) Fgr leistet die Masse my, wihrend sie
gezogen wird, eine Arbeit F - 2, (t) . Wie grofl ist Reibungskraft Fr, die auf die Masse my
einwirkt?

Machen wir zuerst einige vereinfachte Annahmen:

e Alle 3 Rollen sind ohne Reibung gelagert.
e Die Rotationsenergie der Rollen darf vernachlissigt werden.

e Die Verbindungsseile sind masselos.

3 f1, bezeichnet hier eine verallgemeinerte Kraft.
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x,(t)
PR

z,(t)

b N

Abbildung 4.3: Skizze des Systems

Die Lénge des Seils sei I = const. Aus der Skizze entnimmt man sofort die Nebenbedingung;:
Xp—Tm,(t) +2[H — 2p, (1) + Xp =1

Die Lagrange-Funktion, aufgestellt mit den verallgemeinerten Koordinaten Q = (zas, 2m, A),
ergibt sich nach der angegebenen Vorschrift zu

T L, (O] 4 2 [, (8] — Mag2m, () — Fr - 2, (2)
Z(Q.Q) = { +A [ XL — @z, (t) + 2H — 22, (t) + XRR— 1]

Der Lagrangeparameter A spielt hier die Rolle der verallgemeinerten dritten ,,Koordinate”.
Aufstellen der entsprechenden Lagrange’schen Bewegungsgleichungen 4.11 ergibt:

mbib'mb(t)-i-FR-i-)\:O
MaZm, (1) +Meg+2-A=0

Xy, = gy (£) + 2H — 22, () + Xg —1 =0

Elimination des Parameters A aus den beiden ersten Gleichungen ergibt:
2mp T, (t) — MaZm, (t) + 2Fr —mag =0
Die dritte Gleichung differenzieren wir zweimal nach ¢ :

— oy (£) = 2. (£) = 0 (4.12)
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Laut Vorraussetzung ist ., (t) durch Messung bekannt, also @, (t) = a,,, . Einsetzen liefert
dann fiir die Beschleunigung in z-Richtung:

. 1
Zm, () = _iamb
Es folgt
mq
(2mp + —)am, +2Fr —meg =0

2
Das gesuchte Ergebnis fiir die Reibungskraft Fr, die auf die Masse m,, einwirkt, ist:

Mg m
P =509 = (mo e,

Die Zugkraft am Seil auf die Masse m,, (in z-Richtung) ergibt sich nach dem Gesagten zu

Fz:)\aa—f:—Q)\:ma (g—a;nb)

Beispiel - Atwood’sche Fallmaschine

Als weiteres Beispiel zum Formalismus der Lagrange-Parameter betrachten wir einen genial
einfachen Apparat zur Erzeugung einer verkleinerten effektiven Fallbeschleunigung, die so ge-
nannte Atwood’sche Fallmaschine*. Wir wollen erreichen, dass die effektive Beschleunigung ¢’
fiir eine am Seil héingende Masse kleiner ist als die Erdbeschleunigung: ¢’ < g. In der ’Maschine’
sind zwei Massen m, und m; mit einer (masselosen) Schnur der (effektiven) Léinge | verbunden,
welche (reibungslos) iiber eine Rolle (mit vernachléssigbar kleiner Rotationsenergie) rollt.

z (t)
z,(t) m

Abbildung 4.4: Atwood’sche Fallmaschine

Offensichtlich gilt (mit der Annahme R < [) die Nebenbedingung:
G(za, 20) = 2a(t) + 2(t) =1 =10

Die Lagrange-Funktion, aufgestellt mit den verallgemeinerten Koordinaten Q = (zq, 25, A),
ergibt sich nach der angegebenen Vorschrift zu

o L O e (50 — mag (1) — migzm (0
o (Q’Q)‘{ ’ S W TS

4George Atwood


http://de.wikipedia.org/wiki/George_Atwood
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Wieder spielt der Lagrangeparameter A die Rolle der verallgemeinerten dritten ,, Koordinate”.
Aufstellen der entsprechenden Lagrange’schen Bewegungsgleichungen 4.11 ergibt:

MaZa(t) + mag—A=0
mpZp(t) + mpg — A =0
za(t) +2p(t) =1 =0

Elimination von A aus den beiden ersten Gleichungen liefert
MaZq(t) — mpZp(t) + (Mg — mp)g =0 (4.13)
Zweimaliges Differenzieren der dritten Gleichung nach ¢ liefert:
Za(t) + Z(t) =0

Daraus erhilt man direkt das Resultat:

. mpy —m,

Al = Tmf =
a

Bt) = -4

Wiéhrend die groflere Masse nach unten féhrt, fahrt die kleinere Masse nach oben. Dabei sind die
Beschleunigungen der Massen entgegengesetzt gleich. Die Seilspannkraft, verursacht durch die
beiden Massen m, und m,, ist unabhéngig davon, ob die Massen sich bewegen, eine Konstante:

oG
F, = )\ =
@ 0z,
= ma(g, +g)
oG
FZ = A— =
b 82{,
= my(—g +9)

Es gilt, wie man sofort nachrechnet:

ma(g' +9) =X =mp(—g" + 9)

4.8 Zusammenfassung

Der in diesem Kapitel behandelte Lagrange’sche Formalismus ist ein méchtiges Werkzeug der
Theoretischen Mechanik, mit dem viele Probleme einfach und direkt zu I6sen sind. So ist es
z.B. sehr viel einfacher, den Skalar .Z = K — V auf geeignete neue verallgemeinerte Koor-
dinaten zu transformieren, und anschliefend in den neuen Koordinaten die Lagrange’schen
Bewegungsgleichungen aufzustellen, als direkt die gekoppelten vektoriellen Newton’schen Be-
wegungsgleichungen von den alten Koordinaten auf die neuen verallgemeinerten Koordinaten
zu transformieren! Bei Problemen mit eingeschrénkten Freiheitsgraden ist die Methode der
Lagrange-Multiplikatoren immer die Methode der Wahl, wenn es gilt, die auf ein bewegtes Teil-
chen wirkenden Zwangskréfte wirklich zu berechnen. Die Methode der Lagrange-Multiplikatoren
ist im Vergleich zur direkten Behandlung konkreter Probleme mit Zwangskréften mittels New-
ton’scher Bewegungsgleichung wesentlich einfacher zu handhaben.
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Kapitel 5

Hamilton-Formalismus und
Kanonische Transformationen

5.1 Vorbemerkungen

Grundlegend fiir die Hamilton’sche Formulierung der klassischen Mechanik ist das Konzept
des Phasenraums, das bereits im ersten Kapitel vorgestellt wurde. Physikalische Observablen
wie Position, Impuls, Drehimpuls, Energie usw. eines Teilchens sind im Hamilton-Formalismus
Funktionen auf dem Phasenraum. Im Hamilton-Formalismus kommt den kanonischen Impulsen
pr = %‘;’f’t) der Teilchen eines System dieselbe tragende Rolle zu, wie den Lagekoordinaten

qx der Teilchen.

Wihrend im Lagrange-Formalismus einem System mit M Freiheitsgraden eine Anzahl M
gewohnlicher Differentialgleichungen zweiter Ordnung als Lagrange’sche Bewegungsgleichun-
gen zugeordnet sind, handelt es sich im Hamilton-Formalismus um die doppelte Anzahl 2M
gewOhnlicher Differentialgleichungen erster Ordnung, die dem System als Hamilton’sche Bewe-
gungsgleichungen zugeordnet sind.

Das System der Hamilton’schen Bewegungsgleichungen ist tatséichlich unter einer sehr grofien
Gruppe von Transformationen, den sog. Kanonischen Transformationen, forminvariant. Die
sich hieraus ergebende mathematische Struktur darf grofle Allgemeinheit beanspruchen und
geht weit iiber die urspriingliche Zielsetzung der Klassischen Mechanik hinaus!

Ausgehend von einem Gebiet (¢ = 0) von Anfangswerten fiir die Freiheitsgrade des Systems
(z.B. Orte und Impulse der Teilchen des Systems) erzeugen die 2M Hamilton’schen Bewegungs-
gleichungen einen 'Fluss’ im Phasenraum. Der Fluss eines Hamilton’schen Systems im Phasen-
raum ist inkompressibel, wie bei einer idealen Fliissigkeit. Dies ist die Aussage des Satzes von
Liouville.

Der Hamilton-Formalismus ist Ausgangspunkt fiir die Entwicklung méchtiger Rechenmetho-
den, die z.B. in der Astronomie, der Statistischen Mechanik, der Quantenmechanik und der
Beschleunigerphysik zum Einsatz kommen.

Die Hamilton’sche Formulierung der Mechanik ist Basiswissen fiir jeden Physiker.
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5.2 Hamiltonfunktion und Hamilton’sche Bewegungsglei-
chungen

Die fundamentalen Newton’schen Bewegungsgleichungen der Mechanik bilden den Ausgangs-
punkt fiir den Lagrange-Formalismus. Beide Methoden beschreiben die gleiche Physik und lie-
fern identische Resultate. Das trifft natiirlich auch auf den Hamilton-Formalismus zu.

Lagrange-Formalismus und Hamilton-Formalismus héngen iiber eine sog. Legendre-Transformation
zusamien.

Um zu erkldren, was man unter einer Legendre-Transformation versteht, betrachten wir eine
Funktion F'(x,y) zweier Variablen z und y. Dann bilden wir das (totale) Differential

F = oF oF
d xdx—i— ydy

=udr+vdy

Die neue Funktion

G=yv—F

ist tatséichlich nicht mehr eine Funktion der Variablen x und y, sondern eine Funktion von x
und v, denn

dG =d(yv) —dF =vdy +ydv —uder —vdy = ydv — udzx.

Somit ist G = G(x,v) eine Funktion der Variablen 2 und v mit der Eigenschaft: ‘Z—f = —u und
%—f = y. Eine Legendre-Transformation ist also der Ubergang von einer Funktion F (z,y) zu
einer neuen Funktion G(xz,v), wobei gilt v = %—z. Die Funktion G(z,v) enthilt aber dieselbe
Information wie die urspriingliche Funktion F'(z,y), wie man sich leicht iiberlegt!

Zur Uberfithrung der Lagrange’schen Formulierung in die Hamilton’sche Formulierung losen
wir fiir ein festgehaltenes py die Gleichungen fiir den generalisierten Impuls

= 924,41
g,
nach den generalisierten Geschwindigkeiten ¢ auf, so dass jeweils eine Funktion
q.k = qk (qv P, t)

auf dem Phasenraum entsteht!. Der Wechsel von der Lagrangefunktion .#(q,{,t) zur sog.
Hamiltonfunktion J€(q,p,t) erfolgt mittels einer Legendre-Transformation:

M
H(Qp.t) =Y Pmim — LIq,4(q,p, 1), 1]
m=1

Die Hamiltonfunktion ist eine Funktion auf dem 2M-dimensionalen Phasenraum. Der Hamil-
tonfunktion S#(q,p,t) sind die Hamilton’schen Bewegungsgleichungen zugeordnet. Dazu be-

!N#heres dazu z.B. in ( )
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trachten wir das totale Differential der Lagrangefunktion:

M
) 0% 0% . 0%
dg(q7 q, t) = Z (aqdek + aqkd(ﬂc) + Wdt
k=1 Y

M
d (0% . 0L
=3 (i (g ) i) +
M

. . 0¥
(Prdpr + prdqr) + —-dt,

ot

M
0 0 0

M
. ) 0%
= E (—prdqi + qrdpr) — 3 dt
k=1

M 0.7
Z [dxdpr + prddi — (Prdqr + prddr)] — Wdt

(5.1)

(5.2)

Durch Koeffizientenvergleich mit (5.2) erhélt man die gesuchten Hamilton’schen Bewe-

gungsgleichungen

. 0

gk = O

0
Pk Dar
o oz
ot ot

Spezialisiert man auf ein kartesisches Koordinatensystem, so sieht man unschwer, dafl die Hamil-
ton’schen Bewegungsgleichungen zu den Newton’schen Bewegungsgleichungen dquivalent sind!

Falls die Lagrangefunktion . = Z(q, q) nicht explizit von der Zeit ¢ abhéingig ist, gilt

oA
ot

Dann ist die Hamiltonfunktion zeitlich erhalten und es gilt der Energieerhaltungssatz:

H(q,p) = E = const.
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Falls die Hamiltonfunktion .7 nicht explizit von einer verallgemeinerten Koordinate g; abhéngt,
dann ist der zu ¢; konjugierte Impuls p; eine Erhaltungsgréfie, denn p; = % = 0, also
p; = const. Solche Koordinaten heilen zyklisch.

Eine kluge Strategie zur Losung mechanischer Probleme besteht darin, geeignete Transforma-
tionen der Koordinaten q und p auf neue Koordinaten ¢’ und p’ zu finden, so dass in der neuen
Hamiltonfunktion 57’ (q’, p’, t) moglichst viele Variable q;. zyklisch sind. Leider ist das einfacher

gesagt als getan!
5.3 Erweiterter Phasenraum
Ist die Hamiltonfunktion s = 5 (q, p,t) explizit von der Zeit ¢ abhingig, so kann man for-

mal eine neue ’zeitunabhéngige’” Hamiltonfunktion H(Q,P) auf einem um zwei Freiheitsgrade
erweiterten Phasenraum konstruieren, u.z. geméfl der Einbettung:

Q = g fir1<j <M
T t fiir j =0
P — p; fir1 <j<M
7o —Efiirj=0
Q = (ta)
P = (-E,p)

H(va) = jf((L p, t) -F

Die zugeordneten Hamilton’schen Bewegungsgleichungen lauten fiir j =0,1,2,..., M
% = OP;
P, = —13pb—=
0Q;

Fir 1 < 5 < M stimmen die neuen Bewegungsgleichungen mit den alten Hamilton’schen
Gleichungen iiberein. Fiir die neuen konjugierten Variablen ¢t = Qg und —F = Py folgt:

OH(Q, P)

v = =1
Qo P,
p, — _OHQP) 9#(qp?)
’ 9Qo ot
Die vorletzte Zeile ist gleichbedeutend mit ¢ = W = 1, die letzte Zeile ist identisch
mit £ = 224apd) _ _ 0Z(dp.l)
i e

Falls die urspriingliche Hamiltonfunktion 7 (q,p) nicht explizit von ¢ abhéngt, so ist ¢ eine
zyklische Variable der Hamiltonfunktion H(Q, P) und es folgt der Energieerhaltungssatz: E = 0,
d.h. F = const.!

Aufgrund des beschriebenen Einbettungsverfahrens diirfen wir im Folgenden ohne Beschrankung
der Allgemeinheit fiir die weitere Entwicklung der Theorie annehmen, dass die Hamiltonfunk-
tion nicht explizit von der Zeit ¢ abhéngig ist.
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Teilchen im konservativen Kraftfeld, kartesische Koordinaten

Betrachten wir ein Teilchen der Masse m im Potential V(r) mit der kinetischen Energie K. Die
Lagrangefunktion ist in diesem Fall

L(r,¥) = %@,ﬂ —V(r)

woraus wir direkt die Bewegungsgleichung fiir die Bahn r(t) erhalten:
d(ozY_d . oV oz
ory, dt k ory, N ary

Wir konstruieren nun nach dem angegebenen Verfahren die Hamilton-Funktion. Dafiir wird als
Erstes der konjugierte Impuls bzgl. der Koordinate r; berechnet:

0% . .
szaf.zmﬁc = Tg= —Dk
Tk m

und damit die Hamiltonfunktion J# aufgestellt:

3
Zpkrk - ZLri(r,pt) 1] = Z (plcf”k - %ﬂd‘}c) + V(r)

k=1
3

(Pkpk _ ﬁpkpk) FV(r)
1

k
_ (p,p)
2m

+V(r)

Damit lauten die Hamilton’schen Bewegungsgleichungen zur Beschreibung der Kinematik eines
Teilchens im konservativen Kraftfeld F = —VV (r):

) OH 1
T = —_— _
k Opr mpk
OH ov
), = —— = — = F
P 3Tk 6Tk k
Der kanonische Impuls ist im betrachteten Fall gleich dem mechanischen Impuls p = mr des
Teilchens.
Hier ist also die Hamiltonfunktion gleich der Summe aus kinetischer und potentieller Energie
H=K+V.

Eine additive Zusammensetzung der Hamiltonfunktion aus kinetischer Energie K und potenti-
eller Energie V ist jedoch nicht immer gegeben!

Hamiltonfunktion fiir geladene Teilchen

Ein geladenes klassisches Teilchen mit Ladung e und Masse m bewege sich im elektromagneti-
schen Feld:

E(r,t) = —VU(r,t) -8, A(r,t)
—— N——

longitudinal transversal
B(r,t) = VA A(r,t)
—_——

transversal
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Die zugeordnete Lagrangefunktion ist

L(r,88) = S5 F) = U(r 1) + eli, A, )
V(r,r,t)
Der kanonische Impuls des Teilchens ist
0ZL(r,p,t .
J

Um jetzt die Hamiltonfunktion nach der oben gegebenen Vorschrift zu konstruieren, miissen
wir fiir einen fixen Wert von p; die Geschwindigkeit 7; des Teilchens durch den generalisierten

Impuls p; ausdriicken:
. 1
7= —(pj —edy(r,1)

Die Hamiltonfunktion 2 = Z pi¢; — £ ist dann

H(p,r,t) = (p,t) — ZL(r,1(r,p,1),1)

1 1 1

- — —eA)— —(p—eA.p—eA — —(p—eA. eA
m<p,p eA) 2m<p eA,p —eA) +elU(r,1) m<p eA eA)
1

= %ﬁ) —eA,p—ecA) +eU(r,t)

Die Umformungen, die zur letzten Zeile fithren, sind elementar und beruhen auf der Bilinearitét
des Skalarprodukts.

Vergleicht man nun die Hamiltonfunktion fiir ein geladenes Teilchen mit derjenigen eines unge-
ladenen Teilchens im konservativen Kraftfeld, bemerkt man sofort, dass die Hamiltonfunktion
fiir ein geladenes Teilchen immer noch gleich der Summe von kinetischer und potentieller Ener-
gie ist, denn die Geschwindigkeit des Teilchens ist 1 = p_T”‘". Also stellt 5# auch in Gegenwart
von (duBeren) Magnetfeldern die Gesamtenergie des Systems dar.

5.3.1 Beispiel - Bewegung im konstanten Magnetfeld

Wir betrachten ein geladenes Teilchen der Masse m und Ladung e, das sich in der  — y Ebene
senkrecht zu einem konstanten Magnetfeld B = Bes in z—Richtung bewegt. In dem Fall wird
die Relation B = V A A(r) z.B. durch ein Vektorpotential der Form

A(r) = —Bye;

erfiillt. Die Hamiltonfunktion des geladenen Teilchens im konstanten Magnetfeld ist dann ge-
geben zu

1
_ B 2 2
5 (Px + eBy)” + o p,
Die zugeordneten Hamilton’schen Bewegungsgleichungen sind
) 1
= —(p: +eBy)
m
. eB
Py = _E(pw + eBy)
i=

m
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Hieraus folgt sofort

pr, = const. =ma —eBy = —eByp

py = —eBz
Also insbesondere mit einer Integrationskonstanten xg :
py = —eB (z — o)

Somit
P eB\?
mi = p, +eBy=eBy=eB~ =—m (> (x — x0)
m m

Es folgt die bekannte DGL eines harmonischen Oszillators:

:—;(x—zo)+ (675)2@%) =0

Ganz entsprechend findet man die Differentialgleichung fiir y(¢). Die Losungen fiir () und y(t)
beschreiben harmonische Schwingungen mit der charakteristischen Frequenz w. = 2nf = % :
z(t) = o + Rsin(w.t)

y(t) = yo + Rcos(wt)
Die Bahnkurve r(t) = (z(¢),y(t)) des geladenen Teilchens ist ein Kreis mit Mittelpunkt (xg, yo),
wobei der Radius R des Kreises durch die Energie E des Teilchens festgelegt ist:

1 1
E=#=_— By)* + —p:
2m (P2 + eBy)” + om v

— i(m:’v)Q + % [eB(x — zo)]Q

T 2m
1
_ B2 2
S—(eBPR?,
also R = Vi’gE.

5.4 Poissonklammern

Wir diskutieren in diesem Abschnitt eine Methode, die es erlaubt, Probleme der Hamilton’schen
Mechanik auf algebraische Weise zu losen?. Gegeben sei eine Hamiltonfunktion s# auf dem
Phasenraum. Wir diirfen ohne Beschrankung der Allgemeinheit annehmen, dass die Hamil-
tonfunktion autonom ist, d.h. nicht explizit von der Zeit ¢ abhéngt. Denn ist die Hamilton-
funktion s = J#(q,p,t) explizit von ¢t abhingig, so kann man, wie bereits bemerkt, eine
'zeitunabhiingige’ Hamiltonfunktion H(Q,P) = 5(q,p,t) — E auf einem um zwei Freiheits-
grade (t,—F) erweiterten Phasenraum definieren, so dass der alte Phasenraum (q,p) in den

2Die Beschreibung der Kinematik eines rotierenden starren Kérpers mit Poissonklammern weist eine enge
Analogie zur Algebra der Drehimpulsoperatoren in der Quantenmechanik auf!
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erweiterten Phasenraum (Q, P) eingebettet ist:

Q = g fir1 <j<M
7o tfir j=0
P — pjfir1<j <M
7o —Efirj=0

Q =t
Py, = —-F
Q = (t,q)

Der erweiterte Phasenraum hat somit zwei Freiheitsgrade mehr als der urspriingliche Phasen-
raum!

Es gelten fiir j = 0,1,..., M die Hamilton’schen Bewegungsgleichungen:

Y = oP;
T

Mit Hilfe der schiefsymmetrischen Blockmatrix

0 1
LR [ 0] DL
ik

sk € {0,1,..,M}
koénnen wir die Hamilton’schen Bewegungsgleichungen fiir die 2 x (M + 1) Variablen X,

Xc - (Q?IP))(': (QO?QD"'aQM?PO;Plv“aPNI)c
¢ e {1,2,..2x (M+1)}

kompakt darstellen:

Xb = Zgbci%;s.g) (54)

Wir betrachten einen generischen, festgehaltenen Punkt im (erweiterten) Phasenraum:

X©@ = [Q®,P™]. Wird dieser Punkt als Anfangswert gewihlt, so sind die (spéteren) durch
Losen der Hamilton’schen Bewegungsgleichungen berechneten Zusténde X (t) = [Q(t), P(¢)] des
Systems funktional vom Anfangswert X(®) abhiingig, wobei

X(t=0)=%XO0

Dann kann eine generische Funktion A [X(¢)] entlang der Trajektorie X (¢) im Phasenraum
ebenso als Funktion von ¢ und dem (zeitunabhiingigen!) Anfangswert X(°) angesehen werden:

AX (1) = a(X)
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Die Rate, mit der sich diese Funktion z.B. bei ¢t = 0 &dndert, ist

{gta(t; X<0>)}

t=0

Entsprechend folgt fiir die zweite,

a’n
8tn

alt; X<°>)]

Der Differentialoperator

<z

(ZI xm&o

9%, (1)

OH(X)
X,

OH(X)
X,

H(X) o
X, X, (t

~—

b,c
Za(t =0;X)

t=0

dritte, usw. Ableitung nach der Zeit ¢:

(21" a(t = 0;X©)

t=0

Operator n—mal anwenden

2% ([z}"* alt = o;x<0>))

OHX) 9
oX, °oX,

b,c

M

<.

0

_ Z <a% q7p7

Op;

wirkt auf Funktionen im (erweiterten) Phasenraum und heifit Liouville Operator.

dg;

OH(Q, P)
0Q;

@WQMG )
oP;  0Q,

9
oP;

(e}

_9A(apt) 9\ (0
ot

8qj 8pj &

[Z o%o..0 f} a(t =0; X(O))

04 (q,p,t) 0
OF

)

Fiir unendlich oft differenzierbare Phasenraumfunktionen ergibt die Taylorreihe um ¢t = 0:

a(t; X)

Das heifit, es gilt fiir jede (unendlich oft differenzierbare) Funktion a(t;X)

a’ﬂ
a 7;) [8t" (t X)Lzo
_ (Z L [z}”) a(t = 0;X)
n=0
= exp[tZLa(t =0;X)

X =X (¢t = 0) auf dem Phasenraum:

AX(5)] = exp [££] A (X)

= A[X(#)] mit
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Der Operator exp [(tp, — t4)-Z] propagiert jeden Funktionswert A [X (¢ = ¢,)] entlang der Tra-
jektorie X (¢) zum Funktionswert A [X (¢ = t;)]. Es gilt insbesondere:

X(t) =exp (t2)X

und

exp () A(X) = A[X (t)] = Alexp (t-2) X]

Entsprechend ergibt sich fiir ein Produkt von zwei Funktionen auf dem Phasenraum

exp (t.2) [A (X) B(X)]
= [exp (£2) A(X)] [exp (2) B (X)]
= AX@®IBRX@®)]

Diese Identitéaten beruhen auf der Eigenschaft, dass die durch einen fest gegebenen Punkt X im
Phasenraum laufende Trajektorie X (t) mit dem Startwert X (¢ = 0) = X eindeutig ist!

Eine wichtige Eigenschaft des Liouville-Operators betrifft Integrale iiber ein Volumen £ = Vg x
Ve des Phasenraums, wobei wir voraussetzen, dass die Funktionen A(X) und B(X) auferhalb
des Gebietes 2 verschwinden:

/ 40 A(X) [£B(X)] = — / 402 B(X)] A(X)

Die Formel besagt, dass der Liouville Operator antihermitesch ist. Der Beweis beruht auf par-
tieller Integration. Die bei der partiellen Integration erzeugten Randterme verschwinden auf-
grund der Vorraussetzungen fiir A(X) und B(X). Diese Vorraussetzungen sind nicht wirklich
einschrinkend: oft ist die Energie eines Systems eine endliche Konstante, die Teilchen sind in
einen Kasten mit Volumen |Vp| eingesperrt. Sind A(X) und B(X) Verteilungsfunktionen im
Phasenraum, so sind A(X) und B(X) fiir Lagekoordinaten Q auflerhalb des Kastens gleich Null.
Damit liefert partielle Integration bzgl. der Ortsvariablen keine Randterme. Die Anzahl von
Teilchen, die einen groflen Impuls besitzen, strebt fiir sehr grofie Impulse P gegen Null, d.h.
wenn auch |Vp| hinreichend grofi gewihlt ist, liefert partielle Integration bzgl. der Impulsvaria-
blen ebenfalls keine Randterme.

Wir definieren jetzt die nach Poisson 2 benannte bilineare Relation zwischen zwei Funktionen
A (X) und B (X) auf dem Phasenraum, die sog. Poissonklammer:

M
0A OB 0A OB
(=3 (208 oa on)
jz::o 0Q, 0P, 0P, 0Q,

Damit ergibt sich fiir eine Funktion a (¢; X) auf dem Phasenraum die Darstellung ihrer zeitlichen
Ableitung als Poissonklammer mit der Hamiltonfunktion:

d
pr t:X) = {a,H}
= Zat;X)
Wihlt man anstelle der allgemeinen Funktion a (¢; X) auf dem Phasenraum insbesondere die

Koordinatenfunktionen a = Qy, bzw. a = Py, so erhélt man hieraus sofort fiir k =0,1,2,.... M
die Hamilton’schen Bewegungsgleichungen als Poissonklammer:

3Nach Simon Denis Poisson, franzésischer Physiker und Mathematiker.


http://de.wikipedia.org/wiki/Sim%C3%A9on_Denis_Poisson
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@ = 50 = {Qu,HQ )} (55)
B =SB = (P, HQ.P) (56)

Fiir die Wahl «a (t; X) = (q, p, t) folgt sofort

SAH@DN) = (AHEQP)
— {#,H-FE}
~ {#,-E}

0

Hingt die Hamiltonfunktion 5 = 5#(q, p) nicht explizit von der Zeit ¢ ab, gilt der Erhaltungs-

satz:
d

aﬁ’f(q,p) =0

Fiir die kanonischen Variablen ¢ und pg, erhilt man unmittelbar aus der definierenden Glei-
chung der Poissonklammer die Werte

{ar,q} =0
{Pr,pj} =0
{ak:pj} = Ok

Man nennt diese Poissonklammern fundamental, weil sich mit ihrer Hilfe (im Prinzip!) alle
Probleme der Hamilton’schen Mechanik auf algebraische Operationen mit Poissonklammern
zuriickfiihren lassen.

Sei x(t) = [q(t), p(t)]. Dann gilt mit x = x(t = 0) = [q(¢t = 0),p(t = 0)] = (q, p):

{zp(t),zc(t)} = {exp[tL Jazp(t =0),exp[t-ZL |z.(t =0)}
= exp[tZ | [{zo(t =0),2.(t = 0)}]
= exp[tZ | [{zp, zc}]
= {xbv :CC}7
denn wegen {zy,x,} = €y = const. verschwinden alle héheren Ableitungen: £ ({zy,z;}) = 0.

Also folgt nach dem Gesagten die Invarianz der fundamentalen Poissonklammern des Systems
im Lauf der zeitlichen Evolution :

{ar(t),q;(t)} =0
{pe(t),p;(H)} =0
{ax (), pj(t)} = Ok ;

~

5.4.1 Beispiel - Freier Fall

Die Hamiltonfunktion beim freien Fall eines Teilchens im homogenen Schwerefeld der Erde ist:

2

p
H(z,p) = o +mgz



73 5.4. POISSONKLAMMERN

Anfangsbedingungen zur Zeit ¢ = 0:

Der zugeordnete Liouville-Operator lautet

_ o9 9D
~ Op Oz 0z Op
:Earmgap

m

Mit

folgt sofort die Losung:
Z(t) = [eXp ["%(zﬂ p)]z]z:zoJ):po

- [Z Lz ]

n=0 n! Z=Z20,P=Po
p, t
[(z5):
m 2 Z=Z20,P=Po
= zp + vot — th
2

5.4.2 Algebraische Rechenregeln fiir Poissonklammern

Fiir drei Funktionen auf dem Phasenraum, A(Q,P), B(Q,P) und C(Q,P), gelten die Rechen-
regeln:

1. Vertauschen der Argumente der Poissonklammer liefert
{A7B} = 7{B3A}
Diese Eigenschaft folgt direkt aus der Definition der Poissonklammer

M
0A OB 0A OB
A, B} = —
wr =3 (555 - 55 )

Jj=0

2. Fiir eine Konstante c gilt:

{A4,c} =0.

Auch diese Eigenschaft ist eine direkte Folge der Definition, denn die Ableitung einer
Konstanten ist identisch Null.
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3. Falls ein Argument die Summe zweier Funktionen enthéilt, gilt
{A,B+C} ={A,B} +{A,C}.
Ebenfalls eine Eigenschaft der Ableitung.

4. Sind A(Q,P; A\) und B(Q, P; A) von einem Parameter A abhéingige Phasenraumfunktionen,
so gilt fiir die Ableitung nach dem Parameter

0 0A OB
oy (A.B) = {6/\,3} + {Am}

5. Wegen der Produktregel folgt fiir das Produkt zweier Funktionen im ersten (oder zweiten)
Argument

{A,BC} ={A,B}C+ B{A,C}
6. Es gilt die Jacobi-Identitdt
{AAB,C}H} +{B.{C, A}} +{C.{4,B}} =0

Um die Identitét zu beweisen, benstigen wir (etwas) Geduld. Wir betrachten drei skalare
Funktionen auf dem Phasenraum und fassen (zur Abkiirzung der Schreibweise) die Va-

riablen ¢; und die Variablen p; zu einem 2M —dimensionalen Vektor x mit Komponenten
X; zusammen:

A= A@QP) = A(X)
B = B(Q.P) = B(X)
C = C(Q,P) = C(X).

Die Poissonklammer kann dann mit Hilfe der schiefsymmetrischen 2M x 2M-Blockmatrix
mit M =1+ M ,

: [ 0 ﬂ e
ik = = —€kj
J -1 0 i J
, in kompakter Notation dargestellt werden:
0A OB
A, B} = ik ——
{4, B} Zef’“axj X
7.k
Damit erhalten wir fiir den ersten Term in der Jacobi-Identitdt die Darstellung:

A{BCH - 3 e DA D [88 ac]

2 ey x| 7%, 0%
-3 . QA T( 0 0B\ oC¢ 0B [ 0 0C
7jkzm€jkslmaxl X, 0X; ) 0Xy 0K \ 0Ky, OXp

Im zweiten Term der Summe erfolgt eine Indextransformation:

j =l

l — k' N Elm — Ek'jr = —Ejk!
k — m/ Ejk — El'm/’ :
m g
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{A{B,C}} = > ejreim

Jik,Lm

04 (9 09BN 0O 9B [ 0 0C\ 04
0%, \0X,, 0X; ) 0%, 0%, \OX; 0X,, ) 0%y )

Addiert man die beiden anderen Beitrige, die durch zyklisches Vertauschen von A, B und
C entstehen, so heben sich alle Beitrige gegenseitig auf, was zu zeigen war.

7. Betrachten wir Funktionen A(Q,P) auf dem Phasenraum, die bzgl. der Argumente Q;
und P; formale Potenzreihen (oder Polynome) sind, so gilt

0A
{]Pma A} = 7@
0A

Diese niitzlichen Regeln folgen direkt aus der Definition der Poissonklammer.

Bemerkung

In der Heisenberg’schen Formulierung der Quantenmechanik werden geméfl dem ,,Korrespon-
denzprinzip“ den Poissonklammern der Observablen A(Q, P) bzw. B(Q,P) sog. Kommutatoren

1 A
A B} s — [A, B}
{4, B} = —
zugeordnet. Diese sind definiert als

[A,B} =A-B-B-A

A und B sind dabei die quantenmechanischen hermiteschen Operatoren, die den (klassischen)
Observablen A und B auf dem Phasenraum entsprechen.

Erhaltungsgréfien

Wir verzichten jetzt bei der Betrachtung eines Systems mit explizit zeitabhéngiger Hamilton-
funktion S = 5 (q, p,t) auf das beschriebene Einbettungsverfahren. Eine Funktion a (q, p,t)
auf dem Phasenraum bezeichnet man als Erhaltungsgrofie, wenn gilt:

da(q,p,t)

da

Hieraus folgt sofort die Bewegungsgleichung einer Erhaltungsgrofie a zu

da

— ={,a}.

8t { ) a}
Wenn insbesondere a = a(q, p) nicht explizit von ¢ abhéingt, lautet die Bedingung dafiir, dass
a Erhaltungsgrofe ist, einfach {7, a} = 0.

Satz von Poisson. Sind a(q, p,t) und b(q, p,t) zwei Erhaltungsgrofien, so ist die Poissonklam-
mer {a(q,p,t),b(q,p,t)} beider Funktionen ebenfalls eine Erhaltungsgrofie. Zugleich ist auch
die Linearkombination Aa(q, p,t) + ub(q, p,t) mit zwei Konstanten A und u , Erhaltungsgrofie.
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Der Beweis des zweiten Teils der Behauptung ist trivial. Der Beweis des ersten Teils ist mit
Hilfe der Jacobi-Identitéit leicht zu fiihren.

Zunichst ist ¢(q, p,t) = {a(q,p,t),b(q, p,t)} eine Funktion auf dem Phasenraum und besitzt
als solche die Bewegungsgleichung:

d dc
£C —{C,%}“ra

Die partielle Ableitung von ¢ nach dem ’'Parameter’ ¢ auf der rechten Seite der Gleichung
berechnen wir mit der Regel 4. Dann ergibt sich fiir die totale Ableitung von ¢ nach der Zeit ¢:

d 0
@C:{{ab},%}‘ka{a 0}

~tadre{ganfrfagol
= {{a,b},%}+{{<%”,a},b}+{a, {%vb}}
= {{a7b}7%}+{{‘%ﬂva}’b}+{{b’%}va}
=0

In der vorletzten Zeile wurde verwendet, dass die Funktion a bzw. b auf dem Phasenraum,
aufgrund der vorrausgesetzten Eigenschaft, Erhaltungsgréfle zu sein, die entsprechende Bewe-
gungsgleichung 16st. Die letzte Zeile liefert unter Beachtung von {f,g} = —{g, f} eine Summe
von zyklisch vertauschten Poissonklammern, die wegen der Jacobi-Identitét identisch Null ist.
Damit ist gezeigt: p

d d
&{avb} =0, wenn gilt 70= 0= ab

Sind @ und b Erhaltungsgrofen, so gilt insbesondere {a,b} = const. Damit ist demonstriert,
dass es unendlich viele Erhaltungsgréfien gibt, sobald nur zwei bekannt sind, z.B. indem man
alle moglichen Poissonklammern bildet. Leider findet man mit diesem Verfahren nicht immer
neue, von a und b unabhingige Erhaltungsgrofien des Systems (sofern welche existieren)! Die
Gesamtheit aller Erhaltungsgrofien bildet eine abgeschlossene Algebra bzgl. der Poissonklam-
mer.

5.4.3 Drehimpuls

Der Bahn-Drehimpuls eines Teilchens (bezogen auf den Ursprung des Koordinatensystems) ist
gegeben zu L = r A p, also in kartesischen Koordinaten:

Ly = rops — r3p2
Ly = r3p1 — r1ip3
L3z =rips —rap:

Die Poissonklammer von Ly und Lo berechnen wir unter Verwendung der fundamentalen Pois-
sonklammern unschwer zu

{L1, Ly} = {rop3 — r3p2,rsp1 — r1p3}
= {ra2p3,r3p1} + {rap2, T1p3}
= —rop1 +p2r1 = L3

Wenn L; und Lo Erhaltungsgréen sind, dann ist auch Lz Erhaltungsgrofie! Das heift, sobald
zwei Komponenten des Drehimpulses erhalten sind, ist auch die dritte Komponente erhalten!
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Ebenso zeigt man unschwer, dafl die Poissonklammer des Quadrates des Drehimpulses, L? =
L? + L3 + L2, mit jeder Linearkombination der Drehimpulskomponenten Ly identisch Null ist:

{Ly, L*} =0
Fiir ein Problem mit zwei Freiheitsgraden sei

T2
« = arctan —
1

L3 =rips —rap1

Dann gilt
{Oz, Lg} =1

5.5 Kanonische Transformationen

Der Hamilton’sche Formalismus erlaubt im Vergleich zum Euler-Lagrange Formalismus, der
ja auf dem Konzept der Trajektorie eines Teilchens aufbaut, eine viel groflere Flexibilitat bei
der Wahl von neuen Koordinaten, indem Koordinaten und Impulse als gleichberechtigte un-
abhéngige Variable aufgefasst werden.

Ein 'Zustand’ eines Systems, z.B. zur Zeit ¢t = 0, ist ein Punkt X = (Q,P) des (erweiterten)
Phasenraums. Wie wir gesehen haben, legt die Exponentialkonstruktion mittels des Liouville-
Operators, ausgehend von einem Zustand X, iiber die Anfangsbedingung X(t = 0) = X, die
Evolution des Zustands X entlang einer Trajektorie X(¢) im Phasenraum fiir spétere Zeiten
eindeutig fest:

X(t) =exp (t¥)X

Dabei wirkt der Liouville-Operator nur lokal, denn zur Bildung der Ableitungen benétigt man
lediglich eine kleine Umgebung von X im Phasenraum.
Die Struktur der Hamilton’schen Bewegungsgleichungen

. H
R —
. H
sz{Pk,H}:—a%k

legt es nahe, durch geschickte Wahl neuer verallgemeinerter Koordinaten eine moglichst kleine
Anzahl von beschreibenden Koordinaten und Impulsen zu erhalten, so dass moglichst viele ver-
allgemeinerte Koordinaten und Impulse des Systems zyklisch sind. Denn ist z.B. die Koordinate
g;j zyklisch, dann gilt

pj ={g;,H} =0

d.h. der konjugierte Impuls p; ist eine Erhaltungsgrofle, insbesondere ist p;(t) = p;(t = 0) = p;.
Oftmals sind viele der verwendeten Koordinaten (Q,P) aber nicht zyklisch und es muss ein
Verfahren zur Transformation der Koordinaten in einen besser geeigneten Satz von neuen Ko-
ordinaten gefunden werden. Definiert man neue Variable

Qr = Qu(Q,P) (5.7)
Py = Py(Q,P) (5-8)
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mit der Eigenschaft, dass die neuen Koordinaten (@, IP’) ebenfalls die fundamentalen Poisson-
klammern

{Qr, Q} = 0= {Py, P}

{Qk, P1} = O
als Wert annehmen, dann existiert eine erzeugende Funktion J;(Q, Q) mit der Eigenschaft
0F1
P = — 5.9
L= oy, 59
~ OF
Pp = ——=. (5.10)
0Qy,

Wegen der Vertauschbarkeit zweier partieller Ableitungen und (5.9) folgt sofort:

OBy _ PR _ PR _ 0 _
0Q;  0Q;0Q, 0QoQ, oQ, 7*

Die Matrix A der zweiten Ableitung ist also symmetrisch: A = AT. Bildet man jetzt das
Differential der alten und neuen Impulse aus (5.9) und (5.10), erhilt man den linearen Zusam-
menhang:

_ 92 F
P ; (8@76@k dQ; + 55-55- QJ)

- B =3 (5350 + R d0)

3Q,00% 80,00k
(5.11)

Fiir die weiteren Rechnungen ist es einfacher und iibersichtlicher, wenn wir die Matrizen der
auftretenden zweiten Ableitungen (wie oben schon geschehen) zu

PR _ PR
0Q,;0Q, 0Q,00Q,
PF PF
0Q;0Q, " 0Q;0Q,

definieren. Fiir diese gilt (wiederum wegen der Vertauschbarkeit der Reihenfolge der zweiten
Ableitung) die Symmetrie:

A = AT (5.12)
BT = C
Dt = D

Also: .
A B\ AT CT (A B
¢ D) \BT pr)~—\c D

dP = AdQ + BdQ
—dP = CdQ + DAQ

Es ergibt sich aus (5.11):
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durch elementare Umstellungen die Beziehung

dQ = B~'dP — B~ AdQ
dP = —CdQ — DdQ = (—C + DB~'A)dQ — DB~ 'dP

Damit lassen sich die Poissonklammer der neuen Variablen leicht berechnen:

- (e 0

0Q,, OP,, 0P, 0Q,,
= Z B7'A) (B~ Y im — (B™Y) (=B~ A) o

:[_ SABH 4+ BTN BTA)T
-0

jk

N. P _ 8@ 8@% 8@ 8]?%
= Z B7'A)ji(=DB ™ gm — (B™ ) jm(—=C + DB~ A) |
= [B'AB D"+ B7'CT = BT AT(B)T DT
( lcT)]k
= (B7'B)ji

=i

S op; oPy  OP; 0P
b =2 (a@m 9B,  OF., a@m>
=Y (~C+ DB A)jy (-DB7Y), — (-DB7"), (~C+ DB Ay

~ [(=C+ DB 4) (-DB™Y)" + (DB™") (-C + DB )"
=0,

wobei mehrfach die Symmetrierelationen (5.12) ausgenutzt wurden.

Fazit: Die neuen, mittels der erzeugenden Funktion Fi(Q, @ ) generierten kanonischen Varia-
blen Qk und Py, erfiillen die gleichen fundamentalen Poissonklammern wie die urspriinglichen
Variablen Qr und Py. )

Die Existenz einer erzeugenden Funktion F;(Q,Q ) mit den Eigenschaften (5.9) und (5.10) zur
Generierung neuer verallgemeinerten Koordinaten und Impulsen geméf (5.7) und (5.8), die die
fundamentalen Poissonklammern erhalten, erlaubt es den Schluss umzukehren. Fiithrt man mit
Qr = Qs (Q,P ) und P, = Py (Q,P ) neue Koordinaten mit der Eigenschaft

{Qk,Q;} = 0= {P:,P;}
{Q, P;} = bi;

ein, so existiert, wie wir zeigen werden, eine erzeugende Funktion F; (Q,Q ) mit den Eigen-
schaften (5.9) und (5.10).
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Sei
_0Qy ~0Qy,
Wi 0Q; Fij oP;
ki = 5q, K = 5p,

Dann folgt fiir die Differentiale in kompakter Matrixnotation:

dQ = WdQ+ FdP
dP = GdQ + KdP

Aus den Forderungen {@j, Qk} =0= {I@j,ﬁ”k} und {Qj,lf”k} = 0, ergeben sich Bedingungen
an die M x M Matrizen W, F, G und K:

Co 0. 90 0Q; aQ
0={Q;,Q} = Z <a§; 5?2 B 618; 58:)

> (WjmFrm = FjmWiam)

m

= (WF' - FWT)jk ,

m

oder
WFT = FwT = (WFT)T

Analog erhalten wir aus
! ~ ~
8k = {Qs, Pr} = (WKT — FGT)y,

sofort

WKT = 14+ FGT
KwT = 1+GF”

Entsprechend liefert die Forderung
| ~ ~
0={P;,P;} = (GK" — KG") s,

die notwendige Bedingung
GKT = KG" = (GK™)T.

Auflésen nach dP und dP liefert dann die Relation

dP = F~dQ— F~'WdQ = AdQ + BdQ
AP = (G- KF'W)dQ+ KF~'dQ = —CdQ — DdQ

aP\ —F~w, F1 dQ
—dP) ~ \KF'w -G, —KF—l) dQ

“(e p)()
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Es folgt wegen der bereits festgestellten Symmetrieeigenschaften von W, F'; G, K, nunmehr:

A= —F'w =47

B=F"1

C=KF'W-aG
=KW FrH" -q
= (GFT+1)(F )T -G = (F )T
=BT

Also gelten die Integrabilititsbedingungen:

_ _8*F
AT — A Ajp = 53,90
T _ . . _ _O0°F1  _ }
BT =C ) mit By, = 3@53(@'0 = C};
D" =D D, =24
gk 8Q; 0Qx

Entsprechend existiert eine Funktion ]:"1((@,@ ) mit den Eigenschaften (5.9) und (5.10), wie
oben behauptet. Die Funktion F1(Q,Q ) nennt man erzeugende Funktion der kanonischen
Transformation.

5.5.1 Symplektische Struktur und Kanonische Transformationen

Wir betrachten allgemeine Abbildungen (Q,P) = X = F(X) = F(Q,P) des (erweiterten)
Phasenraums auf sich:

(5.13)
H(X)

%(CL P, t) -F
H(X) = (& p,do) + podo
Bereits zu Anfang des Kapitels iiber Poissonklammern haben wir die schiefsymmetrische Matrix
€ mit
(0 1
T -1 0
zur Abkiirzung verwendet. Eine Matrix .# heisst symplektisch, wenn sie die Eigenschaft
MM = ¢

erfiillt.



KAPITEL 5. HAMILTON-FORMALISMUS UND KANONISCHE TRANSFORMATIONEN 82

Wir zeigen jetzt, dafl eine Abbildung X B X des (erweiterten) Phasenraumes in sich mit
X = F(X) die Hamilton’schen Bewgungsgleichungen invariant lassen, wenn die Funktionalmatrix
My, = &gaix(:i) der abbildenden Funktion F(X) symplektisch ist:

dX, = Z axb

= Z MapdXp
b

() - (9

Die Variablen X geniigen den Hamilton’schen Bewegungsgleichungen:
. OH(X)
Xp = ;Q)c X,

Dann gibt es eine transformierte Hamiltonfunktion

H(X) = H(Q,P) = [ [Q(Q,P), P(Q.P)] = A(Q,P) = AIF(X)] = A(X),

so dass den neuen Variablen X = (@J ]f") entsprechende Bewegungsgleichungen zugeordnet sind.
Denn die vermittelnde Abbildung X=F(X) mit Komponenten X, = F,(X) besitzt als Funk-
tion auf dem (erweiterten) Phasenraum bzgl. der urspriinglichen Hamiltonfunktion H(X) die

Bewegungsgleichung

d
ZFa(X) = {Fa(X), H(X)}
Also:
i - 0X, OH(X)
%Xa = {Xa,H(X)}—;Ebcaxb Oz,

_ OH(X) OFy (X)
- Z i ax Z 0%,  0X,

b b

(X)) OFy (X) OH(X
_ Z ax . v (X) OH(X)

bbl e b axc 8§§b/
= Z MabebCMb/c&L(X)
b,b c Xy
- Z (///s///T) . 8H~(X)
Y @ OXy
= Z{—:ab/
b/
= {X. ,HX)}

, wWas zu zeigen war.
Die letzte Gleichung kénnen wir auch umschreiben zu
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d -~ —
EXG - g Xa
, wobei & jetzt der mit der neuen Hamiltonfunktion H(X) konstruierte Liouville Operator ist.
Also gilt fiir eine beliebige Funktion A(X) der neuen Variablen X = F(X) die Bewegungsglei-
chung

d - -
SAR) = (A, HD)
= ZAKX)
Diese Bewegungsgleichung ist ihrer Form nach invariant unter der Transformation X = F(X),
vorausgesetzt die Funktionalmatrix My, = BH;X(X) der erzeugenden Funktion F ist symplektisch!

Wir zeigen jetzt, dass eine Kanonische Transformation (im erweiterten Phasenraum) eine sym-
plektische Funktionalmatrix besitzt. Sei

W aIF‘a (X)
dX, = ———2dX
— X, b

(%) = (¢ 0(#)

Da die Transformation X = F(X) kanonisch ist, erfiillen die neuen Variablen (Q, I@) die funda-

mentalen Poissonklammern
{ﬁpjvﬁbk} = 0= {@]7Qk}
{Qj,Pr} = iy
Dies impliziert fiir die Matrizen W, F', G und K die Identitéten:
WFET —FwT = 0
~FGT +WKT =

—KWT +GFT = -1
—-KGT"+GKT = 0

W F 1 w F\"
G K G K
—F WT GT
-K FT KT
FWT +WFT —FGT + WKT
KWT +GrFT —KGT +GKT

Dann folgt

d.h. die Funktionalmatrix a[gx(x) <‘g IIE) ist symplektisch!
ab
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Man kann die Uberlegungen auch in der umgekehrten Richtung anstellen und sich davon

. . ) - . . . . OF.(X)
iiberzeugen, dass eine Abbildung X = F(X) mit symplektischer Funktionalmatrix =5

ne Kanonische Transformation beschreibt, d.h. die neuen Variablen X = (@,I@) erfiillen die

fundamentalen Poissonklammern.
Im vorhergehenden Kapitel wurden spezielle Kanonische Transformationen anhand einer erzeu-
genden Funktion F;(Q,Q) explizit konstruiert, die die alten Koordinaten X = (Q,P) in den

neuen Koordinatensatz X = Q,]f" iiberfithrten. Wir hatten bereits die Invarianz der funda-

ei-

mentalen Poissonklammern fiir den neuen Koordinatensatz X = (Q, I@) gezeigt. Damit ist die

Funktionalmatrix einer durch F;(Q, Q) erzeugten kanonischen Transformation (im erweiterten
Phasenraum) symplektisch. Die Hamilton’schen Bewegungsgleichungen bleiben demnach beim

Ubergang auf die neuen Koordinaten X = (Q,I@)) ihrer Form nach invariant, mit der neuen

Hamiltonfunktion H(X) = H [F(X)] = H(X) .

Zeitabhingige Kanonische Transformationen F;, 55, F3 und F; .

Fiir Probleme mit zeitabhéngiger Hamiltonfunktion . (q, p,t) erlaubt das beschriebene Ein-
bettungsverfahren der kanonischen Variablen (q,p) in einen um zwei Freiheitsgrade qo = ¢ und

po = —F erweiterten Phasenraum den Ubergang zu einer formal zeitunabhédngigen Hamilton-
funktion:
H(X) = 7 (a, P, o) + Podo (5.14)
In dem Fall wird die Kanonische Transformation
Q = Q(QP)
Pk = Pk (Q7 P)
nach dem angegebenen Verfahren durch
FI(Q7Q) = (qo - QNO)pO + -Fl(qa 617 (}'O) (515)

erzeugt. Es gilt fir k =1,2,..., M:

b~ 0Fi0.8.0)
g g,
ﬁ _ _afl(qv 67 (jo)
i Oqx
und fiir k =0:
0F1(Q,Q)
— = _FE 5.16
Pac (5.16)
Go =1
- _ 6]:1((@7 Q) _ afl(cb (ia qo)
po = ——(p — =—E-—7F——
dqo 0o
Ggo =t

Welcher Zusammenhang besteht jetzt zwischen der alten Hamiltonfunktion J#(q, p,qo) und
der neuen Hamiltonfunktion 2°(q, P, §o)? Das beschriebene Einbettungsverfahren geht von der
Identifizierung

H(Q,P) = (&, B, do) + Podo (5.17)
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aus. Da es sich um eine Kanonische Transformation im erweiterten Phasenraum handelt gilt
notwendig:

H(Q,P) = #[QQ P),P(QP)| = H(Q,P) (5.18)

Diese Forderung ist dquivalent zu

H(@,D, o) + Podo = #(a, P, q0) + Podo (5.19)

Einsetzen des Terms fiir po in (5.16) liefert mit Go = ¢ = qo und po = pg — W die
Beziehung:

>y afl(q7Q7t)

H(Q,p,t) = H(q,p,t) + 5 (5.20)
Typ 1: Fy = Fi(q,Q,t) Typ 2: F» = Fx(q, P,t)
8F1 8F2
== po=2
Pk B "7
oF, OF,
P =—— — <
e 90, Qk P,
7 aFl(anat) r7 8F2(QaPa t)
= - v 7 H=H - =~ ' 7
H=H+ o + o
Typ 3: F; = F3(Q, p, 1) Typ 4: Fy = Fy(p, P, 1)
__OF _ 9K
Qe I U= =G
8F3 8F4
P = —— = _—
& 90 Qk P,
r 3F3(p,Q7t) [ aF4(p7P7t)
H=H+ o + ot

Abbildung 5.1: Erzeugende Funktionen

Die fiir die erzeugende Funktion F; (Q, Q) in den vorgestellten Abschnitten angestellten Betrach-
tungen sind vollig analog auf drei weitere Typen von erzeugenden Funktionen iibertragbar. Die
entsprechenden Einzelheiten sind in der Tabelle zusammengefasst.

Wir haben in den vorangestellten Abschnitten gezeigt, dass kanonische Transformationen des
(erweiterten) Phasenraums auf sich eine symplektische Funktionalmatrix haben, und dasss sich
die fundamentalen Poissonklammern unter einer kanonischen Transformation invariant trans-
formieren. Es ist nicht so einfach, Transformationen des Phasenraums auf sich mit den Eigen-
schaften einer Kanonischen Transformation zu finden. Deshalb ist man bei der systematischen
Konstruktion von neuen Kanonischen Transformationen in der Praxis auf die Methode der
erzeugenden Funktionen F7, Fo, F3 und F; angewiesen!

5.6 Beispiele fiir Kanonische Transformationen

Im Folgenden geben wir mehrere Beispiele fiir Kanonische Transformationen.



KAPITEL 5. HAMILTON-FORMALISMUS UND KANONISCHE TRANSFORMATIONEN 86

Vertauschung von Koordinaten und Impulsen

Q)= aQ;
J

eine Typ-1-Erzeugende-Funktion. Dann folgt sofort

Sei

— aFl_
P = qu—@k
B oFy
P, = *a%Qk* gk

Der ,alte“ Impuls ist die ,neue* Lagekoordinate und der ,neue* Impuls ist das Negative der
»alten“ Lagekoordinate. Durch die Transformation erzielt man ein Vertauschen der ,, Impulse“
mit den ,,Lagekoordinaten®.

Transformation auf drehendes Koordinatensystem

Die Drehmatrix? fiir eine (starre) Rotation um die Achse es ist

cosg(t) sing(t) 0
Dy g(t)=| —sing(t) coso(t) 0
0 0 1 B

wobei a, 8 € {1,2,3}. Als Erzeugende der entsprechenden kanonischen Transformation betrach-
ten wir eine Typ-2-Erzeugende

P) = Z Z Pj Dy (t)a5,0
Joomv

Sei g; o die a-Komponente der Lagekoordinate des j-ten Teilchens in einem Inertialsystem.
Geméf der Regeln fiir Typ 2-Erzeugende-Funktionen ergibt sich fiir die Koordinaten und Im-
pulse im rotierenden System der Ausdruck

Qk,oz( 8Pk:a ZD(XV Qky )

v=1

OF:
Py o (1) 8%2 Z D, o(t)Py.a

Somit kénnen wir unmittelbar die neue Hamiltonfunktion des rotierenden Systemes angeben:

Q. P) = H4,p) + o Fala, P.1)

=AH(q.p)+ Y. Y PiuDuu(t)g.
J ooy

4Die Drehmatrix stellt eine orthogonale Transformation im dreidimensionalen Raum dar:

D-DT=1=DT.D
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Einsetzen von ¢;,,, ausgedriickt durch @); . ergibt wegen
3
> Dy (t)Dyu(t) = [DEDT(B)], = b4r (5.21)

wy
v=1

folgende Hamiltonfunktion:
H = H(q,p) + Z Z Pj,uDu,V(t) Dy (t) - Qjiy
J Ky

In einer Nebenrechnung wird der Term
ZD#»V "Dy = [D ’ DT]#KY

berechnet werden. Matrixmultiplikation ergibt:

—sing cos¢ 0 cos¢ —sing 0

D-DT=¢-[—cos¢ —sing 0]-|sing cos¢ 0 (5.22)
0 0 0 0 0 ¢
. 0 sin® ¢ + cos? ¢ 0 (0 10
=¢- | —cos?¢—sin®¢ 0 0]l =¢-1-1 0 0 (5.23)
0 0 0 0 00

Man erhélt fiir die neue Hamiltonfunktion den Ausdruck

H =+ 6(t) Y (Pi1Qj2 — PiaQj)

J

Es lohnt sich, die Summe n&her zu betrachten. Man erkennt darin den negativen Wert der
3-Komponente des Drehimpulses des j-ten Teilchens:

Ljs=Qj1Pj2—Qj2Pj1 =[Q; APjs

Dies ist die Komponente des Drehimpulses des j-ten Teilchens parallel zur Drehachse e3. Fiir
eine Winkelgeschwindigkeit

w(t) = ¢(t)

Ww=w-es
erhilt man die Hamiltonfunktionen . des rotierenden Systemes zu
H = A — (w,L) (5.24)

Betrachten wir speziell die Hamiltonfunktion eines Teilchens im Potential einer konservativen
Kraft im urspriinglichen Inertialsystem.

(p,p)
I =—+4V
(@.p) =5 = +V(al)

Der Zusammenhang zwischen den konjugierten Variablen q und p im Inertialsystem zwischen
den entsprechenden konjugierten Variablen im rotierenden Koordinatensystem ergibt sich iiber
die Drehmatrix D(t) zu

q=D"Q

p=DTP
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Das Skalarprodukt ist invariant unter Drehung (orthogonale Transformation!), also erhilt man
(p.p) = (D'P,DTP) = (P,DD"P) = (P,P)
V(lal) =V(V(a,q9) =V(v(Q Q) =V(Ql)
Damit ergibt sich die transformierte Hamiltonfunktion zu

7 B.P) -
H = — = +V(Ql) - {w(),L)
= #14(Q,P) p(Q.P) 1]

wobei L = Q A P der Drehimpuls ist. Die Bewegungsgleichungen sind dann fiir k£ € {1,2,3}:

Y7

Qk—aipk—apk—(‘”/\Q)k

: Y oV

o=V AP 5.25
YT eqr T e WA (529)

Offensichtlich ist der mechanische Impuls mQ des Teilchens bei der Bewegung im rotierenden
Koordinatensystem vom konjugierten Impuls P zu unterscheiden:

mQ=P—m(wAQ) (5.26)
Man erhélt jetzt durch Differenzieren nach der Zeit ¢ :
mQ=P-m@wAQ)—mwAQ)
= —VQV—(oJ/\P)—md)/\Q—mw/\Q
= —VQV—w/\(mQ+mw/\Q)—mw/\Q—mw/\Q
Dies ist die Bewegungsgleichung eines Teilchens in einem rotierenden Koordinatensystem:
mQ = VoV —2mwAnQ—-—mwAQ—mwA (wA Q)

Alle Terme in dieser Bewegungsgleichung sind bekannt. Der erste Term ist die eigentliche Kraft
auf das Teilchen, verursacht durch die Ortsabhéngigkeit des Potentials. Der zweite Term ist
die Corioliskraft, der dritte Term ist eine Scheinkraft aufgrund der Winkelbeschleunigung und
der vierte Term ist die Zentrifugalkraft. Wir erhalten diese (wohlbekannten) Scheinkréfte vollig
natiirlich aus einer kanonischen Transformation von einem Inertialsystem auf ein drehendes
(beschleunigtes) Koordinatensystem.

Anwendung: Ostablenkung beim freien Fall

Der in Bremen stehende Fallturm eignet sich fiir Kurzzeit-Experimente in Schwerelosigkeit. Da
die Erde ein drehendes System ist, wirkt auf ein fallendes Objekt eine Scheinkraft, so dass das
fallende Objekt (fiir einen fest auf der Erde stehenden Beobachter) eine Ostablenkung erfihrt.
Diese wollen wir nun errechnen. Ein kartesisches Koordinatensystem sei auf der sich drehenden
Erdoberfliche wie folgt gewihlt: e; zeigt nach Osten, es zeigt nach Norden, es zeigt nach oben.
AuBlerdem befinden wir uns am Standort des Fallturmes auf der geographischen Breite 6. Der
Richtungsvektor der Winkelgeschwindigkeit der Erde ist vom Koordinatensystem des Fallturms
aus gesehen

w = we,

e, = cosfey+sinfes
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Zur Berechnung des Effekts ist Storungsrechnung adidquat, da wir annehmen diirfen, daf3 die
Winkelgeschwindigkeit w der Erdrotation klein gegeniiber der charakteristischen inversen Fall-
zeit T ~1 im Fallturm ist, also wT < 1. Damit folgt fiir die Bahnkurve des Objektes im
homogenen Schwerefeld der Erde mit Erdbeschleunigung g :

R(t) = RO(t) + (T) RV () + o] (wT)?]

Setzt man den Ansatz in die Bewegungsgleichung ein, so liefert dieses Vorgehen eine Hierar-
chie von Gleichungen in nullter Ordnung, erster Ordnung, usw., gegliedert nach aufsteigenden
Potenzen des kleinen Parameters w7

m [RO@) + (@D RO () + [(wTﬁ} +mges
0 = +2mw A [R(O) (t) + (WT)RM (t) + o[(wT) ﬂ
+mw A (w A [R<0> () + (WT) RM(t) + o[(wT) ]})

m

= m [f{(o) (t) + geg} + (wT) [mR(l)( )+ = — ARO(¢ )} + (wT)?

In der nullten Ordnung und in der ersten Ordnung ergeben sich somit die Differentialgleichun-
gen:

R(O)()‘f‘geg
“ARO@) = 0

|
=)

f{(l)(t) T||

Die Losung fiir eine zur Zeit ¢t = 0 ruhende Masse, die aus einer Hohe R3(0) = H im Fallturm
losgelassen wird, lautet:

RO (1) = (H - th) es (5.27)

Einsetzen liefert eine inhomogene Differentialgleichung fiir die Korrektur R™M(¢) :

.. 2 2
RW(t) = — 78w A [—gtes] = ?gt cos fey (5.28)

Die entsprechenden Losung, die zu den vorgegebenen Anfangsbedingungen passt, lautet

RW(t) = gﬁ cos fey (5.29)
T3
Zusammengesetzt erhalten wir das Resultat:
R(t) = RO®)+ (I)RD () + (W THRP (1) + ...

9
(H - gt2> es + wg;os 3e1 + o(w?T?)

Der zweite Term beschreibt die gesuchte Ostablenkung der fallenden Masse. Der erste Term
bestimmt die charakteristische Fallzeit (n&herungsweise) zu T = %. Fiir die Parameter

der Erde sind somit die quadratischen Korrekturterme proportional w?T? zur Trajektorie des
fallenden Teilchens vernachléssigbar klein! Am Aquator (0 = 0°) ist der Effekt der Ostablenkung
erwartungsgemif am Grofiten.
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Beschleunigtes Koordinatensystem

Wir betrachten jetzt eine Kanonische Transformation, die von einem gegebenem Inertialsystem
auf ein geradlinig beschleunigtes Bezugssystem transformiert und die durch eine Fy-Erzeugende
generiert ist:

FQ(I’, P7 t) = <Pa r— S(t)>
Hier ist s(t) ein homogener, zeitlich verédnderlicher Shift des beschleunigten Koordinatensys-

tems relativ zum vorgegebenen Inertialsystem. Die urspriingliche Hamiltonfunktion (d.h. die
Hamiltonfunktion vor der Transformation) eines Teilchens sei zu

(p,p)
2m

+ V(r)

gegeben. Dies ist die Hamiltonfunktion eines freien Teilchens der Masse m, das sich in einem
Potential V' bewegt. Die neuen Koordinaten im geradlinig beschleunigten Bezugssystem ergeben
sich aus der erzeugenden Transformation zu

0L,
Rg = P, =15 — sp(t)

T = Rg + s5(t)

0F,
= — = P
bp or B

Damit ldsst sich die neue Hamiltonfunktion .7 (R, P, t) schreiben als

A (R,P) = <1;f> + V(R +s(t) + %
(P,P)

= 5+ VR4 s(1) — (P.5(1))

= H=H-—(v,P)

wobei v eine instantane Geschwindigkeit v = $(¢) des beschleunigten Bezugssystems relativ
zum gegebenen Inertialsystem darstellt. Durch die Bewegung relativ zum vorgegebenen Inerti-
alsystem entsteht ein charakteristischer Shift in der Energie.

Betrachten wir die Bewegungsgleichungen. Die urspriinglichen Bewegungsgleichungen fiir den
Beobachter B im urspriinglichen Inertialsystem (kartesische Koordinaten) lauten

Y
T O,
Y
Po = = Org,
v
mi, = -— R

Im beschleunigten System befinde sich nun ein Beobachter B. Die Bewegungsgleichungen, die
dieser Beobachter zur Beschreibung der Kinematik eines Teilchens von seinem Standpunkt aus
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verwendet, sind:

: oM
Fa = oP,
: o
Fo =  OR,
.. oV ..
mR, = “oR. m8q(t)

Das heifit, im mitbewegten System registriert ein Beobachter B neben der Kraft —V rV(R+s)
eine inertiale Scheinkraft®.
F, = —ms(¢)

Fiir nicht-inertiale Bewegungen, die aus Translationen s(¢) und Drehungen
D(t) = Da,p[0(t), 2(t)]

zusammengesetzt sind, ergibt sich die Hamiltonfunktion H fiir den mitbewegten Beobachter
nach dem Gesagten zu .

H = —(v,P)— (w,L)
Hier ist v(t) = $(¢) die instantane Geschwindigkeit und w(t) = w(t) - n(¢) die instantane
Winkelgeschwindigkeit um eine (instantane) Drehachse 7(t) , wobei w = ©. Nach wie vor ist P
der Impuls und L = R A P der Drehimpuls.

Zweikorperproblem und Erhaltungsgré3en

Zwei Massenpunkte mq und my seien durch eine Hamiltonfunktion der Form

%(rurz,phpz) = <p217,np1> =+ <p227,np2> + V(|r1 - I‘2|)
1 2

beschrieben. Offensichtlich ist diese Hamiltonfunktion nur von der Differenz der kartesischen
Lagekoordinaten r; und ro abhéngig. Wir suchen neue Koordinaten

r = TI]—TI9y
R = U1r1 + Usro

mit zwei unbestimmten Parametern u; und us, sowie eine von u; und us abhéngige Erzeugende
Funktion vom Typ F3, um die entsprechende Kanonische Transformation zu finden, die unser
Problem vereinfacht:

Fo(ri,ra,p,P) = (r1 —ray,p) + (uiry + ugry, P)

Gemifl den Regeln fiir Erzeugende Funktionen vom Typ F» gilt fiir die neuen Koordinaten
r, R und die alten Impulse p;, p2 (siehe Tabelle):

r = VpFy=r -1

R = VpF =uir; + usrs
p1 = VpJF2=ptuP
p2 = Vi, J2=-ptuP

5Das sind ,, Trigheitskrifte“. Ein fiir jeden Studierenden bekanntes Beispiel: Im mitbewegten Koordinatensys-
tem eines anfahrenden oder abbremsenden Busses kommt es zu Trigheitskriften, die auf stehende oder sitzende
Personen wirken.



KAPITEL 5. HAMILTON-FORMALISMUS UND KANONISCHE TRANSFORMATIONEN 92

Auflésen dieser linearen Gleichungen nach den neuen Impulsen p und P liefert:

P1 + P2

U1 + Uo

Ug2P1 — U1P2

p = —_——————
U1 + Ug

P =

Die neue Hamiltonfunktion %Aﬂ/(r, R, p, P) ergibt sich aus der alten Hamiltonfunktion 5#(r1, ra, p1, p2)
durch Einsetzen, da unsere Erzeugende F> nicht explizit von der Zeit ¢t abhéngt:

A(r,R,p,P) = <p217’n?1> + <p227,n22> +V (Jry —ra|)

(p+u1P, p+u, P)
_l’_
2m1

—p+uP, —p+usP
{ 5 ) +V(r])
mo

Die Kreuzterme proportional zu (p,P) fallen weg, wenn die Parameter u; und ug geschickt

gewahlt werden:
Uy = k- my

Uy = k~m2

Dabei ist k noch eine beliebige Konstante (verschieden von Null). Es folgt

P,P)  (p,p) V()

HA(r,R,p,P) = L
(r7 ) p’ ) 2M + 2m
1 1 1 .
— = — + — (reduzierte Masse)
m my M2

Hervorzuheben ist, dass die Masse M noch einen freien Parameter k£ enthélt

1 u? u3

— =14 2 g2

M mq mo (ml + m2)
Fiir die spezielle Wahl

1
Comy+me
ergibt sich
M = my + ma (Schwerpunktsmasse)

und man erhilt den iiblichen Zusammenhang zwischen Schwerpunkts-und Relativkoordinaten:

ma

mi
r | )

R =uir; +uory = 1+
my + ma m1 + mo

p1+Pp
po= PR,
U1 + uo
p = uz2P1 —wib2 M2 p1— my p
U1 + ug mi1 + mo ! m1 + mo 2

Die neuen Variablen besitzen per constructionem die folgenden fundamentalen Poissonklam-

mern:
{rmarn} = 0= {pmapn}

{rmv pn} = 5m,n
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{RnuRn} = OZ{PmaPn}
{Rma Pn} = 5m,n

{RmaTn} = 0= {Rmvpn}

{Pma Tn} = 0= {Pmapn}
Die neue Hamiltonfunktion Jﬁr, R, p, P) hédngt nicht explizit von der Variablen R ab, d.h. es
gilt P = 0 bzw. P = const., d.h. der Gesamtimpuls ist eine Erhaltungsgrofle.
Desgleichen zeigt man unmittelbar die Erhaltung des Gesamtdrehimpulses L = R A P. Unter

Verwendung der fundamentalen Poissonklammern folgt die Hamilton’sche Bewegungsgleichung
fiir die Drehimpulskomponente L; = Zl’m Ejim B P,

i = {Lj,j?’}

_ (P.P)  (p.p)
= {Lj, oM +27n+V(|I‘|)}

_ (P,P)
- 7;ﬁbffjnm{]%n]__)wu oM

1
= m Z sjnmpm {Rnaplz}

k,n,m

1
= M Z Ejvzmpmpk(SkJL

k,n,m

7 2 EsnnPuF

= s EjnmLEmbn
Mn,m

= 0

Damit ist L = const., d.h. L ist Erhaltungsgrofle.
Fiir die Bewegungsgleichung des relativen Drehimpulses 1 = r A p erhalten wir:

i o= {2}

— {1 G+ B v )

2M 2m

= Z‘Sjnk {Tnpka <I;;:> + V(|r|)}
= — Z Ejnk {Tnpk,pl + Zgjnk {’rnpka (‘I‘D}

i,n,k n,k
= Z EjnkPk {rnapz +Zsjnkrn {pka (‘I‘D}
i,n,k
AV (|r
= E Z €jnkPkPiOn,i — ijnkrn#
i,n,k n,k
1 (9V
= Zejﬁk PePn — 77 Z EjnkTnTk
%/_/ %/—/
=0 =0
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Damit ist [; = const., d.h. der relative Drehimpuls 1 ist eine Erhaltungsgrofe.
Da der Drehimpuls 1 nach Betrag und Richtung im Lauf der zeitlichen Evolution konstant
bleibt, findet die Relativbewegung r(t) der beiden Massen in der Ebene (r(t),1) = 0 statt, denn

(r(t),1) = (r(t),r(t) Ap(t)) = <p(t),r(t) A r(t)> = 0. Entsprechend ist auch (p(t),1) = 0, d.h.
=0

Tmpuls p(¢) und Position r(¢) sind koplanar. Dann gibt es nur zwei unabhéngige Freiheitsgrade

um die Bewegung zu beschreiben. Bei der ebenen Bewegung im Zentralkraftpotential V (|r|)

steht der Drehimpulsvektor 1 senkrecht auf der Bahnebene. Die Kinetische Energie der Schwer-

punktsbewegung und die Gesamtenergie der Relativbewegung sind ebenfalls Erhaltungsgrofien:

d PPy _ [(P.P) | _
dat 2M { o =0
d ((p,p) _ [{p.p) 1 _
G (B2 rvam) = {BP v r.7f -0
Also gilt:
P.P) _
Wi = const. = Fg
(P, p) _ G —
o +V(r]) = const.=E,

Die kartesischen Komponenten der Relativkoordinaten r; und der zu r; konjugierten Impulse
p; geniigen den Hamilton’schen Bewegungsgleichungen

Ty o= {rj,jc;}

_ (P,P) (p.p)
- {2M T om +V(r')}

(p,p) }

2m

T‘j,

I
32

pj = {Pj>
e
= {p;,V (D}

1 OV (Jr])
r| Or|

3
(P,P)  (p,p)
Gir + B2 v (o)}

Wir nehmen jetzt ohne Beschrankung der Allgemeinheit an, dass die Bewegung in der Ebene
r3 = 0 erfolgt. Wir definieren in dieser Ebene zwei orthogonale Einheitsvektoren

e-(t) = coso(t)er +sing(t)es
ey (t) —sin ¢(t)eq + cos ¢(t)esq
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Dann gilt
r(t) = r(t)e.(t)
Es folgt durch Ableiten nach der Zeit ¢ :

& () = o(t)ey(t) (5.30)
és(t) = —o(t)e,(t)

Somit folgt

£(t) = #(t)er(t) + r(t)o(t)es(t)

Aufgrund der Hamilton’schen Bewegungsgleichung ist natiirlich

: p (1)
) = /27
i) = PV
. _ v (r)
b() =~ e
Damit erhalten wir fiir den Drehimpuls
1 = r()Ap(t)=r () Ami(t)

= r(t)e(t) Am [#(B)e,(t) + ()b (es(t)]
= mrOF d(t)e(t) Aes(t)
= l3e3

Wegen I3 = const. ergibt sich sofort

o) = ——5 (5.31)

5.6.1 Beispiel: Kepler Problem

Die potentielle Energie V (|r|) zweier Massen im Abstand |r| ist durch das Newton’sche Gravi-
tationsgesetz gegeben:
M
Vi) = =3
x|
ov () , M
9 r Ir|”

Damit liefert die Hamilton’sche Bewegungsgleichung;:

M

e (1))

Aufgrund der Beziehung (5.31) konnen wir fiir den Fall I3 # 0 den Abstand |r (¢)| eliminieren:

D (1) = —o(t)e (1)

p (t) = _er(t)7

EWM
I3

Mit Gleichung (5.30) ergibt sich hieraus mit einer Integrationskonstanten p4 der Impuls zu

m
p(t) =pa+ e¢(t)E7M
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Wir bilden jetzt das Skalarprodukt
ls = (Leg)=(r(t)Ap(t),es)

= <r(t)er(t) A [pA +e¢(t)7ZZVM] »93>

m

= r(t) |{e (t) Apa,e3) + ’YM<63,€3>}

I3

[
= ) [tpa nenent) + ).
g

und erhalten ohne weitere Rechnung (!) als Kepler-Bahn r(t) = r(t)e,.(t) die Gleichung eines
Kegelschnitts, wobei der Ursprung (0,0) des Koordinatensystems ein Brennpunkt ist:

N l
r(t) = Tle(t)] = Pa Aeg,ejm + M

l3
(PaAes) cosg(t) + (paAes)ysing (t) + Py M

Wir kénnen durch eine Drehung des Koordinatensystems immer erreichen, da8 (pa A e3), = 0.
Mit den Definitionen fiir die Bahnparameter

(pA /\93)1 I3 1

€ = ——r———=————(paes
A= mar Pafen:
_ B
- mAyM
folgt:
~ P
r((b)il—scosqb

Es ist nicht weiter schwierig zu zeigen, dass die Kepler’schen Bahnen fiir ¢ < 1 Ellipsen sind,
wobei sich die Schwerpunktsmasse im Zentrum der Ellipse befindet (Johannes Kepler, 1571-
1630). Fiir € = 0 ist die Bahn ein Kreis, fiir € = 1 eine Parabel, und fiir £ > 1 eine Hyperbel.

5.6.2 Eichtransformation

Lagrangefunktionen . und .,2;/, die sich um eine totale Zeitableitung einer Funktion A(qg,t)
unterscheiden,

d A A
ZNg )= g+
il (g,1) Ek 3qqu+ 5

fithren, wie wir bereits gezeigt haben, auf identische Bewegungsgleichungen.

Sei

Z@,dt) = L@dt) — A1)

dt
Dann sind die verallgemeinerten Impulse p = % und P, = %s manifest verschieden:
OA
Py = pr — 37%

Diese Beziehung kann als Spezialfall einer /5, — Transformation aufgefasst werden:
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fg(q,P,t) :qupk+A(Q7t)
k

Die zugeordneten Koordinaten sind

OF>
Qr = TPIC =dqk
= —_— = P
Pk dar k+ D4

Somit lautet die neue Hamiltonfunktion

— OFs(q, Pt
t}f<623-P7t) :%(Q7p7t)+2(+)a

wobei auf der rechten Seite die alten Koordinaten g; und alten Impulse py als Funktionen der
neuen Koordinaten @ und neuen Impulse Pj auszudriicken sind. Es folgt durch Einsetzen:

%(va,tﬁc%”[cz, <P+6Aa(g’t)> ,t} +%

Fiir die Hamiltonfunktion

_ P
H(x,p,t) = o +V(x)
bedeutet das: )
—~ 1 OA (X, 1) OA (X, 1)
%(X,P,t)me <P+ X > +V(X)+ o

Damit steht eine Methode zur Verfiigung, linear an den Impuls P koppelnde Terme in einer
Hamiltonfunktion mittels einer kanonischen Transformation zu eliminieren!

5.6.3 Differentialgleichung von Hamilton-Jacobi

Die Idee besteht darin, eine Kanonische Transformation zu finden, so dass die neue Hamilton-
funktion identisch Null ist: N '
H(Q,P,t) =0

Denn aufgrund der Hamilton’schen Bewegungsgleichungen folgt dann, dass die neuen Koordi-
naten @i und die neuen Impulse P, konstante Gréfien sind.

Wir betrachten eine Fy—Transformation als Erzeugende der gewiinschten kanonischen Trans-
formation:

an (qa Pa t)
Qe = —F55
0Py
0F»(q, P, t)
A
qk
Dann folgt sofort wegen
—~ 0Fs(q, Pyt
%(Q,P,t) = %(Q7p7t) + ATX
indem wir die alten Impulse pi durch die Ableitungen % ersetzen, die Differentialglei-
chung von Hamilton-Jacobi:
OF: OF:
0= %(Qa 2 ) t) + —2

Ers ot
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In der Regel lésst sie sich nur fiir Spezialfille explizit 16sen.
Eine Variante des Verfahrens besteht darin, eine weniger drastische Forderung an die neue
Hamiltonfunktion zu stellen: . '

A(Q,P,t) = E(P)

Dann gilt fiir die neue Fo—Transformation die modifizierte Hamilton-Jacobi Gleichung:

In dem Fall ist

. OFE (P)
Qr P,
. OFE (P)
P, = - =0,
’ 0Qx
also
P, = const
und wegen
_OE(P) ;
v = or. cons

folgt das Resultat
Qr(t) = Qro+ vt

Die neuen Impulse P sind Konstante und die neuen Koordinaten sind lineare Funktionen der
Zeit.

5.7 Invarianz des Phasenraumvolumens unter kanonischen
Transformationen

Betrachten wir ein kleines Volumenelement d€2(x) an der Stelle x im Phasenraum. Wie dndert
sich der Volumeninhalt |dQ(x)| = d*z = d™qd™p unter einer kanonischen Transformation

x — X7?
Mit
dQ\ (W F\ (dq
dP)  \G K) \dp
folgt nach der Substitutionsregel fiir Bereichsintegrale®

w F

_ gM Mp _
dQUX)| = dV Qd P—det(G X

) dM gd™p = |dQx)|

Invarianz des Mafles bedeutet, dass der Betrag der Determinante in gleich 1 sein muss. Dazu
betrachten wir die Identitét fiir Blockmatrizen:

1 —FK" (W F\_(W-FK7'G 0
0o 1 G K)~ q K

6Die Substitutionsregel fiir Bereichsintegrale, bzw. der Transformationssatz lautet: Sei Q ein Gebiet, ¢ : Q —
Q' = ¢(Q) eine Koordinatentransformation (C!-Diffeomorphismus), dann gilt

/ Fx)dmx = / F(d(y))| det(Dp(y))|d"y
Q/ Q

wobei D¢(y) die Jacobimatrix ist.
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Also folgt
1 —FK! W F W-—-FK'G 0
wllo ) (6 K)o (MTET ).

und weiter nach dem Determinantenmultiplikationssatz:

1 —-FK-! w F W-FK™'G 0
det(o 1 >~det<G K)zdet( a K)

Schlieflich

det (Vg f;) =det(W — FK™'G) - det(K) = det(WK" - FK~'GK™)

Aus den fundamentalen Poissonklammern {P;, P} = 0 = {Q;, Qr} und {Q;, Pr} = 0; folgt
aber:
WK? - FK7'GK”T = FGT +1 - FGT(KT)"'KT =1

W F
det ( G K) =1
Also folgt, dass der Inhalt des Phasenraumvolumen invariant unter der kanonischen Transfor-
mation ist:

Damit ist gezeigt:

dUX) | = dMQAM P = dM g p = |dQ(x)|

Die Gestalt des Gebietes dQ2(X) kann erheblich von der Gestalt des Gebietes d€2(x) abweichen,
aber beide Volumina haben den gleichen Inhalt!

5.8 Liouville-Gleichung

Um einen Zustand x = (g, p) (als Punkt im 2M-dim Phasenraum) eines Vielteilchensystems zur
Zeit t zu kennen, muss man einen Anfangszustand xq zur Zeit ¢ = 0 vorgeben, und anschlieend
die kanonischen Bewegungsgleichungen l6sen. Fiir makroskopische Vielteilchensysteme mit einer
Anzahl von M ~ 10?3 Freiheitsgraden ist das vorgeschlagene Verfahren in der Praxis unméglich.
Dabher riihrt der Gedanke einer statistischen Beschreibung des Systems, bei der man nach der
Wahrscheinlichkeit w (¢, x; Q) fragt, mit der sich ein Zustand x in einem Volumenelement € des
Phasenraums zur Zeit ¢ befindet:

w(t,x; Q) = / Mz p(t,x) (5.32)
Q
Die Funktion p (t,x) auf dem Phasenraum ist die Wahrscheinlichkeitsdichte. Selbstverstéandlich

ist
/d2Mx p(t,x)=1

Diese Gleichung besagt ja nur, dass die Wahrscheinlichkeit dafiir, dass das System sich in
irgendeinem Zustand des Phasenraums befindet, fiir alle Zeiten ¢ gleich Eins ist.

Kennt man p (¢;x), so kann man Erwartungswerte von Observablen A(t,x) als Mittelwert be-
rechnen:

A(t) = (A(t, x)) = /d2M:v p(t,x) A(t,x) (5.33)
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Wenn das Schwankungsquadrat

([A@ ) = (At (5.34)

geniigend klein ist darf man in guter Ndherung den makroskopischen Messwert mit dem Mit-
telwert identifizieren.

In der statistischen Mechanik betrachtet man nicht einzelne Zusténde, sondern ein Ensemble von
Zustanden. Jedes Mitglied des Ensemble wird durch einen Punkt im Phasenraum représentiert.
Die Gesamtheit dieser Punkte bildet zur Zeit ¢ = 0 eine "Wolke’ von Punkten im Phasen-
raum, deren Verteilung durch die Verteilungsfunktion p (¢t = 0,x) beschrieben wird. Im Verlauf
der zeitlichen Evolution bewegen sich die Punkte in dieser Wolke gem#fl den Hamilton’schen
Bewegungsgleichungen. So veridndert sich die Gestalt und Dichte dieser Wolke, was durch die
zeitabhéngige Verteilungsfunktion p (¢, x) beschrieben wird.

Wie wir bereits allgemein bewiesen haben, besitzt ein infinitesimales Volumenelement df2 im
Phasenraum die Eigenschaft, dass sein Volumeninhalt [dQ| = d*x = d™ qd™p invariant unter
kanonischen Transformationen ist. Eine Zeittranslation ¢t +— ¢ 4+ 7

[g(®),p(t)] = [q(2), p(t)] = [q(t + 7), p(t + 7)]

ist insbesondere eine Kanonische Transformation. Denn wie bereits gezeigt, sind die fundamen-
talen Poissonklammern invariant unter zeitlichen Translationen. Somit &ndert sich zwar die
Gestalt des Gebietes d) im Lauf der zeitlichen Evolution, aber der Inhalt des Volumenelements
ist eine Invariante:

1dQt)| = dMqdMp=dMgdMp = |dQ(t + 7)|

d

— |dQU(t =0

)|
Damit ist auch die Anzahl dN von Teilchen im Volumen df) zeitlich konstant:

AN () = p (%) d9|
Folglich gilt
0= iN(t) = i (t;x) ) |d9|
Tt &’

Somit besitzt die Verteilungsfunktion p (¢;x) die Bewegungsgleichung (im erweiterten Phasen-
raum):

0 = Lo = {p(x).4)

= {p(t;x),f%ﬁ—E}
= (6%, A+ o (5%)

= ¥ g b0+ G0

Die Analogie zur Kontinuititsgleichung bei einer inkompressiblen Fliissigkeit ist offensichtlich.
Der durch p (¢;x) beschriebenen Wahrscheinlichkeitsdichte im Phasenraum beschreibt anschau-
lich die Massendichte einer inkompressiblen Fliissigkeit, die Poissonklammer {p (¢;x) , #} kann
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als Divergenz der Stromdichte xp (t;x) gedeutet werden. Die Umformung in der letzten Zeile
basiert auf der Identitét

O oo o | o .
;@[x“p(t’x)] = . |:5ab ambp(t’x)}

B O dp (t:x)
= ZEaba a ptx+z abab 650(1

=0

{p(t;x), 2}

Es folgt die sog. Liouville Gleichung

tx) = —{p(tix), A}

EP(

mit der (formalen) Losung:
p(t;x) =exp[—tZL]p(t = 0;x)

Aufgrund der erwihnten Inkompressibilitéitseigenschaft ist Lokalisierung, d.h. eine Verschmélerung
der Varianz der Ortsverteilung der Teilchen eines Systems, nur um den Preis einer entspre-
chenden Verbreiterung der Impulsverteilung zu haben. Das erinnert an die Heisenbergsche
Unschérferelation in der Quantenmechanik. Allerdings bezieht sich die Aussage des Liouvill-
schen Satzes auf die statistische Verteilungsfunktion eines Systems vieler Teilchen im Phasen-
raum (Zusténde eines Ensembles), wihrend die Unschérferelation der Quantenmechanik von
den Eigenschaften eines einzelnen Teilchens handelt! Das ist der fundamentale Unterschied.

Die Liouville-Gleichung gilt fiir Systeme, deren Dynamik durch eine Hamiltonfunktion #(q, p, t)
beschrieben wird. Sind Reibungskrifte (Dissipation) im Spiel, so dass eine Hamilton’sche Dy-
namik nicht gegeben ist, so verliert die Liouville-Gleichung ihre Giiltigkeit.

5.8.1 Hamiltonfunktion fiir geddmpften Harmonischen Oszillator

Wir betrachten einen Massepunkt m, der an einer Feder mit Federkonstante D aufgehéngt ist,
und (wihrend er sich bewegt) eine Reibungskraft proportional zur Geschwindigkeit erfihrt.
Dieses System kann tatséichlich durch die folgende Lagrangefunktion beschrieben werden:

m t
Lleit) = (M2~ 1p i
(x,d,t) ( 51— 5Dz )
Dann lautet die Lagrange’sche Bewegungsgleichung:
L d (02 oz
~dt \ Of Ox

d t t
T (ma'ce7) + Dzxer

I
o

Qe

e

(mjf + @x' + Dx)
T
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Da er # 0 ergibt sich unmittelbar die Bewegungsgleichung eines geddmpten harmonischen
Ostzillators: m
mi+ —x+ Dx =0
T

Die Riickstellkraft in z—Richtung ist —Dz, die Reibungskraft ist — 2.
Den kanonischen Impuls bestimmen wir zu

= 0L — mier
b= "5 =
. p _t
€T = —e T
m

Daraus erhalten wir die Hamiltonfunktion:

H(z,p,t) = pt—%L

Da %—jf # 0 ist die Energie keine Erhaltungsgréfie. Auch ist hier ersichtlich, daf§ 7 nicht die
Summe von kinetischer und potentielller Energie ist.
Die Hamilton’schen Bewegungsgleichungen lauten

T = —8% =Pt
9 m
p = 7% = —Dge~

Also

c)- (o )0

Aufgrund der Hamilton’schen Struktur der Bewegungsgleichungen bleibt das Phasenraumvo-
lumen [dQ(t)] in der # — p Ebene im Lauf der zeitlichen Evolution des Systems invariant und
es gilt der Satz von Liouville. Aber die Phasenraumtrajektorie I'(t) = [z(¢), p(t)] erstreckt sich
dabei auf ein unbeschrinktes Gebiet des Phasenraums, da p(t) exponentiell anwichst, withrend
x(t) exponentiell schrumpft.

Wie das Beispiel zeigt, gibt es durchaus Hamiltonsche Systeme mit Dissipation.

5.9 Wiederkehrsatz von Poincaré

Wir betrachten ein Hamilton’sches System, dessen Phasenraumtrajektorie I'(¢) sich ausgehend
von einem Anfangszustand I'yg = I'(¢ = 0) wihrend der zeitlichen Evolution des Systems immer
in einem beschrdnkten Gebiet G des Phasenraumes mit Volumeninhalt |G| < oo befindet. Man
denke zum Beispiel an ein Gas von Molekiilen mit vorgegebener Gesamtenergie F = const., das
sich in einem Behiilter mit vorgegebenem Volumen befindet.

Sei Uy C G eine Wolke von Anfangswerten im Phasenraum, etwa in Gestalt einer Kugelumge-
bung von I'y mit Radius 6 und Volumeninhalt |Up| < |G|. Bei der zeitlichen Entwicklung des
Systems wéahrend einer endlichen fixen Zeitspanne 1" werden die Punkte von Uy durch die Ha-
milton’sche Dynamik auf ein Gebiet Ur C G abgebildet. Nach der Zeitspanne 27" entsteht dann
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das Bild Usr von Uy, usw. Auf diese Weise erzeugen wir eine Folge von Gebieten {UnT}neN im
Phasenraum.

Angenommen die Gebiete U, C G sind alle disjunkt. Dann besagt der Satz von Liouville, daf3
der Volumeninhalt |U,r| aller dieser Gebiete U, gleich |Up| sein muss. Wenn aber alle Gebiete
U, disjunkt sind, so wird beim Ubergang von U, zu Unsyr fiir n =0,1,2,... jedesmal ein
neues Teilgebiet U, 1 1)r mit Volumen ‘U (n+1)T| = |Up| des insgesamt zur Verfiigung stehenden
Gebietes G mit Volumen |G| aufgebraucht. Dann existiert eine Zahl L, so dass L-|Uy| > |G|. Das
ist ein Widerspruch zur Voraussetzung, dass die Dynamik des Systems im Lauf der zeitlichen
Evolution auf das Gebiet G des Phasenraums mit endlichem Volumen |G| eingeschréinkt bleibt.
Also kénnen nicht alle Glieder der Folge {Upnr},, oy disjunkt sein! Angenommen es ist U;p NUyr
# @ mit j < k. Dann muss auch gelten U;_1yr N Uy_1)r # <, denn die von einem Punkt

fo € Uy ausgehende Trajektorie f(t) ist eindeutig. Fortsetzen dieser Argumentation liefert
Uij—2yr NUg—2yr # @ und schlieBlich Uy N Uy—jyr # 9.

Dies gilt fiir jedes noch so kleine endliche 6 > 0. Mit anderen Worten es existieren Punkte
I'p in der unmittelbaren Umgebung von I'y € Up, die nach einer endlichen Wiederkehrzeit
T= (k — j)T in die unmittelbare Umgebung des urspriinglichen Startwertes I'y zuriickkehren!

Bemerkung

In der Thermodynamik betrachtet man folgende Situation. Ein Gas mit N = 10?3 Molekiilen
befindet sich in einem Volumen V7. Das Volumen V; ist iiber eine nicht permeable Zwischenwand
von einem benachbarten Volumen V, abgetrennt, das vollig leer ist (Vakuum). Zur Zeit t = 0
wird die Zwischenwand beseitigt, so daf3 die Gasmolekiile nun das gesamte Volumen V = V; 4V,
einnehmen. Nach dem Wiederkehrsatz von Poincaré besteht interessanter Weise Gewissheit
dariiber, dass alle Molekiile sich nach einer Wartezeit 7' wieder im Volumen V; aufhalten werden,
so dass das Volumen V5 vollig leer sein wird. Die Wartezeit, das betreffende Ordnungsphédnomen
zu beobachten, ist fiir N = 2 Teilchen kurz, aber fiir N = 10?? Teilchen sehr, sehr lang (erheblich
langer als das Alter des Universums)!

5.10 Langzeitprognosen in der Himmelsmechanik

Nach den obigen Betrachtungen stehen die mathematischen Werkzeuge bereit, mit denen man
z.B. Probleme der Himmelsmechanik nummerisch effizient 16sen kann. Dazu betrachten wir
Sonne und Jupiter als ein exakt losbares Zweikorperproblem (Kepler-Problem). Merkur, Venus,
Erde und Mars stellen aufgrund ihrer viel kleineren Masse eine ,kleine“ Stérung dar. Das
Problem besteht darin, auf der Suche nach der Antwort auf die Frage von Laplace, ob das
Sonnensystem stabil ist, die Langzeitdynamik des Sonnensystems zu charakterisieren. Um von
der (als bekannt angenommenen) Anfangskonfiguration x(0) zum Zeitpunkt ¢ = 0 in die ferne
Zukunft zur Zeit t zu integrieren, ist es zweckméfig zu schreiben:

x(t) = et"‘?x(()) = (e%j cexZo. o e%j)x(O).

N—mal

Man trennt also die Exponentialfunktion in IV kleine Teile auf, die dann nach und nach berech-
net werden kénnen. Diese Auftrennung in Faktoren ist noch exakt. Oft besteht 52 = 5 (q,p) =
€ (x) aus einem exakt 16sbaren Anteil %) (x) und einem ,kleinen® Stérterm e (x), sodass
gilt

H = H + eI
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Dies impliziert eine entsprechende Zerlegung des Liouville Opertors
L =% +eh
L x={x, Y ={x, M+ e} = {x, )} + ez, A4}
-=?20 T = {‘T, %}
Pox= {z, 74}

Es ist hervorzuheben, dass im Allgemeinen bei Operatoren auf die Reihenfolge zu achten ist:
j()ojl _jl Ojo #0

Daher entsteht bei der folgenden Approximation fiir den Zeitentwicklungsoperator ein kleiner
Fehler:

2
env? = en(Eote) — o %L g eneto 4 (Ji/'>

Entsprechende Approximationen sind in der Quantenmechanik als *Trottersche Produktformel’
bekannt. Man kann zeigen, dass der Fehler (mindestens) quadratisch in £ ist. Er wird mit
zunehmender Zeit % immer grofer. 7

Man erhilt so als Approximation fiir den gesuchten Zustand x(t) des Systems in der Zukunft:

x(t) = (e%gl o e%g")Nx(O)

Insbesondere interessiert der Zustand der kleineren Planeten im Sonnensystem. Sind deren Um-
laufbahnen stabil? Bleiben die Rotationszustéinde der Planeten stabil, oder kommt es aufgrund
der (zwar sehr kleinen aber von Null verschiedenen) Spin-Bahn Wechselwirkung der Planeten
untereinander zu groflien Abweichungen der Orientierung der Rotationsachsen einzelner klei-
ner Planeten zur Zeit ¢t im Vergleich zur entsprechenden Orientierung der Rotationsachsen zur
Startzeit t = 0 (?), denn nur der Gesamtdrehimpuls des Sonnensystems ist in Strenge erhalten.
Fiir die Erde (und das hoher entwickelte Leben auf der Erde) wiire bereits eine relativ kleine
Anderung der Orientierung der Rotationsachse des Planeten Erde um einige Winkelgrad eine
echte Katastrophe!

Den Effekt des Operators e~ Z0auf den Zustand xo= x(0) konnen wir exakt berechnen, da die
Losung des Keplerproblems analytisch bekannt ist : yo = en“ox,. Aber wie berechnen wir
den Effekt des Operators e V<! auf den analytisch exakt berechneten Zustand y? Eine simple
Taylorreihenapproximation fiir die Exponentialfunktion

t D t -
e~ 1 — N"% (5.35)

zerstort die Symmetrie ¢ — —t (und sogar die Erhaltung der Energie). Die (offensichtlich zu
simple) Approximation 1 — %jl fiir den Zeitentwicklungsoperators e~ 21 it also keine Kano-
nische Transformation im Phasenraum des Systems bzgl. der diskreten zeitlichen Entwicklung
von ¢ = 0 nach £ (und dann nach 2t usw.)!

7 Allgemein gilt fiir Operatoren A und B nach Hans Julius Zassenhaus

ALB A B _11AB LTATABI_L11MA BB
eATB = eAeB e 3[ABles A 1A BII- 3514 BLB] . yicle weitere noch kompliziert aufgebaute Faktoren

So lassen sich im Prinzip noch genauere Approximationen fiir den Zeitentwicklungsoperator konstruieren.


http://de.wikipedia.org/wiki/Zassenhaus
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Viel besser ist eine rationale Approximation:

t e g 2 t e D

5 eN 241 1+ £%

e%efl — — ~ = N 2 Al (536)
e N 521 1-— % %fl

Die rechte Seite ist in der Tat eine Kanonische Transformation auf dem Phasenraum.

In der Praxis berechnet man den neuen Zustand
x; = e Ly, (5.37)

durch Losen eines linearen Gleichungssystems:

A te A te
<1— NQD%) X1 = <1+N2$1) Yo

Dieses Vorgehen vermeidet die explizite Berechnung der Inversen des Operators (A — %%.ﬁ%)

t D t 2 . . . . . .
Nachdem x; = ev£1 . enve%ox berechnet ist, lisst sich das Verfahren iterieren. Man erhiilt so

fir m = 0,1,.., N — 1 eine Rekursion zur Berechnung einer Approximation X(¢) des Zustands
x(t) in der fernen Zukunft:

Ym = B%jgxo
~  te - te

Dabei wird y,, exakt aus der analytisch bekannten Losung des Keplerproblems berechnet,
wéhrend x,,,+1 numerisch berechnet wird. Da die Keplerlosung analytisch bekannt ist, braucht
man das Zeitintervall % nicht als klein gegeniiber der typischen Zeitskala des Keplerproblems
anzunehmen. Nur die fiir den Einfluss der Stérungen charakteristische Zeit %5 muss klein sein!
Das skizzierte Verfahren ldsst sich systematisch verbessern, in dem z.B. eine Trotter Approxi-
mation hoherer Ordnung fiir den Zeitentwicklungsoperator verwendet wird.

Literatur zum Weiterlesen: J. Laskar and P. Robutel in SStability of the planetary three-body

problem: expansion of the planetary Hamiltonian”, Celest.Mech., 62, 193-217 (1995).
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Kapitel 6

Prinzip der stationiren Wirkung
und Noethertheorem

6.1 Einleitung

Ein auf dem Begriff des Wirkungsintegrals

q1

S[qlaq07E7a] = /dqp

q0

aufbauendes Variationsprinzip zur Bestimmung der physikalischen Bahn ¢(t) eines Massen-
punkts, der sich unter dem Einfluss konservativer Krifte bewegt, hatten wir bereits im Zu-
sammenhang mit der charakteristischen Funktion von Hamilton kennengelernt und erfolgreich
zur Losung des Brachistochronen-Problems verwandt. Wir werden in diesem Kapitel ein viel
allgemeineres Variationsprinzip, das Prinzip der stationdren Wirkung, kennenlernen. Die Be-
wegungsgleichungen zur Bestimmung der klassischen Bahn eines Teilchens, die wir bereits im
Lagrange- bzw. Hamilton-Formalismus allgemein hergeleitet haben, lassen sich ebenso aus dem
Prinzip der stationdren Wirkung herleiten. Das Prinzip der stationdren Wirkung besitzt als
Epitom eine iiber die klassische Mechanik hinausgehende tiefere Bedeutung in der Quantenme-
chanik und Feldtheorie.

6.2 Prinzip der Stationidren Wirkung

Die Definition der Wirkung iiber die charakteristische Funktion von Hamilton wollen wir jetzt

durch eine allgemeinere Begriffsbildung ersetzen. Wir betrachten das sog. Wirkungsfunktional
1

Allatstont)] = [ dt.2 |ate) Ga(0).1)]

Der Integrand ist hier die Lagrangefunktion eines mechanischen Systems (vieler wechselwirken-
der) Teilchen mit einer Anzahl M von Freiheitsgraden. Es bezeichnet ¢(t) = [q1(¢), ..., qar(¢)]
die verallgemeinerten Lagekoordinaten der Teilchen des Systems zur Zeit ¢, und ¢(t) = %q(t)

1 A¢ steht fiir englisch ,action®. Die Wirkung ist als Produkt von Energie und Zeit definiert.




107 6.2. PRINZIP DER STATIONAREN WIRKUNG

bezeichnet die entsprechenden verallgemeinerten Geschwindigkeiten. Es sollen Anfangswerte

da = q(ta) und Endwerte g, = q(t) eines jeden Teilchens des Systems fest vorgegeben sein?.

Wir betrachten jetzt zwei benachbarte Trajektorien ¢(-) und g.(-):

G=(-) = q(-) +en() (6.1)

Mit der Schreibweise ¢(-) bringen wir zum Ausdruck, dass wir die Trajektorie insgesamt als
Objekt betrachten. Daher miissen die Punkte ¢(t) auf der Trajektorien ¢(-) nicht notwendig in
synchroner Weise entsprechenden Punkten ¢ (t) auf der Trajektorien ¢(-) zugeordnet sein. Wir
sprechen dann von asynchroner Variation:

Eja(ts) = Q(t)+577(t)
t.(t) = t+er(t)
Fiir e < 1 folgt
dz () 4 € ; ;
0 = %8 - dtj[q[sstl;g?] = LD — () + <) - 107 0]+ ()
€ dt ¢ t

Hierbei sind 7(¢) und n(t) = [n1(t), ..., na (t)] beliebige (aber fest gewéhlte) Funktionen.

Wir berechnen jetzt die Anderung des Funktionals A [(¢(-);t4, )] fiir infinitesimale Werte des
Parameters ¢:

AA [Q()] = A[CL('); g&(ta), te(tb)] - A[q('); ta, tb]

. 7de£3 20, 00D - ] 2 |a(0) 0.0
tateTa ta

q(t) + en(t)

1+e7(t) ’““”(t)] —76575-»2” {Q(t)ajtq(t),t)}

= /dt% [t +er(t) & [q(t) +en(t),

tp

[ i =H0) Zla0) + ente), ) + i) - dOFO) 4 er(e)] - [ ez [qu), L o), t>] +o()

tq ta

Es folgt die fiir kleine ¢ giiltige Formel:

sj? dt 7(t)Z [q(t), 4(t),t] + o(e?)

q
(L a(t) +en(t),q(t) + e [(t) — GOt + o7 (2)] )
+ ( 2 [a(t), La(t). )] > o)

—~

R‘g_

t

2801l ein System vieler Teilchen beschrieben werden, so sind g, und ¢, die Vektoren der Position aller
Lagekoordinaten aller Teilchen zur Zeit t = t, bzw. t = t}!
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€ tfbdt ()L [q(t),q(t),t] + o(e?)

+sfdt( MRyt >+zﬁ1%[m<t>w’ﬂt)ﬂt)H%T(t))+o<e2>

e [dt ZLq(t),q(t),t] 7(t) + o(e?)

ta

+sfdt( I ami () + Ly 595 (1) — Ly 52554 (0HE) + SET (1) + ole?)

etfdt [Zla®)d0),8 = X3 54,0 70 +sfdtw (t) + o)

+sfdt( I 2L () + L, 2 '<t>)+o<s>

Die beiden Terme proportional zu 7);(¢) und proportional zu 7(t) werden jetzt partiell integriert:

t=tp

<[ im0+ (210004000 - S i) 0] )

say ] el A a0 S ] < )

+€Z] 1 fdt |:6q o ~ % (ag;g(;)ﬂ n;(t)
+o(e?)

Die Forderung, dass bei infinitesimaler Variation der (noch zu bestimmenden) Bahn ¢ (t) gemé&8
qe1(:) = qa(-) +en(-) die Korrekturterme A, A [gq ()] des Wirkungsintegrals allenfalls von den
Anfangswerten ¢, = ¢(t,) und Endwerten g, = ¢(t;) eines jeden Teilchens des Systems in
linearer Ordnung bzgl. ¢ abhéngig sein sollen,

!

AcAga ()] = €[G (ts) = G (ta)] + (%), (6.2)

ergibt als Bestimmungsgleichung fiir eben diese spezielle Bahnkurve g (t) = [g1,¢1(t), .-, @u,c1 (t)]
der Teilchen des Systems:

0% d 0¥
dq;(t)  dt (3%‘(7?)) =0
0% d . Mooy .

Diese erste Zeile ist identisch mit den Lagrange’schen Bewegungsgleichungen, die zweite Zeile ist
der Energiesatz! Als Losung der Lagrange’schen Bewegungsgleichungen beschreibt die aus dem
Prinzip der stationdren Wirkung gewonnene Bahn ¢.;(t) also tatséchlich die physikalische Bahn
der Teilchen des Systems, u.z. in dem Sinne, dass ¢.;(¢) (transformiert auf kartesische Koordina-
ten) die Losung der entsprechenden Newton’schen Bewegungsgleichungen ist. Aus dem Grund
heiflt g.;(t) die klassische Bahnkurve. Das verallgemeinerte Wirkungsprinzip (6.2) ist nicht nur
fiir die Mechanik, sondern auch fiir die Quantenmechanik von fundamentaler Bedeutung, wie
Richard Feynman und Julian Schwinger gezeigt haben..
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Unter Beachtung der Definitionen

(t) — %
Pk Ok
M
H = E@c -%=F
1 O

fiir den kanonischen Impuls und die Hamiltonfunktion erhélt die zweite Gleichung die bekannte

Gestalt: 0.

d

= 6.3

dt ot (6:3)
womit gezeigt ist, dass die totale Ableitung der Energie nach der Zeit gleich der partiellen
Ableitung der Lagrangefunktion des Systems ist. Daraus folgt unmittelbar, dass fiir konservative
Systeme mit zeitunabhéingigem Potential V' (¢) die Energie eine Erhaltungsgrofe ist!

Der bei der Variation um die klassische Bahn generierte Randterm hat die Gestalt:
£ [G (1) — G (ta)], (6.4)

wobel

M
eG(t) = ij(t)m(t)*E(t)T(t)

M
= ij5Qj — Eot

=1
Das vorgestellte Prinzip der stationdren Wirkung kénnen wir somit kurz schreiben als:

t=tp

AEA [(ch()] = ij,cl(sqj,cl — Bt + 0(52)

J t=tq

Variationsprinzip von Maupertius und Euler

Unter der speziellen Voraussetzung, dass

a) die Langrangefunkiton .¢ = %Z(q, ¢) nicht explizit von der Zeit ¢ abhiingig ist und
b) die Variation der Eckdaten dg;(t =t,) = 0 = dg;(t = ¢5) ist,

folgt sofort
A Aqu()] = —E(8ty — 0ty) + o(e?), (6.5)

wobei die Energie Erhaltungsgrofie ist: £ = const. Die Anderung der Wirkung bei Variation
der klassischen Bahn ist fiir konstante Energie 3 und festgehaltene Anfangs-und Endpunkte der
Bahn des Teilchens einfach das Produkt aus (fester) Energie F und Variation der Anfangs- und
Endzeiten.

3Erinnere: Isoenergetische Variationen
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Allgemein gilt fiir das Wirkungsintegral bei konstanter Energie
ty ty M
ta ta J=1
ty oy
= /dtzpjdj — Bty — ta)
t, J=1

Fiir eine Variation der Bahn ergibt sich eine Anderung des Wirkungsintegrals A. A wegen E =
const. sofort zu

AA=A. /dthjqj — B(5ty — 6ta) + 0(e2)
ta

Eingangs haben wir fiir die Anderung der Wirkung bzgl. Variationen der physikalischen Bah-
nen der Teilchen mit der Nebenbedingung E = const. und festgehaltenen Eckdaten dg;(t =
to) = 0 = 0¢;(t = t3) das Ergebnis (6.5) erhalten. Ein Vergleich beider Formeln impliziert fir
isoenergetische Variationen dg der klassischen Bahn ¢g.;(¢) nunmehr als Variationsprinzip:

ty M
A, /dthj(jj = o(e?)
j=1

ta

Hier schlieit sich der Kreis. Wir erhalten aus dem Gesagten unmittelbar die charakteristische
Funktion von Hamilton (fiir Systeme mit M Freiheitsgraden) zuriick, die wir bereits im ersten
Kapitel zur Charakterisierung der Kinematik (fiir einTeilchen) verwendet haben:

ty 4;5,b
. d
S(Qbaquva):/dthij: /dt Pj ;tj =Z/dquj
ta J J dj.a

Dabei sind g, = ¢;(tq) und ¢, = ¢;(t») vorgegebene Eckdaten.
Es folgt fiir isoenergetische Variationen das Variationsprinzip von Maupertius und Euler:

a;j (tv)
AS = A, Z / dg;p; | = o(e?)

T g;(ta)

Prinzip von Fermat

Fiir Teilchen, die sich unter dem Einfluss konservativer zeitunabhéngiger Kréfte bewegen, lautet
die Lagrangefunktion

Z=K-V= Ziqw

Dann ist (wir betrachten hier der Einfachheit halber kartesische Koordinaten)

0% pa_
jz,c;adj ijaqga—ZZanJ a
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wobei « =1,2,3und j = 1,2,..., N und K die kinetische Energie ist. Somit ist das Variations-
prinzip von Maupertius und Euler dquivalent zu

ty
A, ( / dtK) =o(¢?) bzw.
tu

ty
/ dtK L Extremum
t

La

Wirken insbesondere keine &dufleren Krifte, so ist V' = const., und folglich ist mit £ = const.

auch K = const., also:
tb tb
A, (/ dt~K) =K. A, (/ dt) = o(e?)
ta ta

Diese Formel entspricht dem Fermatschen Prinzip:

ty
/ dt = Extremum
ta

6.3 Variationsprinzip fiir Hamiltonsche Bewegungsgleich-

ungen

Nachdem wir im letzten Abschnitt sowohl die Existenz einer Energiefunktion, die mit der Hamil-
tonfunktion identisch ist, als auch die Existenz der Euler-Lagrange’schen Bewegungsgleichungen
aus dem Stationaritdtsprinzip der klassischen Wirkung bzgl. asynchroner Variationen folgern
konnten, wenden wir uns nun den Hamilton’schen Bewegungsgleichungen zu und untersuchen,

ob sich diese auch aus einem Variationsprinzip ableiten lassen. Die Hamiltonfunktion haben wir
definiert (und im vorangegangenen Abschnitt auch hergeleitet) als

A lq(t), p(t), 1] = ij(t)cb(t) —Zq(t), (g, p, 1), 1]

Umgekehrt ist es deshalb auch moglich, die Lagrangefunktion und damit auch das Wirkungs-
funktional nicht als Funktion von ¢(t), ¢(t) und ¢, sondern als Funktion von ¢(t), p(t) und ¢
aufzufassen:

L = ijq'j — H(q,p,t) (6.6)

t

Alg(),p()ita ty] = / at | Ym0

ta

Bei einer Variation der klassischen Trajektorie [¢(t), p(¢)] im Phasenraum geméis

q(te) q(t) +en ()
plte) = p(t)+ex(t)
te = t+er(t)

andert sich das Wirkungsintegral A entsprechend um:

d ~ d . .
L0350 4 L0 o
€ dt 7€ t
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ty+eTy

AA= / dt ij 70— (@p.1) /dt ijqj

tat+eTa

ty

- Jus

Z B d;‘tli — (G, p, 1) /dt ijqj

A 5, oy 0) +ox; (0] =0 ] .
- / dtdt[t”(m[ ) + 20 (0), () + ex (1) 1+ er(t) / | 2mi

ty ty

S i () + exy ()] [d5(8) + [ () — 45 ()7(1)] + 0 (¢2)]

= Jamreon| 2P0 e e e ety ][ 2=

t (t) (Zj pid; — A
_ - fa o3 (t) + 25 (O d5(8) + & [ () — 45 (O (1)) ol
/ A ~pi(t)is () | ) e
a (g, p,t) - (q(t)+€n() p(t) +ex (1)t + =7(1))
b #0) [, pi (00 —

— < [ (S <>—qj<m<>}+xg<>qj<t>] +o(e?)
-, % m()+d‘%fxy()] er(t)

ta

Partielle Integration der Terme proportional zu 7(t) und 7;(¢) ergibt:

[ pitom ) - 7]
_ t N ZIORS U0
= +€tf dt +Zj L]j(t)—% Xj(t)
“ +[g - 2] 7
+o (%)

Aus der Forderung, dass fiir Variationen um die klassische Bahn fiir die Anderung des Wirkungs-
integrals A.A nur Randterme in der linearen Ordnung e verbleiben sollen, folgen dann ohne
Weiteres zum Einen die Hamilton’schen Bewegungsgleichungen zur Bestimmung der klassischen
Bahn [g(t), pei(t)] im Phasenraum,

0

by = = N (6.7)
X 4
R 6.8
qJ 8pj ( )

und zum Anderen der (im letzten Abschnitt in etwas anderer Form erhaltene) Energiesatz:
ax®  0H
dt ot
Hingt die Hamiltonfunktion # nicht explizit von der Zeit ab, ist 7 Konstante der Bewegung
und man hat Erhaltung der Energie: 5# = E =const., wie gehabt.
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Der in ¢ verbleibende lineare Randterm beschreibt nach dem Gesagten die Anderung von A
bei Variation um die klassische Bahn [g.(¢), pei(t)] im Phasenraum. Mit der oft verwendeten
Bezeichnungsweise

0q; = €ny,0p; = €x;,0t = €T (6.9)
folgt dann:
t=tp
AA = | pidg — At +o0(£?)
J t=t,

= ij,b5Qj,b - ij7a6qj,a — H(ty) Sty + A (ta)Sta + +o (%)
J J
Andererseits ist A von den Eckdaten g¢; 4, ¢;,» und ¢4, t; abhéngig:

0A 0A
AA = Z 5qj,b + Z 6qm + 51,0t + g0t + o(¢?)

Hieraus ergibt sich durch Vergleich sofort der Anschluss an unsere Feststellungen im zweiten
Kapitel, ndmlich dass der Impuls der Gradient der Wirkung ist. Diese Aussage folgt jetzt direkt
(und allgemein) aus der obigen Gleichung:

A oA

Piv = DPills) = aqj(tb) = an,b
A o

Pj,a Pjla 8(]j (ta) aqj,a

Des Weiteren ergibt sich sofort der Zusammenhang;:

0A
I (qp, pv,tp) = _3772,
0A
jf(qgapavta) = W

Einsetzen der obigen kanonischen Impulse in ihrer Gestalt als Gradient der Wirkung impliziert
sofort die sog. Hamilton-Jacobi-Gleichung:

0A 0A
H (an (9qb’tb) o
0A 0A
W4 <qa, %,tb) — aita =0 (610)

Fiir 2(qv, pp, ty) = E = (¢, Da,ts) mit E = const. besagt diese Beziehung, dass die Energie
E die zeitl. Ableitung der Wirkung ist. Dann ist

A=E(t, —t;) (6.11)

Beispiel
Sei = % + V(¢). Dann folgt aus der Hamilton-Jacobi-Gleichung (6.10), dass
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Fiir die Bedingung E = const wurde im vorletzten Abschnitt das Prinzip von Euler-Maupertius
begriindet:

Sel nun

1 d; (t) dgy (t)
K== P J
2;:7”” dt dt

wobei m;;» das Element aus der j-ten Zeile und j’-ten Spalte einer Massenmatrix ist. Dann
fithren wir eine Metrik ein:

(ds)* =) myydg;(t)dg; (¢)

4,3’

und erhalten so fiir die kinetische Energie

Also gilt fiir die Variation

ty ty tp
K 1
A dtK = A ds——= | = —=A dsvK
E/ ] t/ i 2K \/5 Et/ )

woraus mit K = H — V(q) und H = E = const. schliellich folgt:
tp
Ag/ds\/E —V(q) = o(?)
ta

Die Anderung dieses Integrals infolge einer isoenergetischen Variation der klassischen Bahn
gemif qq(-) — qa(-) + en(-) ist notwendig von zweiter Ordnung klein in €. Die Bedingung,
dass der Term erster Ordnung in ¢ identisch Null sein muss, impliziert schliellich eine Bestim-
mungsgleichung fiir die physikalische Bahn g (s).

6.4 Kanonische Transformationen und ihre Erzeugenden
Aus den Uberlegungen, die wir im Kapitel Invarianz der Lagrange-Bewegungsgleichungen unter

Koordinatentransformationen angestellt haben, hatte sich ergeben, dass die Lagrange-Bewegungsgleichungen
unter Punkttransformationen Qr = Qx(q,t) ihre Form beibehalten, d.h.

C(02) 02y d(02) 02
dt \ Odu Oqu, dt \ 0Qy 0Qk 7

wobei die transformierte Lagrangefunktion aus der urspriinglichen Lagrangefunktion durch Sub-
stitution hervorgeht:

2(Q,Q.1) = Z(Q(q.1), Qq, 4, 1), ) = L (g, 4, 1)
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Der zugeordnete generalisierte Impuls besitzt dann folgendes Transformationsverhalten:

0.2 9i;
P, =—— DAk Q7
an Z@q] 5Qk ; Y

Ajk

Aji ist dabei das j, k- -
neuen Impulse Py lineare Funktionen der urspriinglichen Impulse p;. Demgegeniiber sind die
Hamilton’schen Bewegungsgleichungen unter den wviel allgemeineren kanonischen Transforma-
tionen*

Qr = Qk(gq,p) Py = Pi(q,p)

(a0) = ()

invariant, vorausgesetzt die Funktionalmatrix .# der erzeugenden Abbildung ist symplektisch,
d.h. e (T = c. Insbesondere diirfen bei allgemeinen kanonischen Transformationen die neuen
Impulse P, selbstverténdlich auch nicht lineare Funktionen der alten Koordinaten ¢; und der
alten Impulse p; sein.

Fiir kanonische Transformationen gilt dann bzgl. der alten Hamiltonfunktion 52 = H(q,p,t)

und der neuen Hamiltonfunktion 2 (Q, P,t) die Forminvarianz der Bewegungsgleichungen:

. = %ﬁ Qr = 958
. - _p(z)“'yf < . 8%(;?7
Pk = T 9gy b, = ~30n

Wir nehmen die Existenz der Umkehrabbildung der erzeugenden Funktion an, d.h. wir denken
uns die Variablen g und pj ausgedriickt durch @ und P, und setzen die Ausdriicke in die
Hamiltonfunktion H (g, p) ein. Wie wir gleich sehen werden, gilt fiir die neue Hamilton-Funktion
von Qi und Py die Substitutionsregel

H(Q,P) = #[q(Q, P),p(Q, P)] (6.12)

aber nur dann, wenn keine explizite Zeitabhéngigkeit vorliegt! Im Allgemeinen gilt der Zusam-
menhang:

‘%(vaat) Z%[Q(Q,P),p(Q,P),t] + %Fl(quat)

Die neuen Bewegungsgleichungen fiir die transformierten Variablen Qj und Py lassen sich aus
der Hamiltonfunktion (@, P) aus einem Variationsprinzip mit der entsprechend transformier-
ten Wirkung

ty
A / it | 3P0, -
ta J

herleiten. Fiigt man eine totale zeitliche Ableitung

d
&gl (q7 Q7 t)

einer Funktion % (g, @, t) hinzu, so dndert dies die Stationsaritétseigenschaften des Funktionals
nicht. Die Forderung ~
A A = o(e?)

4Die kanonischen Transformationen sind im Allgemeinen nicht linear.



KAPITEL 6. PRINZIP DER STATIONAREN WIRKUNG UND NOETHERTHEOREM 116

impliziert dann die kanonischen Bewegungsgleichungen zur Bestimmung der klassischen Bahn,
ausgedriickt durch die neuen Koordinaten Q. (t) und P (t)! Da sich die Ausdriicke

ijtjj - und ZPJ‘Q]‘—%
J J

nur um eine totale Zeitableitung unterscheiden, folgt aus dem Variationsprinzip fiir die Wir-
kung A das entsprechende Variationsprinzip fiir die Wirkung A. Da sich bei derart allgemeinen
Transformationen die Bedeutung der P und @y als ,,Impuls® und ,,Lagekoordinate“ verwischt,
bezeichnet man (Qg, Px) gemeinsam als Paar von kanonisch konjungierten Variablen. Nach dem
Gesagten folgt

. : ~ d
ijqj —H = ZPij =+ 2710 Q:t)
J J
Durch Multiplikation mit dt erhélt man
ijdqj‘ — dt = ZPJdQJ - %dt + dyl
J J
Bildung des totalen Differentials der Funktion .%#; ergibt

891 631 ayl

dF, = dq + 22 a0, dt
12 g T @it

9Q;

Setzt man nun (6.4) ein, erhiilt man nach elementarer Umformung;:

8192.1 6?1 > ayl _
Z<p'7_ 9q; )dqj_zj:(PpL 8Qj>dQ]+(%_%_ ot )dt_o

J

Somit ist %1 (g, @,t) die erzeugende Funktion einer kanonischen Transformation:

A

Py aqj
0.7

P — —

J aQJ

—~ 071

H o= At

Anstelle von

> pid; — A (¢,p,1)
J
kann man genauso gut als Variationsprinzip den Ausdruck

> —Bia; — Aa,p,1)
i

verwenden, um die Hamilton’schen Bewegungsgleichungen aus einem Variationsprinzip herzu-
leiten. Entsprechend kénnen wir anstelle von

ZPij —<%/Z/
J
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den Ausdruck . .
J

verwenden, um wiederum Hamilton’schen Bewegungsgleichungen fiir die neuen transformier-
ten Variablen @); und P; aus einem Variationsprinzip zu gewinnen. Damit erhalten wir jetzt
einen sehr klaren und einfachen Zugang zur Konstruktion von erzeugenden Funktionen ka-
nonischer Transformationen. Bei Beschrinkung auf isochrone Variationen gibt es nach dem
Gesagten neben Fi(q, @Q,t) drei weitere erzeugende Funktionen, ndmlich Fy(q, P,t), F5(p, Q,t)
und Fy(p, P,t). Die erzeugenden Funktionen Fi(q,Q,t), Fa(q, P,t), F3(p,Q,t) und Fy(p, P,t)
wurden bereits im vorhergehenden Kapitel diskutiert, wo auch eine Tabelle mit den wichtigsten
Merkmalen angegeben ist!

6.5 Noethersches Theorem

Sei qx(t) eine physikalische , Bahnkurve“®, d.h. es gelten die Lagrange’schen Bewegungsglei-
chungen fiir eine Lagrange-Funktion .Z(q, %q, t)

d(ogN oz
dt \ Oqy, oqy. e

Wie schon eingangs geschehen, betrachten wir asynchrone Variationen in Ort und Zeit. Das
heiBt, dass der zeitliche Ablauf auf einer Nachbarbahn g .(-) nicht unbedingt synchron zur

betrachteten Bahn g (-) verlaufen muss:

G=(t) = q(t) +enlq(t),1] (6.13)
t

Fiir e < 1 folgt

i I o .
Srne(® = ) BOLD. 1) 4 (o) - (0] +o ()
dt "€

Wir betrachten nun eine spezielle Variation 7 (¢) und 7(¢) mit der Eigenschaft, dass

g(d& di{qg(t)v te)dts - Diﬂ(q) %‘L t)dt =& dA(q, t) + 0(52) (6'14)
Es wird demnach verlangt, dass die Differenz zweier Elemente des Wirkungsintegrales .Zdt
und & in erster Ordnung bzgl. € das totale Differential einer Funktion A(g,t) ist, iiber die im
allgemeinen Fall zunéchst nicht weiter verfiigt wird. Diese Freiheit kann im konkreten Fall ge-
schickt genutzt werden, um neue Invarianten bzw. Konstanten der Bewegung fiir ein spezifisches
System zu konstruiren.

5Es ist anzumerken, dass gy (t) die Trajektorie aller beteiligten Teilchen des Systemes darstellt. g () ist also
im Asllgemeinen ein sehr hochdimensionaler Vektor.
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Wir schreiben die urspriingliche Forderung um zu

4 d d N
X(Q7d*7§617t)§—$(q’£,t)—€ — 4 o(e?)

Mit (6.13) erhilt man, eingesetzt in (6.14):

Llalt) +en(t).a(t) + < [t) — d@FO) t+er (0] - [L+ (0] — L(a, Lq,1)

dt
dA(q,t) 9
i + o(e7)

!
=&

M M
: {Z %nka) > % k(1) — e (Y70 + or () + 2 (1)~ Cm;i”} =0(e") (6.15)

Wir nutzen jetzt aus, dass die Bahnen g (¢) Losungen der Lagrange’schen Bewegungsgleichun-
gen sind,

d [ 0% 0.
a (aqkof)) O (6.16)
und erhalten nach Division durch € > 0 :
M M
o) = 3 (s ) w0+ X 5 e~ ey @] + (G = 5 ) 70+ 5 270 -
k=1 k=1
d [/ oy Moy . 0.7 dZ
- o {; <8qk(t)) n(t) + L 7(t) — A} — I; ﬂqk(t)T(t) + <8t — dt) 7(t)
=C
M M M
= 0-Y Shanio - (Z )+ 3 i )) (t
k=1 k=1 k=1
M (9 d [ 0% M oy
= (C-— kZ:l {&]qu(t) (t) [dt (&jk(t)) dr( )+; Ban Qk(t)‘| T(t)}
M (1o , d [ 0% .
= o= {(Graw) 0+ 5 (san) w0}

Integration nach der Zeit liefert nunmehr fiir e — 0, dass die Kombination

M
=3 % e(®) — (O (0)] + 2 q(0).d(0), 1] -7 (1) — Alg,)

eine Erhaltungsgrofie ist:

d
Z1(H=0 (6.17)
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Die Erhaltungsgréfie I (t) nennt man Noether Invariante. Spezielle Fille ergeben sich fiir spe-
zifische Wahl der Funktionen ny(t), 7(¢) und A(q, ).

6.5.1 Energieerhaltung

Wir betrachten ein System, dessen Lagrangefunktion £ = Z(q, ¢) nicht explizit zeitabhéingig
ist, d.h. %,,Sf = 0. Wahlt man 7 (¢) konstant und A = n, = 0, erhéilt man fiir die totale zeitliche
Ableitung von I (t) die Aussage:

e

E=H=Y pr—%
k

Es folgt, dass

eine Erhaltungsgrofle ist. Ist ein System invariant bzgl. infinitesimaler Translationen in der Zeit,
t — t+e7 , so impliziert dies den Energieerhaltungssatz.

6.5.2 Impulserhaltung

Fiir das néchste Beispiel sei (g, ¢,t) die Lagrangefunktion des Systems. Der Einfachheit hal-
ber betrachten wir kartesische Lagekoordinaten. Wir wéhlen fiir & = 1,2,3 nun 1,4 = So =
const. fiir alle n = 1,2,...N. Ferner wihlen wir 7 = 0 (kein unterschiedlicher zeitlicher Ab-
lauf auf verschiedenen Bahnen) sowie A = 0 Als Resultat so einer konstanten Verriickung des
Gesamtsystems um den Vektor s = (s1, s2, s3) erhilt man:

d
0*%1 Z dt( 3qna>

0L
——— = DPn,o = Impulskomponente o des n — ten Teilchens
.0
mea = const.
n
Es folgt, dass P, = ), Pn,o =const. Erhaltungsgréle ist. Die Invarianz eines Systems unter

infinitesimalen Translationen im Ort, gi,o — @k, a + €54, impliziert die Erhaltung des Gesam-
timpulses P des Systems.

6.5.3 Drehimpulserhaltung

Als Nichstes betrachten wir ein System mit der Lagrangefunktion
L=>" 7j<rj7rj> = V(|r;])
j=1

wobei |r;| = /(r;,r;). Wir wihlen jetzt

Nja = (RAT;), =€apy Na ATja
Tja =Tja+ENja
T=0=A



KAPITEL 6. PRINZIP DER STATIONAREN WIRKUNG UND NOETHERTHEOREM 120

wobei 7 ein Einheitsvektor ist. Damit ergibt sich

0=— = mr;,nAr;

d dt Z 8q]7 M (t ;< J 5)
Z n,r; Ami;) = (ﬁ,er A mij)

J J

Da die Drehachse 7, beliebig wéhlbar ist, impliziert dies, dass L = ), ri A py eine Erhal-
tungsgrofle fiir Systeme mit rotationssymmetrischem Potential V' = V(|r|) ist. Invarianz des
Systems unter infinitesimalen Drehungen um eine beliebig orientierte Drehachse impliziert die
Erhaltung des Gesamtdrehimpulses L .

6.5.4 System mit helikaler Symmetrie

Wir betrachten ein Teilchen mit Lagrangefunktion
Z = %( r) — Voarctan( )—|—D rs,

wobei die Position des Teilchens in einem kartesischen Koordinatensystem ZUT = 71161+ 1969 +
r3é3 gegeben ist. Wir zeigen jetzt, dass . invariant unter einer helikalen Transformation (,,Spi-
raltransformation‘)

T1 =17T1C0SQx — rySin o

T9 = 71 Sin + 79 COS

r3=r3+5
invariant bleibt. Aus der dritten Gleichung ist ersichtlich, dass es sich bei der Transformation

r — T um einen vom Drehwinkel o abhéngigen Shift des Koordinatensystems in Richtung der

r3-Achse mit simultaner Rotationsbewegung handelt, so dass man in den neuen Koordinaten

mit wachsendem « auf einer Spirale lduft, deren Steigung wir zu s = % wihlen wollen (diese

spezielle Wahl wird weiter unten gerechtfertigt). Sei nun « von der Zeit ¢ unabhingig. Dann
gilt fiir die neuen Koordinaten

Es bieten sich somit Zylinderkoordinaten zur weiteren Behandlung der Kinematik des Teilchens

o(t) = /7% +r2 r1(t) = o(t) cos p(t)

— ro(t) = o(t) sin ()

h(t) = rs(t) r3(t) = h(t)

Entsprechend folgt jetzt

p(t) = arctan

71 =0-cos(p+ a) =pcospcosa — psinpsina =7 cosa — ro sina

79 = p-sin(p + a) = psinpcosa + pcos psina = 71 sina + 7 cos «
n2 = tan(p + )
1
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AuBlerdem gilt:

—Vp arctan <7“2> + Drs =—Vo-p+ Drs
1
%
=—-Volp+a)+ D(rs + an

f
= —Vp arctan (?) +D- 73
1

Damit ist gezeigt: das Potential ist invariant unter der angegebenen Transformation r — r

(Spiraltransformation).
Die initiale Frage ist damit aber noch nicht geklért: Welche Grofle ist Erhaltungsgrofie in diesem

System? Dafiir ist es notwendig, eine infinitesimale Verriickung des Systems zu betrachten. Fiir
einen infinitesimalen Winkel a = ¢ ergibt sich aus der Taylorentwicklung

_ !

TN =Ty —€Erg=7T1+€e-Mm m = -y

~ ! _

T2 =reteri=rateml o gp oegist = 2 T L
‘ , d.h. _

- ! =35

r3 =r3+sc=1r3+ens 13

Mit der zuséatzlichen Wahl

A =0

erhilt man jetzt die Noether Invariante des Systems zu

d
0= @I = % [mhm + mrang + m7'°3173] = m% [(7'“1(—7"2) +7r9-11 + 7;38]
=7 rimry — romri; + smis
L3
d
— [l3 + 5 - ps]

T dt
Die Lagrangefunktion dieses Beispiels besitzt demnach die Symmetrieeigenschaft, dass eine
bestimmte Linearkombination aus Drehimpuls und Impuls des Teilchens Erhaltungsgrofle ist:

l3+s-p3s = const.
Vo
s = —=
D

6.5.5 Wronskideterminante
Wir betrachten die Lagrangefunktion des harmonischen Oszillators

D
7; .2 §x2 _ %(12 — w2a?)

Wir betrachten eine spezielle Variation & = x 4 en in Gestalt einer zeitlichen Oszillation
n = sin(wt)
T =0
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Im Gegensatz zu den vorhergegangenen Beispielen wird hier nicht mehr A = 0 gesetzt. Aus

dem Noetherschen Satz folgt dann:
Ldi - Zdt = T ([(@7 +e0)? = i) —? (@ +en)? —a?]) dt

= em (wi(t) cos(wt) — w?x(t) sin(wt)) dt + o(e?)

= dA
Daher ist
dA . 2
o = i cos(wt) — mw*z sin(wt)
und

Az, t) = mwz(t) cos(wt)
dl  d (0L
=%~ (aﬁ - A)

T = () sinr) — () cosot) = m et | 560 TR,

Es folgt jetzt

Somit ist

= const. Vit

Es handelt sich bei dieser Erhaltungsgréfie um die sog. Wronski-Determinante®.

6.5.6 Galilei-Transformation

Wir betrachten zwei wechselwirkende Teilchen a und b. Die Lagrangefunktion des Systems sei

Mq ,. . my . .
L = b i)+ S () = V([ — 1))

wobei V (|rg, — rp|) die vom Abstand |r, — rp| der Teilchen abhéngige potentielle Energie ist.
Wir machen jetzt eine Galilei-Transformation mit fest gewihlter (beliebiger) Geschwindigkeit

v, so dass fiir die neuen Koordinaten
T, =r,+evt
r, =rp +evt
t=t

gilt. Damit ist 7 = 0 und 1, = vt = ;. Die neuen Geschwindigkeiten, d.h. die zeitlichen

Ableitungen der neuen Koordinaten, sind daher

?a =1, +ev

?b =71+ €V.
Eingesetzt in die Forderung des Noethertheorems erhélt man

Pdi — Ldt = e(v, mgt, + mpty)dt
= edA + o(£?).

SFiir weitere Informationen zu den Eigenschaften der Wronski-Determinante empfiehlt sich das Buch

(2004)
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Offensichtlich steht im Skalarprodukt das Produkt aus Gesamtmasse M = m,+m; und Schwer-
punkt R(¢) = W, der Teilchen, so dass sich die Funktion A folgendermaflen angeben
lasst:

A= {v,mer, + mpry) = (v, MR) = (Mv,R)
Aus dem Noether-Theorem ergibt sich sofort die Erhaltungsgrofie:
I(t) = (mqtg, vt) + (mptp, vt) — (Mv, R(t))
= (mqTq + mpTp, vt) — (Mv,R(t))
= (MR, vt) — (MR(t), V)
= (MtR(t),v) - (MR(t), v)
= (M [tR(t) - R(®)],v)
~(MR(0),v)
=1(0)
Dies gilt fiir beliebige, fest gewahlte Relativgeschwindigkeiten v, also
R(t) = tR (t) + R(0)

Dann ergibt sich hieraus sofort

Ba(t) o
Ro(t) = Ra(0) ¢t
d d
7 [Ra(t) = Ra(0)] = —lnt
d . [Ra(t)— Ra(0)]
u In [] = 0
Ra(t) — Ra(0)  _ ,
t @

Die Integrationskonstante mit der physikalischen Dimension einer Geschwindigkeit nennen wir
V4. Der Schwerpunkt der beiden Teilchen bewegt sich demnach gleichférmig mit konstanter
Geschwindigkeit V fort:

R(t) =R(0)+ Vi
Man beachte, dass nicht gesagt wurde, dass V = v gelten soll!
Waéhrend Newton die gleichformige Schwerpunktsbewegung als Axiom forderte, erhélt man sie
aus dem Noetherschen Theorem als Folge einer Symmetrie des Systems!

Dilatationstransformation

Sei die Lagrangefunktion des zu betrachtenden Systems von der speziellen Form

m k
L(r,7) = —i* + —
(z,3) = 53"+ —
Wir machen jetzt eine Dilatationstransformation mit einem beliebigen, aber fest gew&hlten

Streckfaktor A > 0:
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Dann gilt
i (%) i
it (4) dt’

Betrachtet man nun die kinetische Energie K und das Potential V', so findet man, dass beide
invariant unter der Dilatationstransformation sind:

__ om (di\? - m. [(dz\*1 m (dx\?
Kdt_2(df) dt-;)\ (dt) )\dt_2(dt> dt = Kdt

-~k - k1 k
Vdt = ?dt = ﬁAth = Pdt =Vdt
Demnach ist _
Ldt — Ldt =0

Dass es keine Anderung der Lagrangefunktion durch die Dilatation von Zeit und Raum gibt,
ist auch eine Symmetrie des Systems.

Wie sieht die Noetherinvariante unter der Dilatationstransformation aus? Dafiir betrachten wir
eine infinitesimale Streckung A\ = 1 + ¢. Fiir diese ergibt sich mit einer Taylorentwicklung nach
€:

s — =

(1 - 5) 2(t) + o(e2) = x(t) — ga:(t) + o(e?)

\/1—1—5: 2
- t
t= T = (1 —e)t+o(e?) =t —et +o(c?)

Durch Vergleich mit

koénnen wir fiir ¢ << 1 dann die entsprechenden Ausdriicke fiir n und 7 ablesen:

1
= ——x
K 2
= —t
Damit folgt die Noetherinvariante des Systems zu:
OL oL
I= %n—&— L — %x T = (%i‘x—FE%ﬁ) = const. Vit

=—F

Diese Beispiele decken bei Weitem nicht die Aussagekraft des Noetherschen Theorems ab. Das
Noether-Theorem ist ein méchtiges, konstruktives Prinzip zum Aufspiiren (auch versteckter)
Invarianten von physikalischen Systemen, das bis hinein in die Quantenfeldtheorie zur Anwen-
dung kommt.
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Kapitel 7

Theorie der kleinen
Schwingungen

7.1 Einleitung

Ein ganz einfaches Beispiel fiir ein schwingendes System ist ein Massenpunkt m, der an einer Fe-
der mit Federkonstante D befestigt ist, und in vertikaler Richtung im Schwerefeld der Erde unter
gleichzeitiger Dehnung der Feder ausgelenkt wird. Mit zunehmender Dehnung der Feder baut
sich eine riicktreibende Kraft auf, die das System schliellich zuriick ins Gleichgewicht treibt.
Mit der Auslenkung um die Gleichgewichtslage verbunden ist ein Plus an potentieller Energie.
Aufgrund der Erhaltung der Energie bildet sich dabei ein stationérer Schwingungszustand aus,
bei dem sich Phasen maximaler potentieller Energie mit Phasen maximaler kinetischer Energie
des Massenpunktes periodisch abwechseln.

Auch die Schwingungszusténde sehr viel komplexerer Vielteilchensystems kénnen bei Beschrinkung
auf kleine Auslenkungen um die Gleichgewichtslage durch ein Modell gekoppelter harmoni-
scher Oszillatoren beschrieben werden. So lassen sich die Schwingungen der Atome z.B. eines
Natrimchlorid-Kristalls um Thre Ruhelagen auf das Wirken von elastischen Federkriiften zwi-
schen Nachbaratomen zuriickfithren.

7.2 Virialsatz

Um ein Maf} fiir die mittlere kinetische Energie zu gewinnen, betrachten wir das sog. Virial:
G(t) = pr(t)ax(t)
k

Die Ableitung des Virials nach der Zeit liefert unter Beriicksichtigung der Hamilton’schen Be-
wegungsgleichungen:

dc;it) Z [Prqr + Prqr]

_ Z[_Wq 45 2%
dgr " opy
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Wir definieren den zeitlichen Mittelwert einer Funktion A(t) zu

% /O dtA(t)
(A(t)) = lim (A(t))p

T—o0

—~
b
—~
=
5
Il

Es folgt die exakte Relation

G ), = 2 ), X ),

k

Fiir ein gebundenes Vielteilchensystem ist das Virial beschréinkt:
Gmin S G(t) S Gmax

Dies impliziert sofort:

< lim

T T—oo

T =0

G(T) — G(0) ‘ ‘Gmax — Gmin
T

Damit folgt der sog. Virialsatz:

Z<m%§> =Zk:<%qu> (7.1)

k

Wir verwenden jetzt kartesische Koordinaten und betrachten ein konservatives System mit einer
Anzahl N wechselwirkender Teilchen, z.B. in D = 3 rdumlichen Dimensionen:

H = K4V

Y &Pl
K= 2.2 5
j=la=1"""

V = V(ry....rn)

Es folgt
oM N2 oM
£ (o) -8 ) -
k j=1a=1 I
Y N Doy
S () =X (anme)

Damit folgt die Aussage:

Falls die auf die Teilchen des Systems wirkenden Kréfte auf einer Wechselwirkung zwischen je
zwei Teilchen beruhen, so gilt:
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Dann zeigt eine einfache Rechnung:

N D av(‘r(z) _ ) )
1 .
S3 () =T
j=1a=1 7 G LA ora
- - l’
1 ov(r) 0 ‘I‘(Z) — r( ) 0
= —c —1
2L o] r=|e® (1| 53 ary)
- - 1 l/
— _1 av(r) (T'(Y) B T’(Y ))(6l,j6’y,(x - 61’,]'5'\/,(1) ’I”(j)
2 =L or | T:|r(l)7r(l/) ; |r(z) _ a
ayy
AN 2
o A0 )
I [ )
2 et 87" ] T:‘r(l)—r(“) S ’I’(l) — r(l/)
1 [ (%(r)}
— P— r-
2 AT 87" 7':|r(l)—r(l/)

Fiir spezielle Zweiteilchen-Potentiale, die mit einer Potenz n des Abstands r variieren,

v(r) = er™,
folgt unmittelbar:
ov(r)
T =" v(r)
Der Fall n = 2 beschreibt eine zur Auslenkung proportionale Riickstellkraft, d.h. den harmoni-
schen Oszillator. Der Fall n = —1 entspricht dem Newton’schen Gravitationsgesetz.

Es folgt nach dem Gesagten fiir diese Klasse von Zweiteilchen-Wechselwirkungen:
N D
aVv
33 (i) = —n ()
j=1a=1 e

Die mittlere kinetische Energie der Teilchen des Systems ist in dem Fall durch die mittlere

potentielle Energie festgelegt:
n

(K)=2v)
Wegen des Energiesatzes
E=(V)+(K)
folgt hieraus sofort die Beziehung;:
n
K =
(F) n+2
2
V =
V) n+2
Fiir das Kepler-Problem (n = —1) bedeutet das:
(K) = —-E>0

(V) = 2E<O0
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Fiir den harmonischen Oszillator (n = 2) folgt dagegen:

(K) =

2| |

V) =

Der Virialsatz wird in der Astronomie, Thermodynamik und auch in der Atomphysik angewen-
det.

7.3 Kleine Schwingungen
Im Folgenden sollen Systeme behandelt werden, deren Lagrangefunktion

nicht explizit zeitabhingig ist, d.h. es gilt Energieerhaltung. Die potentielle Energie der hier
betrachteten Systeme V =V [q1(t), q2(¢), . . ., g (t)] soll insbesondere die Eigenschaft besitzen,
dass eine stabile Gleichgewichtslage q§0),q20 ,...,qj(v(}) fiir die Teilchen des Systems existiert.
Dann ergibt sich fiir kleine Auslenkungen n;(t) = ¢;(t) — J(»O)um die Gleichgewichtslage eine

Taylorreihenentwicklung der potentiellen Energie bis einschliellich der Terme zweiter Ordnung:

Vigs(®) (). au (0] = V [0l +m (). 68 +ma(0),..qh) +mar(0)]

oV
—V (¢9,40,....qQ) + TM [] 0yt
(% as” ) + 50 |5 ™0
~———

=0
M 2
T3Sk |ab ], o mOm(®) +ollnl?)

Da nach Vorraussetzung die Auslenkung der Massenpunkte um die Gleichgewichtsposition er-

folgt, ist notwendig die erste Ableitung identisch Null: {B—V} = 0. Damit gilt in der

0q5 |, (0
q;=4;
Umgebung der Gleichgewichtspositionen q%o), qéo), ceey qg;) im Rahmen der harmonischen Ap-
proximation:
M
Via (), ax(t), - au(®)] =V + o > Dramw(t)m(t) (7.2)
k=1
0%V
- [25]
0qr0q | 4 g

Wegen der Vertauschbarkeit der zweiten Ableitungen gilt Dy ; = Dy , d.h. die Matrix der sog.
Kraftkonstanten ist symmetrisch: D = DT. Der Term V() = V(q§0), qéo), . q7(10)) stellt nur eine
energetische Konstante dar und trégt daher nicht zur Dynamik bei. Aus diesem Grunde wird
V(©) im Folgenden ignoriert.

Nach der potentiellen Energie V soll nun die kinetische Energie K niher betrachtet werden. Falls
die Lagekoordinaten g (t) = q,(co) +ni(t) iiber eine Punkttransformation aus den entsprechenden
kartesischen Koordinaten hervorgehen, so besteht zwischen dem kartesische Ortsvektor des j—
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ten Teilchens und den verallgemeinerten Lagekoordinaten gy (t) der Zusammenhang r; o (t) =
Tj,a [q(t)], und folglich:

. d 8rja
rj}a(t)—arj,a lzl 3(1[ (1)

Entsprechend lasst sich die kinetische Energie (o € {1,2,3}) entwickeln:

3 M N
K = E 7 E T](yr]a - 2 E QZQk § mg 66]@ an
Jj=1 a=1 f k=1 j=1

Z: z:: |:6TJ’C¥ )] 8TJ’CK [ ( )] 0(”7]277“)

Oqr } q(t)=q(®

HM?

1
2

=Mk

e ()1 (£) Mk, + o([[7°n]))

DO | =
M=

L

Man kann den Konstanten My, = My,; eine symmetrische und reelle Massematrix M zuordnen:
M = M. Zusitzlich ist M positiv definit, das heiBt alle Eigenwerte von M sind positiv.

Die Lagrange-Funktion des schwingenden Systems ergibt sich im Rahmen der Giiltigkeit der
Harmonischen Approximation fiir kleine Auslenkungen 7 (¢) um die Ruhelage q,go) zZu

M
1 )
L=K-V= 3 k;l e (£) Mg 1m0 (1) k;l N1 (£) Dy g (1)

l\D\H

Aufstellen der Lagrange’schen Bewegungsgleichungen
4(22) 02
I O,
liefert ein lineares System von M gekoppelten linearen Differentialgleichungen zweiter Ordnung:
Mij(t) +Dn(t) =0

Aufgrund unserer Annahme, dass Ml symmetrisch, reell und vor allem positiv definit ist, existiert
die Zerlegung?!

11

Mz=zMz = M

M™:M? = 1
IFiir den Spezialfall M = diag{m1,ma,...,mx} bzw.

mi 0 0

M — 0 mao :

. . 0
0 0 mpy

ergibt sich MY/2 = diag{+m, 12 :I:ml/Q, o, :I:m; 2}, das heifit es existieren 2V Lisungen der Gleichung
MY2.MY2 =M

Zusatzlich gilt fiir passend gewihlte Matrizen
M2 .M~ =1
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Somit lisst sich die Bewegungsgleichung fiir den Vektor n der Auslenkungen folgendermafien
schreiben: L L

M=Mz27j(t) + DM 2Mzn(t) =0
Nach Multiplikation von links mit M~"? ergibt sich:

1. _1 1.1
Mz7j(t) + M 2DM z2Mz=n(t) =0
=P

Die Matrix ® = M~3DM™? nennt man ,dynamische Matrix“.
Betrachte die Linearkombination von Auslenkungen

£(t) = MEn(t) (7.3)

M
&) =Y [M3] (@

=1 ’

Es folgt, dass die urspringlichen gekoppelten Bewegungsgleichungen fiir den Vektor der Aus-
lenkungen 7(t) nun in entsprechende Bewegungsgleichungen fiir die Linearkombinationen & (t)
iibergehen:

(1) + @ &(t) =0
Die dynamische Matrix ® ist in der Tat reell und symmetrisch: ®7 = ®. Dann gibt es eine
Diagonalmatrix
w? = diag{w?, w3, ... Wi}
von Eigenwerten und eine orthogonale Transformation S mit den Eigenvektoren von @ als
Spaltenvektoren, so dass gilt

P = Sw?S” (7.4)
ss” =1 =STs
STPS = w?
dS= Sw?

Mit (7.3) und (7.4) folgt nun )
STe+w?sTe=0
SchlieBlich definieren wir sog. Normalkoordinaten:
¢(t) = STE(t) = S"MEn(1)
G(t) = [sTME] mi(t) (7.5)
1

Wir erhalten dann als Bewegungsgleichungen eine Anzahl M von entkoppelten harmonischen
Ostzillatoren:

Ce(t) + wiCe(t) =0
Hier ist w? der k-te Eigenwert der dynamischen Matrix ®.
Es sind drei Fille zu unterscheiden:

L w?>0:
1 _ , _
Ck(t) = 5 [Ck,oeilwkt + c/:,oelwkt] =R [Ck,Oelwkt]

Dies sind die tiblichen harmonischen Schwingungen mit (komplexer) Amplitude (3o =
G0 €k0.
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2. w,% =0:
Ce(t) = Cro+up -t

Dieser Fall beschreibt eine Translation der entsprechenden Freiheitsgrade des Systems mit
konstanter Geschwindigkeit wuy.

3. w,% <0:
Ck(t) = Ck,«‘relwkl't + Ck’fe_lwklt
Dies sind die instabilen Losungen im Rahmen des Giiltigkeitsbereichs der harmonischen

Approximation! Ob das System tatséchlich instabil ist, kann allerdings erst entschieden
werden, wenn man iiber die harmonische Néherung hinausgeht!

Die gesuchten Auslenkungen 7y (t) der Teilchen des Systems aus ihrer Ruhelage kénnen somit
als Linearkombination der Normalkoordinaten ¢;(t) dargestellt werden:

n(t) = MTES((t)
M

m(t) = Y [Mis] G

=1

Abschlielend soll noch die Lagrangefunktion .# in Normalkoordinaten dargestellt werden:

_ E'TM'—E D
= o M=o P

1 1T L 1 T B
= 5 [Mrisd] m[mrbsd] - o [Mrise] b [mdsc]
= léTSTM_%MM_%Sé _ ECTSTM_%DM_%SC

2 N———’ 2 Nyl

=1 —
= Lergrse Lergrag
=1 =2

= 2 (¢me - i)
1L /.
Y Z (413 - wiéi)
k=1

Die Vielteilchen-Lagrangefunktion ist im Rahmen der harmonischen Approximation somit die
Summe der entsprechenden entkoppelten Einteilchen-Lagrangefunktionen.

7.4 Einfluss duflerer Krifte
Die bisherige Betrachtung beschrénkte sich auf Systeme, die keinen &ufleren Kriften ausgesetzt

sind. Wir betrachten jetzt ein durch duflere Krifte Fy(t) angetriebenes System gekoppelter
Oszillatoren. Man erhilt als Bewegungsgleichung

MLii(t) + Dn(t) = F(1) (7.6)
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Hier ist

Fi(t)

F(t) = :
Fy (t)

der aus den dufleren Kréften gebildete Spaltenvektor. Wir transformieren nun auf Normalkoor-
dinaten,

n(t) = M™ESC(t),

und erhalten durch Einsetzen in die obige Bewegungsgleichung:
MM 2S¢(t) + DM~ 2S((t) = F(t)

Nach Multiplikation mit STM~2 erhélt man die Darstellung des Systems in Normalkoordinaten:
E(t) + STM™2DM 2S¢ (t) = STM™2F(¢)
—_———

=w?

Dies ist tatséichlich ein System von M entkoppelten getriebenen harmonischen Oszillatoren:

Q) +wiG(t) = filt)

Die treibende Kraft f;(t) ist aufgrund der vorangestellten Betrachtung aber eine bestimmte
Linearkombination der urspriinglichen treibenden Krifte Fy,(t):

Ay =3 [STM*%LJC Fi(t)

k

7.5 Beispiel - Streckschwingungen eines linearen Molekiils

Wir betrachten als Beispiel das Modell eines ,,dreiatomigen® Molekiils?, dessen Atome linear
angeordnet sind. Die Bindung zwischen den Atomen soll durch harmonische Federn angenéhert
werden. Die Massen m der beiden dufleren Atome sollen dabei gleich sein, aber verschieden von
der Masse M des Atomes in der Mitte (m # M). Die Bindungen, d.h. die Federkonstanten,

zwischen den beiden dufleren Atomen und dem mittleren sollen gleich sein. Damit erhilt man
fiir eine Auslenkung 7; um die Ruhelage qgo) des i—ten Atoms die kinetische und die potentielle

Energie zu:

0
20l
g

N
20

=
=

Abbildung 7.1: Lineares Molekiil

2Die Form und der Aufbau geben Anlass zum Vergleich mit einem ,, CO“-Molekiil.
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m,. ) M .
K = (0 +113) + 53 (7.7)
D D
V="(m—m)+ = (2 —ns)?
2 2
1. 1
L = Si"Mij = o0 Dn (7.8)

Die Matrix der Kraftkonstanten ist

D -D 0
D=|(-D 2D -D|,
0 -D D
die Massenmatrix ist bereits diagonal:
m 0 0
M=(0 M 0| =diag{m,M,m}
0 0 m

M2 = diag{m"/?, M"/?,m'/*}

Aus (7.7) und (7.8) lassen sich Massen- und Kraftkonstantenmatrix entnehmen und zur dyna-
mischen Matrix ® zusammensetzen. Man erhélt

D - \/L 0
m mM
_vi-epv-l/2 [ b %D D
®=M"1?DM/? = w0 ot
O T w
Die Eigenwerte® w? der dynamischen Matrix ® sind somit:
wi =0
D
2 — J—
w: = 2 + g
P om T M

Die entsprechenden Normalkoordinaten sind
Ci(t) =cio+eciat
4-273(0 _ §R (02736711412,315)

Fiir die gesuchten Auslenkungen 7 (¢) erhélt man (nach Berechnung der Eigenvektoren von )
somit folgende Linearkombination der Normalkoordinaten als Losungen:

_ (@) G) M

m{t) = V2m + M + Vom 2m(M + 2m) Gs(t)
B C1(t) 2m

na2(t) = m + MM + 2m) G(t)

Tlg(t) . <1 (t) CQ(t) M Cg(t)

T Vem+e M vom \ 2m(M —2m)

3Das sind wie oben gesehen die u.a. gesuchten Schwingungsfrequenzen.
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oy ¢

Abbildung 7.2: Moden des linearen Atoms, wy = \/% oben, wy = \/% + % unten

Die Losung (i (t) beschreibt eine gleichférmige Bewegung des Schwerpunkts des Molekiils, die
Losungen (y/3(t) beschreiben echte Schwingungszustinde des Molekiils, wie in der Abbildung
dargestellt.

7.6 Gedampfter harmonischer Oszillator

Wir erweitern jetzt unsere Betrachtungen zum harmonischen Oszillator und beriicksichtigen
in den Bewegungsgleichungen noch den Effekt einer zur Geschwindigkeit 7(¢) proportionalen
Reibungskraft:

mij(t) + Rij(t) + Dn(t) = 0

Hier ist 7(t) die Auslenkung um die Gleichgewichtsposition ¢(®) und R#(t) mit R > 0 ist die
Reibungskraft. Mit dem Ansatz n(t) = nge erhélt man: 1 = Ay und 7j = A?1. Eingesetzt in
(7.6) folgt

(mA* + RA+ D) n(t) = 0,
was unmittelbar auf die sog. charakteristische Gleichung

R D
M4+ =A+==0
m m

fithrt. Diese quadratische Gleichung hat zwei charakteristische Zahlen als Losung;:

R R\*> D
Ajpg=——= — ——
1/2 2m <2m> m

Zur Abkiirzung setzen wir jetzt:

_ R
Py_2m
w=/wi — 72
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Also
)\1/2 = -7 +iw

In Abhéngigkeit von den Werten, die die Konstanten R, D und m haben, sind drei Fille fiir den
geddmpften harmonischen Oszillators zu unterscheiden: der periodische Full, der aperiodische
Grenzfall und der Kriechfall.

1. Der periodische Fall tritt fiir R? < 4mD ein. Er zeichnet sich durch komplexe Werte
Ay = =y Tiw
fiir die charakteristischen Zahlen aus. Man erhélt fiir die Auslenkung 7(¢) aus der Gleich-

gewichtslage die Losung

1 1 _ _
n(t) = 3 (are™! + ageet) = 56—% (are™! + age™ 1) |

wobei a1, as komplexe Amplituden sind. Da die Auslenkung 7(t) eine reelle Zahl sein
muss, d.h. n(t) = n*(t), gilt notwendig a} = as = |a|e*®. Dies fiihrt im periodischen Fall
auf die allgemeine Losung einer geddmpften harmonischen Schwingung;:

n(t) = lale™" cos(wt + 6)

2. Der aperiodische Grenzfall tritt fiir R? = 4mD ein, d.h. w = 0. Er zeichnet sich durch
zwei gleiche reelle charakteristische Zahlen
/\1 = /\2 = -7
aus. Man erhélt als Losung
n(t) = (a+ bt)e ™"

Diese spezielle Losung hat zahlreiche alltdgliche Anwendungen, z.B. auch im Fahrzeug-
bau als Stofddmpfer. Die Dampfung der Federn von Automobilen und insbesondere
Anh#ngern wird moglichst so eingestellt, dass sich der aperiodische Grenzfall ergibt. Es
soll z.B. nach Uberfahren einer Bodenwelle nachgefedert werden, ohne dass es dabei zu
echten Schwingungen kommt!

3. Der Kriechfall tritt fiir R2 > 4mD ein. In dem Fall sind beide charakteristischen Zahlen

negative reelle Zahlen:
A2 = =71/ —wj (7.9)

n(t) = ae™? + b2t

Man erhélt als Losung

Ein derart gedampfter Oszillator , kriecht“ nach Auslenkung zuriick an seinen Gleichge-
wichtspunkt (n = 0), ohne diesen allerdings jemals in endlicher Zeit zu erreichen.

7.7 Gedampfter harmonischer Oszillator mit Antrieb: Re-
sonanz

In Gegenwart einer Antriebskraft enthélt die Differentialgleichung des geddmpften harmoni-
schen Oszillators einen zusétzlichen Term F'(t), der die Antriebskraft reprisentiert. Die Bewe-
gungsgleichung hat dann die Gestalt

mij(t) + Rn(t) + Dn(t) = F(t).
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Dies ist eine inhomogene, gewthnliche lineare DGL zweiter Ordnung in der Zeit zur Bestimmung

von 7)(t).
Die allgemeine Losung der homogenen DGL

mijp(t) + R-nn(t) + D -np(t) =0

wurde bereits im letzten Abschnitt hergeleitet:

n(t) = a1’ + age’

Gesucht wird nun eine spezielle Losung 7, (¢) der inhomogenen DGL mit dem Zweck, die all-
gemeine Losung des inhomogenen Problems als Linearkombination der allgemeinen Losung des
homogenen Problems und einer speziellen Lésung des inhomogenen Problems darzustellen:

n(t) = na(t) +ns(t) (7.10)

Als spezielle Losung der inhomogenen Differentialgleichung erfiillt 7,(t) per definitionem die
DGL
miis(t) + Ris(t) + Dns(t) = F(t)

Wir verwenden jetzt die Methode der Variation der Konstanten und suchen die spezielle Losung
in der Form
ns(t) = e (t)eMt 4 ey (t)et2®),

wobei ¢; /2(t) noch zu bestimmende unbekannte Funktionen der Zeit sind.
Die Addition der homogenen Losung np,(t) zur speziellen Losung 7)s(t) entspricht der Addition
01/2 (t) — 01/2 (t) =+ a1/2

Da a; und as allgemeine Amplituden sind, die zur Anpassung an Anfangswerte dienen, ist sofort
klar, dass (7.10) auch tatséchlich die allgemeine Losung der inhomogenen DGL ist.

Einsetzen des Ansatzes in die DGL zeigt, dass man die erste und zweite Ableitung von n;(t)
ausrechnen muss. Fiir die erste Ableitung ergibt sich

7'75(75) = [Cl (t) + Ay (t)}eklt + [CQ + /\262]€>\2(t)

Um fiir ¢;(t) und eo(t) moglichst einfache DGL'n zu gewinnen, die nur erste Ableitungen ent-
halten, fordern wir jetzt:
er(t)eMt + ég(t)e?t = 0. (7.11)

Diese Nebenbedingung stellt keine Einschrinkung der Allgemeinheit dar, da wir ohnehin nur
eine spezielle Losung der inhomogenen DGL suchen!
Damit liefert die Berechnung der zweiten Ableitung von n;(t):

ﬁs(t) = [/\?C1 (t) + )\1('21 (t)] eAlt + [)\362(25) + )\gég(t)] €A2t
Einsetzen in die inhomogene DGL der erzwungenen geddmpften Schwingung ergibt:

(mA2 + RA1 4 D)y (1)eMt 4 (mA2 + Rhg 4 D)ca(t)e?t + mAéq ()Mt + mhaco(t)e2t = F(t)

=0 =0

Dies fiihrt auf eine zweite Forderung fiir ¢;(¢) und co(t):

F(t
e (B)eM! + Naéa(t)et?! = # (7.12)
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Beide Bedingungsgleichungen, (7.11) und (7.12), fithren nach entsprechender (elementarer) Um-
stellung auf:

e ME(t) e~ MY E ()

() = =)= [ d ———~

Cl( ) (/\1 — /\2)777, Cl( ) / (/\1 — )\g)m

—o0
t
e M2t E(t) e F(t)
fo(t) = ——— H=— | df —— 7
62( ) ()\1 — )\g)m = 02( ) / ()\1 — )\g)m
Die Wahl der unteren Grenze bei der Integration als t = —oo ist als willkiirlich zu betrachten.

Sie stellt nur ein Maf fiir den Zeitpunkt dar, an dem die duflere Kraft begonnen hat, auf das
System zu wirken. Somit ergibt sich die gesuchte spezielle Losung zu:

ns(t) = ci(t)eMt + cq(t)e®
_ / P A G
- /\1—)\2 m

Periodische dullere Kraft

Wir betrachten hier den Effekt einer periodischen &ufleren Kraft mit Kreisfrequenz 2 und
Amplitude Fy :

F(t) = Fycos(Q + o) = FyRe(Qt+a)

Im Falle R? < 4mD sind A\; und Ay komplex konjungiert, d.h. Ay = A}, wobei A\ = —v + iw.
Dann ist

iw(t—t") _ —iw(t—t")

eM =) era(t=t) _ =) € e _ (=) S0 [w(t —t)]
A1 = A2 21w w

reell. Es folgt

t ’ 4!
& / dt/ ekl(t_t ) — e>\2(t ’ ) %ei(ﬂt,"r()l)
m )\1 — )\2

— 00

t
_k / dt/ef'y(tft')Sin w(t — tl)]mei(flt’qLa)
m w

t
Ap(t—t' Ao (t—t’
B
m

A1 — A2

FO% i(Qtte) /t dt/e()\l—’iQ)(t—t/) — e(M2—i)(t=t")
=—¥|e
m A1 = A2

— 0o
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_ &% Qe / dt// — (A1 —iQ)t"” 767()\271'Q)t
— A2

— @% i(52t+o¢) 1 1 _ 1
m A=A \ = A+ =X +1iQ

Fy r 6i($2t+a)
m (AL i) (—As + m)]

Das System schwingt mit der gleichen Frequenz ) wie die erzwingende Kraft F(t), ist aber
wegen der Dissipation R > 0 phasenverschoben.
Im letzten Schritt verwenden wir die Relationen

R
/\1_‘_)\2:_7:_27
m

D
)\1)\2 = — = wg
m
um den Realteil explizit zu berechnen:
F ei(Qt—i—a)
ns(t) = 70% p 3
m )\1)\2—()\1+)\2)ZQ—Q
Fy i(Qt+o¢)
T om w2+l -2

cos(Qt 4+ a —9)
m \/wo 02)2 4 222

wobei
Lo
wi — 02
Die Position des Maximums der Amplitude der erzwungenen Schwingung folgt aus der Forde-
rung

tan(d) =

1 |
=0
89 \/ _|_ R2 QQ
zZu
R2
_ 2
Qmax - Wo - ﬁ
Die maximale Amplitude bei Q = Qa5 ist
F
AmaX - 0
RZ

Fir R — 0 und Q — w wichst die Amplitude iiber alle Grenzen. Diese Erscheinung heifit
Resonanz. Gegeniiber dem Resonanzfall des idealen ungeddmpften Systems ist die Frequenz
Qmax an der Resonanzstelle aufgrund der Dampfung ,,verstimmt“ hin zu kleineren Frequenzen.
Fiir kleine Dédmpfung R < 2wgm ist die Halbwertsbreite des Resonanzpeaks \/5%
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Kapitel 8

Kontinuumsmechanik

8.1 Einleitung

Die Vorlesung behandelte bis jetzt Methoden und Ergebnisse fiir punktmechanische Probleme.
Alle Uberlegungen bezogen sich auf Massenpunkte und alle Resultate wurden fiir Massenpunkte
hergeleitet.

Im vorangegangenen Kapitel behandelten wir gekoppelte schwingungsfihige Systeme, die aus
einer Anzahl N diskreter Punktmassen zusammengesetzt sind und durch innere Wechselwir-
kungskréfte zwischen den Teilchen (,,kleine Federn®) zusammengehalten werden, wobei die N
Teilchen des Systems Schwingungen gegen- und miteinander ausfiihren kénnen.

In diesem Kapitel entwickeln wir die Anfangsgriinde einer analytischen Beschreibung der Me-
chanik von Kontinua, indem wir anstatt mit einzelnen Teilchen nunmehr mit dem Konzept der
Teilchendichte arbeiten. Das bedeutet, dass anstelle der Summation iiber die Positionen r,, der
N Teilchen des Systems nunmehr eine Integration iiber das Volumen V des Systems mit der
Teilchendichte n(r) als Gewichtsfunktion erfolgt, wobei gilt [;, d*r n(r) = N.

Die angestellten Betrachtungen diirfen im Limes, wenn die Wellenlénge der elastischen Moden
des Systems im Vergleich zum mittleren Abstand der Teilchen des Systems grofl wird, hohe
Allgemeingiiltigkeit beanspruchen und kénnen ohne Weiteres auf andere Gebiete der Physik,
z.B. die Hydrodynamik, Thermodynamik, Plasmaphysik oder die Elektrodynamik der konti-
nuirlichen Medien, iibertragen werden.

8.2 Kontinuumsmechanik

Als Ausgangspunkt der Uberlegungen sollen Massenpunkte (Atome) mit der Masse m auf einem
Gitter A mit der Gitterkonstanten a betrachtet werden. Die instantane Position gy, (t) des n—ten
Atoms im Gitter ist
qn(t) =R, + nn(t)u

wobei R,, die Gleichgewichtsposition des betreffenden Atoms im Kristallgitter A bezeichnet und
Nn(t) die instantane Auslenkung aus der Gleichgewichtsposition ist. Der auftretende Index n =
(n1,n2,mn3) ist ein Multiindexr mit ny,ng,ng € Z. Als Gittervektor ist R,, Linearkombination
von linear unabhéngigen Basisvektoren by ,bs und bg :

R, =Ry, nyns = n1b1 + nobay + nsbs

Das allereinfachste denkbare Gitter besteht aus einer einzigen Atomsorte und ist kubisch. So ein
Kristalltyp ist in der Natur sehr selten, er ist tatséchlich beim metallischen Element Polonium
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Abbildung 8.1: Gitter mit Atomabstand a. Die schwarzen Punkte symbolisieren die Position
der Atome im Gleichgewichtszustand, die Federn symbolisieren die Krifte auf die Atome bei
Auslenkung aus der Ruhelage.

realisiert. Hiufig weisen metallische Kristalle eine flichenzentrierte (fcc-), raumzentrierte (bece-)
oder hexagonale (hcp-) Symmetrie auf. Im Gegensatz zu den einfachen Metallen sind Ionen-
kristalle aus zwei oder mehr Elementen aufgebaut, z.B. Kochsalz (NaCl). Man hat es dann mit
einem Gitter mit Basis zu tun. Mehr dazu findet sich in Biichern der Festkorperphysik.

Wir betrachten hier den einfachsten Fall, d.h. nur einatomige Kristalle. Nach dem Gesagten ist
e (t) = n(Ry,t) die Auslenkung eines Atoms aus seiner Gleichgewichtsposition R, im Gitter.
Dabei wollen wir uns auf kleine Auslenkungen beschrinken:

(R, )] < a

Bei einer langwelligen Anregung mit Wellenlénge A > a werden viele Atome im Kristall zu-
gleich aus ihrer jeweiligen Gleichgewichtsposition ausgelenkt. Dann variiert n(R.,,,t) als Funk-
tion R, nur wenig auf der Skala des atomaren Abstands, d.h. nur fiir |[R, — R.,| > a ist
[n(R,,t) — n(Ryyn, t)| merklich von Null verschieden, wie in der Abbildung angedeutet: In die-

0000 0

Abbildung 8.2: Anderung von 7, iiber gréBere Distanz

sem Fall darf die interpolierende Funktion 7(r,¢) beziiglich der Lagekoordinate r als ,glatte®
(d.h. mindestens zweifach differenzierbare) Funktion von r und ¢ angesehen werden.

Bei Beschrankung auf kleine Auslenkungen aus der Ruhelage ergibt sich die kinetische Energie
der Atome des Kristalls als Summe der Einzelbeitréige:

m 0 0

K=— a7 e ny V) 5, o nyt

3 2 gelRut) g (Rt
ae{q,273}

Hier ist 7o (R, t) die a—te Komponente des kartesischen Vektors n(R,,,t).
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Den Ubergang zum kontinuierlichen Medium mit Teilchendichte n(r) und Volumen V ist offen-
sichtlich:

m 0 0
K= / Fron(r) > na(rt) 2 na(r,t)
v 2 ac(1.2.3) ot ot
Fiir Punktteilchen ist die Teilchendichte zu n(r) = > g <5 @) (r —R,,) gegeben.

Fiir Systeme mit Zweiteilchenwechselwirkung v = v [q,(t) — Q. (t)] ist die gesamte potentielle
Energie V' des Systems gleich der Summe

1
V=13 vlant) — () (31)
n;én'
Dann folgt fiir kleine Auslenkungen aus der Ruhelage
1
V=5 2 vlan) - a)
n;:én'
1
= 5 Z v [Rn — Ry + U(Rna t) - U(Rn’a t)]
n;:én'
Ry —Ro) + 3 [VE)]  a(Rost) = ma(Ro )
1 ) « S=hRn =R,/
=532 X w5 V®)| ey t) = 00 (R t)] e (R 1) = s (R, )]
'IL,TLI Oz,a/ s=R, n!
n#n’ +...

Der lineare Term in % fallt weg, wenn um die Gleichgewichtsposition entwickelt wird
(siehe Kleine Schwingungcén). In Gegenwart von dufleren Kréften existieren allerdings auch
lineare Terme ~ %V(s), die den dufleren Kriften das Gleichgewicht halten.

Nach dem Gesagten ergibt sich bei Beschrankung auf kleine Auslenkungen um die Gleichge-

wichtspositionen der Atome fiir die potentielle Energie V' des Systems die Darstellung;:

1
V= Vb + 5 Z Zva,a’ (Rn - Rn’) [na (Rn7 t) — Na (Rn’a t)] [na’ (Rn7 t) - na/(Rn’ 5 t)]

n,n’ a,a’

Die Differenzen der Auslenkungen an verschiedenen Positionen R,, und R, lassen sich im
eingangs diskutierten langwelligen Limes aufgrund des Umstands, dass sie als Faktoren vor der
rasch abfallenden Funktion
1 0?
Voo Ry —Ryp) = = | =——=——V(s
o, ( n n ) 2 |:(98a88a/ ):| s=R,—R.,

auftreten, in guter Naherung durch eine Gradientenentwicklung der interpolierenden Funktion
Mo [T, t] ersetzen:

Rn + Rn/ Rn - Rn’
+

aRnat = (o4 )t
Na[Ra, 1] Mol ) ]
R +R ’ 877 R — R,
- Uu[ : 2 n7t] (aRa> Rn4R_, - 2 IR
v/ R=—"n
R, +R,, R, — R,
aRn’at = e’ - at
Nal ] Mo =5 5 ]
Rn + Rn/ 0 « Rn - Rn’
= Mol - (aZz ) T B
v/ R="00 0
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Damit folgt fiir (8.2)

1 Mo
V=Voty Z ;va, (R, — Ry) (31%)11_ wirn, oy = o)
n,n’ o,a 7y, — 2

N
<8R7' ) R RntRy (B = B )

1
= VO + 5 Z Z Vo, ! (Rn - Rn’)(Rn,’y - Rn/ﬁ’y)(Rny’Y/ - Rn/y’)”)

a, a7,y R, Ry

K%gg’ t)> (8"2}23’ t)ﬂR—R"ER’“

Wir summieren jetzt anstelle iiber R, und R, iiber alle Kombinationen R =
s=R, —R, :

Vet ) 5 S (S ) (P0) (S0) ey

a, v,y R s

R,+R
% und

Die auftretenden Terme

Corary' = E :”a,a’<5)5'ys’y’
S

bezeichnen die sog. elastischen Konstanten oder auch Kraftkonstanten des Kristalls. Sind die
elastischen Konstanten nicht positiv definit, so ist der Kristall unter Umsténden instabil, d.h.
er kann buchstéblich ,auseinanderfliegen®.

Ganz offensichtlich besitzen die Kraftkonstanten Cg., o+ die Symmetrie:

Cay,ary = Caryay = Cayriary
Im Kontinuumslimes ergibt sich nach dem Gesagten mit der Definition

Car,pa(r) = n(r)Cary,px (8.3)
und Weglassen einer fiir das weitere irrelevanten Konstanten Vj fiir die potentielle Energie des
Systems der Ausdruck:

_1 /s 9 9 _ [
ey [Er S Comgimte gt~ [ a3 fote e
v «@

v a,B57,A
Dabei ist f,(r,t) die Kraftdichte einer dufleren Kraft!.
In einem weiteren Schritt zerlegen wir jetzt %na (r,t) in einen symmetrischen und einen anti-
symmetrischen Teil:

0
Wﬁa (I‘, t) = Ua,y (I‘, t) + wa,’y(r’ t)a
y
also Uq,y = Uy,q UNd Wy 4 = —Wy o Bs folgt

1/ 0 0
Ua77(r, t) = 5 or Na + or Ty
¥ e

(r,1) 1/ 0 0

Wan~(r,t) == =—Na — =—

.y 2 \or, ™ " org "

Uq,y ist der symmetrische Teil und beschreibt eine lokale Verzerrung am Ort r zur Zeit ¢.
Dagegen ist wq . der antisymmetrische Teil und beschreibt eine lokale Rotation am Ort r zur

1Offensichtlich hat der hintere Term die Form des Hookeschen Gesetzes.
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F2 F2

Abbildung 8.3: Verzerrung und Rotation des Mediums

Zeit t. Ist das Wechselwirkungspotential zwischen zwei Teilchen im Kristall nur eine Funktion
des Abstands, also v = v(|q; — q¢|), dann ist die Verzerrungsenergie in fithrender Ordnung nur
von uq~ ab, aber nicht von w,, abhéngig! Das heifit eine infinitesimale Drehung kostet dann
keine Verzerrungsenergie?.

8.3 Lagrange-Formalismus fiir Felder

Wir wollen nun den Lagrangeformalismus fiir Felder formulieren. Wir betrachten dazu die so
genannte Lagrangedichte £ {na(r, t), %na(n t), %na (r,t), t} . Integration iiber das gesamte Vo-
lumen des Mediums liefert dann die Lagrangefunktion der Freiheitsgrade des Kristalls in der
Kontinuumsnéherung;:
3 0] 0
g(t):K_V: a’rL na(r7t)a7na(rat)7777a(r7t)at
A% 3t 87“5

Die Integration der Lagrange-Dichte L iiber die Orte r der Teilchen 7, (r,t) entspricht der
Summation iiber die Lagekoordinaten der Teilchen im diskreten Formalismus fiir Massenpunk-
te. Ein wichtiger Unterschied zum diskreten Formalismus ist hier, dass neben den Zeitablei-
tungen %na (r,t) auch die Gradienten %na(r,t) der Felder n,(r,t) als Variable auftauchen.
Integration iiber die Zeit ¢ liefert dann wie gehabt das Wirkungsintegral des Systems:

Alta,t) = /dtf /dt/d3r£ [na r, 1), aana( t), %na(r,t),t

Nach dem Hamilton’schen Prinzip ergibt sich die physikalische Losung 7, (r, t) fiir die Auslen-
kungen aus der Bedingung:

Altz,t1:) = Alta, 1) + 0(?),
d.h. die Anderung der Wirkung soll bei einer Variation
ﬁa(r’ t) = na(r’ t) +e- fOt(I‘) t)

um die physikalische Losung 1, (r,t) von zweiter Ordnung bzgl. des Parameters € klein sein.
Dabei soll noch die Nebenbedingung erfiillt sein, dass

{oe(rwt) =0 VI‘S € 0V und Vt,

2Dieser Schluss gilt nur in erster Ordnung, bereits in zweiter Ordnung kommen Torsionseffekte hinzu, so dass
Drehungen dann ebenfalls eine Verzerrung des Kristalls bewirken kénnen.
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d.h. auf der Oberfliche OV des Korpers mit Volumen V ist n,(r, ) fiir alle Zeiten ¢ bekannt
und vorgegeben.
Es folgt durch Einsetzen:

+0(e?)

t2 oL oL o
alr,t) + alr,t
Aty tr;e) — A(ta, t1) = ¢ | dt [ dPr (Za.:an“(r’t)f (r 1) ENED) bl )>
o ’ +2 g bal(r, )
v a,ﬁa{afﬁ na(r,t)| 75

Zana rt) ( t)
Fat [ avr Zat S Zoe] )5a( t)
tp V
=¢ _Z arﬁ ( 8na(r t) ) fa(rvt) 4 0(62)

. Zat( PR N
+[dt [d¥r{
" v +Z 67«5 < [anau t)}foz( ))

org

Das Anwenden des Satzes von Gau,
0 R
/d3rz (,TFB(r) = / df ZnBFg(rs),
3 5 o v 3

verwandelt die Integrale in der zweiten Zeile iiber das Volumen V nun in Flidchenintegrale {iber
die Oberfliche 0V des Volumen V, wobei ng die f—Komponente der nach aussen orientierten
Fléchennormalen # von 0V ist. Wegen unserer Vorraussetzungen &, (r,¢1) = 0 = &,(r, t2) fiir
r €V zu den Zeiten ¢; und to, sowie &, (rg,t) = 0 fiir rg € IV zu beliebiger Zeit ¢, verschwinden
die Terme in der zweiten Zeile identisch. '

Halten wir die Forderung A(ts,t1;e) — A(ta,t1) = o(e?) aufrecht, so ergeben sich aus dem
verlangten Verschwinden der Terme proportional zu € die Lagrangschen-Bewegungsgleichungen
fiir die physikalischen Felder n,(r,t) fiir o € {1, 2, 3}:

~0 (8.4)

oL a( oL )_ 9 oL

O (r,t) Ot [61&77 (r, t)] se(12.3) (971"13 P [8?[3 Na (T, t)}

Der dritte Term in dieser Bewegungsgleichung ist gerade die Divergenz des Vektors der Impuls-
flussdichte.

8.4 Elastisches Medium in harmonischer Niherung

Die Lagrange-Dichte eines elastischen Mediums hat bei Beschréankung auf kleine Auslenkungen
aufgrund der Betrachtungen des vorangegangenen Abschnitts fiir die Differenz K — V' aus
kinetischer Energie und potentieller Energie V' die Gestalt:

0 5 0
L= Z 8t77a r t) 7701 r, t Z Cory ﬁ)\ 8 7704( )8 nﬁ +Zfa I' t ﬂa( )
'Y

a,B'y)\

Hier ist p(r) = m - n(r) die Massendichte.
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Durch Einsetzen in (8.4) finden wir sofort ein System gekoppelter Bewegungsgleichungen zur
Beschreibung der elastischen Schwingungen eines Kristalls im Grenzfall grofier Wellenléinge

A>a:
2 2

0 0
r)—=Na(r,t) — C r r,t)= r,t
1(x) 5 0a (r:t) D Carmpal )87’76m"ﬂ( ) = fa(r,t)
AR

Die Inhomogenitéit f,(r,t¢) in obiger Gleichung ist die Dichte einer von auflen vorgegebenen
Kraft, die auf den Kristall einwirkt.
Die erwéhnte Symmetrie der Kraftkonstanten Cy,, gx gibt Anlass zur Definition des Spannungs-
tensors:

Tary(t,t) = Y Carpatiga(r; 1)
By

Fiigt man diese Definition in Gleichung (8.4) ein, erhiilt man fiir die Bewegungsgleichung eines
elastischen Mediums den Ausdruck:

0? 9
He) =50 = D ar Oar (T 1) = fa(r,?)
ol

Der zweite Term stellt die Divergenz des Spannungstensors dar.
Wenn die Spannung o4 - (r, t) rAumlich variiert, resultiert eine innere Kraftdichte —Za%a,w(r, t),
Y
B!

die im statischen Grenzfall der dufleren Kraftdichte f,(r,t) das Gleichgewicht hélt.

Es existiert eine instruktive Analogie zum Coulomb-Gesetz der Elektrostatik. Fine punktférmige
dufsere Kraftdichte f,(r) an der Stelle r = ry verursacht in der Tat eine langreichweitige (1) Aus-
lenkung 7, (r) der Atome des Kristalls aus der Gleichgewichtsposition, die (im einfachsten Fall)
proportional zu [ abfillt. Dies ist zum Versténdnis der Vorgénge beim Kristallwachstum
von Bedeutung.

In elastischen Medien kénnen viele verschiedene Arten von Wellen auftreten. Bekannt sind z.B.
Erdbebenwellen, die nach einem Erdstofl sowohl als Longitudinalwellen, als auch als Trans-
versalwellen im Erdinneren propagieren. Dariiber hinaus existieren (sehr geféhrliche) Ober-
flichenwellen, die nur entlang der Erdoberfliche propagieren kénnen.

Die im néchsten Abschnitt vorgestellten Uberlegungen zu Medien mit unstetiger Dichte und
entsprechend unterschiedlicher Wellenausbreitungsgeschwindigkeit spielen nicht nur in der Geo-
physik eine wichtige Rolle. So lésst sich durch Reflexion von Schallwellen an Strukturen inner-
halb eines elastischen Mediums durch Laufzeitmessung das Dichteprofil des betreffenden Medi-
ums rekonstruieren. Dies ist ein iibliches Verfahren in der Materialphysik zur zerstérungsfreien
Untersuchung von Werkstoffen.

8.4.1 Wellengleichung in D=1 Dimensionen

Wir betrachten eine zwischen zwei Punkten eingespannte (metallische) Saite mit homogener
Massenverteilung. Fiir so ein System erhélt man bei Beschrinkung auf langwellige elastische
transversale Anregungen (D = 1) als Lagrangedichte

£= & o, 01" - S0, 0)2

Definiert man die Ausbreitungsgeschwindigkeit zu ¢ = \/% , folgt hieraus sofort die Bewegungs-
gleichung;:

(;af _ ag) (@, 1) = 0 (8.5)
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Das ist die Wellengleichung der schwingenden Saite (D = 1).
Wir leiten jetzt die sog. d’Alembert’sche Losung dieser Wellengleichung her. Dazu definieren
wir

u=2x—ct v=x+ct

u—+v v—Uu
T = ct =
2 2

Transformation auf die neuen Koordinaten u, v ergibt mit

n(z,t) = i(u,v) =7z, t),v(z,1)]
unter Verwendung der Kettenregel:

O = (au + av)ﬁ

1 _
Eatn = (—0u + 0u)}
Einsetzen in die D = 1 Wellengleichung liefert?:
1 1 1
0 = (gatz - ag) n= <at - 890) <at + am) n
c c c

= (_3u + 611 - 8u - 6v)(_8u + av + 8’11, + av)ﬁ(uvv)
_4811,61)77(”7’0)

Hieraus folgt unschwer die allgemeine Losung
(u,v) = f(v) +g(u)
Dies impliziert jetzt die folgende Form der allgemeinen Loésung der D = 1 Wellengleichung;:
n(x,t) = f(z — ct) + g(z + ct)

Dabei sind f(s), g(s) zuniichst beliebige zweifach differenzierbare Funktionen. Zur vollstdndigen

«— g(x+ct) f(x—ct) —
(x,t=0)=f(x)+g(x)

Abbildung 8.4: Saite, zur Zeit t = 0 bzw. zur Zeit t > 0

Losung der Wellengleichung miissen nun Anfangswerte vorgegeben werden:

3Die Wellengleichung gehort zur Klasse der hyperbolischen partiellen Differentialgleichungen.
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(a) es ist ein Auslenkungsprofil no(x) der Saite zur Zeit t = 0 vorgegeben:
(2, 8)],—o = 0 ()

(b) es ist ein Geschwindigkeitsprofil bei der Auslenkung der Saite zur Zeit ¢t = 0 vorgegeben:
1
[E@U(% t)]i=0 = m(x)

Im allgemeinen Fall benétigt man beide Funktionen, 7 (z) und n;(x), zur Losung der Wellen-
gleichung, u.z. dann wenn sowohl Profile fiir die Anfangswerte als auch fiir Anfangsgeschwin-
digkeiten zur Startzeit t = 0 vorgegeben sind.

Es gilt nach dem Gesagten

no(x) = f(x)+g(x)
mx) = —f'(x)+4g'(x)

Dann lésst sich die Form der Funktionen f(x — ct) und g(z + ct) tatséchlich mit den Profilfunk-
tionen 79 (z) und 7 (z) festlegen:

2n(x,t) = 2f (x — ct) + 2g(x + ct)
=" aste (9)-1 ()]
=no(z—ct) =no(z+ct) Talet Sl *
= flx—ct)+glx—ct)+ fx+ct) + g(z+ ct) + f(z — ct) — f(x + ct) + gla + ct) — g(xz — ct)
Also

x+ct
n(z,t) = %[no(x —ct) +no(z + ct) + / dsm (s)) (8.6)

Die letzte Gleichung stellt damit die allgemeine Losung der eindimensionalen Wellengleichung
fiir eine zur Zeit ¢ = 0 bekannte Anfangsauslenkung 7o(x) und Anfangsgeschwindigkeit e (z)
dar. Die Losung heifit auch Ldsung von d’Alembert *.

Es ist wichtig festzustellen, dass der Wert der Auslenkung n(z,t) am Ort xg zur Zeit ¢y von den
Funktionen 7o (z) und 7 () ausschlieflich fiir Werte im Intervall [z¢ — cto, xo + cto] beeinflusst
wird!

Bei Vorgabe einer endlichen Linge L der Saite kénnen sich die Enden nicht bewegen, da sie
eingespannt sind. Dann ergeben sich zu jeder Zeit ¢ an den Enden die Randbedingungen:

n(z =0,t) =0=n(x = L, ).

Dies ermoglicht zu folgern:

1.
n(x=0,t) = 0
= f(—ct)+ g(ct) =0Vt
= g(s) = —f(=s)
(

4Jean Baptiste le Rond d’Alembert, bedeutender franzosischer Mathematiker und Physiker des 18. Jahrhun-
derts.
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nlx = L,t);()
= f(L—ct)—f(-L—ct)=0

Hieraus sieht man sofort, dass die Funktion f(s) periodisch mit Periode 2L ist:
f(s+2L) = f(s)
Daraus ergibt sich fiir die Losung der eingespannten Saite die Eigenschaft:
2L 2L 2L
n (a:,tJr) =f [xc(tJr)} —f {xc(tJr)]
c c c
= f(x —2L —ct) — f(—x — 2L — ct)

= flz—ct) = f(-z —ct)
=n(z,1)
Damit ist die Periode der Schwingung ohne weitere Rechnung zu T = % abzulesen!

Die abgeleiteten Eigenschaften legen es nahe, die Losung n(z,t) des Problems der fest einge-
spannten Saite als Fourierreihe der Gestalt

n(x,t) = i an(t) sin (%x) (8.7)

anzusetzen. Die Schwingungsmoden der eingespannten Saite mit allen entsprechenden Oberténen
sind demnach sinusférmig. Die noch unbestimmten Koeffizienten a,(t) bergen selbst noch eine
Abhiingigkeit von der Zeit, die man durch Einsetzen von n(x,t) in die Schwingungsdifferential-
gleichung (8.5) leicht bestimmen kann:

[01233 + (7)1 an(t) = 0

Offensichtlich hat diese gewohnliche Differentialgleichung die allgemeine Losung

an(t) = Cycos(wpt) + Sy, sin(wy,t)
Wy = %mr
n = 1,2,...,

wobei C,, und S,, noch zu bestimmende Amplituden sind.

Aus den Anfangsbedingungen fiir den Zustand der Saite zur Zeit t = 0, also aus den vorgegebe-
nen Profilen fiir die Anfangsauslenkung 7o(x) und Anfangsgeschwindigkeit cny (x) , lassen sich
nun die Amplituden C,, und S,, wie folgt bestimmen:

nm

(@) = [z, Dleco = 3 an(0)sin (2a) = 3 Cpsin (2
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mm

Es folgt nach Multiplikation mit sin (T:r auf beiden Seiten:

C,, sin (n%x) sin (%x)
(w—cn) S, sin (n%x) sin (%x)

Integration iiber x von 0 bis L liefert schlieflich unter Ausnutzung der Orthogonalitdtsrelation
fiir die Sinusfunktion,

M

7o () sin (%x) =

3
Il
_

mm

71 () sin (Tx>

I
M8

Il
-

n

L
2 , . /nT o, . /mm ,) -
L/dm sm(Lx) sm( T ') = 6pms
0
fiir die Amplituden C), und S,, das Resultat:

9 (L
Cm = Z/o dx’sin(%x’)no(x’)

c 2 (L , . /mm , ,
Sm = <%>'LA dx &n(Ta:)m(x)

Damit ist die Losung der eingespannten Saite als Fourierreihe (8.7) vollstéindig bestimmt!

In der Praxis mag es nicht immer gelingen, die Fourierkoeffizienten C,,, und S,,, analytisch zu
berechnen. Man kann die betreffenden Integrale aber jedenfalls numerisch berechnen. Damit
ist die Funktion a,(t) bestimmt und die Auslenkung n(x,t) kann aus (8.7) als Fourierreihe
berechnet werden.

8.4.2 Geteilte Saite mit unstetiger Massebelegung

Als nichstes betrachten wir eine unendlich lange (gespannte) Saite®. Infolge eines Sprungs der
Massebelegung p(z) an der Stelle x = 0 ist die Ausbreitungsgeschwindigkeit ¢(z) fiir die auf
der Saite propagierenden Signale zweigeteilt:

o) = {617 <0

co, x>0

Wir betrachten jetzt ein von links nach rechts propagierendes Signal ng(z — ¢1t). Die Losung
n(z,t) der 1D—Wellengleichung ist dann wegen des Sprungs der Schallgeschwindigkeit bei z = 0
von der Gestalt

no(z —cit) + nr(z +art), <0
n(w,t) =
nr(z — cot), z>0

Hier beschreibt g das bei x = 0 reflektierte Signal, und 7y beschreibt das transmittierte
Signal. Als Losung der Wellengleichung (D = 1) miissen beide Funktionen, n(z, t) und die erste
Ableitung 9,n(x,t), bei x = 0 stetig sein:

no(—c1t) +nr(cit) = nr(—cat)

Unter Verwendung der fiir Funktionen F' = F'(x + ¢;t) giiltigen Relation

1
0. F (v £ ¢jt) = £—0.F(x £ ¢;t)
¢j

5Es soll betont werden, dass dieser Abschnitt vollkommen ohne die Betrachtung von ,, Wellen® auskommt.
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—r

IR

0

Abbildung 8.5: Geteilte Saite mit transmittierten und reflektierten Signalen

folgt dann aus der Bedingung der Stetigkeit der ersten Ableitung bei x = O:
1 1 1
——0mo(—c1t) + —omr(cit) = ——0mr(—cat)
C1 C1 C2
Integration beziiglich der Zeit ¢ ergibt sofort (bis auf eine Integrationskonstante k)
1 1 1
——no(—c1t) + —nr(cit) = ——nr(—cat) + ko
C1 C1 C2

Das einlaufende Signal 7g(x) ist laut Vorraussetzung zur Anfangszeit ¢ = 0 lokalisiert, also
gleich Null fir ¢ ¢ [z9 — w,z¢ + w]. Dann kann man fiir 2o + w < 0 die Konstante kg = 0
setzen, da auf der Saite weder nr noch nr zum Zeitpunkt ¢ = 0 existieren.

Nach dem Gesagten erhalten wir fiir alle Zeiten ¢ > 0 jetzt die beiden Gleichungen:

no(—c1t) +nr(eit) = nr(—cat) (8.8)
1 1 1
——no(—c1t) + —ngr(cit) = ——nr(—cat) (8.9)
C1 C1 Co
Aus (8.8) und (8.9) folgt sofort:
262
—eot) = et
nr(—cat) C2+Cl770( cit)
Co — C1
) = —ert
nr(cit) 62+cl770( cit)

Die gesuchten Funktionen nr(x — cot) bzw. nr(z + c1t) erhilt man schliefllich durch einen
geeigneten Shift der Zeitvariablen, d.h. t — ¢t — é bzw. t — t+ %:

T 2¢o
nr(x — cat) = nr { ca( )} .

C2

m|-alt-2)

2
X Cy — Cq1 X
nr(T +ci1t) =g {01( +Cl)} 02+01770{ ci1( +C1)]
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Abbildung 8.6: Geschichtetes Medium mit reflektierten und transmittierten Signalen

Die gesuchte Losung der 1D—Wellengleichung ist demnach

mo(x — e1t) + Z2tno(—x — at)
'I’](IE, t) = 2co c1

c1+co Mo |:5(£L' - CQt)
Das reflektierte Signal nr(x + ¢1t) hat dieselbe Gestalt wie das einlaufende Signal no(x — ¢1t).
Diese Eigenschaft nennt man Forminvarianz. Die Amplituden von nr und 7 sind nur durch
das Verhiltnis der Ausbreitungsgeschwindigkeiten ¢; und ¢y bestimmt.
Fiir ¢; > ¢y wird die Amplitude des transmittierten Signals sehr klein. Diesen Umstand bezeich-
net man als Impedanzfehlanpassung®. Das reflektierte Signal hat in dem Fall im Wesentlichen
dieselbe Amplitude, aber das Vorzeichen ist entgegengesetzt zum einlaufenden Signal.
Fiir ¢ > c¢; hat das reflektierte Signal das gleiche Vorzeichen wie das einlaufende Signal,
withrend das transmittierte Signal eine doppelt so grofle Amplitude bekommt!
Hervorzuheben ist, dass die explizite Betrachtung von harmonischen Wellen an keinem Punkt
der Uberlegungen nétig war, um zu den erhaltenen Ergebnisse zu gelangen.

8.4.3 Ausbreitung elastischer Wellen im dreifach geschichteten Medi-
um

Wir betrachten jetzt ein in drei Abschnitte z < 0, 0 < x < L und L < x unterteiltes stratifi-
ziertes Medium mit stiickweise konstanter Ausbreitungsgeschwindigkeit

ci <0
cx)=qcy O<a<lL
c3 L<zx

SDieser Effekt tritt zum Beispiel beim Schall an der Grenzfliche von Wasser zu Luft auf. Der Grund dafiir
sind die stark verschiedenen Ausbreitungsgeschwindigkeiten von Schall in Wasser und Luft.
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Die Losung n(x,t) der betreffenden 1D—Wellengleichung

1
92 — 92 t)=0

|:C(.’II)2 t r:| 77(33’ )
spielt in technischen Anwendungen der Physik propagierender Wellen eine bedeutende Rolle.
Wir setzen jetzt die allgemeine Losung in der Form

no(x — c1t) + m gz + cit) <0
n(x,t) = S ner(x —cot) + op(x +cot) 0<a<L
n3,r(z — cst) L<x

an.
Die gesuchte Funktion 7(x, ) und ihre erste Ableitung 9,7 (x,t) sind insbesondere an den Stellen
x = 0 und z = L stetig. In jeder der drei Schichten hingt die Funktion n(z,t) als Losung der
1D—Wellengleichung von der Kombination z =+ ¢;t ab. Die Ortsableitung so einer Funktion ist
immer proportional zur Zeitableitung (fiir j =0, 1,2):

1
0. F(x £ cjt) = :Izc—atF(a: + ¢;t)
J

Aus den Anschlussbedingungen bei & = 0 und « = L ergeben sich 4 Gleichungen fiir 4 Unbe-
kannte Funktionen 1y gr, 12,7 , n2,r und 13,7 :

no(—c1t) + m1,r(c1t) = n2,w(—cat) + n2,r(c2t) (8.10)
7’]27T(L — Cgt) + T]QVR(L —|— Cgt) = 7737T(L — Cgt) (811)
1 1 1 1
——0mo(—c1t) + —0ym r(cit) = ——0m2,(—cat) + —0Om2, r(cat) (8.12)
C1 C1 C2 C2
1 1 1
——atng,T(L — 62t> + *615772’3([/ + Cgt) = ——8tn3’T(L - Cgt) (813)
C2 C2 C3

Das einlaufende Signal g (z,t) sei zur Zeit t = 0 an der Stelle x = ¢ zentriert und im Intervall
o — w < x < xg + w lokalisiert. Es soll also fiir ¢ = 0 gelten:

no(z) =0 z ¢ [x0 — w,zo + W]
m,r(z) =0 x <0
n2,r(z) =0 0O<z<L
n2,r(z) =0 0<ax<L
n3r(z) =0 L<z

Die Gleichungen (8.12) und (8.13) ergeben somit nach Integration iiber die Zeit von t’ = 0 bis
t'=t

1 1 1 1
——no(—c1t) + —m r(c1t) = ——mn2 v(—cat) + —n2 r(cat) (8.14)
a1 1 co co

1 1 1
—*7727T(L — Cgt) —|— f’l’}lR(L —|— Cgt) = —*7’]37T(L — Cgt) (815)
Co Co C3
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Zusammenfassend gilt nach dem Gesagten fiir alle Zeiten ¢t > 0 :

no(—cit) + m r(c1t) = no, T( cat) + 12, r(cat) (8.16)

—no(—c1t) +m rcit) = —*772 7(—cat) + 577271%(02@ (8.17)

no, 7 (L — cat) + n2, r(L + cat) = 13, T( — cst) (8.18)
7%2772,T(L — cot) + fng r(L+ cat) = =137 (L — cst) (8.19)

Subtraktion von (8.16) und (8.17) ergibt:
c
(1 + 1) T]Q’T(*Cgt) (1 — ) 72, R(Cgt) =2 7]0( Clt)
C2 C2
Addition von (8.18) und (8.19) ergibt:
c3 C3
(1 - ) ne, (L — cat) + (1 + ) ne,r(L+cot) =0
C2 C2

Um die Funktionswerte
Nor(L —cot) und 1o r(L+ cot)

mit den entsprechenden Werten

ner(—cot) und 1o g(cat)
verkniipfen zu kénnen, bedienen wir uns einer (formalen) Taylorentwicklung:

h"
F(h+s)= Z—a F(s)
n=0
Die auftretende Potenzreihe entspricht formal derjenigen der Exponentialfunktion:
h"
exp(hds) = Z —6
n=| O

Der so definierte Operator ist der Shift-Operator”. Es gilt fiir unendlich oft differenzierbare
Funktionen:
F(h+ s) = exp(h0s) o F(s)

Dieser technische Trick erlaubt eine (formale) Losung des Problems:

L L
exp <—625t) omar(—cat) = Mo [—02 (t - 02)] =n2,7 (L — cat)

L L
exp Lzat} o 12, r(cat) M2,R [02 (t + 02” =2, r(L + cat)

"Der Shiftoperator hat folgende Eigenschaften:
exp(—h0s) exp(hds) =
exp(—h0s) exp(—hds) = exp(—2hds)
exp(—h0s)"™ = exp(—nhds)
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Es folgt aus (8.4.3)

L L
O‘%>wp(&>'mm(cﬂ)+<1%%>@m{@}4MR@ﬂ)0
Co Co Co C2

Multiplizieren von (8.4.3) mit (1 + 2—2) und von (8.4.3) mit — (1 - %) - exp [—é@t} ergibt

c c c c c
(1 + 3) (1 + 1) no,7(—cat) + (1 + 3) (1 - 1) n2,r(cat) =2 (1 + 3) no(—cit)
Co Co C2 C2 C2

(12 o 2L, T o i (8.20)
(1 02) (1 02) exp{ o (9,:] o, 7(—cat) (1 02) <1+ C2> mon(eat) =0 (8:21)

Addition von (8.20) und (8.21) ergibt eine Differenzengleichung fiir die unbekannte Funktion
N2, 7

- 2L
{(1 + CS) <1 + Cl) -1 - <1 - Cl) (1 - 03> - exp (@)] Ma,r(—cat) =2 (1 + 03) No(—c1t)
Co Co Co C2 Co C2
Anwenden des inversen Operator [...]~! ergibt dann die (formale) Losung:
2(1+2)-1
no,1(—cat) = ~ “Mo(—cit)
(+e) (ra)i-(1-8) (-2)er(-22)

Durch Umstellen erreicht man folgende Darstellung der Losung

1

T+9. 0-)a-&)
= 1 - e exp(—2£0;)

no,7(—cot) = no(—cit)

Mit Hilfe der geometrischen Reihe fiir einen linearen Operator

2 o0

1 A . .
——— =1+ Lo+ L2, ... = (Lop)" (8.22)
1— Loy fre
erhalten wir die gesuchte Losung:
2 S[a-ga-o1" JNE
—cot) = - L —=—0 —cit
mat-e) = Sa Y| i gy) [ 5] mean
o X[a-2)a-2)1" 2L
= —c —n—
1o |irayare)| P e
9 = [a-aya-a9”
- - ( gf)( jj) o [2n L clt}
1+5n:0 _(1+5)(1+3) C2
Die Konvergenz der Reihe ist gegeben, da
2)1-2)
— C2 271 -1 8.23
ol == a1+ @) (8.23)
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Die Losung 72 7(—cat) ist eine Reihe bestehend aus den geshifteten Werten des einlaufenden
Signals mit den entsprechenden, durch die Ordnung der Mehrfachreflexion bestimmten Ge-
wichtsfaktoren ¢", die nur von den Verhéltnissen der jeweiligen Ausbreitungsgeschwindigkeiten
c1,C2,c3 abhéngen.

Eine Abschéitzung der Anzahl der Summanden in der Reihe fiir ein lokalisiertes Signal ergibt
sich aus dem Umstand, dass das einlaufende Signal 7y(s) nur im Intervall g —w < s < ¢ +w
von Null verschieden ist. Also

c
xo—w<2nL—1—clt<xo—|—w
C2

rg—w+ c1t Ty + w + cit
oL o 2L
Cc2 c2

Da 72,7 nunmehr berechnet ist, ergeben sich die iibrigen reflektierten bzw. transmittierten
Signale hieraus zu

_ ‘33 2L
n2,r(cat) = T e eXP(—*at)W 7(—cat)

B 1—” 2L
N 1+ LS 772T 2 Co
1

1 +
und dann:
m.r(cit) = —no(—cit) + na,r(—cat) + n2,r(cat)
7737T(L — Cgt) = nQ’T(L — Cgt) + 7727R(L + Cgt)

Da die hergeleiteten Ausdriicke fiir alle Zeiten ¢ gelten, ergeben sich hieraus die gesuchten
Losungen zu
2 o0
T1yo

02n 0

(1-2)0-2)
(+2)+2)

Cc2 C2

[ x
ne, (T — cat) = no1 | —C2 <t - —

[ x
M2,r(T + cot) =mo R |c2 [t + — Tira

1—"3 T 1—
:| = 772T |:2L02 <t+02>:| = — 0,2772’T(2L7x702t)

[ x x x x
n,r(x +cit) =ni.r |1 (t + ) =10 [—01 (t + )] + n2,1 [—02 (t + ﬂ +n2,R {62 (t + )}
L C1 C1 C1 c1

z—L
C3

n3r(r —cst) =ns3r | L —ca(t —

)} =127 [L —cot = xc_?)L)] +2,R [L+C2(t xc_?)L)]

Die Abbildung 8.7 verdeutlicht, wie ein einlaufender Puls durch Mehrfachreflektion an beiden
Grenzflichen der Zwischenschicht entsprechend verdndert in das Gebiet = > L auslduft.

Abbildung 8.7:
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8.4.4 Perfekte Transmission in diinner Schicht

Fiir den Spezialfall eines einlaufenden Signals no(x — ¢1t) in Gestalt einer ebenen harmonischen
Welle mit Amplitude 'Fins’ erwartet man aufgrund der vorher angestellten Betrachtungen die
folgende Form des Signals am Ort x zu der Zeit ¢ :

eikl(iltfclt) + Blef’b'kl(:bJrClt) fur T < 0
n(x,t) = { Agetk2(@=c2t) | Bye=ika(ztest)  fiip 0 < 2 < L
Ageths(z—cst) fir L <
Hier sind k; = i—’r = = die entsprechenden Wellenzahlen in den drei Gebieten. Wir stellen

nun die Frage, welche Bedingung an die Dicke L der Zwischenschicht gestellt werden muss, so
dass fiir die betrachtete Frequenz w = 27 f = k1c1 = kaco = k3cg der Reflektionskoeffizient fiir
ein von links einlaufendes Signal verschwindet, also By = 0 ist. In dem Fall lige also perfekte
Transmission durch die Zwischenschicht vor.

Die Stetigkeit von n(z,t) und 9,7n(z,t) fir £ = 0 und = = L liefert mit B; = 0 nun vier
Gleichungen fiir die Unbekannten As, By, A3 und L.

AQ + BQ =1
k1
Ay — By = —
2 2= 5
A26ik2L + B2€7ik2L — Ageik‘gL
A ikoL B —iko L _ iA iksL
2€ 2€ k2 &
Aus den beiden ersten Gleichungen folgt sofort
1 kl c1 + Co
Ay = = (1+—=|=
2 2 < + kig) 261
1 k’l C1 —C2
B = — 1 _ — =
2 2 < k2> 201
Der Quotient der beiden anderen Gleichungen ergibt:
A2eik2L + Bge—ikgL Ase’ikgL B kQ CS

Age“ﬂL — BgefikQL %ABQik3L ks Co

Somit N
Ag 2ika L c1tco 2iko L
Cj B e + 1 _ ci—ca e + 1
T As 2ikoL _ 1 Ci1tCa 2ikoL _
C2 B.¢ 1 oo 1

Auflésen nach e?#*2L Jiefert:

€3 —C2C1 + C2

Da die rechte Seite eine reelle Zahl ist, gilt notwendig
2ko L = nm (perfekte Impedanzanpassung)

Dies ist zugleich eine Bedingung an die Ausbreitungsgeschwindigkeit ¢o in der Zwischenschicht.
Sei zunéichst angenommen n = 1, also koL = 7. In dem Fall hat die Dicke L der Zwischenschicht
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den kleinst moglichen von Null verschiedenen Wert. Es folgt fiir co die Bestimmungsgleichung;:

c3+cac1 —C2
c3 —cC2C1+C2

Cy = 4/Ci1C3

Mit ko = i—’; berechnen wir:
T s Ao

2ky 2.3 4

Diese Beobachtung hat praktische Bedeutung, z.B. in der Wellenoptik fiir die Entspiegelung von
Brillengldsern. Auch die Schallgeschwindigkeit eines Transducer-Gels bei der Ultraschallunter-
suchung in der Medizin stellt im Wesentlichen das geometrische Mittel zwischen der Schall-
geschwindigkeit von Wasser (weil der Korper zum grofiten Teil aus Wasser besteht) und der
Schallgeschwindigkeit des Materials des Kopfes des Ultraschallgerites dar, um eine gute Trans-
mission der Ultraschallwellen zu gewéhrleisten.

8.5 Zweidimensionale Wellengleichung: Schwingungsmo-
den der rechteckigen Membran

Wir untersuchen die moglichen Schwingungsmoden einer eingespannten Membran mit einer
konstanten Massenbelegung p = MZEEZ Seir = (z,y,0) ein materieller Punkt der Membran im
ungespannten Zustand ist, und sei 9;n(r, t) die Geschwindigkeit der Auslenkung der Membran
in z—Richtung. Die kinetische Energie ergibt sich fiir kleine Geschwindigkeiten als Integral iiber
die Fliche F der Membran zu

K — g/d%am(r, )9 (r,t)
F

Kraft

Tange ist ein weiterer charakteristischer Parameter. Das

Die Spannung der Membran 7 =
Verhiltnis ¢ = \/E legt, wie wir gleich sehen werden, die Ausbreitungsgeschwindigkeit einer

Storung auf der Membran fest. Wird die Membran gespannt, so treten Dehnungen und damit
riickstellende Krifte im Material auf. Ein materieller Punkt r; = (z;,y;,0) im ungespannten
Zustand verschiebt sich unter dem Einflufl der Spannung um V7. Die potentielle Energie V ist
dann die Summe {iber verspannte Flidchenelemente df (r;) der Membran:

df (rj) = |du(r;) A dv(r)|

du(r;) = {el + 87722 2 93:| dx

J

an(r, t
dv(r;) = [e2+ ”gy )eg} - dy

V=1 df(r;)
Ausrechnen des Vektorproduktes liefert:

on(r,t on(r,t
- néx e, — néy )92+eg]

du(rj) Adv(r;) = { | dydz

P:PJ
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Abbildung 8.8: Skizze der Membran

Der Betrag dieses Vektorproduktes ist die Fliche des Parallelogramms, das von den Vektoren
du(r;) und dv(r;) aufgespannt wird:

an(r,t\” an(r,t\’
|du(r;) Adv(r;)| = dedy 1+( oz ) +< Y ) e,

r=rj

Also folgt beim Ubergang von der Summe zum Flichenintegral die potentielle Energie der
deformierten Membran zu

- an 2 on 2
V—T/]Fdxdy\/l—I—((%) +<6y)
_ 1 /on ? L (0n ? 4
—T/dedy 1*2(&;) +2<8y> +o(|Vn[Y

B T an 2 an 2
V0+2/1Fd:vdy[<8m> +<8y>

+o(|Vn|)
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Unter Weglassen der irrelevanten Konstanten Vj = 7 fF dxdy ergibt sich nach dem Gesagten
die Lagrangedichte der eingespannten Membran zu

L(n, 0¢n, 02m, Oyn) = %@n(r,t)am(r,t) —g [(W) + (a”éz’t)) ]

Die zugeordnete Lagrange-Bewegungsgleichung zur Bestimmung der moéglichen Auslenkungen
der Membran in vertikaler Richtung ist:

(10} = 7(02 +0;)] n(r,t) =0

Mit ¢ = ﬁ als Ausbreitungsgeschwindigkeit fiir die elastischen Wellen der Membran ist dies
die 2D—Wellengleichung:

1
<028t2 - A) n(r,t) =0

Der Operator A = 92 + 33 ist der Laplace-Operator in D = 2 rdumlichen Dimensionen.
Gesucht werden jetzt stehende Wellen, d.h. die méglichen Schwingungsmoden der eingespannten
Membran. Zur Losung der partiellen DGL separieren wir als erstes die Zeit ¢ ab und machen
den Separationsansatz:

n(r,t) = f(t) - W(r)

Hier ist f(t) eine nur von der Zeit ¢ abhingige Funktion, wihrend W (r) den Ortszustand der
Membran beschreibt. Einsetzen des Ansatzes in die 2D —Wellengleichung liefert

L0 WE) - 1) AW () =0
Es folgt dann: )
F) _ . AW

=c*- .

f(t) W (r)
Die linke Seite héngt nur von der Zeit ¢t ab, die rechte Seite nur vom Ort r. Es muss dann eine
Konstante, die wir als —w? bezeichnen, geben, so dass fiir alle Zeiten ¢ und alle Orte r € F gilt:

O
f(@)

2 AW(r) — 2
W(r)

In anderen Worten: die Funktion f(t) geniigt der gewohnlichen DGL einer harmonischen Schwin-
gung, wihrend die Funktion W(r) Losung der sog. 2D —Helmholtz Gleichung ist:

O f(t) +w?f(1)
AW (r) + E*W (r)

(8.24)

=0
=0 (8.25)
wobei k? = “C’—j Allerdings ist die Konstante —w? noch unbestimmt und muss aus den Randbe-
dingungen bestimmt werden.

Fiir eine reelle Konstante w ist f(¢) eine harmonische Schwingung, i.A. mit einer von der
Kreisfrequenz w abhéngigen Amplitude a,, und Phase S,:

ft) = A, sin(wt + Bu)
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Auf dem Rand OF der Membran soll fiir alle Zeiten ¢ gelten: n(rs,t) = 0, also W(r,) = 0 fiir
r; € OF. Um die Randbedingungen mdoglichst einfach zu formulieren, ist es geschickt, solche
Koordinaten zu wéahlen, in denen die Randkurve OF eine moglichst einfache Form hat. Eventuell
kann man die Randkurve selbst zur Koordinatenlinie® machen. Dies ist fiir eine rechteckige
Membran oder auch eine kreisformige Membran ohne Weiteres méoglich.

Im Folgenden sei eine rechteckige Membran betrachtet, die durch Geraden x =0, x =a, y =0
und y = b begrenzt sei. Als geeignete Koordinaten bieten sich dann kartesische Koordinaten
an. Dann erhélt man (8.25) die Randbedingungen

Wiz =0,y) =Wz =a,y) =W(r,y=0)=Wy=>b=0
In einem zweiten Separationsansatz suchen wir die Funktion W (r) in der Form
W(a,y) = u(z) - v(y)

Einsetzen in die Differentialgleichung und anschlieffende Division durch W (x,y) liefert

Pu(z)  Poy) o,
@) o) TF 0

Der erste Term ist nicht von y abhéngig, der zweite ist nicht von x abhéngig. Die Summe der
Terme kann nur fiir den Fall, dass die einzelnen Terme konstant sind, gleich —k? sein. Es gibt
demnach zwei Konstanten k% und k3 mit

k2 + k3 = k?
und 5
u(x) !
o) _ s
v(y) ?
Also

O2u(z) + klu(z) =0
dyv(y) + k3u(y) =0
Die Losung dieser Gleichungen ist (bis auf willkiirliche Amplituden):
u(z) = sin(k1z + aq)
v(y) = sin(k2y + a2)
Zur Erfiillung der Randbedingungen gilt notwendig

0=W(z=vy) =u(0) v(y) =sin(ay) - sin(kay + )
0= W(z,y =0) = u(x) - v(0) = sin(k1z + a1) - sin(az)

Offensichtlich ist die Randbedingung auf den Linien x = 0 bzw y = 0 erfiillt, falls &; = 0 und
g = 0 gewidhlt ist. Also folgt
u(zx) = sin(kix)

8Fiir recheckige Membranen bieten sich kartesische Koordinaten an, fiir kreisrunde Membranen Polarkoordi-
naten, fiir elliptische Membranen elliptische Koordinaten. Leider kann man nicht immer geeignete Koordinaten
finden. Man ist dann auf nummerische Verfahren zur Lsung der Helmholtz Gleichung angewiesen.


http://de.wikipedia.org/wiki/Elliptische_Koordinaten
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v(y) = sin(k2y)

Um die Randbedingungen auf den Linien x = a bzw. y = b zu erfiillen, miissen k; und ko
geeignet gewahlt werden:

o
Il
=
8
Il
8
<
~—
Il
I~
—
Q
~—
>4
—~~
<
~—
Il
<
[
—
>~
[
S
~—
2.
=}
—~
O
(V)
<
~—

Dies impliziert

nym
ki=—, meN

a

NnoT
kQZT, ng €N

Dann folgt wegen
2

w
k2:§:k§+k§

o =imm == () 4 (F)

Die gesuchten stehenden Wellen einer am Rand fest eingespannten rechteckigen elastischen
Membran haben somit die Gestalt:

sofort

. . (T . nom
Tny,no (SC, Y, t) = An1,n2 : Sln(wnunzt =+ ﬂnlynz) + S (733) Sin (Ty>

Fiir jedes Paar natiirlicher Zahlen ny,ne € N gibt es eine charakteristische Frequenz f = fy,,n,
der betreffenden Schwingungsmode:

Wnq,mo C ni1 2 ») 2
o =522+ ()

Die Frequenz der Grundschwingung ist

a? = b?’

fin=

N O

fiir die Frequenzen der Oberschwingungen gilt

(n1b)? + (n2a)?

fnl,nz :fl,l‘ a2—|—b2 .

Betrachtet man eine quadratische Membran, so ist b = a und damit

2 2
fnl,nz :fl,l W7

man findet in dem Fall fiir ny = no tatséchlich harmonische Oberschwingungen der Grundfre-

quenz fp, n, = fi,1-a1. Fiir ny # ng haben die Oberschwingungen irrationale Verhéltnisse zur

Grundfrequenz, sind also nicht harmonisch. Die Eigenmoden 7, n, (2, y,t) und 0, n, (2,9, 1)

sind verschiedene stehende Wellen, aber ihre Eigenfrequenzen sind gleich:

fnl,nz - fn2,n1
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Abbildung 8.9: Moden der Membran als 3D-Ansicht
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Diese Erscheinung nennt man Entartung. Im Falle der quadratischen Membran sind die Ei-
genmoden zweifach entartet. Fiir nichtquadratische Membranen mit a # b ist die Entartung
aufgehoben. Die entarteten Losungspaare 1, n, und 7y, », gehen durch Drehung der Membran
um 90° ineinander iiber. Qualitatives Merkmal: je grofler die Anzahl der Knoten ist, desto hoher
ist die Frequenz der Eigenschwingung.

Ein allgemeiner Schwingungszustand 7(x,y,t) der Membran kann als Superposition aller cha-
rakteristischen Schwingungsmoden dargestellt werden:

oo
. . (T . (N2T
n(z,y,t) = Z Ay no SIN(Wny ot + By n, ) Sin (Tx) sin <7x>

n17n2:1

Die Phasen f3,, n, und die Amplituden A,,, ,, konnen so gewahlt werden, dass bei ¢t = 0 die
Anfangswerte

n(x7y7t = 0) = no(xvy)

{gt (2, )L_O =m(z,y)

fiir vorgegebende Profil-Funktionen 7o (z,y) und 7y (x,y) erfiillt werden! Dann folgt notwendig:

/ !
E At gy Sin(Byr ny) - sin (nlﬁm> - sin <n27ry>
a

n’,nH=1
= nymw nhm
: 1 : 2
E Aniﬁnéwn’pné COS(ﬁn/l,n/z) sin ( a x) - SIn ( b y)
nj,nhH=1

Aus den obigen Gleichungen ergeben sich wieder Fourierreihen (allerdings im zweidimensiona-
len):

. 4 [ b LT . [NeT
Ay ny SIN(Bry ny) = o ; da:/o dy sin (%x) sin (%y) no(z,y)
1 4 [ b Lo/ . [NeT
Ay ny €0S(Bnyny) = - o ; dx/o dy sin (Tx) sin ( 2 y) m(z,y)

Nach Berechnung dieser Fourierkoeffizienten kann 7(x, y,t) als Fourierreihe berechnet werden.

Schluss

Hier endet das Skript zum theoretischen Teil der Vorlesung , Integrierter Kurs III: Theoretische
Mechanik* an der Universitdat Tiibingen im WS 2006/2007.

Mein besonderer Dank gilt Herrn cand. Phys. Burkhard Schwab fiir seine grofie Hilfe und Geduld
bei der Erstellung der Abbildungen und der Setzung des Textes in Latex.



Anhang A

Interessantes zu bedeutenden
Physikern/Mathematikern

Isaac Newton

Newton war englischer Physiker und Mathematiker, aber
auch Astrologe, Alchemist und ,,Naturphilosoph®. Er stellte
als Erster die Gesetze der Gravitation auf. Zu seinen Leis-
tungen gehort auch der erste vollstdndige Formalismus der
klassischen Mechanik, die heute allgemein als ,,Newton’sche
Mechanik“ bekannt ist. Wegen des hohen Alters, das New-
ton erreichte, konnte er seine Forschungsgebiete detailliert
ausarbeiten. Er hatte einige prestigetrichtige Amter in-
ne, z.B. als Professor in Cambridge und als Aufseher der
koniglichen Miinzanstalt, so dass er nie in Geldsorgen kam.
Vielmehr hinterliess er ein stattliches Vermogen. Anschei-
nend hat er im Laufe seines Lebens kaum Geld ausgege-
ben, ausserdem hat er nie geheiratet. Bemerkenswert ist
Newtons Hang zur Alchemie. Da er kaum vor zwei bis drei
Uhr ins Bett ging, beschiftigte er sich vor allem Nachts mit
dieser ,,Kunst“ und verfasste viele Biicher in der Alchemis-
tensprache.

Gottfried Wilhelm Leibniz

Leibniz war deutscher Universalgelehrter. Zu seinen Ar-
beitsgebieten gehorten Rechtslehre, Mathematik, Physik,
Philosophie, Theologie und Politik. Er erfand unabhéngig
und etwa zur selben Zeit wie Newton die Infinitesimalrech-
nung. Er prigte die immer noch gebréuchliche Form % der
Differentialschreibweise. Im Laufe seines Lebens hat Leibniz
die meisten Personlichkeiten seiner Zeit entweder personlich
getroffen oder mit ihnen eine Korrespondenz aufgebaut. Er
unterhielt mit mehr als 600 Menschen regelmissigen Brief-

kontakt.


http://de.wikipedia.org/wiki/Isaac_Newton
http://de.wikipedia.org/wiki/Gottfried_Wilhelm_Leibniz
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Pierre-Louis Moreau de Maupertuis

Maupertuis war franzosischer Mathematiker, Astro-
nom und Philosoph. Zu seinen Leistungen gehort
die Entdeckung des Prinzips der kleinsten Wirkung.
Uber Maupertius’ Leben gibt es einige kleinere An-
ekdoten, wie zum Beispiel, dass er wegen seines Auf-
enthaltes in Finnland in seinem spéteren Leben oft
noch die Tracht der Lappen getragen hat, oder die oft
schwierigen Beziehungen zu anderen Wissenschaft-
lern seiner Zeit.

Leonhard Euler

Euler war wahrscheinlich einer der bedeutendsten
Mathematiker des Abendlandes. Ein grosser Teil der
konventionellen mathematischen Symbolik geht auf
ihn zuriick (z.B. e, m, >, f(z)). Allgemein kann man
ihn als Begriinder der Analysis ansehen, ausserdem
hat er auch viele Leistungen auf dem Gebiet der Phy-
sik zu verbuchen, so arbeitete er die Hydrodynamik
und die Kreiseltheorie aus. Ausserdem brachte er das
Prinzip der kleinsten Wirkung in eine mathematische
Form.

Joseph-Louis Lagrange

Lagrange war eigentlich franzosisch-italienischer Ab-
stammung und wurde als Giuseppe Luigi Lagrangia
geboren. Anstatt dem Wunsch seines Vaters nach-
zukommen und Jura zu studieren, lernte er Mathe-
matik. Er brachte sich innerhalb eines Jahres das ge-
samte Wissen eines vollausgebildeten Mathematikers
seiner Zeit bei. Er war als Mathematiker und Astro-
nom tétig und begriindete die analytische Mechanik
mit der Entdeckung des Lagrange-Formalismus.

Carl Gustav Jacob Jacobi

Jacobi war deutscher Mathematiker. Jacobis Leis-
tungen liegen vor allem auf dem Gebiet der Diffe-
rentialrechnung, der Differentialgeometrie und der
Variationsrechnung. Ausserdem entwickelte er die
Theorie der elliptischen Funktionen.

Sir William Rowan Hamilton

Hamilton war irisch-englischer Mathematiker, Phy-
siker und Astronom. Er entdeckte das Extremalprin-
zip, dass also jede Bewegung eines mechanischen Sys-
temes so verlduft, dass die Wirkung stationér ist.
Ausserdem entdeckte er die Algebra zur Beschrei-
bung von Drehungen. Hamilton bemerkte eine enge
Analogie zwischen geometrischer Optik und Mecha-
nik von Punkteilchen, die spéter fiir die Entwicklung
der Quantenmechanik wegweisend war.


http://de.wikipedia.org/wiki/Pierre-Louis_Moreau_de_Maupertuis
http://de.wikipedia.org/wiki/Leonhard_Euler
http://de.wikipedia.org/wiki/Joseph-Louis_Lagrange
http://de.wikipedia.org/wiki/Carl_Gustav_Jacob_Jacobi
http://de.wikipedia.org/wiki/William_Rowan_Hamilton
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