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Aufgabe 45: Zeigen Sie, dass die Nebenbedingungen der Schlussregeln fiir den All-Quantor
notwendig sind. Geben Sie also fiir jede Nebenbedingung eine moglichst einfache “Ableitung”
an, in der diese nicht eingehalten wird. Geben Sie anschlieend eine kurze semantisch Begriin-
dung, warum diese “Ableitung” nicht korrekt ist.

Aufgabe 46: Sei L eine formale Sprache und M # & eine nicht-leere Menge von £-Strukturen.
Zudem bezeichne Th() = {¢ € L; ¢ ist Aussage mit A = ¢} die in einer L-Struktur A giiltigen
Aussagen. Zeigen Sie, dass die Menge

I = () Th(%)

AeM

eine Theorie ist. Zeigen Sie zudem, dass die Menge

A = [ Th)

Ae M

im Allgemeinen keine Theorie ist.

Zusatzaufgabe: Priifen Sie, ob sich etwas an obiger Situation andert, wenn je zwei Strukturen
in M vergleichbar sind? Wenn also fiir alle 2,8 € M gilt:

Th(2) C Th(B) oder Th(B) C Th(A)

Aufgabe 47: Sei £ die formale Sprache mit genau zwei nichtlogischen Zeichen, namlich mit
den beiden Konstanten ¢ und d. Geben Sie eine Formel ¢ € £ an, die in einer £-Struktur
2A = (A,...) genau dann giiltig ist, wenn das Universum aus zwei Elementen besteht. Sei
zudem T’ = {4, ¢ # d}.

Priifen Sie, ob die Formelmenge T' = {¢ € L; ¢ ist eine Aussage mit I' = ¢} eine Henkin-
Theorie ist.

Aufgabe 48: Verwenden Sie den Kompaktheitssatz (Korollar 12.17 zum Vollsténdigkeitssatz)
und zeigen Sie, dass es Modelle der Arithmetik gibt (also Lpa-Strukturen A = (A,...) mit
2 =PA), in denen es “unendlich ferne” Punkte gibt. Letzteres bedeutet, dass es ein Element
a € A gibt, das nicht durch beliebig hiufige Anwendungen der Nachfolger-Funktion N® von
0% € A aus erreicht werden kann.

Erweitern Sie dazu zunéchst die Sprache Lps um eine Konstante a. Geben Sie eine geeignete
Formelmenge I" an, die die intendierte Eigenschaft von a axiomatisiert. Zeigen Sie, dass PA+T
endlich erfiillbar ist. Sie diirfen dabei verwenden, dass das kanonische Modell 9t = (N, 0, N, +, -)
von PA tatsachlich ein Modell von PA ist.

Abgabe der Aufgaben montags bis 17:30 Uhr (Internet) bzw. in der Vorlesung.



