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Vorwort

Die zweistiindige Vorlesung ,Mathematische Logik I“ habe ich mehrfach am
Wilhelm-Schickard-Institut fiir Informatik der Universitat Tiibingen gehalten,
zuletzt im Wintersemester 2008/09.

Ich habe mich dabei in vieler Hinsicht auf das Lehrbuch ,,Logic and Structure®
von Dirk van Dalen gestiitzt, ohne das in jedem Einzelfall kenntlich zu ma-
chen. Allerdings bin ich nicht van Dalens Vorgehen gefolgt, fiir jede betrachtete
Struktur eine Spracherweiterung vorzunehmen, die Namen fiir alle Gegenstdnde
des Universums bereitstellt, sondern habe durchgéngig Belegungen betrachtet.
Das schien mir, wenn man den modelltheoretischen Zugang zur Logik in das
Zentrum einer Anfingervorlesung stellt, angemessener zu sein (auch wenn mir,
so wie auch van Dalen, fiir die fortgeschrittene Perspektive der beweistheore-
tische Zugang niiher steht). Ferner habe ich, sowohl was die Notation als auch
was manche Begriffe und Beweise angeht, Material aus der (durch ein Skriptum
dokumentierten) gleichnahmigen Vorlesung meines Kollegen Ulrich Felgner be-
nutzt, die dieser regelméflig am Mathematischen Institut gehalten hat.

René Gazzari hat das Skriptum nicht nur technisch erstellt, sondern in vielen
Teilen selbsténdig formuliert, mich auf zahlreiche Fehler und Ungenauigkeiten
aufmerksam gemacht und in solchen Féllen immer detaillierte und gut durch-
dachte Losungsvorschlige vorgelegt. Insofern ist er weit iiber den iiblichen Bei-
trag eines Skriptenautors hinaus an diesem Skriptum beteiligt.

Gefundene Fehler diirfen gerne behalten werden, wir wiirden uns aber iiber eine
Abgabe freuen:

psh@informatik.uni-tuebingen.de, gazzari@informatik.uni-tuebingen.de

Juli 2009, Peter Schroeder-Heister
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AUSSAGENLOGIK (VER. JUL ’09) SPRACHAUFBAU UND INDUKTION

81 Sprachaufbau und Induktion

In diesem Abschnitt wird die formale Sprache der Aussagenlogik (AL) ein-
gefithrt. Zudem werden einige zentrale Konzepte der Logik, wie etwa induktive
Definitionen, behandelt.

Vorbemerkung (Sprachebenen): In der Logik werden formale Sprachen
behandelt. Deshalb ist es hier notwendig, zwischen verschiedenen Sprachen und
Sprachebenen zu unterscheiden. Als Objektsprache wird diejenige Sprache be-
zeichnet, die in der Logik formal eingefiihrt wird. (Diese ist das ,Objekt“ der
Untersuchung.) Die Metasprache ist hingegen diejenige Sprache, in der iiber die
Objektsprache gesprochen wird.

1.1 DEF (Alphabet): Das Alphabet der Sprache der Aussagenlogik besteht
aus folgenden (objektsprachlichen) Zeichen:

(1) Aussagesymbole (Aussagevariable): po, p1, p2, ..
AV :={p; : i € N} ist die Menge der Aussagevariablen.
(2) Junktoren (Konnektive, Verkniipfungszeichen, engl.: connective):
O-stellig: L (das Falsum, die Absurditét)
1-stellig: — (die Negation)
2-stellig: A (die Konjunktion, das Und-Zeichen),
vV (die Disjunktion oder Adjunktion, das Oder-Zeichen),
— (das Konditional oder die Subjunktion, der Implikations-Pfeil),
« (das Bikonditional oder die Bisubjunktion, der Aquivalenz-Pfeil)

(3) Hilfszeichen: (,) (Klammer-Zeichen)

Bemerkungen:

(1) Die Klammern werden benétigt, da wir eine Infix-Notation fiir die Objekt-
sprache verwenden werden. In Prifix-Notation (polnische Notation) kann
auf die Klammern verzichtet werden.

(2) Als Metavariable (Variable in der Metasprache) verwenden wir hiufig o
fiir die zweistelligen Junktoren und p, ¢, r fiir die Aussagevariablen.

1.2 DEF (Formel): Die Menge PROP der AL-Aussagen (oder AL-Formeln,
engl.: proposition) ist die kleinste Menge X fiir die gilt:
(1) firjedeskeN: ppeX, L eX

2) dpeX = (Poy)eX
B) peX = (9eX

Die Aussagevariablen und das Falsum werden auch atomare Formeln oder Atome
genannt. ATM := AV U{_L} ist entspreched die Menge der Atome.
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AUSSAGENLOGIK (VER. JUL ’09) SPRACHAUFBAU UND INDUKTION

Bemerkungen:

(1) ¢ und ¥ werden hier als Meta-Variablen fiir beliebige Zeichenketten iiber
dem Alphabet verwendet; in Zukunft zumeist nur noch als Metavariablen
fiir Formeln aus PROP.

(2) In der Aussagenlogik unterscheiden wir nicht zwischen Aussagen und For-
meln. Diese Unterscheidung wird erst in der Prédikatenlogik relevant.

(3) Die Klauseln (1) — (3) in der Definition der Formel kénnen auch als formale
Regeln eines Bildungskalkiils fiir AL-Formeln aufgefafit werden. PROP ist
dann die Menge der in diesem Kalkiil ableitbaren Ausdriicke.

Konvention (Klammerersparnis): Um Formeln lesbarer aufzuschreiben,
wird folgende Konvention fiir Klammerersparnis eingefiihrt:

(1) Auflenklammern diirfen weggelassen werden.
(2) Die Negation (—) bindet stérker als alle zweistelligen Junkoren.

(3) Konjunktion (A) und Disjunktion (V) binden stérker als Konditional (—)
und Bikonditional («).

Die Klammern werden lediglich im Aufschrieb weggelassen, miissen aber bei den
Formeln weiterhin mitgedacht werden. So dndert sich etwa die Anzahl der in
einer Formel vorkommenden Zeichen durch die Klammerersparnis nicht.

Notation: Das Zeichen = bedeutet ist von der Form, ist syntaktisch gleich
(,,Zeichengleichheit*) und wird vor allem fiir die syntaktische Gleichheit von
Formeln verwendet. Bei der Verwendung von = ist insbesondere zu beachten,
dass diese unabhéngig von der Klammerersparnis ist.

Beispiele (=):

(1) (=p1) = —-p1 (links und rechts stehen die gleichen Zeichen; rechts wurden
die Klammern mit der Klammerersparnis nicht explizit hingeschrieben)

(2) (poApo)Apo # poA(poApe) (Links sind die ersten beiden Zeichen jeweils
eine 6ffnende Klammer, rechts folgt der ersten 6ffnenden Klammer — nicht
explizit hingeschrieben — das Zeichen py. )

Induktions-Prinzip: Jeder induktiven Definition (wie etwa der Definition
der AL-Formeln) entspricht ein Induktions-Prinzip. Die induktive Definition
beschreibt, wie ein Bereich (Gegenstands-Bereich, Zahlbereich) aufgebaut wird;
das Induktions-Prinzip sagt, wie dann Beweise iiber diesen Bereich in entspre-
chenden Schritten gefithrt und damit Behauptungen, die fiir alle Objekte dieses
Bereichs gelten, bewiesen werden.
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Beispiel zum Induktionsprinzip (Natiirliche Zahlen): Die Menge der
natiirlichen Zahlen N ist die kleinste Menge X (der Schnitt {iber alle derartigen
Mengen), die folgendes erfiillt:

(1) 0eX

(2) neX = neX

Hierbei ist n’ der Nachfolger von n.

Aussagen A iiber diesen Zahlbereich (Aussagen, die fiir jedes n € N gelten)
werden mit der gewohnten vollstindigen Induktion gefithrt. Das bedeutet:

Theorem: Sei A eine Aussage, so dass A(0) gilt und aus A(n) schon A(n’)
folgt. Dann gilt die Aussage A(n) fir jedes n € N.

Bew.:
Betrachte X := {n € N: A(n)}. Offenbar ist X C N.

Ferner gilt nach Annahme iiber A: 0 € X, und mit n € X folgt schon n’ € X,
d.h. (1) und (2) gelten. Damit ist aber N C X, da N die kleinste derartige Menge
ist.

Also ist N = X, und die Aussage ist bewiesen. Q.E.D.

Diese Korrespondenz zwischen einer induktiven Definitionen und einem Induk-
tionsprinzip gilt allgemein, insbesondere auch fiir die induktive Definition der
AL-Formeln.

1.3 Theorem (Induktionsprinzip fiir AL-Formeln):
Sei A eine Eigenschaft, so dass folgendes gilt:

(1) Fiir jedes k € N: A(pg) und A(L)
(2) A(9), AlY) = A((¢o9))
3) Al¢) = A((=9))

Dann gilt A(¢) fiir jede Formel ¢ € PROP.

Bew.:

Betrachte die Menge X := {¢ € PROP : A(¢)}. Offenbar ist X C PROP.

Es gilt: fiir jedes k € Nist p, € X und L € X.

Ferner: mit ¢,¢ € X ist (¢ o) € X und (—¢) € X.

Damit gelten (1) — (3).

Da PROP die kleinste derartige Menge ist, gilt: PROP C X.

Damit gilt PROP = X, und die Behauptung ist gezeigt. Q.E.D.

Bemerkung: Das Theorem scheint auf den ersten Blick vielleicht ein wenig
technisch; dennoch hat das Theorem eine zentrale Bedeutung, da es letztlich die
Begriindung dafiir ist, dass in der Logik Induktionen iiber dem Formelaufbau
gefiihrt werden kénnen.
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Beispiel (Induktion iiber dem Formelaufbau): Mit oben bewiesenem In-
duktionsprinzip soll folgende (einfache) Behauptung ausfiihrlich gezeigt werden:

Fiir jede Formel ¢ € PROP gilt, dass in ¢ eine gerade Anzahl von Klammern
vorkommt.

Bew.: (Induktion iiber dem Aufbau von ¢)

TA: Zeige die Aussage fiir atomare Formeln:

L: Beim Falsum (L) kommen 0 = 2 - 0 Klammern vor. Also ist die Aussage
fiir L richtig.

pi: Bei jeder Aussagevariable pr (k € N) kommen 0 = 2 - 0 Klammern vor.
Also ist die Aussage fiir alle Aussagevariablen richtig.

IV: Angenommen, die Aussage ist richtig fiir ¢,y € PROP. Also:
In ¢ kommen 2n und in ¥ kommen 2m Klammern vor, fiir n,m € N.
(¢ 01)): Die Formel (¢ o 1)) hat dann 2n +2m +2 = 2- (n+ m + 1) viele

Klammern. Damit ist die Anzahl der Klammern gerade und die Aussage
ist richtig fiir (¢ o v).

(=¢): Die Formel (—¢) hat dann 2n+ 2 =2 (n + 1) viele Klammern. Damit
ist die Anzahl der Klammern ebenso gerade und die Aussage ist richtig

fiir (—¢).
Damit gilt die Aussage fiir alle Formeln ¢ € PROP. Q.E.D.
1.4 DEF (Bildungsfolge): Sei ¢ € PROP eine Formel. Eine Bildungsfolge

(engl.: formation sequence) von ¢ (auch: fiir ¢) ist eine Ableitung in dem Kalkiil,
der durch die Bildungsregeln fiir AL-Formeln vorgegeben wird.

D.h.: eine Bildungsfolge von ¢ ist eine Folge ¢g, ¢1,...,¢0, = ¢, so dass fir
jedes i (0 <i < n) eine der folgenden Fille gilt:

(1) ¢; ist atomar.
(2) ¢ = (¢p 0 ¢y) mit 0 < k1 < .
(3) ¢ = (—¢p) mit 0 < k < 4.

Bemerkungen (Bildungsfolgen):

(1) In einer Bildungsfolge fiir ¢ kénnen irrelevante Bestandteile vorkommen.
(So konnen in einer bestehenden Bildungsfolge fiir ¢ vor jedem Folgenglied
beliebige atomare Formeln eingefiigt werden. Die Folge bleibt dabei eine
Bildungsfolge fiir ¢).

(2) Jedes (echte) Anfangsstiick einer Bildungsfolge ist selbst eine Bildungs-
folge (moglicherweise fiir eine andere Formel).

(3) Entsteht eine Folge aus dem Hintereinanderschreiben von zwei Bildungs-
folgen, so ist diese ebenfalls eine Bildungsfolge.
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Bemerkung: Im folgenden Theorem (und in seinem Beweis) wird ¢ aus-
nahmsweise wieder als Meta-Variable fiir beliebige Zeichenketten, nicht nur fiir
Formeln, verwendedet.

1.5 Theorem (Bildungsfolgen): PROP ist die Menge aller Ausdriicke ¢,
fiir die es eine Bildungsfolge gibt.

Bew.: Sei F die Menge aller Ausdriicke, fiir die es eine Bildungsfolge gibt.
Zeige: PROP C F durch Induktion iiber den Formelaufbau.

IA: Atomare Aussagen (das Falsum und Aussagevariablen) sind (nach Defini-
tion) schon einelementige Bildungsfolgen.

IV: Sei ¢q,...,¢n = ¢ und vy, ..., ¥, = 1 Bildungsfolgen fiir ¢, € PROP
mit n,m € N.

(¢ o1)): Die Folge ¢o,...,Pn, %0, PYm, (¢ o) ist eine Bildungsfolge fiir
(¢ o).
(—¢): Die Folge oo, ..., Pn, () ist eine Bildungsfolge fiir (—¢).

Damit jedes ¢ € PROP schon Element von F und PROP C F.
Zeige nun F C PROP:

Wir zeigen durch Induktion nach n die etwas stérkere Aussage, dass fiir alle
Bildungsfolgen ¢y, ..., ¢, der Linge (n + 1) und dort fiir alle Folgenglieder ¢y,
(0<k <n)gilt: ¢, € PROP.

n = 0: ¢¢ ist nach Definition von Bildungsfolgen eine atomare Formel. Es gilt
also ¢p € PROP.

IV: Die Aussage gelte fiir jede Bildungsfolge ¢, ..., ¢n.

n+1: Sei ¢o, ..., ¢n, dni1 eine (lingere) Bildungsfolge.

Fiir jedes k mit 0 < k < n 4+ 1 gilt: ¢, ist auch in der Bildungsfolge
@0, - - - . Also ist nach Induktionsvorraussetzung ¢ € PROP.

Nach Definition von Bildungsfolgen gilt fiir ¢,,11 eine der folgenden Félle:

(1) ¢ny1 ist atomar, also ¢, 1 € PROP.

(2) ¢ny1 = (Pr o) mit 0 < k,l <n.
Damit sind ¢ und ¢; Folgenglieder der Bildungsfolge ¢y, ..., ¢n, und
nach Induktionsannahme gilt: ¢y, ¢; € PROP.

Damit ist aber (¢ o ¢;) € PROP nach Definition von PROP.
(3) analog zu (2) gilt: ¢n1 = (m¢r) € PROP.

Damit wurde insbesondere gezeigt, dass fiir jede Bildungsfolge ¢y, ... ¢, gilt:
¢n € PROP. Damit F C PROP.

Q.E.D.
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Rekursionssatz: Der folgende Rekursionssatz gewéhrleistet, dass durch re-
kursive Definitionen iiber der Menge PROP eingefiihrte Funktionen wohldefi-
niert sind. Damit hat der Rekursionssatz eine dhnlich zentrale Bedeutung wie
das Induktionsprinzip. In dieser Weise wird spéter z.B. die Semantik der AL
definiert.

1.6 Theorem (Rekursionssatz/ Definition durch Rekursion): Seien fiir
eine beliebige Menge A # & Abbildungen H, : Ax A — A, H. : A — A und
Hpary 0 ATM — A gegeben.

Dann gibt es genau eine Abbildung F' : PROP — A mit:
(1) fir jedes ¢ € ATM :  F(¢) = Harm(o)
(2) F((¢ov))=Ho(F(¢), F(¢))
3) F((=¢))=H-(F(¢))

Bew.:
Zu zeigen ist die Existenz und die Eindeutigkeit der Abbildung F'.

Existenz:

Sei F* C PROP x A die kleinste Menge, die folgende Bedingungen erfiillt:
e Fiir jedes atomare ¢ € PROP: (¢, Harm(9)) € F*
o Falls (¢, a), (¢,b) € F*, dann auch: ((¢ o)), Ho(a,b)) € F*
e Falls (¢,a) € F*, dann auch: ((—¢), H-(a)) € F*

Es gilt nun:

Fiir jedes ¢ € PROP gibt es ein a € A mit: (¢,a) € F*. (Leichte Induktion
iiber dem Formelaufbau von ¢.)

Ebenfalls gilt: Dieses a ist fiir jedes ¢ eindeutig bestimmt. (Erneut Induktion
iiber dem Formelaufbau; hier geht die Minimalitit von F* wesentlich ein.)

Damit: Sei F: PROP — A : ¢ — a mit (¢,a) € F*. F ist offensichtlich eine
Abbildung, die (1) — (3) erfiillt. Damit ist die Existenz gezeigt.

FEindeutigkeit:

Seien F, G zwei Abbildungen, die beide (1) — (3) erfiillen. Zeige, dass dann fiir
jede Formel ¢ € PROP gilt: F(¢) = G(¢)

¢ atomar: Wegen (1) gilt: F(¢) = Harm(¢) = G(¢)
IV: Fiir ¢, gelte F(¢) = G(6).
(¢o1p): Mit (2) und IV gilt:
F((¢pov)) = Ho(F(¢), F(¢¥))
(=¢): Analog zum Fall (¢ o v)).

(IV)

Ho(G(9),G(¢)) = G((do9))

Insgesamt wurde die Existenz und Eindeutigkeit der Funktion F' gezeigt. Q.E.D.
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Im Folgenden werden nun einige Anwendungen des Rekursionssatzes, also re-
kursive Definitionen, angegeben.

1.7 DEF (Strukturbaum): Fiir eine Formel ¢ € PROP ist sein Strukturbaum
(Gliederungsbaum, engl.: parsing tree) T wie folgt rekursiv definiert:

(1) fiir ¢ € ATM :

T(¢) = e ¢
(¢ov)
(2) T((¢ov)):= /\
T(¢) T(¢)

1.8 DEF (Rang): Fiir eine Formel ¢ € PROP ist ihr Rang r wie folgt rekursiv
definiert:

(1) firpe ATM: 7r(¢):=0
(2) r((¢ov)) :=max{r(¢),r(¥)}+1
3) r((=9)) :=r(¢)+1

1.9 DEF (Teilformel): Fiir eine Formel ¢ € PROP ist Sub(¢), die Menge
aller Teilformeln von ¢, wie folgt rekursiv definiert:

(1) fir ¢ € ATM: Sub(¢) := {¢}
(2) Sub((¢o)):={(¢o¢)}USub(¢)USub(y)
(3) Sub((=¢)) :={(=¢)} USub(¢)

Eine Formel ¢ heifit Teilformel von ¢ € PROP, falls ) € Sub(¢).

Statt ¥ € Sub(¢) schreiben wir auch: ¢ < ¢.

Falls dabei v # ¢, schreiben wir 1) < ¢. Dann heif3t ) echte Teilformel von ¢.
Offenbar gilt: ¥ <¢ = r(W) <r(¢).

Ranginduktion: Man kann Aussagen iiber Formeln durch Induktion iiber
ihrem Rang beweisen. Dies ist eine Induktion iiber den natiirlichen Zahlen im
iiblichen Sinne. Wir formulieren hier das Prinzip der Ranginduktion als Prinzip
der Wertverlaufsinduktion, bei der man nicht von n auf n + 1 schlief3t, sondern
von < n auf n. Insbesondere ist bei dieser Induktion kein Induktionsanfang
notig. (Warum?)
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Der Beweis des folgenden Satzes zeigt, dass die Ranginduktion aus der Induk-
tion iiber dem Formelaufbau gewonnen werden kann, dass wir also auf ein ei-
genstéindiges arithmetisches Induktionsprinzip verzichten kénnen. Dies gilt ent-
sprechend auch an spéteren Stellen, z.B. bei Induktionen iiber der Lénge von
Beweisen.

1.10 Theorem (Ranginduktion): Sei A eine Eigenschaft, so dass folgendes
fir Formeln ¢ € PROP gilt:

Aus dem Gelten von A(¢) fiir alle Formeln ¢ mit r(¢) < r(¢) folgt schon das
Gelten von A(¢). (1)

Dann gilt A(¢) schon fiir jede Formel ¢ € PROP.

Etwas formaler:

Vi) € PROP : ((w) € PROP : () < r(¥)) = A(¢)) = A(w))

= V¢ € PROP : A(¢)
Bew.:
Es sei A eine Eigenschaft mit (t).

Zeige zunéchst durch Induktion {iber dem Formelaufbau:
Fiir alle ¢p € PROP gilt folgendes: V¢ € PROP : r(¢) < r(¢) = A(9).

¥ atomar: Trivialerweise gilt fiir alle Formeln ¢ mit r(¢) < r(¢) (es gibt
keine solchen!) schon A(¢).

IV: Angenommen Aussage ist von ¢ und o erfiillt.

(¥ 0 0): Ohne Einschrinkung der Allgemeinheit konnen wir annehmen, dass
r(foo) =r(h)+1.
Angenommen: Es gibt eine Formel 7 mit (1) < (¢ o 0), so dass A(7)
nicht gilt.

Dann kann 7 aufgrund der IV keinen kleineren Rang haben als 1. Also
gilt: (1) = r(v).

Insbesondere gilt damit fiir alle Formeln ¢ mit kleinerem Rang als 7 schon
A(¢). Mit (t) folgt nun: A(r). WIDERSPRUCH

Also gilt doch fiir alle Formeln ¢ mit r(¢) < r(oc): A(9)
(—1): analog zum Fall (¢ o o).

Zeige nun noch: V¢ € PROP : A(¢y).

Sei v € PROP beliebig. Fiir alle Formeln ¢ mit r(¢) < r(¢) gilt mit obiger
Induktion A(¢). Damit gilt mit (1):  A(). Q.E.D.

Bemerkung (Induktionsprinzipien): Aus der Ranginduktion 148t sich um-
gekehrt die Induktion iiber dem Formelaufbau beweisen. Damit sind beide In-
duktionsprinzipien gleichwertig.

-10-
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Es sollen noch einige Beispiele fiir Induktionen gegeben werden:

Beispiel (Transitivitit von <): Die Teilformel-Relation < ist transitiv.
Bew.:

Wir zeigen: ¢ <19 = Sub(¢) C Sub())

durch Induktion iiber dem Rang n der Formel ¢:

Sei 1 € PROP beliebig mit Rang r(¢) = n, wobei n € N.

IV: Angenommen, die Aussage gilt fiir jede Formel o mit r(o) < n.

Betrachte beliebige Teilformel ¢ < 1:
Falls ¢ atomar:
Dann ¢ = 1. Also Sub(¢) = Sub(¢) C Sub(¢)).
Falls ¢ = —o:
Damit Sub(t)) = Sub(c) U {—c} fiir ein 0 € PROP mit (o) < n.
Falls ¢ € Sub(c), dann ist ¢ < o und mit IV gilt:

Sub(¢) C Sub(c) C Sub(1))

Ansonsten ist ¢ € {—c}. Damit ist ¢ = .
Und wieder gilt Sub(¢) = Sub(¢)) C Sub(¢) trivialerweise.
Falls ¢ = 01 0 03:

Analog zu ¥ = —¢ mit ein wenig aufwendigeren Fallunterscheidungen.

Die Transitivitdt von < ergibt sich jetzt wie folgt: Sei ¢ < ¢ und ¢ < 0.
Dann gilt ¢ € Sub(¢)) C Sub(o). Also ¢ < 0. Q.E.D.

Notation (Kardinalitit/ Gré8e von Mengen): Fiir eine Menge M ist
#M (auch Rard M oder |M|) die Anzahl ihrer Elemente.

Beispiel (Anzahl von Teilformeln): Ist n die Anzahl der Junktoren in einer
Formel ¢ (die einzelnen Vorkommen), dann ist # Sub(¢) < 2n + 1.

Bew.: Ubungsaufgabe Q.E.D.

Beispiel (Eindeutige Lesbarkeit): Zu jeder nicht-atomaren Formel o gibt
es entweder eindeutige Formeln ¢ und % mit o = (¢ o ¢)) oder eine eindeutige
Formel ¢ mit o = (—¢).

Bew.: Ubungsaufgabe Q.E.D.

“11-
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82 Semantik

In diesem Abschnitt wird die Semantik fiir die formale Sprache der Aussagen-
logik (AL) eingefiihrt. Zentrale Begriffe in diesem Abschnitt sind Belegungen
und Bewertungen.

Damit kénnen dann die Begriffe der Tautologie und der logischen Folgerung ein-
gefiithrt werden. Im Anschlufl werden als erste Anwendung der Semantik einige
algebraische Gesetze der AL diskutiert.

2.1 DEF (Wahrheitstafel/ Wahrheitsfunktionen):  Wahrheitstafel be-
schreiben Wahrheitsfunktionen fiir 0-, 1- und 2-stellige (spéter auch n-stellige)
Junktoren. Das sind Abbildungen f : {0,1}" — {0,1}. Mit ihrer Hilfe werden
Bewertungen definiert.

Die Wahrheitstafeln fiir die einzelnen Junktoren sehen wie folgt aus:

PlY | oANY | oVY | o= | p=

B o | 9 0[]0 0 0 1 1
?; 0] 1 ; 0|1 0 1 1 0
1] 0 110 0 1 0 0

111 1 1 1 1

Die damit definierten Funktionen sehen wie folgt aus:
1l f1 =0
- fa(z

A f/\(l',y) :min{x,y} =Yy

=1—=z

~

Vi f\/(l’ay):max{xay}:‘r+y7‘r:‘/
- fo(z,y) = 1—2+4ay (Esgilt: fo(z,y)=0 <& z=1undy=0)

= fo(zmy)=1-lz -yl (Es gilt: fo(z,y)=1 & xz=y)

2.2 DEF (Belegung/ Bewertung):

(1) Eine Abbildung v : AV — {0, 1} heifit Belegung der Aussagevariablen.

(2) Eine Abbildung [-] : PROP — {0, 1} heifit Bewertung, falls fiir alle For-
meln ¢, € PROP folgendes erfiillt ist:

o [L]=fL=0
o [-¢] = f-(I¢D)
* [pov] = fo(lol, [¥])

Die beiden Klammern [ und ] heiflen Semantikklammern und gehen auf Dana
Scott zuriick.
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2.3 Theorem (Eindeutigkeit von Bewertungen): Sei eine Belegung
v: AV — {0,1} der Aussagevariablen gegeben.

Dann gibt es eine eindeutig bestimmte Bewertung [-], : PROP — {0, 1}, so dass
fiir jede Aussagevariable p € AV gilt:  [p], = v(p).

Bew.: Einfache Anwendung des Rekursions-Satzes. Q.E.D.
Bemerkungen (Induzierte Belegungen/ Notation):

(1) Die im Satz durch die Belegung v bestimmte Bewertung nennen wir auch
die durch v induzierte Bewertung.

(2) Wenn aus dem Kontext klar hervorgeht, um welche Belegung v der Aus-
sagevariablen es sich handelt, werden wir auch [-] statt [-], schreiben.

2.4 Satz (Koinzidenz-Lemma): Sei ¢ € PROP beliebige Formel. Seien v
und w zwei Belegungen derart, dass fiir alle in ¢ vorkommenden Aussagevaria-

blen p gilt:  v(p) = w(p).

Dann gilt auch: [¢], = [¢]w-

Bew.:

Durch Induktion {iber dem Aufbau von ¢.

¢ = L: Nach Definition von Bewertungen gilt: [L], = [L]w.
¢ = pp(k € N): Nach Voraussetzung gilt: [pr]s = v(pr) = w(pk) = [P]w-
IV: Angenommen: die Behauptung gilt fiir v und o.

¢= (oo): Da v und w auf allen Aussagevariablen von (¢ o o) iiberein-
stimmen, tun sie das auch jeweils auf ¢ und o. Damit:

[V ooly = fo([¥], [o]w) = o([¥]w: [olw) = [ 0 o]

¢ = (—)): analog zu (¢ o 7). Q.E.D.

2.5 DEF (Eigenschaften von Formeln): Sei ¢ € PROP eine Formel.

(1) ¢ heiit allgemeingiiltig (oder Tautologie),
falls fiir jede Belegung v gilt: [¢], = 1.
(2) ¢ heiflt kontradiktorisch (oder Kontradiktion),
falls fiir jede Belegung v gilt: [¢], = 0.
(3) ¢ heifit kontingent,
falls es zwei Belegung v und w gibt mit: [¢], =1 und [¢]., = 0.

(4) ¢ heiit erfillbar,
falls es eine Belegung v gibt mit: [¢], = 1.
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2.6 DEF (Folgerung): SeiI'U{¢} C PROP eine Menge von Aussagen. Die
Formel ¢ heifit (aussagen-)logische Folgerung aus T, falls fiir jede Belegung v
gilt:

Falls [¢], = 1 fiir jedes ¢ € T" gilt, dann gilt auch [¢], = 1.

Wir schreiben dann I' = ¢.

Bemerkungen (Folgerung):

(1) Der Begriff der logischen Folgerung geht auf Bernard Bolzano und Al-
fred Tarski zuriick. Deren Idee war, dass logische Folgerung darin besteht,
dass sich die Wahrheit der Pramissen auf die Wahrheit der Konklusion
iibertrégt, und zwar unabhéngig von der Interpretation der nichtlogischen
Zeichen (in der AL sind das die Aussagevariablen).

Das wird hier so verstanden, dass sich die Wahrheit unter alle Belegungen
der nichtlogischen Zeichen iibertrégt.

(2) ¢ ist genau dann eine Tautologie, wenn ¢ aus der leeren Menge logisch
folgt (& £ ¢). Dann schreiben wir auch: = ¢.

(3) Wir schreiben: ¢, ..., ¢, E ¢ anstatt von {¢1,...,¢,} E¢; T'H ¢, falls
¢ keine Folgerung aus T' ist. Weitere Schreibweisen sind: T',Al¢ fiir

TUARE ¢ und I, ¢ = ¢ fir T U {0} ¢,
(4) Vorsicht (1):  Aus I'F ¢ folgt im Allgemeinen nicht T’ | —¢.

(5) Wir lassen zu, dass T' eine unendliche Menge ist. Spéter werden wir zei-
gen, dass man sich bei der aussagenlogischen Folgerung auf eine endliche
Teilmenge > C I' beschrinken kann.

Beispiel (AL-Tautologie): Folgende Formel-Schemata représentieren aus-
sagenlogische Tautologien:

(1) E——¢p— ¢
Bew.:
6] ~¢|¢| -
0 1 0 1
1] 0 1 1
Q.E.D
(2) F((oV)A) — ¢
Bew.:
P 1YoV | W (BVYAY | ([(9VY)AY) — ¢
010 0 1 0 1
0|1 1 0 0 1
10 1 1 1 1
111 1 0 0 1
Q.E.D.
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2.7 DEF (Logische Aquivalenz): Seien ¢,7) € PROP. Wir nennen die
Formeln ¢ und ¢ (aussagen-)logisch dquivalent, falls ¢ =1 und ¥ | ¢ gilt. Wir
schreiben dann auch ¢ 5 = .

Bemerkung: Fiir alle Formeln ¢, € PROP sind dquivalent:
(1) ¢ und ¢ sind logisch-dquivalent.
(2) Fiir alle Belegungen v gilt:  [¢], = [¢].
3) E¢—v.

2.8 Lemma (Logische Aquivalenz): Die logische Aquivalenz ist eine Aqui-
valenzrelation auf PROP. Damit gilt fiir alle ¢, ¥, 0 € PROP:

(1) Reflexivitit: ¢=E=¢.
(2) Symmetrie: Falls ¢ o =1 gilt, dann auch ¢ 5 | ¢.
(3) Transitivitit: Falls ¢ =5 =1 und v 5 o, dann auch ¢ 5 o.

Bew.: (1) und (2) sind trivial, (3) verbleibt als leichte Ubung. Q.E.D.

2.9 Lemma (Eigenschaften von [=): Seien ¢,1 € PROP. Dann gilt:

(1) oY = oAYpHE$
(2) ¢Fv = oVvyHEY
B) Fo = oAYHEY
4) Fo = —oveHEY
Beuw.:

Beweise hier nur (1), Rest verbleibt als Ubung.
SE“ Zeige also ¢ A ¢
Sei v eine Belegung mit [¢ A ¢], = 1. Damit:
1= ¢ A¢lo = fal[0]v: [¥]0) = min{[¢]., [¢].} < [6]. € {0,1}
Damit bleibt nur [¢], =1, und es gilt: ¢ AP EP
»=“ Zeige nun ¢ = ¢ A -

Sei dazu v eine Belegung mit: [¢], = 1.

Nach Voraussetzung gilt ¢ =1. Nach Definition der Folgerung muss also
fir v gelten: [¢], = 1. Damit:

[[(rb/\ w]]v = fA(H¢]]va [[wﬂv) = f/\(L 1) =1-1=1
Damit ist auch ¢ |=¢ A ) gezeigt.

Q.E.D.
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2.10 Lemma (Import-Export): Seien die Formeln ¢y,...,¢,,?¥ € PROP
(fiir ein n € N ) gegeben. Dann gilt:

G1,- o 0nbEY S EOLAC A (Gn1 Adn))) =@

Bew.:  Es sind zwei Richtungen zu zeigen:

»= Es gelte: (o1 A (.. A1 Adp))) — .
Dann gibt es eine Belegung v mit:  [(¢1 A (... A (1 Adp))) — ], =0
Unter dieser Belegung gilt:
[(o1 AC A (@n-1 Adn)))]w =1 und [, =0

Damit auch:
[¢o]o = . =[¢n]o =1 und [¢], =0

Also:  @1,...,dn .
»=* Es gelte:  ¢1,...,¢n ).

Dann gibt es eine Belegung v mit:

H¢0]]71 == |I¢n]]1) =1 und M)]]U =0

Unter dieser Belegung gilt:

[[(¢1 A ( A ((bnfl A (bn)))HU =1 und [[w]]v =0

Damit auch:

[[(¢1 A A (D1 An))) — 'l/)ﬂv =0
Also: EE(d1 A (oo A (-1 A Pn))) — .

Q.E.D.

_17-






AUSSAGENLOGIK (VER. JUL ’09) SUBSTITUTION

83 Substitution

In diesem Abschnitt wird die Substitution eingefiihrt. Die Substitution ist ein
wichtiges Werkzeug, das im weiteren Verlauf der Vorlseung, insbesondere in der
Pradikatenlogik, an Bedeutung gewinnt.

3.1 DEF (Substitution): Seien ¢,1 € PROP, p € AV.

Die Formel ¢[/p] ist das Resultat der Ersetzung aller Vorkommen der Aus-
sagevaribalen p in der Formel ¢ durch die Formel .

Formal 148t sich die Substitution wie folgt rekursiv definieren:

(1) Llg/pl = L

@) pelp/p) = { D AR P
(3) (-)lw/p] = (ol /p)

(4) (¢10d2)[0/pi] = (dn[¥/pi] o b2[v/pi])

Bemerkung: In der Definition der Substitution ist nicht gefordert, dass p in
¢ vorkommt, und ausdriicklich erlaubt, dass p in ¥ vorkommt.

Beispiel (Substitution):

(1) ((pr = p2) Ap1)[p2 V p1/p3] = (p1 — p2) A1

(2) ((pr = p2) Ap1)[p2 Vpi/p1] = (P2 V 1) — 1) A (P2 V 1)

3.2 DEF (Simultane Substitution): Seien ¢, ¢1,..., ¢, € PROP und seien
Dkyse- Pk, €AV (n € Nund ky ...k, € N).

Die Formel ¥[¢1/pr,,- .-, Pn/Dr,] ist das Resultat der simultanen Ersetzung
aller Aussagevariablen py, durch die entsprechende Formel ¢; (0 <1 < n) in der
Formel .

Vorsicht (!): Das Ergebnis einer simultanen Ersetzung ist im Allgemeinen
verschieden von der Hintereinanderausfithrung derselben Ersetzungen. Betrach-
te dazu folgendes Beispiel:

® ¢ := (p1 Ap2)[p1/p2] [p2/p1] = (p1 A p1)lp2/p1] = (P2 A p2)

o (p1 Ap2)[p1/p2, D2/P1] = (D2 A1) # @

Alternative Notation (Simultane Substitution): Anstelle der definierten

Schreibweise ¥[d1/p1,. .., On/Pn] schreiben wir auch ¥[g1, ..., dn/D1,. .., Pn)
oder etwas kiirzer [¢/p] .
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Ubung (Substituiton): Wie kann fiir die simultane Substitution eine exakte,
rekursive Definition gegeben werden? Wie kann die simultane Substitution durch
Hintereinander-Ausfithrung von einfachen Substitutionen beschrieben werden?

3.3 Theorem (Substitutionssatz): Seien ¢, 3,1 € PROP und p € AV.
Dann gilt:

praEd2 = Ylo1/plHEY[o2/p]

Oder dazu dquivalent:

Forodr = Elor/pl < Yld2/p]
Bew.: Durch Induktion iiber dem Aufbau von .
Seien dazu ¢1, ¢2,p € PROP gegeben mit: ¢ = = ¢o.
Lo Lgy/p) =L HE L= L{g2/p]
pn: Falls p = p,, gilt mit ¢ g ¢a:
puld1/p] = ¢1 = P2 = pulda/p]
Ansonsten ist p # p, und damit gilt:
Pu[®1/p] = pn H E P = Pld2/D)

IV: Es gelte die Behauptung fiir o und 7. Damit gilt fiir alle Belegungen v:

[o[61/pl]o = [old2/plle und  [7]é1/plls = [7[62/pl]w

oor: Klarist (fiir i = 1,2): (0 o7)[¢i/p] = olpi/p] o T[pi /D).
Sei v eine beliebige Belegung. Damit gilt:

[(0 o)1 /pllv = folold1/pllo, [T]d1/Pl]w)
= follolea/pllo, [T2/pllu) = [(o 0 7)[d2/p]]
Damit sind die beiden Formeln schon logisch-dquivalent.

—0: Analog zum Fall o o 7. Q.E.D.

Bemerkung:

(1) Das Theorem besagt, dass die Ersetzung von Teilaussagen durch logisch
aquivalente Aussagen den Wahrheitswert der Gesamtaussage nicht ver-
dndert.

(2) Etwas allgemeiner gilt fiir jede Belegung v:

[¢1 < ¢2]v < [¥[1/p] < ¥p2/pllo

Also:
F(¢1 < ¢2) — (V[1/p] < Plo2/p])
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84 Funktionale Vollstindigkeit und Dualitéit

In diesem Paragraphen werden wir uns mit den Junktoren beschéftigen. Zu-
néchst wird der Begriff des Junktors verallgemeinert, um damit die funktionale
Vollsténdigkeit von Junktorenmengen zu diskutieren. Im Anschluss daran wird
die Dualitdt von Junktoren besprochen.

4.1 Allgemeine Junktoren: Sei fiir ein n € N ein n-stelliger Junktor $ ge-
geben, fiir den eine Wahrheitstafel definiert ist. Damit ist schon eine n-stellige
Wahrheitsfunktion fg: {0,1}" — {0, 1} definiert. Dies bedeutet fiir die Bewer-
tung einer Formel $(¢1, ..., ¢, ), dass fiir jede Belegung v gilt:

[[$(¢1a .- -a@bn)]]v = f$([[¢1]]vv ) [[@L]]O-

Umgekehrt 148t sich jede n-stellige Wahrheitsfunktion durch eine Wahrheitstafel
beschreiben.

4.2 DEF (Darstellung/ Funktionale Vollstéindigkeit): Sei K eine Menge
von Junktoren.

(1) Ein n-stelliger Junktor $ 148t sich iiber K darstellen, falls es eine Formel 7
gibt, so dass in 7 hochstens die Aussagevariablen p1, .. .p, und hochstens
Junktoren aus K vorkommen und es gilt:

73E $(p1,...,pn)

(2) Die Menge K heifit (wahrheits-)funktional vollstindig, falls sich fiir jedes
n € N jeder n-stellige Junktor $ darstellen 1a8t.

Bemerkungen:

(1) Nach der Definition von Darstellbarkeit diirfen bei der Darstellung von
1 (und T) nur Formeln verwendet werden, die keine Aussagevariablen
enthalten. Damit kann | lediglich durch 0-stellige Junktoren dargestellt
werden. Deshalb muss in jeder vollstindigen Menge | (oder T) schon aus
Prinzip vorkommen.

Um dies zu vermeiden, erlauben wir fiir L (und T), dass es durch Formeln
7 dargestellt werden darf, die hochstens die Aussagevariable p; enthalten.

(2) Sei 7 Formel, die einen Junktor $ darstellt. Aus dem Substitutionssatz
folgt damit fiir beliebige ¢1, ..., ¢, € PROP direkt:

T[P1/P1s - s On /0] FE $(1,. .., bn)
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4.3 Theorem (Definierbarkeit von Junktoren): Die einzelnen Junktoren
lassen sich wechselseitig iiber andere Junktoren definieren. Fiir alle ¢, € PROP
gilt also:

1) ¢ dE@—=v) AW —¢)
2) ¢—=¢=AE(EOVY)

B) ¢V HE-¢—19

4) ¢V HE ~(=pn—y)

5) ¢AY HE (¢ V-9)

6) ~odFo—1L

(1) LHFoA-d

Beuw.:

Die einzelnen Aussagen lassen sich leicht durch Wahrheitstafeln zeigen. Alterna-
tiv kann man aber auch direkt mit Belegungen und Bewertungen argumentieren,
wie es etwa im Beweis von Lemma 2.9 (S. 16) vorgefiihrt wurde.

Q.E.D.

Beispiel (Definition von A durch —,1): Finde eine Formel, in der nur die
beiden Junktoren 1 und — vorkommen und die zu ¢ A 9 logisch-aquivalent ist.

dpANY g ~(-pV ) (Def. A, wie oben (5))
HkE ((m¢) V(¢ — 1)) — L  (Def. -, wie oben (6) )
g (6 — (¥ — 1)) — L (Def. —, wie oben (2))

Q.E.D.

4.4 Theorem (Funktionale Vollstéindigkeit): Sei I := {A,V,—, L}. Fiir
jeden n-stelligen Junktor $ (n € N) gibt es eine Formel 7, die genau die Aussa-
gesymbole p1, ..., p, und hochstens Junktoren aus I enthilt, so dass folgendes

gilt:
T :| ’: $(p1a7pn)
Bew.: Durch Induktion iiber der Anzahl n der Stellen von $

n =0: Fiir $ = L ist die Aussage trivial. Sei also § # L.

Damit gilt, dass in der Wahrheitstafel von $ eine 1 steht (d.h., dass die
Wahrheitstafel von $ nur aus der 1 besteht), also dass fg = f+ =1— f,
ist. Betrachte 7 : =~ —1:

Offensichtlich enthélt T keine Aussagevariablen und nur Junktoren aus .
Es gilt zudem: 7 =k $.

Damit ist der Induktionsanfang gezeigt.
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IV: Angenommen Aussage gilt fiir alle n-stelligen Junktoren.

n+ 1: Sei $ beliebiger n+ 1-stelliger Junktor, definiert durch seine n+ 1-stellige
Wahrheitsfunktion fg.

Definiere zwei n-stellige Junktoren $y, $; durch folgende, n-stellige Wahr-
heitsfunktionen:

foo(x1,.. ., 20) == fo(z1,...,20,0)
f$1($1,...,$n) = f$(xl7"'axn71)
Sei v beliebige Belegung. Damit gilt:
Falls v(pp41) = 0:
[8(p15- -y Pnt)]o = [8(p1, - Py D)o = [S0(P1s -+ -, Pn)]o

= [[_'anrl A $0(p17 “e 7pn)]]v
Falls v(pp41) = 1:

[[$(p17 ce apn+1]]v = [[$(p17 <oy Pn, T)]]v = [[$1(p17 ce 7pn)]]v

= [[pn—i-l A $1(p17 cee 7pn)]]v
Daraus folgt:

$(p17 e apn+1) :' ': (ﬁpn+1 A $0(p17 e 7p’n)) \ (anrl A $1(p1> e 7p’n))

Nach IV gibt es Formeln 7g, 71, so dass diese genau die Aussagevariablen
P1,---,Pn und hochstens Junktoren aus K enthalten und dass gilt:

70 # ': $0(p17"'7pn)
1 :‘ ': $1(p17"'7pn)

Dann folgt mit Substitutionssatz fir 7 := (=pne1 A70) V (Pnt1 A 71):

TE8/p1,. ... Pnt1)

und 7 erfiillt die geforderten Bedingungen. Q.E.D.

Beispiel (Vorgehen im Theorem): Das Vorgehen im Beweis des Theorems
soll illustriert werden. Sei dazu $ ein zweistelliger Junktor, der iiber eine Wahr-
heitstafel definiert wird. Wir schreiben in den Wahrheitstafeln die Argumente
in umgekehrter Reihenfolge!

¢2 | ¢1 | 8(¢1, 42)

0 0 0 1 g1 = ("(;51 A\ J_)

0 1 1 T } Vo (o1 AT) o= (ﬁ(bg A 0‘1)
1 0 0 1 09 & (—|¢)1 /\J_) V (¢2A02)
1|1 0 1 } Vo (g1 AL)

Es gilt nun o g $(¢1, ¢2). Man beachte die Umkehrung der Reihenfolge von
d1,. .., ¢n. Damit wird erreicht, dass zuerst ¢; in die Formel aufgenommen wird,
bis zuletzt ¢,, hinzukommt.
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4.5 Korollar: Folgende Mengen von Junktoren sind funktional vollstéindig:

{_>v J-}v {_‘7 —>}a {_‘a v}a {_‘a /\}
Bew.: Es geniigt jeweils zu zeigen, dass sich mithilfe der vorgegebenen Junk-
toren die Junktoren einer funktional vollstdndigen Menge darstellen lassen.
Zeige die funktionale Vollstandigkeit von {—, L}:

Wir wissen aus dem Theorem zur funktionalen Vollstédndigkeit, dass die Menge
K ={A,V,, L} funktional vollsténdig ist. Es geniigt also die Junktoren aus K
darzustellen:

(1) =pr 9 Ep1 — L (vgl 4.3, Theorem zur Definierbarkeit von Junktoren)

(2) p1Vps gE-p1—p2  (vgl 4.3)
Auf der rechten Seite darf = verwendet werden, da — schon iiber {—, L}
dargestellt wurde und —p; entsprechend ersetzt werden kann.

(3) P1 A D2 :‘ 'Z —'(—'pl V —'pz) (Vgl. 4.3)
Damit sind alle Junktoren aus K dargestellt iiber {—, L}, und {—, L} ist funk-

tional vollsténdig.

Die Behauptung wird fiir die anderen Mengen analog bewiesen, statt K kann
nun auch {—, L} verwendet werden. Q.E.D.

Beispiel (Funktional vollstindige Junktoren): Die beiden zweistelligen
Junktoren Sheffer-Strich (| ) und Peircescher Pfeil (]) sind schon alleine fiir sich
funktional vollstdndig. Thre Wahrheitstafeln sind wie folgt definiert:

Pl |elv|ely
o[o] 1 1
oj1] 1 0
1[o0] 1 0
I[1] 0 0

Die funktionale Vollstindigkeit von {|} und {|} verbleibt als Ubung.

Im weiteren Verlauf dieses Paragraphen werden nur noch Formeln iiber der
funktional vollsténdigen Junktorenmenge {—, A, V} betrachtet. Wir diskutieren
nun die Dualitét.

4.6 DEF (*-Abbildung): Die Abbildung * : PROP — PROP : ¢ — ¢* ist
wie folgt rekursiv iiber dem Aufbau von ¢ definiert:

(1) fur jedes k € N:  pj := —py.
(2) (m9)* = ¢~

(3) (PAY)* =™ VY

(4) (PV )" =" N~
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4.7 Lemma (*-Abbildung): Fiir jede Formel ¢ € PROP und fiir jede Bele-
gung v gilt:
[[¢*]]v =1- [[‘ﬂ]v = [[_‘(b]]v

Bew.: Durch Induktion iiber den Aufbau von ¢:

Sei dazu v eine beliebige Belegung. Beachte, dass nur Formeln {iber der funk-
tional vollstdndigen Menge {A, V, =} betrachtet werden.
p: Esgilt: p* = —p. Damit:  [p*], = [-p]o =1 — [p]v
IV: Es gelte die Behauptung fiir v und o.
—p: Es gilt:  (—¢)* = wp*. Damit:

(v)

[=)Te = [-¢" ] =1 - [¥" ] = 1= [l = [-(=¢)]u

Y Ao Esgilt: (¢ Ao)* =¢*Ve*. Damit:

13%)

[ A0) T = [¥* Vo lo = A([¥*]w: [07]0) =
N =[¥]o, 1= o) = max(1 = [¢]v, 1 = [o]o) =0
& Wle=lolo=1 & [¥Ard,=1
Also gilt: [(# A 0) ] =1— [ Aol = [-(p A0)]..
¥V o: Analog zum Fall Y A o.

Q.E.D.
4.8 Korollar: Fiir jede Formel ¢ € PROP gilt:
¢ = o
Bew.: Direkte Folge aus obigem Lemma. Q.E.D.

4.9 DEF (Dual): Die Abbildung ¢ : PROP — PROP : ¢ — ¢° ordnet jeder
Formel ¢ ihr Dual ¢° zu und ist wie folgt rekursiv iiber dem Aufbau von ¢
definiert:

(1) fiir jedes k € N pl := py,
(2) (m¢)° =g’

(3) (DAY) =g Vi

4) 6V ) =g Ay°

Wir nennen ¢° das Dual von ¢. Offensichtlich gilt: (¢°)° = ¢.
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4.10 Theorem (Dualitétssatz): Seien ¢,¢ € PROP. Es gilt:

odFY o S HEY

Bew.: Es sind zwei Richtungen zu zeigen:

»=“ Sei ¢ 9 ¢ gegeben.
Damit gilt aber auch: —¢ = ).

Mit obigem Lemma folgt: ¢* o= —¢ 5 F - 5 = ¢*
Es gibt n € N mit:  {po,...,pn} 2 At(¢) U At(v)),
wobei At(¢) die Menge der Aussagevariablen ist, die in ¢ vorkommen.

Fiir dieses n gilt:

¢*[=po, - - P /Pos - - ] HE Y [FP0s . 7PR/Pos - D]
Dabei gilt:

&[0 -+ s D[P0y -+ Pn) = O[5, - s 27D /Pos - - D]
und

L T S ) i PR IR
Das bedeutet:

¢6[_'_‘p0a ey _'_‘pn/p07 e apn} :' ': wé[_‘_'p07 sy _‘_‘pn/p(% e 7pn]

Daraus folgt direkt: ¢° = ¢°

w<:“ Sei ¢6 :| ': wzs gegeben.
Aus ,=* folgt: (¢°)° = (¢°)°.
Da (¢°)° = = ¢, gilt schon: ¢ 5 |

Insgesamt wurde die Aquivalenz gezeigt. Q.E.D.

Bemerkung (Dualitéitssatz): Der Dualitéts-Satz 148t sich etwa fiir Aussa-
gen iiber Normalformen (vgl. dazu den nichsten Paragraphen) gut verwenden.
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§5

Algebraische Gesetze und Normalformen

In diesem Paragraphen werden einige algebraische Gesetze fiir die AL vorge-
stellt; anschliefend werden Normalformen von Formeln diskutiert.

5.1 Theorem (Algebraische Gesetze): Seien ¢,1,0 € PROP. Dann gelten
folgende algebraischen Gesetze:

(1)

(2)

(7)

Bew.:

Assoziativitat von A und V:
(GAY) Ao GAWAS) und (6VY) Voo ¢V (Vo)
Existenz eines neutralen Elements fiir A und V:

AT HE¢ und ovVIHE9

Dabei ist das Verum (T) wie folgt (syntaktisch) definiert: T := (—1).

Das neutrale Element ist bis auf logische Aquivalenz eindeutig bestimmt.

Kommutativitit fiir A und V:
PANYHEYAY und dVY HEPVE
Distributivitdt zwischen A und V:
oV (bno) HE(VY)A(¢Ve) und  dA(WYVO) FHE(OAY)V(PA0)
De Morgansche Gesetze:
~(0AY) FE(moV ) und  ~(¢VY) HE (-9 A )
Idempotenz fiir A und V:
pNpHES und dVoHE

Das Gesetz der doppelten Negation:

¢ k¢

Die einzelnen Aussagen sind leicht mit Wahrheitstafeln zu zeigen. Q.E.D.
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5.2 Theorem (Gesetze fiir die Implikation): Seien ¢, 1,0 € PROP. Dann
gelten fiir die Implikation folgende Gesetze:

(1) Ezxportation und Importation:
¢—= W —o)dF oA =0

(2) Kontraposition:
6= =~ — o

(3)
¢V —o—HE(@—0)A(Y—o0)

(4)
c—= oAy HE(@ = )N (0— 1)
Bew.:

Die einzelnen Aussagen sind leicht mit Wahrheitstafeln zu zeigen. Q.E.D.

5.3 DEF (Verallgemeinerung A und V): Die Konjunktion und Disjunktion
konnen verallgemeinert werden. Seien dazu ¢ € PROP (k € N):

(1) Verallgemeinerte Konjunktion:

M\ Ok = ¢o und M ok = (X ) A Pntr

k<0 k<n+1 k<n

(2) Verallgemeinerte Disjunktion:

W o :=¢o und K/ or:=(\W &)V dnt1

k<0 k<n+1 k<n

Fiir den Grenzfall £ < 0 wird noch vereinbart:

/X\(bkli—r und \X/qﬁkiiL

k<0 k<0

Analog werden wir auch andere endliche Indexmengen verwenden. Es wurden
hier aber keine (!) unendlichen Konjunktionen und Disjunktionen definiert.

5.4 Lemma (Verallgemeinerte Konjunktion und Disjunktion): Die
bekannten algebraischen Gesetze fiir A und V gelten auch fiir ihre Verallgemei-
nerung.

D.h.: Fiir jedes n € N, fiir alle ¢, ..., ¢,,? € PROP gilt:

(1) De Morgan:
Mok 4E W ¢

k<n k<n

und

ﬁ\X/ﬁﬁk:H:k/L(\ﬁ%

k<n
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(2) Dualitét von A\ und \/:
(N W oon)) A WK (5k)

k<n I<m k<n I<m

und

(W M orr) A= k/)<(\ ZE(/ (—0k.1)

kE<n I<m
(3) Einfaches Distributivgesetz:

(M o) Ve = N\ (V)

k<n k<n

und

(W or) Ay = W (9 AY)

k<n k<n

(4) Allgemeines Distributiv-Gesetz:

(k/)<(\ br) V (ZQ(\ ) =3E M (V)

kE<n

1<m
und
(W or) AN ) W (e A )
k<n 1<m hsn
Bew.: Verbleibt als Ubung. Q.E.D.

5.5 DEF (Normalformen): Sei ¢ € PROP eine Formel.

(1) ¢ heifit Literal, falls ¢ eine Aussagevariable (¢ = p) oder eine negierte
Aussagevariable (¢ = —p) ist.

(2) ¢ heiBit konjunktive Normalform (KNF), falls ¢ eine Konjunktion von Dis-
junktionen von Literalen ist. D.h.: es gibt Literale ¢, ; mit:

¢ =MW o

(3) ¢ heiBt disjunktive Normalform (DNF), falls ¢ eine Disjunktion von Kon-
junktionen von Literalen ist. D.h.: es gibt Literale ¢, ; mit:

¢ =W M P

Bemerkungen (Normalformen):

(1) Die beiden Formeln p; A =p2 und p; V —ps sind beide sowohl konjunktive
als auch disjunktive Normalformen.

(2) Das folgende Theorem soll die Existenz einer logisch-dquivalenten kon-
junktiven Normalsform zu jeder beliebigen Formel beweisen. Dazu muss
aber die stidrkere Aussage gezeigt werden, dass gleichzeitig konjunktive
und disjunktive Normalformen zu einer gegebenen Formel existieren.

Im Beweis werden lediglich Formeln iiber der Junktorenmenge {A,V,—}
betrachtet. Dies geniigt auch, da diese Menge funktional vollstindig ist
(wenn wir L durch p; A —p; definieren).
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(3) Eine Normalform (sowohl disjunktiv als auch konjuntiv) 148t sich aus der
Wahrheitstafel der gegebenen Formel leicht konstruieren. Diese ist aber
nicht die einzige, da die Normalformen nicht eindeutig bestimmt sind.

(4) Wir behandeln hier nur Normalformen, die zur Ausgangsformel logisch
dquivalent sind. Daneben kann man auch Normalformen betrachten, die
mit der Ausgangsformel nur allgemeingiiltigkeitséiquivalent (bzw. erfiill-
barkeitséquivalent) sind, die also genau dann allgemeingiiltig (erfiillbar)
sind, wenn die Ausgangsformel allgemeingiiltig (erfiillbar) ist. Solche Nor-
malformen spielen im Bereich des automatischen Beweisens eine wichtige
Rolle.

5.6 Theorem (Existenz von Normalformen): Sei ¢ € PROP beliebige
Formel. Es gibt dann eine KNF ¢* und eine DNF ¢¢, so dass:

¢4kE " A ¢

Bew.: Durch Induktion iiber den Formelaufbau von ¢ .

p: p ist trivialerweise eine KNF und DNF. Setze: p¢ := p* :=~ p. Damit:

pEP HAEP
IV: Es gelte die Behauptung fiir ¥, 0. Das heif3t:
SR = M G wd oot M\ G

0<k<n 0<i<m

und

vAEY = W und o HlE ot Wk

0<k<v 0<l<w

wobei die k, Konjunktionen und die §, Disjunktionen von Literalen sind.
(n,m,v,w € N geeignet gewéhlt.)

—p: Trivial mit Lemma 5.3 (2).

Y Ao Klarist: Y Ao = EF Ack = ¢? Aol
Mit
WEAGT = N S A N S M

0<k<n o<l<m 0<k<n+m

wurde damit schon eine KNF fiir ¢ A o gefunden.

Betrachte nun ? A 0%

Whot= W omA Wk A W Ams) = Wk

0<k<v v<I<w 0<k<v,0<l<w 0<k<v+w
(%) gilt nach Lemma 5.3 (4) und es wurde eine DNF fiir ¢ A o gefunden.

1V o: Analog zum Fall Y A o.

Q.E.D.
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§6 Der Kalkiil des Natiirlichen Schlieflens

In diesem Abschnitt wird der Kalkiil des Natiirlichen SchlieBens (NK’) nach
Gerhard Gentzen eingefiihrt. NK’ ist ein syntaktisches Schlussverfahren, das
eine Baumstruktur verwendet. Es verzichtet auf Axiome und besteht lediglich
aus Annahmen und Regeln zum Ableiten von Schliissen. Das Ableiten im Kalkiil
(Beweisen) ist die syntaktische Entsprechung zur semantischen Folgerung.

Bemerkungen (Sprache):

(1) Der Kalkiil NK’ wird fiir die aussagenlogische Sprache iiber der funktional-
vollstindigen Junktorenmenge {—, L, A} definiert.

(2) Die Negation einer Formel (—¢) wird hier grundsitzlich als abkiirzende
Schreibweise fiir die Formel (¢ — L) verstanden.

Schlieflen im Kalkiil: Eine Ableitung ist eine Baumstruktur, die aus dem
Hinschreiben von Pramissen und der mehrfachen Anwendung einzelner Schliisse
entsteht.

(1) Annahmen diirfen jederzeit als Primisse eingefithrt werden. Dies geschieht
durch das Hinschreiben einer Formel ¢.

(2) Ein einzelner Schluss besteht aus einer oder mehreren Prémissen (etwa
¢1 und ¢7) und einer Konklusion (etwa ¢3), zu der vermoge einer Regel
iibergegangen wird. Dies wird im Kalkiil nach folgendem Schema notiert:

b ¢

% (Regel)

Die Konklusion eines Schlusses kann zur Pramisse eines weiteren Schlusses
werden.

Abhingigkeit von Annahmen: Eine Ableitung ist von den Pramissen, die
hingeschrieben wurden, abhdngig, falls diese nicht geldscht wurden. Dies wird
im Folgenden niher erldutert:

(1) Abhéngigkeit bedeutet, dass man zur Konklusion der Ableitung unter Vor-
aussetzung der Annahmen gelangt. Durch das Loschen einer Annahme
hebt man diese Abhéingigkeit auf; man kann also ohne diese Annahme zur
Konklusion gelangen. Solange eine Annahme nicht geléscht wurde, wird
sie auch als offene Annahme bezeichnet.

(2) Einige Regeln erlauben das Loschen von vorher hingeschriebenen Annah-
men. Wird beim Ableiten tatséchlich eine offene Annahme geléscht, so
wird die zu l6schende Annahme in eckige Klammern gesetzt und die Re-
gel, aufgrund der das Loschen geschieht, im Ableitungsbaum mit einem
fortlaufenden Index nummeriert. Dieser Index wird bei der geléschten For-
mel an der eckigen Klammern wiederholt.
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Dies sieht dann wie folgt aus:

[p1]*

% (Regel:1)

Dabei repriisentiert D eine beliebige Ableitung, die neben ¢; weitere (of-
fene) Annahmen haben kann. Auch ¢; darf an weiteren Stellen offen vor-
kommen.

Formell driickt der Index, der an die eckige Klammer und hinter die Regel
geschrieben wird, eine Relation zwischen den Vorkommen von Annahmen
(hier ¢1) und der Konklusion einer Regel (hier ¢2), bei der diese Vorkom-
men geloscht werden, aus.

Konvention (Notation bei Ableitungen): Es werden noch einige Konven-
tionen fiir die Notation benottigt.

U 9

kennzeichnet, dass an dieser Stelle eine beliebige Ableitung stehen kann.

wird als Standardvariable fiir Ableitungen verwendet.

kennzeichnet, dass eine Ableitung D die Formel ¢ als Konklusion (End-
formel) hat

kennzeichnet bei Regeln, dass in einer tatséichlichen Ableitung jedes Vor-
kommen der Formel ¢ als offene Annahme geléscht werden darf.

Es ist nicht gefordert, dass die Formel als Annahme in der Ableitung
tiberhaupt vorkommt.

Es ist auch nicht gefordert, dass alle Vorkommen von ¢ geléscht werden.
Im Grenzfall ist es sogar erlaubt, dass kein einziges Vorkommen gel6scht
wird.

Die durch einen Index ausgedriickte Relation der Annahmenléschung ist
also ,,many-one“ (und damit eine partielle Funktion) und kann im Grenz-
fall leer sein.

6.1 DEF (Schlussregeln): Die Schlussregeln bestimmen den Ubergang von
den Prédmissen zur Konklusion. Sie erlauben das Einfiihren (introduction) oder
Beseitigen (elimination) von Junktoren. Einige Regeln ermoglichen zusétzlich
das Loschen offener Annahmen. Die Kennzeichnung der verwendeten Regel fiir
das Ableiten ist in Klammern neben dem Schlufstrich angegeben:

(1) Einfiihrung der Konjunktion:

o W
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(2) Beseitigung der Konjunktion:

2 OO0 ()
(3) Einfiihrung der Implikation:
[¢]
v
Py (=1)

Beispiel:

Nach den Bemerkungen zur Annahmenloschung sind folgende Ableitungen
durch richtige Anwendung der Implikationseinfiihrung entstanden:

q

W(—)I) ) L(—’I) ] lpl" (—I:1)

p—=p p—p

(4) Beseitigung der Implikation (modus ponens):

6 bov
” (=E)
(5) reductio ad absurdum:
[=¢]
- RAA
3 ( )

6.2 DEF (Ableitung): Mithilfe der Schlussregeln kann nun induktiv iiber
der Baumstruktur eine Ableitung definiert werden:

(1) Fiir jede Formel ¢ € PROP ist D : = ¢ eine Ableitung.
(2) Falls Dy, Dy Ableitungen sind, dann sind auch die folgenden Béume Ab-

leitungen:
2)1 1)2 Z)1 1)1
w0 v ere o
¢NYP ¢ (G
4 n n
(=) w ’ ¢ . ¢ —
b=
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[—¢]
D,
(RAA) 1

¢

Es wurde wieder nicht vorausgesetzt, dass die durch eckige Klammern
gekennzeichneten Pramissen in den Ableitungen tatséchlich vorkommen
oder dort tatséchlich geloscht werden.

6.3 DEF (Annahmenmenge): Die Abbildung
Hyp: D — {¢ € PROP : ¢ ist offene Annahme von D}

ordnet jeder Ableitung D die Menge ihrer offenen Annahmen zu. Die Menge
Hyp(D) wird auch Hypothesenmenge oder Annahmenmenge von D genannt.

6.4 DEF (Ableitbarkeit): Aus einer Menge A C PROP von Formeln ist die
Formel ¢ ableitbar (A F ¢), falls es eine Ableitung D gibt, so dass die Konklusion
von D die Formel ¢ ist und Hyp(D) C A gilt.

Notation (Ableitbarkeit): Die folgenden Schreibweisen sind gebriuchlich
und wie im semantischen Fall der Folgerungsrelation () erklért:

6.5 Proposition (Endliche Ableitbarkeit): Sei A U {¢} C PROP eine
(unendliche) Aussagenmenge. Falls A+ ¢, dann gibt es eine endliche Teilmenge
Acngr € A von A mit Agpgr - o.

Bew.: Al ¢ bedeutet nach Definition der Ableitbarkeit, dass es eine Ableitung
D mit Endformel ¢ gibt, so dass Hyp(D) C A. Hyp(D) muss nach der Definition
von Ableitungen endlich sein. Damit ist eine endliche Menge A,,q; := Hyp(D)
gefunden, so dass A.pq; - ¢. Q.E.D.

Bemerkung (Endliche Ableitbarkeit): Der analoge Satz fiir die semanti-
sche Folgerungsbeziehung k ist nicht trivial. Er wird erst spéter mithilfe des
Vollsténdigkeitssatzes und dieser Proposition bewiesen (vgl. Korollar 7.14).

6.6 Proposition (Strukturregeln): Fiir alle Aussagen ¢,1 € PROP und
alle Formelmengen A, I' C PROP gelten die folgenden Strukturregeln:

(1) Identitit: ¢+ ¢.
(2) Verdiinnung, Abschwichung: Thr¢ = T, At¢
(3) Schmitt: (TH¢ und A,¢by) = T,Aby

Bew.: Direkte Folge aus der Definition von Ableitbarkeit. Q.E.D.
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Der Kalkiil NK’ wurde fiir die Sprache PROP mit den Junktoren —, A und L
definiert. Im Folgenden wird diskutiert, wie mit den verbleibenden Junktoren
in diesem Kalkiil (und dieser Sprache) umgegangen werden muss.

6.7 DEF (weitere Junktoren): Seien ¢,¢¥ € PROP beliebige Formeln. Es
diirfen folgende abkiirzende Schreibweisen verwendet werden:

(1) (pV) fiir die Formel —(—¢p A )
() (6 9) fiir die Formel (6 — v)A () — 9)

6.8 Proposition (weitere Schlussregeln): Fiir die Junktoren V und <
gelten im Kalkiil NK' folgende (abkiirzenden) Schlussregeln zur Einfithrung und
Beseitigung;:

(1) Einfithrung der Disjunktion:

4441?444,\/0 AAAA%LAA,\/D
¢V Y oVY
(2) Beseitigung der Disjunktion:
(4] (]
¢V Y o o
V E)
o
(3) Einfithrung der Biimplikation:
[¢] [4]
(G ¢
eevc
¢ =1
(4) Beseitigung der Biimplikation:
6 6oy v oew g
G ¢
Bew.: Zum Beweis vergleiche van Dalen, Lemma 1.6.2, Seite 49ff. Q.E.D.
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Bemerkung (Schlussregeln fiir die Abkiirzungen): Dass eine Schluss-
regel gilt, bedeutet hier, dass ihre Anwendung ersetzbar ist durch Anwendung
schon bekannter Schlussregeln (fiir A,— und L). Dies ermdglicht im Kalkiil einen
einfachen Umgang mit Formeln, die V und < enthalten.

Man muss hierbei aber beachten, dass die Junktoren V und « tatséchlich nicht
zur Sprache gehoren und nur als Abkiirzung fiir Formeln verwendet werden; ent-
sprechend muss die Definition einer Ableitung nicht den neuen Verhéltnissen an-
gepasst werden. Die neuen Schlussregeln sind nur Abkiirzungen im Aufschrieb.
Man kann jederzeit die tatséchlich gemachten Teilableitungen einfiigen.

Alternativer Kalkiil: Man kann alternativ die Disjunktion und die Biimpli-
kation auch als Grundzeichen der Aussagenlogik verwenden; also eine Sprache
PROP betrachten, die iiber den Junktoren A, —, | und auch V und « definiert
ist.

In diesem Fall werden die in Proposition 6.8 (1) — (4) bewiesenen Eigenschaften
der Zeichen V und <« als eigenstéindige Schlussregeln festgesetzt. Die Defini-
tion einer Ableitung wird an die neuen Verhéltnisse angepafit. Der resultierende
Kalkiil wird NK genannt.

Insbesondere sind damit (¢ V ¥) und (¢ < ) keine Abkiirzungen mehr fiir
andere Formeln; stattdessen kann man nun im Kalkiil NK die folgenden gegen-
seitigen Ableitbarkeiten beweisen:

¢V AE=(=¢ A=)
¢ = pAb(@ = ) A (Y — @)
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87 Vollstindigkeit

Motivation (Vollstindigkeitssatz): Bisher wurden 2 zentrale Konzeptio-
nen der Logik eingefiihrt:

(1) Die Folgerung (F): wird semantisch definiert iiber die Betrachtung al-
ler (moglichen) Interpretationen der Formeln; die Giiltigkeit (Wahrheit)
der Pramissen erzwingt in einem Schluss die Giiltigkeit der Konklusion;
die Bedeutung der Junktoren wird explizit durch Wahrheits-Funktionen
festgelegt.

(2) Das Ableiten (): wird syntaktisch definiert {iber die regelkonforme An-
wendung von Schlussregeln eines Kalkiils (bei uns NK'); beim Ableiten
wird auf die Betrachtung der Bedeutung verzichtet, entscheidend ist das
Erreichen der Endformel von den Pramissen ausgehend; die Bedeutung
der Junktoren ist (hochstens) implizit durch die Schlussregeln festgelegt.

Im Folgenden wird die Vollstéindigkeit von NK’ bewiesen. Damit ist die Gleich-
wertigkeit beider Konzeptionen gemeint. Die Vollstéindigkeit (im weiten Sinn)
umfaflt dabei zwei Richtungen:

(1) Die Korrektheit des Kalkiils: T'H¢ = TE¢

Alles, was abgeleitet werden kann, kann auch gefolgert werden.

(2) Die (eigentliche) Vollstédndigkeit des Kalkiils: T'=¢ = T'k¢

Alles, was gefolgert werden kann, kann auch abgeleitet werden.

Die Begrifflichkeit legt nahe, dass die Folgerung primér zur Ableitung verstanden
wird. Dies ist nicht immer so. Es gibt auch philosophische Konzeptionen der
Logik, die das Ableiten als primér ansehen. Letztlich kann festgehalten werden,
dass beide Konzeptionen unabhéngig voneinander motiviert werden kénnen und
prinzipiell unabhéngig voneinander eingefithrt werden.

Bemerkungen:

(1) Im Folgenden wird grundsitzlich von einer Sprache iiber der funktional-
vollstindigen Junktorenmenge {A, —, 1} ausgegangen.

(2) Das folgende Argument wird in diesem Paragraphen immer wieder ver-
wendet: T'E¢ = AUTE
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7.1 Satz (Korrektheit von Ableitungen): Fiir jede Ableitung D mit
Endformel ¢ gilt: Hyp(D) = ¢.

Bew.: Durch Induktion iiber dem Aufbau der Ableitung D.

D = ¢: Damit ist Hyp(D) = {¢} und Endformel von D ist ¢.
Es gilt auch: ¢ ¢ und Induktionsanfang ist gezeigt.

IV: Angenommen Aussage gilt fiir Ableitungen D; und Ds.

D, Dy
D=~ ¢ (0 AD Damit: Hyp(D) = Hyp(D1) U Hyp(D-).
oNY

Nach IV gilt: Hyp(D;) ¢ und Hyp(D2) = .
Damit gilt, da Hyp(D;) € Hyp(D): Hyp(D) = ¢ und Hyp(D) |=1).
Daraus folgt direkt: Hyp(D) & ¢ A 1.

Dy
D= N )  Damit: Hyp(D) = Hyp(Dy).

¢

Nach IV gilt: Hyp(D1) E o A .
Mit Hyp(D;) = Hyp(D) gilt schon: Hyp(D) ¢ A .
Also auch: Hyp(D) E ¢.

D,
D= ¢AY AB) Analog wie oben!
(4
D, D,
D= ¢ ¢— Damit: Hyp(D) = Hyp(D:) U Hyp(D3).

—>E')

Nach IV gilt: Hyp(D;) E ¢ und Hyp(Ds2) E ¢ — 1.
Damit gilt, da Hyp(D;) € Hyp(D): Hyp(D) |= ¢ und Hyp(D) = ¢ — ¢.
Daraus folgt direkt: Hyp(D) .
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Aufgrund der moglichen Loschung kann keine einfache Aussage iiber die
Annahmenmengen getroffen werden. Es sind folgende drei Félle zu unter-
scheiden:

(1) ¢ € Hyp(D;) (Damit sofort auch: ¢ ¢ Hyp(D)) (Kein Vorkommen

von ¢ in bisheriger Ableitung.)
(2) ¢ € Hyp(D1) und ¢ € Hyp(D) (Ein Vorkommen von ¢ wurde nicht

geloscht.)
(3) ¢ € Hyp(D1) und ¢ ¢ Hyp(D) (Alle Vorkommen von ¢ wurden

geloscht.)

Nach IV gilt: Hyp(D;) E .
In allen drei Fiillen folgt fast sofort: Hyp(D)E¢ — ¢

o]
D

— RAA: 1)

Analog zu oben sind wieder 3 Félle zu unterscheiden:

(1) —¢ ¢ Hyp(D1) (Damit sofort auch: —¢ ¢ Hyp(D))

(2) —¢ € Hyp(D1) und —¢ € Hyp(D)

(3) —¢ € Hyp(D1) und ~¢ ¢ Hyp(D)

Nach IV gilt: Hyp(D;) | L. Also ist Hyp(D;) unerfiillbar.

In den ersten beiden Fillen gilt: Hyp(D) = Hyp(Ds).

Damit folgt aus der Unerfiillbarkeit von Hyp(D) sofort: Hyp(D) E ¢.
Angenommen es wiirde im dritten Fall gelten: Hyp(D) F£ ¢

Dann géibe es eine Belegung v mit:
Fiir jedes ¥ € Hyp(D) gilt [¢], = 1, und [¢], = 0.

Insbesondere gilt dann auch: [-¢], = 1.
Da Hyp(D;) = Hyp(D)U{—¢}, wire eine Belegung gefunden, die Hyp(D;)
erfiillt. WIDERSPRUCH zur Unerfiillbarkeit von Hyp(D) C Hyp(D;).

Also doch: Hyp(D) = ¢.

Damit wurden alle Ableitungen betrachtet und die Aussage ist gezeigt. Q.E.D.
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7.2 Theorem (Korrektheit von NK'): Sei I' C PROP Menge von Aussagen
und ¢ € PROP eine Formel. Wenn T't ¢, dann auch T' = ¢.

Bew.:
Es gelte '+ ¢.

Nach Definition der Ableitbarkeit gilt: Es gibt eine Ableitung D mit Endformel
¢, und fiir die offenen Annahmen Hyp(D) gilt Hyp(D) C T.

Mit dem Satz zur Korrektheit von Ableitungen gilt: Hyp(D) = ¢.
Daraus folgt direkt fiir I' O Hyp(D): T [¢. Q.E.D.

Bemerkung (Korrektheit): Die Korrektheit des Kalkiils NK' wurde recht
schnell und einfach gezeigt. Um nun die Umkehrung der Aussage, also die
Vollstiandigkeit des Kalkiils, zeigen zu konnen, wird noch ein wenig Begriff-
lichkeit und Theorie benotigt.

7.3 DEF (Konsistenz): Eine (eventuell unendliche) Formelmenge I' C PROP
heifit konsistent, falls T" )/ 1. Andernfalls heifit T inkonsistent.

7.4 Lemma (Aquivalenzen von Konsistenz): Sei I' € PROP eine Menge
von Aussagen. Dann sind folgende Eigenschaften fquivalent:

(1) T ist konsistent.

(2) Es gibt keine Formel ¢ € PROP, so dass: T't¢ und I'F—¢.
(3) Es gibt ¢ € PROP mit: T} ¢.

Bew.: Der Beweis verbleibt als leichte Ubung. Q.E.D.

7.5 Lemma (Konsistenz erfiillbarer Mengen): SeiI' C PROP eine Menge
von Aussagen. Gibt es eine Belegung v, so dass fiir jedes ¢ € T gilt:  [¢], = 1,
dann ist I" konsistent.

Bew.:

Sei v eine Belegung, so dass fiir jedes ¢ € T gilt: [¢], = 1.
Angenommen I ist inkonsistent.

Dann gibt es eine Formel ¢ € PROP, so dass ' ¢ und I'-—¢.
Damit gilt mit der Korrektheit des Kalkiils: T'|=¢ und I' | —¢.

Damit muss nach der Definition der Folgerung fiir gewéhlte Belegung v gelten:
[¢]lo =1 und [-¢], =1

WIDERSPRUCH zur Definition von Bewertungen. Also ist I' doch konsistent.

Q.E.D.
7.6 DEF (maximal-konsistent): Eine Menge I' C PROP heifit mazimal-

konsistent, falls T konsistent ist und fiir jede konsistente Obermenge I O T gilt,
dass TV =T. (Das bedeutet, dass T" keine echte konsistente Erweiterung hat.)
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Abzidhlbarkeit von PROP: Der folgende Satz benétigt wesentlich eine Ab-
zéahlung von PROP. Diese kann z.B. wie folgt angegeben werden:

Zun#chst wird jedem Zeichen des Alphabets fortlaufend eine natiirliche Zahl
grofer 0 zugeordnet:

a | (])
N(a) [ 1]2

A= Llpo o]
13[4]5]6]7]...

Damit kénnen beliebige Formeln wie folgt kodiert werden:

K :PROP - N:¢ = agay...an — Hﬂ,iv(ak)
k=0
Dabei ist m;, die k-te Primzahl.

Aufgrund der eindeutigen Lesbarkeit von Formeln ist diese Kodierung K wohl-
definiert und aufgrund der eindeutigen Zerlegbarkeit einer natiirlichen Zahl in
ihre Primfaktoren injektiv.

Hieraus 148t sich eine Abzéhlung f : N — PROP : n — ¢, gewinnen.

Genauer: Es 148t sich eine primitiv-rekursive Funktion g angeben, so dass g(n)
der Kode fiir die Formel ¢,, ist. (Ubungsaufgabe!)

7.7 Satz (Konsistente Erweiterbarkeit): Jede konsistente Aussagenmenge
I' € PROP laf3t sich zu einer maximal-konsistenten Menge IV D I erweitern.

Bew.:

Sei T konsistente Menge von Aussagen und {¢ € PROP : k € N} eine Abzih-
lung von PROP.

Definiere nun rekursiv eine aufsteigende Folge von Formelmengen:

. [ I, U{¢,} fallsT,, U{¢,} konsistent
FO =T und Fn+1 = { Fn sonst
Nach Konstruktion ist klar, dass fiir jedes n € N gilt, dass I';, konsistent ist.
Setze nun: I :=JT},.

Es gilt:

(1) T” 2 T ist konsistent: Angenommen nicht. Dann IV+ L. Dann gib es
eine Ableitung D mit Hyp(D) C I'” und Endformel L. Da Hyp(D) endlich
ist, gibt es maximales n € N mit ¢,, € Hyp(D). Nach Konstruktion gilt:
Hyp(D) C 1.

Damit gilt aber: T'y41FL. WIDERSPRUCH zur Konsistenz von I',.

Also ist auch I konsistent.

(2) T'ist maximal: Angenommen nicht, dann gibt es ein ¢, € PROP\I”, so
dass IV U {¢,, } konsistent ist. Damit ist aber auch I',, U {¢,,} konsistent
und ¢, € I',,11 C TV, Dies ist ein Widerspruch.

Also ist TV maximal-konsistent. Q.E.D.
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7.8 Lemma: Sei ' C PROP beliebige Formelmenge. Dann gilt fiir jede Formel
¢ € PROP:

(1) Ist T U{—¢} inkonsistent, dann gilt: Tk ¢.
(2) Ist T'U{¢} inkonsistent, dann gilt: T'F —¢.

Bew.:

(1) Sei D eine Ableitung fir I'U{—¢} F L. Durch die weitere Anwendung der
RAA samt Loschung aller Pramisse —¢ wird D sofort zu einer Ableitung
fiir ' ¢.

(2) Sei D eine Ableitung fiir I' U {¢} F L. Durch die weitere Anwendung der
Regel (— I) samt Loschung aller Pramissen ¢ wird D sofort zu einer Ab-
leitung fiir T'F—¢ = ¢ — L. Q.E.D.

7.9 Korollar: Falls I' € PROP maximal-konsistent ist, dann ist I" unter
Ableitbarkeit abgeschlossen. D.h.:  Wenn I'F ¢ gilt, dann auch ¢ € T.

Bew.:
Es gelte: T'F¢.

Angenommen ¢ ¢ T'. Dann ist aufgrund der Maximalitidt von I' die Menge
T'U {¢} inkonsistent. Damit gilt mit obigem Lemma: I'F —g.

Damit ist I" aber inkonsistent. WIDERSPRUCH.
Also doch: ¢ €T. Q.E.D.

7.10 Lemma (Eigenschaften von maximal-konsistente Mengen): Sei
I' € PROP wieder maximal-konsistent. Dann gilt fiir alle ¢, € PROP:

(1) Entweder ¢ € T oder —¢ €T
(2) ¢ — ¢ €T gilt genau dann, wenn (¢ € T' = ¢p € T).
(3) ¢ A eT gilt genau dann, wenn (¢ € I' und ¢ € T).

Bew.:

(1) Klar ist aufgrund der Konsistenz, dass nicht ¢ € T und —¢ € T.

Es gelte, dass ¢ ¢ I'. Aufgrund der Abgeschlossenheit unter Ableitbarkeit
gilt dann T' Jf ¢. Wire T' U {—¢} inkonsistent, dann wiirde nach obigem
Lemma gelten: I'k¢. Also ist I' U {—¢} konsistent.

Aufgrund der Maximalitat von ' gilt nun: —¢ € T' = T'U {—¢}.
Analog impliziert —¢ ¢ T', dass ¢ € I
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(2) Es sind zwei Richtungen zu zeigen.
,=“ Es gelte: ¢ — 1y eT.
Sei ¢ € I'. Damit gilt:
I'F¢ und TFoé —

Mit modus ponens folgt: I'F1. Da I' maximal-konsistent und damit un-
ter Ableitbarkeit abgeschlossen ist, gilt damit auch: ¢ € T

»,<=“ Falls ¢ € I', dann auch nach Voraussetzung ¢ € I'. Damit gilt: T'F1.
= I'Fop—=v = ¢—yel
Falls aber ¢ ¢ T, dann gilt mit (1): -~ €T (%)
Betrachte nun folgende Ableitung D:
2
1L
— (RAA)
(4

Yy (1)

Wegen (%) gilt: Hyp(D) = {-¢} CT.
Also ist gezeigt: I'F¢ — ¢ und damit auch ¢ — ¢ €T
(3) Verbleibt als einfache Ubung. Q.E.D.

7.11 Lemma (Erfiillbarkeit konsistenter Mengen): Sei I' C PROP kon-
sistent. Dann gibt es eine Belegung v, so dass fiir jedes ¢ € T gilt:  [¢], = 1.

Bew.:
Sei IV D I maximal-konsistente Erweiterung von I'.

fallspe T

Sei die Belegung v wie folgt definiert: p+— v(p) = { (1) sonst

Falls fiir jedes ¢ € PROP gilt:
[0 =1 & ¢eI’" (%)

dann wurde eine Belegung v gefunden, so dass fiir jedes ¢p € T' C I gilt:
[v], = 1.
Zeige also (x) durch Induktion iiber dem Aufbau von ¢:
1: [L],=0und L £T".
p: plv=1 < ovp=1 < pel.
IV: Es gelte die Behauptung fiir ¢ und o.
Yoo [w—o0],=0 & [¢¥],=1und o], =0
& ¢YpelVundogl” < NCHT (p el =o€l
&  NICHT (¢ — o € I') (Vgl. Lemma oben.)

YAo: [YAc],=1 & [Ylpy=1und[o],=1 & ¢,oel’
< oAY el  (Vgl Lemma oben.) Q.E.D.
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7.12 Korollar: Fiir ein konsistentes I' C PROP und ¢ € PROP gilt T" }f ¢
genau dann, wenn es eine Belegung v gibt, so dass iir jedes ¢ € I gilt:

[¢]o=1 und [¢], =0

Bew.: T }f¢ < T U{-¢} konsistent. Q.E.D.

7.13 Theorem (Vollstéindigkeit von NK'): Fiir jede Menge I' C PROP
und Aussage ¢ € PROP gilt: Wenn I' = ¢, dann auch T'F ¢.

Bew.:
Es gelte I' f ¢. Daraus folgt: T'U {-¢} }* L.
Damit ist I' U {—¢} erfiillbar und es gilt: T F ¢. Q.E.D.

7.14 Korollar (Endlichkeitssatz): Falls ' |E ¢, dann gibt es endliches T C T
mit T’ | ¢.

Bew.: Direkte Folge aus der Vollstindigkeit von NK’ und der Tatsache, dass
fiir jede Ableitung D gilt, dass Hyp(D) endlich ist. Q.E.D.

7.15 Korollar (Kompaktheitssatz): T' C PROP ist genau dann erfiillbar,
wenn jede endliche Teilmenge IV C T erfiillbar ist.

Bew.:

= trivial.

< Angenommen I' nicht erfiillbar. Damit I' = L, also '+ L. Damit gibt es
endlichhes IV C T mit I+ L. Dafiir gilt: I" | L. Also ist IV nicht erfiill-
bar. Q.E.D.
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Motivation

Im zweiten Teil der Vorlesung wird die Quantorenlogik behandelt — gleichbe-
deutend zum Begriff Quantorenlogik sind die Begriffe Praidikatenlogik und Logik
erster Stufe.

Die Quantorenlogik erweitert die Aussagenlogik, indem sie nicht mehr nur Aus-
sagen als Ganzes analysiert, sondern auch deren innere Struktur betrachtet.
Nach einer informellen Motivation, welche dies detailierter ausfiithrt, wird die
Quantorenlogik analog zur Aussagenlogik eingefiihrt: Definition der formalen
Sprache, der Semantik und schliefflich eines syntaktischen Kalkiils. Im Anschluss
wird wie schon in der Aussagenlogik die semantische Vollsindigkeit des Kalkiils
gezeigt.

Informelle Motivation: Die Quantorenlogik unterscheidet sich in folgenden
Punkten wesentlich von der Aussagenlogik:

(1) Betrachtung von: Individuen, Funktionen und Relationen

Wir werden (in einer formalen Sprache) iiber Individuen eines Gegen-
standsbereiches (Elemente einer Menge) und Funktionen und Relationen
iiber diesen Bereich reden. Der Bereich zusammen mit den ausgezeichne-
ten Individuen, Funktionen und Relationen wird Struktur genannt.

(2) Verwendung neuer Zeichen im Alphabet:

(a) logische Zeichen: V, 3, = und Variablen zg, z1, ...
(b) nicht-logische Zeichen, wie:
Individuen-Konstanten (etwa ¢)
Funktions-Zeichen (etwa f(-,...,-) oder +)
Relations-Zeichen (etwa P(-,...,-) oder <)

Der Punkt " iiber den nicht-logischen Zeichen verweist darauf, dass diese
sprachliche Zeichen sind; soll in der Metasprache auf die entsprechenden
Objekte (Interpretation der Zeichen) Bezug genommen werden, wird der
Punkt weggelassen.

Diese Notation wird jedoch nicht einheitlich verwendet. Haufig wird das-
selbe Zeichen in Objekt- und Metasprache verwendet, da aus dem Kontext
heraus klar ist, was gemeint ist.

(3) Verwendung von Termen: Man benutzt Terme, um iiber die Individuen
des Grundbereiches in der formalen Sprache zu sprechen. Dazu werden
Variablen, Individuen-Konstanten und Funktionszeichen verwendet.

Etwa: f(a).
(4) Verwendung von Formeln: Durch Formeln werden Behauptungen aufge-

stellt. Diese kénnen im Gegensatz zu Termen wahr oder falsch sein, ver-
weisen also auf Wahrheit bzw. Falschheit.

Etwa: 3r: o< (z+2)
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88 Sprache der Pradikatenlogik

In diesem Abschnit werden formale Sprachen eingefiihrt. Diese Sprachen wer-
den mit £ bezeichnet. Die einzelnen Sprachen, die hier definiert werden sollen,
unterscheiden sich darin, welche nicht-logischen Zeichen zur Verfiigung stehen.

Deshalb werden zur Definition einer formalen Sprache £ drei (méglicherweise
leere) Index-Mengen I, K, L benétigt, die paarweise disjunkt sind. Diese Men-
gen legen fest, wieviele Individuen-Konstanten, Funktions- und Relationszeichen
in der Sprache vorkommen.

8.1 DEF (Alphabet): Das Alphabet einer formalen Sprache £ besteht aus
den folgenden Zeichen:

Logische Zeichen:

1) Junktoren: —, 1  Ebenfalls: -, A, V, <

(1)

(2) Quantoren: V (Allquantor) Ebenfalls: 3 (Existenzquantor)
(3) Variablen: fiir jedes n € N: z,
(4)

4) Gleichheitszeichen: =

Nicht-logische Zeichen (in Klammern metasprachliche Variablen):

(1) Individuen-Konstanten: fiir jedesi € I': ¢ (a, b, ...)
(2) Funktionszeichen: fiir jedes k € K : fr (f, gy -o.)
(3) Relationszeichen: fiir jedesl € L: R, (P, Q, ...)

Hilfszeichen:

(1) Klammerpaar: ()

(2) Komma: |

Bemerkungen:

(1) Spéter wird gezeigt, dass der Existenquantor durch den Allquantor aus-
gedriickt werden kann. Entsprechend wiirde hier zur Sprachdefinition der
Allquantor zusammen mit den Junktoren L und — geniigen.

(2) Mit VAR := {x,; n € N} wird die Menge der Variablen bezeichnet.

(3) Die nicht-logischen Zeichen wurden mit einem kleinen Punkt notiert. Dies
dient zur Unterscheidung der nicht-logischen Zeichen von den Objekten,
auf die diese Zeichen spiter verweisen werden. Ist es aus dem Kontext
heraus klar, dass Zeichen gemeint sind, werden die Punkte haufig wegge-
lassen.
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Im n#chsten Schritt muss festgelegt werden, welche Stelligkeit die Funktions-
und Relationszeichen haben. Es wird also festgelegt, wieviele Argumente die
Funktions- und Relationszeichen haben.

8.2 DEF (Stelligkeit und Signatur): Die beiden Abbildungen
c:K—N und 7:L—N

legen die Stelligkeit der Funktions- und Relationszeichen fest. Dabei hat das
Funktionszeichen f;, die Stelligkeit o(k) und das Relationszeichen R; die Stel-
ligkeit 7(1). Das Tupel (o, 7,I) wird Signatur von £ genannt.

Bemerkung: In Abhéngigkeit der Mengen I, K, L und der beiden Funktio-
nen o und 7 wurde tatséchlich eine ganze Klasse von formalen Sprachen ein-
gefiihrt. Diese konnen einfach durch die Signatur unterschieden werden, in der
alle wesentlichen Informationen iiber die Sprache £ zusammengefafit sind.

Beispiel (Sprache der Gruppentheorie): Wir illustrieren und motivieren
am Beispiel der Gruppentheorie die Definitionen dieses Abschnittes.

(1) Zur Erinnerung: Eine Gruppe besteht aus einer Grundmenge G, einer
zweistelligen Verkniipfung, etwa der Addition, und einem neutralem Ele-
ment. Um dariiber reden zu kénnen, wird in der Sprache L der Gruppen-
theorie eine Individuen-Konstante und ein zwei-stelliges Funktionszeichen
benstigt. Es werden keine Relationszeichen bendtigt. Wir definieren also:

I-={0}, K:={+} und L:=0

I, K und L sind paarweise disjunkt. Damit stehen ¢y und f+ als nicht-
logische Zeichen im Alphabet von L zur Verfiigung.

Durch die Festlegung o(4) := 2 ist o auf ganz K definiert. Da L = & gilt,
ist 7 trivial gegeben.

Damit ist fy ein zwei-stelliges Funktionszeichen und die Signatur von Lg
ist durch (o, 7, I) gegeben.

(2) Wir erweitern die Sprache L zu einer reicheren Sprache Lg:
I'=1I K :={+,-} und L :={<}
Zusétzlich soll gelten:
o(=):=1 und 7(£):=2

Damit stehen in der Sprache L zusitzlich ein ein-stelliges Funktionszei-
chen f_ und ein zwei-stelliges Relations-Zeichen R< zur Verfiigung.

Bemerkung (Schreiberleichterung): Sind die Stelligkeiten der Funktions-
und Relationszeichen aus dem Kontext klar, kann man die Signatur auch einfach
durch Auflistung der Zeichenmengen angeben, z.B. im Beispiel (1) durch das
Tupel ({+},2,{0}) und im Beispiel (2) durch das Tupel {{+,—},{<},{0}).
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Im Folgenden gehen wir davon aus, dass die Signatur fiir eine Sprache L fest
gegeben ist, und definieren in Abhéngigkeit von der Signatur rekursiv die Terme
und Formeln von L. Ziel ist es, spéter mit den Termen iiber Individuen sprechen
zu konnen, mit Fomeln iiber Wahrheit.

8.3 DEF (Terme): Die Menge TERM aller Terme von L ist die kleinste
Menge X, so dass folgendes gilt:

(1) Fiir jedesneN: z, € X
(2) Firjedesiel: ¢ € X

(3) Fiir jedes k € K und alle Terme t1,...,t,) € Xz fr(ts, ..., tor)) € X
Das Zeichen = wird auch fiir die syntaktische Gleichheit von Termen verwendet.
Beispiel (Terme):

(1) Folgende Terme gehoren etwa zur Sprache L (und damit auch zu Lgr):

¢o, @5, f1 (21, ¢é0)

(2) Wir erlauben zur Lese-Erleichterung eine informelle Notation der Terme.
Wir schreiben 0 statt ¢ und + fiir fi und notieren zusétzlich Funktions-
ausdriicke infix. Also sind auch folgende Zeichenreihen Terme:

0, (0+x4) + 3

(3) Das einstellige Funktionszeichen f, von L wird zur Lese-Erleichterung
durch einen Strich {iber dem Argument notiert. Damit gibt es zusétzlich
in der Sprache Lg/ etwa folgende Terme:

Zo, (#1+T2)+0

Mithilfe der Terme kénnen nun die Formeln der Sprache £ rekursiv eingefiihrt
werden. Formeln verweisen auf Wahrheit bzw. Falschheit. In der Definition wird
die Sprache £ mit der Menge aller Formeln dieser Sprache identifiziert. Mit |£|
bezeichnen wir die Kardinalitdt (Groie) der Sprache £. Haben wir hochstens
abzéhlbar viele nichtlogische Zeichen, dann ist auch £ abzéhlbar.

8.4 DEF (Formeln): Die Menge £ aller Formeln der Sprache £ ist die kleinste
Menge X, so dass folgendes gilt:

1) LeX

2) Fallst,se TERM: t=s¢€ X

4

(1)
(2)
(3) Fiir jedes I € L und alle Terme t1,...,t,q: Ri(ty,... t-q)) € X
(4) Falls ¢,¢p € X, dann auch: (pot)) € X und (—¢) € X

(5)

5) Fiir allez € VAR und alle ¢ € X: (Vz¢) € X und (Jz¢) € X
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Formeln, die aufgrund der Regeln (1) bis (3) zu £ gehoren, werden atomare
Formeln oder auch Atome genannt; mit ATM C £ wird die Menge aller atoma-
ren Formeln bezeichnet. Mdchte man hervorheben, zu welcher Sprache Formeln
gehoren, spricht man auch von £-Formeln.

Konvention (Notation):

(1)

(2)

(3)

Analog zur Aussagenlogik verwenden wir Schreib-Konventionen zur Klam-
merersparnis. Neu hinzu kommt, dass Quantoren stéirker binden als Junk-
toren.

Gelegentlich werden fiir eine bessere Lesbarkeit die Quantoren von der
Restformel mit einem Doppelpunkt abgesetzt.

Wie schon bei den Funktionszeichen werden wir auch gebréuchliche Rela-
tionszeichen (etwa <) verwenden und, falls diese zweistellig sind, sie auch
infix notieren. Etwa: 1<0 fiir < (1,0).

Beispiel (Formeln): Einige Formeln der (erweiterten) Gruppentheorie:

1
2
3

(
(
(
(4

)
)
)
)

Veg: 2o +0=x¢9 € Lg C L
T +ax0=x0+x1 €L C L
Vo Voe : o1+ =29 +x1 € Lo C Lo

Vog: 20+ 0<Zog+0 € Lo'\La

Weiterfithrende Bemerkungen:

(1)

(2)

Weitere Begriffe: Wie schon in der Aussagenlogik kénnen Begriffe wie
Gliederungsbaum und Rang einer Formel fiir die Quantorenlogik rekursiv
definiert werden.

Induktion: Analog zur Induktion in der Aussagenlogik werden in der
Pradikatenlogik Behauptungen iiber Formeln durch Induktion gezeigt.

Oft ist es aufgrund der komplexeren Definition der Sprache notwendig,
zundchst eine Induktion iiber die Terme und dann erst eine Induktion
iiber die Formeln durchzufiihren.

Definitionen: Rekursive Definitionen iiber dem Bereich der Terme und
dem Bereich der Formeln sind analog zur Aussagenlogik moglich.
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Freie und gebundene Variablen: In der Pradikatenlogik wird das Konzept
der freien und gebundenen Variablen benotigt. Dabei wird das Vorkommen einer
Variable x in einer Formel ¢ als gebunden bezeichnet, falls x im Wirkungsbereich
eines Quantors vorkommt.

Dabei steht z im Wirkungsbereich eines Quantors Va (3x), falls in der Teilformel
1, vor die der Quantor gestellt wurde (also Vi) < ¢ bzw. Iz < ¢), die Variable
x ungebunden vorkommt. Dieses Vorkommen von % in der Formel ¢ wird der
Wirkungsbereich des Quantors genannt. Variablen, die in ¢ vorkommen, ohne
gebunden zu werden, nennt man frei.

Das Konzept der freien und gebundenen Variablen wird in den folgenden De-
finitionen prézisiert. In einem ersten Schritt werden die freien Variablen eines
Termes definiert, um dann mit diesem Begriff die freien Variablen einer Formel
definieren zu kénnen.

8.5 DEF (Freie Variablen eines Terms): Die Menge FV(t) der freien
Variablen eines Termst € TERM ist wie folgt rekursiv definiert:

(1) Falls t =« fiir € VAR: FV(¢) := {«}

(2) Fallst=¢; firiel: FV(t):=0

(3) Falls ¢ = f(t1,...,t,) mit ¢t1,...t, € TERM: FV(¢) :=U;_, FV(tx)
Man sagt, dass eine Variable z frei in einem Term ¢ vorkommt, falls z € FV(¢).

8.6 DEF (Freie Variablen einer Formel): Die Menge FV(¢) der freien
Variablen einer Formel ¢ € L ist wie folgt rekursiv iiber dem Aufbau von For-
meln definiert:

1) Fallsgp=L1: FV(¢) =0

3

(1)

(2) Falls ¢ =t = s fiir Terme t,s: FV(¢) :=FV(t) UFV(s)

(3) Falls ¢ = P(ty,...,t,) fiir Terme t1,...,t,: FV(¢):=Up_, FV(tx)
(4)

4) Falls ¢ = ¢ oo fiir Formeln ¢ und o: FV(¢) := FV(¢p) UFV (o)

und falls ¢ = —: FV(¢) := FV(¥)
(5) Falls ¢ = Vo) (bzw. Jxb) fiir eine Variable x und Formel v:
FV(¢) :=FV(y)\{z}

Man sagt, dass eine Variable z frei in einer Formel ¢ vorkommt, falls 2 € FV(¢).

Dem Begriff der freien Variablen wird der Begriff der gebundenen Variablen
entgegengesetzt. Da in Termen keine Quantoren vorkommen kénnen, muss in
der Definition lediglich auf den Formelaufbau zuriickgegriffen werden.
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8.7 DEF (Gebundene Variablen einer Formel): Die Menge BV(¢) der ge-
bundenen Variablen einer Formel ¢ € L ist wie folgt rekursiv iiber dem Aufbau
von Formeln definiert:

(1) Falls ¢ atomar: BV(¢):= &

(2) Falls ¢ = 1) oo fiir Formeln ¢ und o: BV(¢) := BV(¢) UBV(0)
und falls ¢ = —¢p:  BV(¢) := BV(¢)

(3) Falls ¢ = Vaop (bzw. Jzep) fiir eine Variable z und Formel 1, wobei zusétz-
lich x e FV(¢): BV(¢) :=BV(¢) U {z}

Man sagt, dass eine Variable x gebunden in einer Formel ¢ vorkommt, falls
x € BV(9).

Beispiel (Gebundene und freie Variablen): Einige Beispiele aus der Spra-
che L sollen die Definitionen illustrieren:

1) FV(¢)) =FV(0) =@

(1)

(2) FV(21+0) = {21}

(3) firgp=Vr:x+y=y+axist: FV(¢) = {y} und BV(¢) = {z}.
(4) firg=VaVy: z+y=y+zist: FV(¢) =@ und BV(¢) = {z,y}.
(5) firg=Ve:z+y=0AVy:z+y=0Iist:

FV(¢) = {z,y} und BV(¢) = {z,y}.

Mithilfe der freien Variablen wird in der Pridikatenlogik (im Gegensatz zur
Aussagenlogik) zwischen Aussagen und Formeln unterschieden.

8.8 DEF (geschlossen/ offen):

(1) Ein Term t € TERM oder eine Formel ¢ € £ heifit geschlossen, falls keine
freien Variablen vorkommen (FV(t) = @ bzw. FV(¢) = @).

Eine geschlossene Formel heifit auch Aussage.

(2) TERM, ist die Menge aller geschlossen Terme, SENT die Menge aller
Aussagen.

(3) Terme oder Formeln, die nicht geschlossen sind (also freie Variablen ent-
halten), heiflen offen.
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89 Semantik

Nachdem im letzten Abschnitt formale Sprachen L eingefiihrt wurden, kann
nun die Bedeutung der Sprachen definiert werden. Wihrend in der Aussagen-
logik dafiir im Wesentlichen nur die Bewertung aller Formeln benéttigt wurde,
gestaltet es sich in der Pradikatenlogik aufwendiger.

Zunichst wird der Strukturbegriff eingefithrt. Das ist im Wesentlichen eine
Menge, in der die nichtlogischen Zeichen von L interpretiert werden. Anschlie-
Bend werden Belegungen von Variablen definiert. Damit kénnen dann Terme
durch Individuen und Formeln durch Wahrheitswerte ausgewertet werden. Die
Giiltigkeit von Formeln wird dann iiber die Auswertung von Formeln definiert.

Im Folgenden wird wieder — solange nicht anders gesagt — eine Sprache £ mit
Signatur (o, 7, I) vorausgesetzt.

9.1 DEF (Struktur): Das geordnete Paar 2 := (A, Q) heiit £-Struktur, falls
A # & eine nichtleere Menge und ) eine Abbildung auf ganz I UK UL ist, so
dass folgendes gilt:

(1) Fiir jedes i € I ist (i) =: ¢; € A ein Element von A.

(2) Fiir jedes k € K ist Q(k) =: fi, eine o(k)-stellige Funktion.
Also:  f : A — A,

(3) Fiir jedes | € L ist Q(I) =: Ry eine 7(I)-stellige Relation.
Also: R; C A™®).

Bemerkungen:

(1) Die Abbildung 2 ist wohldefiniert, da die Mengen I, K, L paarweise dis-
junkt sind.

(2) Die Menge A wird Grundbereich, Grundmenge, Trigermenge, Individuen-
bereich oder auch Universum genannt.

Manchmal wird fiir das Universum A auch |[2(| geschrieben, um den Bezug
zur zugrundeliegenden Struktur 2 zu verdeutlichen.

(3) Q legt fest, durch welche Objekte die sprachlichen Zeichen interpretiert
werden. Die Bilder von ) werden Interpretation der nicht-logischen Zei-
chen unter Q oder auch ausgezeichnete Objekte genannt.

Wir verwenden manchmal auch die suggestive Schreibweise (¥ um die
Interpretation des nicht-logischen Zeichens ¢ in der Struktur 2 zu be-
zeichnen.

(4) Haufig notieren wir in Strukturen die ausgezeichneten Objekte anstatt der
Abbildung Q und geben so  implizit an.

Wir schreiben also: (A, {fx)ker, (Ri)ier, (Ci)icr)-
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Bemerkung (Signatur): Die Signatur der Sprache £ 148t sich auch anhand
einer L-Struktur feststellen. Jeder Konstanten entspricht ein ausgezeichnetes
Element, jedem Funktions- und Relationszeichen eine Funktion bzw. eine Rela-
tion gleicher Stellenzahl. Entsprechend werden wir auch von der Signatur einer
L-Struktur sprechen. Verschiedene L-Strukturen zu einer Sprache £ sind sich
aufgrund ihrer gemeinsamen Signatur dhnlich. Entsprechend wird die Signatur
einer £-Struktur als Ahnlickeitstyp bezeichnet. Diese kann als abstraktes Objekt
aufgefafit werden, das beschreibt, was allen £-Strukturen gemeinsam ist.

Beispiel (Strukturen): Es werden Beispiele fiir Strukturen zur Sprache Lg
und Lo angegeben:

(1) Die additive Gruppe der Ganzen Zahlen 3 := (Z, +,0) ist zusammen mit
dem ausgezeichnetem Element 0 € Z und der gewohnten Addition in 7Z
eine Lg-Struktur.

Zeichnet man zusétzlich die Abbildung — : Z — Z : z — —x und die
zwei-stellige Relation < aus, erhdlt man mit 3’ := (Z,+,—, <,0) eine
L/-Struktur zur reicheren Sprache Lq.

Detailiert und formal korrekt:

Fir 3:
A=7#0a.
Q(0):=0

Q) =fr  AxA—-A: (z,yy—~z+y
Und fiir 3’ zusézlich:
Q-)=g:A—A:z— —x
<) = {{z,y) : z <y} C A
Es ist zu beachten, dass 2 als Argument uninterpretierte Elemente aus

den einzelnen Index-Mengen hat und als Bild uns bekannte Elemente,
Funktionen und Relationen, die wir hier lediglich gleich notieren.

(2) Die Einheitengruppe der Ganzen Zahlen & := ({£1},-,1) ist zusammen
mit dem ausgezeichnetem Element 1 und der gewohnten Multiplikation
eine Lg-Struktur.

(3) Lg-Strukturen miissen keine Gruppen sein. Die Interpretationen der nicht-
logischen Zeichen kénnen auch ganz ,wild“ gewéhlt werden. Sie miissen
lediglich zur Signatur passen. Etwa:

Als Universum die natiirlichen Zahlen: A :=N# @.
Fiir das 0-Zeichen die 5 € N:  Q(0) :=5
Fiir das +-Zeichen die Minimumsfunktion:

Q(+) :=min: Nx N — N: (z,y) — min(z, y)

Das Tupel 20 := (4, Q) ist eine Lg-Struktur.
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Bisher sind die Bedeutungen der Namens- und Funktionszeichen definiert wor-
den. Die Bedeutung der Variablen wird durch Belegungen festgelegt.

Im Folgenden sei eine £-Struktur 2 = (A, ...) zur Signatur (o, 7, I) gegeben.

9.2 DEF (Belegung):

(1) Eine Abbildung
v: VAR — A

heifit Belequng der Variablen in 2.

(2) Fiir a € A und eine Variable x € VAR ist v[z — a] diejenige Belegung w,
fiir die folgendes gilt:

w(x)=a undfiry £z w(y) =v(y)

v[x — a] heiBt auch Variante oder genauer z- Variante von v.

Bemerkungen:

(1) Nachdem die Bedeutungen der nicht-logischen Zeichen und der Variablen
festgelegt sind, konnen die Terme und Formeln ausgewertet werden. Das
bedeutet: Man bestimmt diejenigen Individuen, auf die Terme verweisen,
und den Wahrheitswert von Formeln.

(2) Die Auswertungen erfolgen immer in Abhingigkeit von einer Belegung in
einer vorgegebenen Struktur. Damit spielen Strukturen und Belegungen
in der Préadikatenlogik eine dhnliche Rolle wie Wahrheitswertzuordnungen
in der Aussagenlogik.

9.3 DEF (Auswertung von Termen): Seiv: VAR — A eine Belegung der
Variablen in 2. Die Auswertung von Termen ist eine Abbildung

[1%: TERM — A
die wie folgt tiber den Aufbau von Termen definiert ist:
(1) fir jedesn € N: [x,] := v(z,)
(2) firjedesi e I: [¢] :==¢
(3) fiir jedes k € K: [fu(ts, ... to)] = fu([tal: - - [tom])

Bemerkungen:

(1) Die Indizierung der Semantik-Klammern [-] wurde zur leichteren Lesbar-
keit der Definition weggelassen. Die Auswertung erfolgt trotzdem immer
in Abhangigkeit einer vorgegebenen Struktur und einer Belegung.

(2) Durch die Definition ist intendiert, dass die jeweiligen Zeichen durch die
zugehorige Interpretation in der Struktur ausgewertet werden.
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(3) Man beachte, dass innerhalb der Semantik-Klammern Zeichen des Alpha-
bets stehen (angedeutet durch den Punkt iiber dem jeweiligen Zeichen),
rechts des Gleichheitszeichens jedoch von den ausgezeichneten Objekten
und Funktionen der Struktur gesprochen wird.

(4) Nullstellige Funktionen sind Individuen.

Beispiel (Terme in der Gruppentheorie): Es werden einige Terme in der
Le-Struktur 3’ = (Z,+,—, <,0) unter der Belegung v : VAR — Z : 2, — n
schrittweise ausgewertet:

(1) [f4(c0,¢0)]3 =[] + [co] =0+0=0

2) [f- @) = ~[21]} = —v(z1) = -1

(3) [(w2 +73)] = —[(w2 +73)] = —([wa] + [Zs]) = —([w2] + (—[=3]))
= —(v(z2) + (—v(z3))) = -2+ (-3)) = —(-1) =1

Die ersten beiden Beispiele wurden formal korrekt aufgeschrieben; fiir das letzte
Beispiel wurden die Schreiberleichterungen verwendet.

Mithilfe der Auswertung der Terme kénnen nun die Formeln der Sprache L
ausgewertet werden. Die Auswertung einer Formel ist immer ein Wahrheitswert.

9.4 DEF (Auswertung von Formeln): Sei v : VAR — A eine Belegung
der Variablen in 2(. Die Auswertung von Formeln ist eine Abbildung

[1%: £ —{0,1}
die wie folgt iiber den Aufbau von Formeln definiert ist:
(1) [L]3 =0
2) h=tl=1 = [ul}=I[t]}
(3) fiirjedes I € L1 [Riltr,... )X =1 & ([t]¥ ... [trw]?) € R
(4)

4) o]} = fo([0]3, [VIT)

und [=g]3 = f-([4]3)

(5) Vo) =1 :& fiir jedes a € A gilt: [[qb]]zl[wHa] =1
und [Fx¢]* =1 :&  es gibt ein a € A gilt: [[qﬂ]%l[x._)a] =1
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Bemerkungen:

(1)

(2)

(4)

Die Auswertung von Formeln funktioniert analog zur Auswertung von Ter-
men. Entsprechend wird das gleiche Symbol verwendet; die Bemerkungen
zur Auswertung von Termen gelten analog.

Klausel (5) fiihrt den Wahrheitswert einer quantifizierten Formel auf den
Wahrheitswert einer offenen Formel zuriick. Das stellt den wesentlichen
Grund fiir die Einfithrung von Belegungen dar. Wiirden wir Variablen
nicht mithilfe von Belegungen eine (kiinstliche) Bedeutung zuweisen, kénn-
ten durch All- oder Existenzquantifikation entstehende Formeln nicht in-
terpretiert werden. Selbst dann nicht, wenn sie keine freien Variablen ent-
halten.

Im Gegensatz zu anderen Ansitzen (vgl. etwa van Dalen) benétigen wir
zur Auswertung der Quantoren keine objektsprachlichen Namen fiir je-
des Objekt des Universums und ersparen uns damit die Betrachtung von
Spracherweiterungen. (Um etwa eine quantifizierte Aussage in der additi-
ven Gruppe der reellen Zahlen auszuwerten, muss bei diesem Ansatz die
die Sprache L der Gruppentheorie um Namenszeichen fiir jede reelle Zahl
erweitert werden.)

Natiirlich miissen wir in der Metasprache iiber die Objekte des Universums
sprechen und quantifizieren kénnen, um die Quantoren V und 3 auswerten
zu kénnen.

Der Allquantor hétte iiber das Minimum der entsprechenden Auswertun-
gen, der Existenzquantor iiber das Maximum definiert werden kénnen.
Damit wird deutlich, dass ersterer den Junktor A und letzterer den Junk-
tor V verallgemeinert.

Nullstellige Relationen sind Wahrheitswerte. Einstellige Relationen sind
Eigenschaften von Individuen.

Das folgende Koinzidenz-Lemma sagt aus, dass zur Auswertung einer Formel
eine Belegung nur auf den freien Variablen der Formel betrachtet werden muss.
Insbesondere sind damit die Auswertungen von Aussagen ¢ (FV(¢) = @) unter
allen Belegungen gleich.
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9.5 Satz (Koinzidenz-Lemma): Fiir alle Terme ¢ und Formeln ¢ von £
und allen £-Strukturen 2 gilt: Sind v, w zwei Belegungen, die auf den freien
Variablen von ¢ (bzw. t) iibereinstimmen, dann gilt schon:

61 = [6]%  (bzw. [t]3 = [1]3)
Bew.:
Zunichst wird die Behauptung fiir Terme gezeigt:
Dies ist fiir Individuen-Konstanten ¢ und Variablen x trivial.

Sei also t = f(tl, ..., tp) fir Terme tq,...,t, und seien v, w zwei Belegungen,
die auf den freien Variablen von ¢ iibereinstimmen.

Insbesondere stimmen die Belegungen jeweils auch auf den freien Variablen von
t1,...,t, iberein und damit kann die IV verwendet werden:

(13 = 20D [ad) = P (A5 [ S) = 13

Damit kann man die Behauptung fiir beliebige Formeln zeigen:

¢ atomar: Fiir ¢ = L trivial. Fiir ¢ = P(t1,...,t,) oder ¢ = t = s verwenden
wir die analoge Aussage iiber Terme.

¢ komplex: Fiir aussagenlogische Kombinationen ist die Aussage trivial, da die
Auswertung funktional ist. Der einzige interessante Fall ist ¢ = V1) (bzw.
Jz1p), da im Allgemeinen nicht gilt: FV(¢) C FV(¢).

Seien also v, w zwel Belegungen, die auf FV(¢) iibereinstimmen.
[9]* =1 <« fiir jedes a € A (bzw. ein a) gilt: [[w]]v[wHa

L, fiir jedes a € A (bzw. ein a) gilt: [[w]]w oo =1 € [6]2 =1

(x)  Wir konnen hier die IV anwenden, da v[z — a] und wlx — a] zwei
Belegungen sind, die auf FV(¢) U {z} = FV(¢) iibereinstimmen.

Damit wurde die Behauptung gezeigt. Q.E.D.
Mithilfe der Auswertung kann nun die Giiltigkeit von Formeln definiert werden.
9.6 DEF (Giiltigkeit in Strukturen): Sei ¢ € £ eine Formel.

(1) ¢ ist in einer L-Struktur 2 unter einer Belegung v giiltig.
= [o]*=1. Man schreibt dann: 2k ¢
Ist dies nicht der Fall, schreibt man auch: A, ¢

(2) ¢ ist in einer £-Struktur 2A giiltig (A ist ein Modell von ¢).
& ¢ ist in A unter jeder Belegung v : VAR — A giiltig.
Man schreibt dann: 2=
Ist dies nicht der Fall, schreibt man auch: 2} ¢.
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(3) Eine L£-Struktur 2 ist ein Modell von I" C L.
& Fiir jedes ¢ € T' gilt: AE¢. Man schreibt dann: AT
Ist dies nicht der Fall, schreibt man auch: 2AFT.

Bemerkung: 2t ¢ bedeutet nicht, dass ¢ unter keiner Belegung in 2 giiltig
ist! Es kann eine Belegung v geben, sodass 2 =, ¢. Damit ist insbesondere auch
A ¢ im Allgemeinen nicht dquivalent mit A | —¢! Vergleiche dazu auch das
folgende Beispiel.

Beispiele (Giiltigkeit in Strukturen): Wir betrachten die Sprache L der
Gruppentheorie.

(1) 3 =(Z,+,0) ist eine Lg-Struktur. Sei ¢ := x = x + 2 € L eine Formel
und v eine Belegung mit v(z) =0 € Z. Es gilt:
[¢]2 =[x = z + 2] = 1, da in der Struktur 3 gilt:
[2]3 = v(2) =0=0+0=10(z) +v(z) = [2] + [2]} = [ + 2]}
Also: 3, ¢.
Fiir eine Belegung w mit w(x) = 3 gilt aber:
[2]3 = w(@) =3 # 3+ 3 = w(z) + w(z) = [2]3, + [2]3} = [z + 2]3.
Damit dann: [z =2 + 2] = 0 und 3#,, ¢.
Aus letzterem folgt wiederum: 3 F ¢.

Das bedeutet: Die offene Formel x = x + x ist zwar unter der Belegung
v in 3 giiltig; insgesamt ist sie aber in der Struktur 3 nicht giiltig, 3 ist
also kein Modell der Formel x = z 4 z.

(2) Auch die ,,wilde® Strukur 20 = (N, min, 5) ist eine Lg-Struktur. Sei ¢ wie
eben und v eine beliebige Belegung. Es gilt nun:
[6]F = [z = 2+ 2]® =1, da in der Struktur 20 gilt:
2 = v(z) = min{o(z), o(e)} = min{ ]2, [} = [o + 2]

Damit gilt unter der Belegung v die Formel x = x 4+ z in der Struktur 207,
in Zeichen: Wk, = =x+ x.

Da die Belegung v beliebig gewahlt war, gilt 2=, « = 2 4 2 schon fiir
jede Belegung.

Also: WEz=z+=.

Alternative Notation (Belegungen):

(1) Wir schreiben statt A=, ¢ auch: A =dlai,...,a,), falls folgendes gilt:
FV(p) ={xi,...,x;, } und i3 < ... < i, und v(z;,) = ay.
D.h.: die k-te freie Variable von ¢ wird durch aj belegt.

(2) Entsprechend verwenden wir die Vektor-Notation: 2= ¢|a).
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9.7 DEF (Erfiillbarkeit): Sei ¢ € £ eine Formel.

(1) Eine Formel ¢ heiit erfillbar (kontingent), falls es eine Struktur 2 gibt,

(2)

in der ¢ giiltig ist. D.h.: A ¢.

Ansonsten heiit ¢ unerfillbar oder Kontradiktion.

Eine Formelmenge I' C L heifit erfillbar, falls es eine Struktur 2 gibt,
sodass jede Formel ¢ € I in 2 giiltig ist. Also:

fir jedespeT': Ao

Ansonsten heifit I' unerfillbar.

9.8 Theorem: Seien ¢, € £ Formeln. Dann gilt fiir jede £-Struktur 2A:

(
(
(
(
(

1
2
3
4
5

)
)
)
)
)

Ao = AR ¢.

A=¢ und ALY, &  AEoAY

A=¢ oder ALY, = AoV

A=¢p—p =  Wemn Ao dann AR,
Akgp e = Ak genau dann, wenn A=1p.

Die Umkehrungen gelten, wo nicht angegeben, nicht allgemein.

Bew.:

Wir zeigen exemplarisch (1) und (2). Der Rest verbleibt als Ubungsaufgabe.

(1) Es gelte A E —¢.

Damit gilt fiir jede Belegung v: A=, —¢.
Das bedeutet: [-¢]* = 1.
Sei v beliebige Belegung.

[¢]7 =1-[-¢]} =1-1=0

Es gilt also fiir diese Belegung v: A}, ¢.
Insgesamt gilt also: A ¢.

Die Umkehrung gilt im Allgemeinen nicht. Betrachte dazu folgendes Ge-
genbeispiel:

Sei A = (A,...) eine L-Struktur zu einer beliebigen Sprache L, wobei
A :={0,1} zwei-elementig ist. Fiir die Formel ¢ := z = y gilt: A} .

(Fiir eine Belegung v mit v(z) := 1 # 0 =: v(y) ist [¢]* = 0.)
Es gilt aber auch nicht: 2 —¢.
(Fiir eine Belegung v mit v(z) := 0 =: v(y) ist [~¢]* = 0.)
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(2) Es gelte A= ¢ und A fir zwei Formeln ¢ und . Damit gilt fiir jede

Belegung v: A=, ¢ und A=, 9.
Das bedeutet: [¢]2 = [¢]* =1. (%)
Sei v beliebige Belegung.

[o Avld =ol3 - W]s 2 1-1=1

Das bedeutet: A, ¢ A

Da v beliebig gewahlt war, gilt: A= ¢ A .

Gilt hingegen 2 = ¢ A ¢, dann gilt fiir eine beliebige Belegung v:
[ > [l3 - w13 = [o A ]y =1

Also gilt insbesondere auch 2 | ¢. Analog erhiilt man auch: 2}=1).

Damit wurden beide Richtungen gezeigt. Q.E.D.

9.9 Theorem: Sind ¢,¢ L-Aussagen (FV(¢) = FV(¢)) = @), dann gilt
zusétzlich zu den oben genannten Implikationen auch:

1
2

(1)
(2)
(3)
(4)

4

Bew.:

ko = AR-o

A=pVe =  AE¢ oder Ak,

Wenn Ak¢ damn ARy, = Ao —1p
AE¢ genau dann, wenn A, = AE¢ o

Es wird die erste Behauptung gezeigt, der Rest verbleibt als Ubungsaufgabe.

(1) Es gelte: AR o.

Damit gibt es (mindestens) eine Belegung w, so dass: 2AF~, ¢.
Also [¢]* = 0. Damit gilt auch: [-¢]2 =1-[¢]2 =1-0=1.
Sei v beliebige Belegung.

Da FV(—¢) = FV(¢) = @ folgt mit dem Koinzidenz-Lemma:

[-6l3 = [~¢ly =1
Da v beliebig gewihlt, gilt auch A = —¢.

Q.E.D.
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9.10 DEF (Allabschluss): Sei ¢ € £ Formel, so dass FV(¢) = {xi,,..., 2, }
mit iy < ... < in. Die Aussage V(¢) := Va;, ...Va;, ¢ € L heifit dann der
Allabschluss von ¢.

9.11 Lemma (Allabschluss): Sei ¢ € £ beliebige Formel. In jeder £-Struktur
A=(4,...) gilt:
ARV(e) < Ako
Bew.:
Sei n € N mit V(¢) = Vay,...,Vx,. Wir schreiben & fiir (z1,...,2,).

»= Sei v eine beliebige Belegung. Es gilt v(¥) = b fiir ein b € A™.
Aus AEV(¢) folgt: AE, V(¢). Also: [V(¢)]? =1.

Das bedeutet: fiir alle @ € A™: [[Qb]]%[f.—»d] =1
(n-fache Auswertung des Allquantors.)
Insbesondere gilt damit auch: [¢]® @ M]]%EHE} =1.

(%) v = [T — b).

»<=“ Falls A V(¢), dann gibt es Belegung v und ein @ € A™ mit [[(b]]%[[ 0.

Tod
Damit wurde mit v[Z +— @] eine Belegung gefunden, unter der ¢ mit 0
ausgewertet wurde. Damit gilt schon: 2AF ¢. Q.E.D.
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8§10 Sitze zur Semantik

In diesem Abschnitt werden folgende Themen behandelt: Folgerungsbegriff,
Substitution, Tautologien und Pranexe Normalformen.

10.1 DEF (allgemeingiiltig): Eine Formel ¢ € L heifit allgemeingiiltig
(tautologisch), falls ¢ in jeder L£-Struktur 2 giiltig ist.

Man schreibt dann: = ¢.

Bemerkung: Ist eine Formel —¢ € £ allgemeingiiltig, dann ist ¢ selbst kon-
tradiktorisch (vgl. DEF 9.7). £ ¢ ist jedoch nicht hinreichend dafiir, dass ¢ eine
Kontradiktion ist.

10.2 DEF (AL-Form): Eine Formel ¢ hat die Aussagenlogische-Form
(AL-Form 1), falls 1 eine AL-Formel ist und ¢ durch geeignete Substitution der
Aussagevariablen von v entsteht. Es gibt also fiir ¢ mit ATM(¢)) = {p1,...,pn}
pradikatenlogische Formeln ¢1, ... ¢, € L, so dass folgendes gilt:

¢2¢[¢17~--7¢n/p1>---;pn]

Beispiele (AL-Form):

(1) Jede priadikatenlogische Formel ¢ € £ hat trivialerweise die AL-Form py,
da: ¢ = pi[¢/p1].

(2) Ve:xz =2 — (3 : 2z =z — Va : z = z) hat unter anderem die AL-Form
p1 — p2 und auch die AL-Form ps; — (p1 — pa2).

Insbesondere ist die AL-Form einer Formel ¢ € £ nicht eindeutig gegeben.

10.3 Theorem (Permanenz der AL in der PL): Hat eine Formel ¢ € £
die AL-Form einer aussagenlogischen Tautologie ¢, dann ist sie (im Sinne der
Priidikatenlogik) allgemeingiiltig.

Bew. (Skizze):
Es gelte fiir geeignete Formeln: ¢ = ¥[¢d1,...,dn/P1,- -, D).

Sei dann 2 eine beliebige £-Struktur und v eine beliebige Belegung der Variablen
in 2. Ferner sei w, eine aussagenlogische Wahrheitswertzuordnung, so dass fiir
jedes 1 < k < n folgendes gilt: w,(py) := [or]*

Mit einer leichten Induktion 18t sich zeigen: [¢]* = [¢]w, = 1
Da v beliebig gewihlt wurde, gilt also: 2= ¢.
Da 2 beliebig gew#hlt war, gilt insgesamt: = ¢. Q.E.D.

Beispiel (Permanenz): Die Formel Vz¢ — (z(yp — o) — Vag) ist allge-

meingiiltig (fiir beliebige Formeln ¢, 1,0 € L), da sie die AL-Form p — (¢ — p)
hat und das eine AL-Tautologie ist.
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10.4 DEF (Folgerung): Eine Formel ¢ € L folgt aus einer Formelmenge
I' C L, falls fiir jede £-Struktur 2 und dort fiir jede Belegung v gilt:

AT = AR o

Man schreibt dann: Tk ¢.
Bemerkungen:

(1) Es geniigt nicht, solche Strukturen zu betrachten, in denen I' giiltig ist.
Insbesondere miissen auch in Strukturen 2 mit AT solche Belegungen
v betrachtet werden, unter denen gilt: A= T

(2) Mithilfe des Koinzidenz-Lemmas kann die Definition fiir Aussagen verein-
facht werden:
Fiir ¢ € £ Aussage und I' C £ Aussagenmenge gilt: T'l=¢
< Fiir jede £-Struktur 2 gilt: AT = Ao
(3) Vergleicht man diese Definition mit der aussagenlogischen Folgerung, wird

die Parallele zwischen den Wahrheitswertzuordnungen einerseits und den
Strukturen und Belegungen andererseits deutlich.

(4) Ist T = {41,...,1,} endlich, dann schreiben wir auch 1, . .., ¥, = ¢ statt
{¢H7~--;¢n}.::¢

(5) Sind A,T' C £ zwei Formelmengen und ¢ € L eine Formel, dann folgt aus
A CT und A [ ¢ schon I' = ¢. (Monotonie der Folgerungsbeziehung.)

(6) Die logische Folgerung ist bei uns fiir Formeln mit freien Variablen so
definiert, dass sie fiir jede einzelne Belegung gilt. Haufig wird der Begriff
der logischen Folgerung nur fiir Aussagen definiert.

10.5 Lemma (Import-Export): Sei I' C £ Formelmenge, ¢,¢ € L zwei
Formeln. Dann gilt: AU{¢} ¢ genau dann, wenn AEy — ¢

Bew.:

»= Sei 2 eine L-Struktur, v eine Belegung, so dass A=, A. Falls A}~ ), dann
gilt schon A= ¢ — ¢. Gilt hingegen 2 =, ¢, dann folgt aus AU {¢} = ¢
zunichst A =, ¢ und wieder A=, ¢ — ¢.

»,<=“ Analog. Q.E.D.

10.6 DEF (logisch-iquivalent): Zwei Formeln ¢,1 € L heiflen logisch-
dquivalent (¢ =5 E1), falls folgendes gilt: ¢E1 und ¢ Eo.

Bemerkung: Zwei Formeln ¢,1 € £ sind genau dann logisch-dquivalent,
wenn = ¢ <« 1 gilt.
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10.7 Satz (Quantoren): Fiir alle £-Formeln ¢ und alle Variablen z gelten
folgende Beziehungen:

(1) JzpdE=-Vz-¢ und Ved=pE-Jz-¢
(2) VaVyo3 EVyVe¢ und Fzxdye = EJyae

(3) JaVy¢ = VyIag
Die Umkehrung gilt nicht im Allgemeinen. Es gibt also Formeln ¢ mit:

VaIye B FyVed

Bew.:  Verbleibt als Ubungsaufgabe. Q.E.D.

Im Folgenden soll die Substitution definiert werden. Wieder muss man diese
zuerst fiir Terme definieren, um dann die Definition auf Formeln erweitern zu
konnen. Auf eine exakte (rekursive) Definition, wie in der Aussagenlogik ge-
macht, wird hier zugunsten der leichteren Lesbarkeit verzichtet.

10.8 DEF (Substitution): Die Substitution ist wie folgt definiert:

(1) Seit,s € TERM, x eine Variable: t[s/z] ist derjenige Term, in der jedes
Vorkommen von x in t durch s ersetzt wurde.

(2) Sei ¢ € L, s € TERM und z eine Variable: ¢[s/x] ist diejenige Formel,
in der jedes freie (!) Vorkommen der Variablen x in der Formel ¢ durch
den Term s ersetzt wurde.

(3) Seigp €L, s1,...,8, € TERM und z1,...,z, paarweise verschieden Va-
riablen:  @[s1/x1, 82/2a, ..., Sn/xn] = ¢[5/Z] ist diejenige Formel, in der
simultan alle freien Vorkommen der Variablen x1,...,x, in der Formel ¢
durch die entsprechenden Terme ersetzt wurden.

(4) SeiI' C L eine Formelmenge, s € TERM und «x eine Variable:

[ls/z] := {¢[s/z]; ¢ €T}

Konvention (Notation der Substitution): Es wird fiir die Substitution
eine informelle, suggestive Notation verwendet:

Wird an einer Stelle ¢(x1, ..., x,) geschrieben, bedeutet dies, dass in der Formel
¢ die Variablen z1,...,x, vorkommen kénnen. Wird dann im selben Kontext
o(t1,...,t,) geschrieben, dann wird damit die simultane Substitution durch die
Terme tq,...,t, angedeutet.
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Bemerkungen:

(1) Man beachte, dass bei der Substitution nur freie Vorkommen einer Va-
riablen ersetzt werden. Gebundene Vorkommen der Variablen bleiben un-
veradndert.

(2) Wie schon in der Aussagenlogik unterscheidet sich die mehrfache Hinter-
einanderausfithrung von Substitutionen von der simultanen Substitution.
Analoge Beispiele wie in der Aussagenlogik lassen sich leicht angeben.

(3) Eine Formel kann bei Substitution ihre Bedeutung wesentlich verdndern;
dies geschieht, wenn durch die Substitution neue Variablen in den Wir-
kungsbereich von Quantoren kommen. Betrachte dazu folgende Formel:

¢p:=drx:x=1+y

Unabhéngig von der Belegung der Variablen y gilt diese Formel in den
natiirlichen Zahlen.

e d2/yl=TFrx:x=1+42
Hier hat sich offenbar an der Wahrheit der Formel nichts geéndert.
e dlz/yl=Fx:z=1+=x

Diese Formel ist in den natiirlichen Zahlen nicht mehr giiltig; ihr
Wahrheitswert hat sich verédndert.

Die Substitution sollte aber wahrheitskonservierend sein.
Die letzte Bemerkung motiviert zu folgender Definition.

10.9 DEF (frei einsetzbar): Ein Term ¢ ist in einer Formel ¢ frei einsetzbar
fiir die Variable z, falls:

¢ atomar ist,

(1)
(2) falls ¢ =1 oo und t sowohl in 1 als auch in o fiir = frei einsetzbar ist,
(3) falls ¢ = =) und ¢ in 9 fiir x frei einsetzbar ist oder

(4)

falls ¢ = Qy fiir einen Quantor @ und es gilt:

o © ¢ FV(¢) oder (1)
o y FV(t) und t ist frei einsetzbar fiir = in 9.

Das bedeutet: durch die Substitution gerét keine Variable in den Wirkungs-
bereich eines Quantors, der diese Variable binden wiirde.

Konvention: Im Folgenden wird bei Substitutionen immer vorausgesetzt,
dass freie Einsetzbarkeit vorliegt.
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10.10 Satz (Uberfithrungs-Lemma): Sei ¢(z) € £ beliebige Formel, ¢ ein
Term, der in ¢ fiir die Variable z frei einsetzbar ist. Dann gilt fiir jede £-Struktur
A= (A4,...) und jede Belegung v:

[6()]2 = [[¢(x)]]g[xH[t]]g‘]
Bew.:
Durch Induktion. Verbleibt als Ubung. Q.E.D.

Eng verwandt mit der Substitution ist das Konzept der gebundenen Umbenen-
nung. Dabei geht es darum, logisch gleichwertige Varianten von Formeln zu
konstruieren, in denen die Variablen, die durch Quantoren gebunden sind, um-
benannt werden.

10.11 DEF (Variante): Sei ¢ € £ beliebige Formel.

(1) Sei Qzy(x) < ¢ fiir einen Quantor @ € {V, 3} eine Teilformel von ¢ und
y eine Variable, die in ¢ nicht vorkommt (weder gebunden noch frei).

Die Formel ¢', die aus ¢ entsteht, indem die Teilformel Qx t(z) durch die
Formel Qy ¢ (y) ersetzt wurde, heifit einfache Variante von ¢.

Diese Ersetzung von Teilformeln wird gebundene Umbenennung genannt.

(2) Entsteht ¢’ durch beliebig hiufige Anwendung der gebundenen Umbenen-
nung aus ¢, so heifit ¢’ Variante von ¢.

(3) Eine Formelmengen I C £ heifit Variante einer Formelmenge I' C £, falls
sie folgendes erfiillt:
(a) Jede Formel ¢’ € T” ist Variante einer Formel ¢ € T'.

(b) Fiir jede Formel ¢ € T gibt es eine Formel ¢’ € I, so dass ¢’ eine
Variante von ¢ ist.

Bemerkungen (Variante):

(1) Durch die gebundene Umbenennung kann man erreichen, dass zu einer
vorgegebenen Formel ¢ und einem Term ¢ eine Variante von ¢ gefunden
wird, in der ¢ frei einsetzbar ist.

(2) Variantenbildung ist nicht symmetrisch.

So ist etwa die Formel ¢ := Vx : © = 2 AVy : y = y eine Variante der
Formel ¢ :=Vz:z =2 AVz: 2z ==z.

Da aber bei der Varianten-Bildung nur neue Variablen zugelassen sind
und jeweils nur ein Vorkommen eines Quantors ersetzt wird, kann ¢ keine
Variante von 1 sein.

(3) Ist eine Formel ¥ € £ Variante einer Formel ¢ € £, dann sind ¢ und 9
logisch-dquivalent. Die Umkehrung gilt im Allgemeinen nicht.
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(4) Vorsicht: Die Variante I einer Formelmenge I' muss nicht die gleiche
Kardinalitdt haben wie die urspriingliche Menge.

So ist {¢' € L : ¢ ist Variante von Vz : x = z} eine unendlich grofie
Variante der einelementigen Menge {Vz : z = x}.

Ebenfalls kann die Variante einer Menge echt kleiner als die urspriingliche
Menge werden, falls in der urspriinglichen Menge verschiedene Varianten
einer Formel enthalten sind. So ist {Vz : = x} eine Variante der Menge
{Vae:x=2a,Vy:y=y}

Zum Abschluss dieses Abschnittes werden prianexe Normalformen von Formeln
diskutiert. Um die Beweise zu vereinfachen, wird ab hier angenommen, dass
neben den beiden Quantoren V und 3 lediglich L und — als Junktoren in der
Sprache vorkommen. Die anderen Junktoren werden als abkiirzende Schreibwei-
sen verstanden.

10.12 DEF (PNF): Eine Formel ¢ heifit Prineze Normalform (PNF), falls
sie der Form ¢ = Q12 ... Qrzn, ¥ ist, wobei die (); beliebige Quantoren und
1) eine quantorenfreie Formel sind. Der Quantorenblock wird auch Prdfiz und
die Formel 1 als Kern oder Matriz von ¢ bezeichnet.

Zur Konstruktion einer PNF zu einer beliebigen Formel werden einige logische
Aquivalenzen bendtigt:

10.13 Theorem (Logische Aquivalenzen): Seien ¢, € L beliebige For-
meln. z eine Variable, so dass = ¢ FV(¢). Dann gelten folgende Aquivalenzen:

(1) va( )
(2) 3a( )
(3) Va(¢ —¢)
(4) 3x( )

Bew.:
Wir zeigen exemplarisch (1), der Rest verbleibt als Ubung.
Sei dazu 2 = (A, ...) beliebige Struktur, v beliebige Belegung. Es ist zu zeigen:

Ak, Vo — @) & AR, ¥ - Vao

»= Es gelte also: A, Va(y — ¢). Angenommen A, ) — V.
Dann muss gelten: 2=, 1 und es gibt ein a € A mit AP, 5 o(2).
Da z ¢ FV(¢) gilt mit dem Koinzidenz-Lemma: 2, ¢
Damit wurde aber ein a € A gefunden mit: Ql};év[mHa] Y — ¢
Daher gilt: Ap~, Va() — ¢) WIDERSPRUCH
o= Es gelte nun A = 1 — Va¢é. Angenommen AR, Vr(y — ¢).
Dann gibt es ein a € A mit: AR (b —¢). (%)
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Damit gilt insbesondere: 2=, , ¥

Und mit Koinzidenz-Lemma auch: A=, .

Nach Voraussetzung muss also auch gelten: A |=, Va¢
Nach (x) gilt aber: 2B, . 5.

Was ein WIDERSPRUCH ist.

Damit wurden beide Richtungen der Aquivalenz gezeigt. Q.E.D.

Bemerkung: Aus (3) ergibt sich leicht, dass die Formel 3z(¢(z) — Yyo(y))
allgemeingiiltig ist. Das erscheint auf den ersten Blick paradox. Man mache sich
semantisch klar, warum diese Formel allgemeingiiltig ist.

10.14 Theorem (Existenz einer PNF): Zu jeder Formel ¢ € L gibt es eine
logisch-dquivalente Formel ¢ € L, so dass ¢ eine prinexe Normalform ist und
dieselben freien Variablen wie ¢ hat (FV(¢) = FV(¢))).

Bew.:

Um die Behauptung zu beweisen, sollen die Aquivalenzen aus obigem Theo-
rem verwendet werden. Dazu muss sichergestellt werden, dass die Variablen-
Bedingungen erfiillt sind. Dies erreicht man durch geeignete Varianten der zu
betrachtenden Formeln. Der Beweis erfolgt durch Induktion iiber den Formel-
aufbau.

¢ ist atomar: Dann ist ¢ schon in PNF und es ist nichts zu zeigen.
IV: Zu ¢ und o gibt es geeignete Formeln ¢’ und ¢’ in PNF.

¢ = Vzx1): Die Formel V1)’ ist in PNF.
Ebenfalls gilt FV(¢) = FV (V') und E ¢ < Vau)'.

¢ = ¢ — o: Mit der IV erhalten wir geeignete ¢’ und ¢’ in PNF. Es gilt also:

W= Qulry ... Quan” und o' = Qui1Tnit - QnimTnimo’

fiir geeignete n,m € N und ", 0" € £ quantorenfrei.

Seien y1, ..., Yn+m paarweise verschiedene, neue Variablen, die alle nicht
in ¢’ = ¢ — ¢’ vorkommen. (Solche Variablen gibt es, da die Formel
endlich lang ist und unendlich viele Variablen zur Verfiigung stehen.)

Insbesondere gilt fiir 1 <i < n+m damit: y; € FV(¢') (%)

Sei ¢ das Resultat der gebundenen Umbenennung der Quantoren Q;x;
in Q;y; in der Formel ¢".

Nun kénnen alle Quantoren von ¢ der Reihe nach mit Theorem 10.13 vor
die Formel gezogen werden, da aufgrund von (x) die Variablen-Bedingung
erfiillt ist.

Das Resultat g?) hat dieselben freien Variablen wie ¢, beide Formeln sind
logisch-dquivalent und ¢ ist eine PNF. Q.E.D.

_71-



QUANTORENLOGIK  (VER. JuL ’09) SATZE ZUR SEMANTIK

Bemerkung (PNF):

(1)

Die PNF zu einer Formel ¢ ist nicht eindeutig bestimmt. Es kommt auf die
Umbenennung der gebundenen Variablen an; auf die Reihenfolge, in der
die einzelnen Quantoren nach vorne gezogen werden, und schliellich kann
man die innere Formel ¥ auch durch logisch-dquivalente Formeln ersetzen.

Der Satz deutet nur an, wie man praktisch bei einer gegebenen Formel
¢ eine geeignete PNF findet. In der Praxis werden zuerst alle gebunden
Variablen wie im Fall — umbenannt. Anschliefend ist eine Umbenennung
nicht mehr notwendig und die Quantoren koénnen schrittweise aus den
einzelnen Teilformeln herausgezogen werden.

Verwendetet man weitere Junktoren in der Sprache, kann man diese ent-
weder alle durch — und L ausdriicken oder man benttigt weitere logische
Aquivalenzen, um die Quantoren aus den Teilformeln herauszuziehen.
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8§11 Syntaktisches Schlielen

Der Kalkiil des Natiirlichen Schliefflens wird in diesem Abschnitt auf die Préadi-
katenlogik erweitert. Es werden formal wieder mehrere verschiedene Kalkiile
eingefiihrt, die sich durch die verwendeten Schlussregeln unterscheiden. Diese
bezeichnen wir aber alle als Kalkiil des Natiirlichen Schlielens.

Vorbemerkungen:

(1)

Erweiterung des aussagenlogischen Kalkiils: — Der Kalkiil aus der Aus-
sagenlogik wird hier erweitert. Das bedeutet, dass alle Schlussregeln fiir
Junktoren aus der Aussagenlogik unverédndert iibernommen werden.

Sétze, in denen lediglich tiber Junktoren gesprochen wurde, kénnen aus
der Aussagenlogik direkt in die Pradikatenlogik iibertragen werden und
bleiben damit hier erhalten.

Unterschiedliche Kalkiile:  Die verschiedenen Kalkiile werden alle fiir for-
male Sprachen £ mit beliebiger Signatur (o, 7, I) definiert. Je nachdem,
welche logischen Zeichen in der Sprache vorkommen und fiir welche Zei-
chen Schlussregeln im Kalkiil existieren, werden die verschiedenen Kalkiile
benannt:

(a) NK': Fiir formale Sprachen mit den Junktoren A, — und L und
dem Quantor V. Nur fiir diese logischen Zeichen gibt es Schlussregeln
im Kalkiil. Das Gleichheitszeichen gehort zwar zur Sprache, aber es
gibt keine Schlussregeln fiir die Identitéit im Kalkiil.
Die Junktoren V und <« und der Existenzquantor (3) werden, als
Abkiirzungen verstanden. (Hier gilt etwa: Jz¢p = =Vz—¢).

(b) NK: Fiir formale Sprachen mit den Junktoren A, V, —, < und
1 und den Quantoren 3 und V. Wieder stehen im Kalkiil fiir all
diese logischen Zeichen Schlussregeln zur Verfiigung. Das Gleichheits-
zeichen gehort zwar zur Sprache, aber es gibt keine Schlussregeln fiir
die Identitat im Kalkiil.

Zu beachten ist: Die Junktoren V und < und der Quantor 3 sind
im Rahmen dieses Kalkiils keine (!) Abkiirzungen, sondern gehéren
genuin zur formalen Sprache dazu.

So gilt etwa: Jx¢ # V¢

(c) NKL: Wie NK', wobei zusiitzlich Regeln fiir die Identitiit zum
Kalkiil gehoren.

(d) NK_: Wie NK, wobei zusitzlich Regeln fiir die Identitéit zum
Kalkiil gehoren.
Die Negation wird grundsétzlich als abkiirzende Schreibweise verstanden.

In einigen Sitzen zum Kalkiil NK’ — dort wird noch einmal darauf hinge-
wiesen — wird auch die Konjunktion zur Vereinfachung des Beweises als
abkiirzende Schreibweisen interpretiert.

Merkregel: ~ Als grobe Regel 148t sich festhalten: Gehoren die Schluss-
regeln bzgl. eines logischen Zeichens (hier Junktor oder Quantor) zum
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betrachteten Kalkiil, dann wird das Zeichen als zur Sprache gehérend auf-
gefafit. In diesem Fall muss die gegenseitige Ableitbarkeit zwischen Formel
und gewohnter Abkiirzung — die hier keine ist — bewiesen werden.

Stehen die Regeln im Kalkiil nicht zur Verfiigung, dann handelt es sich
um echte Abkiirzungen. In diesem Fall ist die gegenseitige Ableitbarkeit
trivial. Das Gelten der gewohnten Schlufiregeln hingegen muss bewiesen
werden.

Weitergehende Definitionen:  Die auf den Schlussregeln eines Kalkiils
aufbauenden Definitionen (etwa: Ableitung, Hypothesenmenge oder Ab-
leitbarkeit) miissen fiir jeden neuen Kalkiil in Abhéngigkeit der dort vor-
handenen Schlussregeln separat definiert werden.

Diese Definitionen erfolgen vollig schematisch in Analogie zu den entspre-
chenden Definitionen in der Aussagenlogik. Entsprechend werden diese
Definitionen hier nicht mehr explizit angegeben, sondern nur implizit vor-
ausgesetzt.

Notation von Ableitungen:  Gelegentlich wird im Folgenden aus Platz-
griinden bei konkreten Ableitungen auf die Notation der verwendeten
Schlussregel verzichtet; diese 148t sich dann aber leicht aus dem Kontext
erganzen.

Gelegentlich wird eine Schlussstrich mit (=) markiert. Dies geschieht,
um im Aufschrieb der Ableitung zwischen verschiedenen Schreibweisen
einer Formel (etwa abkiirzende und explizite Schreibweise) zu wechseln.
Das erleichtert das Lesen der Ableitung und verdeutlicht das Geschehen.
Tatséchlich wird aber der Kalkiil nicht (!) um eine Regel = erweitert und
in der Ableitung findet an dieser Stelle kein Schluss statt. Es handelt sich
lediglich um eine Leseerleichterung.

Vorbemerkung (Schlussregeln): Die Schlussregeln fiir Quantoren erfor-
dern eine gewisse Vorsicht beim Umgang mit den Variablen. N&heres steht bei
den einzelnen Regeln. Die Regeln werden jeweils zweimal angegeben: links in
informeller und rechts in ,, offizieller* Notation.

11.1 DEF (Regeln fiir Quantoren): Fiir die Quantoren gelten folgende
Regeln:

(1)

Einfiihrung des Allquantors:

D D
o(y) Ply/x]

z und y diirfen dieselbe Variable sein, y darf aber in keiner Annahme, von
der ¢ abhéngt, frei vorkommen.

(Also: 0 € Hyp(D) = y ¢ FV(o))
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Beispiel:  Sei D eine Ableitung, in der y nicht frei in Hyp(D) vorkommt.

D D

Y=z . y=z
— (VI b —— (VI
Vx:x:z( ) Vy:y:z( )

Die quantifizierte Formel gibt vor, wie die Formel ¢ aussieht. Man schliefit
also von einer Formel mit Substitution auf die urspriingliche. Im ersten
Fall ist ¢ = 2 = z und man schlieft von ¢(y) auf Vz : ¢(z). Im zweiten
Fall ist ¢ =y = z.

Beseitigung des Allquantors:

Vao(x) N4 70
o) ) e

In der Formel ¢(z) muss t frei einsetzbar fiir x sein.

Einfiihrung des Existenzquantors:

ORI ot/

VR (31)
Jzg(x) dz¢

Hier wird vom Resultat einer Substitution auf die urspriingliche Formel
geschlossen, die zudem quantifiziert wird. Die urspriingliche Formel ¢(z)
(bzw. die Variable x) muss so gewihlt werden, dass der Term ¢ frei ein-
setzbar ist fiir x.

Beispiel:

Vy(z =y —y=2)
J2Vy((z = y) — (

. o(2)

— ) = e

<

In der Formel ¢(x) = Vy(x = y — y = ) ist der Term ¢ = z frei einsetzbar
fiir . Entsprechend darf man von der Primisse ¢(z) aus schlieflen.

Anstatt von ¢(z) hitte man auch von ¢(x) aus schlieflen konnen, da in
¢(x) auch x frei einsetzbar ist.
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(4) Beseitigung des Existenzquantors:

[¢(y)] [9ly/=]]
D
Y

D
Fzgp(x) P (3E) Jz¢ (3E)

Die Variable y darf weder in ¥ noch in den offenen Annahmen von D —
abgesehen von ¢ selbst — frei vorkommen. z = y ist erlaubt.

(Es muss gelten: o € (Hyp(D)\{¢(y)}) U{v} =y €FV(o))

11.2 DEF (Der Kalkiil NK'): Der Kalkiil, der aus folgenden Schlussregeln
besteht, wird mit NK’ bezeichnet:

(1) Schlussregeln fiir die Junktoren A, — und die RAA

(2) Schlussregeln fiir den Quantor V

Bemerkungen:

(1) Im Kalkiil NK’ gibt es keine Regeln fiir den Umgang mit dem Gleichheits-
zeichen. Damit wurde aber nicht gefordert, dass das Gleichheitszeichen in
der zugrundeliegenden Sprache £ nicht vorkommt.

Tatsédchlich gehort das Gleichheitszeichen immer zum Alphabet einer for-
malen Sprache. In diesem Kalkiil kommen lediglich die Eigenschaften der
Identitéat im Kalkiil nicht zum Tragen.

(2) Wie schon in der Aussagenlogik kann der Kalkiil NK’ erweitert werden.
Der Kalkiil, der um die Regeln fiir die Disjunktion, die Biimplikation und
den Existenzquantor erweitert wurde, wird mit NK bezeichnet.

Im Kontext von NK geht man davon aus, dass alle Junktoren (bis auf die
Negation) und die Quantoren genuin zur Sprache gehoren. Im Kontext
von NK’ hingegen werden auch der Existenzquantor, die Disjunktion und
die Biimplikation als abkiirzende Schreibweisen verstanden.
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Wir haben in der Semantik gesehen, dass der Existenzquantor dort durch den
Allquantor und die Negation ausgedriickt werden kann. Hier wird im Folgenden
dieser Zusammenhang im Kalkiil des Natiirlichen SchlieBens diskutiert. Dabei
sind zwei Fille zu unterscheiden:

(1) NK: Der Existenzquantor gehort genuin zum Alphabet der formalen
Sprache und hat eigene Schlussregeln. Auf dieser Grundlage wird im Kal-
kiil NK gezeigt:

dx¢H4F-Vr—-¢p und Vze-dFk-Iz-¢

(2) NK’': Im anderen Fall ist der Existenzquantor eine abkiirzende Schreib-
weise. Die Formel Jz¢ kiirzt die Formel =Vz—¢ ab. Hier stehen die Schluss-
regeln fiir den Existenzquantor im Kalkiil NK’ nicht zur Verfiigung und
miissen entsprechend bewiesen werden.

Nachdem man beide Félle behandelt hat, weifl man, dass es unerheblich ist, ob
der Existenzquantor zur Sprache gehort oder als Abkiirzung mit abkiirzenden
Schlussregeln eingefiihrt wurde.

11.3 Theorem (Genuiner Existenzquantor): Gehort der Existenzquantor
genuin zur Sprache £ und stehen seine Schlussregeln zur Verfiigung, dann gilt
fiir beliebige £-Formeln ¢ und Variablen x im Kalkiil NK:

(1) JzgpAF Vo6
(2) Vzpdrk-Iz-¢

Bew.:  Wir zeigen exemplarisch die erste Aussage.

Wir miissen dazu zwei Ableitungen D; und Dy angeben, in der aus der linken
Formel die rechte Formel bzw. umgekehrt abgeleitet wird.

el
77}_“: Dl = [¢($>]1 “(b(.’l?)
324(2) = (FE1) (%)
;(Hlﬁ)
“Vz-¢(x)
T
Jzp(z) [~3zp(x)]?
5,1 Doy = 1 oL
2 o )
Vr—¢(x) V- (x)
J_ .
W(RAA,Q)

Da die Nebenbedingungen an die verwendeten Terme und Formeln jeweils bei
(%) eingehalten werden und insbesondere bei (xx) die Formel ¢(z) schon geléscht
ist, ist die erste Behauptung gezeigt. Q.E.D.
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11.4 Theorem (Existenzquantor als Abkiirzung): Ist der Existenzquan-
tor eine abkiirzende Schreibweise, dann sind die Schlussregeln fiir den Existenz-
quantor giiltig.

Es gilt also im Kalkiil NK':
(1) Sei ¢(x) eine L-Formel, so dass ein Term ¢ frei in ¢ fiir eine Variable x
einsetzbar ist. Dann gilt:  ¢(¢) F 3z ()

(2) Sei ¢(x) eine L-Formel. Desweiteren sei I' U {o} C £ Formelmenge mit:
y ist eine Variable, die in keiner Formel ¢ € T' U {0} frei vorkommt und
es gilt T', ¢(x) o vermoge einer Ableitung D,,.

Dann gilt auch: T',3zé(z)tFo.
Bew.:

(1) Betrachte folgende Ableitung:

R
(1) —o(t)
1 .
ﬁv.%‘ﬁ(b(.%') Ej)ll)
wo(z)
(2) Betrachte:
L, [p(y)]*
D,
o [—o]?
L .
S| o) Y
—Vz-¢(z) Vg (x)
- (RAA2)

Es ist zu beachten, dass nach Voraussetzung jeweils bei (x) die Nebenbedingun-
gen an die verwendeten Terme und Formeln bei den Schlussregeln eingehalten
wurden. Q.E.D.

Bemerkung: Die letzten beiden Theoreme zeigen, dass wir in der Praxis nicht
unterscheiden miissen, ob der Existenz-Quantor genuin zur Sprache gehort oder
nicht. Wir werden jeweils von dem Fall ausgehen, der einfacheres Arbeiten ver-
spricht. So werden wir bei Induktionen iiber Formel- und Beweisaufbau zumeist
von Abkiirzungen ausgehen, bei konkreten Ableitungen die Schlufiregeln den-
noch verwenden.

Ebenfalls gilt Theorem 10.13 analog, wenn man ,,= “ durch ,,4F¢ ersetzt und
auf NK’' bzw. NK bezieht. Wir zeigen im Folgenden exemplarisch einen der
Félle; der Rest verbleibt als Ubung.
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Im Folgenden wird der Kalkiil so erweitert, dass die Eigenschaften der Gleichheit
verwendet werden.

11.5 DEF (Regeln fiir die Identitét): Fiir das Gleichheitszeichen gelten
folgende Regeln:

(1) Reflexivitét:

(IR1)

Dabei ist ¢ ein beliebiger Term.

Bemerkung: Das ist die einzige Schlussregel im Kalkiil des Natiirlichen
Schlieflens, die keine Pramissen hat. Damit kann diese Regel mit einem
Axiom (genauer: Axiom-Schema) identifiziert werden.

Damit ist die folgende Ableitung zuléissig, um FVx : = x zu zeigen:
(IR1)
(V1) (%)

Ve: z==x

(%) Alleinfithrung erlaubt, da es keine offenen Annahmen gibt, in denen
x frei vorkommt.

(2) Symmetrie:

t=3s
—— (IR
—, (IRz2)

Dabei sind ¢, s beliebige Terme.

(3) Transitivitét:

Dabei sind t, s, r beliebige Terme.

(4) Einsetzbarkeit (Substitutivitdt) in Terme:

tl :5_{ - ﬂtnﬂ: Sn (IR4)
tt/Z] = t[5/7]
Dabei sind t4,...,t,, S1,..., S, beliebige Terme.
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(5) Einsetzbarkeit (Substitutivitét) in Formeln (zunéchst in informeller No-

tation):
t1281 thSn (b({)
(IR4)
¢(5)
Dabei sind t4,...,%t,,s1,...,S, Terme, so dass die freie Einsetzbarkeit in

der Formel ¢ gegeben ist. Es wird aber nicht vorausgesetzt, dass der Term
t; an jedem freien Vorkommen durch s; ersetzt wird (1 < i < n).

Diesem wird die formale Notation gerecht:

t1 = s1 tn:Sn ¢[f/g] (

IR,)

Man muss eine Formel ¢ rekonstruieren, so dass ¢[f/Z] zur Primisse wird
und ¢[5/Z] zur Konklusion. Dabei konnen in ¢ durchaus schon einige
Terme t; vorkommen (1 < ¢ < n). Das sind dann diejenigen, die in der
informellen Notation nicht ersetzt wurden.

Es muss natiirlich beachtet werden, dass die verwendeten Terme fiir die
Variable z frei einsetzbar sind.

Die Schlussregel der Einsetzbarkeit in Formeln wird genauso wie die der
Einsetzbarkeit in Terme gekennzeichnet.

11.6 DEF (Der Kalkiil NK_): Der Kalkiil, der aus folgenden Schlussregeln
besteht, wird mit NK” bezeichnet:

(1) Schlussregeln fiir die Junktoren A, — und die RAA

(2) Schlussregeln fiir den Quantor ¥

(3) Schlussregeln fiir die Identitét

Bemerkung: Wieder kann der Kalkiil NK_ zum vollen Kalkiil NK_ erweitert
werden. Hier stehen insbesondere auch die Schlussregeln fiir die Disjunktion, die
Biimplikation und den Existenzquantor zur Verfiiligung.

11.7 Satz (Redundanz von Regeln): Die Schlussregeln IR, und IRs kénnen
durch Anwendung von IR; und IR4 ersetzt werden.

Bew.:

(1) Redundanz von IR»:
Seien t und s beliebige Terme, x eine Variable, die nicht in ¢ vorkommt.
Setze ¢(z) : = x =1.

Die Terme t und s sind in ¢ frei einsetzbar fiir  und es gilt:

d(t) =plt/z] =t=t und ¢(s)=¢[s/z]=s=1
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Die Behauptung folgt mit folgendem Ableitungsbaum:

(2) Redundanz von IRj:
Seien t, s, beliebige Terme, x eine Variable, die nicht in r vorkommt.
Setze ¢p(z) : = x=r.

Die Terme s und ¢ sind in ¢ frei einsetzbar fiir z und es gilt:
o(t) = g[t/z] =t =r und ¢(s) =g[s/a] =s=r
Die Behauptung folgt mit folgendem Ableitungsbaum:

15=78(1R2) t;_i(mg)

Q.E.D.

Bemerkung: Die Regel IR; kann auf Terme t beschriankt werden, die ent-
weder eine Variable x oder eine Konstante ¢ sind. Fiir aus Funktionszeichen
zusammengesetzte Terme ¢ ergibt sich -¢ = ¢ mit der Regel IR4. (Induktions-
beweis!) Wiirde man zudem bei IR4 Konstanten als 0-stellige Funktionszeichen
zulassen, dann kann die Regel IR; auf Variablen x eingeschrinkt werden.

Als nichstes soll — wie schon in der Aussagenlogik — die Korrektheit des Kalkiils
bewiesen werden; diese geht als eine Beweisrichtung in den Vollstandigkeitssatz
ein, der im néchsten Paragraphen behandelt wird. Zur Vereinfachung des Bewei-
ses gehen wir davon aus, dass insbesondere auch der Junktor A eine abkiirzende
Schreibweise ist.

11.8 Theorem (Korrektheit von NK'): Der Kalkiil NK' ist korrekt. Das
bedeutet: fiir jede Formelmenge I' C £ und jede Formel ¢ € L gilt:

k¢ = Tk¢

Bew.:

Betrachte zunéchst folgende Aussage:
- . D .
Fiir jede Ableitung & gilt: Hyp(D)E¢ (%)

Zeige (*) durch Induktion iiber den Aufbau von Beweisen:
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D =~
IV:

¢: Damit ¢ € Hyp(D) und Aussage gilt trivialerweise.
Die Behauptung (x) gelte fiir die Ableitungen D; und Ds.

D, Dy
¢ ¢ —1 . Hyp(D)=Hyp(D:1)UHyp(Dy).

(4

Zu zeigen ist:  Hyp(D) .

Sei A beliebige £-Struktur, v eine Belegung mit: A=, Hyp(D).
Nach IV gilt: A}, ¢ und A= ¢ — .

Damit gilt schon: 2k, .

Also gilt fiir jede £-Struktur 2 und jede Belegung v:

A, Hyp(D) = AR, ¢
Damit gilt aber schon: Hyp(D) = .

9]
D,

9 Hyp(D) € Hyp(D:).

¢ —1

Angenommen Hyp(D) £ ¢ — 1. Dann gibt es eine £-Struktur 2l und eine
Belegung v mit: A=, Hyp(D) und AF~, ¢ — .

Damit gilt insbesondere: 2, ¢ und A, .

Mit Hyp(D;) € Hyp(D) U {¢} folgt daraus: A=, Hyp(Dy).
Aus der IV folgt damit: A= 1 WIDERSPRUCH

Also doch: Hyp(D)E ¢ — 1.

D

_ ¢ly) : Hyp(D)=Hyp(D1)

vz ¢(x)

Angenommen Hyp(D) £ Veg(x).

Das bedeutet, dass es eine L-Struktur 2 = (A4, ...) und eine Belegung v
gibt mit: A=, Hyp(D) und AR, Vro(x).

Aus letzterem folgt, dass es ein a € A gibt mit:  [¢(2)]3,, ., = 0.
Mit Uberfithrungslemma: [[qb(y)]]?}[y,_)a] =0. (%)

Aufgrund der Schlussregeln gilt fiir jedes o € Hyp(D): y ¢ FV (o).

Mit Hyp(D) = Hyp(D;) gilt A, Hyp(D1); und mit dem Koinzidenz-
lemma folgt daraus: A=, Hyp(D1). Also mit IV: A=, 1 (y)

Das ist aber ein WIDERSPRUCH zu (*).

-83-



QUANTORENLOGIK  (VER. JUL "09) SYNTAKTISCHES SCHLIESSEN

Dy
D= Vag(x) : Hyp(D)=Hyp(D1).

(1)

Nach IV gilt: Hyp(D) | Vao(z).

Sei t beliebiger Term, der fiir = frei einsetzbar ist in ¢(x).

Sei A = (A, ...) eine L-Struktur und v eine Belegung mit: A=, Hyp(D).
Nach IV gilt: A=, Vao(x).

Also [¢(2)]3, . = 1 filr jedes a € A. Insbesondere fiir a := [t]} € A.
Mit dem Uberfithrungs-Lemma gilt damit: 1 = [[¢(x)]]gl[mH[t]g‘] = [p(O)]*
Damit gilt schon: Hyp(D) E ¢(t).

Insgesamt wurde (*) gezeigt.

Zeige nun die eigentliche Aussage: Es gelte nun I' ¢. Also gibt es eine Ablei-
tung D, die dies zeigt. Insbesondere gilt dann auch: Hyp(D) F ¢.

Nach (%) gilt: Hyp(D) = ¢. Aus Hyp(D) C T folgt schlieflich: T'|=¢.
Damit ist die Korrektheit des Kalkiils gezeigt. Q.E.D.

Bemerkungen:

(1) Der Kalkiil NK ist ebenfalls korrekt.

(2) Der Kalkiil NK_ ist ebenfalls korrekt, da die Axiome und Regeln fiir die
Gleichheit aufgrund der ,inhaltlichen® (metasprachlichen) Identitét auch
semantisch giiltig sind.

Zum Abschluss des Paragraphen soll noch der Substitutionssatz vorgestellt wer-
den. Eine ausfiihrliche Diskussion findet sich im Anhang.

11.9 Substitutionssatz (fiir NK'): Seien I' C £ Formel-Menge, ¢ € L
Formel und ¢ beliebiger Term, der fiir eine Variable x frei einsetzbar ist in ¢.
Dann gilt:

Pengr ¢ = Dft/z]baie 9[t/2]

Bew.:  Hier ohne Beweis, vgl. Anhang A. Q.E.D.

Bemerkung: Das Theorem ist auch fiir die Kalkiile NK und NK_ giiltig.
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8§12 Vollstandigkeit

Wie schon in der Aussageblogik umfafit der weite Begriff der Vollstandigkeit
sowohl die Korrektheit als auch die eigentliche Vollstindigkeit eines Kalkiils.
Ziel dieses Abschnittes ist die Vollstindigkeit des Kalkiils NK_ zu zeigen. Wie
auch in der Aussagenlogik ist die Korrektheit des Kalkiils einfach zu zeigen; dies
ist schon im letzten Abschnitt geschehen. Fiir die eigentliche Vollstandigkeit
wird zunéchst der Theorie-Begriff benotigt. Damit gelingt es, die Existenz von
Modellen fiir widerspruchsfreie Aussagenmengen zu zeigen. Daraus folgt dann
die eigentliche Vollstindigkeit des Kalkiils. Der Abschnitt endet mit einigen
direkten Konsequenzen der Vollstdndigkeit.

Voraussetzung (Sprache): In diesem Abschnitt wird zur Vereinfachung der
Beweise eine formale Sprache L lediglich mit den Junktoren | und — und
dem Quantor V vorausgesetzt. Die anderen Junktoren und der Existenzquantor
werden als abkiirzende Schreibweise verstanden. Die Signatur der Sprache bleibt
beliebig.

Analog zu den (maximal)-konsistenten Mengen der Aussagenlogik werden jetzt
in der Pridikatenlogik (vollstéindige) Theorien eingefiihrt:

12.1 DEF (Theorie): Sei T C L eine Menge von Aussagen (!).

(1) T ist deduktiv abeschlossen (unter Ableitbarkeit abgeschlossen), falls fiir
jede Aussage ¢ € L gilt:

TH¢ = ¢eT
Dann wird T auch Theorie genannt.

(2) Ded(T) :=={¢p € L: TH¢und FV(¢) = @} bezeichnet den deduktiven
Abschluss von T.

(3) Eine Theorie T heifit widerspruchsfrei (konsistent), falls L ¢ T.
(4) Eine Theorie T heiflt vollstindig, falls fur jede Aussage ¢ € L gilt:

peT oder —¢peT

Bemerkungen: Sei T C L eine Theorie.

(1) Es gilt T = Ded(T). Umgekehrt folgt aus T' = Ded(T) auch schon, dass T'
eine Theorie ist, da Ded(T") fiir jede Aussagenmenge I' C £ eine Theorie
ist.

Letzteres erlaubt einen etwas lockeren Sprachgebrauch, bei dem Aussagen-
mengen I' mit ihren Theorien Tt := Ded(T") identifiziert werden.

(2) Ist L € T, dann gilt schon T' = {¢ € L : FV(¢) = @} = SENT. Es
gibt also genau eine widerspriichliche Theorie. Diese ist nach Definition
vollstandig.
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(3) Die Widerspruchsfreiheit von 7' 148t sich auch wie folgt charakterisieren:
es gibt eine Aussage ¢ € L mit ¢ ¢ T.

(4) Es gibt widerspruchsfreie Theorien T', die nicht vollsténdig sind.
(T:={peL: E¢und FV(¢) = &} ist ein triviales Beispiel.)

12.2 DEF (Axiomatisierung): Eine Aussagen-Menge I' C £ heifit Azioma-
tisierung einer Theorie T, falls folgendes gilt: T = Ded(T)

Bemerkung: Jede Theorie T ist aufgrund ihrer deduktiven Abgeschlossenheit
schon eine Axiomatisierung ihrer selbst.

Beispiel (Gruppentheorie): Die Gruppentheorie G wird in der Sprache Lg
durch die Menge I' C £ axiomatisiert, die folgende Aussagen enthélt:

(1) Assoziativitit: Va,y,z: (z4+y)+z=x+ (y+2)
(2) Neutral-Element: Vz:ax+0=2x

(3) Inverses-Element: Vz3dy:z+4+y =0

Die resultierende Theorie G := {¢ € L5 : T'F¢ und FV(¢) = o} ist wider-
spruchsfrei und unvollstdndig. So 148t sich etwa die Kommutativitit aus den
Axiomen nicht ableiten.

Ein rein syntaktischer Beweis dieser Aussage iibersteigt aber den Rahmen die-
ser Vorlesung. Die Behauptungen wie gewohnt durch die Angabe von geeig-
neten Strukturen zu beweisen (eine kommutative und eine nicht-kommutative
Gruppe wiirde hier geniigen), ist an dieser Stelle nicht erlaubt. Dazu fehlt noch
die Gleichwertigkeit von Ableitbarkeit und Folgerung (genauer: die eigentliche
Vollstindigkeit des Kalkiils). Diese zeigen wir im Folgenden.

Dazu bendtigen wir, dass jede widerspruchsfreie Theorie T ein Modell besitzt.
Das bedeutet: man muss zu einer Theorie T" eine L£-Struktur 2 finden, in der
T giiltig ist. Also: AET. Um dies zu erreichen, werden sogenannte Henkin-
Theorien betrachtet.

12.3 DEF (Henkin-Theorie): Eine Theorie T C £ heifit Henkin-Theorie,
falls es zu jeder Existenz-Aussage Jx ¢(z) € L (nicht nur in der Aussagenmenge
T selbst!) eine Individuen-Konstante ¢ (im Alphabet von £) gibt, so dass die
Aussage Jzo(z) — ¢(c) € T.

Bemerkungen:

(1) Die Konstante ¢ wird auch Zeuge (engl. witness) der Existenzaussage
Jz ¢(x) genannt.

(2) Der Zeuge ¢ einer Eigenschaft ¢(z) muss diese nicht besitzen. Es gilt:
T+ ¢(c) nur, falls T+ Jzo(x).
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Es 148t sich zeigen, dass vollstindige Henkin-Theorien Modelle besitzen. Dem-
entsprechend ist hier das Ziel, eine gegebene Theorie zu Henkinisieren. Das heif}t,
die Theorie in einer erweiterten Sprache zu einer Henkin-Theorie zu erweitern.
Diese resultierende Theorie wird dann in einem weiteren Schritt vervollstéandigt.

Notation (Spracherweiterung): Sei £ eine formale Sprache und I eine In-
dexmenge. Dann bezeichnet £ U {¢; : 4 € I} diejenige Sprache L', die aus
L entsteht, indem das Alphabet von £ um die Konstanten aus {¢; : i € I}
erweitert wird.

12.4 Konstruktion (Henkin-Sprache): Schrittweise wird die Sprache £
durch neue Konstanten zur Henkin-Sprache Ly erweitert. Damit sollen genii-
gend Konstanten zur Sprache £ hinzugefiigt werden, um aus einer gegebenen
Theorie T eine Henkin-Theorie zu konstruieren.

o ,Co =L
o L1 :=LoU{cy: Fzop(x) € Lo und FV(¢) = {z}}
wobei die ¢, neue Konstanten sind, die in £ nicht vorkommen.

e Sei £,, schon konstruiert.
Lnt1 =Ly U{cy: Jzd(z) € L, und FV(¢) = {z}}

wobei die ¢, neue Konstanten sind, die in £,, nicht vorkommen.

(] [:H = UneN En

Bemerkungen:

(1) Die Iteration in der Konstruktion ist notwendig, da in jedem Schritt neue
Aussagen entstehen, die bezeugt werden miissen.

(2) Die Kardinalitit der Henkin-Sprache Ly ist gleich der Kardinalitdt der
urspriinglichen Sprache L.

Im néichsten Schritt wird gezeigt, dass man (geeignete) Beweise in der reicheren
Sprache Lp zuriickfiihren kann auf Beweise in der urspriingliche Sprache. Die
Grundidee besteht darin, Individuen-Konstanten als freie Variablen aufzufassen.
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12.5 Lemma (Konstanten-Ersetzung): Sei D eine Ableitung und z eine
Variable, die in der gesamten Ableitung weder gebunden noch ungebunden vor-
kommt. Ersetzt man in der Ableitung in jeder Formel jedes Vorkommen einer
Konstanten ¢ durch die Variable z, dann ist das Resultat der Ersetzung D[x/c]
eine Ableitung.

Bew.: Durch Induktion iiber den Aufbau von Ableitungen.
D= ¢ Trivial. ¢[z/c] ist giiltige Ableitung.

IV: Es gelte Behauptung fiir Ableitungen D; und Ds.

Dy D,
D=~ ¢ ¢ — Y
Y

Sei x eine Variable, die nicht in D vorkommt. Damit kommt = weder in
D4 noch in Dy vor und die IV ist anwendbar.

Da die Konklusion von Dy [z/c] die Formel ¢[x/c] und die Konklusion von
Dolz/c] die Formel ¢lx/c] — ¥[x/c] ist, gilt:

(MP) ist anwendbar und D[z /] ist wieder eine Ableitung.

D entsteht durch Anwendung einer anderen Regel: Analog zum Fall eben.
Damit wurde die Behauptung gezeigt. Q.E.D.

12.6 DEF (Erweiterung einer Theorie): Seien £ und £’ zwei Sprachen
erster Stufe. Seien 7' C £ und 7" C L’ zwei Theorien.

(1) T’ heifit Erweiterung von T, falls T C T".

(2) T’ heifit konservative Erweiterung von T, falls zusitzlich TN L =T.

Bemerkung: Der Begriff der Theorie ist aufgrund ihrer deduktiven Abge-
schlossenheit sprachabhéngig. Das bedeutet: Eine Theorie 7' C £ ist in einer
erweiterten Sprache £’ keine Theorie mehr. Ist etwa ¢ eine Konstante, die in £
nicht vorkommt, gilt damit ¢ = ¢ ¢ T. Da aber T'F,/ ¢ = ¢ gilt, ist ' C L’ nicht
mehr deduktiv abgeschlossen.

12.7 Konstruktion (Henkin-Theorie): In der Henkin-Sprache Ly kann
man zu einer Theorie T eine Henkintheorie durch T{j) axiomatisieren:

Ty =TU{3z¢(x) — d(cy) : Irp(x) € Ly und FV(¢) = {z}}
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12.8 Lemma (Konservativitét): Oben konstruiertes 7|z axiomatisiert eine
konservative Henkin-Erweiterung von T

Bew.:

Nach Konstruktion axiomatisiert 7z eine Henkin-Theorie. Damit muss nur
noch die Konservativitit gezeigt werden. Es ist also fiir jedes 0 € L = L zu
zeigen: Tpbeyo0 = Treo.

Es gelte T( g -, o fiir eine beliebige Formel o € £. Damit gibt es eine Ablei-
tung D in Ly mit Endformel o.

Seien ¢y, ..., ¢, alle neuen Konstanten von Ly, die irgendwo in D vorkommen.
Ersetzt man diese durch Variablen x1,...,x,, die alle nicht in D vorkommen,
so ist D' := D[#/c] nach n-facher Anwendung des Lemmas 12.5 (Konstanten-
Ersetzung) eine giiltige Ableitung. Fiir D’ gilt:

(1) In D’ kommen nur Formeln aus £ vor. Also ist D’ eine Ableitung in L.
(2) Die Endformel ist o, da o[Z/¢] = 0.
(3) Fiir jede Formel ¢ € Hyp(D’) gilt entweder

WeT oder ¢ =3x(z) — d(y)

wobei y in keiner anderen Formel ¢ € Hyp(D')\{¢} vorkommt.
(Jede Existenz-Aussage hat einen eigenen Zeugen!)

Da Hyp(D') endlich ist, gibt es also n € N, so dass folgendes gilt:
Hyp(D') = NUM (x)
wobei N C T und M = {Fzdr, — dp(yr) : 1<k<n}mitTNM=ga.

Durch sukzessive Elimination von Annahmen v € M, a8t sich zeigen: Nk o.
Sei ¢ = Jzp(x) — P(y) € M beliebig, X = (N U M)\{¢}.

Mit Einfithrung der Implikation folgt aus (x): Xk — o.

Also: X F(Jzg(z) — o(y)) — o.

Da y nun in keiner Annahme vorkommt, folgt: X FVy((Jz¢(z) — ¢(y)) — o).
=  XF3Iy(Jzé(z) — ¢(y)) — 0.

Mit FJy(Fzp(z) — ¢(y)) und (MP): XFo.

Damit ist ¢ aus der Annahmenmenge eliminiert. Durch Iteration der Elimina-
tion erhédlt man: NFo. Da N C T, ist die Konservativitit gezeigt. Q.E.D.

12.9 Korollar (Widerspruchsfreiheit): T ist genau dann konsistent, wenn
Ty konsistent ist.

Bew.: Direkte Folge aus der Konservativitiat von TiHy- Q.E.D.
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12.10 Satz (Lemma von Lindenbaum): Jede widerspruchsfreie Theorie
T C L 148t sich zu einer vollstindigen widerspruchsfreien Theorie T C L er-
weitern.

Bew.:

Wir setzen im Beweis voraus, dass die Menge der Préadikatzeichen, Funktions-
zeichen und Individuen-Konstanten in der Sprache £ abzéhlbar sind. (%)

Damit ist die Sprache £ selbst abzdhlbar und der Beweis verlauft analog zum
Beweis in der Aussagenlogik, dass konsistente Mengen immer in einer maximal-
konsistenten Menge enthalten sind:

(1) Konstruktion einer neuen Aussagenmenge: Man folgt der Abzdhlung der
Sprache und nimmt diejenigen Aussagen in die Menge auf, die die Konsi-
stenz erhalten.

(2) Nachweis der Vollstandigkeit und Konsistenz der resultierenden Menge.

(3) Nachweis der deduktiven Abgeschlossenheit der resultierenden Menge.

Setzt man (x) nicht voraus, benotigt man das mit dem Auswahlaxiom #quiva-
lente Zornsche Lemma. Vgl. dazu van Dalen, S.106.

Eine genaue Behandlung beider Fille findet man in: Ebbinghaus/Flum.

Q.E.D.

12.11 Lemma: Sei Ty die Vervollstdndigung einer widerspruchsfreien Henkin-
Theorie T(f). Dann ist Ty selbst eine Henkin-Theorie.

Bew.:
Trivial, da schon in Ty C Ty alle notwendigen Aussagen 3z ¢(x) — ¢(c) fiir
ein ¢ enthalten sind. Q.E.D.

12.12 Theorem (Modell-Existenz-Satz): Sei Ty C Ly eine vollsténdige,
widerspruchsfreie Henkin-Erweiterung einer Theorie 7' C £. Dann hat Ty ein
Modell und damit auch schon T'.

Bew.:
Zunéchst wird ein geeignetes Termmodell 2 konstruiert:
Sei dazu X die Menge aller geschlossenen Terme von Lp. Auf X wird eine
zweistellige Relation ~ definiert:

t~s & Tygkt=s
Die Relation ~ ist eine Aquivalenz-Relation (Ubungsaufgabe) und die Aquiva-
lenzklasse von ¢ beziiglich ~ wird mit £ = {s: s € X und ¢ ~ s} bezeichnet.

Das Universum A von 2 sei die Menge aller Aquivalenz-Klassen beziiglich ~:
A={t;teXx}=X/_+0o

A ist nicht leer, da es in Ly die Konstante c,—, als Zeugen fiir 3z : x = x gibt,
und wohldefiniert, da ~ eine Aquivalenz-Relation ist.
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Auf dem Universum miissen nun die Interpretationen der nichtlogischen Zeichen
ausgezeichnet werden. Zu einem nichtlogischen Zeichen ( des Alphabets von Ly
bezeichnen wir mit ¢* seine Interpretation im Grundbereich A.

(1) Interpretation der Konstanten:

Sei ¢ Konstante: ¢*:=¢

Dies ist wohldefiniert, da ~ eine Aquivalenzrelation ist. (Jede Konstante
c liegt in einer Aquivalenz-Klasse und diese sind disjunkt!)

(2) Interpretation der Funktions-Zeichen:

Sei f ein n-stelliges Funktions-Zeichen:
FUAY AL B e T )
Zu zeigen ist, dass f% eine wohldefinierte Funktion ist. D.h.:
T~ 81y ytn~8, = fm(ﬂ,...,ﬂ) :fm(§7...,§)

Dies verbleibt als Ubungsaufgabe.

Daraus ergibt sich fiir alle geschlossenen Terme t: [t]* = 7.

(3) Interpretation der Relations-Zeichen:
(t,....,t,) € R* & TFR(t1,...,t,)

Wieder ist die Wohldefiniertheit zu zeigen.

Damit wurde eine Struktur 2 = (A, ...) mit einem geeigneten Ahnlichkeits-Typ
zur Sprache Ly konstruiert.

Nun ist zu zeigen, dass  tatséchlich ein Modell der Theorie Ty ist (A =T ).
Wir zeigen durch Induktion iiber dem Formelaufbau die etwas stérkere Aussage,
dass fiir jede Formel ¢ € Ly gilt:

Tuk¢ < A9

¢ = 1: Nach Voraussetzung gilt: Tqy J- L.
Nach Definition von Strukturen gilt: AR~ L

¢ = t =s: Unterscheide 2 Fille:
1. Fall: FV(t=3s)=2.

Belegungen konnen in diesem Fall vernachléssigt werden, da ¢ = s eine
Aussage ist.

Aet=s & [t=s]*=1 & [t]*=][s]*
&S t=3 & Thtt=s

Die letzte Aquivalenz gilt aufgrund der Definition von ~.
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2. Fall: FV(t=3s)# . Seietwa FV(t=3s)={z1,...,2,}.

= At =5
= Es gibt eine Belegung v mit: [t = s]% = 0.
= Esgibt t1,...,t, € X mit: v(zq1) =11,...,0(Tn) =pn
= ARt = st/
Nach dem ersten Fall gilt: Ty }t = s[t/Z] (¥)
Angenommen Ty Ft = s. Damit gibt es eine Ableitung D von t = s.

In Hyp(D) C Ty sind nur Aussagen. Damit kommen die Variablen
Z1,...xT, in keiner Annahme offen vor.

Damit gilt: TyEV(t=3s)

Nach geeigrieter Beseitigung der Allquantoren erhilt man wiederum:

Tytt=s[t/f] WIDERSPRUCH zu ().

Also doch: Ty ft=s

Es gelte: Ty fFt=s.

= Ty fVit=s)

Angenommen Ty FV(t = s), dann auch Ty Ft = s.

Also: Ty FV(t=s)

Da Ty vollsténdig ist: Tyt —V(t = s)

= TghF3xy...xp:t#£s

Da Ty Henkin-Theorie, gibt es geeignete Konstanten ¢y, ..., ¢, mit:

Ty t3(t #s) — (t#5)(©)

Mit MP folgt: Tyt # s(C)

Mit dem 1. Fall folgt: At # s(¢)

= UHs=t

¢ = P(t1,...,t,): Wieder miissen 2 Félle betrachtet werden; diese las-
sen sich analog zu ¢ =t = s beweisen.

IV: Angenommen, die Behauptung gilt fiir alle ¢ mit kleinerem Rang.
¢ = ¢ — 1p: Behauptete Aquivalenz ist trivial.

b= Vop: AEVro

< fiir jede Belegung v und jedes ¢ € X gilt: [[gb(x)]]?[sz] =1
& Ako)
< Tyl (b(x)

& TykVzo(x)
Letzte Aquivalenz gilt, da Tj eine Aussagenmenge ist.

Damit ist die Behauptung gezeigt. Insbesondere gilt also: A E=TH und AET.

L&t man die Interpretation der neuen Individuen-Konstanten weg, erhélt man
aus 2 eine Struktur 2’ mit zu £ passendem Ahnlichkeitstyp. Fiir diese Struktur
gilt ebenfalls: A’ E=T. Q.E.D.
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12.13 Korollar (Erfiillbarkeit): Ist eine Aussagenmenge I' C £ konsistent,
dann ist I" erfiillbar.

Bew.:

Sei I konsistent. Dannist T'={¢ € L : T'F¢ und FV(¢) = &} eine konsistente
Theorie. T 1a3t sich kanonisch zu der Henkin-Theorie Tz erweitern, die ihrer-
seits in einer vollstédndigen Henkin-Theorie T liegt. Damit gibt es ein Modell 2
von Tg. Durch Weglassen der Interpretation der neuen Konstanten erhélt man
eine Struktur 2 geeigneter Signatur. Da T’ C T C Ty ist, gilt: A ET.

Q.E.D.

12.14 Theorem (Vollstindigkeit fiir Aussagenmengen): Sei I’ C £ eine
Aussagenmenge, ¢ € L beliebige Formel. Dann gilt:

It & Tko

»,=“ Die Korrektheit wurde sogar fiir beliebige Formelmengen bewiesen.

»=“ Esgelte: TE¢d & TEV(9)
Aus letzterem folgt: T'U{=V(¢)} ist nicht erfiillbar.
Mit dem Korollar zur Erfiillbarkeit: T U {=V(¢)} ist nicht konsistent.
Das bedeutet: T',—V(¢)F L.
Mit Anwendung der RAA erhilt man: T'FV(¢).
Mit endlich vielen Allbeseitigungen schliellich: T'F ¢.

Der Vollstéindigkeit 148t sich in einem zweiten Schritt auch auf beliebige For-
melmengen ausweiten:

12.15 Theorem (Vollstindigkeit fiir Formelmengen): Fiir alle Formel-
mengen I' U {¢} C L gilt:
't & TE¢

Bew.: Wieder geniigt, ,,<=“ zu zeigen.

Es gelte also: T E ¢.

Das bedeutet: Fiir alle Strukturen 2 und alle Belegungen v mit [T']? = 1 gilt,
dass [¢]® = 1.

Ohne Einschrankung nehmen wir an: In I'U {¢} kommt keine Variable x,, so-
wohl gebunden als auch frei vor. (Man kann etwa jede Formel ) € T'U {¢} in
eine logisch dquivalente Formel umformen, so dass gebundene Variablen unge-
rade Inizes und freie Variablen gerade Indizes haben.)

Sei N := | {FV(®): ¥ € T} UFV(¢) die Menge aller freien Variablen, die in
I'u{¢} vorkommen.

Wir betrachten eine Spracherweiterung £ von £, so dass es in LT fiir jedes
Zn € VAR ein neues Namenszeichen d,, gibt.
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I'* sei diejenige Aussagenmenge in £7, die entsteht, wenn man in jeder Formel
1 € T jede freie Variable x,, durch d,, ersetzt; analog ¢*.

Zeige: T o
Sei A* = (M, ...) eine LT-Struktur mit A }=T* und A diejenige L-Struktur, die
entsteht, wenn man die Interpretation der neuen Namenszeichen weglifit.

Betrachte die Belegung v : VAR — M : z,, — v(xy,) := d* .
Aus 2* =TI und dem Uberfithrungslemma folgt: A, T
DaT ¢, auch: Ak ¢

Daraus folgt aber wieder: 2* | ¢*

Damit haben wir eine Aussagenmenge I'* mit I'* = ¢* und aus dem Vollsténdig-
keitssatz fiir Aussagenmengen folgt: I'* - ¢*.

Das bedeutet: Es gibt eine Ableitung D* mit Hyp(D) C I'* und Endformel ¢*.

Ohne Einschrinkung nehmen wir an, dass in D* keine Variable y, € N vor-
kommt. (Das ist nicht ganz trivial, kann aber mit den Techniken, die im Anhang
zum Substitutionstheorem vorgestellt werden, bewiesen werden.)

Sei D derjenige Baum, der entsteht, wenn man nun in der Ableitung D* alle
neuen Konstanten d,, wieder durch Variablen z,, ersetzt.

Da keine Variable aus N in D* vorkommt, ist D eine Ableitung, die Endformel
von D ist ¢ und Hyp(D) CT.

Damit gilt aber schon: T'F¢. Q.E.D.

12.16 Theorem (Kompaktheitssatz): Fiir jede Formelmengen I' C £ ist
dquivalent:

(1) T ist widerspruchsfrei.
(2) T ist erfiillbar.
(3) T ist endlich erfiillbar.
Das bedeutet: jede endliche Teilmenge A C T ist erfiillbar.
Bew.:

(1) < (2) Mit dem Vollstandigkeits-Satz trivial.

(2) < (3) Terfiilllbar, < THEL < TFL
& fiir jedes endliche ACT': AL
< fiir jedes endliche ACT: AL Q.E.D.

12.17 Theorem (Endlichkeitssatz): Sei I' U {¢} C £ Formelmenge. Gilt
T E ¢, dann gibt es eine endliche Menge A C T" mit A | ¢.

Bew.:
g = Tr¢ = es gibt endliches A CT mit: Ak¢ = AkEo

Q.E.D.
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8§13 Modelltheorie

Zum Abschluss der Vorlesung werden noch einige modelltheoretische Sétze vor-
gestellt. Zunéchst wird ein wenig Terminologie eingefiihrt. Anschlieflend wird
die Endlichkeit diskutiert und zuletzt werden die Sétze von Lowenheim-Skolem
bewiesen.

13.1 DEF: Sei £ formale Sprache erster Stufe.

(1) SeiI' C L eine Aussagenmenge.
MOD(T) :={A: AET}
ist die (echte) Klasse aller Modelle von T'.
(2) Sei R eine Klasse von Strukturen, ¢ € £ Formel.

RE¢ & YAchR:AEP

(3) Sei R eine Klasse von Strukturen.
Th(R) == {¢ € £: R ¢ und FV(¢) = &}

ist die von £ induzierte Theorie.

13.2 Theorem: Seien A,I' C £ Aussagenmengen und K, £ Klassen von
Strukturen. Es gelten folgende Zusammenhénge:

(1) RCMOD(I) & T CTh(R)

2) ACT = MOD()C MOD(A)
und RC € = Th(g)C Th(K)

(3) MOD(AUT)=MOD(A
und Th(RU L) = Th(R

N MOD(T)

)
)NTh(L)

(4) MOD(ANT) 2 MOD(A) UMOD(T)
und  Th(&N £) D Th(K) UTh(E)

Bew.: Verbleibt als Ubungsaufgabe. Q.E.D.
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Im Folgenden werden wir uns mit der Endlichkeit und Unendlichkeit von Struk-
turen beschéftigen und priifen, inwieweit diese Eigenschaften in der Logik erster
Stufe ausgedriickt werden kénnen.

13.3 Theorem: Seil’ C L eine Aussagenmenge in einer Sprache L erster Stufe.
Besitzt I' endliche Modelle und ist die Kardinalitét dieser Modelle unbeschrinkt,
dann besitzt I auch ein unendliches Modell.

Bew.:

Fiir jedes 1 <n € Nsei: A, :=3zy...3dx, M xp#£x €L
1<k, I<n,k#1

(\n bedeutet: Es gibt mindestens n Elemente im Universum.)
Offensichtlich gilt fiir jede Struktur A=(A4,...):

AEN, < JA|>n
Ferner gilt fiir jedes 1 <n € N:

A=Ansr = AEA,

Sei IV :=TU{\,; 1 <n €N} und A C I beliebige endliche Teilmenge von I".
Offensichtlich gibt es ein minimales 1 < n € N so, dass A\, € A.

Sei 2 ein Modell von I" mit |A| > n. (Eine solche Struktur gibt es, da die
Kardinalitéit der endlichen Modelle unbeschréinkt ist.)

Fiir diese Struktur 2 gilt: A= A.
Damit kann man den Kompaktheits-Satz anwenden und erhélt: T ist erfiillbar.

Angenommen I" hitte endliche Modelle. Etwa A=(A,...) mit |A| = n fiir ein
1 <n € N. Dann gilt aber: A}~ A,+1. WIDERSPRUCH zu A,4q € I7.

Damit hat I ein unendliches Modell 2.
Aus T CT” folgt: 2AET. Damit hat T’ ein unendliches Modell. Q.E.D.

13.4 Korollar: Sei R eine Klasse von Strukturen, die endliche Strukturen
unbeschrinkter Kardinalitat enthéilt. Dann gibt es keine Aussagenmenge I' C £
mit:

MOD(T') = {2 € R; A ist endlich}

Bew.:
Angenommen doch. Dann hétte I" beliebig grofie endliche Modelle. Damit hétte
I auch ein unendliches Modell 20 ¢ MOD(T"). WIDERSPRUCH Q.E.D.

Bemerkung: Das Korollar zeigt, dass es keine Aussagenmenge I' C £ gibt,
so dass MOD(T") = {2 : 2 ist endlich}. Das bedeutet, dass Endlichkeit nicht
in der Logik erster Stufe formuliert werden kann, also dass Endlichkeit keine
erststufige Eigenschaft ist.
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13.5 DEF (Endliche Axiomatisierbarkeit): Eine Klasse & von Strukturen
heifit (endlich) axiomatisierbar, falls es eine (endliche) Aussagenmenge I' gibt,
die R axiomatisiert. D.h.: & = MOD(T").

13.6 Lemma: Eine Klasse K von Strukturen ist genau dann endlich axioma-
tisierbar, wenn K und das Komplement K¢ axiomatisierbar sind.

Bew.:

,=“ R ist endlich axiomatisierbar.
Das bedeutet: £ =MOD({¢1,...,¢n}) = MOD(¢1A...Ady,) fiir endlich

viele Aussagen ¢1,...,¢, € L.
Damit gilt:
Re={A: AL R} ={A: AL A... Ndp}
={2A: AE-(p1 A...APp)} =MOD(=(p1 A... A ¢y))
und K ist endlich axiomatisiert.

Damit sind £ und £&¢ insbesondere auch axiomatisierbar.

»<=“ Sei & = MOD(T") und K¢ = MOD(A) fiir zwei Aussagenmengen I', A C L.
—~ MOD('UA) = MOD(I') " MOD(A) = 81 & = &

Damit ist I' U A unerfiillbar und nach dem Vollstandigkeitssatz auch in-
konsistent.

= Es gibt Aussagen ¢1,...¢, € I' und ¢1,...,%, € A mit:

D1y Py Y1, U E L

Wieder mit dem Vollsténdigkeitssatz folgt:

@ =MOD({¢1,...,dn} U{t1,...,¢¥m})
= MOD({¢1.....64}) " MOD({t, .., ¥ })
Da {¢1,...,¢,} CT, gilt: £ =MOD(I') C MOD({61,...,dn}).
Analog: £ = MOD(A) € MOD({¢1, .. .,%n}).
Sei nun A € MOD({¢1, ..., ¢, }) beliebig.
= A ¢MOD({¢1,....¢n})
= A¢g R =MOD(A) C MOD{¥1,...,%n})
= AeRK=MOD{T).
Damit gezeigt:

& = MOD(T) = MOD({¢1, ..., ¢n})

Also ist R endlich axiomatisiert. Q.E.D.
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13.7 Korollar: Die Klasse aller unendlichen Mengen ist axiomatisierbar, nicht
aber endlich axiomatisierbar.

Bew.:

Die Aussagenmenge {\, : 1 < n € N} — wobei die Aussagen \,, wie oben
definiert sind — axiomatisiert unendliche Mengen. Gébe es eine endliche Axio-
matisierung dieser Klasse, dann kénnte man nach Lemma 13.6 die Klasse aller
endlichen Mengen axiomatisieren. ~ WIDERSPRUCH Q.E.D.

Zum Abschluss dieses Paragraphen werden noch die Sétze von Lowenheim und
Skolem vorgestellt. Diese machen Aussage iiber die Existenz von Strukturen
in einer vorgegebenen (unendlichen) Kardinaltitdt. Dazu wird zunéchst eine
direkte Folge des Modell-Existenz-Satzes vorgestellt.

13.8 Korollar (Modell-Existenz-Satz): Sei £ eine formale Sprache erster
Stufe mit

[{¢ : ¢ ist Relations- oder Funktionszeichen oder Konstante von L}| = x > N

fiir eine Kardinalzahl x und T' C £ eine Aussagenmenge.
Ist I' C £ konsistent, dann hat I' ein Modell 2 = (A,...) mit |4| < &.
Bew.:

|£| = k und damit |Lg| = k und auch |X| = k, wobei X die Menge aller
geschlossenen Terme von Ly ist.

Damit gilt fiir den Grundbereich von 2, konstruiert wie im Satz von Henkin:
|A| < k. (Durch Aquivalenzklassen-Bildung kann sich die Kardinalitéit echt ver-
kleinern.) Q.E.D.

13.9 Theorem (Léwenheim-Skolem — Abwérts-Aussage): Sei £ formale
Sprache mit der Kardinalitit |£] = x und A > & eine Kardinalzahl.

Besitzt eine Aussagenmenge I' C £ ein Modell der Kardinalitédt A, dann besitzt
T fiir jede Kardinalzahl £’ mit x < k¥’ < A ein Modell der Kardinalitit «'.

Bew.:

Fiige zur Sprache £ eine Menge {c;; ¢ € I} neuer Individuen-Konstanten hinzu.
Dabei sei |I| = &/, die Konstanten paarweise verschieden (¢; # ¢; fiir ¢ # j) und
L' die resultierende Sprache.

Sei IV :=T U{¢; # ¢j; 1,5 € I und i # j}, was eine konservative Erweiterung
von I' in der erweiterten Sprache £’ ist.

Sei 2 = (A,...) ein Modell von I' der Kardinalitidt A (|| = A).

A’ sei diejenige Struktur, die aus 2 resultiert, wenn zusétzlich £’ viele Individuen
aus A ausgezeichnet werden. (Diese Konstruktion ist moglich, da |A] = A > &'.)

Esgilt: =T und A'l=c¢ #cjfirallei#jel.
Damit gilt: 2 =T,

-08-



QUANTORENLOGIK  (VER. JuL ’09) MODELLTHEORIE

Nach dem Korollar zum Modell-Existenz-Satz hat nun I ein Modell B’ mit der
Kardinalitéit der Sprache. Also |B'| = |£| = /.
Sei nun B diejenige Struktur, die aus B’ entsteht, indem man die Auszeichnung

der Individuen-Konstanten c¢; weglafit.

B hat dieselbe Signatur wie £ und ist ein Modell von I' C £ als Theorie in der
urspriinglichen Sprache £, und es gilt: |B| = |B'| = /. Q.E.D.

Beispiel (Skolems Paradoxon): Wenn die Mengenlehre (etwa ZFS) wider-
spruchsfrei ist und damit iiberhaupt Modelle besitzt, dann besitzt sie schon ein
abzihlbares Modell. (Die Sprache Lz ist ndmlich abz&hlbar.)

Damit muss man den Blick von Innen vom Blick von Aufen bei diesem Modell
unterscheiden. So sind etwa Bijektionen, die von auflen existieren, innerhalb des
Modelles nicht notwendigerweise existent, da die Theorie ihre Existenz nicht
beweist.

13.10 Theorem (Lowenheim-Skolem — Aufwirts-Aussage): Sei L for-
male Sprache mit der Kardinalitdt |£] = x und A > & eine Kardinalzahl.

Besitzt eine Aussagenmenge I' C £ ein Modell der Kardinalitéit A, dann besitzt
T fiir jede Kardinalzahl g mit g > X ein Modell der Kardinalitét p.

Bew.:

Wie in der Abwirts-Aussage fiigen wir der Sprache £ eine Menge {¢;; i € I}
neuer Individuen-Konstanten hinzu. Dabei sei |I| = p, die Konstanten paarweise
verschieden (¢; # ¢; fiir ¢ # j) und £’ die resultierende Sprache.

Wir betrachten wieder IV := T U {¢; # ¢;; i,5 € I und ¢ # j} als konservative
Erweiterung von I' in der erweiterten Sprache £'.

Wir zeigen fiir jede endliche Teilmenge A C I, dass A ein Modell besitzt:
Sei dazu A C IV beliebige endliche Teilmenge. Damit enthéilt A héchstens die
neuen Individuen-Konstanten c¢;, , ..., ¢;, fiir ein £ € N.

AQFU{CiP#Ciq;p#QSk}::FO

Klar ist: Jedes Modell von I'y ist auch ein Modell von A.

Wir betrachten das Modell 2 = (A4,...) von I" mit der Kardinalitdt A. Daraus
erhalten wir eine Struktur 2’, indem wir zusétzlich k viele Individuen aus A
auszeichnen.

Es gilt: A ETy. Damit auch schon: 2= A.

Damit hat jede endliche Teilmenge A C I ein Modell und mit dem Kompakt-
heitssatz folgt nun, dass I" erfiillbar ist und ein Modell B’ hat. D.h.: B’ T

Da B’ f=c¢; # ¢; fiir jedes ¢ # j € I, gilt:  |B'| > p = |I|
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Mit der Abwiérts-Aussage 148t sich nun das Ergebnis verbessern:
Wir erhalten ein Modell 8" von I mit [B"| = [L'| = p.

Diese Struktur ist ebenfalls ein Modell von T' C I. Durch das Weglassen der
Interpretationen der neuen Individuen-Konstanten erhélt man schliellich ein
Modell B von I' mit geeigneter Signatur (fiir die urspriingliche Sprache L£).
Da lediglich die Auszeichnungen weggelassen wurden, der Grundbereich aber
unveréndert bleibt, gilt zudem: |B| = |B"| = p. Q.E.D.

Bemerkungen:

(1) Die Aufwirts-Aussage liefert z.B. Nicht-Standard-Modelle der Arithmetik.

(2) Das Beweisverfahren der Lowenheim-Skolem-Theoreme besteht darin, die
Sprache geeignet zu erweitern und aus den Termen der Sprache ein geeig-
netes Termmodell gem#fl dem Modell-Existenz-Lemma zu , konstruieren®.
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Anhang A: Substitutionssatz (R. Gazzari)

In diesem Abschnitt soll der Substitutionssatz bewiesen werden. Dafiir sind
vorbereitend neue Begrifflichkeit und einige Hilfssédtze notig.

Es wird in diesem Abschnitt eine formale Sprache £ = L(—,1,V) mit den
logischen Zeichen —, 1,V und = vorausgesetzt.

1.1 DEF (Quantifizierte Variablen): Fiir eine £-Formel ¢ ist die Menge
QV (&) ihrer quantifizierten Variablen wie folgt rekursiv {iber dem Aufbau von
Formeln definiert:

(1) QV(¢) =@ fiir atomare Formeln.
(2) QV(gpoy) =QV(s)UQV(¢) fir zusammengesetzte Formeln.
(3) QV(Vz¢) = QV(¢) U {z} fiir quantifizierte Formeln.

Bemerkungen:

(1) Der Begriff der quantifizierten Variabel unterscheidet sich vom Begriff der
gebundenen Variablen. Dort wurde vorausgesetzt, dass die quantifizierte
Variable frei im Kern einer Formel vorkommt und damit tatséchlich ge-
bunden wird. Hier wird auf diese Voraussetzung verzichtet.

(2) Kanonisch 148t sich die Definition auf die Menge QV (D) der quantifizierten
Variablen einer Ableitungen D fortsetzen.

Wiederholung (Variante):

(1) Eine Formel v heiit einfache Variante einer Formel ¢, falls ein Vorkom-
men eines Quantors gebunden umbenannt wurde.

Man wihlt bei der gebundenen Umbenennung immer neue Variablen; ins-
besondere kann man also keine Variablen wéhlen, die frei in der Formel
vorkommen.

(2) Eine Formel ¢ heifit Variante einer Formel ¢, falls ¢ in endlich vielen
Schritten (auch keine) durch einfache gebundene Umbenennung aus ¢ ent-
standen ist. Falls ¢ # v, dann heifit b auch echte Variante.

(3) Eine Formelmenge A heifit Variante einer Formelmenge T, falls sie das
Folgende erfiillt:

(a) Jedes ¥ € A ist eine Variante einer Formel ¢ € T'.
(b) Zu jeder Formel ¢ € T gibt es eine Variante ¢ € A.
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Bemerkungen (Varianten): Varianten haben einige leicht nachvollziehbare
Eigenschaften. Sei ¢ eine £-Formel:

(1)

Ist ¢/ Variante von ¢, dann gilt: FV(¢) = FV(¢')

(Bei der gebundenen Umbenennung kann man nur neue Variablen wiihlen,
also auch keine bisher freie Variable gebunden werden. Damit bleibt die
Menge der freien Variablen bei gebundener Umbenennung invariant.)

Wurde ein Quantor in einer Variante ¢’ von ¢ ersetzt, dann kann der neue
Quantor keine Variable x € FV(¢) binden. Formal:

€ QV()NEV(9) = 2€QV(9)

Es ist moglich, dass eine in ¢ quantifizierte Variable z € QV(¢) in einer
Variante ¢’ an einer anderen Stelle quantifiziert wird.

(Falls « ¢ FV(¢), kann man erst alle Vorkommen von z beliebig umbenen-
nen; anschlieffend kann man an beliebiger Stelle eine gebundene Variable
in z umbenennen.)

Quantorenfreie Formeln haben keine echten Varianten.

Der Begriff der Variante definiert auf der Menge aller Formeln und auf der
Menge aller Formelmengen eine Relation Vr bzw. V). Diese Relationen
sind nicht symmetrisch:

(Kommt in einer Formel ¢ eine Variable x mehrmals quantifiziert vor,
dann gibt es eine Variante ¢’, in der all diese Vorkommen umbenannt
sind. Fiir jede Variante ¢” dieser Formel kommt z héchstens einmal vor.
Damit ist ¢ keine Variante von ¢'.

Fiir Formelmengen betrachte die Mengen {¢}, {¢'} und {¢"}.)

1.2 DEF (Einfache Ableitung): Sei ¢ € £ Formel, ¢’ eine Variante von ¢.
Eine Ableitung D fiir ¢+ ¢’ heifit einfach, falls sie das Folgende erfiillt:

(1)

Allbeseitigung:  Fiir jede Allbeseitigung
Va(a)
¥(t)

in der Ableitung D gilt: 2z € QV(¢) und ¢t muss eine neue Variable y sein
(t = y), die bisher noch iiberhaupt nicht in der Ableitung vorkommt.

Alleinfihrung:  Fir jede Alleinfithrung

Y(y)
Va1(x)

in der Ableitung D gilt: y ist eine der neuen Variablen, die an einer
einzigen Stelle eingefiihrt wurden, und = € QV(¢').

Annahmen: Keine der neuen Variablen kommt in einer Annahme (weder
offen noch geldscht) vor.
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Bemerkung (Einfache Ableitung): Einfache Ableitungen haben entschei-
dende Vorteile, die ein leichtes Zusammensetzen von Ableitungen zu neuen Ab-
leitungen erleichtern:

Setzt man {iber eine bestehende Ableitung eine neue Ableitung, kénnen bei
den Alleinfiihrungen in der unteren Ableitung Probleme entstehen; es kénnen
neue offene Annahmen mit neuen freien Variablen hinzukommen, die eine All-
einfiihrung verbieten.

In einfachen Ableitungen sind die Variablen, die allquantifiziert werden, unter
Kontrolle. Sie kénnen ohne Probleme derart umgenannt werden, dass das Resul-
tat immer noch eine geeignete Ableitung ist und zudem die Variablenkonflikte
vermieden werden.

Einfache Ableitung D fiir ¢+ ¢’ erfiillen zudem: QV(D) = QV(¢) UQV(¢').

1.3 Lemma (Einfache Ableitbarkeit von Varianten): Sei ¢ € L eine
Formel und ¢’ eine Variante von ¢, dann gibt es einfache Ableitungen Dy und
D¢I mit:

¢k ¢" vermdge Dy und ¢'F¢  vermdge Dy

Bew.:  Durch Induktion iiber dem Aufbau von ¢.

¢ atomar: ¢ ist quantorenfrei. Also gilt fiir jede Variante ¢’ von ¢: ¢ = ¢'.

Damit folgt aber die gegenseitige Ableitbarkeit vermoge der trivialen Ab-
leitung Dy := Dy := ¢.

Da in Dy weder Alleinfithrung noch Allbeseitigung vorkommen, ist Dy
(und damit auch Dy) trivialerweise einfach.
IV: Fiir o und 7 gelte die Behauptung.
=~ g — 1: Sei ¢ eine Variante von ¢. Dann gibt es Varianten ¢’ und 7’ von
o und 7, so dass ¢ =o' — 7.

Sei n der grofite Index einer Variablen in den durch die IV garantierten,
einfachen Ableitungen D,, Dy, D, und D,.

Ersetze in der ganzen Ableitung D, jedes Vorkommen jeder Variable z,,,
die bei einer Allbeseitigung entsteht, durch die Variable x,;,y,11. Verfahre
analog bei D,,. Man mache sich klar, dass durch das Ersetzen zwei neue,
einfache Ableitungen entstehen, die immer noch 7+ 7’ und 7'+ 7 belegen.

Wir nennen die beiden neuen Ableitungen wieder D, und D, .

Betrachte zunéchst den folgenden Baum:

[o']* ®
> ( IV:D,, ) = ( ~ )
Dy 1= == (IV:D;)
% (1)
O =T (=)
¢ -
Die doppelten Linien stehen fiir Teilableitungen, die durch die IV gegeben

sind.
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Wir zeigen, dass durch das Ersetzen der Variablen in D, sichergestellt
ist, dass alle Alleinfiihrungen in D, weiterhin erlaubt sind und damit die
angegebenen Béume tatséchlich Ableitungen sind:

Angenommen nicht, dann muss an einer Stelle eine Nebenbedingung bei
einer Alleinfiithrung gebrochen sein. In D, kann dies jedenfalls nach IV
nicht sein. Damit gibt es in D, eine Stelle mit:

Y(y)
Vaip(x)
Dabei kommt y in irgendwelchen momentan offenen Annahmen p frei vor.
p kann aber nach IV nicht zu D, gehéren. Also ist p € {0’ ¢}.

Da y nicht frei in 7 vorkommen kann (wieder mit IV), gilt sogar, dass
p € {o',0}. Damit ist y € FV(c) = FV(o’). Das ist aber aufgrund des
Ersetzens der neuen Variablen in D, nicht moglich.

Analog argumentiert man, dass der folgende Baum eine Ableitung ist:

1 /
[0}/ (IV:D,) /¢ (=)
a ag — T
YDJVIRES !
¢ %(IV:DT/)
g — T ﬁ)
¢

So, wie die Variablen in D, und D,/ ersetzt wurden, ist es sichergestellt,
dass Dy und Dy einfach sind.

Damit ist der Fall ¢ — 7 gezeigt.

¢ = Vzo. Sei ¢’ eine Variante von ¢. Dann ist ¢’ von folgender Form: Vyo'.

Die IV garantiert zwei Ableitungen D, ;) und D,/ (,y. Ersetzt man jedes
freie Vorkommen von « in beiden Ableitungen durch eine neue Variable z,
die weder in D) noch in Dy,(,) vorkommt, und fiir die zusétzlich gilt,
dass x # z # y, so erhilt man wieder zwei einfache Ableitungen. Diese
bezeichnen wir mit Dy (.) und D,/ (,)

Betrachte die folgenden Biaume:

Vzo Yyo!
() '
—— (IV:D,.)) 7(z) (IV:Dyr (1))
g (Z) g(z)
Yyo! Vao

Beide angegebenen Baume sind Ableitungen, da durch die Wahl von z
insbesondere gilt: z ¢ FV(Vzo) = FV(Vyo’'). Da zusitzlich z weder in
Vxo noch in Vyo' vorkommt, sind beide Ableitungen einfach.

Insgesamt wurde die Behauptung gezeigt. Q.E.D.
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1.4 DEF (frei): Sei z eine Variable und ¢ ein Term.

(1) Eine L£-Formel ¢ heift frei iber x und t, falls weder iiber x noch iiber die
Variablen von ¢ in ¢ quantifiziert wird:

QV(9) N ({e} UFV(1) = &

(2) Eine Ableitung D wird frei iber x und t genannt, falls alle Formeln, die
in D vorkommen, frei sind.

(3) Eine L-Formel v heiit freie Variante diber x und t zu einer L-Formel ¢,
falls die Formel v eine Variante von ¢ ist und zudem auch frei ist.

(4) Eine Formelmenge A heifit freie Variante von einer Formelmenge I, falls
A eine Variante von I' ist und alle Formeln ¢ € A frei sind.

Konvention: Im Folgenden seien die Variable v und der Term s fest gewéhlt.
,Frei“ wird abkiirzend fiir , frei iiber v und s“ verwendet.

1.5 Korollar (Einfache Ableitbarkeit fiir Substitute): Fiir jede £-Formel
¢ und allen freien Varianten ¢* von ¢ gilt:

Falls s frei einsetzbar ist fiir v in ¢, dann gibt es zwei einfache Ableitungen Dy
und Dy mit:

P[s/v]F ¢*[s/v] vermbge Dy und ¢ [s/v]F P[s/v] vermbge Dy

Bew.:
Man mache sich (durch eine einfache Induktion iiber dem Aufbau von ¢) klar,
dass ¢*[s/v] freie Variante von ¢[s/v] ist. Q.E.D.

1.6 Lemma (Substituierbarkeit in freien Ableitungen): Sei D cine freie
Ableitung. Dann ist D[s/v] auch eine Ableitung,.

Bew.:

Einfache Induktion iiber dem Aufbau von freien Ableitungen. Q.E.D.

1.7 Lemma (Existenz freier Ableitungen): Fiir jede Ableitung D mit
einer Endformel ¢ und fiir jede freie Variante ¢* von ¢ gilt:

Es gibt eine freie Ableitung F mit Endformel ¢* so, dass Hyp(F) freie Variante
von Hyp(D) ist.

Bew.:  Durch Induktion iiber dem Aufbau von Ableitungen.

D= ¢: Damit gilt: Hyp(D) = {¢}.
Sei ¢* beliebige freie Variante von ¢.
Betrachte F := ¢*.

Offensichtlich ist Hyp(F) freie Variante von Hyp(D), Endformel von F ist
¢* und F ist frei.

IV: Die Behauptung gelte fiir die Ableitungen D; und Ds.
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D, Dy
¢ ¢ — Es gilt: Hyp(D) = Hyp(D1) U Hyp(D2)
(2

Sei ¥* eine freie Variante von 1. Dann gibt es eine freie Variante ¢* von ¢,
so dass die Formel ¢* — t¢* eine freie Variante von ¢ — 1 ist.  (Warum?)

Die IV garantiert freie Ableitungen Dj und D3. Betrachte:

Dy D3
w*

Hyp(F) = Hyp(D7) U Hyp(D3).
Mit der IV folgt leicht, dass Hyp(F) freie Variante von Hyp(D) ist und
die Endformel von F ist ¢*. Offensichtlich ist F auch frei.

Dy

0 Es gilt: Hyp(D) C Hyp(D1).
¢ — 1
Sei also (¢ — 1)* eine beliebige freie Variante von ¢ — . Dann ist
(¢ — P)* = ¢* — ¢* fiir geeignete freie Varianten ¢* und ¢*.  (Warum?)
Die IV garantiert hier eine freie Ableitung D} mit Endformel ¢*, wobei
Hyp(D7) freie Variante von Hyp(Dy) ist.

Betrachte die folgende Ableitung;:

Dy
Fo = ¢*

o )

Bei (%) wird keine (!) offene Annahme ¢* geldscht.

Hyp(Fy) = Hyp(D7). Falls Hyp(Fy) eine freie Variante von Hyp(D) ist,
ist Fo die gesuchte Ableitung.

Ansonsten muss das Folgende gelten:

Jedenfalls gibt es fiir jedes o € Hyp(D) C Hyp(D;) nach IV eine freie
Variante o* € Hyp(Dj) = Hyp(Fp). Also muss es Formeln o € Hyp(Fo)
geben, die keine Varianten von Formeln 7 € Hyp(D) sind.

Fiir diese Formeln o gilt wieder mit IV, dass sie Varianten von Formeln
7 € Hyp(D;) sind. Entsprechend miissen diese Formeln 7 in D im letzten
Schritt geloscht worden sein. Damit ist jede dieser Formeln 7 der Form ¢.
Das bedeutet: Jedes storende o (es kénnen mehrere verschiedene sein),
ist eine freie Variante von ¢.

Damit sind die ¢ alle auch Varianten von ¢*, der freien Variante von ¢.

Der Satz iiber einfache Ableitbarkeiten von Varianten gewéhrleistet eine
einfache Ableitung D, fiir ¢*+o.

Aus der Einfachheit folgt mit der Freiheit von ¢* und o, dass in D, weder
iiber v noch {iber die freien Variablen von s quantifiziert wird. Damit ist
jedes D, eine freie Ableitung.
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Nun entstehe die Ableitung F aus der Ableitung Fy, indem {iiber jede der
storenden Formeln o die Teilableitung D, gesetzt wird. Zudem werden
alle Vorkommen von ¢* als offene Annahme bei der letzten Implikations-
einfithrung geloscht.

Damit gilt fiir jede Formel o € Hyp(F): o ist eine freie Variante einer
Formel 7 € Hyp(D). Insbesondere ist also Hyp(F) eine freie Variante von
Hyp(D) und F hat die Endformel (¢ — )*. Da alle D, frei sind, ist auch
F frei.

Dy

o(x) Es gilt: Hyp(D) C Hyp(D1).
Yy : ¢(y)
Sei (Vy : ¢(y))* beliebige freie Variante von Vy : ¢(y).
Dann ist (Vy : ¢(y))* = Vz : ¢*(2) fiir eine geeignete Variable z und eine
geeignete freie Variante ¢*(z) von ¢(x).
Nach IV gibt es eine freie Ableitung Dj fiir ¢*(x) mit Hyp(Dj) freie Va-
riante von Hyp(D;) = Hyp(D).
Die Nebenbedingungen fiir D verlangen, dass = nicht frei in den offenen

Annahmen von D vorkommt. Da Varianten dieselben freien Variablen ha-
ben, wie die urspriingliche Formel, gilt:

Fiir jedes ¥ € Hyp(Dj): x= ¢ FV(¢)

Damit ist eine Allquantor-Einfithrung fiir z in D erlaubt. Da Vz : ¢*(2)
freie Variante von Yy¢(y) ist, ist die folgende Ableitung frei:

D;
F o= 9" ()
Yz ¢*(2)

Hyp(F) = Hyp(D5) ist nach IV freie Variante von Hyp(D).

V@ ¢(x) Es gilt: Hyp(D) C Hyp(Dy).

Sei ¢*(t) beliebige freie Variante von ¢(t).

Damit ist auch ¢*(x) freie Variante von ¢(x) und ¢ ist frei einsetzbar fiir
x in ¢.

Es gibt eine Variable z, so dass Vz : ¢*(2) freie Variante von Vz : ¢(x) ist.

Damit gibt es geeignete Ableitung Dj mit Hyp(Dj) ist freie Variante von
Hyp(D:) = Hyp(D).
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Betrachte:
Dy
F = Yz ¢*(2)
¢* (1)
F ist freie Ableitung mit Endformel ¢*(¢) und Hyp(F) ist freie Variante
von Hyp(D).

Insgesamt wurde die Behauptung gezeigt.

Q.E.D.

1.8 Theorem (Substitutionssatz): Sei I' U {¢} C £ Formelmenge. Ist in
jeder Formel ¢ € T'U {¢} ein Term s frei einsetzbar fiir eine Variable v, dann
gilt:

'te = T[s/v]F¢[s/v]

Bew.:

T'F ¢ bedeutet: Es gibt eine endliche Teilmenge ¥ C I' und eine Ableitung D
mit Endformel ¢ und Hyp(D) = X.

Sei ¢* beliebige freie Variante ¢. (Es gibt immer freie Varianten!)

Mit dem Satz iiber die Existenz freier Ableitungen gibt es eine freie Ableitung
F mit der freien Endformel ¢* so, dass Hyp(F) freie Variante von Hyp(D) ist.

Da nach Voraussetzung in jedes o € Hyp(D) der Term s fiir die Variable v frei
einsetzbar ist, sind Hyp(F)[s/v] = {¢1,...,¥n} und Hyp(D)[s/v] Varianten.

Mit dem Satz iiber einfache Ableitbarkeit gibt es fiir jedes ¢, € Hyp(F)[s/v]
eine Formel o), € Hyp(D)[s/v] und eine einfache Ableitung Dy, fir: oy 1y

Desweiteren ist auf F der Satz iiber Substituierbarkeit in freien Ableitungen
anwendbar. Es gilt also vermoge F[s/v]:

Hyp(F)[s/v]t ¢*[s/v]

Ebenfalls ist ¢*[s/v] eine Variante von ¢[s/v], da s fiir v frei einsetzbar ist in ¢.
Also vermdge Dy auch:  ¢*[s/v]F ¢[s/v] einfach.

Betrachte nun folgenden Baum:

01 Dy On D,
wl( ) wn( )
Fls/v]
#ls/ol
ols/o]

Fiir jedes 1 < k < ngilt: oy und ¢} sind Varianten voneinander. Insbesondere
haben sie dieselben freien Variablen. Damit kann in F[s/v] kein Variablenkon-
flikt entstehen. Also ist der Baum bis ¢*[s/v] tatsichlich eine Ableitung. Sei m
grofiter Index aller Variablen in diesem Teilbaum bis ¢*[s/v].

Ersetze im Teilbaum Dy — es gilt: Dy ist eine einfache Ableitung — jede neu
eingefiihrte freie Variable z; durch x;4,,11. Nenne das Resultat der Ersetzung
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G. Durch die Ersetzung der Variablen ist gewéhrleistet, dass G eine Ableitung
ist. Hyp(G) € Hyp(D)[s/v] C I'[s/v] und die Endformel von G ist ¢[s/v].

Damit gilt I'[s/v]F ¢[s/v] und der Substitutionssatz ist bewiesen. Q.E.D.

Bemerkung (Freiheit und Substitutionssatz): Die beiden Begriffe , Freie
Einsetzbarkeit” und ,,Freiheit* sind eng verwandt. Freie Varianten garantieren
eine freie Einsetzbarkeit. Wihrend die freie Einsetzbarkeit minimale Anforde-
rungen gewahrleistet, dass durch die Substitution die Wahrheit der Formel inva-
riant bleibt, hat der stérkere Begriff der Freiheit den Vorteil, dass man dadurch
leichter iiber Ableitungen argumentieren kann. Das wurde im Substitutionssatz
ausgenutzt.

Wir haben Prémissen mit freier Einsetzbarkeit in freie Formeln umgeformt; fiir
diese konnten wir die benétigte Ableitbarkeit beweisen. AnschlieBend wurde
das Ergebnis wieder geeignet zu einer Formel mit lediglich freier Einsetzbarkeit
umgeformt.

Wesentlich zum Erfolg der Umformungen haben zwei Tatsachen beigetragen:
zum Einen haben Varianten dieselben freien Variablen, zum anderen erfolgen
die Umformungen durch einfache Ableitungen. Letzteres wurde erst dadurch
moglich, dass im Kalkiil sowohl bei der Alleinfiihrung als auch bei der Allbesei-
tigung eine Umbenennung der Variablen erlaubt ist.

Bemerkung (Sprachen mit Parametern): Gelegentlich werden in der Be-
weistheorie formale Sprachen betrachtet, in denen schon beim Sprachaufbau die
quantifizierten Variablen strikt von den freien unterschieden werden. Letztere
werden dann Parameter genannt. (Etwa: =z, fir die quantifizierten Variablen
und a,, fiir die freien.) Dies wiirde den Beweis des Substitutionssatzes vereinfa-
chen:

Man koénnte oben auf die Einfithrung von einfachen Ableitungen, in denen kiinst-
lich diese Unterscheidung von freien und quantifizierten Variablen erzwungen
wird, verzichten. Ebenfalls sind die Variablenbedingungen im Kalkiil trivial
erfiillt — keine freie Variable kann quantifiziert werden, freie Einsetzbarkeit ist
immer gewéhrleistet. Dies vereinfacht das Zusammensetzen von Teilableitungen
und macht syntaktische Beweise wesentlich einfacher.

Bemerkung (Unterschied zu v. Dalen): Im Kalkiil bei v. Dalen ist ledig-
lich bei der Allbeseitigung eine Umbenennung der Variablen erlaubt, nicht aber
bei der Alleinfithrung.

(1) Problemfall: ~ Damit gilt im Kalkiil nach v. Dalen aufgrund der Varia-
blenbedingung bei der Alleinfithrung:

r=yANVow:v=wlfr=yAVoy:x =y
(2) Vollstindigkeit des Kalkills: V. Dalen beweist fiir seinen Kalkiil die

Vollstiandigkeit. Dies ist kein Widerspruch, da er sich dabei nur auf Aus-
sagen bezieht. Dort ist der schwichere Kalkiil tatsdchlich vollsténdig.
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