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1. Differentiation und ihre Anwendung
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1.1 Die Ableitung

Motivation: Neben dem reinen funktionalen Zusammenhang
y = f(x) zwischen zwei Variablen x und y spielt insb. in
dkonomischen Anwendungen die Frage der Anderungstendenz
einer Funktion eine groRe Rolle.

» Fiir den Anbieter eines Gutes auf einem Markt ist es nicht nur
wichtig zu wissen, wie hoch sein Erlds bei einem bestimmten
(festen) Marktpreis ist, sondern auch, wie sich sein Erlds
andert, wenn sich der Preis andert.

» Analysiert man die Auswirkungen einer Lohnerhdhung auf das
Giiternachfrageverhalten von Haushalten, ist es u.a. wichtig zu
wissen, wie die Konsumausgaben der Haushalte sich dndern,
wenn das (verfiighare) Haushaltseinkommen um einen
bestimmten Betrag ansteigt.



1.1 Die Ableitung
MaR fiir die Steilheit eines Graphen:

» Wie kann man auf prizise Weise die Steilheit eines Graphen
messen?
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» Die Steigung der Tangente im Punkt a misst die Steigung der
Funktion y = f(x) im Punkt (a, f(a)).

» Bei nichtlinearen Funktionen kann die Steigung von Punkt zu
Punkt variieren!



1.1 Die Ableitung

Von der Sekante zur Tangente:

Die Steigung der Sekante ist gegeben durch den
Differenzenquotienten:

N CE: hl)1 —f(a)



1.1 Die Ableitung

Definition: Differentialquotient; erste Ableitung

Gegeben sei eine Funktion y = f(x) mit dem Definitionsbereich
D(f). Existiert fiir einen Wert a € D(f) der Grenzwert

so heilt dieser Grenzwert Differentialquotient oder erste
Ableitung der Funktion f an der Stelle a. Diese Zahl gibt die
Steigung der Funktion im Punkt (a, f(a)) an.



1.1 Die Ableitung

Definition: Tangente

Die Gleichung der Tangente an die Kurve y = f(x) im Punkt
(a,f(a)) ist

y — f(a) = f'(a)(x — a) (Punkt-Steigungs-Formel).
Ubliche Schreibweisen fiir Ableitungen:

b
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1.1 Die Ableitung

Definition: Ableitungsfunktion

Existiert zu einer Funktion y = f(x) in jedem Punkt x eines
Intervalls / (mit / € D(f)) die (erste) Ableitung f’(x), so heiRt f
(in 1) differenzierbar.

Die Funktion f', die jedem x € I die zugehérige (erste) Ableitung
f'(x) von f zuordnet, heift (erste) abgeleitete Funktion von f
oder Ableitungsfunktion von f.



1.1 Die Ableitung

Anmerkungen:
» Die Bestimmung der Ableitung einer Funktion mittels der
dargestellten Grenzwertbetrachtung ist i.A. sehr aufwendig.
Zur praktischen Anwendung der Differentialrechnung erweist
es sich als nicht notwendig. Es geniigt vielmehr die Kenntnis
der Ableitung elementarer Funktionen und einiger
Rechenregeln zum Differenzieren.

» Bevor wir diese ermitteln bzw. darstellen, sollen einige zentrale
Anwendungen der Differentialrechnung die weiteren
Ausfiihrungen motivieren. Weiterhin erweist es sich als
sinnvoll, einen kurzen Exkurs iiber die Rechenregeln fiir die
Grenzwerte an dieser Stelle einzubauen.
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1.2 Monotonie

Definition: Monotonie
Sei | € R ein Intervall und f : | — R eine Funktion. Dann heift
f(x)
> streng monoton steigend, falls fiir alle x;, x, € / gilt:
x1 < x2 = f(x1) < f(x2)
> streng monoton fallend, falls fiir alle x;, x, € / gilt:
x1 < xo = f(x1) > f(x)
» monoton steigend, falls fiir alle x;, x, € / gilt:
X1 < Xp = f(Xl) < f(Xz)

» monoton fallend, falls fiir alle x;, x, € / gilt:
x1 < xp = f(x1) > f(x).

1"



1.2 Monotonie

» Mit Hilfe des Vorzeichens der ersten Ableitung einer
Funktion ist es mdglich, fiir (differenzierbare) Funktionen die
schwache Monotonie iiber folgende Zusammenhinge zu
tiberpriifen:

» f/(x) >0fiirallexe/ < f ist monoton wachsend auf /;
> f/(x) <Ofiirallexe ! < f ist monoton fallend auf /;
> ebenso gilt: f'(x) =0 fiirallex e I & f st konstant auf /.
> Die dargestellten Zusammenhinge haben den Charakter eines
mathematischen Satzes. Eine Moglichkeit, diesen Satz zu

beweisen, liefert der so genannte Mittelwertsatz (siehe
Sydsaeter/Hammond (2.A.) S. 335f, (3.A.) S. 326f).
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1.2 Monotonie

» Fiir die strenge Monotonie gelten lediglich folgende
Implikationen:

> f'(x) >0 fiir alle x € /
= f ist streng monoton wachsend auf /;

> f'(x) <O0firalle x e/
= f ist streng monoton fallend auf /.
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1.3 Anderungsraten

> Die Ableitung wurde als Steigung der Tangente an einem
bestimmten Punkt des Graphen der Funktion definiert.

» In den wirtschaftswissenschaftlichen Anwendungen spielt aber
oft eine Interpretation als Anderungsrate eine Rolle:

T F(xo+Dx)—f
durchschnittliche Anderungsrate W (

dem Differenzenquotient)
momentanen Anderungsrate f’'(xp)

relative Anderungsrate f,((:;’))

gleich

Beide Anderungsraten spielen insbesondere bei der
Betrachtung einer Variable im Zeitablauf eine Rolle (d.h. die
unabhingige Variable ist die Zeit t).
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1.3 Anderungsraten

» Eine weitere Anwendung des Ableitungsbegriffes in den
Wirtschaftswissenschaften spiegelt sich in einer speziellen
Bezeichnung von bestimmten Ableitungsfunktionen wider. So
spricht man regelmiBig von Grenzkosten oder Grenzertrag,
vom Grenzprodukt oder der Grenzneigung zum Konsum.
(marginal costs,...)
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1.4 Exkurs: Grenzwerte

Grenzwerte spielen nicht nur bei der Definition der Ableitung eine
Rolle, sondern sind auch fiir spatere Anwendungen relevant.
Deshalb wollen wir hier einen (ersten) Exkurs dariiber einfligen.

Definition: Grenzwert einer Zahlenfolge, limits of a sequence

Sei {x,}nen eine Folge reeller Zahlen. Die Folge heift konvergent
gegen einen Wert a € R, falls gilt: zu jedem & > 0 gibt es eine
natiirliche Zahl 7i(e) € N, so dass

|x, —al <e  firalle n>mn(e).
a heift Grenzwert oder Limes der Folge {x,} nen-

Eine Folge {x,}nen heift divergent, falls sie nicht konvergiert.

Anmerkung: Ist a = 0, so wird {x,},en Nullfolge genannt.
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1.4 Exkurs: Grenzwerte

Definition: Grenzwert von Funktionen

Die Funktion f : D(f) — R mit D(f) C R hat an der Stelle a € R,
die nicht notwendigerweise im Definitionsbereich D(f) enthalten
sein muss, genau dann einen Grenzwert 3, in Zeichen

fim, ) =3,

wenn es Zahlenfolgen {x,}nen mit x, € D(f), x, # a und
lim x,, = a gibt und fiir alle solche Folgen gilt:

Tim {y o = fim {F(x)}ncr =3
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1.4 Exkurs: Grenzwerte

Wir betrachten die Funktionen f(x) und g(x) mit D(f) = D(g).

Es sei: XI@Q f(x)=d und )I(ig1ag(x) =e mitd,eeR.
Dann gelten folgende Rechenregeln:

Rechenregeln fiir Grenzwerte von Funktionen

(R1) >I(iLnac =c mit ¢ = konst. € R

(R2) )I(igwa[f(x) + ] :Xlimaf(x) +c=d+c

(R3) )I(iLnac f(x) = C'XliLnaf(x) =c-d

(Ra) (Jim [£(x) + g(x)] = lim £(x) & lim g(x) = d + e
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1.4 Exkurs: Grenzwerte

Rechenregeln fiir Grenzwerte von Funktionen (Fortsetzung)
(RS) lim [£(x) - £()] = lim £(x)- lim g(x) = d -e

m F0) M)
(RO %, g0 = Tim g0) ~ e

(R7) lim [F(x)]" = L“EL f(x)} "—4"  fir neN

(R8) lim {/F(x) = ¢/lim f(x)=Vd fir neN, f,d>0

x—a x—a
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1.4 Exkurs:

)

lim x" = oo lim
X—00 x—+oo
(neR™) (ne

Grenzwerte

....................

1 =0 lim x"=0
xn x—0
RT) (neRY)
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1.4 Exkurs: Grenzwerte

o~ (neR™)

_ J+oo falls n gerade
- —oo falls n ungerade
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1.4 Exkurs: Grenzwerte

im =00 |im e =0 lim In(x) = o
X—00 X——00 X—00
lim eX=0 lim e *=0 limin(x) = 0
X——00 X—00 x—1
lime=1 lime > =1 limin(x) = —oo
x—0 x—0 X

(analog fiir f(x) = a* mit a > 1)
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1.5 Differentiationsregeln

. konstante Funktion f(x) =¢, ¢ €R; c = konst.
Anmerkung: f(x) = ¢ ist liberall differenzierbar

— f(x)=0
. additive Konstante y = ¢ + f(x), ¢ € R; c = konst.
— Y =F)
. multiplikative Konstante y = ¢ - f(x), ¢ €R; ¢ = konst.
— Yy =c-f(x)
. Potenzregel: f(x) = x" (r € R)
Anmerkung: Die Potenzfunktion f(x) = x" ist iiberall
differenzierbar

—  f'(x) = rx"! (power rule).
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1.5 Differentiationsregeln

. Summenregel: y = f(x) £ g(x)
— Y =f(x)tg ()
kann auf beliebig viele Summanden erweitert werden; z.B.

Fo)=Ya %  — F)=3 i a-x
i=1 i=1

. Produktregel: y = f(x) - g(x)

— Y =(x)g(x) +f(x) &)
. Quotientenregel: y = % mit g(x)#0
— y=f (X)g(Xg)(;)';(X)g (x)
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1.5 Differentiationsregeln
8. Kettenregel: y = f(g(x)) mit y = f(z) als AuRerer Funktion
und z = g(x) als innerer Funktion
— ¥ =f(2)&K

Verallgemeinerung der Kettenregel: y = f(g(h(x))) mit
y = f(2), z=g(u) und u = h(x)

— Y =f(2)-g(u)-h(x)
9. Ableitung der Umkehrfunktion:

Besitzt eine in D differenzierbare Funktion y = f(x) eine
Umkehrfunktion x = f=1(y), so ist x = f~1(y) differenzierbar
und es gilt:

df ~(y) 1 dx 1
i o M v
dx dx
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10.

11.

1.5 Differentiationsregeln

Logarithmusfunktion: f(x) =Inx, x>0
Anmerkung: Die Logarithmusfunktion f(x) = Inx ist fiir x > 0
tiberall differenzierbar
— f(x)=1/x
Logarithmusfunktion zur allgemeinen Basis a:
y =log,x mita>0
1

!
BN - -
v xIna

Verallgemeinerung: y = log, g(x) =y =
g(x)Ina
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12.

13.

14.

1.5 Differentiationsregeln

Exponentialfunktion f(x) = e*
Anmerkung: Die Exponentialfunktion f(x) = e* ist iiberall
differenzierbar
—  fl(x)=¢"
Aligemeine Exponentialfunktion zur Basis a: y = e8()
—  y =etMg(x)

Exponentialfunktion zur allgemeinen Basis a:
y=a*fira>0

— y' =a%Ilna

Verallgemeinerung: y = a8 — ' = 280 g/(x) In a fiir
aeRt
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1.6 Hohere Ableitungen

Definition: Zweite Ableitung, second derivative

Gegeben sei eine differenzierbare Funktion y = f(x). Ist ihre erste
Ableitung y’ = f’(x) ihrerseits differenzierbar, dann heiRt f zweimal
differenzierbar und die erste Ableitung von f/(x) heilt zweite
Ableitung der Funktion y = f(x). Diese Ableitung wird bezeichnet
mit
d? d?f(x
K}; oder dx(2 )

1

oder y” oder f".
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1.6 Hohere Ableitungen

Definition: n-te Ableitung

Gegeben sei eine differenzierbare Funktion y = f(x). Ist diese
n-fach differenzierbar, so kann die n-te Ableitung von f als (erste)
Ableitung der (n — 1)-ten Ableitung von f gebildet werden. Diese
Ableitungen werden allgemein bezeichnet mit

d’y oder d"f(x)

(n) (n)
g o oder y oder .

29



1.7 Konvexe Funktionen

Definition: konvexe und konkave Funktionen

Sei | € D(f) ein Intervall und f : | — R eine Funktion. Dann heiRt
f

a) konvex, falls fiir alle x;,x, € I mit x; < x, gilt:
Flva + (1= Al < A-F(x) + (1= A)f(x)

fir alle X € [0,1];
b) konkav, falls fiir alle x;, x, € I mit x; < x, gilt:

FIa+ (1= Al 2 A- ) + (1= A)f(x)
fir alle X € [0,1].

Eine Funktion f heiBt streng konvex (konkav), wenn stets das
Ungleichheitszeichen giiltig ist.

30



1.7 Konvexe Funktionen

SATZ: Kriimmungsverhalten differenzierbarer Funktionen

Gegeben sei eine differenzierbare Funktion y = f(x). Gilt fiir alle
x €l c D(f):

a) f"(x) >0, so ist f im Intervall / konvex;
b) f(x) <0, so ist f im Intervall / konkav.

y=/x)

31



1.7 Konvexe Funktionen

Beispiel: die konvexe Funktion f(x) = x?

x=1 f(1)=1 F(x) =2 F1(1) = 2
x=2 f(2)=4 fF(2) =4 f1(2) = 2

32



1.8 Implizites Differenzieren

Die Methode der impliziten Differentiation
Wenn zwei Variablen x und y durch eine Gleichung in Beziehung
stehen, erhilt man y’ wie folgt:

(a) Differentiation beider Seiten der Gleichung nach x (Achtung: y
ist eine Funktion von x, erfordert meist Kettenregel)

(b) resultierende Gleichung nach y’ auflésen

33



1.9 Differentiale

Definition: Differential

Gegeben sei eine differenzierbare Funktion y = f(x) und ihre erste
Ableitung y' = f/(x). dx sei eine endliche Anderung der
unabhingigen Variablen. Dann nennt man dy = f'(x)dx das zu dx
gehdrende Differential der Funktion f. dx nennt man auch
Differential der unabhéngigen Variablen.

34



1.9 Differentiale

Anmerkungen:
» Fiir dx = 1 gilt: dy = f’(x), d.h. das Differential ist gleich der
ersten Ableitung der Funktion.

» Analog zu den Rechenregeln fiir die Differentiation gibt es
Rechenregeln fiir Differentiale.

Beispielsweise gilt:

» dc = 0 fiir ¢ = konstant;

> d(c; - x+ 6 y)=cdx+cdy fir ¢; und ¢, konstant;

» d(x-y)=ydx+xdy
d(af + bg) = adf + bdg
d(fg) =gdf +fdg

. dG)zM
g g

\

>
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1.9 Differentiale

Differentiale kénnen auch fiir hdhere Ableitungen einer
Funktion definiert werden. Z.B. ist ein Differential zweiter
Ordung definiert als d?y = £"(x)dx>.

Allgemein: Differential n-ter Ordnung d"y = f("(x)dx"
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1.10 Approximation von Funktionen

» Differentiale berechnen die (approximative) Anderung des
Funktionswertes aufgrund einer Anderung des
Argumentwertes. RegelmaRig ist es aber zusitzlich erforderlich
den approximativen Funktionswert (und nicht nur dessen
Anderung) zu berechnen.

» Dazu kann z.B. die Tangentengleichung herangezogen werden,
womit eine lineare Approximation des Funktionswertes
moglich ist.

_y=f(x)
Zur linearen Approximation
verwenden wir:
f(x) = f(a) + f'(a)(x — a)

37



1.10 Approximation von Funktionen

Manchmal erweist sich die lineare Approximation als zu
ungenau.

Vorschlag: Statt eine Funktion nur durch ein Polynom 1.
Grades (= lineare Funktion) zu approximieren, kann versucht
werden, ein Polynom n-ten Grades P(x) zu verwenden!

Die Vorgehensweise bei der polynomialen Approximation wird
anhand der quadratischen Approximation demonstriert:

Bisher wurde ein Polynom 1. Grades der Form

P(x) = A+ B - (x — a) zur Approximation der Funktion

y = f(x) in der Ndhe von x = a verwendet; durch die Identitit
des Polynoms 1. Grades mit der Tangente konnten die
unbekannten Koeffizienten des Polynoms (A und B)
identifiziert werden und es wurde eine lineare Approximation in
der Form f(x) &~ f(a) + f'(a)(x — a) vorgeschlagen.

Jetzt soll ein Polynom 2. Grades der Form

P(x) = A+ B-(x —a)+ C-(x — a)? verwendet werden.
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1.10 Approximation von Funktionen

» Was setzen wir fiir die Koeffizienten A, B und C in diesem Fall
ein?
= Sinnvollerweise werden folgende drei Anforderungen an
das Polynom P(x) gestellt:

» P(a) =f(a), d.h. der Funktionswert an der Stelle a soll gleich
dem Wert des Polynoms an dieser Stelle sein;

» P’(a) = f'(a); d.h. die Steigung des Polynoms und der
Funktion an der Stelle a sollen identisch sein;

> P"(a) = f"(a); d.h. das Kriimmungsverhalten des Polynoms
und der Funktion an der Stelle a sollen identisch sein;
» Dies liefert drei Gleichungen zur Identifikation von A, B und
C. Denn neben der Polynomgleichung P(x) erhalten wir die
deren erste und zweite Ableitung des Polynoms zu:

(1) P'(x) = B +2C(x — a)
() P"(x) = 2C

39



1.10 Approximation von Funktionen
Aus (I1) folgt dann unmittelbar: C = P”(a)/2 = f"(a)/2;
B = P'(a) = f'(a) und A= P(a) = f(a).

» Damit erhalten wir als quadratische Approximation von
y = f(x) um den Wert x = a

F(x) = f(a) + F/(a)(x — a) + 5 F'(a)(x — 3

» Als allgemeiner Fall ergibt sich schlieRlich das so genannte
Taylor-Polynom n-ter Ordnung, die Taylorreihe n-ter
Ordnung oder die Taylorapproximation n-ter Ordnung zu:

" f@) .
f(x) = Z f i!(a)(x —a)'.

i=0

» Durch die Konstruktion des Taylor-Polynoms sollte es méglich
sein, die Funktion y = f(x) in einem (kleinen?) Intervall um
die Stelle x = a herum zu approximieren.
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1.11 Taylorformel

Zur Abschitzung des Approximationsfehlers betrachten wir das
Taylorpolynom um x = 0 (Maclaurin-Polynom) in der Form

") -
f(x) =~ Z #x‘ .
i=0
Die so genannte Taylor-Formel erlaubt nun die Funktion
y = f(x) exakt mittels des Taylorpolynoms und eines geeignet
gewdhlten Restglieds R,y1(x) darzustellen.

Man erhilt dann: f(x) =P(x)+R,+1(x).
Eine wichtige explizite Form fiir das Restglied ist die so
genannte Lagrange'sche Form des Restglieds:

1

n+1 n+1
X

Rn+l(X) =

fiir eine Zahl ¢ zwischen 0 und x.
Beweis siehe z.B. Sydsaeter und Hammond (2.A.) S. 336f, (3.A.) S. 328
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1.11 Taylorformel

» Explizite Formulierung der Taylor-Formel:

nLf0) .
f (O) i 1 fn+1(c) Xn+1 .

T ()

Anmerkungen

» Die auf der Taylor-Formel basierte Approximation einer
Funktion wird hiufig in wirtschaftswissenschaftlichen Modellen
verwendet. Dariliberhinaus wird sie als eines der Hauptresultate
der Analysis angesehen.

» Das Restglied in der Lagrange'schen Form dhnelt den
Summentermen im Taylorpolynom.

> Allerdings enthilt die Taylor-Formel das nicht niher
spezifizierte ¢ und damit ist sie nicht direkt fiir die praktische
Anwendung geeignet!

42



1.11 Taylorformel

» Es lassen sich aber dennoch zwei ,indirekte” Anwendungen der
Taylor-Formel ableiten:

» Da sich zeigen l3sst, dass fiir jedes feste x der Restterm mit
wachsendem n gegen 0 geht, ist also eine umso genauere
Approximation der Funktion f(x) durch das Polynom P(x)
moglich, je hoher der Polynomgrad ist.

> Dariiberhinaus ist auch eine Abschitzung einer oberen Grenze
fiir den Approximationsfehler méglich.
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1.11 Taylorformel

Beispiel: Taylor-Approximation von f(x) = e*

Gegeben sei die Exponentialfunktion f(x) = e*. Zu bestimmen sei
die Taylor-Formel fiir n = 3 mit der Entwicklungsstelle a = 0 und
eine Abschitzung fiir die Genauigkeit der Approximation von f(x)
durch T3(x) fiir x =0, 1.

Wegen
f(x) = f'(x) = £'(x) = FO(x) = FD(x) = &
erhélt man fiir die Taylor-Formel fiir n =3

2 3 4
XX .

=14+ =4+
=14 TRETRETRT
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1.11 Taylorformel

Fir x = 0,1 erhilt man

0,1 0,12 0,13 0,1*
TR 3l 41

c

eO,l =14

wobei ¢ zwischen 0 und 0,1 liegt.

Fiir das Restglied R,—1 = %ec gilt wegen ¢ < %! < 1,2 die
Abschatzung

4 4
0.1 eC<O’T 1,2<5-107°

IRu(0,1)] = et < =




1.12 Elastizitaten

bislang: Approximation der Funktionswertdnderung
aber: die Beurteilung der Verdnderung ist problematisch:

i) Der Zahlenwert des Differentialquotienten dndert sich an ein
und derselben Stelle bei Anderung der verwendeten MaReinheit;

ii) Die Zahlenwerte der Ableitung als JAnderungsmaR" kénnen zu
Fehlinterpretationen fiihren, da sie keine Aussagen iiber das
Ausgangsniveau der Variablen enthalten.
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1.12 Elastizitaten

Motivation zur Verwendung von Elastizitdten: Wir betrachten
eine lineare Nachfragefunktion der Form x(p) = 100 — p.

1/

T

o 202530 40 7075 100
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1.12 Elastizitaten

Andert man fiir eine Funktion y = f(x) an der Stelle (x; f(x)) die
unabhéngige Variable x um Ax, so bezeichnet man das Verhiltnis

. " Af Ax R
der relativen Anderungen — und — als Bogenelastizitdt von f
X

f
beziiglich x
Af
calfx) =
X

Die Bogenelastizitat gibt an, um wieviel % sich f durchschnittlich
andert, wenn die unabhingige Variable um 1% gedndert wird.
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1.12 Elastizitaten

Bildet man den Grenzwert fiir Ax — 0 so erhalten wir eine gute
Approximation der Elastizitat wie folgt:
Definition: Punktelastizitat, elasticity

Gegeben sei die stetige Funktion y = f(x). Dann nennt man das

Verhiltnis der relativen Anderungen # und % Punktelastizitit
X
von f beziiglich x
df /f
e(f,x) = Do

Der Zahlenwert der Punktelastizitdt gibt an, um wieviel % sich f
andert, wenn die unabhingige Variable um 1% gedndert wird.
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1.12 Elastizitaten

Okonomische Terminologie:

Wert der Elastizitat

Attribut der Funktion

e=0
—1<e<0bzw.0<e< 1
—o<e<—lbw. l<e<oo
e=+£

vollkommen unelastisch
unelastisch

elastisch

vollkommen elastisch
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1.13 Stetigkeit und Differenzierbarkeit

Problem: Definitionsliicken oder Spriinge einer Funktion f(x)

2

Beispiel: f(x) ==L Df =R~ {1}

Kiirzen ergibt

el
. (xfl)(x+1)7x+1
- (x—1)
= _ — stetige Fortsetzung moglich:
i B, 21 firxeD
o, , j , f(x): .X71 ur x € ) f
» o ] ) limy_1 f(x) firx=1
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1.13 Stetigkeit und Differenzierbarkeit

Definition: Stetigkeit von Funktionen, continuity
y = f(x) heilt stetig an der Stelle a € D(f) genau dann, wenn gilt
lina f(x)="f(a).

Ist eine Funktion f : D(f) — R in jedem Punkt ihres
Definitionsbereichs stetig, so wird die Funktion stetig genannt.

Damit eine Funktion an der Stelle x = a stetig ist miissen also drei
Bedingungen erfiillt sein:
1. Die Funktion f muss an der Stelle x = a definiert sein;
2. der Grenzwert von f, wenn x gegen a strebt, muss existieren;
3. dieser Grenzwert muss exakt gleich f(a) sein.
Wenn diese Bedingungen nicht erfiillt sind, dann ist die Funktion

y = f(x) im Punkt x = a nicht stetig. Wir sagen, dass sie im
Punkt x = a unstetig ist.
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1.13 Stetigkeit und Differenzierbarkeit

Definition: Einseitiger Grenzwert, one-sided limits
Sei f : D(f) — R eine Funktion. Dann heift der Ausdruck

a) Iim+ f(x) =A rechtsseitiger Grenzwert von f an der
X—a

Stelle a und

b) lim f(x) =B linksseitiger Grenzwert von f an der
X—ra~
Stelle a.

Man kann nun eine Aussage iiber die Existenz eines Grenzwerts
einer Funktion f an einer Stelle a machen gemiR folgendem

Satz:

Eine Funktion f : D(f) — R besitzt im Punkt a den Grenzwert A,
falls links- und rechtsseitiger Grenzwert existieren und
tibereinstimmen.
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1.13 Stetigkeit und Differenzierbarkeit

Definition: einseitige Stetigkeit, one-sided continuity

a) Sei f eine Funktion auf dem Intervall [a, d). Wenn
Iim+ f(x) = f(a) gilt, nennt man die Funktion stetig von
X—a

rechts an der Stelle a.
b) Sei f eine Funktion auf dem Intervall (¢, a]. Wenn

lim f(x) = f(a) gilt, nennt man die Funktion stetig von links
X—ra~

an der Stelle a.

Eine Funktion ist demnach genau dann stetig an der Stelle a, wenn
sie sowohl stetig von links als auch von rechts ist.

Eine Funktion, die auf einem abgeschlossenen Intervall [a, b]
definiert ist, ist dort auch stetig, wenn sie in jedem Punkt des
Intervalls (a, b) stetig ist und zusitzlich stetig von rechts an der
Stelle a und stetig von links an der Stelle b ist.
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1.13 Stetigkeit und Differenzierbarkeit

Beispiele:
1. f(x) = |x|;
0,5 1 fir 0< 2
2 fx) =4 ur D= x<
—x+5 fiir x>2
x> -1
. f(x) = .
3. f(x) 1

Wir unterscheiden zwischen hebbaren und nicht hebbaren
Unstetigkeitsstellen.
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1.13 Stetigkeit und Differenzierbarkeit

Falls eine Funktion stetig ist, konnen daraus viele wichtige
Eigenschaften abgeleitet werden.

Eigenschaften stetiger Funktionen

Die Funktionen f und g seien stetig in a. Dann gilt u.a.:
a) f + g sind stetig in a;
b) f-gundf/g (falls g(a) # 0 ) sind stetig in a.
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1.13 Stetigkeit und Differenzierbarkeit

Anwendung dieses Konzepts in der Statistik:

h; fall = X;
Die Funktion h(x) = { ! as X=X
0 sonst
heiRt Haiufigkeitsfunktion der Variablen X. Die Funktion

H(x) = Y h(x;) heift (empirische) Verteilungsfunktion der
X, <x

Variablen X.
v Die (empirische)
T L I | . Verteilungsfunktion hat u.a.
. o folgende Eigenschaft: H(x) ist
_— tiberall wenigstens rechtsseitig
— stetig, d.h. es gilt fiir jedes
- aeR: lim H(x) = H(a).
T S S S . x—at
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1.13 Stetigkeit und Differenzierbarkeit

Die Beziehung zwischen den wichtigen Eigenschaften der Stetigkeit
und Differenzierbarkeit einer Funktion regelt der folgende

SATZ: Stetigkeit und Differenzierbarkeit

Ist eine Funktion f im Punkt a differenzierbar, so ist sie dort auch
stetig.

Die Umkehrung gilt nicht.

Aber es gilt: Ist f in a nicht stetig, so ist sie auch nicht
differenzierbar.

Beispiel:

s Ho0=ix|
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1.14 Zwischenwertsatz und Newton-Verfahren

SATZ: Zwischenwertsatz, intermediate value theorem

Es sei f eine auf [a, b] stetige Funktion fiir die oBdA f(a) < f(b)
gilt. Dann existiert zu jedem u € [f(a), f(b)] ein c € (a, b) mit
f(c) = u.

f(b)

Spezialfall Nullstellensatz:

Haben insbesondere f(a) und
f(b) verschiedene Vorzeichen, so
garantiert der Zwischenwertsatz
die Existenz von mindestens einer
Nullstelle von f im offenen

a c b Intervall (a, b).
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1.14 Zwischenwertsatz und Newton-Verfahren

Newton-Verfahren zur (approximativen) Bestimmung von
Nullstellen einer Funktion f(x):

v

0
i
i
|
H
Xo X7

y=f)

SATZ: Newton-Verfahren, Newton's method

Die durch das Newton-Verfahren erzeugten Punkte sind gegeben

_ )
(k)

durch x,, 1 = x mit n=0,1,....
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1.15 Regel von L’Hépital

Haufig gilt es Grenzwerte fiir x — a zu untersuchen, bei denen
sowohl der Zahler als auch der Nenner gegen 0 streben. Wir
f(x) .0

schreiben dann: lim,_,, —= = “— und nennen solch einen
g(x) .0

Grenzwert eine unbestimmte Form vom Typ 0/0.
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1.15 Regel von L’Hépital

SATZ: Regel von L'Hbpital

Gegeben seien die Funktionen f(x) und g(x), die in einem Intervall
(v, 8), das den Wert a enthilt, differenzierbar sind, wobei sie
moglicherweise an der Stelle a nicht differenzierbar sind. Fiir beide
Funktionen f und g gelte, dass sie gegen 0 streben, wenn x — a
geht. Wenn nun g’(x) # 0 fiir alle x # a in (, 8) und wenn

Jim f'(x)/g'(x) = L ist, dann gilt:

Dies gilt unabhingig davon, ob L endlich oder +oo ist.
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1.15 Regel von L’Hépital

Verallgemeinerungen des Satzes von L'Hépital:

. . .
1. Falls lim x) ebenfalls eine unbestimmte Form vom Typ
X—a

#'(x)
g'(x)

f//
,,%“besitzt, wird lim Nix) betrachtet. Ist dies wiederum ein
x—a g (x)
unbestimmter Wert, wird das Verfahren solange wiederholt, bis
(n)
lim fi(x) bestimmt ist.
x—a g(")(x)

2. Die Regel behélt auch dann ihre Giiltigkeit, wenn

» x — Foo betrachtet wird und
> unbestimmte Ausdriicke der Form ,, 22" resultierten.
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