Lineare Algebra

1 Inverse Matrizen

Sei A € R™". Man nennt A~! die zu A inverse Matriz, falls gilt:
ATA=1T und AAT =T .

Nicht alle n x n-Matrizen sind invertierbar (Bedingung dafiir: sieche unten). Wenn sie es aber
sind, so ist die Inverse eindeutig bestimmt.

Hat man ein quadratisches LGS
AZ =1,

also A € R™"™ und 7, be R™, und ist A invertierbar, so hat dieses LGS eine eindeutige Losung,
némlich

—

F=A".

Hierbei kénnen # und b auch durch entsprechende Matrizen (fiir die dann die Matrixmultipli-
kation) definiert ist, ersetzt werden, also ¥ — X € R™™ und b — B € R™*™.

Berechnung von A~ !:
Man schreibt sich die Matrix A und die Identitdtsmatrix I nebeneinander,

(AlTI),
und versucht dann mit Hilfe des Gauf-Algorithmus’, das heifst

1. Zeilen vertauschen
2. Zeile mit einem Faktor ungleich Null multiplizieren

3. Vielfache einer Zeile zu einer anderen addieren,

die Matrix A auf der linken Seite in die Identitdtsmatrix umzuwandeln (geht immer bei in-
vertierbaren Matrizen). Fiithrt man die gleichen Umformungen auch fiir die rechte Seite an I
durch, so ist das Resultat die gewiinschte inverse Matrix A~!:

(A7),

BEISPIEL 1:

2 Determinanten

Die Determinante ist eine Abbildung, die jeder n x n-Matrix eine reelle Zahl zuordnet, det :
R™"™ — R. Die Abbildung ist ,normiert* durch det(/) = 1.

Eine ganz wichtiger Zusammenhang zwischen Invertierbarkeit und Determinanten ist folgender:

det(A) # 0 < Spalten von A sind linear unabhéngig (ebenso Zeilen)

& A ist invertierbar

& Das LGS AZ = b hat fiir jedes b eine eindeutige Losung: & = A



Eine weiter niitzliche Eigenscahft ist der Determinantenmultiplikationssatz
det(AB) = det(A) det(B) .

Hieraus folgt sofort:

1 =det(]) = det(AA™) = det(A) det(A™) & det(A™h)

~ det(A)

Berechnung von det(A):
Zunachst zwei Spezialfille:

Q21 Q22

A= (all a12) = det(A) = a11Q92 — Q120921 .

e n = 3 (Regel von Sarrus):

a1; a2 Qi3
A= |axn ax ax =

31 Aaz2 ass

det(A) = ay1a20a33 + a12a23031 + A13021a32

— Q13022031 — A12021A33 — (11023432 -

Bildlich gesprochen bedeutet dies: ,Bergab-Diagonalen® mit positivem Vorzeichen, ,Bergauf-
Diagonalen® mit negativem Vorzeichen.

Fiir n > 3 muss man andere Methoden finden, sodass man (durch Umformungen) die Determi-
nante schon ablesen kann. Hierfiir sind folgende Eigenschaften niitzlich:

1. det(AT) = det(A)

2. Vertauscht man in der Matrix zwei Zeilen bzw. zwei Spalten, so unterscheiden sich die
Determinanten ,yorher und nachher” jeweils nur um einen Faktor (—1). Sind insbesondere
zwei Spalten/Zeilen gleich, so verschwindet die Determinante der Matrix.

3. Betrachten wir die Spalten einer n x n-Matrix als Vektoren des R", also A = (dy,...,d,)
mit @; € R" (j =1,...,n): Dann gilt:

e det ist linear in jeder Spalte:

det(@y, ..., d;+ Ab,...,dy) = det(dy,...,d;,...,a4,) + Adet(@y,...,D,... dn) .

e Es folgt, dass det invariant bleibt, wenn man ein Vielfaches einer Spalte zu einer
anderen addiert:

—

det(@yr, . ... @ + Nk, - .., @) = det(@y, ..., ..., @n) + Adet(@r, ..., @, ... dn)

~
=0, da d doppelt vorkommt

:det(&’l,...,d’j,...,d'n) .

Das gleiche gilt auch beziiglich der Zeilen!



Fiir obere Dreiecksmatrizen, das heifst Matrizen der Form

a1 *
A=

0 ann

ist die Determinante durch das Produkt der Diagonalelemente gegeben: det(A) = ajjass ... an,
(Wegen Eigenschaft 1 gilt dies auch fiir untere Dreiecksmatrizen.). Dies liefert uns also folgendes
Hilfsmittel zur Berechnung von Determinanten:

e Bringe die Matrix durch den Gaufk-Algorithmus auf Zeilenstufenform. Hierbei darf man
nur zwei der drei elementaren Zeilenumformungen benutzen:

— Zeilen vertauschen = Determinante dndert sich um einen Faktor (—1) (vgl. Eigen-
schaft 2)

— Vielfache einer Zeile zu einer anderen addieren = Determinante bleibt invariant (vgl.
Eigenschaft 3)

Beachte: Zeilen diirfen nicht mit einem Faktor multiplizieren allein durchmultipliziert
werden!

e Lese die Determinante an der Zeilenstufenform (d.h. obere Dreiecksmatrix) ab = Produkt
der Diagonalelemente.

BEISPIEL 2:

Daneben gibt es noch die Moglichkeit, Determinanten von grofen n x n-Matrizen in die Summe
von Determinanten kleinerer (n — 1) x (n — 1)-Matrizen zu zerlegen. So kann man sukzessive
die Determinante einer beliebigen n x n-Matrix in die Summe von Determinanten von 2 x 2-
bzw. 3 x 3-Matrizen. Dies ist die Aussage des Laplaceschen Entwicklungssatzes:

Sei A = (a;;) € R™" und A;; € R®Y*=1 die Matrix die man erhilt, wenn man aus A die
i-te Zeile und j-te Spalte streicht. Dann gilt:

n

det(A) = Z(—l)”jaij det(A;)) = Entwicklung nach der j-ten Spalte
i=1
= Z(—l)iﬂa,—j det(A4;)) . = Entwicklung nach der i-ten Zeile
j=1

Diese Methode ist besonders dann geeignet, wenn in einer Spalte oder Zeile viele Nullen stehen.

Der Faktor (—1)*"7 bedeutet anschaulich, dass wir das ,Matrix-Tableau” wie ein Schachbrett
aufteilen:

Entwickelt man beispielsweise nach der i-ten Zeile, beginnt man bei a;; (mit dem ,Schachbrett-
Vorzeichen“ gewichtet), streicht die i-te Zeile und 1-te Spalte und berechnet die Determinante
dieser Streichungsmatrix A;;. Dann geht man iiber zu a;; u.s.w. bis man bei a;, angelangt ist.

BEISPIEL 3:



