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@ Einfiilhrung und systematische Unsicherheiten
© Werkzeugkiste

© Woahrscheinlichkeit und Unsicherheit

@ Frequentistische Methoden

© Bayesianische Methoden

Bayes' Theorem

Storparameter

Einfache Monte Carlo-Methoden
Markov—Chain Monte Carlo
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o Fiir Parameter wie in der vorherigen Vorlesung:
- L(pld) - p
ol —  H19) P

~, Ld) - plu)dn

Fir Hypothesen Hy, H;

p(d|H) - p(Hh)
p(d|Hz) - p(Hh) + p(d|Ho) - p(Ho)

Hypothesen und Parameter haben Wahrscheinlichkeiten!

p(H|d) =

@ Nenner ist "nur” Normierung
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o Fiir Messung von Zahlen aus
Poisson—Prozess n & /n nur
gliltig fir groBe n

Posteriorverteilung

@ Frequentistisch:
Konfidenzintervalle —
schwierig zu interpretieren

@ Bayesianisch: Posteriorverteilung
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@ Annahme flacher Prior p(u) =1



o Flache unter der Kurve ist
Wabhrscheinlichkeitsverteilung
fiir Parameter

1.2

@ Einfache Interpretation

—— Messwert

— Posteriorverteilung
== 95% Credible Interval

o Statt Konfidenzintervall:
Credible interval

@ 95% credible interval: Der
Parameter ist mit einer
Wahrscheinlichkeit von 95% im
Intervall

Posteriorverteilung

@ Keine Schatzfunktionen,
p—Werte oder sonstiges

@ Man muss "nur" Integrieren
konnen



o Flache unter der Kurve ist
Wabhrscheinlichkeitsverteilung
fiir Parameter

1.2

@ Einfache Interpretation

—— Messwert

— Posteriorverteilung
== 95% Credible Interval

o Statt Konfidenzintervall:
Credible interval

@ 95% credible interval: Der
Parameter ist mit einer
Wahrscheinlichkeit von 95% im
Intervall

Posteriorverteilung

@ Keine Schatzfunktionen,
p—Werte oder sonstiges

@ Man muss "nur" Integrieren
konnen



Kennen Posterior fiir Variable
Was ist Posterior fiir f(u)?

Extrem simpel bei Bayes":
Propagiere
Wahrscheinlichkeitsverteilung
Kein Bias o. A.

keine Naherungen notwendig

Posteriorverteilung

Posteriorverteilung dp/dyp
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— Posteriorverteilung
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@ Priors geben Wissen iiber
Parameter vor der Messung an

@ Sollten alles Wissen enthalten

o Fiir kontinuierliche Parameter
oft nicht einfach, e.g.
konstanter Prior von i ist nicht
konstant fiir ;i

o Haufig verwendete Priors:

o Flacher Prior p(11) = const.
fiir Ortsparameter

o p(u)=1/p fiir
Skalenparameter

(p(log 1) = const.)
@ Wenn Daten viele
Informationen enthalten hat der
Prior wenig Auswirkungen auf
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@ Unbekannte Parameter:
Massen der schwarzen Locher,
Drehimpulse, Richtung des
Systems, Entfernung,
Ausrichtung zur Erde,
Exzentrizitat, ...

@ Insgesamt 17 unbekannte
Parameter

o Fiir jedes Parameterset ist
Likelihood bekannt (im Prinzip
Normalverteilung um das
erwartete Signal)

e Posterior p(u1, 2, - .. ]c_f) hat

0892013

17 Parameter, wie bekommt i kN apans
man z.B. p(u3|d)?




Posterior p(p1, p2, - - - |c7)

Wie bereits besprochen:
Integrieren uber alle
unbenotigten Parameter

Also: 16—dimensionales Integral
|6sen — selbst numerisch
problematisch

Bayesianische Statistik kann
mit vielen Stérparametern
umgehen, braucht aber
Methoden zur
Integralberechnung
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@ Leuchtturm schieBt Strahlen in zufallige Richtung (Photonen)
@ Unbekannte Richtung, Position
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@ Mit diesen 25 Lichtblitzen wollen wir Messen, wie weit der
Leuchtturm entfernt ist



@ Suchen Distanz von Strand R
@ Position xg ist Storparameter

@ Gemessen wird nur auf einer
Lange von 20 km

@ Prior p(xg, R) = const.

@ Ohne Herleitung, Wahrscheinlichkeit fiir einzelnen Lichtblitz i bei x;:

1 1 1

"R’ 14+ (X_f_RX0)2 ' arctan(*m2.=0) — arctan( Xm0 )

p(Xi|X0’ R)

@ Mehrere Messungen: Produkt der einzlnen Wahrscheinlichkeiten
@ 2—dimensional — hier "hochdimensional”

e Wie Posteriorverteilung berechnen/marginalisieren?

DEEETRGEECEESEEN  Cifhung in die Statistk Y



Angenommen: Zufallszahlen (x, y) aus Verteilung p(x, y) vorhanden
Geniigend Zahlen nahern Verteilung

"Marginalisieren” — ignoriere andere Dimensionen

Bei Bayes:

3 = L(fild) - p(ji)

PED =5 LGd) - plaams -

ist auBerdem die Normierung storend
@ Der Zahler ist fiir einen bestimmten Punkt leicht zu berechnen

@ Wie kann man Zufallszahlen aus einer unbekannten Verteilung
ziehen; moglichst ohne die Normierung zu kennen?



@ Schnelle Zufallsgeneratoren
bekannt

Erzeuge zufallige Punkte in
Rechteck, welches Funktion
umschlieBt

Behalte nur Punkte, die
unterhalb der Funktion liegen

Funktioniert unabhangig von
der Normierung der Funktion

Bei hoher Dimensionalitat, viel

f(x)

b =
01 02 03 04 05 06 07 08 09

1
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@ Idee: Suche nachste Zufallszahl in der Nahe der letzten akzeptierten
Zahl
@ Beispiel Metropolis Algorithmus:
o Von der momentanen Position X; , wahle einen zufalligen Schritt d
aus (fiihrt nach X; + d)
Vergleiche die Wahrscheinlichkeiten p(X;) und p(%; + d)
Ziehe eine zufillige Zahl r € [0,1].
Falls r < p(p)?(’;)d), akzeptiere x;41 = X + d
Sonst Xiy1 = X;

@ Die Verteilung der Positionen konvergiert gegen p!



i
o
N

Distanz ins Meer (km)

= N W b O O N 0 ©

-15 -10 -5 0 5 10 15 20
Distanz am Strand (km)

llP
ol

10 Schritte
G RVGRIURTGBnecn @ Einfihrung in die Statistk | 2017-03-20 17 /21



Marginal
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Bayesianische Schlussfolgerung besteht aus einem Schritt: Schreibe
Bayes' Theorem hin

Gibt Wahrscheinlichkeitsverteilung fiir Gesamtheit an Parametern

Fur Unsicherheit einzelner Parameter: Marginalisierung

Marginalisierung hochdimensionaler Probleme — Markov—Chain
Monte Carlo Methoden

Vielzahl solcher Methoden, hier nur kurze Einfiihrung



Wie kann man Daten sinnvoll darstellen?
Warum ist es wichtig, Unsicherheiten zu betrachten?
Was sind statistische und systematische Unsicherheiten?

Was sind Binomial—, Poisson— und Normalverteilung und wann
tauchen sie auf?

Wie ist Wahrscheinlichkeit definiert?

Was sind Storparameter?

Wie charakterisiert man Schatzfunktionen?

Was gibt der p—Wert an?

Was ist ein Konfidenzintervall?

Wie funktioniert Bayesianische Schlussfolgerung?

Was ist der Prior?
Was ist ein credible interval?

Was ist Marginalisierung und wie helfen Markov Chain Monte Carlo
Methoden dabei?



