Lambda-Kalkiil und Kombinatorische Logik
Peter Schroeder-Heister

Sommersemester 1997

Skriptum von Michael Arndt

1997
Universitiat Tiibingen

Wilhelm-Schickard-Institut fiir Informatik



Alle Rechte vorbehalten
(© 1997 Peter Schroeder-Heister



Inhaltsverzeichnis
0 Vorwort

1 Der ungetypte A\-Kalkiil
1.1 Syntax . . . . oo
1.2 Die formalen Theorien AGund A\3n . . . . . . . .. . ... .
1.3  A-Definierbarkeit rekursiver Funktionen . . . . . . . . ... ... ... ... ...
1.4 Entscheidbarkeit . . . . . . .. . o

2 Kombinatorische Logik
3 Der getypte A-Kalkiil

4 Der polymorph getypte \-Kalkiil

16
18
22

24

31

44



0 VORWORT 4

0 Vorwort

Dies ist ein Skriptum zu einer Vorlesung, die ich zuletzt im Sommersemester 1997 gehalten
habe. In den ersten beiden Teilen orientiert es sich im wesentlichen am klassischen Lehrbuch
von Hindley und Seldin, in den letzten beiden Teilen an Barendregts Kapitel iiber den getypten
A-Kalkill im Handbook of Logic in Computer Science (Band II). Das Skriptum soll zur Orien-
tierung iiber das technische Geriist des Themas dienen. Dementsprechend ist es nicht bis in alle
Einzelheiten ausgearbeitet. So wurde auf Stilfragen wenig Riicksicht genommen. Auch wurden
elementare, aber langwierige Beweise hiufig weggelassen. Erlduternde Passagen zu Sinn und
Zweck des A-Kalkiils sowie einzelner Begriffsbildungen sind ebenfalls nicht aufgezeichnet. Hierzu
seien Leser auf die genannten Texte verwiesen.

Ich danke Michael Arndt fiir die Erstellung des Skriptums. Frau Natali Alt und Herrn Rein-
hard Kahle danke ich fiir eine kritische Durchsicht des Textes. Alle verbleibenden inhaltlichen
Fehler gehen natiirlich zu meinen Lasten.

Peter Schroeder-Heister
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1 Der ungetypte \-Kalkiil

1.1 Syntax

Gegeben sei eine unendliche Folge von Variablen. (Es ist wichtig, dal eine feste Reihenfolge
angenommen wird.) Die metasprachlichen Zeichen dafiir seien x,y, z, x1, X2, X3, . . .

Man unterscheidet zwischen zwei Varianten des ungetypten A-Kalkiils:
e dem reinen A-Kalkiil, bei dem keine Konstanten gegeben sind.

e dem angewandten A-Kalkiil, bei dem zusétzlich eine endliche oder unendliche Menge von

Konstanten gegeben ist.

(In den ersten zwei Kapiteln wird nur der ungetypte A-Kalkiil behandelt. Daher wird die Be-

zeichnung “ungetypt” immer weggelassen.)

Definition 1.1 (Syntax)

o Alle Variablen und Konstanten sind \-Terme (“Atome”)

o Mit M und N ist auch (M N) ein A-Term (“Applikation” ) mit M und N als unmittelbaren

Teiltermen

o Mit M st auch (Ax.M) ein \-Term (“Abstraktion” ) mit x und M als unmittelbaren

Teiltermen

Die Léange eines Termes M ist die Anzahl der Vorkommen von Atomen in M.

Teilterme eines Terms sind dieser Term selbst, sowie die Teilterme seiner echten Teilterme.
Man schreibt M[P], wenn P an einer bestimmten Stelle als Teilterm in M vorkommt.

Im Kontext von M[P] bedeute M|[Q)], dafi man das in M[P] gemeinte Vorkommen von P in M
durch @) ersetzt.

Ein Vorkommen einer Variable x in einem Term M ist gebunden, falls es zu einem Teilterm
Ax.P von M gehért, ansonsten ist es frei.

Falls x ein freies Vorkommen in M hat, heifit x freie Variable von M. Die Menge dieser freien
Variablen sei FV (M).

M heift geschlossen, wenn FV (M)= 0.

Ein geschlossener Term ohne Konstanten heifst Kombinator.

Metasprachliche Variablen: M, N, P,Q,R,S,T,... fir A-Terme; a,b,c,... fir Atome.
Aufienklammern kénnen wegfallen. Bei Klammerung gilt Linksassoziation, d.h. M N P(Q meint
((MN)P)Q. Ferner steht A\e. MN fiir (Ax.(MN)), Ax1... xn.M fir Axy.Azg. ... Az, M.

M = N bezeichne die syntaktische Identitdt von M und N.
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Beispiel 1.2 (Grammatik fiir Terme)
Die Terme des reinen A\-Kalkiils konnen durch folgende kontextfreie Grammatik charakterisiert

werden, wenn Variablen die Form v haben:
o Terminalalphabet: {),.,(,),v,}
e Nichtterminalalphabet: {L,V}
o Startsymbol: L

e Produktionen: L — V | (LL) | (AV.L)
V — v |V

Beispiel 1.3 (Kombinatoren)

o I:=)\ra
o K :=\ay.x
o S:=\zyzaz(yz)
Definition 1.4 (Substitution)
1. 2Nl = N
2. a[Ni| = a, falls © # a
3. (PQ)[Nf] = (P[N/z]Q[N/x])

. (\z.P)[Njz] = \x.P

B

v

. (\y.P)[Njz] = M\y.P[N/x], falls x # y und nicht: y € FV(N) und x € FV(P)

D

. (\y.P)[Nfx] = X\2.P[#ly]|[N/x], fallsx # y undy € FV(N) und x € FV(P), wobei z die erste
Variable (in der Aufzdhlung aller Variablen) mit z ¢ FV (N P)

Beispiel 1.5
(\y.z)[Y/x] = Az.y (falls z erste von x und y verschiedene Variable)

Definition 1.6 (a-Konversion, Kongruenz)

Falls y ¢ FV (M), so sei P[Ax.M| =1, P[Ay.M[Yz]]  “gebundene Umbenennung”
P=,Q, falls P=P, =14 P, =10 - " S1a Pn =Q “a-Konversion”, “Kongruenz”
Lemma 1.7

1. P=,Q = FV(P)=FV(Q)
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2. Fiir jedes P und alle x1, . ..
in P’

3. =, ist Aquivalenzrelation

BEWEIS
Ubung

. P L
, Ty existiert P' mit P =, P', wobei kein x1,... ,x, gebunden

Lemma 1.8 (Kongruenz von =,)
Wenn M =, M’ und N =, N', dann M[N/z] =, M'[N'/x].

Definition 1.9 (S-Kontraktion, S-Reduktion, 5-Konversion)

P[(Ax.M)N] 15 P[M[N/x]]

Redex Kontraktum

PrsQ, falls P= Py ciop, B

=la =la

Falls P = Py > Pa>1g P3>3 -

=la Zla

P =3 Q, falls P= Py Z16 Py B1s ...

18 <1

“G-Kontraktion”
Eii P,=Q  “B-Reduktion”

-+, dann heifst (Py, Py, P3,...) -Reduktionsfolge von P.

Pis P, =@ “B-Konversion”, “3-Gleichheit”

P ist in B-Normalform, falls P kein 3-Redex enthdlt.
Falls P> @Q und Q in 3-Normalform ist, dann heifit Q) eine 3-Normalform von P.

P heifit (schwach) normalisierbar, wenn es eine -Normalform von P gibt.

P heifst stark normalisierbar, wenn es keine unendliche (3-Reduktionsfolge von P gibt.

Beispiel 1.10

o (A\z.(A\y.yz)z)v >1g (Az.22)v >18 2V

zv ist B-Normalform von (Ax.(Ay.yz)z)v.

o (= (A\zv.zz)(Ax.zx) hat keine 3-Normalform:

(Az.zz)(Ar.zx) >1g (Az.2x)

(Az.xx) >1g - - -

Allerdings kinnen A-Terme, die den Q-Kombinator enthalten, eine B-Normalform besit-

ZEN:

(Az.y)Q>18y. Der Term (Ax.y)Q2 ist also schwach normalisierbar, jedoch nicht stark nor-

malisierbar, da es eine unendliche Reduktionsfolge gibt: (Ax.y)Q >15 (Az.y)Q2>15. ..

Lemma 1.11

o Wenn P=, P, Q=0 Q', P 25 Q, dann P' 25 Q'
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o Wenn P 25 Q, dann M[Pfx] 25 M[Q/x]

o Wenn P 25 Q, dann P[NJx] 25 Q[N/x]

Lemma 1.12

Die Klasse aller B-Normalformen lifit sich induktiv definieren durch folgende Regeln:

1. Jedes Atom ist eine 3-Normalform.
2. Mit My, ..., M, ist auch aM;... M, eine B-Normalform.
3. Mit M ist auch Ax.M eine B-Normalform.

Das heifit, eine B-Normalform hat die Form Axy ...xn.aM;y. .. My, wobei die M; dieselbe Form

haben.

BEWEIS

Sei M eine S-Normalform. Falls M = a, so 148t sich M nach 1. erzeugen. Falls M = (PQ), dann
sind nach Induktionsvoraussetztung P und ) mit den Regeln 1.-3. zu erzeugen, wobei P keine
Abstraktion ist. Alsoist P = a oder P = aMj... M. Damit ist M = aQ oder M = aM;. .. MiQ.
Das 148t sich nach 2. erzeugen. Falls M = Ax.P, dann 148t sich P nach Induktionsvoraussetztung
aus 1.—-3. erzeugen, daraus also auch M mit 3..

Falls umgekehrt M mit den Regeln 1.-3. erzeugt ist, dann ist klar, dal M in S-Normalform ist.
O

Lemma 1.13
FEin beliebiger A\-Term hat entweder die Form Axy ...xn.aMy. ..M, (m,n >0), oder er hat die
Form Azq...xn.(Ax.M)N M;... My, (m,n > 0).

——

Kopfredex
BEWEIS
Ahnlich wie der Beweis des vorigen Lemmas. O
Bemerkung

Wenn ein Term die Form Axj...zn.aM;y... M, hat, sagt man auch, dafl er sich in Kopf-

Normalform befindet.

Theorem 1.14 (Church-Rosser)

1. Wenn Pr>g M und P1>g N, dann existiert ein Term T, so daf$ M >gT und N >gT.

2. Wenn M =g N, so existiert ein Term T, so daff M >gT und N >gT.
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Beispiel 1.15

(Ax.(Ay.yz)z)v

>1p \%w

(A\z.zx) (A\y.yv)z

Dlg\‘ /I>15

BEWEIS
von 2. durch Induktion iiber der Anzahl der Schritte von M nach N.

Anzahl = 0: trivial

Anzahl = n +1:
M=P-- ‘Zw P,y1=N

13
>6\ /Dﬁ

Fall 1 (=14): T =ges T', da Ppy1 =10 P> 1.
Fall 2 (<]1g): T =gef T, da P,yq >1g P >g T

Fall 3 (>13): Da P, >g 1" und P, >18 Py41, existiert nach 1. ein 7' mit 7" >3 T, und
P,y1>5T,also Py >gT und P, >5T.

Fiir den Beweis von 1. werden noch einige Definitionen und Lemmata bendotigt.

Definition 1.16
Seien R und S [3-Redexe in P, wobei R>15 R’
Das Residuum res(S, R) von S beziiglich R ist wie folgt definiert:

1. R und S iiberlappen sich nicht. Dann sei res(S, R)=S.
2. R=S: Dann sei res(S, R) nicht definiert.
3. R# S und S = S[R], d.h. R ist echter Teilterm von S. Dann sei res(S, R)=S[R’].

Intuitiv: res(S, R) ist die Gestalt von S nach Kontraktion von R.
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Definition 1.17

Set R={R1,...,R,} eine Menge von Redexen in P. R; heif$t minimal, falls kein R; echter
Teilterm von R; ist.

Pr,...Q, falls Q aus P durch folgendes (nichtdeterministisches) Verfahren hervorgeht:

1. Es wird ein minimales Element R; in R gewdhlt.
2. R; wird in P (-kontrahiert.
3. R; wird in P durch res(Rj, R;) ersetzt fir alle j # i. P' sei der resultierende Term.

4. R’ umfasse alle res(Rj, R;) fiir j # i, die Redeze sind (R’ hat damit mazimal n — 1 Ele-

mente).

5. Falls R’ micht leer, werden die Schritte 1.—4. in Bezug auf R’ und P" wiederholt. Ansonsten
ergibt sich Q aus P’ durch beliebig viele a-Reduktionen.

Grenzfall: P 1>,,.q P

Bemerkungen

1. “mcd” steht fiir “minimal complete development”.

2. D> pneq ist nicht transitiv: Es ist (Az.zy)(Az.x) >0 (Az.2)y und (Az.z)y B>,,.q4 y, aber nicht
(Azr.zy)(Az.x) >,.0a y (Beachte, daf res(S, R) fiir S = R nicht definiert ist).

3. D>,,.q ISt relativ zu einer gewéhlten Menge R von Redexen, wobei R fiir jede >,,.,-Beziehung

verschieden sein kann.

Beispiel 1.18
(Az.2y)(A\2.2) e (Ax.2)Y D‘S;d Y

Lemma 1.19
Wenn P 1>,,.. Q und P =, P*, dann P*>,,., Q.

Lemma 1.20
Wenn M t>,,.0 M' und N t>,,. N', dann M[N/z] >,..o M'[N'/fz].

Lemma 1.21

Wenn P 1>,,.q @ und P >,,.q R, so existiert ein Term T, so dafl Q > ,ca T und R>,,.q T

BEWEIS
Wegen Lemma 1.19 kénnen wir annehmen, dafl in den gegebenen mcd-Reduktionen keine a-

Schritte vorkommen. Der Beweis erfolgt durch Induktion iiber der Struktur von P:
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1. P=a: P=Q=R=T

2. P=Xz.P;, d.h. Q = x.Q1 und R = A\x.R; (keine a-Schritte!)
P >0 Q1 und Py >,,.4 R1. Nach Induktionsvoraussetzung existiert 77, so dal Q1 >,,.q 11
und Ry >0 11. Setze T =ger Ax.T7.

3. P = PP, und alle Redexe von R sind in P, P», dh. P selbst, wird nicht reduziert.

Dann gilt nach Induktionsvoraussetzung mit

Py PPy
'm}c/ \\mcd Dm:/ \>‘mcd Dm/ Ymcd
R1 und QQ R2 auch Q1Q2 R1R2
mcd\‘ / D> med I>mcd\‘ ’/>mcd Dm(& '/>mcd
T ThT5

Setze T' =gey T1To.

4. P=(Ax.M)N und das Residuum von P wird bei P [>,,., @, nicht jedoch bei P>, R
kontrahiert, d.h.
P =2 M)N >0 M. M)N' >3 M'[N'e] =Q (M >,,00 M und N 1>,,.4 N)
P= (e M)N s Me.M")N" =R (M >,.., M" und N >,,., N")
Nach Induktionsvoraussetzung existieren M und N7 derart, daf8 M’, M" t>,... M+ und
N N" >4 N*.
Setze T =gep MT[N'/z], dann ist Q = M'[N'/] >,,.a M+ [N /2] nach Lemma 1.20.
Ferner (A\z.M")N" t>,,. A\x.M*)N* >15 M*[N"/z] =, MF[N"/z] | wobei wir annehmen,
dafl ohne a-Schritte M" >,,.. M*, N" >, N*, und M* =, M+, M* =, M.

5. P = (Az.M)N und beide med-Reduktionen kontrahieren das Residuum von P, d.h.
P=(A\x.M)N .0 Qx.M')N' 15 M'[N'2] = Q
P = (2. M)N >,,.0 Ax.M")N" >15 M"[N"fz] = R
Wir argumentieren wie in Fall 4. und setzen wieder T =g.p M T[N T/e]. Mit Lemma 1.20
ergibt sich dann die Behauptung.

BEWEIS von Theorem 1.14,1.
Zunéchst ergibt sich aus dem vorhergehenden Lemma durch Induktion:

Wenn P t>,,., M und P >g N, dann existiert ein Term 7', so dal M >g T und N 1>, T'.
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N
N, NE
DN, AN

N,=N

N o

T.=T

Beachte, dafl mit t>15 auch >, gilt, und mit >,,., auch >3, und dafl >g transitiv ist.
Daraus ergibt sich:

Wenn P >3 M und P >g N, dann existiert ein Term 7', so dal M >g T und N >gT.
Hieraus folgt dann sofort durch Induktion die Behauptung des Theorems.

_(V \w
=/ w\ ‘
/ bN e
AN e

Korollar 1.22

1. Falls M und N B-Normalformen von P sind, dann M =, N.
2. Wenn M =g N und N (3-Normalform ist, dann M >g N.

3. Falls M =3 N, dann gilt: M oder N hat keine, oder beide haben dieselbe (3-Normalform
(bis auf Kongruenz).

4. B-gleiche Terme in B-Normalform sind kongruent.
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Definition 1.23

Eine L-Reduktionsfolge ist eine [-Reduktionsfolge, bei der immer das linkeste Redex im je-
weiligen Term kontrahiert wird. Ein Redexr (Ax1.My)Ny ist dabei linker als (Axg.Ma)Ny (im
betrachteten Term), falls sich Ax1 links von Axy befindet.

FEine QL-Reduktionsfolge ist eine 3-Reduktionsfolge (My, Mo, M3, ...), so daf$ es zu jedem M;,
das nicht letztes Glied der Folge ist, ein M; und ein Mji1 mit j > i gibt, so daf} beim Ubergang

von M; zu M;i1 das linkeste Redex in M; kontrahiert wird.

Bemerkung
L steht fiir “leftmost”, QL fiir “quasi-leftmost”. Eine QL-Reduktionsfolge ist also eine 8-Reduk-

tionsfolge, bei der “immer wieder” das linkeste Redex kontrahiert wird.

Theorem 1.24
Falls ein A\-Term M eine B-Normalform hat, dann terminiert jede mit M beginnende L-Reduk-
tionsfolge (und damit auch jede QL-Reduktionsfolge).

BEWEIS
Vgl. Barendregt (1980), Abschnitt 13.2. O

Theorem 1.25
Es gibt Kombinatoren mit folgender Eigenschaft:

1. Yr =g 2(Yx)
2. Yepga(Yo)

d.h. Yz ist Fixpunkt von = (Y heiffit Fixpunktkombinator ).

BEWEIS

o T =ger Ax.(My.x(yy)) (Ay-x(yy))  (Curry)
M

o O =4 (Azzx.x(zzx)) (A\zx.x(zzx))  (Turing)
N

1. Yeg MM >ga(MM) <gz(Yx)
2. Oz >g (Ar.x(NNx))x >gx(NNzx) = 2(Ox)
© erfiillt natiirlich auch 1., T erfiillt aber nicht 2. (warum nicht?) O

Korollar 1.26
Fiir jedes N und n >0 gibt es ein M, so dafs My;. ..y, =g N[M/x]
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D.h. jede Gleichung, die x durch einen Term N definiert, in dem z vorkommen kann (und die

insofern “rekursiv” ist), hat eine Losung M.

BEWEIS
Setze M =ger Y (Azy1 ... yn.N) fir einen Fixpunktkombinator Y. O
Bemerkung

Withlen wir © fiir YV, d.h. M =4.r O(Azy; ... y,.N), dann gilt sogar My ...y, >z N[M/z].

Proposition 1.27
M st ein Fizpunktkombinator (d.h. Mx =g x(Mx)) genau dann, wenn M Fizpunkt von ST ist,
d.h. M =5 SIM.

BEWEIS (Barendregt (1980), 6.5.3)

ST =g \yz.2(yz)

Sei M Fixpunkt von SI, d.h. M =g SIM. Dann MF = SIMF =3 F(MF), dh. M ist Fix-
punktkombinator.

Sei Mx =g x(Mx). Dann ist Mz nicht in Normalform, da sonst Mz und z(Mx) a-kongruent
wiren. Damit gilt Mz >g P und x(Mx) >g «P fiir ein P. Ferner gilt M >g Az.N, da M als
Kombinator nicht mit einer Variable beginnen kann. Damit gilt

o.Mz =g Ax.(Az.N)x =g A\x.N[%/z] =3 M (d.h. n-Konversion (s.u.) ist fiir M beweisbar).
Somit M =g \e. Mz =g A\v.x(Mz) =5 SIM O

Definition 1.28
PAz.Mz)| >1, P[M], falls x ¢ FV(M)  “n-Kontraktion”

=la =la =la
= > Dig ... > = “Bp- ion”
Prg,Q, falls P = P |>15 Py Diﬁ |>1§ P,=Q 6n-Reduktion
la =la la
>13 >13 >13
P=3,Q , falls P=P 156 Py, <15 ... <15 P, =Q “Bn-Gleichheit”
D>1n D>1in >1n
<1in <1in <in

Bemerkung
(n-Gleichheit besagt intuitiv, daf es fiir die Bedeutung eines Terms nur auf sein Verhalten bei

Anwendung auf einen anderen Term ankommt (Extensionalitét, vgl. Lemma 1.33).

Lemma 1.29
Lemma 1.11 gilt auch fiir ©>g,,.
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Theorem 1.30
0On-Reduktion geniigt Church-Rosser.

15
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1.2 Die formalen Theorien \G und \Gn

Definition 1.31

16

Formeln der Systeme A3 und A\Bn sind alle Gleichungen der Form M = N fiir A-Terme M, N.

Die Aziome sind:
(p) M =M
(@) Ax.M = \y.M[Y/z], falls y ¢ FV (M)
(8) (Az.M)N = M[N/a]
(n) Az.Mxz = M, falls = ¢ FV(M)  (nur A3 !)

Die Regeln sind:

M =N

N =N’
NM =N'M
M=M

&) (schwache Extensionalitit)
Ax.M = \z. M’

ABF M = N heifit, daff M = N in \3 ableitbar ist.
ABnE M = N heif§it, daf M = N in AGn ableitbar ist.

ABy und A\Bn, sind Systeme ohne Regel (o) (Symmetrie).

ABs F M = N heifit, daff M = N in \Bs ableitbar ist.
AOns B M = N heifst, daf§ M = N in A\Bns ableitbar ist.

Lemma 1.32

1. M >g N genau dann, wenn \Bs = M = N

2. M >g, N genau dann, wenn \Gns = M = N
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3. M =g N genau dann, wenn A+ M = N

4. M =g, N genau dann, wenn \Bnt+ M = N

BEWEIS
Ubung.

Lemma 1.33
Ersetzt man in der Definition von \Gn das Aziom (n) durch
MP = NP fiir alle P

o (ext) oder
M=N

Mz = Nz
e (() —— fallsx ¢ FV(NM)
M=N

so sind in A\Bn dieselben Gleichungen wie vorher ableitbar.

BEWEIS
n—————=
() e Mx =M Mx =Nz
o
. . M = x.Mx . Mx =M x.Nz
o “(n)=(Q)": ()
() +( )M:)\x.N:c
n T
M=N

e “(() = (ext)”: Wéhle als P ein x ¢ F'V(MN)

) fiir alle P
(Ax.Mx)P =MP

o “(ext) = (n)": (ext) (falls € FV(M))

Ae.Mx =M

17
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1.3 M-Definierbarkeit rekursiver Funktionen

Definition 1.34

Sei MYN = N und M"T'N = M(M"N).

Dann sind die Church-Ziffern wie folgt definiert: n =405 Axy.ax"y
Bemerkungen

1. Vgl. Wittgenstein, Tractatus 6.021: “Die Zahl ist der Exponent einer Operation”.

2. Falls m =g n, dann m = n, da Church-Ziffern in $-Normalform sind.

Definition 1.35
Der A\-Term P definiert die k-stellige zahlentheoretische Funktion f, falls fiir alle mq,...,my
gilt, daf Pmy... my ~g f(ma,...,mg), d.h. Pm ~g f(m).

Pni=gn < f(m)=n falls f(m) definiert

Dabei bedeutet P ~g n, dafs
P hat keine B-Normalform  falls f(m) nicht definiert

Lemma 1.36

Es gibt Kombinatoren mit folgenden Eigenschaften:
1. Nk=g k+1
2. Vk+1=45k

3. DPQO =3 P
DPQk+1=5Q

4. RPQO =4 P
RPQk+1=3Qk(RPQE)

BEWEIS
1. N =gef Auxy.z(uzy)
3. D =qef Avyz.2(Ky)x

2. V=45 Me.x(A2.D(N(20))(20))(D00)1

BEWEIS

Wir zeigen durch Induktion iiber k: (A2.D(N(20))(z0))¥*1(D00) =3 Dk+ 1k
P

Induktionsanfang:

P'D00 =5 D(N(D000))(D000) =5 D(N0)0 =5 D10
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Induktionsschritt: Sei PkH(D 00) =g Dk + 1k. Dann ist

i)

PE2(D00) =5 P(P** ( 00))
E) (Induktionsvoraussetzung)
O)Dk+1E0)

1k
+1

|
=
"U

(
(D
((D
(N

Il
®
b

k +

&
m

)
+1

I

»
o
N
4
5

Damit ist

=3 DkE+1Ek1
O
4. R=4cf O(AMuzyz.Dx(y(Vz)(ury(Vz)))z)
R ist nach Korollar 1.26 Losung von Rxyz =g Dx(y(Vz)(Rxy(Vz)))z
O

Theorem 1.37

Jede primitiv-rekursive Funktion ist A-definierbar.

BEWEIS

e 0: N%— N ist A-definiert durch den Term 0
o 5: N — N ist A-definiert durch den Term N
I} : N™ — N ist A-definiert durch den Term Az ...x,.7;

e Falls h: N¥ — N und g; : N — N durch P und Q; A-definiert sind (1 <i < k), und
weiterhin f(m) = h(g1(m), ..., gx(m)) (wobei m = (mq,...,my,)), dann wird die Funktion
f: N — N durch den Term AZ.P(Q1Z). .. (QxT) A-definiert (wobei T = (z1...2,))

e Falls g : N¥ — N und h : N*t2 — A durch die A-Terme P und Q A-definiert sind, und
f: N¥+1 — N gegeben ist durch:

L f(0,m) = g(m)
2. fln+1,m)=h(n, f(n,m),m)

dann wird f A-definiert durch den Term AuZ.R(PZ)(Auv.Quod)u
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BEWEIS durch Induktion iiber n

Induktionsanfang:

Mz . R(PZ)(Auwv.Quuz)u) 0m =g R(Pm)(Auv.Quum)0

=g ¢g(m) (nach Voraussetzung iiber g)

Induktionsschritt:

(AuZ . R(PZ)(Auw.Quui)u)n+1m =g R(Pm)(Auv.Quuni)n + 1
=5 Ow.Quo ) n(R(P i) (uv.Quo i) n)
=3 Qn(R(Pm)(Auv.Quuvm)n)m
=5 Qn((AuZ . R(PZ)(Auw.Quud)u) nm)m
=3 Qn f(n,m)m (Induktionsvoraussetzung)

=g h(n, f(n,m),m) (nach Voraussetzung iiber h)

Theorem 1.38

Jede partiell-rekursive Funktion ist A-definierbar.

BEWEIS

Jedes partiell-rekursive f &8t sich nach Kleene darstellen als f(m) = h(uk.g(m, k) = 0), wobei
g, h primitiv-rekursive Funktionen sind (Informatik III). Seien g und h durch P und @ A-definiert.
Betrachte die Gleichung

(%) UZy =p Dy(UZ(Ny))(PTy)

Nach Korollar 1.26 ist © (AuZy.Dy(uZ(Ny))(PZy)) eine Losung der Gleichung.

Z
Behauptung: f wird A-definiert durch den Term A\Z.Q(©ZZ0).
Dazu geniigt es zu zeigen: ©Z 10 =g k1, falls ky kleinstes k& mit g(m, k) = 0.

Wir werden zeigen:

(%) TFalls g(r, k) # 0 fiir alle k < ki, dann ©Zm0 =5 D ki (OZ i ky + 1)(P 1 ky)

Hieraus ergibt sich: Wenn k; kleinstes k mit g(m, k) = 0, dann ©Zm0 =3 ki, da Pk =3 0.

Beweis von (x%) durch Induktion iiber k;:

¢ ki =0: ©Zm0 =5 DOOZmM1)(Pmi0) mit (x)
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© k&1 >0: ©Zm0 =3 Dk —1(©0Zmk)(Pmk —1) (Induktionsvoraussetzung)
L W r1

=g [+ 1 fiir ein [,
da g(m,k1 —1)#0

=p ©Zmky
—5 Dki(©Zmmky + 1)(Piiik)) mit (x)

Es bleibt zu zeigen: Wenn f(m) undefiniert, d.h. wenn g(m, k) # 0 fiir alle k bei gegebenem 1,
dann hat ©Z 1m0 keine 8-Normalform. Es gilt:

©Zm0 >g DOOZm1)(Pm0) >z ©Zml
b5 DUOZm2)(Pil) >z OZm2
>g D2O©Zn3)(Pm2) >g O0Zm3
>p

Diese Reduktionsfolge ist QL (quasi-leftmost), d.h. es kommt immer wieder vor, dafl ein lin-
kester Term kontrahiert wird, ndmlich ein Term der Form DMN [+ 1. Wir haben also eine
nichtterminierende QL-Reduktionsfolge. Also hat ©Z m 0 keine f-Normalform (Theorem 1.24).
Man beachte, dafl wir © als Fixpunktkombinator gew#hlt haben. Damit haben wir statt =g

immer >3 in der Anwendung von (x) (vgl. die Bemerkung zu Korollar 1.26). O

Theorem 1.39

Jede A-definierbare Funktion ist partiell-rekursiv.

BEWEISSKIZZE
Sei f n-stellig und durch P A-definiert. Dann gilt:

f(k1,...,ky,) = dasjenige k, fiir das die Gleichung Pk, ...k, = k die Endformel
der kiirzesten Ableitung in AS ist, die mit einer Formel der Gestalt

Pk;...ky, = m endet, falls es eine solche Ableitung in A3 gibt.
flke, ... ky) ist sonst undefiniert.

Nach geeigneter Godelisierung erweist sich f als partiell-rekursive Funktion. O
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1.4 Entscheidbarkeit

Theorem 1.40 (Church 1936)
Die Menge NFg =qcr {M : M hat B-Normalform} ist nicht entscheidbar.

BEWEISSKIZZE

Wir kénnen die einstelligen partiell-rekursiven Funktionen so abzéhlen: f1, fo, ..., daB die Funk-
tion u mit u(m,n) ~ges frn(n) partiell rekursiv ist. Nun werde u durch P A-definiert. Dann gilt:
Pmn hat f-Normalform g.d.w. u(m,n) ist definiert.

Wire NI entscheidbar, wire g mit

u(n,n)+1 falls u(n,n) definiert
g(n) =des
1 sonst

eine total-rekursive Funktion. Damit wére g = fj, fiir ein &, also
da fi total. a

Theorem 1.41 (Church 1936)

=g 1st unentscheidbar.

BEWEISSKIZZE

Die zu einem Term [-konvertiblen Terme lassen sich rekursiv aufzéihlen. Sei

f(m,k) =gef Godelnummer des k-ten Terms, der zum Term mit Gédelnummer

m (-konvertibel ist

0 falls m eine Gédelnummer eines Terms in S-Normalform ist
h(m)  =dey
1 sonst
f und h sind primitiv rekursiv. Sie seien durch F' und H A-definiert.
Betrachte die Gleichung (in G): Gxy =3 D 1(Gz(Ny))(H (Fzy)). Eine Losung dieser Gleichung

ist nach Korollar 1.26: YAgzy. D 1(Gx(Ny))(H(Fzy)). Es gilt dann:

(YAgzy.V)m0 =g 1, falls m Gédelnumme‘; eines Terms ist, der zu einem Term in S-Normalform
konvertibel ist. (YAgzy.V')mO0 hat sonst keine 3-Normalform.

Falls nun =g entscheidbar, dann ist (YAgzy.V)M'0 =4 1 entscheidbar (wobei M' Gédelnummer
von M). Also ist N Fg entsheidbar. 0
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Theorem 1.42 (Church 1936)
Die Pradikatenlogik 1. Stufe PL ist unentscheidbar.

BEWEISSKIZZE

Da =3 unentscheidbar, ist A3 ein unentscheidbarer Kalkiil. Nun gilt:
AMEM =N gdw. PLE (FLA...A\Fg) — E(m, n)

Hierbei sei E ein ausgezeichnetes zweistelliges Pradikat und

6 =de f <
1 =4 f(z
5 et (2) fiir ausgezeichnete z und f

=ief f(f(2))

F; sei die Préadikatenlogische Ubers_etmﬂg der i-ten Regel von A8 durch Gddelnummerierung.
Beispiel: (o) wird iibersetzt als E('M, 'N') — E('N", M)

Wenn die Pradikatenlogik entscheidbar wére, wire somit AG entscheidbar. O
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2 Kombinatorische Logik

Im folgenden seien K und S vorgegebene Konstanten. Wenn aufler diesen noch weitere Kon-

stanten hinzu kommen, heifit das System angewandt (sonst rein).

Definition 2.1 (Syntax)

o Alle Variablen und Konstanten sind CL-Terme (Atome)
o Mit X undY ist auch (XY') ein CL-Term (Applikation)

Ein geschlossener CL-Term enthdlt keine Variablen.

Ein Kombinator enthdlt nur K und S als Atome.

FV(X) sei die Menge der Variablen in X.

Die Substitution von Variablen Y [X/2] ist in offensichtlicher Weise definiert, da es in CL keine

gebundenen Variablen gibt.

Beispiel 2.2

o Szy(Ky)(KKSS) ist ein CL-Term

e S(KS) ist ein CL-Term

Definition 2.3 (schwache Reduktion, schwache Konversion)
UKXY] > U[X]

USXYZ] 1w UXZ(YZ)

Xp>ywY, falls X = Py >1y PaDiy ... 1w Py =Y (“schwache Reduktion” )

X=,Y, falls X =P 2 P, 5* ... 5% P, =Y (“schwache Konversion”)

} (“schwache Kontraktion” )

Bemerkung

D>, ist invariant gegeniiber Substitution. Es gilt Church-Rosser.

Definition 2.4
Formeln des Systems CLw sind alle Gleichungen X =Y fiir CL-Terme X,Y .

Die Aziome sind:
(p) X=X
(K) KXY = X
(S) SXYZ = XZ(YZ)

Die Regeln sind:
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X=X

l’l/ _—
(k) YX =YX

Y=Y

()~
YX=Y'X

CLwkF X =Y bedeutet, daff X =Y in CLw ableitbar ist.
CLwp F X =Y bedeutet, daff X =Y in CLw ohne (o) ableitbar ist.

Lemma 2.5
e X=,Y =CLwukFX=Y

e XY —=CLuxFX=Y

Definition 2.6
Fiir einen CL-Term X ist der A\-Term X wie folgt definiert:

1. T\ Z=gef @

2. K\ =gef \vy.x

3. S\ Zdef Neyz.axz(yz)

4. (XY)y =ageyr XaYn
(Wir identifizieren dabei a-kongruente Terme.)
Lemma 2.7

e XY = X, >y

e X =,Y = X, =3Y)

BEWEIS
Benutze CLw bzw. AS. O

Bemerkung
Die Umkehrung gilt nicht. Es gilt z.B. SyK) =g K\(S\K)K)), nicht jedoch SK =, K(SKK).
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Definition 2.8
Fiir einen A-Term M ist der CL-Term Mcp wie folgt definiert:

1. xep Zdey x
2. (MN)ep =gef MccNer
3. (Ax.M)eop =dey [x].Mcr
wobei [x].X fir CL-Terme X wie folgt definiert ist:
1. [x].x =gy SKK  (abgekiirzt: I =gy SKK)
2. []. X =qef KX fallsx ¢ FV(X)
3. [x] Xz =gey X falls x ¢ FV(X)
4. (2] (XY) =ger S([x]. X)([x].Y)  falls die vorherigen Fille nicht zutreffen

Beispiel 2.9

= S(S([z].2)([z].2)) (K =)
= S(SII)(K=z)
Bemerkung

[x].X ist eine metasprachliche Operation.

x & FV([z].Y). Insofern verhélt sich [x] wie ein variablenbindender Operator.

Lemma 2.10
([2].Y)Z >4 Y[Z/2]

BEWEIS
Induktion iiber der Struktur von Y:

LY =2 (z]2)2 =1Z>, Z = x[4/]
2. Yist Atom, Y £ 2: ([2].Y)Z = KYZ >, Y = Y[Z/z]
3. Y =(UV):

e 2 FV(Y): ([2]Y)Z =KYZ 1>, Y =Y |[%/a]
e 2 ¢ FV(U),V =a: ([2].Y)Z =UZ = Uz[4/x]
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e keiner der vorherigen Fille:

(2lY)Z =
> w )
>w  (U[Z/])(V[%/z])

S([2).U)([2].V)Z
([z].0)2(([+].V)2)

= Y[Z]

Korollar 2.11 (Kombinatorische Vollstéindigkeit)

Sei G ein Term mit {x1,...,z,} C FV(G). Dann gibt es einen Term T, in dem x1, ..
vorkommt, so dafl T X7 .

BEWEIS

X Do G[X ] . [Xnfry,).

Setze T' =gey [21]. ... [zn].G

Bemerkung

nach Induktionsvoraussetzung

27

., Ty, nicht

Damit kann man jeden Kombinator 7', der durch eine Kontraktion T X ...X,, >, U gegeben

ist, wobei U nur aus X1, ..., X, zusammengesetzt ist, in CL durch einen variablenfreien Term

definieren. Mit Hilfe von S und K lassen sich also “alle” Kombinatoren ausdriicken.

Lemma 2.12

(i) Fiir CL-Terme X gilt: (X))er = X

(it) Fiir \-Terme M gilt: (Mcg)x =gy M

BEWEIS

(i) Induktion tiber der Struktur von X:

o (T)\)er = zer

=X

o (Kiee = (Aeyx)e, = [z].(y]x) = 2] Ke = K

o (S\)cc

o (XY)))ee =

(Aryz.2z(y2))e,

] ([y]-([z].22(y=)))

(ly]-5([2]-22)([2].y2))
[

(XaY)ee = (X )ec(Ya)ee = XY

nach Induktionsvoraussetzung
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(ii) Induktion iiber der Struktur von M:

o (zeL)rh=zr=2
o (MN)cp)x = (MeeNee)y = (Mee)a(Neg)x =pn MN
o zu zeigen: ((Ax. M) )x = ([z].(M')er)\ =pn Ax. M’
Induktion iiber der Struktur von M’:
— ([zl.xce)r = In = SAKLNK) =g A\z.x
—fallsx € FV((UV)er):

nach Induktionsvorauss.

([ (UV)ee)r = (KUV)ep)a
= K\((UV)ep)a
= (Azya)(UV)ep)h  woy g FV(UV)
=3 AY-((UV)ep)a
=gy Ay.(UV)  nach Induktionsvoraussetzung

— falls x & FV(Ucr) und Ve = 2

([].(UV)ep)n =

=0Bn
=n
— sonst:
([z].(UV)ep)n =
—0Bn
=8
=B

Bemerkungen

([z].(UccVer))a

([z].(Uecx))a

(Ucc)a

U  nach Induktionsvoraussetzung
Az.(Ux)

Az.(UV)

(5[] -Uec)([2]-Ver))
Sx([2].Ucc) ([z]-Ver)
Sx(Az.U)(A\x.V)
(Auwvy.uy(vy))(Az.U)(Az.V)
Ay.(Ax.U)y((Az.V)y)

A (UV)

nach Induktionsvoraussetzung

e Es gilt also mit Lemma 2.7: M¢y = Neg = M =g, N

e Es gilt aber nicht: (Mcg)y =3 M
Zum Beispiel ist (Az.yz)q.)x = ([z].yz) =y =y #5 A\v.yz
Keine der folgenden Behauptungen gilt:

Mecp > Neg :>MDgN
Mecr =w Nex = M =3 N

Mer > Neg <:MD5N
Mecp =y Neg <= M =g N

28
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Man darf also zur Auswertung von A-Termen, wenn es nur um (-Reduktion geht, nicht so
verfahren: M ~» Mecy > Nep ~ N
Das Problem mit “ =" besteht darin, daf§ (n) in CLw gilt. Denn es ist
(Ar.Mzx)pp = [x].Mcgx = Mg falls x ¢ FV (M)
Das Problem mit “<=" besteht darin, daf§ ({) in CLw nicht gilt. Denn es ist
[z].Szyz = S([x].Szy)([z].2)
= S(S([2])-52)([)-9) (=)
= S(S5(Ky))(Kz)
wo2yz) = S(le)wz)(()y2)
= S(S([)-2)(2]-9) (K (y2)
= SSIHEG)

Also ist zwar Sxyz =, x2(yz), aber nicht [z].Szyz =, [x].x2(yz).

e Die Hinzunahme von (§) zu CLw bewirkt volle Extensionalitét:

© Xx=Yx
[x]. X2z = [z].Yx
X=Y

Wihrend also im A\(3-Kalkiil die Hinzunahme von (1) Extensionalitéit zur Folge hat, wo-
hingegen () eo ipso gilt, bewirkt in der Kombinatorischen Logik die Hinzunahme von ()

Extensionalitéit, wihrend (1) eo ipso gilt. Das zeigt die Disparatheit beider Systeme.

e Wir definieren > durch Erweiterung von CLwy um

X >Y
[z]. X > [z].Y

Dann gilt fiir A-Terme:

M >p, N = Mecr > Neg

M =g, N <= Mcs > N¢g

n-Konversion ist jetzt Fall von (p) und gilt in beliebiger Richtung. Daraus ergibt sich:
M =g, N <= Mc; >< N¢r , wobei >< der symmetrische Abschlufl von > ist.
Damit gilt fiir CL-Terme X, Y:

X ><Y <= X, =3, Y

e Um (-Gleichheit in CLw reprisentieren zu kénnen, kann man die Definition von [z].Y’
abschwéichen, daf () nicht automatisch gilt, z.B. durch Weglassen der Klausel [z]. Xz = X
(falls x ¢ F'V (X)) in der Definition von [z].

Jedoch gilt selbst dann (&) nicht:
[z].Szyz = S(S(S(KS)I)(Ky))(K=z)
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[z].22(y2) = S(SI(K2))(K(yz))

Man kann mit dieser neuen Definition von [z] jedoch zeigen, dafl

AMFM=N <= (CLw+®)F Mes = Nep

CLw+@)FX =Y < AFF X),=Y)

wobei ® eine Erweiterung von CLw um ein bestimmtes Regelschema bzw. eine endliche
Menge von Axiomen ist (vgl. Hindley/Seldin Ch. 9).

(Sx)cc =w S gilt bei der modifizierten Definition von [z] nicht. Eine weitergehende Modi-
fikation ist jedoch moglich, so daf statt Lemma 2.12 jetzt gilt:

(1) (Xx)ec=X
(i) (Meg)a=p M

Damit ist die Auswertung von iibersetzten A-Termen in CLw korrekt, was in der funktio-

nalen Programmierung oft ausgenutzt wird.

e Berziiglich Vollstandigkeit gilt folgendes: wir betrachten eine erweiterte Sprache, in der
zusétzliche Funktionen ausgewertet werden konnen (sog. d-Regeln). Die entsprechenden
Reduktionen sind >135,>gs, >1185 (“1” fiir leftmost). Dann gilt:

Wenn M 185 N, mit M abgeschlossen und nicht von der Form [z].P, so ist Mcz >145 Nec-

Falls ein getyptes System 2. Stufe mit Int, Bool, Char als Grundtypen gegeben ist, in dem

ein Fixpunktoperator T existiert und M vom Grundtyp ist, dann gilt:

M >ips N = Mcr >ws Nec

Das bedeutet, daB man alles, was man in Aj finden kann, durch Ubersetzung in CLw finden

kann. Dies wird zum Beispiel in der funktionalen Programmiersprache Miranda ausgenutzt

(Turner 1979).

Es ergibt sich daraus fiir eine Konstante ¢ eines Grundtyps (die per definitionem in

B-Normalform ist):

MEM=c= M =p5¢c = MDigsc = Mcg>ysc = CLWOF Mcr =c

sowie umgekehrt

CLwO - Mep =c¢ = Mep =ws ¢ = Mep Dysc = (Meg)aDpse = A\GHM =c
—_—

Jede Berechnung eines Wertes fiir M kann also in CLw durchgefiithrt werden.



3 DER GETYPTE \-KALKUL 31

3 Der getypte A-Kalkiil

Es gibt zwei Versionen der Typisierung des A-Kalkiils:

o Curry-Typisierung: Terme sind die Terme der ungetypten Theorie. Jeder Term hat eine

Menge moglicher Typen (implizite Typisierung, “type assignment”).

e Church- Typisierung: Terme haben assoziierte Typen, die damit in der Regel eindeutig sind

(explizite Typisierung).

Wir behandeln die Curry-Typisierung, und zwar fiir die einfachste Form, die nur Funktionstypen

enthilt (Bezeichnung des Kalkiils: A—). Wir folgen dabei der Darstellung in Barendregt (1992).

Bemerkung

Fiir den getypten A-Kalkiil (A—) gilt starke Normalisierung. Daher sind nicht alle rekursiven
Funktionen definierbar — die partiellen Funktionen sowieso nicht, aber auch nicht alle totalen.
Definiere dazu die Funktion F' wie folgt:

F(n,m) =k <= der n-te getypte Term angewandt auf Argument m hat die S-Normalform £k,
F(n,m) = 0 sonst (bei geeigneter Aufzihlung der getypten Terme).

Dann kann die (totale) Funktion g(n) =gef F(n,n) + 1 nicht in A— definierbar sein:

Sei g in A— definiert durch den p-ten getypten Term. Dann ist g(p) = F(p, p); aber nach Defi-
nition ist g(p) = F(p,p) + 1, ein Widerspruch.

Definition 3.1
Die Menge der Typen T von A— ist wie folgt definiert:

1. Typvariable a, o/, a”, o, ... sind Typen
2. Mit o und 7 ist o —T1 ein Typ

Es steht 01— 09—+ —0p_1— 0y fir oy—(ca— (- (Op—1—0p) "))

Ein Urteil hat die Form M :o fir einen A-Term M und einen Typ o. Dabei heifst M das Subjekt
des Urteils.

Eine Deklaration st ein Urteil, dessen Subjekt eine Termwariable ist.

Eine Basis I' ist eine endliche Menge von Deklarationen, deren Subjekte paarweise verschieden
sind. Fine Sequenz hat die Form ' M :o fir eine Basis I' und ein Urteil M :o.

Mit “Variable” meinen wir immer “Termuvariable”.
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Definition 3.2
Sequenzen '+ M :o, die ausdricken, daff das Urteil M :o in der Basis I' gilt, kann man mit
folgenden Regeln im Kalkiil A— herleiten:

e (I) x:okz:0o

e:ok-M:7

* =0 F'E(AeM):o—T1

I'tM:0—7 T'FN:o

* =F) I'FMN
T

Ist I' = M :0 in A— herleitbar, schreiben wir I' Fy_, M :0 oder auch I' - M :0. Wir identifizieren
also hdufig Sequenzen mit der Behauptung ihrer Herleitbarkeit. Aus dem Kontext ergibt es sich

dann, was gemeint ist.

Beispiel 3.3

o Flryx:o—T17—0

r.oy:Thx:io

r:obFAyx:T—o

FAr. \yx:0—>17—0

o Fzyz.az(yz):(c—1—7")—(0—7)—=0—71" (S-Kombinator)

Bemerkung
Konstanten koénnen hinzukommen. Entsprechende Konstantendeklarationen gehéren dann zu
jeder Basis dazu. Ein Beispiel ist der Fixpunktkombinator vom Typ Y : (0 — o) — o fiir alle ¢ in

der Programmiersprache ML.

Definition 3.4

Ein geschlossener Term M heifst typbar, falls = M :o fiir ein o. Fin Term M mit freien Varia-
blen 1, ..., xy heifit typbar, falls T & M:o fir ein o, wobei I' = {z1:01,...,xn:0,} fiir gewisse
O1y-+,0n.

SeiI' ={x1:01,...,25:0,} eine Basis. Dann sei I'(x;) =gef 4.

Sei V' eine Menge von Variablen. Dann sei Ily = {xz:0 |z € V,I'(x) =4er 0}

domT =g4ef {x1,..., 20}

Substitution von Typen: o[T/a] bedeutet eine gleichzeitige Ersetzung aller in o vorkommenden «

durch T.
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Lemma 3.5

1.TCIY = ('t M:0c = TI"FM:0) (Monotonie)

2. T-M:oc = FV(M)CdomT

3. I'tM:o = Dlpyan - M:o

4. T'Fxio = (x:0) €T

5 'FMN:o = T'FM:t—0o und ' - N:7 fiir ein 1

6. TH(Ae.M):0 = 0 = 01— 09 fir gewisse 01,09 und I';z:01 F M:0y
7. M' ist Teilterm von M und T'- M:0c = I+ M':d’ fiir gewisse I, o’
8. TEFM:oc = I'[Tfa] - M:0o[T/a]

9. Tyxiob-M:7, T N:io = T+ M[Njz]:1

10. M>gM' = (T M:0 = T'FM":0) (Subjektreduktion)

Bemerkung

Umgekehrt (zu Lemma 3.1 (10)) gilt nicht Invarianz gegeniiber Expansion <g:
M<agM = (I'M:0 = T'FM:o0).

Beispiel: - 1:0—0, aber ) KI(Av.xzz):0— 0, obwohl I <ig KI(Ax.xx)

Wir zeigen jetzt, daf alle typbaren Terme stark normalisierbar sind. (Die schwache Normali-
sierbarkeit wurde schon von Turing gezeigt; die starke Normalisierbarkeit geht auf Tait zuriick.)
Die Umkehrung dieser Behauptung gilt nicht, wie das Beispiel des nicht typbaren Terms Az.xx
zeigt.

Definition 3.6
Sei SN die Menge der stark normalisierbaren \-Terme.

Fiir Mengen A, B von \-Termen sei
o A—B =4 {M| fir alle N € A ist MN € B}
o [o] =gy SN fiir alle Typvariablen o
¢ [o—=7l =dcs lo]—17]
Definition 3.7 Fine Menge A von Termen heifit saturiert, wenn gilt:

a) ACSN



3 DER GETYPTE \-KALKUL 34

b) xRy... R, € A, falls x Termvariable und Ry, ..., R, € SN (n > 0)
c) Ae.M)NR;y...R, € A, falls (M[N/z])Ry... R, € A fiir N,Ry,...,R, € SN (n >0)

SAT =g4c¢ {A | Asaturiert}

Lemma 3.8

Fiir jeden Typ o von A— gilt: [o] ist saturiert.

BEWEIS

1. o ist Typvariable. Zu zeigen: SN ist saturiert.

a) SN C SN
b) .’L'Rl...RnGSN, falls Rl,...,RnESN

c¢) Sei (M[N)Ry... R, € SN mit N,Ry,...,R, € SN
Dann gilt auch: M € SN/, sonst kénnte (M [N/z])R;. .. R, nicht stark normalisierbar
sein. Wir betrachten (Az.M)NR;...R,. Jede Reduktionfolge sieht dann so aus:
(\z.M)NR;...R, g
>3 (Ae.M')N'R,...R!
>15 M'[N'/e]Ry... R,
>g ...
wobei M >3 M', N>z N' und R; > R}, fir alle 1.
Damit erhilt man: (M[N/z])Ry... Ry, > (M'[N'e])R,... R, >5---. Da diese Folge

terminiert, terminiert auch die erste, d.h. (Az.M)NR;... R, ist stark normalisierbar.
2. Mit A und B ist A— B saturiert:

a) Sei M € A— B. Wegen Definition 3.7 b) gilt x € A fiir alle Variablen z. Also Mz € B.

Da Mz stark normalisierbar, ist M stark normalisierbar.

b) Sei M € A. Dann ist M € SN. Dann ist zR;... R,M € B fiir R; € SN. Damit ist
auch zRy... R, € A— B.

c) Sei M € A. Dann ist M € SN.
Dann (Az.P)NR;... R,M € B, falls (P[N/i])R;... R.M € B.
Dann (Az.P)NR;...R, € A— B, falls (P[N/z])R;... R, € A— B.
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Definition 3.9

Eine Bewertung p ist eine Abbildung p : Variablen — X\-Terme.

[M], = M[P(@)fxy, ..., P& 2], wobei {z1,...,x,} Menge aller freien Variablen in M.
plEM:o (‘perfillt M:0”), falls [M], € [o].

pET, falls p E x:0 fir alle (x:0) € T.

I'E= M:o, falls fir alle p gilt: p=T = pE M:o0.

Lemma 3.10
'rM:o=TkEM:o.

BEWEIS
Induktion tiber der Struktur der Ableitung von M :o.

1. VM ziok a0/

2. M=PQ: Dann ' P:7r—ound ' Q:7.
Nach Induktionsvoraussetzung I' = P:7—o und I' = Q:7.
D.h., falls p =T, dann [P], € [r—o] und [Q], € [7].
Dann [PQ], € [o] nach Definition von [ |, da [PQ], = [P],[Q],-

3. M =MXx.N:Dann ist c =01 —0oound I',z:01 F N:0os.
Nach Induktionsvoraussetzung: I',z:01 = N:os.
D.h., falls p =T und p(z) € [o1], dann [N], € [o2].
Dann ist [(Az.N)zx], € [o2], da [o2] saturiert.
D.h,, falls p =T und p(z) = Q € [o1], dann [Az.N],Q = [(Az.N)z], € [o2].
Also [Az.N], € [o1—02].

g
Theorem 3.11 I'= M:0 = M st stark normalisierbar.
BEWEIS
'FM:o = I'EM:o = (Vp)(pET = pkE M:0).
Wir wéhlen p = id. id =T gilt, da z:[o] fiir jedes o (da o saturiert).
Also gilt M :[o]. [o] ist saturiert und damit stark normalisierbar. O

Im folgenden stellen wir einen Algorithmus zur Typisierung von Termen dar. Dieser Algo-
rithmus liefert einen Typ, falls der Term typisierbar ist, und gibt fail aus, falls dieser Term

nicht typisierbar ist. Auf diese Weise lassen sich folgende beiden Entscheidbarkeitsfragen 16sen:
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1. Gegeben M und o, gilt = M:0 7 (Typpriifung, “type checking”)
2. Gegeben M, gibt es 0 mit F M:0 ? (Typbarkeit, “typability”)

Die dritte Entscheidbarkeitsfrage in diesem Kontext
3. Gegeben o, gibt es M mit - M:o 7 (“inhabitation”)

wird durch den Curry-Howard-Isomorphismus geldst, der am Schlufl dieses Kapitels behandelt
wird.
Zunichst sind einige Vorbereitungen iiber Substitution und Unifikation von Typvariablen

und Typen notwendig.

Definition 3.12
Fine Substitution (in Typen) ist eine Abbildung
s : Typvariablen — Typen,

wobei s(a) = a fiir unendlich viele a. Wir schreiben s auch als {aq = 01,...,0p = oy}, falls
s(a;) = 0.

Offenbar determiniert s eine Abbildung § von Typen in Typen:

5(a) = s(a)

5(c—71) = 5(0)—35(7)

Wir identifizieren s und 5 und schreiben s(o) oder o[01/ay, ..., Onjo,].

Fiir Substitutionen si und sy ist s10s9 (kurz: sis2) in natirlicher Weise definiert. Entsprechend
ist s1 0 s9(0) = s1(s2(0)).

FEin Unifikator fir o und 7 ist ein s mit s(o) = s(7), ein Unifikator fir eine Menge von Glei-
chungen E = {o1 =11,...,00,, = Ty} ist ein s mit s(o;) = s(m;) fir allei (1 <i<n).

Fin allgemeinster Unifikator (mgu — “most general unifier”) von o und 7 (bzgl. E) ist ein Uni-
fikator s, so daf fiir jeden anderen Unifikator s’ von o und 7 (bzgl. E) gilt: s’ = s1 0 s fiir eine
Substitution sq.

Wir schreiben: s = mgu(o,T) bzw. s = mgu(E).

T ist Variante von o, falls es s1 und sa gibt mit s1(1) = o und sa2(c) = 7.
Beispiel 3.13

e a—(f—a) und a— (f—«) haben {3} als mgu.

o B—(a—p) und (y—~)—3 haben {7 = V3,« = (Y = 75} als mgu.

Bemerkung
Zwei mgus beziiglich derselben Menge sind immer Varianten voneinander. In diesem Sinn sind

also mgus eindeutig.
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Theorem 3.14
Es gibt einen Algorithmus, der zu jedem Gleichungssystem E einen mgu von E liefert, falls E

unifizierbar ist, und fail liefert, falls E nicht unifizierbar ist.

BEWEIS

Siehe Logikprogrammierung. Ein Verfahren, das auf Herbrand zuriickgeht, besteht aus Regeln

zur Umformung von Gleichungssystemen F = {01 = 71,...,0, = Ty }:
EU{o=0
o (id) —{ )
B
E U {o=a} : N
o (sym) ———  —  falls o keine Variable ist
E U {a=o0}
E U {a=0} . :
o (subst) falls « nicht in o vorkommt und « in E' vorkommt

Eofa] U {a =0}

falls o in o vorkommt

[ ]
£

=}

S.
=

E U {r—1 =0—02}

(func)

F U {7'1 = 01,79 20'2}

Es gilt: die Anwendung dieser Reduktionsregeln auf eine Gleichungsmenge terminiert. Das Re-
sultat ist entweder fail oder ist {ay = o1, ..., @, = o, }, wobei {aq = 01,...,a, = o, } der mgu

von F ist. O

Gleichungssystemen dieser Art ordnen wir nun Sequenzen zu.

Definition 3.15
Das mit der Sequenz I' = M : o assoziierte Gleichungssystem E(T' = M : o) ist wie folgt definiert:

1. E(TFz:0) =gef {o=T(2)}

2. E(TFXeM:0) =gef {oc =a—p} U E(I'z:ak M:f3) fir neue Typvariablen o, 8

3. E(TFMN:0) =g E(I'FM:a—0) U E(I' - N:a) fir neue Typvariable o
Beispiel 3.16

o E(zx:akz:0)={f=a}
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o B(FAzyz:a—p) = {a—=f=a1—a} U E(x:a1 F Ay.z:a9)
= {a—=f=a1—ay,aa=as—as} U E(z:a1,y:as b x:a4)

= {a%ﬁ = Q] — Q2,02 = Q304,04 = al}
Lésung:

{aaﬂ =01 Q2,0 = 03— Q4,04 = 0‘1}
= {a=m,f=m, =03y, 04 =01}
— {Oz:a1,ﬁ:a3—>0é470é2:043—>044,044:0‘1}

= {a=a,f=a3—aj,a0 =az3—a, a4 =1}
Es gilt also F Axy.x:a1— (ag—aq)

Lemma 3.17
(i) Sei s Losung von E(T'F M:0). Dann gilt: s(I') F M:s(o)

(ii) Wenn s(T)F M:s(o), dann gilt: es gibt ein s', das die Typvariablen in T' und o wie s
interpretiert, und s’ ist Losung von E(T't M:0). Dabei kinnen die Typvariablen, die
von s und s’ verschieden interpretiert werden, aus einer festen Typvariablenmenge V mit
VN FV(I U {o}) =0 gewihit werden.

BEWEIS

(i) Induktion iiber der Struktur von M

e sist Losung von E(I'F z:0) = s(0) = s(I'(z)) = z:s(0) kommt in I" vor =
s(T) F z:s(0)

e s ist Losung von E(I'F Ax.M:0) = s ist Losung von
{c=a—0} U E(I'z:ak M:j)
Nach Induktionsvoraussetzung ist s(I'),z:s(a) F M :s(5), damit
s(T)F Ax.M:(s(a)—s(B)) = s(o)

e s ist Losung von E(I' MN:0) = s ist Losung von E(I'+ M:a—0) und s ist
Losung von E(T'F N:«)
Nach Induktionsvoraussetzung ist s(I') = M :s(a—o) und s(I') - N:s(a), damit
s(I'F MN:s(o)

(ii) Induktion iiber der Struktur von M

o s(IFa:s(o) = (z:5(0)) € s(I') = s(0) = s(I'(z))
= s ist Losung von E(I't z:0)

o s(I')F A x.M:s(c) = s(0) = 01— 09 fiir gewisse 01,02 und s(I'),z:01 + M:09.

Sei s’ wie s, jedoch erweitert um o — o1 und as — o9 mit aq,as neu. Dann ist
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§(T),z:aq F M:5'(ag). Damit stimmen s und s" auf den in I' und ¢ vorkommenden
Typvariablen iiberein, und s’ ist Lésung von {0 = a1 — a3 }. Nach Induktionsvoraus-
setzung gibt es s” als Losung von E(T,z:a1 F M:asg) derart, dal s” mit s’ auf den
Typvariablen in I', aq, ag libereinstimmt. Ferner kann angenommen werden, daf§ die
Typvariablen, die von s’ und s” verschieden interpretiert werden, nicht in o vorkom-
men, also s'(c) = s"(0).
Damit ist s” also Losung von {0 = a1 —ae} U E(T',z:aq - M:az), das heifit von
E(T'F Az.M:0), und stimmt auf den Typvariablen in I' und o mit s iiberein.

o s(NFMN:0c = s(I') F M:7—s(o) und s(I') = N:7 fir ein 7
Wir definieren s’ als s, erweitert um « — 7, wobei a neu. Dann stimmt s’ mit s
auf den Typvariablen in I' und o iiberein. Wir haben also s'(I') - M:s'(a) — §(o)
und §'(T') F N:s'(a). Nach Induktionsvoraussetzung gibt es Losungen s/ und s
von E(T'F M:a—o0) bzw. E(T'F N:a), die mit s’ auf den Typvariablen in T, o, «
iibereinstimmen. Ferner konnen wir annehmen, dafl die bei der Konstruktion von
E(I'FM:a—o0)und E(I' F N:«) neu eingefiihrten Typvariablen voneinander ver-
schieden sind.
Dann ist sf U s§ Losung von E(I'F M:a—o) U E(T'F N:«), das heifit also von
E(T+ MN:0), und stimmt mit s auf den Typvariablen in I" und o iiberein.

Definition 3.18

o heiffit Haupttyp fiir einen geschlossenen Term M, falls = M :0 und ferner:

falls b M :0 und &= M:o', dann gibt es eine Substitution s, so daf$ o' = s(o).

(T',0) heifst Hauptpaar fiir M, falls T'= M :0 und ferner:

falls T'H M:o und T+ M:0', dann gibt es eine Substitution s, so daff o' = s(o) und I 2 s(T').

Theorem 3.19
Es gibt einen Algorithmus, der zu jedem geschlossenen Term M einen Haupttyp und zu jedem

M ein Hauptpaar liefert, falls M dberhaupt einen Typ hat, und ansonsten fail ausgibt.

BEWEIS
Sei Ty =gef {z1:00,..., 2} und 0g =gef B, wobei x1, ..., x, die freien Variablen in M sind.
Jede mgu-Losung von E(Tg = M :0¢) ist Hauptpaar von M, falls es eine Losung gibt, sonst wird

fail ausgegeben.
1. Mhat Typ <= I'F M:o fiir gewisse I', o

<~ s(I'g) F M:s(og) fiir gewisses s
< E(T'oF M:0y) ist losbar (Lemma 3.17 (i))



3 DER GETYPTE \-KALKUL 40

2. Sei s mgu-Losung von E(T'gF M:0yp), dann ist s(I'g) - M:s(op). Sei nun I+ M:0o'.
Dann ist ['F M:o', wobei T' =def U'lpv(ar)- Sei s’ so gewidhlt, daf s'(I'g) = T, sowie
§'(0p) = ¢’. Dann §'(T'g) F M :5'(0p). Dann gilt fiir ein s”, das die Typvariablen in Ty
und o wie s interpretiert: s” ist Losung von E(To F M :0g) (Lemma 3.17 (ii)). Da s mgu
ist, gilt s” =S1 0.5 fiir ein s1, das heifit o’/ = s”(0p) = Si(s(00)). Ferner haben wir, da8
[ DT =s"(Ty) = S1(s(T)).

(s(Tg), s(0p)) ist also Hauptpaar.

Theorem 3.20
Typprifung und Typisierbarkeit sind entscheidbar.

BEWEIS

e Sei geschlossenes M gegeben. Der Algorithmus aus Theorem 3.19 liefert einen Haupttyp

o, wenn M typisierbar ist, sonst fail.

e Zur Priifung von F M:o’ fiir gegebenes ¢/ mufl noch gepriift werden, ob ¢’ = s(o) fiir ein

s. Das ist leicht algorithmisch méglich.

Theorem 3.21

Das Problem, ob es zu einem gegebenen Typ o einen Term gibt, ist entscheidbar.

BEWEIS
Es gibt M mit - M:0 <= Es gibt Beweis fiir ¢ (als Formel) in der positiven Implikations-
logik. Dies ergibt sich aus der im folgenden dargestellten sog. “Curry-Howard-Interpretation”

(Theorem 3.26). Die positive Implikationslogik ist entscheidbar. O
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Der Curry-Howard-Isomorphismus

Definition 3.22

Typvariablen heiffen auch Aussagevariablen, Typen auch (implikationslogische) Formeln.

Eine endliche Menge von Formeln heiffit Kontext. Metasprachliche Variablen fiir Kontexte sind
AN

Die Aziome und Regeln der positiven Implikationslogik P— sind:
e (I) Ajoto

AobkT

o (—]) ——
( )Al—o—w

Aro—1 Alo

* (5E) AT

A bFp_, o bedeutet, daff At o in P— herleitbar ist.
Fiir ein Urteil M :0 sei (M:0)° =o.

Fir eine Basis I' = {x1:01,...,xn:0,} sei I'° der Kontext {o1,...,0,}.

Lemma 3.23
I'ba_M:0 — I°Fp_o

BEWEIS

Lasse Terme weg. O

Lemma 3.24
Es gibt einen Algorithmus, der zu jedem typbaren Term M eine Ableitung von AF o in P—
liefert derart, daff A =T1° und 'y, M:0o.

BEWEIS
Theorem 3.19 o

D.h.: Jeder typbare Term M kodiert eine Ableitung in P—. Aus dieser Ableitung lassen sich
durch Substitution alle Ableitungen von I'° F ¢ in P— gewinnen, die Ableitungen von I' - M : o

in A— entsprechen.

Lemma 3.25
Zu jeder Ableitung von A& o in P— ldfst sich ein Term M und eine Ableitung von I'- M :o

in A— konstruieren mit I'° = A.
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BEWEIS
Induktion iiber dem Aufbau der Ableitung von A F ¢ in P—.

e Alle in Anfangssequenzen vorkommenden Formeln o werden durch Typdeklarationen z:o
ersetzt, wobei die Variable x so gewahlt ist, daf3 allen Vorkommen einer Formel o dieselbe
Deklaration z:0 und wverschiedenen Formeln o und 7 Deklarationen z:0 und y:7 mit

verschiedenen Variablen x und y entsprechen.

e Sei in P— der Schritt
Oly...0p, 0T

(—1)
Oly...0pFo—T
angewendet, wobei fiir o1,...0,,0 F 7 schon eine Ableitung in A— von
T1:01,...Tn:0n, .0 M:T
vorliegt. Dann verldngern wir diese unter Verwendung von (—I) in A— zu
T1:01,...Tn:0n Az M:0—T.
e Sei in P— der Schritt

0ly...0n,0F0c—T o01,...00F0

(—E)
Ol,...0p T
angewendet, wobei in A— fiir o1,...0, F c—7 und o1,...0, F o schon Ableitungen von
r1:01,...Tp:0pEM:o—T

und

T1:01,...Tp:0n,F N:o

vorliegen. Man beachte, dafl einem Typ o; genau eine Variable z; zugeordnet ist. Damit

erhalten wir mit (— E) eine Ableitung in A— von

T1:01,...Tn 00 MN:T.
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Theorem 3.26 (Curry-Howard-Isomorphismus)
Sei Mp die gemdfs Lemma 3.24 zu einem in A— typbaren Term M gehidrende Ableitung in P—.

Sei 11y der gemdfs Lemma 3.25 zu einer Ableitung in P— gehdrendeTerm von A—. Dann gilt:

(i) (IL)p ist eine Ableitung in P—, aus der sich I1 durch Substitution von Formeln fir Aus-

sagevariablen gewinnen lift.

(i) (Mp)y ist (bis auf Umbenennung von freien und/oder gebundenen Variablen) ein Term,

der aus M durch Identifizierung von freien oder von gebundenen Variablen entsteht.

BEWEIS
Aus den Lemmas 3.24 und 3.25. O

Bemerkung

Ein Beispiel fiir (77) ist der A\-Term u(zx)(zy), der nach dem Typisierungsalgorithmus durch

ura—a— 3,2y —fxy,yy Fas u(ze)(zy): B
getypt wird. Die korrespondierende Ableitung in P— liefert

a—a—fB,v—08,vF [

Dieser Ableitung entspricht gemafl Lemma 3.25 ein A\-Term der Form u(zz)(zx), in dem z und
y identifiziert sind. Zur Identifizierung der Variablen kommt es dadurch, da beim Ubergang
von A— zu P— Information verlorengeht, die beim Ubergang von P— zu A— nicht mehr re-
konstruiert werden kann. Das héngt damit zusammen, dal bei der Zuordnung von Variablen
zu Formeln (= Typen) in Anfangssequenzen von A\— geméfl Lemma 3.25 keine zwei Variablen
denselben Typ haben konnen, d.h. beim Ubergang von A— zu P— keine Sequenz der Form
I',z:0,y:0 & M :7 auftreten kann.

Eine andere Fassung des aussagenlogischen Kalkiils erlaubt es, ohne diesen Informationsver-
lust auszukommen. Dazu wird auf die Beweistheorie verwiesen (siehe Trolstra/Schwichtenberg
1996).

Der Curry-Howard-Isomorphismus induziert Reduktions- und Gleichheitsrelationen fiir Her-
leitungen, die >3 und =g entsprechen. Diese behandelt man ebenfalls in der Beweistheorie,

genauer in der Theorie des natiirlichen Schlieflens.
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4 Der polymorph getypte M-Kalkiil

Der polymorph getypte A-Kalkiil heifit auch Getypter A-Kalkil 2. Stufe oder System F.
Die Motivation: es soll zum Beispiel die Identitéitsfunktion id = Az.x:a— « unabhéngig von

einem speziellen Typ « sein. Man will also, dal id = Az.z:Va.(a— «a)

Definition 4.1
Die Menge der Typen des polymorph getypten \-Kalkiils (\2) ist wie folgt gegeben:

e Jede Typvariable ist ein Typ
o Mit o und 7 ist auch (o0 —7) ein Typ
e Mit o und o ist auch VYa.o ein Typ

Konvention: V¥V bindet stdirker als —.

o[T/a] ist nur erlaubt, falls T frei fir o in o ist.

Definition 4.2
Die Typisierung in A2 ist durch folgende Regeln definiert:

e (I) x:okz:0o

Iz:obM:7
° (—>I>
'-(Ae.M):oc—T1
I'-M:c—7 I'FN:o
o (—E)
I'EMN:T
I'M:o
o (VI) ———— fallsa ¢ FV(I)
I'-M:Va.o
I'tM:Va.o
o (VE) ———
' M:o[T/a]

Beispiel 4.3

o \r.x:Va.a—«

r:okx:i0

FAr.z:a—o

FAz.z:Voa.o— o
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o \xy.y:Vaf.a—(8—3)

i,y By 8
r:abk \yy:f—f3
Fryy:a— (8—0)
F Axy.y:V6.a— (8—f)
F Axy.y:Vaf.a— (86— )
o \r.xz:Vi.(Va.a) — 3

z:Va.ao bk z:Va.aa x:Va.alb z:Voa.a

z:Va.akFz:a—p rz:Va.al z:«a

z:Va.a b xx: 0
FAr.zz:(Va.a)— 0
F Ax.zz:VE.(Va.a)— (3

Definition 4.4
Es sei 0 O 7, falls

e 7 =Va.o (7 ist Generalisierung von o)

e 0 =Va.o1 und T = 01[92/a] (T ist Spezialisierung von o)
Es sei 0 J 1 genau dann, wenn esn >0 gibt, so dafo =01 J--- Jop =T.
Es sei 0¥ der Typ o ohne Quantorenprifiz (d.h. fihrende Quantoren sind weggelassen,).
Beispiel 4.5

e Vai...an0) =0

o (Yo.(Vp.5)—a)’ = (V5.0) —a
Bemerkung

e T ist nicht symmetrisch:
Zwar gilt, dal ¢ J Va.o = Va.o J o,
aber Yoa.o1 1 01[92/a] =5 01[92/a) O Va.oy.

e Intuitiv bedeutet ¢ J 7, dafl M :7 aus M :0 alleine durch Anwendung von V-Regeln her-

leitbar ist, also

I'-M:o
nur V-Regeln

I'EM:r
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Lemma 4.6
Sei I' gegeben. Dann ist c 1 mit c =01 3 --- 1oy =7, wobei keine in I frei vorkommende

Typvariable bei einem Ubergang von o; nach o;41 generalisiert wird, genau dann, wenn

'-M:o
nur V-Regeln
I'tM:7

BEWEIS

Definition von . O

Lemma 4.7
e 'taio = (o' Jo)z:0' €T
e 'FMN:7 = (o) (3 I7)[TFM:c—7"und I' - N:0]

e 'z M:p = (3o) (37) [I'z:0 - M:7und (c—7) 3 p]

Bemerkung
Alle anderen Aussagen von Lemma 3.5 aufler der Subjektreduktion gelten offensichtlich in A2.

Die Subjektreduktion wird im folgenden gesondert bewiesen.

Lemma 4.8
Wenn (0 —71) 3 (¢! —71'), dann ist (6! —7'") = s(oc — 1) fiir eine Substitution s,

d.h. o' — 7' ist spezieller als o —T.

BEWEIS

Sei (c—71)=01 3+ Doy = (o —71').

Wir zeigen: 0¥ = s;(0—7) fiir jedes s; (1 <4 < n)
Damit folgt die Behauptung, da (¢’ —7)° = (¢/ —7)

Beweis durch Induktion iiber n:
o n=0: /
e n=m+1: Sei 00, = s,,(0— 7).

— Sei o1 = Va.o,,, dann ist U?nﬂ = a,%, also Sy41 =def Sm-

— Sei oy, = Va.p und 04,41 = p[P1/a]. Dann setze Spi1 =def Sm|P1/a], wobei s,,[P1/a] wie

Sm ist, modifiziert um a — p1.
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Theorem 4.9 (Subjektreduktion)
MpgM = (TFM:o = TFM:0)

BEWEIS
Wir betrachten den Fall M = (Az.P)Q >15 P[@/z] = M’. Daraus ergibt sich der Rest.
'k (A\z.P)Q:o

@y (3r) (3o’ Do) [TH Xz Pit—0o'und T'F Q: 7]
@1 (37) (30’ J0) (37) (Fo") [T,z:7"+ P:o”’ und T'F Q:7und (7' —0”) 3 (t—0”)]
4y (3r) (30’ J0o)[ T,z:7HP:¢’ und I'F Q:7]
7,0" spezieller als 77,0
= (J0’ J0) '+ P[Qfk]:0
49 pr P[Qfx):0

a

Definition 4.10
Eine Bewertung in SAT ist eine Abbildung v:Typvariablen— SAT .

Wir definieren eine Semantik von Typen relativ zu Bewertungen:
o [al, =def v(a)
¢ lo—7l, =des lol, — 171,
o [Va.o], =der Nacsar o],

Lemma 4.11
Fiir jeden Typ o und jede Bewertung v gilt: [o],, ist saturiert.
(vgl. Lemma 3.8)

BEWEIS
Analog zum Beweis von Lemma 3.8. Es wire noch zu zeigen, dafi SA7 unter Durchschnitt

abgeschlossen ist. Das ist aber trivial. O

Definition 4.12

p,vEM:o gy [M], € [o],

p,v EL <gep p,v =0 fir alle (x:0) €T
I'eM:o g (Vp) (W) [p,v ET = p,v = M:0]

Lemma 4.13
'rM:0c =TEM:0o
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Theorem 4.14
' M:0 = M ist stark normalisierbar.

BEWEIS
Da [o],, fir jedes v saturiert, gilt id, v =T fiir jedes v. Also id,v = M:0, dh. M € [o],. O

Bemerkung

e )2 hat mehr typbare Terme als A—. Az.zx ist ein Beispiel fiir einen stark normalisierbaren

Term, der nicht in A—, aber in A2 typbar ist.

e Frage: Ist Typbarkeit in A2 = Normalisierbarkeit?
Nein. Jedoch kann jeder Term in Normalform in A2 getypt werden, dh.

r1:Va.a,...,z,:Ya.a = Mo fiir ein o, wobei z1,...,x, freie Variablen in M sind.

e Es ist aber starke Normalisierbarkeit = Typbarkeit in AN (System D)



