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@ Einfiihrung und systematische Unsicherheiten
@ Werkzeugkiste

@ Wahrscheinlichkeit und Unsicherheit
@ Frequentistische Methoden

o Schatzfunktionen

o Maximume-Likelihood

e Regressionsanalyse

o p-Wert
e Vertrauensintervalle

© Bayesianische Methoden



o Beispiel: Zeitpunkt eines
Ereignisses per Stoppuhr
bestimmen

E — Wahrer Wert
?— Messungen
;7 1 Mittelwert der Messungen

@ Messwert Beeinflusst durch 8
Reaktionszeit und :
Fluktuationen =

Anzahl

@ Anwendung von 2

O "
o~ N(N-1) irrefiihrend T FT R T ¥ R ¥ S Y-S 11

t(s)
@ Wie damit umgehen?




e Schatzfunktion (estimator) ist
eine Funktion der Daten, die
einen Schatzwert zuriickgibt

E — Wahrer Wert
E — Messungen

Anzahl

E { Mittelwert der Messungen

@ Bezeichnet durch "-Symbol 3

o A= % der Mittelwert der -
Messwerte ist Schatzfunktion
fur den Parameter der 8

A I I
Poissonverteilu ng 9.6 9.8 10 10.2 104 10.6 10.8 t(5§1




@ Konsistenz: Bei mehr und mehr
Daten, Konvergenz zu wahrem  — Waner Wert
F — Messungen
We rt E i Mitelwert der Messungen

Anzahl

@ Erwartungstreue: (Bias) 2
Mittelwert von wiederholten 3
Messungen Konvergiert gegen -
wahren Wert

e EffiZienZ/VarianZ_' - 9.‘6 9.‘3 10 16.2 104 1(?:.6 10‘.3 11
. . . l(S)
Geschwindigkeit der
Konvergenz bei mehr Daten

@ Robustheit: Falls einige @ Konsistenz typischerweise
Annahmen nur ungefahr gelten, erfillt
ist das Ergebnis immer noch e Kompromiss was die Anderen

gut Eigenschaften angeht



o Fiir Konsistenz:
Kontrollmessungen fiir
Reaktionszeit

E — Wahrer Wert

Anzahl

;— Messungen
;7 { Mittelwert der Messungen

@ Definiere korrigierten
Mittelwert als Schatzfunktion 3

(Mittelwert - Reaktionszeit)

@ Sonderfall bei Mittelwert:
Konsistent und 2

Bl L I L L
Erwartungstreue aquivalent 698100z 0406 w0d - b

@ Wenn moglich: Korrigiere Bias



@ Gesucht ist Varianz einer
(Normal-)Verteilung

o Idee: 62 Z(X’ x)?

@ Schatzfunktion |st konsistent,

hat aber einen Bias

Anzahl

Anzahl

08

0.4]

0.2

osf

t — 10 Messungen
["— 100 Messungen
[ — 1000 Messungen

F— op, 10 Messungen = Mittelwert
E— 02, 100 Messungen = Mittelwert
F — o2, 1000 Messungen = Mittelwert




[ Ag = M hat Bias § 2f—of 10 Vessungen = Mitewert
£ 1 gf— O, 100 Messungen = Mittelwert
° 63 = E(X: X) hat keinen Bias ij;cz ————
e Beide kon5|stent ME I
e 62 hat die niedrigere Varianz iy
02F

bei Wiederholung des el ‘ ‘ e
. 02 0.4 0.6 08 1 12 14 16 18
Experiments

@

o Fiir gegebene Messung

§ 2F— 03, 10 Messungen = Mittelwert

. . & gf— 0% 100 Messungen = Mittelwert

erwartungstreue Schatzfunktion Lof % 1000 Messungen = wieven
mit niedrigster Varianz hat 3
Namen MVUE (minimum ok
variance unbiased estimator) odf

@ Oft nicht leicht zu finden e e ¥ M e



@ Schatzfunktion X gibt Wissen

iiber x ° fijr lineare Funktionen:
f(x) = f(X) erhilt
Erwartungstreue — gute
Naherung fiir kleine
Unsicherheit des Schatzers

e Was wissen wir iiber f(x)?

@ Beispiel: Was ist o, wenn wir
&2 bestimmt haben?

o Idee £(X) @ (Im Prinzip GauB'sche
@ Grundsatzlich: Suche Fehlerfortpflanzung)

Schatzfunktion f(x) @ Wenn X Erwartungstreu, kann
@ Untersuche Konsistenz, Varianz f(%) dennoch einen Bias haben
und Bias



Zur Erinnerung:

S(6—%)> . R
° 65 = = hat Bias A o e s
)2 . . 15?—\/;%: 1000 Messungen = Mittelwert
° 52 = % hat keinen Bias L
- 12 :
@ Suche Schatzer fiir o ok
~ 0.6
e Versuche: 6 = 1/(0?) "
o Erwartungstreuer Schatzer fiir o: 02 O OsOR A s e
- N—1
5 — Y(xi—x)?  [N—1 r(*)
= T N-1 ) =
2 z 13:—7‘/22“' 10 Messungen = Mitielwert
. .- . F—\ o2 100 M ngen = Mittelwert
@ Gilt auch nur fiir Normalverteilung 265 [ 1000 Messungen  + wen
14
@ Beispiel: Teilchen erzeugt Signal in 4 N3 ;
Detektoren mit unterschiedlichen N
Funktionsweisen — MVUE fiir Masse? o

Nicht pl’aktikabe| ] ov‘z 0.4 0.‘6 08 1 12 1}4 16 1‘3




o Mittelwert der Daten ist erwartungstreue Schatzfunktion des
Mittelwertes einer beliebigen Verteilung

@ Aber nur fiir Normalverteilung bester Schatzer (minimale Varianz)

%) . . .. . :
° 6% = % ist Erwartungstreuer Schatzer fiir Varianz einer
beliebigen Verteilung

Aber nur fiir Normalverteilung bester Schatzer (minimale Varianz)
o MVUE fiir Komplexere Probleme oft zu umstandlich



Daten d und Parameter X

Kennen p(d|X) (z.B. Poisson)

"Wahrscheinlichkeit der Daten fiir ein Parameterset”

Daten fix, Parameter variabel: " Likelihood"

L(X|d) = p(d|))

Parameterset, fiir das die Daten die hochste Wahrscheinlichkeit
haben: Maximum Likelihood

@ Schatzfunktion mit besonderen Eigenschaften

@ Bayes: Verteilung interessant, frequentistisch das Maximum



o Poissonverteilung oot
_ )\k ef)‘ L e i 35
p(KIA) = = :

Poissonverteilung, A\ = 5.2

@ Maximum bei A = k

@ Also }\\ML =k Bouf
@ Schatzfunktion ist oudf-
erwartungstreu of

Poissonlikelihood, k = 5



@ Binomalverteilung

p(k|6, N) = ( IIY) ok (1—0)N—K

e Maximum bei A = k/n

o Also Ay, = k/N

@ Schatzfunktion ist
erwartungstreu

10 15 20 25
3

Binomialverteilung, 6 = 0.7, N = 25

03 04 05 06 07 08 09
[

Binomial—likelihood, k = 18, N = 25



@ Produkt von Poissonverteilungen

)\k,‘ e—)\
L) =plk. knl2) =] T

dlogl __ >k
-] D O, dann \ = N

@ Also S\ML = %
@ Intuitiv: N gleichlange Messungen

enthalten die gleiche Information wie
eine N-Mal so lange Messung

Poissonlikelihood, k = 5



@ Mehrere Messungen von normaverteilter Zufallsvariable x
@ Verteilung mit bekanntem, konstantem o, unbekanntem u:
1 (xi —n)?
L(p)=p(x1...xylp,o0) =] —exp| ———5—
0 =Pl ) =TT gm0
@ Zum Rechnen: Ignoriere konstante Faktoren und nutze Monotonie
des Logarithmus
o ML = Z o
e ML Schatzer ist Mittelwert
o Fiir variierendes o; ergibt sich:
Zx,/o*2
AL = Z 1/0

— das Ergebnis der gewichteten Summe aus mehreren Messungen



Mehrere Messungen von normaverteilter Zufallsvariable x

Unbekanntes o und u:

X — 2
L(p) = p(xa ... xnlp,0) = H \/2;? P (‘%)

Selbes Ergebnis fir iy, = %

2 uxi— X)?

N

@ ML hier nicht erwartungstreu



@ Maximum Likelihood ist oft der intuitiv benutzte Schatzer
@ Nicht allgemein erwartungstreu
e Warum also ML?



@ Messwerte verteilt wie

-1
p(x|u) = TH(x—p)?

Anzahl

e

|

— Breit-Wigner-Verteilung

@ Vorkommen z.B. Verteilung der

invarianten Masse von 08
Resonanzen 06
@ Mittelwert und Varianz 04
divergieren 0z

@ Intuitive Schatzfunktion: 0
Mittelwert der Messungen




o Mittelwert aus 7 Messungen

@ 7 Messungen virtuell mehrfach

wiederholt .
. . § [ — Breit-Wigner-Verteil
@ Verteilung des Mittelwertes g [ PrevWonerterieling
gleiCh del’ Verteilung eineS 0.8:7— Mittelwerte aus je 7 Messungen
Wertes ;

06|~

o Mittelwert verbessert das

Ergebnis iberhaupt nicht o; A
e Mittelwert—Schitzfunktion hat | . )

g =00

@ Schatzfunktion ist "unendlich
schlecht”




o Likelihood:

-1
s = 12
ﬁ(ﬂ) — —2 § Breit-Wigner-Verteilung
PR— <
i 1 + (XI /J/) 1——— Mittelwerte aus je 7 Messungen
——— Maximum Likelihood aus je 7 Messungen
0.8

@ Maximierung iiber i = 0

schwierig (Polynom von 0:4
Ordnung 2n — 1)

@ Numerische Maximierung hilft bt L |

@ Maximum-Likelihood Schatzer
weit lberlegen




Unbekannter Parameter 6 und Likelihood £(0)
Beliebige erwartungstreue Schitzfunktion

o
@ Dann gilt fiir die Varianz des Schatzers die Ungleichung
A 1
Var(f) 2 &2 log £(6)
-B |

E[] ist der Erwartungswert iiber alle moglichen Daten

Schwer auszurechenen. Fiir Normalverteilung ergibt sich o2

Definiert " bestmogliche Schatzfunktion”



@ Im Grenzfall vieler Messungen ist die Maximum Likelihood
Schatzfunktion erwartungstreu

@ Im Grenzfall vieler Messungen wird die Likelihood eine
Normalverteilung

@ In Grenzfall vieler Messungen erfiillt die ML Gleichheit bei der
Cramér—Rao Ungleichung, ist also asymptotisch der " bestmogliche
Schatzer”

@ Die Unsicherheit lasst sich dann aus der zweiten Ableitung

-1
. 2 (d?log L£(6)
bestimmen oy ~ (T

— Fiir eine groBe Menge von Anwendungen ist der ML Schatzer einfach
zu bestimmen und sehr gut



@ Beispiel: Parameter einer Funktion
(z.B. as(Myz)) soll aus mehreren
Messungen bestimmt werden

@ Nichts Neues hier: p(n|\) wird zu
p(n|A(«)), mit parameter «

e
v Tdecays (N'LO)

Q)

@ Bei mehreren Messungen: Produkt der
Wahrschienlichkeiten — daher auch
Produkt der Likelihoods 02

@ Beispiel: Erwarteter Wert bei x ist
f(x|a), Messungen bei x1, x> . ..
ergeben Werte ¢1, ¢> ... mit
Unsicherheiten 01,05 ... mit
GauB'schen Fluktuationen. Quelle: Particle data group

o Likel -
Likelihood ist . (@ tle?

L(a) = H —2e 207

i 27ral-

0.3

® c.w. precision fits (N'LO)
9 P> jets (NLO)
v Pp—> t (NNLO)

0.1
= QCDoy (M) =0.1181 +0.0011

10 QI[GeV] 100 1000




@ Maximiere:
(i —F(xle))?

1 by
L(a):H ~e 2

e Fiir Maximierung konnen die Wurzeln ignoriert werden, da sie nicht
von « abhangen:

(6 —F(xjle))? \a))2

SIC

@ Maximierung der Likelihood ist Maximierung des logs:

_ N (90— f(xile))?
—2-log L(a) = Z B E—
I 1
@ Dies ist die x? Funktion aus Vorlesung 2, ML ist dquivalent zu

Minimierung von x?



e Was, wenn die Fluktuationen nicht aus einer GauBverteilung
stammen?

Beispiel: Poisson

)P e f(xila)
L) =] f(X:!a)d)j

i

o Log, ignoriere konstante Terme

log L(ax) = Z¢, - f(xila) — f(xi|a)

Fiir mehrere Variablen, ersetze f(x;|a) — f(xi|le, B..".)

Maximierung tblicherweise numerisch



Messung

Schlussfolgerung beziiglich Daten und

Modell? 03
@ Wie mit kleineren Unsicherheiten? 0
@ Objektives Kriterium? of
o "Wie weit weg vom Modell im :

Verhaltnis zur Unsicherheit?”

L L L I L L L L L
01 02 03 04 05 06 07 08 09
Variable ohne Unsicherheit

x? so eine GroBe:

Messung

G

i

L L L I L L L L L
01 02 03 04 05 06 07 08 09
Variable ohne Unsicherheit



o \2-Funktion: Verteilung der f‘{f) t k=1
Summe der Quadrate mehrerer 0 i
(k) normalverteilter o4 — k=4
Zufallsvariablen 0.3 = iig

@ "Das, was sich fiir 2 ergibt, 0.2
falls das Modell richtig ist” 01

o Mittelwert ist k 0.0 :

0o 1 2 3 4 5 6 T 8

@ Bei k Messungen, Vergleiche
X2 des Modells mit k Quelle: Wikipedia



o 1.
. . . 2 T y2/N=
o Mit groBen Unsicherheiten 2 &  X/N=1041/10 I
nahe 1 osf-
@ Eine bessere Messung zeigt osf |
aber Diskrepanzen zum Modell s {
e Y2 quantifiziert diese 0af
Abweichung e
Variable ohne Unsicherheit
o 1.2
% X?/N=12.13/10 o 12
s 1= ’ 5 L
H 2 I x2/N=3550/10
o8| = a
r 08l
0.Gj L
0.4l os-
r L t
E 0.4
02~ L 0
v | | | | | | | | | 02|
CU 0.1 0.2 0.3 0.4 0.5 0.6 0.7 0.8 0.9 1 L .
Variable ohne Unsicherheit 0 L | | L L | L | | |
0.1 0.2 0.3 0.4 0.5 0.6 0.7 0.8 09

Variable ohne Unsicherheit



@ Hier Frage nicht: "Wie gut ist
der Fit?", sondern "Ist die
Fitfunktion richtig?”

e Frequentistisch: Es git keine 5 = 3550/10
Woahrscheinlichkeit fir ein =T
Modell! oo
@ Also kann die Frage "Wie oo
sicher sind wir uns beziiglich o4E
des Modells?" nicht °~2}'
beantwortet werden L o T T

Variable ohne Unsicherheit

@ Stattdessen Frage umkehren:
Wie auBergewchnlich waren die
Daten, wenn das Modell wahr
ware?



@ Vorgehen
o Wahle ein MaB fiir die
Abweichung von einer
Hypothese (Hp) hin zu einer
anderen
o Zum Beispiel: Mittelwert, x2,

o Berechne die
Wahrscheinlichkeit, ein
"mindestens so extremes”
Ergebnis zu Erhalten, falls die
Hypothese wahr ist

@ Die resultierende
Woahrscheinlichkeit heiBt
p—Wert

o p—Wert fiir lineares Modell:
0.000102

Messung

06l
04f

02|

o8-

X2/ N=3550/10

Soa4f

0.12

0.08f
0.06F
0.04f

0.02f

01 02 0.3 0.4

| | !
0.7 0.8 0.9 1
Variable ohne Unsicherheit

[

ok




o 1.
o p—Wert differenziert 2 Modelle 2 © X /N=3550/10
(Ho,H1), aber nur eines (Hp) g
taucht auf r
@ In Biologie, "t ¢
Sozialwissenschaften, Grenze “r ;
oft bei 0.05 e,
o p < 0'05 % Vererf G’ 0‘.1 0}2 0.‘3 0.‘4 0.‘5 OI‘SV«'inua.‘;Ieoh(:;:Unstl)tislierhell1
Nullhypothese
o p—Wert < 0.05 heiBt nicht: Soul
e ... dass Ho mit 95% 0.12;
Wahrscheinlichkeit falsch ist o
e ... dass H]_ mit 95% o.oaf—
Wahrscheinlichkeit wahr ist 0.06-
o ... dass die o0af-
Wahrscheinlichkeit der 00z
Messung, gegeben Ho, 0.05 Ottt s

ist S




@ p < 0.05 taucht in einem von
20 Fallen zufallig auf, wenn Hy
wahr ist

Quelle: xkcd

@ Wird das Experiment oft genug
durchgefiihrt, ergibt sich das
irgendwann




Miinzwurf (H/T): HTHTHTHTHT

Ist die Miinze fair?

Moglichkeit: vergleiche Differenz von H und T
— p—Wert is 1 (genau gleichviele)

Moglichkeit 2: Untersuche, wie oft das Ergebnis zum Vorherigen
wechselt

— 9 Wechsel bei 4.5 erwarteten: p—Wert ist 0.0039
Ergebnis hangt von der Teststatistik ab!



-ra‘ 8

ol 4l

Local p-value
3

@ In ATLAS Messung wurde ein

_.
2
3

" Teilchen™ mit p < 0.001 103L%
gefu nden ATLAS Preliminary ----2015 3.2f™)
—4
. 10 4o Vs=13 TeV, 15.4 fb"! -+ 2016 (12.2b")
@ Mit mehr Daten verschwand 1o - ""ibi'n‘-b's‘r'ei/'e‘c'né‘n';;“ " Combination
=YY, Tx/my = 6%

der Effekt P B I R I
. . i 500 1000 1500 2000 2500
@ p—Werte mit Vorsicht genieBen! my [GeV]

Quelle: ATLAS Kollaboration



@ Erinnerung: Poisson, Messung
vonn — u=n++/n

o Klappt nur fiir groBe n gosE
@ Was bei n =0 order n =17 :

@ n = 0 sollte immer noch
1 = 1000 ausschlieBen — kann oosf

man das quantifizieren? ooef

0.04

@ Antwort: Nein! Denn es gibt 0oof
keine Wahrscheinlichkeit fiir o %

w1 = 1000 (frequentistisch)

@ Also wieder "tricksen” wie bei
den p—Werten



g 05 ATLAS 2011-2012 @it
z G=7Tev: [Lat=46481" 220
3 Vs=8TeV: JLdt=5.8-59 1" :g:;f;fm .
. o
@ Parameterbestimmung: g
Parameter u, Daten d ]
@ Vorgehen: k@ L, Limits
. . L 1 1
o Mache eine Regel, wie man g | (VY YV YV
. = 102 25
gemessenen Daten ein :3‘;‘-.‘{! 5y
Intervall zuordnet 00— Sig. Expecied iy
. 10 —— Observed o
o Regel sollte so funktionieren, o o
T . L A 1
dass fiir jedes beliebige wahre o 5
1, it in 95% der Messungen z % E
im Intervall liegt H
@ Resultat genannt: "95% H
Konfidenzintervall” o —observed
“E () -2 In A(w)<1 E
(] 95% enspricht etwa 20 bei 10 150 200 300 400 500
my [GeV]

Normalverteilung
Quelle: ATLAS Kollaboration



10

51 ATLAS 2011-2012 @:t

£ G=7Tev: [Lat=4p48M" 220

E — Observed

b \s=8TeV: JLdt=5.8-5.91b"

ot ... Bkg. Expected
53

PR

8

@ 95% Konfidenzintervall heiBt

nicht ... 107 (@) CL, Limits _|
e ..., dass das gemessene gw"r (I
. = 102 prw

Intervall den Wert mit 95% o fr‘.,‘{’ -

. . . . 104y ’ o
Wahrscheinlichkeit enthalt bl ) E— Sig. Expecied iy

. . 10° — Observed o

o ..., dass bei Wiederholung ok s 553
0 10° {14 b

der Messung 95% der ot -
10"k L =

2f E

Messwerte im Intervall liegen

o Fir Normalverteilung mit ?
festem o einfach zu Berechnen g
o Fiir viele andere Verteilungen B o Qosered ,
existieren Tabellen 10 150 200 300 400 800
my [GeV]

Quelle: ATLAS Kollaboration



g 05 ATLAS 2011-2012 @it
= 5=7TeV: [Lot=4.6-48 1" E;::em
g \s=8TeV: |Ldt=5.8-591b" -~ Bl Expected
PR
@ 95% Konfidenzintervall heiBt ]
10" (a) CL, Limits _|
e ..., dass das gemessene 3 ol (I
. 3 102 TG
Intervall den Wert mit 95% 1o fr‘.,‘{’ -
.. . . 10y - o
Wahrscheinlichkeit enthalt bl ) E— Sig. Expecied iy
. . 10° — Observed o
o ..., dass bei Wiederholung ok e 5
0 10° {14 b
der Messung 95% der 0% T
10"k X =
2f E

Messwerte im Intervall liegen

o Fir Normalverteilung mit ?
festem o einfach zu Berechnen g
o Fiir viele andere Verteilungen B o Qosered ,
existieren Tabellen 10 150 200 300 400 800
my [GeV]

Quelle: ATLAS Kollaboration



1—a=90% 1—a=95%
n Hlo Hup Hlo Hup
0 - 2.30 - 3.00
1 0.105 3.89 0.051 4.74
2 0.532 5.32 0.355 6.30
. . - 3 1.10 6.68 0.818 7.75
@ Poisson Verteilung fiir n=10 1 L7 7.99 137 915
5 2.43 9.27 1.97 10.51

H 0,

o Tabelle zeigt 95% 6 315 1053 261 1184
. . 7 3.89 1L.77 3.29 1315
Konfidenzintervall von 0 — 3 s o6 129 vos it
9 543 14.21 4.70  15.71
10 6.22 1541 543  16.96

Quelle: Particle Data Group




@ Schatzfunktionen erzeugen Schatzwert aus Daten
— Sie miissen beziiglich ihrer Eigenschaften analysiert werden

@ Maximum Likelihood ist bestmoglicher Schatzer im Limit groBer
Datenmengen

o x2/N gibt die Abweichung der Daten zu einem Modell bezogen auf
ihre Unsicherheit an

@ p—Wert fiir den Test von Hypothesen — Bezeichnet
Wabhrscheinlichkeit, bei Wiederholung des Experiments ein beziiglich
der gewahlten Teststatistik mindestens so extremes Ergebnis zu
erhalten, falls die Hypothese wahr ist

@ Konfidenzintervalle sind eine Vorschrift, aus Daten so Intervalle zu
konstruieren, dass bei Wiederholung des Experimentes das Intervall
mit einer gegebenen Wahrscheinlichkeit den wahren Wert umschlieBt



