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1 Einleitung

1.1 Literatur

In dieser Vorlesung werden die theoretischen Grundlagen der Logikprogrammierung
behandelt. Es werden unter anderem folgende Quellen verwendet (weitere finden sich im
Literaturverzeichnis):

— K. R. Apt (1997), From Logic Programming to Prolog. London: Prentice Hall.

— ). W. Lloyd (1993), Foundations of Logic Programming, 2nd edition. Berlin: Springer-
Verlag.

— S.-H. Nienhuys-Cheng & R. de Wolf (1997), Foundations of Inductive Logic Program-
ming. Lecture Notes in Artificial Intelligence 1228, Berlin: Springer.

In Teilen orientiert sich die Vorlesung auch an einer von Robert Stirk an der ETH Ziirich
gehaltenen Vorlesung (Stérk. 2000), an einer auf diese zuriickgreifende Vorlesung, die
Reinhard Kahle im Wintersemester 2000/2001 an der Universitéit Tiibingen gehalten
hat (Kahle, 2001), meinen Mitschrieben aus ebendieser Vorlesung, sowie an Vorlesungen
von Peter Schroeder-Heister. Es wird darauf verzichtet, jede Verwendung dieser Quellen
immer kenntlich zu machen.

Die praktische Programmierung in Prolog steht hier im Hintergrund. Als Einfiihrungen
seien dennoch genannt:

— P. Blackburn, J. Bos & K. Striegnitz (2006), Learn Prolog Now!. London: College
Publications. Frei zugénglich unter http://www.learnprolognow.org/.

— W. F. Clocksin & C. S. Mellish (2003), Programming in Prolog, 5th edition. Berlin:
Springer-Verlag.

1.2 Programmierparadigma

Die Logikprogrammierung (und deren Implementierung durch Programmiersprachen
wie Prolog oder SWI-Prolog) folgt dem Paradigma der deklarativen Programmierung.
Hier steht die Frage

Was wird programmiert?

im Vordergrund: Spezifikationen fungieren als Programm. Mit der deklarativen Inter-
pretation von Logikprogrammen ist deren prozedurale Interpretation verbunden: Wie
geht eine Berechnung vonstatten? Zur deklarativen Programmierung zihlen neben der
Logikprogrammierung die funktionalen Programmiersprachen, wie z. B. Scheme und
Haskell.

Im Gegensatz dazu steht bei der imperativen Programmierung die Frage im Vordergrund,
wie etwas programmiert wird bzw. wie etwas berechnet werden soll. Beispiele fiir impera-
tive Programmiersprachen sind C und Pascal. Die objektorientierte Programmierung
bedient sich beider Paradigmen.

Das Paradigma der Logikprogrammierung soll an folgenden Beispielen (aus Apt, 1997)

veranschaulicht werden.

Beispiel. Wir mochten eine Datenbank mit Flugverbindungen erstellen, die es uns
erlaubt, Fragen der folgenden Art zu beantworten:


http://www.learnprolognow.org/

— Gibt es einen Direktflug von 4 nach B?
— Gibt es einen Flug von A4 nach B?
— Welche Ziele kann ich von A4 aus erreichen?

Die Direktfliige seien durch folgende Datenbank gegeben:

direct(amsterdam, seattle).
direct(amsterdam, paramaribo).
direct(seattle, anchorage).

direct(anchorage, fairbanks).

Um auch indirekte Fliige zu beriicksichtigen, miissen wir noch angeben, was eine
Flugverbindung im Allgemeinen ist:

connection(X,Y) :- direct(X,Y).
connection(X,Y) :- direct(X,Z), connection(Z,Y).

Die erste Klausel besagt, dass es eine Verbindung von X nach Y gibt, falls es einen
Direktflug von X nach Y gibt.

Die zweite Klausel beriicksichtigt indirekte Fliige; sie besagt, dass es eine Verbindung
von X nach Y gibt, falls es einen Direktflug von X nach Z und eine Verbindung von Z
nach 'Y gibt.

Bemerkung. Wir verwenden hier die Syntax von Prolog: Kleingeschriebene Ausdriicke
stehen fiir Relationen, Funktionen oder Konstanten. Zum Beispiel ist direct eine Relation,
und amsterdam ist eine Konstante. Funktionen kommen in diesem Beispiel noch nicht
vor. GroBgeschriebene Ausdriicke stehen stets fiir Variablen (im Beispiel X, Y und Z).
Der Ausdruck “:-’ steht fiir ‘falls’, das Komma fiir ‘und’. Der Punkt schlief3t eine Klausel
(oder auch eine Anfrage an ein Logikprogramm) ab. Eine Klausel mit leerer Bedingung
wird auch Faktum genannt (Beispiele sind die obigen Klauseln fiir Direktfliige). Klauseln
mit Bedingung(en) heiBen Regeln. Falls es nicht um konkrete Prolog-Programme,
sondern allgemein um Logikprogramme geht, werden wir die Sprache der Aussagen-
bzw. Pradikatenlogik verwenden.

Die 6 Klauseln unserer Flugdatenbank sind ein Prolog-Programm. Mit ihm k&nnen wir
z. B. die Frage beantworten, ob es einen Flug von Amsterdam nach Fairbanks gibt:

?- connection(amsterdam, fairbanks).

yes
Die erste Zeile stellt die Anfrage an das vorher geladene Programm dar. Die zweite Zeile
ist die Ausgabe des Prolog-Interpreters (bei SWI-Prolog wire die Ausgabe true).
Man kann auch fragen, wohin man von Seattle aus fliegen kann:

?7- connection(seattle, X).

X = anchorage ;

X = fairbanks ;

no



Als erste Antwort erhdlt man die Variablenbindung X = anchorage. Durch Eingabe
von ‘;” kann der Benutzer weitere Antworten abfragen. Falls es keine weiteren positiven
Antworten gibt, erhilt man die Ausgabe no (bzw. false bei SWI-Prolog). Stellt man die
obige Frage fiir Fairbanks, so erhilt man als Antwort direkt no:

?- connection(fairbanks, X).

no

Das Beispiel zeigt zwei Aspekte der Logikprogrammierung:
(i) Ein Programm kann Antworten fiir verschiedene Probleme (bzw. Fragen) liefern.

(ii) Ein Programm kann wie eine Datenbank verwendet werden. Eine relationale
Datenbank lésst sich durch die alleinige Angabe von Fakten implementieren.
Dariiberhinaus kénnen durch die Verwendung von Regeln jedoch auch sogenannte
deduktive Datenbanken implementiert werden. Diese ermoglichen die Abfrage von
Daten, die nicht unbedingt direkt abgelegt wurden, sondern unter Verwendung der
Regeln berechnet werden.

Beziiglich der intendierten Interpretation einer Klausel wie
connection(X,Y) :- direct(X,Z), connection(Z,Y)

haben wir schon gesagt, dass “:-’ fiir ‘falls’ und das Komma fiir “‘und’ stehen soll. Wie aber
sind die Variablen X, Y und Z aufzufassen? Die Klauseln sollen stets als allquantifiziert
gelesen werden; also obige Klausel umgangssprachlich als

Fiir alle X, Y und Z gilt connection(X,Y), falls direct(X,Z) gilt und connecti-
on(Z,Y) gilt.

Formal:
VXVYVZ((direct(X,Z) A connection(Z,Y)) — connection(X,Y))

Da hier die Variable Z nur im Antezedens der Implikation vorkommt, kénnen wir dies
umformen zu

VXYY (JZ(direct(X,Z) A connection(Z,Y)) — connection(X,Y))

Beziehungsweise umgangssprachlich:

Fiir alle X, Y gilt connection(X,Y), falls es ein Z gibt, so dass direct(X,Z) gilt
und connection(Z,Y) gilt.

Beispiel. Wir mochten alle Elemente finden, die in zwei gegebenen Listen enthalten sind.

Eine Liste von Elementen «,...,a, wird durch [ay,....a,] oder alternativ durch
[a1 | [a2. . ... a,]] dargestellt. Es ist a; der Kopf von [ay,....a,], und [az, ..., a,] ist der
Rest von [ay, ..., a,]. Esist z. B. 1 der Kopfvon [1,2,3,4,5] und [2, 3,4, 5] der Rest von
[1,2,3.4,5];esist[1,2,3.4,5] =[1][2,3.4.5]].

Das folgende Programm definiert, wann ein Element X in einer Liste enthalten ist. Es
sind zwei Fille zu behandeln: Falls X Kopf einer Liste ist, dann ist die Antwort positiv.
Andernfalls miissen wir priifen, ob X im Rest enthalten ist.

member(X, [X | List]).



member(X, [Y | List]) :- member(X, List).
Um nun unser Problem zu 16sen, fiigen wir einfach folgende Regel hinzu:
member_both(X, L1, L2) :- member(X, L1), member(X,L2).

Sie besagt, dass X sowohl in L1 als auch in L2 enthalten ist, falls X Element von L1 ist
und X Element von L2 ist. Fiir die Listen [1,2,3] und [2,3.4,5] erhilt man dann:

?- member_both(X, [1,2,3], [2,3,4,5]).

X=2;
X=3;
no

Fiir ein imperatives Programm bréuchte man hierfiir mindestens zwei geschachtelte
Schleifen (vgl. das Beispiel fiir ein Pascal-Programm in Apt, 1997, S. 5).

Im Gegensatz zum imperativen Programm koénnen mit dem Prolog-Programm auch
noch andere Anfragen bearbeitet werden, wie z. B. der Test, ob ein bestimmtes Element
in beiden Listen enthalten ist:

?- member_both(2, [1,2,3], [2,3,4,5]).
yes

oder die Instantiierung eines Listenelements:
?- member_both(2, [1,2,3], [X,3,4,5]).
X=2

Bei der Frage nach dem schon in beiden Listen enthaltenen Element 3 liefert SWI-Prolog
erst die Belegung X = 3 und als weitere Antwort true, da 3 fur alle Belegungen von X
(also unabhingig davon) in beiden Listen enthalten ist; dies sind alle Antworten, und
eine weitere Anfrage liefert false:

?- member_both(3, [1,2,3], [X,3,4,5]).
X=3;
true ;

false.

Die Lange der Listen muss nicht vorher festgelegt sein; auch unendliche Listen sind
zugelassen.

Bemerkung. Die Frage
?- member(X, [f(X), X]).

soll testen, ob X in der Liste [f(X), X] vorkommt. Prolog antwortet hierauf jedoch nicht
wie erwartet mit yes, sondern mit der (nicht abbrechenden) Ausgabe

X = f(F(F(F( . . .



Dieses Problem lisst sich durch einen occur check (auch: occurs check) vermeiden, bei
dem tberprift wird, ob eine in einem Term vorkommende Variable durch den Term
selbst ersetzt werden konnte. Aus Effizienzgriinden verzichtet Prolog aber darauf. Auch
in SWI-Prolog wird standardméBig kein occur check durchgefiihrt; jedoch werden
sogenannte cyclic terms, d. h. Terme, fiir die X = f(X) gilt, unterstiitzt:

?- member(X, [f(X), X]).
X =f(X);
true ;

false.

Der Verzicht auf den occur check hat den Verlust von Korrektheit zur Folge: Obgleich
aus dem Programm

gleich(X,X).
gleich(0,1) :- gleich(X,f(X)).

die Aussage gleich(0,1) nicht logisch folgt, liefert SWI-Prolog
?7- gleich(0,1).

true
Wird der occur check mittels

?- set_prolog_flag(occurs_check, true).

true.
aktiviert, erhédlt man die korrekte Antwort

7- gleich(0,1).

false.

In der Theorie der Logikprogrammierung stellt der occur check eine wesentliche Kom-
ponente dar (vgl. Theorem 3.34).

Beispiel. Die natiirlichen Zahlen kénnen durch folgendes Logikprogramm definiert
werden:

nat(zero).
nat(s(X)) :- nat(X).

Welche Terme gehdren zu nat?

?- nat(X).
X = zero ;
X = s(zero) ;



Hier kommt das Funktionszeichen s vor. In Prolog kénnen Funktionszeichen nur zur
Bildung von Termen verwendet werden, und Funktionen werden nicht direkt berechnet.
Funktionen konnen (hier) nicht durch Gleichungen definiert werden, sondern miissen
durch ihren Graphen, d. h. als Relation, angegeben werden.

Die Addition x + y = z muss somit durch eine dreistellige Relation add(X, Y, Z) definiert
werden:

add(X, zero, X).
add(X, s(Y), s(2)) - add(X, Y, Z).

Im Fall der Addition 2 + 1:

?7- add(s(s(zero)), s(zero), Z).
Z = s(s(s(zero)))

Als Vorteil der Logikprogrammierung kann man ansehen, dass mit der Spezifikation
eines Problems in Form von Regeln und Fakten schon ein Programm vorliegt. Der
Benutzer erhélt dann die richtigen Antworten auf Anfragen an das Programm.

Ein zentraler Gegenstand dieser Vorlesung ist die Beantwortung der Fragen, wie diese
Antworten erzeugt werden, warum sie korrekt sind, und ob alle moglichen Antworten
erzeugt werden konnen. Dazu behandeln wir die sogenannte SLD-Resolution, welche
die theoretische Grundlage der Logikprogrammierung im engeren Sinne darstellt. Wir
behandeln zunichst aussagenlogische Resolution (Abschnitt 2), und verallgemeinern
diese dann zur quantorenlogischen Resolution (Abschnitt 3). Daran schlieBt sich die
Darstellung der SLD-Resolution (Abschnitt 4) als eingeschridnkter Form der quanto-
renlogischen Resolution an. SchlieBlich beweisen wir Korrektheit und Vollstindigkeit
der SLD-Resolution (Abschnitt 5).
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2 Aussagenlogische Resolution

2.1 Syntax und Semantik der Aussagenlogik

Definition 2.1 Das Alphabet der Sprache der Aussagenlogik besteht aus folgenden Zei-
chen:

(i) Aussagesymbole: py, p1. pa. . ... wobei AS die Menge der Aussagesymbole bezeichne.
(ii) Konmnektive: — (Negation), A (Konjunktion), V (Disjunktion) und — (Implikation)

(ii) Klammern: (, )

Definition 2.2 Die (aussagenlogischen) Formeln iiber AS = {py, p1, p2....} sind wie
folgt definiert:

(i) Jedes Aussagesymbol in AS ist eine Formel.
(ii) Wenn A4 eine Formel ist, dann auch —A4.
(iii) Wenn 4 und B Formeln sind, dann auch (4 A B), (AV B), (4 — B).

Die Sprache der Aussagenlogik ist die Menge aller (aussagenlogischen) Formeln. Diese
Menge bezeichnen wir auch mit FORMEL.

Die Aussagesymbole werden auch als atomare Formeln, kurz: Atome, bezeichnet. Nicht-
atomare Formeln heien komplex.

Beispiel. Der Ausdruck (((pg A =p1) V p2) — p3) ist eine aussagenlogische Formel.

Wir fassen die Klauseln (i)-(iii) als Regeln zur Erzeugung von Formeln auf, so dass
Formeln genau die mit diesen Regeln erzeugbaren Ausdriicke sind. Wir verzichten daher
auf die weitere Bedingung, dass nichts sonst eine Formel sei, oder dass die Menge der
Formeln gemaB (i)-(iii) die kleinste derartige Menge sei. (Wir werden das so auch bei
anderen Definitionen entsprechender Form handhaben.)

Bemerkungen. (i) Die Sprache der Aussagenlogik ist unsere Objektsprache. In ihr
kommen ausschlieBlich Zeichen des Alphabets gemi Definition 2.1 vor. Wir
verwenden A, B, C, ... als metasprachliche Variablen fir in der Objektsprache
ausgedriickte Formeln.

(ii) Wir werden nur metasprachliche Variablen (kurz: Metavariablen) fiir Objektzeichen
verwenden, aber keine Objektzeichen. Wir reden nicht iiber konkrete Formeln,
sondern nur iiber Formeln von bestimmter Form.

(iii) Insbesondere werden wir auch Metavariablen (statt Aussagesymbolen) fiir Atome
verwenden. Falls durch den Kontext nicht klar, sagen wir z. B. ,,sei 4 atomar®, um
auszudriicken, dass in der Formel 4 keine Konnektive vorkommen.

Bemerkung. Regeln zur Klammerersparnis:
(i) AuBenklammern konnen weggelassen werden.

(ii) Fur die Bindungsstirke der Konnektive gilt wie Tiblich, dass — am stirksten bindet,
und A, V stirker binden als —.

(iii) Wir verwenden Linksklammerung.
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Beispiel. Die Formel mit Klammerersparnis AABACAD — AV BV CV D steht fiir
die Formel ((AAB)AC)AD)— (((4Vv B)v C)V D)).

Definition 2.3 Die Erzeugung von Formeln kann als Strukturbaum dargestellt werden.
Dieser ist rekursiv definiert wie folgt:

(i) Der Strukturbaum Sh(A4) einer atomaren Formel 4 ist der Knoten A.
(ii) Der Strukturbaum Sh(—A4) einer negierten Formel =4 ist
-4

Sh(A4)

(iii) Die Strukturbidume Sb(A A B), Sh(A Vv B) und Sb(A — B) von Formeln 4 A B,
AV Bund A — B sind

ANB AV B A—B
Sb(A)  Sh(B) Sb(A)  Sh(B) Sh(4)  Sh(B)

Beispiel. Der Strukturbaum der Formel (((po A =p1) V p2) — p3) ist:

(((po A=p1) V p2) = p3)

/\

((po A=p1) V p2) P3
/\
(po A =p1) P
PO/\PI
,

Definition 2.4 (i) Teilformeln einer Formel A sind alle in Sh(A) vorkommenden For-
meln (einschlieBlich A4).

(ii) Echte Teilformeln einer Formel A sind alle Teilformeln von 4 mit Ausnahme von 4
selbst.

(iii) Unmittelbare Teilformeln einer Formel A4 sind die in Sh(A) unmittelbar auf A
folgenden Knoten.

Beispiel. Fir (((po A —=p1) V p2) — p3):
— unmittelbare Teilformeln: ((pg A =p1) V p2) und ps:

— echte Teilformeln: ((po A =p1) V p2). (po A =p1). po. —p1. p1. p2. p3:
— Teilformeln: (((po A—p1)V p2) = p3). ((po A=p1)V p2). (po A=p1). po. —p1. P1. pa. p3.

Soviel zur Syntax. Nun behandeln wir noch die Semantik.

In der Semantik werden zunichst den Aussagesymbolen Wahrheitswerte zugeordnet
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(durch eine Bewertung 7), und die Bedeutung der logischen Konstanten —, A, V, — wird
durch Funktionen von Wahrheitswerten festgelegt (z. B. durch elementare Wahrheitsta-
feln).

Definition 2.5 Eine Bewertung 7 ist eine Funktion, die jedem Aussagesymbol aus AS
einen der Wahrheitswerte w oder f zuordnet, d.h. Z : AS — {w, f}. Fiir 4 € AS hei3it 4
wahr unter I, falls Z(A) = w. und falsch unter T, falls Z(A) = f.

Definition 2.6 Durch eine Funktion [ |* : FORMEL — {w, f} wird jeder Formel iiber AS
ein Wahrheitswert w oder f zugeordnet. Der Wahrheitswert [A]* einer Formel A unter
einer Bewertung 7 ist wie folgt iiber dem Aufbau von Formeln definiert:

falls Z(A) = w,

FmAeA&MF:{? t
sonst.

T _
[A]” = {W falls [A]* =f.
f sonst.

falls [A]* = Bf =w,
[[A/\B]]I::{W alls [A]* = w und [B]* = w,
f sonst.

w  falls [A]* = w oder [B]* = w.

[4v B} = {

f sonst.
[4 - BT = w falls [A]* = f oder [B] = w,
" )f  sonst.

Bemerkungen. (i) Statt [A]7 = w schreibt man auch Z F A: statt [4]% = f entspre-
chend Z # 4.

(ii) Die Wahrheitswertabhéngigkeit komplexer Formeln kann auch durch Wahrheitsta-
feln angegeben werden:

Negation Konjunktion Disjunktion Implikation
4| -4 A B|AAB A B|AVB A B|A4—B
w f w W w w W w w W w
f w w f f w f w w f f

f w f f w w f w w

f f f f f f f f w

Definition 2.7 (i) A heiBt allgemeingiiltig (oder tautologisch), falls A unter allen Be-
wertungen wahr ist. Schreibweise: E 4.

(ii) A heiBt erfiillbar (oder konsistent), falls A unter mindestens einer Bewertung wahr
ist.

(iii) A heiBt unerfiillbar (oder inkonsistent oder kontradiktorisch), falls A unter keiner
Bewertung wabhr ist.

(iv) A heiBt kontingent, falls A weder allgemeingiiltig noch unerfillbar ist.
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Definition 2.8 (i) Erfiillt eine Bewertung Z eine Formel A. so heiBt Z Modell von A.  Modell
(Man sagt dann auch, dass 4 die Bewertung Z als Modell hat.)

(ii) SeiTI eine Menge von Formeln und Z eine Bewertung. Dann heilit Z Modell von T,
falls Z ein Modell aller Formeln 4 € I ist.

Definition 2.9 (i) Sei I' eine Menge von Formeln und A4 eine Formel. Dann ist die
Relation der (aussagen-)logischen Folgerung wie folgt definiert: logische Folgerung

I'E A <= Fiirjede Bewertung Z: WennZ F I, dann 7 F 4.

Man sagt auch “I" impliziert logisch A” oder einfach “I" impliziert A”.

Die Formeln in I" werden auch als Prdmissen oder Annahmen bezeichnet, die Formel
A als Konklusion.

Fiir endliche Pramissenmengen I = {4, ..., 4,} und Konklusionen A4 notieren
wir die Folgerungsrelation wie folgt: A;...., A4, E A.
(ii) Zwei Formeln A und B heiBBen logisch ciquivalent. falls A= B und B F A. logisch dquivalent

Notation: 4 9F B.

Beispiele. Uberpriifung der logischen Folgerung unter Verwendung von Wahrheitstafeln:
(i) Gilt die Folgerungsbehauptung 4 vV B,—~4 = B?

A‘B‘A\/B‘ﬂA‘):‘B
W | w W f W
w | f w f f
- f|w w w |V | W
f|f f w f

Es gibt nur eine Bewertung, unter der alle Pramissen wahr sind (dritte Zeile). Unter
dieser Bewertung ist auch die Konklusion B wahr. Die Konklusion B ist also unter
allen Bewertungen wahr, unter denen auch die Pramissen 4 V B, =4 wabhr sind, es
gilt also AV B,—A E B.

(ii) Gilt die Folgerungsbehauptung AV B, AF B?

A|B|AVB |4 |F|B
- W | W w wlv | w
- w|f w w| X | f

f|w W f w

f|f f f f

Es gibt zwei Bewertungen, unter denen alle Pramissen wahr sind (erste und zweite
Zeile). Allerdings ist die Konklusion B unter der zweiten Bewertung falsch. Es ist
also AV B,A¥ B,d.h., AV B, A F B gilt nicht.

2.2 Der Resolutionskalkiil

Der Nachweis von logischen Folgerungen oder der Allgemeingiiltigkeit von Formeln
kann unter Verwendung von Resolutionsverfahren erbracht werden. Wir fithren zunéchst
den Resolutionskalkiil ein, und beweisen dessen semantische Korrektheit. AnschlieBend
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behandeln wir Resolutionswiderlegungen. Die Grundidee besteht darin, die Allge-
meingiiltigkeit einer Formel 4 nachzuweisen, indem mittels Resolution gezeigt wird,
dass —A4 unerfiillbar ist. Fiir Resolutionswiderlegungen besteht der Resolutionskalkiil
aus nur einer Regel, und ist deshalb einfach zu implementieren. Das Verfahren setzt
jedoch Klauselmengen voraus, was flir Formeln bedeutet, dass diese erst in konjunktive
Normalform iiberfiithrt werden miissen.

Definition 2.10 (i) Eine Klausel ist eine Sequenz
Ay,....,A, - By...., By,

wobei Ay....,A,. By, .... B, atomare Formeln sind.

(ii) Links vom Sequenzenzeichen  steht das Antezedens, rechts davon das Sukzedens.

Definition 2.11 (i) Ein Literal ist ein Atom A (positives Literal) oder dessen Negation
—A (negatives Literal).

(ii) Zwei Literale heiBen komplementdir, wenn eines die Negation des anderen ist.

Definition 2.12 Eine Formel ist in konjunktiver Normalform (kurz: KNF), falls sie die
Form einer Konjunktion von Disjunktionen von Literalen hat.

Bemerkungen. (i) Die Sequenz A,,....4, F By.....B,, steht fiir die Disjunktion
-AV...V=A,V B V...V B, von Literalen.

(ii) Antezedens und Sukzedens einer Klausel werden als Mengen aufgefasst; d.h.,
Multiplizitidt und Anordnung der Listenelemente spielen keine Rolle.

(iii) Eine Klausel wird auch als Menge von Literalen aufgefasst.

(iv) Metasprachliche Variablen fiir endliche Mengen von Atomen sind X, Y, Z, ggf. mit
Indizes; fiir Klauseln: S, S;. S, .. .; und fiir Mengen von Klauseln: ', A, . . ..

(v) Da Sequenzen Formeln entsprechen, konnen wir die fiir Formeln eingefiihrte
logische Folgerung auch fiir Klauseln notieren: I' F S.

(vi) X,AF Y, Bstehtfir X U{4} + Y U{B}, wobei 4 und B hier auch Element von
X bzw. Y sein konnen.

(vii) Die leere Klausel enthilt keine Atome. Notation: - bzw. (.

Die leere Klausel ist unerfillbar.

Definition 2.13 Fiir Atome 4 und moglicherweise leere Mengen von Atomen X, Y, ... ist
der aussagenlogische Resolutionskalkiil gegeben durch das Axiom (bzw. Axiomenschema)

(Ax) XAFAY

und die aussagenlogische Resolutionsregel:

XiFY,A A XoF Y
X, XYY

(R)

Die Konklusion von (R) heiBBt Resolvente (bzgl. A) der Pramissen.
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Definition 2.14 Ableitungen im aussagenlogischen Resolutionskalkiil sind induktiv defi-

‘? fiir die mit der Klausel S endende Ableitung 2 schreiben):

(i) X F Y isteine Ableitung (von X - Y aus X I Y).
(i) (Ax)

niert wie folgt (wobei wir

YAFAY ist eine Ableitung.
D )
A" A

D D,
X1 F7Y,4 A.XZI—YZ( )
X. XYY

(iii) Sind Ableitungen, dann ist auch

eine Ableitung.

Definition 2.15 Die Menge der Annahmen (oder Hypothesen) einer Ableitung ist rekursiv
definiert durch:

(i) Hp(XFY)={XFTY}

(ii) Hyp<(AX) m) = 0.

7 72 17 17
(iii) Hyp| X1 - Y1.4 A X+ Y, = Hyp< ! >UHyp< 2 )
X, XoF Y., Y, (R) X1k Y. 4 A XoF Y,

Bemerkung. Eine Ableitung ist also ein (nach oben verzweigender) bindrer Baum, dessen
Blitter Annahmen sind. Im Fall des Axioms (Ax) ist dessen leere Pramisse als leere
Annahme ein Blatt.

Definition 2.16 Es gilt I Fres S genau dann, wenn es eine mit der Klausel S endende
Ableitung ? aus Annahmen Hyp (? ) CT gibt.
I" FRres S bedeutet also, dass die Klausel S im aussagenlogischen Resolutionskalkiil aus

der Menge von Klauseln I' ableitbar ist. Es ist Fres die Ableitbarkeitsrelation (sie darf
nicht mit dem Sequenzenzeichen I verwechselt werden).

Bemerkungen. (i) Das Axiom erzeugt tautologische Klauseln. Eine Klausel
-AV...V-A,VBV...VB,

ist genau dann tautologisch, wenn sie zwei komplementire Literale enthélt (d. h.,
wenn 4; = B; fiir mindestens ein Paar i, j). Denn dann enthélt die Klausel die
Teilformel =4 V A, was wiederum genau dann der Fall ist, wenn die Klausel ein
Axiom ist.

(ii) Mithilfe des Axioms konnen Klauseln abgeschwicht (verdiinnt) werden. Die
Klausel 4, X, = Y, kann mit dem Axiom X, 4 F A. Y, Uber

(Ax) X.AFA Y, AXoFY,

X1, A XX F YL Y, (R)

zu X1, A4, Xo + Yy, Y, verdinnt werden. Entsprechend konnen Klauseln der Form
X2 F A, Yz zu Xl s Xz = A, Y], Y2 verdinnt werden.
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Theorem 2.17 (Korrektheit) Der aussagenlogische Resolutionskalkiil ist semantisch kor-
rekt, d. h., es gilt: Wenn T Fres S, dann T E S.

Beweis. Angenommen I” Fres S. Dann gibt es eine Ableitung ? mit Hyp (?) CrT.

Wir zeigen per Induktion iiber dem Aufbau von ? , dass fiir jede Bewertung 7 gilt:

2

Wenn Z ein Modell von Hyp (S

) ist, dann ist Z auch ein Modell von S. (%)

Induktionsanfang:

Fall 1: '?habe die Form S.

Dann gilt Hyp (9

S) = Hyp(S) = {S}. so dass (x) trivialerweise fiir jede Bewertung
7 gilt.

.9 . - Co
Fall 2: S habe die Form (Ax) XAFAT wobei S =

Da S die Tautologic =4 Vv A4 enthilt, ist jede Bewertung Z ein Modell von S. Somit
gilt (%).

Induktionsvoraussetzung: Fiir Ableitungen

(X.AF A, Y).

7 72
Ite (+).
by, e

Induktionsschritt: ‘? habe die Form

P D>
X1 F7Y.,4 A,le—Yz( )
Xi. XYY

Wir betrachten eine beliebige Bewertung Z, die ein Modell von

D\ 2 7
Hyp (S) = Hp (Xl - Yl,A> Y Hyp <A,X2 - Y2>

ist. Nach Induktionsvoraussetzung ist Z dann ein Modell sowohl von X Y7, 4 als
auchvon 4, Xh F Y5, da

D 2 7 2
- -
Hyp (X] - Yl,A> < Hyp (S) und Hyp <A,X2 H Yz) < Hyp (S)

Wir miissen zeigen, dass Z auch ein Modell von S = (X7, X, F Y1, Y>) ist. Dazu konnen
wir 0.B.d.A. annehmen, dass Z ein Modell aller in X7 und X, vorkommenden Atome ist.
Andernfalls erfiillt 7 die Klausel S unmittelbar.

Fiir die Bewertung Z(A) sind zwei Fille zu unterscheiden:

Fall 1: Z(A4) = f. Da Z nach Induktionsvoraussetzung ein Modell von X; - Y7, 4 ist,
muss Z(B) = w fiir mindestens ein Atom B in Y; gelten.

Dann ist Z auch ein Modell von S.

Fall 2: Z(A4) = w. Da T nach Induktionsvoraussetzung ein Modell von 4, X> - Y; ist,
muss Z(B) = w fiir mindestens ein Atom B in Y- gelten.

Dann ist Z ebenfalls ein Modell von S.
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Die Bewertung 7 ist also ein Modell von S. Damit ist () gezeigt. Mit Hyp (?) cr

folgt T E S. QED

Im Folgenden behandeln wir den Resolutionskalkiil als Widerlegungskalkiil. Auf das
Axiom kann dann verzichtet werden, obgleich die jeweils zu widerlegenden Klauselmen-
gen auch Klauseln von der Form des Axioms enthalten diirfen. Der Resolutionskalkiil
besteht dann allein aus der Resolutionsregel

XiEY.A4 A XY
X, XYY

(R)
wobei wir im Folgenden 4 ¢ Y; und 4 ¢ X, annehmen.

Definition 2.18 Eine Resolutionswiderlegung einer Menge I" von Klauseln ist eine Ablei-
tung der leeren Klausel ~ (bzw. ) aus Klauseln in T

Da die Resolutionsregel semantisch korrekt ist, muss fiir jede Bewertung mindestens
eine der Klauseln in I falsch sein, falls eine Resolutionswiderlegung von I vorliegt.
Mit anderen Worten: Eine Resolutionswiderlegung von I' bedeutet I" Fges [0 und ist
aufgrund semantischer Korrektheit der Resolutionsregel ein Beweis fiir I' = O, d. h. fiir
die Unerfiillbarkeit von T'.

Betrachtet man eine Formel 4, so muss diese zunichst in eine Klauselmenge KI(A)
ubersetzt werden, damit Resolution anwendbar wird.

Definition 2.19 Ein Resolutionsbeweis fiir eine Formel A ist eine Resolutionswiderlegung
von KI(—A).

Aus einem Resolutionsbeweis fiir 4 folgt = 4. Denn es gilt allgemein

I'E A < A istwahr in allen Modellen von I
<= T U {—4} hat kein Modell
<= T'U{—4} ist unerfiillbar

und fiir I’ = () somit insbesondere
E A <= -4 ist unerfiillbar.

Aufgrund semantischer Korrektheit der Resolutionsregel folgt aus einer Ableitung der
unerfiillbaren leeren Klausel (0 die Unerfiillbarkeit von K/(—A4), und somit auch die
Unerfiillbarkeit von —4.

Allerdings muss fiir einen Resolutionsbeweis fiir eine Formel 4 zundchst die kon-
junktive Normalform von —4 gebildet werden, um die erforderliche Klauselmenge
Ki(—A) angeben zu konnen. Zur Bildung der KNF wird kein semantisches Verfahren
(z. B. Wahrheitstafeln) verwendet, da dieses die Formel entscheidet. und somit das
Resolutionsverfahren tiberfliissig macht. Stattdessen verwenden wir das folgende

Verfahren zur Erzeugung einer KNF

(1) Eliminiere logische Zeichen, die von —, A,V verschieden sind; d.h., eliminiere
Vorkommen von — durch folgende Umformung:

(A— B)~ (mAV B)
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(2) Ziehe Negationen nach innen (De Morgan) und beseitige doppelte Negationen:

—~(AAB)~ (~AV —-B)
—(AV B) ~ (=4 A —B)
(3) Ziehe A nach auBen mit Hilfe der Distributivitat:

(ANB)VC ~ (AVC)AN(BVC)
Assoziativitdt von A und V verwenden wir implizit.

Jedem Konjunktionsglied der resultierenden KNF entspricht eine Klausel. Der KNF
(mAn V.. VoA, VB V. VB )AL AN (A VLV 2 Ay VBV ..V By )
einer Formel A entspricht somit eine Klauselmenge
Ki(A) ={An..... Ay, FBu..... By, i ...t Aji..... Ay, F Bj1..... By}

die per Resolution behandelbar ist. (Wir grenzen die Elemente von Klauselmengen
durch ¢ ab.)

Bemerkung. In Disjunktionen von Literalen 4; V ...V A, konnen gleiche Literale
mehrfach vorkommen. Sind 4; und 4; (fir 1 <i < j < n) zwei gleiche Literale, dann
bezeichnet man die Disjunktion

AV . NAN A V. VA VA V.V A,

in der das Vorkommen 4 ; beseitigt wurde, als Faktor der urspriinglichen Disjunktion.

Falls keine gleichen Literale mehrfach vorkommen, heiB3t die Disjunktion von Literalen
faktorfrei.

Da Antezedens und Sukzedens einer Klausel als Mengen aufgefasst werden, entspricht
z.B. der Formel -4V —-A4V BV B (fiir Atome A4, B) die Klausel 4 - B, der die faktorfreie
Formel —4 V B entspricht.

Theorem 2.20 (Import-Export)
Es gilt T E A — B genau dann, wenn T U {A} E B.

Beweis. Sei 7 eine beliebige Bewertung.

TU{4d}EB < WennZFT U{A4},dannZF B
IZETU{A}oderZF B

T#T oderZ¥ AoderZF B

ZET oder (wennZ F A, dannZ = B)
ZEToderZTEA— B
WennZET,dannZ+F 4 — B

I'EA— B QED

rreeee
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Korollar 2.21
DaAdy— (Ay— (- (A4, —B)---))3dE(A1ANAyAN...NA,)— B, gilt Ay,.... A, F B
genau dann, wenn = Ay N ...\ A, — B.

Bemerkungen. (i) Statt K/(—~(4 — B)) kann auch K/(4) U KI(—B) betrachtet werden.
(ii) Zur Behandlung von Folgerungsbehauptungen A4;..... 4, = B kann
KI(=(A1A...ANA,— B))  oder | JKI(4;)UKI(~B)

1<i<n
betrachtet werden.

Beispiele. Seien A, B, C Atome. (Wir verzichten auf die Angabe aller Zwischenschritte
bei der Erzeugung der jeweiligen KNF.)

() EA—AVB
KNF von =(4 — AV B):

~(4—AVB)~ ~(=AV AV B)
~»—=AN—-AN-B
~AN—-AN-B
~{FA; A+ ; B-}=KI(-(4— AV B))

FA At

—AE(r)

Resolutionswiderlegung:

Es wurde
KI(~(A— AV B)) Fres O

gezeigt. Mit Korrektheit folgt
KI(-(4— AV B)) O
Da O unerfillbar ist, muss KI/(—(4 — AV B)) und damit —(4 — A4 Vv B) unerfiillbar
sein,d.h., FA — AV B.
(i) FAV(BVC)—=(AVB)VC
KNF von =(AV (BVC)— (AVB)VC):
~(AV(BVC)=(AVB)VC)~ ~(=(A4V(BVC))V((4VB)VC))

~ (AV(BVC))A=((AVB)VC)
~(AVBVC)AN=AN-BA-C
~{FA,B.C;A+-;BF;Ct}

Resolutionswiderlegung: - A4,B,C A+

~c__ N

FC

(R)

CF
- (R)

Aufgrund des Import-Export-Theorems konnen wir alternativ auch die Folgerungs-
behauptung AV (BV C) E (4V B) V C betrachten:

KNFvon AV (BVC):AVBVC ~ {FA,B.C}.
KNFvon =((AVB)VC):=((AVB)VC) ~ =AN-BA-C ~{A+:B+;CH+}.

Man erhilt also ebenfalls die Klauselmenge {F 4,B.C; A+ : A+ BF;CtH}
und die gezeigte Resolutionswiderlegung.
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(iif)

F(-4—-B)—=(B—A)
KNF von =((=4 — —-B) — (B — A)):

—((w4—+-B) = (B—A)) ~ ~((AV—-B) = (-BV A))
~ =(=(AV-B)V-aBVA)
~ =((mAANB)V-BVA)
~ =(=AANB)ANBA—-A
~ (AV-B)ABA-A4
~{BFA; -B; A}
Resolutionswiderlegung: BFA Ab

FB B+

—BE R

Alternativ fiir -4 — -B F B — A:

KNF von =4 — —~B: AV —B ~~ {B F A},
KNF von —(B — A): BA—A~ {FB; A+ },

Klauselmenge (wie oben): {B+ 4; + B; A+ }; mit der obigen Resolutionswider-
legung.

(R)

Bemerkungen. (i) Ein groBer Teil des Aufwands geht hierbei in die Bestimmung der

KNF.

Die KNF muss nicht logisch dquivalent zur Ausgangsformel sein. Fiir den Wider-
legungskalkil geniigt eine erfiillbarkeitsiquivalente KNF, d. h., es muss lediglich
gelten: KNF erfiillbar genau dann, wenn Ausgangsformel erfiillbar.

Erfiillbarkeitsdquivalenz ist eine wesentlich schwéchere Eigenschaft als logische
Aquivalenz: Sei A eine kontingente Formel, dann gilt A erfiillbar gdw. —4 erfiillbar.
Hingegen konnen 4 und —4 natiirlich nicht logisch dquivalent sein.

Die Anzahl der Schritte zur Erzeugung einer logisch dquivalenten KNF oder einer
disjunktiven Normalform (DNF) ist exponentiell in der Anzahl der Aussagevaria-
blen.

Fir die Erzeugung einer erfiillbarkeitsdquivalenten KNF gibt es aber Verfahren mit
polynomialer Laufzeit (siehe z. B. Leitsch, 1997.S. 19-21). Dies ist von Vorteil fiir das
Resolutionsverfahren. (Fiir die Erzeugung einer allgemeingiiltigkeitsiiquivalenten
KNTF gibt es kein Verfahren mit polynomialer Laufzeit.)

Fiir das Auffinden einer Resolutionswiderlegung geben wir nun ein Verfahren an
(Theorem 2.23), das fiir jede gegebene endliche Klauselmenge I" entscheidet, ob es eine
Resolutionswiderlegung fiir I gibt oder nicht.

Definition 2.22 (i) Esist R4(S1.S>) die Resolvente der Klauseln Sy und S beziiglich

(ii)
(iif)

A, falls eine solche existiert; andernfalls sei R 4(S;. S>) nicht definiert.

Esist R4(T) := {R4(S1.S>) | S1. > € '} die Menge aller miglichen Resolutions-
resultate beziiglich A.

Sei I' 4 die Menge aller Klauseln in I, in denen 4 vorkommt.
Dann ist Res4(T) .= (T\ T4) UR4(T,).
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Theorem 2.23 Gegeben sei das folgende Verfahren, das wir fiir Klauselmengen I angeben,
in denen genau die Atome A,., ..., A, vorkommen.

Fiir i von 1 bis n:

(1) Eliminiere tautologische Klauseln aus T. Die resultierende Klauselmenge sei T"'.

(2) Bilde Res 4, ().

(3) Setze T := Resy, (I).

Dann gilt: Das Verfahren liefert die Klauselmenge {0} genau dann, wenn es eine Resoluti-
onswiderlegung fiir T gibt.

Beweis. Ubungsaufgabe. (Gegebenenfalls unter Verwendung der im néichsten Abschnitt
behandelten Vollstdndigkeitsresultate.) QED

Beispiel. Wir betrachten die Klauselmenge I' = {4y - A1 ; F Ay A1 b A1, Ay F Ao}

(1) Eliminiere die tautologische Klausel Ay, Ay = A2: TV :=T\ {41. 42 - A2}
(2) Resy, (I") = (T"\ T JUR, (I),)) = {F A2} U{A> F }

(3) FI:{I—Az;Az}—}

(1) T enthilt keine tautologischen Klauseln. I :=T.

(2) Resy,(I") = (T"\ T, ) UR,,(I",)) =0 U {0}

(3) I':={0O}.

2.3 Vollstindigkeit

Die Korrektheit des Resolutionskalkiils (Theorem 2.17) garantiert, dass jede aus einer
Klauselmenge I' im Kalkiil ableitbare Klausel S auch logisch aus I' folgt: ' Fges S =
I' E S. Im Widerlegungskalkiil konnten wir dann mit Korrektheit insbesondere von
einer Resolutionswiderlegung von I' auf die Unerfiillbarkeit von I' schlieBen. Zudem
gibt es nach Theorem 2.23 ein Verfahren, das die Existenz einer Resolutionswiderlegung
fiir jede gegebene (aussagenlogische) Klauselmenge entscheidet.

Nun wollen wir zeigen, dass jede aus einer Klauselmenge I' logisch folgende Klausel S
im Resolutionskalkiil aus I" abgeleitet werden kann, d. h., wir wollen zeigen, dass der
Resolutionskalkiil auch semantisch vollstindigist: ' F S = T Fges S. Dazu beweisen
wir zunéchst die semantische Vollstindigkeit des Widerlegungskalkiils (Theorem 2.26).
und zeigen dann, dass der Resolutionskalkiil semantisch vollstindig ist (Theorem 2.27).

Definition 2.24 (i) Res(S;.S,.S3) bedeute, dass S; eine Resolvente von S} und S, ist.

(ii) Res(T) := {S | Res(S1, S, S) fur Sy, S, € I'} ist die Menge aller Resolventen S
von Klauseln S, S, € T.

(iii) Die Resolutionsstufe Rs"(I') einer Klauselmenge I" definieren wir durch:
R(T) =T
Rs"™1(I) :== Rs"(I") U Res(Rs" ("))

(iv) Esist
R(I) = | J Rs"(I)

neN
der Resolutionsabschluss von I'.
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Beispiel. Seil'’={FA4; A+ B A, B} }. Dannist
RPT)=T={FA: A+-B: A.BF}
Rs'(T") = R*(T) U Res(Rs*(T")) = TU Res(T) =T U Res({FA: A-B: A.BF})
—{+A: A-B: ABF}U{FB:BF:A}F}
={FA; A+-B; A B+ ; FB;BF At}
Rs*(T') = Rs'(I') U Res(Rs' (I))
=Rs'(T)URes({FA4: A-B: A B+ :+B:BlF:AF})
=R (T)U{+B; A+ : B+ : 0O}
={FA; A+-B; A B+ ;+-B;BF ;A ; 0O}
Rs*(T") = Rs*(I')  (da mit OJ keine neuen Resolventen erzeugt werden konnen).

Folglich ist der Resolutionsabschluss R(I") = Rs?*(T).

Wir kénnen uns im Folgenden auf die Betrachtung endlicher Klauselmengen beschranken,
denn es gilt:

Theorem 2.25 (Endlichkeitssatz) Wenn T E S, dann gibt es eine endliche Menge T' C T
mit I' £ S. (Entsprechend gilt: Wenn T unerfiillbar ist, dann gibt es eine endliche
unerfiillbare Menge T’ C T.)

Beweis. Den Endlichkeitssatz erhélt man als Folgerung aus Korrektheit und Vollstandig-
keit aussagenlogischer Kalkiile wie z. B. dem Kalkiil des natiirlichen SchlieBens, dessen
Ableitungen stets endliche Mengen von Annahmen haben (siche z. B. van Dalen, 2013).
Fiir einen direkten Beweis sieche Goltz & Herre (1990). QED

Theorem 2.26 (Vollstindigkeit Widerlegungskalkiil) Wenn die Klauselmenge T unerfiill-
bar ist, dann gibt es ein n € N mit O € Rs" ('), und somit auch O € R(T').
Beweis. Die (endliche) Klauselmenge I sei unerfiillbar.

Da in I nur endlich viele Atome vorkommen und Multiplizitdt in Klauseln keine Rolle
spielt, gibt es es ein k., so dass Rs* (I') = Rs*T1(I"). Das heift, es gibt eine Resolutionsstufe
k., ab der keine Resolventen mehr hinzukommen.

Wir nehmen an, dass A := Rs*(I) die niedrigste derartige Resolutionsstufe ist.
Wir miissen zeigen: A unerfiillbar = O € A. Dann gilt:

I unerfilllbar = A unerfullbar (da T C A, und Erweiterungen uner-
filllbarer Mengen bleiben unerfiillbar)
= OeA (dieser Schritt ist zu zeigen)
— O e R$K(IN) (Definition von A)
— O e R() (da Rs*(I') C R(IN))

Wir sagen, dass eine Menge L von Literalen eine Klausel S der Form
Ay,....,A, F B1,....By

falsifiziert, falls
{Ai.....4,.=By.....~B,} C L.

Es gilt dann fiir jede Bewertung Z: ZF L — ZFE S.
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BEeisPIEL. Die Menge von Literalen L = {A, - B} falsifiziert die Klausel A - B. Es ist
ZkE Lnur fiir Z(A4) = wund Z(B) = f, und fir diese Bewertung gilt Z ¥ -4 Vv B.

Die leere Klausel wird von jeder Menge von Literalen falsifiziert.

Seien 4, ..., A; diein A vorkommenden, paarweise verschiedenen Atome. Wir definieren
eine Folge Lo. L. ..., L; von Mengen von Literalen mit 0 < i < j wie folgt:
L() = (Z)

Lo L;u{A;y1} falls L; U {4, } keine Klausel aus A falsifiziert,
T LU {=4;,1} sonst.

BEISPIEL. Sei A = {F A1; A1 - Ay; Ay F:F Ay ; A; + ; O}, Dann ist Ly = 0,
Ly =LyU{—-4,},da LyuU{A4,} die Klausel 4, +- falsifiziert, und L, = L; U {—A4,}, da
Ly U {A4,} eine Klausel aus A falsifiziert (dies ist auch schon fiir L allein der Fall).

Da die leere Menge () erfiillbar ist und die Atome A, ..., 4 j paarweise verschieden sind,

ist jede der Mengen Lo, L1, ..., L; erfullbar.

Sei nun A unerfiillbar. Dann gilt insbesondere fiir L;, dass kein Modell von L; ein
Modell aller Elemente von A sein kann. Wir zeigen, dass daraus [0 € A folgt, bzw. dass
ein Widerspruch folgt, mit demselben Ergebnis.

Sei i das kleinste k& (fiir 0 < k < j), so dass die Menge L, eine Klausel S € A falsifiziert.
Falli = 0: Esist L; = (). Da () nur O falsifiziert, gilt O € A.

Fall i # 0: Die Menge L, U {4;} muss nach Voraussetzung eine Klausel S’ € A
falsifizieren; folglich ist L; = L;_; U {—4;}.

Wegen der Minimalitdt von i gilt, dass 4; im Antezedens von S’ und im Sukzedens von
S vorkommt; andernfalls wiirde schon die Menge L;_ eine Klausel aus A falsifizieren.

Dann falsifiziert L; | aber die Resolvente von S’ und S beziglich 4;. Doch diese
Resolvente gehort zu A, da A nach Definition unter Resolventenbildung abgeschlossen
ist. Dann kann i aber nicht minimal sein, im Widerspruch zur Annahme.

Folglich gilt: A unerfiilllbar = 0O € A. QED
Bemerkung. Zur Verdeutlichung: Der Beweis von
Aunerfilllbar = O € A
hat (im natiirlichen SchlieBen) die Struktur
A unerfiillbar @ #£00)
A unerfiillbar @ 7 =01 ' '
- Widerépruch
i=0Vi#0 OeA DeAm

OeA 2)
A unerfilllbar = O € A
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Als Instanz des tertium non datur gilt i = 0V i # 0. Die Fallunterscheidung fiithrt (jeweils
unter der zusitzlichen Annahme, dass A unerfullbar ist) auf O € A. Im zweiten Fall
erhélt man 0 € A per ex falso quodlibet aus dem Widerspruch. Da in beiden Féllen
O € A gilt, schlieBen wir mit Disjunktionsbeseitigung (1) auf O € A, was jetzt nicht
mehr von den Annahmen i = 0 und i # 0 abhédngt. Die Aussage [J € A hdngt noch von
der Annahme ,,A unerfiillbar™ ab, die im letzten Schritt bei der Implikationseinfithrung
(2) geloscht wird.

Theorem 2.27 (Vollstindigkeit Resolutionskalkiil) Sei (1 ¢ . Dann ist der aussagenlogi-
sche Resolutionskalkiil semantisch vollstindig, d. h., es gilt: Wenn T E S, dann T Fres S.

Beweisskizze. Wir geben ein Verfahren an, um aus einer Resolutionswiderlegung eine
Ableitung von S aus I' im Resolutionskalkiil zu erhalten, falls I' E S gilt:
Die Klausel S habe die Form 4;..... 4, + By,..., B,,. Seil

A={FA4;...;FA,: Bi+ ;... B,F}.

Dann entspricht A die Menge {A4;...., Ay, —Bi....,— By}, welche S falsifiziert; d. h.,
es gilt fiir jede Bewertung Z: ZTE A = ZF¥ S. MitT E S folgt, dass I' U A unerfiillbar
ist.

Aufgrund der Vollstindigkeit des Widerlegungskalkiils (Theorem 2.26) gilt dann
Oe RTUA)

d. h., es gibt eine Ableitung der leeren Klausel aus I" U A.
In dieser Ableitung eliminiert man nun alle Resolutionen mit Klauseln aus A.

Anstelle der Ableitung der leeren Klausel erhélt man so die Ableitung einer Teilklausel
von S oder S selbst.

Im ersten Fall erhilt man durch Verwendung des Axioms (Verdiinnung) schlieBlich S.
(Im zweiten Fall hat man schon die gesuchte Klausel S.)

BEISPIEL. Sei ' = {F A} und S die Klausel - 4, B. Dannist A= {4+ ; B} } eine
Menge, die S falsifiziert. Eine Ableitung der leeren Klausel ist dann

FA At

—AE(r)

Nach Elimination der Resolution mit der Klausel 4 - aus A bleibt + 4. Daraus erhélt
man durch Verdiinnung mit dem Axiom eine Ableitung von S aus I':

A4 AFAB E%’)‘)
- A4.B
Im Fall 4B BL
- A Al
= (R)

erhilt man nach Elimination der beiden Resolutionsschritte mit den Klauseln B + und
A+ aus A die Klausel S selbst. In jedem Fall erhilt man eine Ableitung von S aus I'.
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Falls in der Ausgangsableitung Klauseln aus A mit Klauseln aus A resolviert wurden,
d.h., wenn S tautologisch ist (esistz.B. A = {F 4; A4 I~ } eine Menge, die S = (4 F A)
falsifiziert), erhilt man ebenfalls durch Benutzung des Axioms die gesuchte Ableitung.

(Um aus dieser Beweisskizze einen Beweis zu erhalten, muss man zeigen, dass das
angegebene Verfahren flir eine gegebene Resolutionswiderlegung von I' U A stets die
gesuchte Ableitung von S aus I' im Resolutionskalkiil liefert.) QED

Zusammen mit der semantischen Korrektheit des aussagenlogischen Resolutionskalkiils
(Theorem 2.17) gilt somit fiir 0 ¢ T': T E S genau dann, wenn T Fges S.

Die Einschriankung [J ¢ T" in Theorem 2.27 ist ndtig, da im Resolutionskalkiil die leere
Klausel [J nicht verdiinnt werden kann. Ist (0 € T", dann gilt I" E S fir jede Klausel
S, da T" unerfiillbar ist. Falls I \ {{OJ} erfiillbar ist, gilt dann jedoch T" ¥ges S fiir alle
nicht-tautologischen Klauseln S ¢ T'. (Alle tautologischen Klauseln und alle Klauseln
in T sind trivialerweise ableitbar.) Der aussagenlogische Resolutionskalkiil kann dann
nicht semantisch vollstindig sein.

Alternativ kann man eine der beiden folgenden Optionen wihlen:

(i) Im Fall O € T ersetzen wir die leere Klausel (1 durch zwei Klauseln + 4 und A4 .
Die neue Klauselmenge sei I'.

Da I'” ebenso wie I" unerfiillbar ist, gilt auch I"" E S fiir alle S. Fiir den Kalkiil gilt
I’ FRres S fur alle S. da nun jede beliebige Klausel S = (X F Y) aus I abgeleitet
werden kann:

(Ax)
(R)

XFY

(Anstatt O in T durch die Klauseln - 4 und 4 - zu ersetzen, kann man I auch
einfach um diese beiden Klauseln zu einer Menge I', erweitern. Denn I, \ {0} ist
unerfiillbar unabhéngig davon, ob I\ {{J} erfiillbar ist oder nicht. Man konnte
deshalb auch die Einschrankung (0 ¢ T" in Theorem 2.27 abschwichen, indem man
O ¢ I' nur dann fordert, wenn I \ {OJ} erfiillbar ist. Ist ndmlich I" \ {0} schon
unerfiillbar, so ldsst sich jede beliebige Klausel daraus ableiten.)

FA X AFAY
XHAY

AF

(R)

(ii) Wirlassen O € T zu, erweitern aber den Resolutionskalkiil um eine Verdiinnungs-

regel
X\ H Y

Xi. X F1N, Y V)
wobel X und X, insbesondere leer sein diirfen. Dann kann aus der leeren Klausel
ebenfalls jede beliebige Klausel abgeleitet werden.

Fiir jede der beiden Optionen gilt, dass der (ggf. um die Verdiinnungsregel (V) erweiterte)
aussagenlogische Resolutionskalkiil semantisch korrekt und vollstidndig ist.

Bei der Behandlung des Resolutionskalkiils als Widerlegungskalkiil (also ohne Axiom
und Verdiinnungsregel) interessiert man sich ausschlieBlich fiir das Auffinden von
Ableitungen der leeren Klausel aus gegebenen Klauselmengen. Die leere Klausel ist dann
stets Endpunkt solcher Ableitungen.
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3 Quantorenlogische Resolution

3.1 Syntax der Quantorenlogik

Definition 3.1 Das Alphabet einer formalen Sprache .Z bestehe aus folgenden Zeichen:

(i) Logische Zeichen:
— Konnektive: =, \,V, —
— Quantoren: ¥ (Allquantor) und 3 (Existenzquantor)
(ii) Nicht-logische Zeichen (ggf. mit Indizes):
— Individuenvariablen (kurz: Variablen): x. y. z, . ..
(Konnen auch zu den logischen Zeichen gezéihlt werden.)
— Individuenkonstanten (kurz: Konstanten): a,b.c. . ..
— Funktionszeichen: f,g. h, ...

(Gegebenenfalls mit Stelligkeit. Statt Konstanten kénnten wir auch 0-stellige
Funktionszeichen verwenden.)

— Relationszeichen (bzw. Priidikatsymbole): P, Q. R, . ..

(Gegebenenfalls mit fester Stelligkeit. 0-stellige Relationszeichen entsprechen
Aussagesymbolen.)

(iii) Hilfszeichen: Klammern (, ) und das Komma ,

Bemerkung. Wirverwenden x, y, z, ... auch als metasprachliche Zeichen fiir Variablen, R
als metasprachliche Variable fiir Relationszeichen, und ¢, s, 71, s, . . . als metasprachliche
Variablen fiir Terme (im Sinne der folgenden Definition).

Definition 3.2 7erme sind wie folgt induktiv definiert:
(i) Jede Variable ist ein Term.
(ii) Jede Individuenkonstante ist ein Term.

(iii) Ist f ein n-stelliges Funktionszeichen und sind .. ..., Terme, dann ist auch
f(t1.....t,) ein Term.

Ein Term, der keine Variable enthélt, heil3t Grundterm.

Beispiele. (i) Essind a und g(b. f(c)) Grundterme; /(x) ist kein Grundterm.
(ii)) Keine Terme sind x(y.z) und (x V f(x)).

(iii) P(a.b) ist kein Term, da das Pridikatsymbol P nicht zur Termbildung verwendet
werden kann.

Definition 3.3 Die Erzeugung von Termen ¢ kann als Strukturbaum dargestellt werden,
der wie folgt definiert ist:

(i) Der Strukturbaum Sb(x) einer Variable x ist der Knoten x.

(ii) Der Strukturbaum Sb(a) einer Konstante a ist der Knoten a.

(iii) Der Strukturbaum Sb(f(zy.....1,)) eines Terms f(¢1.....t,) ist
f(l‘l, .. .,Z”)

/\
Sh(t) . Sh(t,)
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Definition 3.4 (i) Teilterme eines Terms ¢ sind alle in Sh(¢) vorkommenden Terme
(einschlieBlich ¢).

(ii) Echte Teilterme eines Terms ¢ sind alle Teilterme von ¢ mit Ausnahme von ¢ selbst.

(iii) Unmittelbare Teilterme eines Terms ¢ sind die in ShH(¢) unmittelbar auf ¢ folgenden
Knoten.

Definition 3.5 Die (quantorenlogischen) Formeln sind wie folgt induktiv definiert:

(i) Ist R ein n-stelliges Relationszeichen undsind ¢4, . . ., t, Terme, dannist R(¢q, ..., t,)
eine Formel, die wir atomare Formel bzw. Atom nennen.

o ly)
(ii) Sind 4 und B Formeln, dann auch =4, (A A B). (AV B)und (4 — B).

(iii) Ist A4 eine Formel und ist x eine Variable, dann sind VxA und 3x4 Formeln.

(Abkiirzend schreiben wir auch: Rz, ..

Bemerkungen. (i) Die Quantoren binden stirker als die Konnektive; Klammererspar-
nis entsprechend.

(ii) Das Vorkommen eines Zeichens in einem Term oder in einer Formel sei nur anhand
zweier Beispiele erlautert: Im Term g(x, f(x. x)) kommt x dreimal vor: in der
Formel VxP(x) A Q(x. h(x)) kommt x viermal vor.

Definition 3.6 Wir definieren freie bzw. gebundene Variablenvorkommen:
(i) Jedes Variablenvorkommen in einer atomaren Formel ist frei.

(ii) Die freien bzw. gebundenen Variablenvorkommen in 4 und B sind auch freie bzw.
gebundene Variablenvorkommen in —4, (4 A B). (AV B), (A — B).

(iii) Jedes freie Vorkommen von x in A ist ein gebundenes Vorkommen von x in Vx4
und JxA. Alle anderen freien bzw. gebundenen Variablenvorkommen in 4 sind
auch freie bzw. gebundene Variablenvorkommen in Vx4 und 3xA4.

Definition 3.7 (i) Die freien Vorkommen von x in A4 liegen im Wirkungsbereich des V-
bzw. 3-Quantors in VxA bzw. IxA4.

(ii) In den Ausdriicken Vx und 3x kommt x weder frei noch gebunden vor.

(iii) Die Menge der in einer Formel A4 frei vorkommenden Variablen bezeichnen wir
mit FV(4). Fiir Terme ¢ bezeichnet FV(¢) die Menge der in ¢ vorkommenden
Variablen. (Wir werden FV auch bei anderen, noch zu definierenden Ausdriicken
entsprechend verwenden.)

(iv) Eine Formel ohne freie Variablenvorkommen heiBt geschlossen, andernfalls offen.
Eine geschlossene Formel wird auch als Aussage bezeichnet.

Definition 3.8 Fiir quantorenlogische Formeln definieren wir Strukturbdume wie folgt
(wobei wir auf Definition 2.3 fiir Strukturbdume aussagenlogischer Formeln zuriick-
greifen):

(i) Der Strukturbaum Sb(R(f1,....t,)) einer atomaren Formel R(fy.....1,) ist
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(ii)) GemaB Definition 2.3(ii).
(iii) GemaB Definition 2.3(iii).
(iv) Die Strukturbdume Sh(VxA) und Sh(IxA) von Formeln Vx4 und IxA4 sind

VxA Jx4
| und |
Sh(A) Sh(A4)

Beispiel. Wir betrachten die Formel

Wirkungsbereich von 3z

v 3y(P(x.») v 32 (Q(g (2. ) = P(x. f(g(r. 1))
| Wirkungsbereich von 3y |

Wirkungsbereich von Vx

Sie hat folgenden Strukturbaum:

Vx3y(P(x.y) v 3z(Q(g(z.0)) = P(x. f(g(y. 1))
y(P(x.y) v 3z(Q(g(z.0)) = P(x. f(g(y. 1))

|
|
(P(x.y) v 3z(Q(g(z. b)) = P(x. f(g(ry.2)))))

/\
P(x.y) 3z(0(g(z.b)) = P(x. f(g(y.»))))
/\ |
x y (0(g(z.b)) = P(x. f(g(y.))))
/\
0(g(z.b)) P(x. f(g(».¥)))
| /\
g(z.b) x f(gy.y)
/\ |
z b g(y.y)
/\
y y

Fir die in den Teilformeln vorkommenden Variablen gilt:
— In P(x.y) sind x, y frei. In Q(g(z. b)) ist z frei. In P(x, f(g(y.y))) sind x, y frei.
— In (Q(g(z.b)) = P(x. f(g(y.¥)))) sind x, y, z frei.
— In3z(0(g(z.b)) — P(x. f(g(y.y)))) sind x, y frei: z ist gebunden.
(In 3z ist z weder frei noch gebunden.)
— In(P(x,y)Vv3z(0(g(z.b)) = P(x. f(g(y.y))))) sind x, y frei; z ist gebunden.
— In3p(P(x,y) v 3z(Q(g(z,b)) = P(x, f(g(y,y))))) ist x frei; y, z sind gebunden.
(In 3y ist y weder frei noch gebunden.)
— InVx3y(P(x.y) v3Iz(0Q(g(z,b)) — P(x, f(g(y.y))))) sind x, y, z gebunden.
(In Vx ist x weder frei noch gebunden.)
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3.2 Substitution

Definition 3.9 (i) Eine Substitution ist eine Funktion, die Variablen auf Terme abbildet
und fiir nur endlich viele Variablen nicht identisch ist.

(ii) Wir notieren Substitutionen als endliche Mengen (die wir mit eckigen Klammern
[. ] schreiben) der Form

[x1/t1, ... X/ tn] (fir0 <i < n),

flir paarweise verschiedene Variablen x; und Terme #;, so dass #; # Xx;.

In der Notation [x; /7. .. .. x,/t,] werden also nur die (immer endlich vielen) nicht-
identischen Zuordnungen von Termen zu Variablen einer Substitution angegeben.

(iii) Es heiBt x;/¢; Bindung fur x;.
Wir sagen auch “#; wird fiir x; substituiert” oder “x; wird durch ¢; ersetzt”.
(iv) Substitutionen bezeichnen wir mit g, p, 7.9, . ..

(v) Eine Substitution ¢ = [x;/#1,. .., x,/1,] heiBt Grundsubstitution, falls jeder Term
t; ein Grundterm ist.

(vi) Ist o = 0, so heiBt o leere Substitution und wird mit ¢ bezeichnet.

Beispiele. (i) [x;/f(x).y/g(a.z).z/x] ist eine Substitution.
(i) [x/h(a,b)]ist eine Grundsubstitution.

Definition 3.10 Sei o = [x,/11, ..., x,/t,] eine Substitution und E ein Ausdruck, d.h.
eine Formel oder ein Term.

(i) Diesimultane Ersetzung jedes freien Vorkommens von x; in E durch ¢, fiir0 < i <n
heiBit Anwendung von g auf E.

Notation: Eo. Die Substitution wirkt also nach links.

Ist E eine Formel, wird zusédtzlich gefordert, dass ¢; in E frei einsetzbar ist fir x;;
d. h., x; darf nur dann durch ¢; ersetzt werden, wenn in ¢; vorkommende Variablen
in E nicht durch einen Quantor gebunden werden.

(ii) Der resultierende Ausdruck E¢ heiBt (Substitutions-) Instanz von E fiir o.

(iii) Ist X = {E1,..., E,} eine endliche Menge von Ausdriicken, so steht Xo fiir die
Menge {E0,...,E,0}.

Bemerkung. Da Substitutionen simultan ausgefiihrt werden, ist

S v)x/y. y/b1 = f(y.b)

und nicht f(b.b), was man durch die Hintereinanderausfithrung

(fCe. »)Ix/yDly/bl = f(y. p)y/b] = f(b.D)

erhalten wirde.
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Definition 3.11 Die Komposition gt zweier Substitutionen Komposition

o =[x1/s1.....xn/sn] und T =[yi/t1,..., Ym/tm]

mit0 <i <nund0 < j < m ist wie folgt gegeben: Wir bilden die Folge von Bindungen

x1/(s17), .o X/ (snT) o 1/ ths oo s ViU

Aus dieser Folge entfernen wir
— alle Bindungen x; /(s;7), fir die x; = (s;7),
— und alle Bindungen y;/¢;. firdie y; € {x1.....x,}.

Die aus den Bindungen in der resultierenden Folge bestehende Substitution ist die
Komposition gt von ¢ und 7.

Beispiel. Sei ¢ = [x/f(y).y/z] und © = [x/a.y/b,z/y]. Dann ist die Folge von
Bindungen

x/(f()x/a. y/b.2/y)). y/(zlx/a. y/b. 2/ y)). x/a. y[b. 2]y
x/ f(b) y/y

aus der die Bindungen y/y, x/a und y/b zu entfernen sind. Man erhélt die Komposition

ot = [x/f(b).z/y].

Lemma 3.12 Seien p, o, ¢ Substitutionen und ¢ die leere Substitution. Dann gilt:
(i) pe=ep=p

(ii) (pa)9 = p(ad).

(i) (Ep)o = E(po), fiir beliebige Formeln und Terme E.

Beweis. Ubungsaufgabe. QED

Lemma 3.13 Die Komposition von Substitutionen ist nicht kommutativ.

Beweis. Ubungsaufgabe. QED

3.3 Semantische Begriffe der Quantorenlogik

Die Semantik der Quantorenlogik wird in Abschnitt 5.1 ausfiihrlich behandelt. Da wir
im Folgenden schon semantische Begriffe wie z. B. Erfiillbarkeit und logische Aquivalenz
quantorenlogischer Formeln verwenden mdchten, sollen diese hier kurz erldutert werden.

Um einer quantorenlogischen Formel in einer Sprache .# einen Wahrheitswert zu-
zuordnen, wird zundchst ein nicht-leerer Gegenstandsbereich M gewihlt. Durch eine  Gegenstandsbereich

Interpretation T werden dann folgende Zuordnungen vorgenommen: Interpretation
Zeichen in & Interpretation T
Individuenkonstante Individuum in M
n-stelliges Funktionszeichen n-stellige Funktion tiber M"
n-stelliges Relationszeichen n-stellige Relation tiber M"
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Das Paar (M, T) bezeichnet man als Struktur (fiir die Sprache .¥). Fiir eine gegebene
Struktur (M. 7) fiir £ bezeichnen Grundterme aus .Z Gegenstande in M. Geschlossene
Formeln stehen fiir Aussagen liber Gegenstande in M. Aussagen konnen wahr oder
falsch sein; Terme nicht.

Beispiel. Fiir M = N kann die Individuenkonstante @ z. B. durch 0 € N interpretiert
werden, und das 1-stellige Funktionszeichen f als Nachfolgerfunktion tiber N. Der
geschlossene Term f (a) bedeutet dann die Zahl 1 (da 1 der Nachfolger von 0 ist). Wird
das 2-stellige Relationszeichen R als < iiber M? interpretiert, so ist die geschlossene
Formel R(a, f(a)) in der gegebenen Struktur wahr, da 0 < 1.

Um auch offenen Termen und Formeln eine Bedeutung zuordnen zu kénnen, miissen
auch Variablen interpretiert werden. Dies geschieht durch eine Variablenbelegung v, die
jeder Variable einen Gegenstand aus dem Gegenstandsbereich zuordnet. Bei gegebener
Struktur und Variablenbelegung kann dann jeder Formel ein Wahrheitswert zugeordnet
werden.

Beispiel. Fiir die Struktur aus dem vorherigen Beispiel und eine Variablenbelegung, die
x den Gegenstand 2 zuordnet, hat die offene Formel R(f (a), x) den Wahrheitswert w
(dal<2).

Fiir die im Folgenden verwendeten semantischen Begriffe gilt (vgl. Definition 5.4 und 5.5):

(i) Eine Formel VxA ist in einer Struktur mit Gegenstandsbereich M unter einer
Variablenbelegung v genau dann wahr, wenn die Formel 4 in dieser Struktur mit
v(x) = m fur alle m € M wabhr ist, und eine Formel 3x4 ist genau dann wahr,
wenn A mit v(x) = m fiir (mindestens) ein m € M wahr ist.

(ii) Eine Formel A ist erfiillbar, falls es eine Struktur mit einer Variablenbelegung gibt,
so dass 4 wahr ist.

(iii) Eine Formel A4 ist allgemeingiiltig, falls A in jeder Struktur unter allen jeweiligen
Variablenbelegungen wabhr ist.

(iv) Die (quantoren-)logische Folgerung I' = A ist fiir geschlossene Formeln in einer
Sprache .Z analog zur aussagenlogischen Folgerung definiert:
I'F A <= Fir jede Struktur 9 fiir £: Wenn O = I, dann 9t F 4.
Fir offene Formeln sind fiir jede Struktur noch alle jeweiligen Variablenbelegungen
zu beriicksichtigen; siche Definition 5.6.

(v) ZweiFormeln A4 und B sind logisch ciquivalent (Notation: A == B) genau dann, wenn
A und B in jeder Struktur unter allen jeweiligen Variablenbelegungen denselben
Wahrheitswert haben.

3.4 Pranexe Normalform

Definition 3.14 (i) Eine Formel 4 einer Sprache . ist in prénexer Normalform (kurz:
PNF), wenn sie die Form Qx; ... Q,x,B hat. wobei B quantorenfrei, n > 0, Q;
entweder V oder 3 ist, und alle x; paarweise verschieden sind.

(ii) EsheiBt Qx;...Q,x, Prifix der Formel A, und B heiBt Kern oder Matrix von A.
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Im Fall n = 0 ist A quantorenfrei und identisch mit B.

Theorem 3.15 Sei A eine Formel. Dann gibt es eine Formel B in prinexer Normalform, so
dass A und B logisch dquivalent sind.

Beweis. Wir geben ein Verfahren an, um die Formel 4 in eine logisch dquivalente Formel
B in prianexer Normalform zu iiberfithren. Die den Umformungen zugrunde liegenden
logischen Aquivalenzen werden hier nicht bewiesen. Die einzelnen Umformungsschritte
werden am Beispiel der Formel

Vz(Vx(P(x) = P(f(x))) v =Vx(Q(x) V R(x.a)))

dargestellt.

(1)

Streiche alle leeren Quantoren in A4, d. h.
(a) VxA; ~ Ay, falls x nicht freiin 4;; (b) IxA; ~» A, falls x nicht frei in 4.
Es gilt A49F A;.
BEISPIEL. Vz (Vx(P(x) — P(f(x))) V -Vx(Q(x) V R(x,a))) ~
Vx(P(x) = P(f(x))) vV =¥x(Q(x) Vv R(x.a))
Benenne gebundene Variablen in 4; so um, dass alle Quantoren verschiedene

Variablen haben, keine Variable sowohl frei als auch gebunden vorkommt, und freie
Variablen nicht gebunden werden.

Die resultierende Formel sei 4;. Es gilt A; 9F 4,.
BEISPIEL. Vx (P(x) — P(f(x))) vV =¥x(O(x) V R(x.a)) ~
Vx(P(x) = P(f(x))) vV -Vy(Q(y) vV R(y.a))

Ziehe Negationen nach innen, so dass diese nur noch vor Atomen vorkommen, und
beseitige doppelte Negationen:

(a) —VxC ~» 3x=C (d) =(C VD) ~ (=C A —D)
(b) —3xC ~» Vx=C (€) —(C = D)~ (C A=D)
(¢) =(C A D)~ (=C vV -D) (f) —==C ~ C

Die resultierende Formel sei 43. Es gilt A, 9F A43.

BEISPIEL. VX (P(x) — P(f(x))) V-Vy(Q(y) V R(y,a)) ~
Vx(P(x) = P(f(x))) vV 3y=(Q(y) V R(y.a)) ~
Vx(P(x) = P(f(x))) vV 3y(=Q(y) A=R(y.a))
Ziehe Quantoren nach aul3en:
(a) VxC AD ~V¥x(C AD)
(b) C AVxD ~ ¥x(C A D)
(¢) 3xCAD ~ 3x(C AD)
(d) CA3IxD ~ Ix(CAD)
( ( )
( ( )

(g) IXCVD~3Ix(CVD)
(h) C v3IxD ~ 3x(C Vv D)
(i) ¥VxC = D ~ 3x(C — D)
(i) C = VxD ~ V¥x(C = D)
(k) 3xC — D ~» ¥x(C — D)
(1) C —3xD ~ 3Ix(C — D)

VxCVD~VYx(CVD
CVVxD ~Vx(C VD

€

)
f)
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Durch (2) ist sichergestellt, dass hierdurch keine freien Variablen gebunden werden.

Die resultierende Formel ist die gesuchte prianexe Normalform B der Ausgangs-
formel A4. Es gilt 43=3F B und, da 4 9F A4 5lF A, 3F A3 3F B, auch 4 9F B. Die
prianexe Normalform ist also logisch d4quivalent zur Ausgangsformel.

BEIsPIEL. Vx(P(x) — P(f(x))) Vv 3Iy(=0(y) A=R(y.a)) ~
Vx((P(x) = P(f(x))) vV Iy(=0Q(y) A=R(y.a)
Vx3y((P(x) = P(f(x))) vV (=0 )

oder auch Vx(P(x) — P(f(x))) vV Iy(=0(y) A =R(y.a)) ~
Iy (Vx(P(x) = P(f(x))) vV )

)V )

)
Vx((P(x) = P(f(x))

Fiir das Verfahren ist nur die Reihenfolge der Schritte (1)-(4) zu beachten. Die Reihenfolge
der Teilschritte (1a)/(1b), (3a)-(3f) und (4a)-(41) ist hingegen beliebig.

Beispiele. (i) Vz(3xP(x) = -3x0(x. y)) Y& 3xP(x) = =3x0(x. )

) AxP(x) = -3z0(z. y)

) 3y P(x) 5 ¥2-0(z. )
¥ vz(@3xP(x) = ~0(z. )

% yzvx(P(x) = =0(z.7))
(ii) Man kann auch zuerst (4k) und dann (4j) anwenden:

IxP(x) > ¥z-0(z. y) & vx(P(x) = ¥2-0(z. ) & vz (P(x) > ~0(z. )

Die prinexe Normalform einer Formel ist nicht eindeutig bestimmt, da
(i) unterschiedliche gebundene Umbenennungen moglich sind,

(ii) die Reihenfolge, in der Quantoren nach auBen gezogen werden konnen, nicht
festgelegt ist,

(iii) und der Kern prinzipiell durch jede zu diesem logisch dquivalente quantorenfreie
Formel ersetzt werden darf.

3.5 Skolemisierung

Um zu einer gegebenen Formel in prinexer Normalform in einer Sprache .Z eine
Klauselmenge bilden zu kénnen, miissen zunédchst Quantoren in geeigneter Weise beseitigt
werden. Dies geschieht mittels Skolemisierung (nach Thoralf Skolem, 1887-1963),
wodurch man eine quantorenfreie Formel in einer erweiterten Sprache %5 O .Z erhilt.
Diese Formel ist im Allgemeinen nicht mehr logisch dquivalent zur Ausgangsformel,
aber in jedem Fall noch erfiillbarkeitsdquivalent zu derselben.

Zur Erlauterung der Idee bei Skolemisierung betrachten wir die (in der Standardinter-
pretation wahre) Aussage

Fiir alle n € N gibtes ein m € N, so dass n < m.
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Fiir die Funktion f(n) = n + 1 gilt n < f(n) fiir alle n. Die durch den Existenzquantor
gebundene Variable m kann also durch die Funktion f(n) ersetzt werden, wodurch der
Existenzquantor iiberfliissig wird. Fasst man freie Variablen zudem als universell auf,
so kann auch der Allquantor weggelassen werden. Ldsst man auch von der Standard-
interpretation abweichende Interpretationen zu, so ist die resultierende Aussage zwar
nicht mehr logisch dquivalent zur Ausgangsaussage, doch die resultierende Aussage ist
erfiillbar genau dann, wenn die Ausgangsaussage erfiillbar ist.

Obige Aussage hat die Form

Vx3yP(x,y)

wobei wir hier annehmen wollen, dass dies eine Formel in einer Sprache .# ist, die keine
Funktionszeichen enthélt. Nun ersetzt man in der Formel Vx3yP(x, y) die durch den
Existenzquantor gebundene Variable y durch einen Funktionsterm f(x). Dies stellt eine
Spracherweiterung um das einstellige Funktionszeichen f dar. Lasst man jetzt noch
den Allquantor weg, resultiert als Skolem-Normalform die Formel P(x, f(x)). Diese
Formel ist erfiillbar genau dann, wenn die Ausgangsformel erfiillbar ist.

Definition 3.16 Der All-Abschluss VA einer Formel A4 ist die Formel

VX1 X0 AV X s Vi) X

wobei yi, ..., y, alle freien Variablen in 4 und xy, ..., x, Variablen sind, die in A4 nicht
vorkommen. (Da die paarweise verschiedenen Variablen x; ansonsten frei wihlbar sind.
ist dies eine nicht-deterministische Definition.)

Definition 3.17 Sei A € . eine Formel der Form Q;x; ... Q,X, B in prianexer Normal-
form mit Kern B. Dann ist eine Skolem-Normalform As von A in einer geeigneten
Erweiterungssprache %5 von . durch das folgende Verfahren definiert:

(1) Setze As = VA.

(2) Falls das Prifix von Ag nur Allquantoren enthélt, streiche diese und halte. Ist das
Prafix leer, so halte ebenfalls. Ag ist eine Skolem-Normalform von A.

(3) Sei Q;x; der erste Existenzquantor (von links) in As. Seien x;,, ..., x; ; die Variablen
links von x;; dies sind jene Variablen aus {xi,...,x;_;}, die noch nicht entfernt
wurden.

(4) Falls in As links von x; keine Allquantoren stehen, dann erweitere % durch
Hinzunahme einer neuen Konstante a; (bzw. gleichbedeutend damit durch ein
neues 0-stelliges Funktionszeichen) und ersetze jedes Vorkommen von x; im Kern
von Ag durch a;.

(5) Andernfalls erweitere .# durch Hinzunahme eines neuen j-stelligen Funktions-
zeichens f;. Ersetze jedes Vorkommen von x; im Kern von Ag durch den Term

ﬁ(xi], e ,)Cil).
(6) Entferne 3x; aus dem Priifix von 4s. Gehe zu Schritt (2).

Beispiele. Wir verwenden im Folgenden indizierte Variablen. Die Wahl der Indivi-
duenkonstanten und Funktionszeichen ist dann durch das Verfahren festgelegt. Bei
Formeln mit nicht-indizierten Variablen ist darauf zu achten, dass in den Schritten (4)
und (5) jeweils neue Konstanten, bzw. neue Funktionszeichen eingefiihrt werden (vgl.
Beispiel (v)).
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3x1P(x1) ~ Plar)
Ix1Vx P(x1. X2) ~ VX P(ay, x2) ~ P(ay, x»)
Va13x2 P(x1, X2) ~ V1 P(x1. fa(x1)) ~ P(x1, fa(x1))
Ix1Vxo3x3 P(x1, X2, x3) ~ Vxp3x3 Play, x2, X3)
~ VX P(ar. x2. f3(x2))
~ P(ay. x2. f3(x2))
Vx13xVa33xa P(x1, X2, X3, X4) ~ Vx1Vx33x4 P(x1. fo(x1). X3, x4)
~ VX1 Va3 P, fa(x1), 33, f3(x1, x3))
~ P(x1, fa(x1), x3. fa(x1. x3))
Fir nicht indizierte Variablen:
Vx3yVzIuP(x, y, z,u) ~ ¥xVz3uP(x, f(x),z. u)
~ VxVzP(x, f(x).z. g(x.2))
~ P(x, f(x).z.g(x.2))

Alternativ kann gema@ folgender Definition skolemisiert werden, wodurch Allquantoren
nicht erst zum Schluss entfernt werden.

Definition 3.18 Sei 4 € .Z eine Formel der Form Q;x; ... Q,x,B (fiirn > 0) in prianexer
Normalform mit Kern B. Das folgende Verfahren liefert eine Skolem-Normalform Ag
von A in einer geeigneten Sprache % O Z.

Fir i von 1 bis n:

(1)
2
(3)

Falls n = 0, setze As .= A.
Falls Q; ein Allquantor ist, setze 4 == Q;+1X;41 ... QuXx,B.

Falls Q; ein Existenzquantor ist, und yi...., y, die in 4 frei vorkommenden
Variablen sind, setze

A= Qi1xis1 - Quxu BIXi /(Y12 ym)]

wobei f ein neues (noch nicht in 4 vorkommendes) m-stelliges Funktionszeichen
ist, bzw. eine neue Konstante, falls m = 0.

Bemerkungen. (i) Das Verfahren ist nicht-deterministisch, solange man nicht die

(ii)

Reihenfolge von einzufithrenden Zeichen festlegt.

Im Unterschied zu dem in Definition 3.17 angegebenen Verfahren, bei dem im ersten
Schritt zunichst der All-Abschluss der zu skolemisierenden Formel (in prinexer
Normalform) gebildet werden muss, konnen hier auch offene Formeln (in pranexer
Normalform) ohne Weiteres behandelt werden. Denn in Schritt (3) werden alle in
A frei vorkommenden Variablen entsprechend berticksichtigt.

Beispiele. (i) 3xP(x) ~ P(a)

(ii)
(iif)
(iv)

AxVyP(x,y) ~ YyP(a,y) ~ P(a,y)
Vx3yP(x. y) ~ IyP(x.y) ~ P(x. f(x))
AxVyIzP(x,y,z) ~ VyIzP(a, y,z) ~ 3zP(a, y,z) ~ P(a, y. f(y))
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(v) Vx3yVzIuP(x.y.z,u) ~ IyVzIuP(x,y.z.u)
~ Vz3uP(x, f(x), z,u)
~ JuP(x, f(x), z. u)
~ P(x, f(x).z.g(x.2))

Die Skolem-Normalform Ag einer Formel A4 ist im Allgemeinen nicht logisch dquivalent
zu A (es gilt zwar stets VAg F A, aber fiir gewisse Formeln A4 ist 4 ¥ Ag). Betrachte
z.B. die Formel 3xP(x) mit Skolem-Normalform P(a). Die Struktur ({0, 1},Z) mit
Z(P) = {0} und Z(a) = 1 ist zwar ein Modell von 3xP(x), aber sie ist kein Modell
von P(a).

Da nicht jede Formel eine logisch dquivalente Skolem-Normalform hat, spricht man
manchmal auch von Skolem-Standardform.

Es gilt aber Erfilllbarkeitsdquivalenz:

Theorem 3.19 Es ist VA erfiillbar unter einer Interpretation genau dann, wenn gilt: ¥ Ag
ist erfiillbar in einer geeigneten erweiterten Interpretation, in der die durch Skolemisierung
eingefiihrten Konstanten und Funktionszeichen interpretiert sind.

Beweis. Siche Nienhuys-Cheng & de Wolf, 1997 (Kapitel 3) oder Doets, 1994 (Kapitel 3).
wo von geschlossenen Formeln 4 ausgegangen wird. QED

Korollar 3.20 (i) Um zu zeigen, dass VA unerfiillbar ist, d. h., um VA zu widerlegen,
reicht es aus, ¥ As zu widerlegen.

(ii)) Sei Cy A ... A Cy, eine KNF von As, d. h. die konjunktive Normalform der Skolem-
Normalform (kurz: konjunktive Skolem-Normalform) der Ausgangsformel A. Um
zu zeigen, dass ¥ A unerfiillbar ist, reicht es aus, VC| N\ ... AV C,, zu widerlegen.

Die konjunktive Skolem-Normalform C; A ... A C,, von A kann man (wie in der Aussa-
genlogik) als Klauselmenge schreiben, die wir mit Ask (konjunktive Skolem-Normalform
in Klauselform) bezeichnen.

Klauseln sind wie bisher als Sequenzen A;,..., 4, - By...., By, definiert, wobei die
atomaren Formeln 4y, ..., 4,, By, ..., B,, nun quantorenlogische Atome sind.
Definiert man ein Widerlegungsverfahren fur Klauseln so, dass man dabei die freien
Variablen in Klauseln universell versteht (sieche Abschnitt 3.6), dann gilt: Um zu zeigen,
dass VA unerfiillbar ist, gentigt es, Asg nach diesem Verfahren zu widerlegen; zum
Nachweis der Allgemeingiiltigkeit einer geschlossenen Formel A geniigt es. (—4)sk nach
diesem Verfahren zu widerlegen.

Fiir eine beliebige quantorenlogische Formel 4 sind also die folgenden drei Schritte
auszufiihren:

(1) Bilde eine Skolem-Normalform zu —A4.

(2) Bilde daraus eine KNF.

(3) Wende das Widerlegungsverfahren an.

oder

(1) Bilde eine prinexe Normalform zu =4 mit Kern in KNF.
(2) Skolemisiere.

(3) Wende das Widerlegungsverfahren an.
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Im Fall von Folgerungsbehauptungen Ay, ..., 4, F A geht man wie folgt vor:
(1) Bilde (A41)sk.....(A4,)sk und (=A4)sk.

Hierbei sind die durch die jeweilige Skolemisierung eingefithrten Terme so zu
wihlen, dass die Mengen dieser Terme fiir (4 )sk. . . . . (4,)sx und (—A4)sk paarweise
disjunkt sind.

(2) Wende das Widerlegungsverfahren an.

Beispiele. (Die Skolem-Normalform wird jeweils gemiB Definition 3.18 gebildet.)
(i) EIxVyP(x,y) = Vy3IxP(x.y)

—(IxVyP(x,y) — VyIxP(x.y))
~ =(IxVyP(x, y) — Vz3uP(u. z))

(Negation der Ausgangsformel)
(
~ AxVyP(x, y) A IzVu—-P(u, z) (Negation nach innen gezogen)
(
(

gebundene Umbenennung)

~ AxVy3zVu(P(x, y) A =P(u. z)) PNF mit Kern in KNF)
~ Vy3zVu(P(a. y) A =P(u. z)) Skolemisiere . . . )
~ AzVu(P(a, y) AN —=P(u, z))

~ Yu(P(a.y) A =P(u. f(y)))
~ P(a,y) N=P(u. f(y)) (Skolem-Normalform in KNF)

~w{EPla.y): P(u. f(y)) F} (Klauselmenge)

(ii) IxVyP(x,y) EVyIxP(x,y)
AxVyP(x.p) ~ VyP(a.y) ~ P(a.y)
—Vy3IxP(x.y) ~ IyVx—-P(x,y) ~ Vx=P(x.b) ~ —~P(x,b)
Man erhilt die Klauselmenge {+ P(a,y): P(x,b) F }.

Das Import-Export-Theorem 2.20 gilt auch fiir die Quantorenlogik; somit gilt die
Behauptung der Allgemeingiiltigkeit in (i) genau dann, wenn die Folgerungsbehauptung
in (ii) gilt. Dennoch unterscheiden sich die resultierenden Klauselmengen: Bei (ii) steht
die Konstante b anstelle des Funktionsterms f(y). Das ist jedoch unproblematisch, da
die freien Variablen in jeder Klausel universell verstanden werden.

Obgleich beide Klauselmengen unerfiillbar sind, ist eine Resolutionswiderlegung mit
der aussagenlogischen Resolutionsregel nicht moglich, da P(a, y) und P(u. f(y)). bzw.
P(a,y)und P(x,b), jeweils zwei verschiedene Formeln sind. (Dass dies keine aussagen-
logischen, sondern quantorenlogische Formeln sind, ist hier nebenséchlich.)

3.6 Unifikation

Um auch fiir unerfiillbare Klauselmengen wie jene im letzten Beispiel eine Resolutions-
widerlegung erhalten zu kénnen, miissen Atome 4 und B, fiir die {4, =B} unerfiillbar
ist, in geeigneter Weise durch Unifikation vereinheitlicht werden. Dies erreicht man
durch Angabe einer Instanz A’ von A und einer Instanz B’ von B, so dass A’ und B’
syntaktisch gleich sind.

Definition 3.21 (i) Ist der Ausdruck (d. h. die Formel oder der Term) E’ eine Instanz
des Ausdrucks E (d.h. E’ = Eg, fiir eine Substitution ¢), dann heiBt E allgemeiner
als E.
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(ii) Sind o, T zwei Substitutionen, dann heiBt ¢ allgemeiner als . wenn es eine Substitu-
tion ¥ gibt, so dass g = 7.

(iii) Esist dom(¥9) := {x | x? # x} und ran(d) := {y; | y; kommt in x;¥ vor}, wobei
x; € dom(9).

(iv) Eine Substitution ¥ heiBt Variablensubstitution, falls alle x;9 fur x; € dom(?9)
Variablen sind.

(v) Eine Variablensubstitution ¥ ist eine Umbenennung, falls 9 die Variablen eineindeutig
aufeinander abbildet. (Eine Umbenennung ist also eine Permutation von Variablen.)

(vi) Ist eine Umbenennung, so heiBt EvY Variante von E.

Beispiele. (i) Esist x allgemeiner als g(a, i(c)), denn fir [x/g(a, h(c))]ist g(a. h(c))
eine Instanz von x.

(ii) Esist f(x,y) allgemeiner als f(x, x), denn f(x, y)[y/x] = f(x, x).
(iil) [x/y]ist allgemeiner als [x/a, y/a], da [x/y][y/a] = [x/a, y/a].

(iv) Esist o allgemeiner als o fiir jede Substitution o, da oe = o fiir die leere Substituti-
one.

(v) [x/y]ist nicht allgemeiner als [x/a].

Angenommen, es gibe eine Substitution ¥, so dass die Bindung x/a in [x/y]d
enthalten ist. Dann muss y/a in ¥ enthalten sein, und damit y € dom([x/y]9).
Folglich kann es keine Substitution ¢ mit [x/y]¢ = [x/a] geben.

(vi) [x/z,y/z]ist eine Variablensubstitution.
(vii) [x/z, z/y, y/x] ist eine Umbenennung.
Die leere Substitution ¢ ist ebenfalls eine Umbenennung.
(viii)Es ist f(x, y) eine Variante von f(y, x), denn f(y, x)[y/x, x/y] = f(x, ).
(ix) Esist f(x,z) eine Variante von f(x, y), denn f(x, y)[y/z. z/y] = f(x,z).

Die Bindung z/y ist nétig, damit die angegebene Substitution eine Umbenennung
gemil unserer Definition ist.

(x) Esist f(x.x) keine Variante von f(x,y).

Wiire es eine Variante, dann musste f(x, y)9 = f(x, x) fir eine Umbenennung 9
mit Bindung y/x gelten. Da ¢ eine Umbenennung ist, muss ¢ aber aulerdem eine
Bindung x/y mit x # y enthalten. Doch dann wire f(x, y)d = f(y,x) # f(x, x).

Definition 3.22 (i) Eine Substitution ¢ heiBt Unifikator von zwei Atomen A und B,
wenn gilt: Ac = Bo (d.h., wenn die beiden Ausdriicke 4o und Bo syntaktisch
gleich sind).

(ii) Gibteseinen Unifikator o von 4 und B, dann heiBen die Atome A und B unifizierbar.

Ist I' = {4, B} fiir zwei Atome A4 und B mit Unifikator ¢, so sagen wir auch, dass
o die Menge I” unifiziert.

Beispiel. Die beiden Atome P(a,x) und P(y,b) sind unifizierbar: die Substitution
o = [x/b. y/a] ist ein Unifikator, da P(a,x)g = P(y.b)o.
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Definition 3.23 Die quantorenlogische Resolutionsregel ist quantorenlogische

Resolutionsregel
XiFY.A BX,FY,

(X1. X2 F Y1, Va)o

(R)

wobei ¢ ein Unifikator von 4 und B ist, und die Mengen der freien Variablen der beiden
Pramissen disjunkt sein miissen.

Beispiel. Die beiden Klauseln Q(x) F P(a, x) und P(y,b) - R(y) haben keine gemein-

samen Variablen, und die Substitution [x/b. y/a] unifiziert P(a, x) und P(y,b). Somit

ist

(x) = Pla.x)  P(y.b)FR(y)
0(b) - R(a)

eine korrekte Anwendung der quantorenlogische Resolutionsregel. (Den verwendeten
Unifikator haben wir neben dem Regelstrich notiert.)

Lx/b. y/a) 2

(R)

Die freien Variablen in den Pramissen werden universell verstanden, und durfen so-
mit beliebig substituiert werden. Ist o eine Substitution, die 4 und B unifiziert, so
fithrt die Anwendung des Unifikators ¢ auf die Formeln in der quantorenlogischen
Resolutionsregel der Form nach auf die aussagenlogische Resolutionsregel:

X]"Y],A B,le_YZ

y |

XioF Y0, Ac(= Bo) Bo(= Ac), Xo0 F Yo
Xlo', Xzo‘ [ Yla, Y20'

(Weil die Formeln hier Formeln in der Sprache der Quantorenlogik sind, erhilt man
nicht die eigentliche aussagenlogische Resolutionsregel, da diese nur fiir aussagenlogische
Formeln angegeben wurde. Das ist hier aber nicht wesentlich.)

Beispiel. Fir o = [x/b, y/a] als Unifikator von P(a, x) und P(y. b) erhidlt man:
O(x)F P(a.x) P(y.b) F R(y)
N
Q)+ P(a,b) P(a,b)+ R(a)
Q(b) - R(a)

Da freie Variablen universell verstanden werden, bedeutet die Forderung disjunkter

Mengen freier Variablen der beiden Pramissen bei (R) keine Einschrinkung der Allge-

meinheit. Die Forderung kann immer durch geeignete Ersetzungen der freien Variablen

erfiillt werden, durch die freie Variablen in verschiedenen Klauseln separiert werden.  Separierung freier
(Vergleiche auch Korollar 3.20 (ii).) Variablen
Betrachtet man z. B. die beiden Klauseln

FP(a),0(x) und P(a)F R(x)
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dann erhilt man per (inkorrekter) Resolution

FP(a).O(x) Pla)F R(x)
FO(x), R(x)

die Klausel - O(x), R(x) als Resolvente; der Resolutionsschritt ist inkorrekt, da x
in beiden Priamissen als freie Variable vorkommt. Separiert man die freien Variablen
stattdessen zuerst, z. B. durch die Umbenennung

P(a) = R(x)[x/y] = P(a) = R(y)

so erhilt man als Resolvente die Klausel - Q(x), R(y). Die beiden Resolventen sind
nicht logisch d4quivalent, da

O(x)VR(y)F Q(x) vV R(x) aber Q(x)VR(x)# Q(x)V R(y).

Das Problem besteht darin, dass die Variable x in beiden Ausgangsklauseln vorkommt,
obgleich die beiden Klauseln voneinander unabhingig sind. Es handelt sich deshalb
eigentlich nicht um zwei Vorkommen derselben Variable x, sondern um zwei verschiedene
Variablen mit demselben Namen. Diese Unterscheidung zweier Variablen geht aber im
obigen (inkorrekten) Resolutionsschritt verloren.

Um stets die allgemeinsten Resolventen zu erhalten, werden Variablen in den Pramissen
immer erst durch Umbenennung separiert.

g

Beispiele. (i) Jetzt kann das Beispiel (i) bzw. (ii) von S. 38 fortgesetzt werden:

Separierung

{F Pla.y): Plu f(n) F} VP 00 pla,y) s Plu f(0) F )

Resolutionswiderlegung:

/o) ufa) E0D) PSONE o

Beziehungsweise fiir { - P(a.y): P(x,b)) F }:

(x/a. v/b] FPla.y) . P(x.b) - R)

(i) Ix(P(x) A=0(x)).¥x(P(x) = R(x)) F Ix(R(x) A =0(x))

Ix(P(x) A—-0(x)) Vx(P(x) = R(x)) —-3x(R(x) A =0(x))
~{0(a)F: FPa)}  ~Vx(=P(x)VR(x))  ~Vx(=R(x)VQ(x))
~ {P(x) F R(x)} ~{R(y) = 0()}

Man kann separat skolemisieren, da die Variablen separiert werden konnen.
Als Klauselmenge erhdlt man {Q(a) F ; = P(a); P(x)F R(x): R(y) - Q(»)}.

Resolutionswiderlegung:

PR RO)E OO
/7] POIT 00)
o)

e (R)

P(a)

[y/a] -
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Die quantorenlogische Resolutionsregel (R) allein reicht nicht aus, um z. B. aus den
beiden Klauseln
FP(x),P(y) und P(z),P(u)t+

die leere Klausel ableiten zu kénnen, obgleich die entsprechende Menge
{P(x) VvV P(y).=P(z) v =P(u)}

unerfiillbar ist. Denn jeder Resolutionsschritt erzeugt hier wieder eine Klausel mit zwei
Atomen, z. B.
FP(x).P(y)  P(z2).P(u) -

/2 P(u) F P(x)

Da in jedem Resolutionsschritt die Mengen der freien Variablen der beiden Pramissen
disjunkt sein miissen, konnte man nur mit geeigneten Varianten fortfahren; z. B. so:

(R)

(x).P(y)  P(z).P(u) -
P(u) - P(x)

b/ —F

FP(v), P(u)

EP(v). P(y)

[y/ul

wobei + P(v), P(u) eine Variante der ersten Klausel = P(x), P(y) ist. Dies flhrt
jedoch ebenfalls nur zu einer Klausel mit zwei Atomen, die in diesem Fall die Form der
ersten Ausgangsklausel hat. Entsprechend erhélt man auch in allen anderen Fillen stets
Klauseln mit zwei Atomen.

Um ein korrektes Resolutionsverfahren zu erhalten, miissen deshalb zuséatzlich soge-
nannte Faktoren von Klauseln gebildet werden konnen.

Definition 3.24 Ein Faktor S’ einer Klausel S ist das Ergebnis der Anwendung einer
Substitution auf S, durch die mehrere Atome in S unifiziert werden.

Die Ableitung von Faktoren ermdglichen wir durch Hinzunahme folgender Regel.

Definition 3.25 Die Faktorisierungsregel (F) ist als Regelpaar fiir faktorisierbare Atome
A, B im Antezedens bzw. Sukzedens gegeben durch:
X.A.B-Y
(X, A+ Y)o

X+FABY

(F) (XFA4.Y)o

(F)
wobel ¢ ein Unifikator von 4 und B ist.

Die Faktorisierungsregel ist eine Substitutionsregel, bei deren Anwendung 4 und B
durch Unifikation identifiziert werden. Dies ist dadurch gerechtfertigt, dass Variablen in
Klauseln universell aufgefasst werden.

Beispiel. Mithilfe der Faktorisierung ist es moglich, eine Resolutionswiderlegung von
{FPx).P(y): P(z).P(u) -}

Zu erzeugen: . 20)
- P(x). P(y P(z), P(u) -
[y/x]w (F) [“/Z]W (F)

[v/] - (R)
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Es ist auch moglich, (R) und (F) in einer einzigen Regel zusammenzufassen, indem man
erlaubt, in einem Schritt mehrere Paare von Formeln zu unifizieren und zu resolvieren.

Definition 3.26 Die verallgemeinerten Resolutionsregel (R + F) lautet:

X1+ Y.A B CD XoF Y,
(X1. X2 F Y1, Ya)o

(R+F)
falls o die Menge {4, B, C, D} unifiziert.

Beispiel. Fiir die Klauselmenge aus dem vorherigen Beispiel gentigt eine Anwendung
der verallgemeinerten Resolutionsregel, um die leere Klausel abzuleiten:

w2z LW PELPWIE | gy

Beispiel. Angenommen, es gelten die folgenden Aussagen:

(i) Kein Barbier rasiert jemanden, der sich selbst rasiert.

(ii) Jeder Barbier rasiert alle, die sich nicht selbst rasieren.

Um (i) und (ii) durch quantorenlogische Formeln auszudriicken, verwenden wir das
einstellige Relationszeichen B und das zweistellige Relationszeichen R mit folgender
Interpretation Z:

Z(B) = {x | x ist ein Barbier}

Z(R) = {{x,y) | x rasiert y}

Die Variablen stehen fiir beliebige Gegenstande eines gegebenen Gegenstandsbereichs,
wobei wir hier den Gegenstandsbereich auf Menschen (inkl. Barbiere) einschréinken. Die

Aussagen (i) und (ii) lassen sich dann durch die folgenden quantorenlogischen Formeln
ausdriicken:

(i*)  =3x(B(x) AJy(R(y.») A R(x.y)))
(ii*) Vx(B(x) = Vy(=R(y.y) = R(x.y)))

Wir mochten wissen, ob es unter den Pramissen (i) und (ii) iberhaupt Barbiere geben
kann. Wir mochten also herausfinden, ob die Aussage

(iii) Es gibt keine Barbiere

aus (i) und (ii) logisch folgt. Dazu driicken wir auch (iii) noch durch eine quantorenlogi-
sche Formel aus:

(iii*) —~3xB(x)

Nun wollen wir die Behauptung
=3x(B(x)ATy(R(x, x)AR(x. ))). Vx(B(x)=Vy(=R(y. y) = R(x. y))) F ~IxB(x)
zeigen, d. h. die Unerfiillbarkeit von

{=3x(B(x)A3y(R(y.y)AR(x.¥))).Vx(B(x)=Yy(=R(y. y)=R(x.y))). ~—3IxB(x)}.

Dazu bilden wir zunéchst die entsprechenden Klauselmengen:
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(i) =3x(B(x) AIy(R(y.y) A R(x.))) ~ Vx=(B(x) AIy(R(y.y) A R(x.y)))
~ Vx(=B(x) vV =3y (R(y.y) A R(x.)))
~ Vx (=B (x) VVy=(R(y. y) A R(x. y)))
~ Vx (=B (x) VVY(=R(y. ) V =R(x. y)))
~ VxVy(=B(x) V=R(y.y) V =R(x.y))
~ {B(x).R(y.y). R(x.y) -}
(ii*) Vx(B(x) = Vy(=R(y.y) = R(x.p))) ~ VxVy(B(x) = (=R(y.y) = R(x.y)))
~ B(x) = (=R(y.y) = R(x.y))
~ =B(x) V (=R(y.y) = R(x.))
~ =B(x) V R(y.y) V R(x.y)
~ {B(x) = R(y.y). R(x. )}
(iii*) —==3xB(x) ~» IxB(x) ~ B(a) ~ {+ B(a)}.
Durch die Skolemisierung wurde die Konstante a eingefiihrt, die fiir einen konkre-
ten Gegenstand aus unserem Gegenstandsbereich steht; a ist hier also ein Name
flir einen Menschen.

~— — ~— —

Nach Separierung der Variablen erhilt man die Klauselmenge
{B(x).R(y.y).R(x.y) - : B(u) - R(v.v). R(u.v) : = B(a)},

flir die es eine Resolutionswiderlegung gibt:

~B(@) B(FR(v.v), R(uwv) ~B(a) B(x).R(y.7). R(x. )
[u/a] - R(v.v). R(a.v) (R) Lx/a] R(y.y).R(a.y)+ "
fofa) ) (5 b/ Ry, )
. : - ’ (R)

Daraus folgt die Behauptung aufgrund Korrektheit von (R) und (F).

Um Vollstandigkeit zu erreichen, ist es wichtig, dass man allgemeinste Unifikatoren
verwendet.

Definition 3.27 Esist ¢ ein allgemeinster Unifikator (most general unifier, kurz: mgu) von

A und B, wenn fiir alle Unifikatoren 7 von 4 und B gilt: 7 = gp fiir eine Substitution p.

Beispiele. (i) Fur P(f(x,g(a, y)))und P(f(b.z))ist[x/b.z/g(a.y)]ein allgemeinster
Unifikator.

Fiir die angegebenen Atome ist [x/b, y/c, z/g(a. ¢)] zwar ein Unifikator, aber kein
allgemeinster Unifikator, da [x/b, y/c,z/g(a, ¢)] = [x/b, z/g(a. y)1[y/c].

(i) Fur die Menge {P(x). P(y)} ist sowohl [x/y] als auch [y/x] ein mgu.
Allgemeinste Unifikatoren sind also nicht eindeutig bestimmt.

(iii) Esist ¢ = [x/z, y/z] kein mgu fir {P(x). P(y)}, da es keine Substitution p gibt,
so dass [x/y] = ap.
Insbesondere ist auch [z/y] keine derartige Substitution p,dac[z/y] = [x/y. z/y] #
[x/y].
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Theorem 3.28 Mehrere allgemeinste Unifikatoren von A und B unterscheiden sich nur
durch Umbenennung.

Beweis. Siehe Lassez, Maher & Marriot, 1987, S. 605. QED

Definition 3.29 Sei I' eine endliche Menge von Termen oder Atomen. Dann ist die
Unterschiedsmenge U von I" wie folgt definiert:

Finde die linkeste Stelle, an der nicht alle Ausdriicke in I" dasselbe Symbol haben, und
wihle von jedem Ausdruck in I' jenen Teilausdruck, der an dieser Stelle beginnt.

Die Menge aller dieser Teilausdriicke ist die Unterschiedsmenge.
Beispiele. (i) Seil' = {P(a, f(x.y).g(z)). P(a,z. h(u)), P(a, x.y)}.
(Die relevanten Teilausdriicke sind unterstrichen.)
Dann ist die Unterschiedsmenge U = {f(x, y).z, x}.

(ii) Die Unterschiedsmenge fir I' = {Q(x), R(x, y)}ist U = {Q(x), R(x, y)}.

Wir kénnen uns auf die Behandlung zweielementiger Mengen I' = {4, B} fiir Atome
A, B beschrinken. Fiir diese erzeugt der folgende Unifikationsalgorithmus einen mgu,
sofern 4 und B unifizierbar sind.

Unifikationsalgorithmus

Eingabe: Eine Menge I' = {4, B} zweier Atome 4 und B.

Ausgabe: Ein mgu fiir I', falls 4 und B unifizierbar sind.

(1) Setze n = 0 und oy = ¢, wobei ¢ die leere Substitution ist.

(2) Wenn I'o, einelementig ist, dann halte; o, ist ein mgu fir I.
Andernfalls bilde die Unterschiedsmenge U, von I'g,,.

(3) Wenn es eine Variable x und einen Term ¢ in U, gibt derart, dass die Variable
x nicht in 7 vorkommt, dann setze 6,1 = g,[x/t] (d. h., bilde die Komposition
a,[x/t] mit der bisher erhaltenen Substitution ,,), erhohe » um 1, und gehe zu (2).

Andernfalls halte mit der Ausgabe, dass I" nicht unifizierbar ist.

Bei Anwendung des Unifikationsalgorithmus im Rahmen der Resolution gilt fir die
Eingabe I' = {4, B}, dass FV(4) N FV(B) = (); denn im Resolutionsschritt wird fiir die
Mengen der freien Variablen der beiden Primissen Disjunktheit gefordert.

Im Fall von Eingabemengen I' = {4, B} mit FV(4) N FV(B) # () konnen die in den
Atomen 4 und B vorkommenden Variablen erst separiert werden. Diese Variablensepa-
rierung ist (wie bei Klauseln) dadurch gerechtfertigt, dass 4 und B stets als voneinander
unabhingig aufgefasst werden konnen.

Bemerkung. Die Uberpriifung in Schritt (3), ob x in # vorkommt, bezeichnet man als
occur check. Ohne diesen wiirde der Algorithmus nicht in jedem Fall terminieren. Zum
Beispiel wiirde der Algorithmus o/ine occur check fiir die nicht unifizierbare Menge
I'={P(x.x).P(y, f(x))} Folgendes liefern:

(1) gp=c¢
2) Uo={x.»}
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o1 =[x/y].Tayr = {P(y.»). P(y. f/(»))}

U ={y.fn}

Die Variable y kommt im Term f(y) vor! Ohne occur check erhélt man:
= x/yI/ SN =[x/ f (). »/ ()]

Faz ={P(f). fW).P(fy). f(f))}

Ur={»./(n)}

Die Variable y kommt im Term f(y) vor! Ohne occur check erhélt man:

o3 =[x/ f).y/ O/ f)] =[x/ f(f )./ f(fF))].

Loy = {P(f(fW). F(fN). PUASD)). £(f(S)))}

Der Algorithmus wiirde also nicht halten, sondern in Schritt (3) stets 6,11 = a,[v/f ()]
setzen.

Beispiele. (i) TI'= {P(f(x).g(»)).P(z.2)}

(i)

(iif)

(1) gp=¢

2) Up={/(x).z}

(3) a1 =1[z/f(x)l.Tar = {P(f(x).g(»)). P(f(x). f(x))}

2) U ={g). f(x)}

(3) Die Unterschiedsmenge U; enthilt keine Variable als Element, also sind

P(f(x).g(»)) und P(z, z) nicht unifizierbar.
L= {P(f(x).y).P(z.a)}

(1) gp=¢

2) Uo={f(x).z}

(3) o1 =[z/f(¥)]. Tor = {P(f(x).y). P(f(x).a)}

@ U= {y.a)

(3) o2 =1[z/f(X)ly/al. Tor = {P(f(x).a). P(f(x).a)} = {P(f(x).a)}
(2) To; einelementig, also I unifizierbar mit mgu o, = [z/f(x)][y/a].

)1
I

{P(x.x). P(y. f(»)}

gy =&

Up = {x.»}
=[x/y].Tor={P(y.y). P(y. )}

Ur={».f(»)}
Es kommt y in f(y) vor (occur check), also sind P(x, x) und P(y, f(y)) nicht
unifizierbar.

{P(a.x.h(g(2))), P(u.h(y). h(y))}

o) =¢

Uy ={a,u}

o1 = [u/a). Yoy = {P(a.x. h(g(2))). P(a.h(y). h(y))}
U= {x.h(y)}

AAA/_\,_\
(98]
— — — ~— ~—

Sooo
I

\S)
NN NI

46



(3) o2 =T[u/allx/h(y)]. Tor = {P(a.h(y). h(g(2))). P(a.h(y).h(y))}

2) Ur={g(2).y}

(3) o3 =[u/allx/h(y)lly/g(z)]. Tos = {P(a.h(g(z)). h(g(z)))}

(2) T3 einelementig, also I unifizierbar mit mgu a3 = [u/a][x/h(y)|[y/g(z)] =

[u/a.x/h(g(z)).y/g(z)].
Bemerkung. In Beispiel (iv) siecht man den Unterschied zwischen simultaner Substitution

[xl/tl,....,xn/tn]

und der Hintereinanderausfithrung von Substitutionen

[Xl/ll] - [Xn/ln].

Im Beispiel ist

o3 = [u/allx/h(¥)y/g(2)] # [u/a. x/h(y). y/g(2)].
da

Clu/a.x/h(y).y/g(z)] = {P(a.h(y).h(g(2))). P(a.h(g(z)). h(g(z)))} # L'os.

Die simultane Substitution [u/a.x/h(y),y/g(z)] angewendet auf " ergibe also ein
anderes Ergebnis als die Hintereinanderausfithrung [u/a][x/h(y)][y/g(z)] angewendet
auf I'.

Definition 3.31 Eine Substitution 9 heilit idempotent, falls 99 = 9.

Lemma 3.32 Sei ¢ ein Unifikator von A und B. Dann sind die beiden folgenden Aussagen
dquivalent:

(i) Esist ¥ ein idempotenter allgemeinster Unifikator von A und B.
(ii) Fiir jeden Unifikator o von A und B gilt 9 = o.

Beweis. (i) = (ii). Sei ¥ ein idempotenter allgemeinster Unifikator von 4 und B,

und ¢ ein Unifikator von 4 und B. Dann gibt es eine Substitution p, so dass g = ¥p.

Damit gilt 9 = 9(Ip) = (99)p = Ip = 0.

(ii) == (i). Angenommen, es gilt 96 = o fiir jeden Unifikator ¢ von 4 und B.

Dann gilt insbesondere fiir den allgemeinsten Unifikator ¢, dass 99 = ¢, d. h., 9 ist
idempotent. QED

Nicht jeder allgemeinste Unifikator ist auch idempotent. Fiir die identischen Atome
P(a)und P(a) ist [x/y. y/x] trivialerweise ein mgu, aber [x/y. y/x][x/y. y/x] = ¢ #
[x/y. y/x].

Lemma 3.33 Eine Substitution ¥ ist genau dann idempotent, wenn dom(d9) N ran(9) =0.

Beweis. Ubungsaufgabe. QED

Bemerkung. Durch den Test, ob dom(¥) N ran(?9) = 0 stellt man leicht fest, dass
beispielsweise [x/u. z/ f(u, v), y/v] idempotent ist, [x/u, z/ f(u,v).v/y] aber nicht.
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Theorem 3.34 (Korrektheit des Unifikationsalgorithmus)
Seien A und B zwei Atome. Dann gilt:

(i)
(i)

(iif)

Der Unifikationsalgorithmus terminiert immer.

Wenn A und B unifizierbar sind, dann berechnet der Unifikationsalgorithmus einen
allgemeinsten Unifikator von A und B.

Wenn A und B nicht unifizierbar sind, dann terminiert der Unifikationsalgorithmus
mit der Ausgabe, dass A und B nicht unifizierbar sind.

Beweis. (i) Die Unterschiedsmenge U, enthilt nur endlich viele Variablen, und in

(i)

(iif)

Schritt (3) wird eine Variable eliminiert. Schritt (3) kann somit nur endlich oft
durchlaufen werden.

Wir zeigen zunéichst:
(¥) Wenn ¢ ein Unifikator von 4 und B ist, dann hélt der Algorithmus nicht in
Schritt (3). und in Schritt (2) gilt jeweils g, = 9.
Fiir n = 0 ist gg = ¢. Somit gilt gy = ¥.
Angenommen, wir sind in Schritt (2) mit g,,9 = 9.
Im Fall Ao, = Bo, hilt der Algorithmus in Schritt (2).
Im Fall Ao, # Bag, wird die Unterschiedsmenge U, gebildet, und der Algorithmus
geht zu Schritt (3).
Sei U, = {t.t'}. Esist tg,9 = 19 = 9 = 5,9, da 9 nach Voraussetzung in (x)
ein Unifikator von 4 und B ist. Folglich gilt t9 = ¢'9.
1. Fall: ¢ ist eine Variable x.
Da x¢ = /9 und x # ¢/, kann x nicht in ¢’ vorkommen.
Dann ist 6,41 = g,[x/t'].
Wegen x¢ = ' ist [x/1']9 = 9.
Daraus folgt 6,19 = (a,[x/t'])9 = 0,([x/t']9) = 7,9 = 9.
2. Fall: ¢’ ist eine Variable. Analog zum 1. Fall.
3. Fall: Weder ¢ noch ¢’ ist eine Variable.

Da 9 = t'¢, missen ¢t und ¢’ mit demselben Zeichen beginnen. Nach
Voraussetzung gilt aber U,, = {¢.¢'}. d. h., f und ¢’ sind genau die Teilterme,
fiir die Ao, # Bo,. Folglich kann dleser Fall gar nicht eintreten, und der
Algorithmus hélt nicht in Schritt (3).

Damit ist (x) gezeigt.
Seien nun 4 und B unifizierbar. Aus () folgt mit (i), dass der Algorithmus nach n
Schritten in Schritt (2) hilt. Das Ergebnis o, ist ein Unifikator von 4 und B.

Sei 9 ein weiterer Unifikator von 4 und B. Dann folgt mit (), dass 6,9 = 9. Da
9 beliebig, folgt mit Lemma 3.32, dass ¢, ein (sogar idempotenter) allgemeinster
Unifikator ist.

Wenn 4 und B nicht unifizierbar sind, dann kann der Unifikationsalgorithmus
nicht in Schritt (2) halten (sonst wiren 4 und B unifizierbar). Da der Algorithmus
wie in (i) gezeigt aber in jedem Fall hilt, muss er in diesem Fall in Schritt (3) halten
mit der Ausgabe, dass 4 und B nicht unifizierbar sind. QED
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Definition 3.35 Ein Unifikator 1 zweier Atome A und B heilt relevant, falls
FV(9) C FV(4) UFV(B)

(d. h., falls durch ¥ keine neuen, also weder in 4 noch in B vorkommenden Variablen
eingeflihrt werden).

Der Unifikationsalgorithmus liefert offensichtlich einen relevanten Unifikator von A4
und B, sofern A4 und B unifizierbar sind. Denn in Schritt (3) kommen nur solche
Substitutionen hinzu, die Variablen aus A oder B enthalten.

Lemma 3.36 Sei 9 ein idempotenter allgemeinster Unifikator von A und B. Dann ist 9
relevant.

Beweis. Siche Apt, 1997, S. 38 (Theorem 2.22). QED

Die Umkehrung gilt nicht, d. h., nicht jeder relevante allgemeinste Unifikator ist auch
idempotent. Die Substitution ¥ = [x/f (z, y), y/z. z/y] ist ein relevanter allgemeinster
Unifikator fiir {x, f(y, z)}. der jedoch nicht idempotent ist, da 99 = [x/f (y.z)] # 9.

Aufgrund des Unifikationsalgorithmus gilt somit Folgendes:
(i) Unifizierbarkeit zweier Atome ist entscheidbar.

(ii) Haben zwei Atome einen Unifikator, dann haben sie auch einen allgemeinsten
Unifikator.

(iii) Allgemeinste Unifikatoren konnen berechnet werden.

(iv) Sind zwei Atome unifizierbar, dann haben sie sogar einen idempotenten allgemeins-
ten Unifikator.

(v) Der idempotente allgemeinste Unifikator ist auBerdem relevant.

Im worst case ist die Laufzeit des Unifikationsalgorithmus exponentiell in der Lange der
Eingabe. Sei

T ={P(x1,....xn), P(f(x0, X0). ... f(Xn—1.X0-1))}.

Dann ist g1 = [x1/f(x¢, x0)] und

Top = {P(f(x0.x0). X2, . ... Xn).
P(f(x0.x0). f(f(x0.x0). f(x0.%0)). f(x2.x2)..... f(Xn_1.%0-1))}.

Dann ist o, = [x1/f(x0. x0), X2/ ./ (f(x0, X0). f(x0. x0))], und so weiter bis g,. Das
zweite Atom in I'g,, hat dann fiir 1 < k < n im k-ten Argument 2 — 1 Vorkommen des
Funktionszeichens f. Insbesondere hat also das letzte Argument 2" — 1 Vorkommen
von f. Der occur check in Schritt (3) des Algorithmus hat dann allein fiir die letzte
Substitution g, schon eine exponentielle Laufzeit. Auch die Ausgabe von ¢, erfordert
exponentielle Laufzeit. Folglich kann es keinen Unifikationsalgorithmus geben, der den
mgu explizit angibt ohne im worst case exponentielle Laufzeit zu haben.

Es gibt jedoch effizientere Verfahren, wie z. B. den linearzeitlichen Unifikationsalgorith-
mus von Martelli & Montanari (siche Apt, 1997, S. 32).

49

relevant



Einen anderen Weg gehen Prolog und SWI-Prolog, die standardméBig auf den auf-
wandigen occur check verzichten. Aus theoretischer Sicht ist dies fatal, da dadurch die
Korrektheit des Unifikationsalgorithmus, und als Folge davon auch die semantische
Korrektheit der Logikprogrammierung, verlorengehen (der occur check kann jedoch
sowohl lokal als auch global aktiviert werden; vergleiche die Bemerkung auf S. 8f.).
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4 SLD-Resolution

Die Logikprogrammierung im engeren Sinne beruht auf einer eingeschriankten Form des
Resolutionsverfahrens, der sogenannten SLD-Resolution. Bei dieser werden nicht mehr
beliebige Klauseln zugelassen, sondern nur noch sogenannte Hornklauseln (benannt
nach Alfred Horn, 1918-2001), die neben beliebig vielen negativen Literalen hochstens
ein positives Literal enthalten diirfen. Zudem diirfen im Resolutionsschritt als Pramissen
nur eine Hornklausel mit keinem positiven Literal und eine Hornklausel mit genau
einem positiven Literal vorkommen. Letztere muss als Variante aus einer gegebenen
Klauselmenge, dem Logikprogramm, gewihlt werden. Diese Beschriankungen fithren zu
einfacheren Resolutionsableitungen. Das auf Hornklauseln eingeschriankte Fragment
der Quantorenlogik ist jedoch wie diese unentscheidbar. Bei SLD-Resolution riicken
zudem die in einer Ableitung berechneten Unifikatoren in den Vordergrund; diese stellen
Antworten auf Anfragen dar, die an das jeweilige Logikprogramm gerichtet werden.
Logikprogrammierung im Sinne von SLD-Resolution ist Turing-vollstindig (vgl. Lloyd,
1993, Theorem 9.6).

4.1 Logikprogramme und SLD-Resolution

Definition 4.1 (i) Eine Hornklausel ist eine Klausel mit hochstens einem positiven
Literal, d. h., eine Klausel der Form X - oder X - 4 (wobei 4 ein positives Literal
ist, und die Menge X von Atomen auch leer sein darf).

Eine Klausel mit genau einem positiven Literal heiBt definite Hornklausel.
Man schreibt mit der reversen Implikation ‘<’ auch < X bzw. 4 < X.

Motivation fiir die Schreibweise: X + 4 kann man als ,,A4, falls X lesen, X + als
X ist falsch“ (bzw. als ,,Falsum, falls X*).

(ii) Eine Klausel der Form <— X heiBt auch Zielklausel (kurz: Ziel, oder auch Anfrage).
Das leere Ziel wird mit < bezeichnet.

(iii) Eine Klausel der Form A4 < X hei3t auch Regel; A hei3t Kopf und X heiBt Rumpf
von 4 < X . Eine Klausel der Form 4 < heil3t auch Faktum.

(iv) Programmbklauseln sind Regeln oder Fakten (d. h. definite Hornklauseln).

(v) Ein Logikprogramm (kurz: Programm) Il ist eine endliche Menge von Programm-
klauseln.

Definition 4.2 Ein (unrestringierter) SLD-Resolutionsschritt hat die Form

+— X, A B<+Y
(«~X.Y)o

wobei ¢ ein Unifikator von A4 und B ist, und die Mengen der freien Variablen der beiden
Primissen disjunkt sein miissen.

Bemerkungen. (i) In dieser Definition wird nur verlangt, dass ¢ ein Unifikator von A4
und B ist. Ein solcher SLD-Resolutionsschritt ist in diesem Sinne unrestringiert.
Um Vollstidndigkeit zu erreichen, missen jedoch in jedem SLD-Resolutionsschritt
allgemeinste Unifikatoren gewdhlt werden.

Wir gehen im Folgenden davon aus, dass wir den Unifikationsalgorithmus zum
Auffinden von ¢ verwenden, und somit immer allgemeinste Unifikatoren erhalten.
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(ii) Mit Blick auf die noch zu besprechende Auswahlfunktion (siche Abschnitt 4.2)
werden wir die Klauselriimpfe im Folgenden nicht als Mengen, sondern als Listen
auffassen.

Definition 4.3 (i) Eine SLD-Ableitung eines Ziels G aus einem Programm IT besteht

aus

— einer Folge Gy. G, . ... G, von Zielen,

— einer Folge S, ..., S, von Varianten von Klauseln aus II,
— einer Folge 4y, ...,1, von Substitutionen,

so dass Gy = G und fiir alle i < n Folgendes gilt (wobei die Listen von Atomen X;,
Y; und Z;,; auch leer sein konnen):

— G;ist von der Form < X;, A;, Y;: dies schlieB3t den Fall + ein.
— Siyqist von der Form B; 1 + Z; ;.
— S;41 hat keine Variablen gemeinsam mit G; oder Go¥ ... 9;.
— ;41 ist ein mgu von A; und B;, .
— Giy1 = (< Xi. Zi1. Yi)0ig1.
(ii) Die Zahl n + 1 heiBt Linge der SLD-Ableitung.

(iii) Der Ubergang von einem Ziel G; zu einem neuen Ziel G, | ist ein SLD-Resolutions-
schritt.

(iv) Die Klausel S; heiBt i-te Inputklausel.
(v) Das Atom A; heiBBt ausgewdihltes Atom.

Eine SLD-Ableitung der Lange n + 1 hat folgende Form:

Go S1. 9

g

G Sh, %

.

0"
C Sn. Un

e

Gy

SLD-Ableitungen konnen aber auch unendlich sein.

Bemerkung. In einem Resolutionsschritt von G; nach G, geschieht Folgendes:
(1) TIm Ziel G; wird ein Atom A; ausgewéhlt.

(2) Aus dem Programm IT wird eine Klausel gewihlt.
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(3) Durch Separierung der Variablen (falls notig) erhilt man aus der gewéhlten
Programmklausel die Variante S;,; dies ist die neue Inputklausel B, | < Z;,].

(4) Falls es einen allgemeinsten Unifikator 9, fiir den Kopf B; 1 der Klausel S,
und das ausgewihlte Atom A; gibt, dann wird 4; durch den Rumpf Z;,; von S;
ersetzt, und ¢; | wird auf die neue Zielklausel G;,| angewendet.

Definition 4.4 Sei ein Logikprogramm IT und eine Zielklausel < X gegeben. Eine
SLD-Widerlegung von < X relativ zu I1 ist eine SLD-Ableitung, die mit « X als
linker oberster Annahme beginnt. ansonsten nur (Varianten von) Klauseln aus IT als
Annahmen benutzt, und mit der leeren Klausel < endet.

Definition 4.5 (i) Eine SLD-Ableitung heiB3t erfolgreich. falls es sich um eine SLD-
Widerlegung handelt, d. h., wenn G, die leere Klausel < ist.

(ii) Die auf FV(Gy) eingeschriankte Komposition ¥ . . .4, der allgemeinsten Unifika-
toren in einer erfolgreichen SLD-Ableitung heiB3t berechnete Antwortsubstitution
fiir das Ziel Gy, und Gy¥; ..., heilit berechnete Instanz von Gy.

Ist V' eine Menge von Variablen, so bezeichnet 9 | V' die Einschrdnkung von ¢ auf
die Variablen in V.

(iii) Eine SLD-Ableitung heiBt gescheitert, falls G, nicht die leere Klausel ist, und keine
(Variante einer) Klausel aus IT fiir das in G, ausgewéhlte Atom anwendbar ist.

Definition 4.6 Ein SLD-Beweis fiir X aus I1 ist eine SLD-Widerlegung von <+ X relativ
zu IL.

Bemerkungen. (i) Notiert man die SLD-Resolutionsschritte gemaB Definition 4.2, so
sicht ein SLD-Beweis fur X7 aus I1 wie folgt aus:

(*Xl A] < Y]
(—Xz Az(— Yz
o2

— X3

—
Die Substitutionen g1, g3, ... sind hierbei die im jeweiligen Schritt berechneten
Unifikatoren. (Bei Verwendung des Unifikationsalgorithmus sind dies jeweils
allgemeinste Unifikatoren.)
(ii) Die Abkiirzung SLD steht fir Folgendes:
S: Es wird eine selection function fiir die Auswahl des zu unifizierenden Atoms in
der Zielklausel verwendet.
L: Die Form der Ableitung ist linear.
Dies wird besonders deutlich, wenn man die SLD-Ableitung wie folgt notiert:

S1. % AR 2] Sy, 9,
GO > Gl > G2 anl > Gn

D: Logikprogramme bestehen aus definiten Hornklauseln.
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Wir lassen in unseren formalen Sprachen . nun auch ‘sprechende’ Relationssymbole
wie add, Funktionszeichen wie s (fir successor) und Konstanten wie 0 zu, um deren
intendierte Interpretation anzudeuten. Wir erweitern hierdurch lediglich das Alphabet;
die neuen Zeichen werden aber mit keinerlei bestimmter Bedeutung versehen. Die
Bedeutung dieser Zeichen ist operativ beziiglich SLD-Resolution gegeben.

Beispiel. Wir betrachten das Logikprogramm I1,4; fiir die Addition, welches aus zwei
Programmklauseln, ndmlich einem Faktum S| und einer Regel S,, besteht (vgl. S. 10):

S1. add(x,0,x) +
S>. add(x,s(y),s(z)) < add(x, y, z)

Eine SLD-Widerlegung der Zielklausel
<+ add(s(s(0)),s(s(0)), z)
relativ zum Programm I1,4, ist dann beispielsweise:

— add(s(5(0)).5(5(0)).z) add(xi.s(y1).s(z1)) « add(x;, y1.21)

x1/s(s(0)). »1/5(0). z/s(z1)] = &

)

Y
—add(s(s(0)).5(0).z1)  add(x;.5(y2).5(22)) < add(xy. y2. z2)

x2/5(5(0)). y2/0. 21 /5(22)] = 9>

4
<
\\

— add(s(s(0)),0, z5) add(x3. 0, x3)

[x3/5(5(0)). 22/5(s(0))] = ¥

Die Komposition 99,93 der allgemeinsten Unifikatoren schrdnken wir nun auf die im
Ziel + add(s(s(0)).s(s(0)), z) vorkommenden Variablen (d. h. hier auf z) ein, um die
berechnete Antwortsubstitution zu erhalten:

919093 | FV(+ add(s(s(0)), s(s(0)), z))
= | {z}
= [x1/5(5(0)). y1/5(0). z/s(z1)1[x2/5(5(0)). 2/0. 21 /5(22) 193 | {z}

= [x1/5(5(0)). x2/5(s5(0)). y1/5(0). 2/0. 2/5 (s (22))1[x3/5(5(0)). 22/ (s (0))] | {z}
= [x1/5(s(0)). x2/5(5(0)). x3/5(5(0)). y1/5(0). y2/0. 2/ (s (s (s(0))))] | {z}
= [z/s(s(s(s(0))))]

Die berechnete Antwortsubstitution ist also z/ s(s(s(s(0))))]: die berechnete Instanz der
Zielklausel ist < add(s(s(0)). s(s(0)), s(s(s(s(0))))). (Fiir die intendierte Interpretation
istalso2 42 =4.)

Fiir die Anfrage < add(x. y.z) gibt es relativ zu Il 4 eine erfolgreiche Ableitung
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— add (x,y.z add(x1,0, x)

[x/x1.9/0,2/x1]

aber auch unendliche SLD-Ableitungen wie z. B.

—add(x.y,z) add(x1.s(p1), ) < add(x1, y1. z1)
AMJ//S ). z/s(z1)]
Y
—add(xy,y1.z1) add(xs.s(y2). ) < add(x3, y2. 22)

M 31/s(32).21/5(22)

— add()Q Va2, 22

Fir die Zielklausel <+ add(x.y,z),P(x) gibt es relativ zu I,y z.B. die folgende
gescheiterte Ableitung:

+— add(x,0,x), P(x) add(x1,0,x1) <

l Ml]

— P(xl)
SLD-Ableitungen konnen also erfolgreich, unendlich oder gescheitert sein.

Im Unterschied zur Resolution fiir beliebige Formeln (die erst in Skolem-Normalform
gebracht werden miissen), behandelt SLD-Resolution Formeln, die schon in bestimmter
Form sind. Namlich Programmklauseln, welche die GesetzmaBigkeiten eines Gegen-
standsbereichs beschreiben, und Zielklauseln, die etwas beschreiben, was man {iber den
Gegenstandsbereich wissen will. Die entsprechende Logik ist unentscheidbar, aber im
Rahmen der Logikprogrammierung maschinell behandelbar.

SLD-Ableitungen konnen auch als ‘Riickwérts-SchlieBen’ bzw. zielgerichtetes Résonieren
interpretiert werden:

— Gegeben als Ziel: X, A (notiert als < X, 4).

— Wir wissen: Bo falls Yo fiir alle o (notiert als B < Y).

— Ferner wissen wir: 4g = Bo.

— Als neues Ziel erhilt man: Xo, Yo (notiert als (+ X, Y)o).

Wenn wir also X, A fiir die Substitution ¢ zeigen wollen, dann geniigt es, Xo, Yo zu
zeigen. Dies schlieBt die Abfrage von Daten ein. Das Ziel enthélt freie Variablen fiir
die zu suchenden Daten; das Programm enthéilt die Daten in Form von Fakten. Einen
prinzipiellen Unterschied zwischen Daten und Programmen gibt es nicht.
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Beispiel. Gegeben das Faktum P(a, b) <. fir welche x, y gilt P(x,y)?

+— P(x.y P a.,b —
Antwort: Fiir x = a und y = b.

SLD-Resolution:

In einer SLD-Ableitung spielen verschiedene Arten von Nichtdeterminismus eine Rolle,
da in jedem Resolutionsschritt vier Entscheidungen zu treffen sind:

(A) Die Auswahl eines Atoms in der aktuellen Zielklausel.
(B) Die Wahl einer Programmklausel fiir das ausgewéhlte Atom.

(C) Die Umbenennung der in der gewéhlten Programmklausel vorkommenden Varia-
blen; also die Auswahl einer Variante.

(D) Die Wahl des allgemeinsten Unifikators.

Der Nichtdeterminismus durch (C) und (D) ist unproblematisch. Die Wahl des all-
gemeinsten Unifikators (D) ist durch die Verwendung des Unifikationsalgorithmus
festgelegt. Und da aus dem vom Unifikationsalgorithmus gelieferten allgemeinsten
Unifikator alle anderen allgemeinsten Unifikatoren durch Umbenennung erzeugt werden
konnen (vgl. Theorem 3.28), spielt die konkrete Variante eines allgemeinsten Unifikators
fiir die fiir ein Ziel G berechnete Antwortsubstitution keine Rolle. Dasselbe gilt auch fiir
die Umbenennung der in der gewihlten Programmklausel vorkommenden Variablen
(C). da verschiedene Umbenennungen lediglich zu Varianten der berechneten Ant-
wortsubstitutionen fithren. Durch bloBe Umbenennung kénnen also keine Antworten
verlorengehen.

Hingegen ist es fiir die SLD-Resolution entscheidend. wie der durch (A) und (B)
gegebene Nichtdeterminismus gehandhabt wird. Die Auswahl eines Atoms in der
aktuellen Zielklausel (A) wird durch Auswahlfunktionen festgelegt. die wir als ndchstes
behandeln. Danach berticksichtigen wir auch die Wahl einer Programmklausel fiir das
ausgewihlte Atom (B) unter Verwendung von SLD-Biiumen.

4.2 Auswahlfunktionen
Definition 4.7 Eine Auswahlfunktion R ordnet einer gegebenen SLD-Ableitung

Go St %

./

(kurz: (Go. G1.....G;i). (S1.....S:). ($1.....9;)) fiiri > 0ein Atom 4; in der Zielklau-
sel G; = (« A;,...,A;) fur 1 < j < k zu, sofern G; nicht die leere Klausel ist. Es ist
A; das ausgewdhlte Atom.
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Die Auswahlfunktion R ist also eine 3-stellige Funktion in die natiirlichen Zahlen,
die der folgenden Bedingung geniigt: Falls G; = (+ Ai.....Ay). fuir k > 1, und
J=R{Go,Gy,....G), {S1,....8;). (¥1,...,9;)), dann muss 1 < j < k gelten.

Wir sagen dann, dass R das Atom A4 in G; auswihlt.

Definition 4.8 Ist R die fiir eine SLD-Ableitung verwendete Auswahlfunktion, so spre-
chen wir von einer SLD-Ableitung gemdf R.

Die Auswahl eines Atoms kann von der gesamten bisherigen SLD-Ableitung abhidngen.
Dies erméglicht z. B. die Implementierung einer first in, first out-Auswahl, bei der in der
aktuellen Zielklausel stets ein Atom ausgewéhlt wird, das mindestens so oft wie andere
Atome in vorherigen Zielklauseln vorkam. Im Fall der beiden SLD-Ableitungen

~ PO O+ R —~ O,R O« P
l/ und l/

die beide mit derselben Zielklausel enden, bedeutet dies, dass in der linken Zielklausel das
Atom P ausgewahlt wird, wiahrend in der rechten das Atom R ausgewéhlt wird. Wiirde
man nur Auswahlfunktionen zulassen, die statt SLD-Ableitungen nur Zielklauseln auf
ein Atom (das ausgewihlte Atom) abbilden. so wiirde in beiden Fillen dasselbe Atom
ausgewdihlt werden (sofern nicht gerade eine Zufallsfunktion fiir die Auswahl verwendet
wird).

Prolog verwendet hingegen eine einfache Auswahlfunktion, bei der stets das linkeste
Atom in einer Zielklausel ausgewéhlt wird.

Spéter werden wir das Resultat erhalten, dass die erfolgreichen SLD-Ableitungen
unabhingig von der Auswahlfunktion sind (sieche Abschnitt 5.3). Dies kann auch
direkt gezeigt werden, indem man nachweist, dass die Auswahl von Atomen 4; und 4;
in zwei aufeinanderfolgenden Zielklauseln stets in umgekehrter Reihenfolge erfolgen
kann, also erst 4; und dann A; ausgewéhlt wird (bei entsprechender Vertauschung der
Inputklauseln); dieses Resultat wird auch als Switching Lemma bezeichnet.

4.3 SLD-Biume

Obgleich die Existenz einer erfolgreichen SLD-Ableitung unabhéngig von der gegebenen
Auswahlfunktion ist (d. h., der durch (A) gegebene Nichtdeterminismus in diesem Sinne
unproblematisch ist), ist die Wahl der Programmklausel (Nichtdeterminismus durch
(B)) entscheidend fiir das Auffinden einer solchen SLD-Ableitung. Durch (B) wird ein
Suchraum fiir SLD-Ableitungen gemiB R, der sogenannte SL D-Baum, aufgespannt.

Definition 4.9 Ein SLD-Baum fiir ein Ziel Gy relativ zu einem Programm IT gemd0 einer
Auswahlfunktion R ist ein wie folgt gegebener (nach unten verzweigender) Baum:

(i) Jeder Knoten des Baums is ein (moglicherweise leeres) Ziel.

(ii) Der Wurzelknoten ist Gy.

(iii) Jeder Knoten G; mit ausgewdhltem Atom A; hat genau einen Nachfolger fiir jede
auf 4; anwendbare Klausel S aus IT.
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Der Nachfolger ist eine Resolvente von G; und S (bzw. von G; und der gewihlten
Variante von S) beziiglich 4;.

(iv) Knoten, die ein leeres Ziel sind, haben keine Nachfolger.

Zweige in SLD-Baumen sind SLD-Ableitungen fiir G relativ zu I1. Wir notieren diese
in der Form

S1.%

S2. 9 Sp. 0
GO }Gl 272

ne n
> G G-y —— G,

von oben (d. h., vom Wurzelknoten Gy aus) nach unten, wie in den folgenden Beispielen
gezeigt.

Definition 4.10 (i)

(Zweige, die mit der leeren Klausel enden, markieren wir mit ‘success’.)

(ii) Ein SLD-Baum heiBt endlich gescheitert, falls er endlich und nicht erfolgreich ist.

Dies ist der Fall, wenn alle Zweige gescheiterte SLD-Ableitungen sind.

(Zweige gescheiterter SLD-Ableitungen markieren wir mit ‘failed’.)

Beispiel. Wir betrachten zunédchst das Logikprogramm

S;. A+ B C
S,. C<«+ D
S;. C«+ B
Sy. B+

(in dem nur O-stellige Relationszeichen, bzw. Aussagesymbole vorkommen).

Sei R jene Auswahlfunktion, die stets das linkeste Atom (im Folgenden unterstrichen) im
Rumpf einer Zielklausel auswéhlt. Fiir die Anfrage < A relativ zu unserem Programm
ist der folgende Baum ein SLD-Baum gemil R:

— A
S
Y
«~— B, C
Sy
Y
«—C
«~D ~ B
failed l
Sy
(_
SUCCESS
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Der linke Zweig ist eine gescheiterte SLD-Ableitung, da unser Logikprogramm keine
auf die Zielklausel < D anwendbare Klausel enthélt. Der rechte Zweig endet mit der
leeren Klausel, ist also eine erfolgreiche SLD-Ableitung, und der SLD-Baum ist somit
erfolgreich.

Eine Tiefensuche konnte hier zuerst in den linken, gescheiterten Zweig geraten. Durch
backtracking,d. h., durch das Zuriickgehen zu einer fritheren Verzweigung und Wahl einer
anderen Alternative, kann aber der erfolgreiche Zweig dennoch aufgefunden werden.

Beispiel. Nun betrachten wir das Logikprogramm

Si. P(x.z) « Q(x.p). P(y.2)

Sy, P(x,x) <

S3. Q(a,b) +
und die Zielklausel

G. « P(x.b)

Wird durch die Auswahlfunktion stets das linkeste Atom gewahlt, so erhélt man einen
SLD-Baum der folgenden Form, wobei die im jeweils i-ten Resolutionsschritt verwende-
ten Inputklauseln jene Varianten S!, S} und S} der entsprechenden Programmklauseln
S1. 8> und S5 sind, bei denen die zur Variablenseparierung umzubenennenden Variablen
den Index i erhalten (auf S. 60 sind die jeweiligen Varianten explizit angegeben):

+— P(x.b)

Www S3Nv/b. x1 /0]
« Q(x1.). P(y.b) —

success, [x/b]
[x1/a,p/b] | S3

+ P(b.b)
[x3/b. z/b] Sl3 SS [x3/b]

« Q(b.y). P(y.b) —

failed success, [x/a]

Der SLD-Baum ist endlich und erfolgreich. Die berechneten Antwortsubstitutionen sind

[x/x1. 2/blx1 /. y/bILxs /B | {x} = Dxfa x1 /a. /b, 2/bllxs /b] | {x}
=[x/a,x1/a,y/b.z/b,x3/b] | {x}
=[x/a] (mittlerer Zweig)

und

[x/b.x1/b] | {x} = [x/b] (rechter Zweig).
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Andere SLD-Baume unterscheiden sich von dem gezeigten SLD-Baum nur beziiglich
Umbenennungen, sind aber der Form nach gleich.

Zur Verdeutlichung geben wir die drei Zweige des SLD-Baums (d. h. die drei SLD-
Ableitungen) noch einmal einzeln an, wobei wir auch die bei der Berechnung der
allgemeinsten Unifikatoren erzeugten Substitutionen kenntlich machen.

~—

Linker Zweig: — P(x.b P(x1.z) + Q(x1.y), P(y.2)

[x/x1]l2/b] = [x/x1.2/b]

Y
— O(x1.9). P(y. O(a.b) +

)

<
=

[x1/ally/b] = [x1/a. y/b]

:

« P(b.b) P(x3.2) < O(x3.y). P(y.z2)
[x3/b][z/b] = [x3/b.z/b]
Y
— Q(b.y). P(y.b)
failed
Mittlerer Zweig: + P(x.,b) P(x1,z) < O(x1,y). P(y.2)

[x/x11[z/b] = [x/x1.2/b]

:

«— 0(x1.»). P(y.b) O(a.b) +

[x1/ally/b] = [x1/a. y/b]

\

«— P(b,b) P

—~

X3.X3)

[

=
]

S8
=

success, [x/a]

Rechter Zweig: < P(x.b) P(x1.x1)
l A/x/xl][xl/b] = /b x1 /]

<

success, [x/b]
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Wird durch die Auswahlfunktion stets das rechteste Atom gewéhlt, so erhilt man einen
SLD-Baum der folgenden Form, wobei fiir die im i-ten Resolutionsschritt verwendeten
Varianten S!, S} und S} der entsprechenden Programmklauseln Sy, S, und S3 das oben
Gesagte gilt.

[x/x1.2/b] /S| SINx/b.x1/b]

— 0(x1.p).
success, x/b]
[y/x2.2/b] /' S} S3\x2/b. y/b]
— O(x1.x2). Q(x2. y2). P(y2. b x1 b)
yz/X3 Z/b] S3 2 X3/b yz/b S3 xl/a
0(x1,x2).0(x2.x3),0(x3.3). b +~0(x.y). —
success, [x/a]
/ \ s3 | by/al
+— O(x,a)
unendlicher Teilbaum failed

Dieser SLD-Baum ist ebenfalls erfolgreich mit denselben berechneten Antwortsubstitu-
tionen [x/a] und [x/b] wie beim ersten SLD-Baum. Im Unterschied zum ersten ist dieser
zweite SLD-Baum jedoch unendlich; im linken Zweig konnen stets neue Zielklauseln
erzeugt werden.

Startet eine Tiefensuche hier im linken Zweig, so konnen die erfolgreichen SLD-
Ableitungen rechts nicht mehr aufgefunden werden, da der linke Zweig unendlich ist, und
backtracking natiirlich nur bei bei endlichen Zweigen moglich ist. Bei einer Breitensuche
werden auch die erfolgreichen SLD-Ableitungen gefunden.
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5 Korrektheit und Vollstindigkeit der SLD-Resolution

5.1 Semantik der Quantorenlogik

Wir nehmen zu unserem Alphabet noch das logische Zeichen T ( Verum) hinzu.

Definition 5.1 Eine Struktur fiir eine Sprache . ist ein geordnetes Paar 0 = (M, 7).,
wobei M eine nicht-leere Menge ist und Z eine Funktion, die jedem Symbol aus .# eine
Interpretation zuordnet wie folgt:

(i) Z(c) € M fiir Konstanten ¢ € . (und ebenso fiir 0-stellige Funktionszeichen),
(i) Z(f): M"— M, falls f € £ ein n-stelliges Funktionszeichen ist (n > 1),

(ili) Z(R) C M", falls R € £ ein n-stelliges Relationszeichen ist (n > 1),
(

iv) Z(R) € {w,f} falls R € .# ein 0-stelliges Relationszeichen, d. h.. ein Aussagesymbol
ist,tundw=0,f =M.

Die Menge M heiBBt Universum (oder auch Gegenstandsbereich, Individuenbereich).

Man schreibt auch R™ fiir Z(R). f™ fiir Z(f). ¢™ fiir Z(c). und 9 damit dann als
(M.R™.... ™ . ¢y

Beispiel. .Z enthalte lediglich die Konstante ¢ und das 1-stellige Funktionszeichen s. Die
natiirlichen Zahlen konnen dann durch eine Struktur 0t = (M, Z) wie folgt dargestellt
werden:

(i) Das Universum M sei N ={0,1,2,3,...}.
(i) Z(a) = 0, d.h., Z ordnet der Individuenkonstante a das Element 0 € N zu.

(iii) Z(s): M'— M.m — m+1, wobei ‘+ hier die normale Addition ist; d. h., Z ordnet
dem 1-stelligen Funktionszeichen s die 1-stellige Funktion f(m) = m + 1 zu. (Hier
bezeichnet ‘ f also eine Funktion auf N; in .Z kommt ‘ ” als Funktionszeichen gar
nicht vor.)

In dieser Struktur bezeichnet a die Zahl 0, s(a) die Zahl 1 (da Z(s)(Z(a)) = £(0) = 1),
s(s(a)) die Zahl 2 (da Z(s)(Z(s)(Z(a))) = f(f(0)) = f(1) = 2), usw.

Durch eine Struktur (M,Z) fiir eine Sprache . werden den Konstanten in £ also
Gegenstinde in M zugeordnet, und n-stelligen Funktionszeichen in £ werden n-stellige
Funktionen M" — M zugeordnet.

Den Grundtermen kénnen somit Gegenstdande in M zugeordnet werden. Um beliebige
Terme behandeln zu kdnnen (also auch solche, die keine Grundterme sind, sondern
Variablen enthalten), bendtigen wir zusétzlich Variablenbelegungen.

Definition 5.2 (i) Sei 9 = (M, T) eine Struktur. Eine Variablenbelegung in 9 ist
eine Funktion v, die jeder Variablen x einen Wert v(x) € M zuordnet. (Also
v : VAR — M, wobei VAR die Menge aller Variablen sei.)

(ii) Unterscheidet sich eine Variablenbelegung v’ hdchstens durch die Zuordnung

v’(x) = m € M von einer Variablenbelegung v, so schreiben wir v[x + m] fiir v’.

Es gilt
m falls x = y,
v(y) falls x # y.

Die Variablenbelegung v[x +— m] heil3t x- Variante von v.

v[x = m](y) = {

62

Verum

Struktur

Universum

Variablenbelegung

x-Variante



Beispiel. Wir erweitern die Sprache .Z aus dem vorherigen Beispiel um die Variablen
X, y,z, z1, und behalten die dort angegebene Struktur 9 = (N, Z) bei. Dann ist durch

v(x)=4, v(y)=7 v(z)=0. v(z)=7
eine Variablenbelegung v in 9 gegeben. Die durch die Zuordnungen
Vix)=4, V(y)=11. o' (z)=0, v'(z)=7
gegebene Variablenbelegung v’ ist eine y-Variante von v, da v’ = v[y — 11].

Durch Interpretation Z und Variablenbelegung v konnen nun Termen Gegensténde des
Universums zugeordnet werden. Ordnet z. B. die Interpretation Z dem Funktionszei-
chen s wieder die Nachfolgerfunktion auf den natiirlichen Zahlen zu, und gilt fir die
Variablenbelegung z. B. wieder v(y) = 7. so ist dem Term s(y) die Zahl 8 zugeordnet.
Durch Kombination von Interpretation und Variablenbelegung erhilt man so eine
Termbelegung.

Definition 5.3 Sei 91 = (M, ) eine Struktur fiir .Z, v eine Variablenbelegung in 99t und
TErM die Menge aller Terme. Dann ist die Termbelegung als Funktion

[1™ : Term — M

wie folgt induktiv definiert:

i) [x]" = v(x).

(ii) [e]?" = Z(e).

(iii) [f (..ot = 2O - (D).

(Bezeichnet z. B. f’ die dem Funktionszeichen f* durch Z( /') zugeordnete Funktion,
so kann man (iii) schreiben als [/ (¢, ....2,)]7 = f/([t]7. . ... [t.]7F).)

v o

Beispiel. Fiir unsere Struktur 91 = (N, Z) und die Variablenbelegung v’ erhalten wir
beispielsweise folgende Termbelegungen (wobei dem 1-stelligen Funktionszeichen s
durch Z wieder die Nachfolgerfunktion f auf N zugeordnet ist):

(W) [al2 = 1% = 0.

(i) [s(@)]2 = Z(s)([a]) = Z(s)(0) = /(0) = L.

(i) [s(sC0)% = Z6) @) [I) = £ =0D) = 1((T) =9
(

iv) [s(s(sCI =7
Definition 5.4 Nun erweitern wir die Termbelegung [ | zu einer Funktion
[1™ : FormEL — {w.f}

die jeder Formel in .# einen Wahrheitswert w oder f zuordnet. Der Wahrheitswert [A]™
einer Formel A4 in der Struktur 91 unter der Variablenbelegung v in M ist wie folgt iiber
dem Aufbau von Formeln definiert:

[T]™ = w.
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’’’’ mRv f sonst.
[A]? = w falls [A]" =T,
" " )f  sonst.
[[A A B]]Em )W falls [[AH?}JT = w und [[B]]gﬁ =w,
" " )f  sonst.
[[A Vi B]]m . w falls [[A]]vm = w oder [[B]]%n =W,
" " )f  sonst.
[4— B]]sm _ Jw falls [A]" = f oder [B]” = w.
" " )f sonst.
. o o B
[[VxA]]Um _ w falls fiir alle m € M gilt: [[A]]v[me] =w,
f sonst.
[[Ele]]Em o w fallsesein m € M gibt, so dass [[Aﬂmeme] =w,
! f sonst.

Im Fall O-stelliger Relationszeichen R wird gemal3 Definition 5.1 durch eine Bewertung
Z(R) € {w.f} einfach ein Wahrheitswert zugeordnet. Die 0-stelligen Relationszeichen
entsprechen somit den atomaren aussagenlogischen Formeln (d. h. den Aussagesymbo-
len).

Beispiele. Wir gehen wieder von unserer Struktur 9t = (N, Z) mit der Variablenbelegung
v’ aus, erweitern aber .2 um das 3-stellige Relationszeichen add, das wie folgt interpretiert
sei:

Z(add) = {{k.l.m) | k +1 = m, fur k,I,m € N}.

Dann gilt:
(i) [add(s(a).a s(a))]” =w.da

v T

(ii) [add(s(x),z,y)]%} =f, da

ladd(s(x). z. y)]or = ([s ()T [210. V1)
= (Z(s)([x]71). 0. 11)
= (f(4).0.11)
— (5.0.11) ¢ Z(add).
(iii) [add(s(a).a.s(a)) — add(s(x),z y)]} =f. da

Jadd(s(a).a.s(a))]% =w und [add(s(x).z. p)]> =f.
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(iv) [Vxadd(x.s(a).s(x))]>} = w. da

v T

fiir alle n € N gilt: [add(x. s(a). s(x))]>

v/ [x—n] — w.

(Esist (x,1,x + 1) € Z(add(x, y, z)) fiir alle x-Varianten v'[x ~ n] der Variablen-
belegung v'.)
(v) [Bxadd(x,x,s(a))]? =f, da

es kein 7 € N gibt, so dass [add(x. x. s(a))] )y = W.

(Esist (x,x,1) ¢ Z(add(x, y, z)) fir alle x-Varianten v'[x + n] von v'.)

Definition 5.5 Sei 9 eine Struktur fiir %, 4 eine Formel in %, und I' C & eine
Formelmenge.

(i) A ist giiltig in einer Struktur 9% unter einer Variablenbelegung v (formal: M =, A4),
falls 4 in 90t unter v den Wahrheitswert w hat (d. h., falls [A]”" = w). Es ist also
M E, A, falls [A]™ = w.

(Ist [A]™ = £, so schreiben wir 9 ¥, A fiir ,,A4 gilt nicht in M unter v*. Es ist also
M ¥, A, falls [A]" =T.)

(ii) A ist in einer Struktur O giiltig, falls [4]™ = w fiir alle Variablenbelegungen v.
In diesem Fall ist 901 ein Modell von A (formal: 0 = A).
(Falls 90t kein Modell von A4 ist, schreiben wir auch 91 ¥ A4.)

(iii) Entsprechend ist 9 ein Modell von I' (formal: 9t & T'), falls fiir alle A € I die
Struktur 9 ein Modell von A4 ist.

(Falls 90 kein Modell von T ist, schreiben wir auch 90t ¥ T.)
(iv) A heiBt allgemeingiiltig (formal: = A), falls A4 in jeder Struktur gultig ist.

(v) A heiBt erfiillbar (oder konsistent), falls es eine Struktur 9t und eine Variablenbele-
gung v gibt, so dass 4 in 9% unter v giiltig ist.

Ist 4 eine geschlossene Formel, dann heil3t A erfiillbar, falls es eine Struktur gibt,
in der A giiltig ist, d. h., falls 4 ein Modell hat.

Andernfalls heiBt 4 unerfiillbar (oder inkonsistent oder kontradiktorisch).

(vi) Entsprechend heiB3t I erfiillbar, falls es eine Struktur 97 und eine Variablenbelegung
v gibt, so dass alle 4 € T in 901 unter v giiltig sind.

Andernfalls heilt I" unerfiillbar.
(vii) A heiBt kontingent, falls A erfillbar aber nicht allgemeingiiltig ist.

Definition 5.6 Sei I' C . eine Formelmenge und 4 € . eine Formel. Wir schreiben
ME, ' fallsM E, Afiralle 4 €T.

(1) AusT folgt (quantoren-)logisch A (formal: T' = A), falls fiir alle Strukturen 9t von
% und alle Variablenbelegungen v in 9t gilt: Wenn 9t E, I, dann M F, A4.

(i) Gilt A = B und B F A, d.h., sind die Formeln 4 und B (quantoren-)logisch
dquivalent, so schreiben wir 4 =lF B.

Entsprechend fiir Mengen von Formeln: T'sF A, fallsI' EF Aund AET.
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Im Unterschied zur Aussagenlogik gilt:

Theorem 5.7 (Unentscheidbarkeit der Quantorenlogik)
Es gibt kein Verfahren, welches fiir beliebige Formelmengen I" und beliebige Formeln A
entscheidet, ob T F A.

Bemerkungen. (i) Wir verwenden das Zeichen ‘F’ sowohl fir die Modellbeziehung
(M E A, bzw. M E T') als auch fur die logische Folgerung (I E A). Die jeweilige
Bedeutung ist aber durch den Bezug auf eine Struktur 9t bzw. auf eine Formelmenge
I" eindeutig.

(ii) Fir Formeln mit freien Variablen ist die logische Folgerung hier so definiert, dass
I’ E A fiir jede Variablenbelegung gilt. Fiir geschlossene Formeln kann I' E 4
definiert werden durch die Bedingung: Wenn 9t E I', dann 9t E A fiir alle Strukturen
M von .Z.

(iii) Um diese Vereinfachung zu erreichen, kann man offene Formeln als allquantifiziert
auffassen, d. h., Formeln 4 mit freien Variablen als VA4 behandeln. Im Kontext
von Modellbeziehung und logischer Folgerung kimen dann lediglich geschlossene
Formeln vor. Fiir Klauseln werden wir dies jedoch durch eine gesonderte Notation
kenntlich machen (siche Definition 5.14).

Lemma 5.8 (Substitutionslemma)
Sei M eine Struktur fiir £, v' = v[x v+ [t]™), x freiin A, und t in A frei einsetzbar fiir x
(d. h., t enthalte keine Variablen, die in A[x/t] gebunden werden wiirden). Dann gilt:

(@) [slx/al™ = [sI
(i) M E, A[x/t] genau dann, wenn M E, A.

Beweis. Per Induktion tiber dem Aufbau von Termen, bzw. Formeln. QED

Das Substitutionslemma besagt Folgendes:

(i) Fur eine Struktur 9 und eine Variablenbelegung v ist die Termbelegung eines
Terms s, in dem erst x durch ¢ ersetzt wird, gleich der Termbelegung von s fiir die
x-Variante v’ von v, bei der x durch die Termbelegung von ¢ fiir v ersetzt wird.

(ii) Es macht fiir den Wahrheitswert einer Formel A keinen Unterschied, ob man zuerst
einen Term ¢ fiir eine freie Variable x in A substituiert und dann den Wahrheitswert
von A[x/t] bestimmt, oder ob man zuerst die Termbelegung fiir # bestimmt, dann
die Variablenbelegung zu einer x-Variante abdndert, welche x die Termbelegung
von ¢ zuordnet, um schlieBlich den Wahrheitswert von 4 unter dieser x-Variante zu
bestimmen.

5.2 Herbrandmodelle

Fiir die Behandlung von Klauseln sind die nach dem franzosischen Logiker Jacques
Herbrand (1908-1931) benannten Herbrandmodelle von besonderer Bedeutung.

Definition 5.9 Das Herbranduniversum U ist die Menge aller Grundterme von .Z.

Falls . keine Konstanten enthilt, fiigen wir eine beliebige Konstante zu . hinzu, um
Grundterme bilden zu kénnen.
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Beispiel. Fiir die Formelmenge

{P(a). Qa.h(b)).Vx(P(x) = Q(x.x))}

sei die Sprache .Z durch die in dieser Menge vorkommenden Zeichen gegeben. Dann ist
das Herbranduniversum Uy = {a. b, h(a),h(b), h(h(a)), h(h(b))....}.

Das Herbranduniversum ist der Datenbereich eines Logikprogramms. Da Grundterme
endlichen Biumen entsprechen (vgl. die Strukturbdume fiir Terme, Definition 3.3), haben
Logikprogramme nur einen (universellen) Datentyp, nimlich den Typ der endlichen
Bédume. Ein Logikprogramm definiert somit Relationen zwischen endlichen Baumen.

Beispiel. Die Sprache .Z enthalte eine Konstante 0 und ein 1-stelliges Funktionszeichen s.
Dann konnen die natirlichen Zahlen 0, 1,2, ... als Grundterme 0, 5(0), s(s(0)), ...
dargestellt werden, die endlichen Baumen entsprechen wie folgt:

0 5(0) s(s(0))
| |
0 s(0)
|
0

Definition 5.10 Eine Herbrandstruktur ist eine Struktur (Ug, Z), wobei

(1) Z(f)(t1.....ty) = f(t1,....t,). fur n-stellige Funktionszeichen f und Grundterme
tHeooonty € Uy

(ii) Z(c) = c, fiir Konstanten (bzw. 0-stellige Funktionszeichen) ¢ € Us.

Sei M eine Herbrandstruktur. Das folgende Lemma zeigt, dass man [t]™* (d.h. die
Bedeutung des Terms 7 in 90t unter der Variablenbelegung v) erhélt, indem man die in ¢
vorkommenden Variablen x durch die Grundterme v(x) ersetzt.

Lemma 5.11 Sei 91 eine Herbrandstruktur, v eine Variablenbelegung in M, und o die
Grundsubstitution [x1 /v(x1), ..., x,/v(x,)]. Fiir Terme t mit FV(¢) C {x1,...,x,} gilt
dann [t]™ = to.
Beweis. Per Induktion tiber dem Aufbau von ¢.
Fall 1: Sei ¢ eine Konstante c. Esist [¢]™ = ¢ = co.
Fall 2: Sei ¢ eine Variable x;, fiir 1 <i < n. Esist [x;,]™ = v(x;) = x;0.
Fall 3: Sei ¢ ein Funktionsterm f(¢1.....t,).

Nach Induktionsannahme gilt [;,]™ = t;0. fiir 1 <i < n.

Damit gilt [f(¢1,.... )] = Z()([a]™. ... [t.])™) = f(to.....1,0) = to. QED
Herbrandstrukturen sind in der Theorie der Logikprogrammierung von grof3er Bedeu-
tung, da deren Herbranduniversen durch die jeweils betrachteten Logikprogramme stets

konkret gegeben sind.

Definition 5.12 Die Herbrandbasis B ist die Menge aller Grundatome von .Z.
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Beispiel. Wir betrachten wieder die Formelmenge

{P(a).0(a.h(b)),Vx(P(x) — O(x,x))}
mit
Uy ={a,b,h(a),h(b).h(h(a)).h(h(D)),...}.

Dann ist die Herbrandbasis
By = {P(a).P(b). Q(a.b), P(h(a)). P(h(Db)). Q(a. h(a)). Q(a. h(D))....}.

Bemerkungen. (i) Durcheine Herbrandstruktur = (U, Z) ist fiir jedes Grundatom
A eine Interpretation Z(A4) gegeben, durch die dessen Wahrheitswert festgelegt ist.
Somit unterteilt eine Herbrandstruktur 9t die Herbrandbasis B« in die beiden
disjunkten Teilmengen

und
{R(ty.....t,) € Bg | [R(t1.....t,)]" =f}.

(ii)) Damit konnen Herbrandstrukturen durch Teilmengen der Herbrandbasis B¢
angegeben werden. Man ordnet einer Teilmenge J C B¢ die Herbrandstruktur
(Ugp,T) zu, so dass

(t1,....1,) € Z(R) genau dann, wenn R(7y....,t,) €J

fiir n-stellige Relationszeichen R in .2 und Grundterme ¢4,...,t, € Ug.

(iii) Einer Herbrandstruktur (Ug, Z) kann umgekehrt die Menge von Grundatomen
{R(t1.....ty) E By | (t1.....1,) € Z(R)}

(fiir jedes beliebige n-stellige Relationszeichen R in .#) zugeordnet werden.

(iv) Fiir eine gegebene Sprache . unterscheiden sich Herbrandstrukturen (Ug, T)
ausschlieBlich durch die Interpretation der Relationszeichen, da durch . sowohl
das Herbranduniversum U als auch die Interpretation der Funktionszeichen
schon festgelegt sind.

Beispiel. Wir gehen wieder von der Formelmenge
{P(a). Q(a.h(b)).¥x(P(x) — Q(x.x))}
mit der Herbrandbasis
By ={P(a).P(b).0(a.b). P(h(a)). P(h(b)). Q(a. h(a)). Qa. h(b))....}.
aus. Eine Herbrandstruktur J = (U, Z) ist durch das Herbranduniversum
Uy ={a,b,h(a),h(b).h(h(a)), h(h(b))....}.

und die folgende Interpretation Z gegeben:
(1) Z(a)=a€UgpundZ(b)=0b € Ugy;
(1)) Z(h)(¢t) =h(z) firt € Ug:;
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(iii) Z(P) = {a.h(h(a))} und Z(Q) = {(1.1) | 1 € Ugz}.

Damit ist J als (unendliche) Teilmenge von B¢ gegeben. d. h.

J={P(a). P(h(h(a))). Q(a.a). O(b.b). O(h(a).h(a)). Q(h(b).h(b))....} C Be.

Definition 5.13 Eine Herbrandstruktur 9t heil3t Herbrandmodell von A, falls Ot E A4,

d. h., falls 9t ein Modell von 4 ist.

Beispiel. Sei wieder I' = {P(a), Q(a. h(b)),Vx(P(x) — Q(x,x))} mit
By = {P(a). P(b).Q(a.b). P(h(a)). P(h(D)). Q(a. h(a)). O(a.h(D))....}.

Beispiele fiir Herbrandstrukturen (angegeben als Teilmengen von B ) sind:

{P(a). P(b).0(a.b).0(b.b)}.

{P(a).0(a.a), 0(a. h(b))}.

{P(h(h(a))). P(b), O(a.a). Q(a.h(b))}.

Ja={P(a). P(b). 0(a.a). 0(b.b). Q(a.h(b))}.

Die Herbrandstruktur J, ist ein Herbrandmodell von I

— EsistJ, F P(a) und 3, F Q(a.h(b)). da P(a). Q(a. h(b)) € J>.

- Jo EVx(P(x)— Q(x, x)) gilt, falls [P(x) — Q(x, x)ﬂ;:‘[lxw] =wfirallet € Ug, also
falls [P(x)]32 = f oder [Q(x.x)]?> = wfiralle s € Ug.
Esist [P(x)]?? = wnur fiirv(x) = a, da in J, auBer P(a) keine weiteren Grundatome
vorkommen, die mit dem Relationszeichen P beginnen.
In diesem Fall ist auch [Q(x, x)]3* = w. da Q(a. a) € J,.
Also [P(x) — Q(x. x)]? =w.

v[x—al

R
w 8] —
I

2

Fiir alle anderen Variablenbelegungen v(x) = ¢ € U ist [P(x)]J* = f (denn fiir alle

t # aist P(x)[x/t] ¢ J2). und somit [P(x) — Q(x. x)]J* = w fiir diese Belegungen v.

Also gilt [P(x) = O(x, x) %J[tz
Damit ist J» F Vx(P(x) — O(x, x)).

— Die Herbrandstruktur J, ist also ein Herbrandmodell aller Elemente von I; folglich
gilt J ET.

]—wfﬁrallete Ugp.

J4 ist ebenfalls ein Herbrandmodell von T

Die Herbrandstrukturen J; und J3 sind keine Herbrandmodelle von T, da J; ¥ Q(a. h(b))
(wegen Q(a, h(b)) ¢ J1) und J3 ¥ P(a) (wegen P(a) ¢ J3). und folglich J; ¥ T und
J3ET.

Definition 5.14 (i) Fiir Klauseln S = (4 «+ X) sei S die Formel V(X — A), wobei
MX fir die Konjunktion aller Atome in X steht.

(i) Fiir Fakten S = (4 «) ist die Formel S = V(/\0 — A4) = V(T — 4) = VA.
(iii) Fiir Zielklauseln G = (+ X)) ist die Formel G = V—(/MX).

Wir schreiben auch /G fiir die Konjunktion aller im Rumpf X einer Zielklausel
G = (+ X) vorkommenden Atome.

Der leeren Klausel + entspricht die Formel —=T. In diesem Fall ist \G (= MX)
die leere Konjunktion, und es gilt NG = T.
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(iv) Fiir ein Logikprogramm IT ist mit IT := {S | S € I1} eine Formelmenge gegeben.,
die ausschlieBlich geschlossene Formeln enthilt.

Beispiel. Fir S = (P(x.y) < O(x.z), P(z,y)) ist

S = (VxVyvz(OQ(x.z) A P(z.y) — P(x.y))).
Aufgrund der logischen Aquivalenz
VxVyvz(Q(x,z) A P(z.y) — P(x,y))3EVxVy(3z(O(x.z) A P(z,y)) = P(x.y))

sind Variablen, die ausschlieBlich im Rumpf einer Klausel vorkommen, als existenzquan-
tifiziert aufzufassen (vgl. S. 7).

Lemma 5.15 Sei J C By eine Herbrandstruktur und S die Klausel A < By.....B,.
Dann sind folgende Aussagen dquivalent:

(i) 3 ist ein Herbrandmodell von S, d. h. JEY(Bi A ...\ B, — A).

(ii) Fiir alle Substitutionen o mit FV(Sc) = ) gilt: Wenn B;o € J fiir 1 < i < n, dann
Ao € 3.

Beweis. Folgt aus dem Substitutionslemma (Lemma 5.8) mit Lemma 5.11. QED

Theorem 5.16 Sei I' eine Klauselmenge. I hat ein Modell M genau dann, wenn T ein
Herbrandmodell 3 hat.

Beweis. Angenommen, I" hat ein Modell 9. Wir definieren die Herbrandstruktur J wie
folgt:

Man zeigt leicht (Ubungsaufgabe), dass J ein Herbrandmodell von T ist.
Die Umkehrung gilt trivialerweise, da jedes Herbrandmodell ein Modell ist. QED

Theorem 5.17 Sei I' eine Klauselmenge. Dann sind die beiden folgenden Aussagen
dquivalent:

(1) T ist unerfiillbar.
(ii) T hat kein Herbrandmodell.

Beweis. Wir zeigen beide Richtungen per Kontraposition:

—(ii) == —(i). Wenn I ein Herbrandmodell hat, dann ist I erfiillbar, da ein Herbrand-
modell ein Modell ist.

—(i) == ~(ii). Wenn I erfiillbar ist (d.h. ein Modell hat), dann hat I" aufgrund
Theorem 5.16 ein Herbrandmodell. QED

Die Theoreme 5.16 und 5.17 zeigen, dass zum Nachweis der Unerfillbarkeit einer
Klauselmenge lediglich Herbrandstrukturen betrachtet werden miissen.

Die beiden Theoreme gelten jedoch nur fiir Klauselmengen. Die Unerfiillbarkeit be-
liebiger Formelmengen kann im Allgemeinen nicht gezeigt werden, wenn lediglich
Herbrandstrukturen betrachtet werden.
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Beispiel. Wir betrachten die Formelmenge I' = {R(a), 3x—R(x)}: die Formel 3x—R(x)
ist keine Klausel. Sei 9t = ({0.1}.Z) eine Struktur mit Z(a) = 0 und Z(R) = {0}.
Es ist [R(a)]™ = w, und [3x=R(x)]?* = w. da [R(x)[}[,;; = . Somit ist 01 ein
Modell von T. Die einzigen Herbrandstrukturen fiir I sind @ und { R(a)}; keine ist ein
Herbrandmodell von T'.

Theorem 5.18 (Skolem—Herbrand—Gédel)
Eine Klauselmenge T ist unerfiillbar genau dann, wenn es eine endliche unerfiillbare Menge
I"" von Grundinstanzen von Klauseln aus T gibt.

Beweis. Fiir die Richtung von rechts nach links geniigt die Feststellung, dass Gtiltigkeit
unter Substitution abgeschlossen ist. Somit gilt I & I, Ist nun IV unerfiillbar, muss
auch I" unerfiillbar sein.

Fiir die Richtung von links nach rechts nehmen wir an, dass die Klauselmenge I
unerfiillbar ist.

Nach Theorem 5.16 ist dies genau dann der Fall, wenn I kein Herbrandmodell hat.

Da Herbrandstrukturen stets durch Teilmengen der Herbrandbasis, d. h. als Mengen
von Grundatomen, angegeben werden konnen, ist eine Herbrandstruktur J genau dann
ein Modell einer Klausel S, wenn J ein Modell der Menge aller Grundinstanzen von S
ist.

Fiir Klauselmengen T ist eine solche Herbrandstruktur somit genau dann ein Modell,
wenn J ein Modell einer (moglicherweise unendlichen) Menge I'* aller Grundinstanzen
von Klauseln S € I ist.

Somit hat I" genau dann kein Herbrandmodell, wenn I'* kein Modell hat. Letzteres ist
mit Theorem 5.16 genau dann der Fall, wenn I'* unerfiillbar ist.

Mit dem Endlichkeitssatz (vgl. Theorem 2.25, das auch fiir die Quantorenlogik gilt)
folgt, dass es eine endliche unerfiillbare Menge I'"” von T'* gibt. QED

Bemerkung. Neben dem fiir den semantischen Begriff der Unerfiillbarkeit formulierten
Theorem 5.18 von Skolem, Herbrand und Godel gilt auch das fiir den syntaktischen
Begriff der Beweisbarkeit formulierte Theorem von Herbrand (siche z. B. Troelstra &
Schwichtenberg, 2000): Eine Formel 4 in prinexer Normalform mit Kern B(xy,..., x,)
ist beweisbar (in einem Beweissystem wie z. B. dem Sequenzenkalkiil LK) genau dann,
wenn es eine Disjunktion D von Substitutionsinstanzen von B(x....,x,) gibt, die
rein aussagenlogisch beweisbar ist, und 4 aus D allein durch quantorenlogische (und
gegebenenfalls strukturelle) Regeln beweisbar ist.

Das folgende Lemma zeigt, dass fiir die aus einem Logikprogramm logisch folgenden
Grundatome lediglich die Herbrandmodelle des Logikprogramms betrachtet werden
mussen.

Lemma 5.19 Sei I1 ein Logikprogramm und A ein Grundatom. Dann sind die beiden
folgenden Aussagen dquivalent:

(i) TIF A
(ii) A gilt in allen Herbrandmodellen von T1.

Beweis. (i) = (ii). Ist IT £ 4. dann gilt 4 in allen Modellen 9t von IT, und somit
insbesondere auch in allen Herbrandmodellen von I1.
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(i) = (i). Wir nehmen an. dass 90 & IT und 9 # 4. d. h.. M sei ein Modell von IT,
in dem A nicht gilt. Wir zeigen, dass es dann ein Herbrandmodell J von IT gibt, so dass
A¢3.
Dazu brauchen wir die folgende Eigenschaft, die aus dem Substitutionslemma (Lem-
ma 5.8) folgt:
Sei B ein Atom und ¢ eine Substitution, so dass Bo eine geschlossene Formel ist, d. h.
FV(Bo) = 0. Sei v(x) := [xa]™ eine Variablenbelegung fiir alle Variablen x in B. Dann
gilt

M £, B genau dann, wenn 9 F Bo. (*)
Sei J = {B € By | M E B}. Wir zeigen, dass J ein Modell von 11 ist.
Sei S € I die Klausel By < B;...., B, und o eine Substitution, so dass FV(Sc) = 0.
Wir nehmen an, dass B;o € J fiir 1 <i < n. Wir missen zeigen, dass dann Byo € J.

Sei v(x) := [xo]? eine Variablenbelegung fiir alle Variablen x in S. Aus () folgt, dass
ME, B; fur 1 <i < n.Wegen 9 E I1 gilt M E S. Damit folgt M E, By.

Mit () gilt dann des Weiteren 9t F Byo. und nach Definition von J ist Byo € J.

Da S und o beliebig gewihlt werden kénnen (wobei o nur Bindungen x/z fiir t € Uy
enthalten kann), folgt J = TI.

Aus der Annahme 0T ¥ A4 folgt 4 ¢ J. QED

Theorem 5.20 Sei I' eine nicht-leere Klauselmenge, und sei S eine Grundinstanz einer
Klausel. Dann gilt T & S genau dann, wenn es eine endliche Menge T von Grundinstanzen
von Klauseln in T gibt, so dass T" = S.

Beweis. Ubungsaufgabe, unter Verwendung von Theorem 5.18. QED

Beispiel. Fir die Klauselmenge I' = {P(a) ; P(x) F P(s(x))} und die Grundinstanz
S = (F P(s(s(a)))) einer Klausel gilt " = S.

— Der Klausel S entspricht als Formel das Grundatom P(s(s(a))). Aufgrund von
Lemma 5.19 gilt P(s(s(a))) in allen Herbrandmodellen von T.

— Aufgrund von Theorem 5.20 muss es eine endliche Menge I'” von Grundinstanzen
von Klauseln aus T" geben, so dass T F S.

Eine solche Menge ist IV = {F P(a): P(a)t P(s(a)): P(s(a)) F P(s(s(a)))}.

Beispiel. Wir betrachten das folgende Logikprogramm (vgl. das Beispiel auf S. 59f.):

Si. P(x.z) « Q(x. ). P(y.z)
Sy, P(x.x) +
S3. Q(ab) —

Das Herbranduniversum ist Uy = {a.b}.
Die Herbrandbasis ist

By ={0(a.a).Q(a.b).Q(b.a). Q(b.b). P(a.a). P(a.b). P(b.a). P(b.b)}.

Die Herbrandstruktur § = (Ug.Z) = ({a. b}, T) mit

Z(Q) = {{a.b)} und ZI(P)={(a.a).(a.b).(b.b)}
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ist ein Herbrandmodell. Als Teilmenge der Herbrandbasis B geschrieben, ist
J={Q(a.b).Pla.a). P(a.b), P(b.b)}.

Ein weiteres Herbrandmodell (fiir das gleiche Herbranduniversum und die gleiche
Herbrandbasis) ist

§=1{0(a,b).Q(b,a),P(a.a). P(a,b), P(b,a), P(b,b)}.

Es ist zwar Q(b, a) nicht aus dem Programm ableitbar, aber fiir die Modelleigenschaft
genligt es, dass alle Programmklauseln in der Herbrandstruktur giiltig sind. Das ist fiir
¥ der Fall:

— Sy ist giiltigin §, da Q(a.b) € g,

— Sy ist giiltigin §, da {P(a,a), P(b.b)} C F.

— Sy ist giiltigin §. da {P(a, a), P(a.b), P(b.a), P(b,b)} C §.

Es gilt also fiir alle Variablenbelegungen v, dass [S1]5 = w, [S2]S = w und [S3]3 = w.

Hingegen ist die Menge {Q(a,b), Q(b.a), P(a.a), P(a,b). P(b,b)} kein Herbrandmo-
dell, da mit Q(b,a) auch P(b,a) enthalten sein miisste, damit [S;]5 = w fiir alle
Variablenbelegungen v.

Beispiel. Wir betrachten das folgende Logikprogramm (vgl. das Beispiel auf S. 54f.):
S1. add(x,0,x) +
S>. add(x,s(y),s(z)) < add(x, y, z)

Das Herbranduniversum ist die Menge aller Terme der Form s”(0), fiir n > 0, wobei
s™(0) fir die n-fache Anwendung von s auf 0 steht.

Die Herbrandbasis ist

By = {add(s'(0).s7(0), s*(0))

i, j.k > 0}.

Ein Herbrandmodell ist (als Teilmenge der Herbrandbasis B« ) durch die Menge
{add(s'(0). s7(0), 5"/ (0)) | £. j > 0}

gegeben.

Bemerkungen. (i) Ist IT ein Logikprogramm mit Herbrandbasis B¢, dann ist B ein
Herbrandmodell fiir jede Klausel S € I1. Jedes Logikprogramm ist also erfiillbar.

(ii) Die leere Menge ist ein Herbrandmodell fiir jede Zielklausel, mit Ausnahme der
leeren Klausel.

Theorem 5.21 Sei I1 ein Logikprogramm und seien M; (i > 0) Herbrandmodelle von T1.
Dann ist die Schnittmenge I = (", M; ebenfalls ein Herbrandmodell von I1.

Beweis. Angenommen jede Struktur 97; ist ein Herbrandmodell von IT, aber die Schnitt-
menge 9 = ), 9; ist keines. (Als Schnittmenge von Herbrandmodellen ist 91 aber eine
Herbrandstruktur.)

Dann gibt es eine Grundinstanz S¥ einer Klausel S € I1 fiir die 9t ¥ S49.
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Sei SY = (4 < By.....B,) furn > 0. Dannist B; € Mfiralle 1 < j < n (da M eine
Herbrandstruktur ist), aber 4 ¢ 9.

Da9t =), M. ist B; € M, fliralle] < j <nundi > 1.

Es ist M; E S fir alle M, da IT = S99 und nach Annahme 9, E I fiir alle 9t;. Dann
muss jedoch auch 4 € M; fiir alle 7 > 1 gelten.

Daraus folgt 4 € 91, im Widerspruch zur Annahme. QED

Korollar 5.22 Die Schnittmenge aller Herbrandmodelle eines Logikprogramms 11 ist
ebenfalls ein Herbrandmodell von T1.

Die Beschrankung auf Logikprogramme. d. h. auf Mengen definiter Hornklauseln, ist
hier wesentlich. Fiir Mengen I beliebiger Klauseln gilt im Allgemeinen nicht, dass die
Schnittmenge von Herbrandmodellen von I' ein Herbrandmodell von I ist. Zum Beispiel
ist sowohl 91, = {P(a)} als auch M, = {Q(a)} ein Herbrandmodell der Klauselmenge
I'={F P(a).Q(a)}, aber M; N M, = ) ist kein Herbrandmodell von T".

Definition 5.23 Sei IT ein Logikprogramm. Die Schnittmenge aller Herbrandmodelle
von IT heiBt kleinstes Herbrandmodell von TI und wird mit 9ty bezeichnet. (Das kleinste
Herbrandmodell wird auch Standardmodell genannt.)

Theorem 5.24 Sei Il ein Logikprogramm. Dann ist das kleinste Herbrandmodell My =
{A € Bn | I1 £ A}, wobei By die Herbrandbasis von 1 ist.

Beweis. Sei A € Byy. Dann gilt

MF A < TU{~4} ist unerfiillbar (siche Bemerkung nach Definition 2.17)

<= TI1U{—4} hat kein Herbrandmodell (Theorem 5.17)
<= fiir alle Herbrandmodelle 9t von IT gilt: M = 4
<— A€ M. QED

5.3 Korrektheit und Vollstindigkeit

Nun beweisen wird, dass SLD-Resolution korrekt und vollstdndig ist. Wir folgen dabei
im Wesentlichen der Beweisfithrung in Stirk (1990, 2000). Andere Beweise finden sich
z.B. in Doets (1994) und Apt (1997). wo auch einige wenige subtile Fehler des in Lloyd
(1993) gegebenen Vollstindigkeitsbeweises behoben sind.

Wir zeigen zunichst Korrektheit, d. h., dass alles, was per SLD-Resolution aus einem
Logikprogramm berechnet werden kann, logisch aus dem Programm folgt.

Theorem 5.25 (Korrektheit der SLD-Resolution)
Wenn 9 eine berechnete Antwortsubstitution fiir das Ziel G relativ zu einem Logikprogramm
I ist, dann gilt T1 £ M GY.

Beweis. Zunichst beweisen wir die folgende
BEHAUPTUNG. Sei (Gy, Gi,....Gy),{(S1,....Su), ($1....,9,) eine SLD-Ableitung von

Gy aus Il mit allgemeinsten Unifikatoren ¥, . ..,3,. Dann gilt:

Ik MG, = NGy ... 15,.

74

kleinstes
Herbrandmodell



Bewels. Wir zeigen, dass I1 F M Giy .y — MG;9; 4 fiir alle i < n.
Sei 901 eine Struktur und v eine Variablenbelegung, so dass

mEII und ME, NGjiq1.

Fir die SLD-Ableitung (Gy, Gy, ..., G,), (S1,....Su), ($1.....9,) von Gy aus I mit
allgemeinsten Unifikatoren ¥, ..., 9, gelte:

— G;ist von der Form <+ X;, 4;, Y;.

— S;y1 ist von der Form B; | < Z; |, und hat keine Variablen gemeinsam mit G; oder
Gyt ... 9.

— Gyyqist von der Form (« X;, Z; 1. Y:)9:i41.

— ;41 ist ein mgu von A; und B;, .

Dann folgt aus der Annahme 9 E, MG, fiir die Komponenten des Ziels G, 1:
ME, MX0i, ME, MNZi19i und M E, M Yidiq1.

Dall E MZiy 1941 — Biy19i41. gilt aufgrund der Annahme 90t E IT und mit 9 k&,
MZi10is1:

ME, Bir1Yi41.
Mit 4,941 = B 19,41 folgt

ME, 4;9;41.
Somit gilt M E, MG;¥;1: also mit M = IT und M =, MG, auch

MIE MG = NG9

fiir alle i < n. Daraus folgt die Behauptung. QED

Sei nun ¥ eine berechnete Antwortsubstitution fiir das Ziel G relativ zu einem Logikpro-
gramm IT; d. h., wirnehmen an, dass es eine erfolgreiche SLD-Ableitung (Gy, Gi. . . ., Gy),
(S1,....8u), (¥1,....,9,) von G = G relativ zu IT gibt mit allgemeinsten Unifikatoren
4. ....9,.s0dass GY = Gty ...7,.

Aufgrund der eben bewiesenen Behauptung gilt
Ik MG, = MGy ... 0,.

Da die SLD-Ableitung erfolgreich ist, muss G, die leere Klausel sein: es ist dann (vgl.
Definition 5.14 (iii))
NG, =T.

Damit gilt
ﬁ':T—>/X\G0’l91...’l9,, <~ ﬁ):/X\Go’ﬂl...’ﬂn daT— A4F A4;
— I EMNGY da GY = Gyt ...9,. QED

Nun beweisen wir Vollstindigkeit, d. h., dass alles, was aus einem Logikprogramm
logisch folgt, per SLD-Resolution berechnet werden kann. Dazu bendtigen wir den
Begriff des Implikationsbaums.
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Definition 5.26 Ein Implikationsbaum fiir ein Atom A beziiglich eines Logikprogramms
Il ist ein endlicher (nach unten verzweigender) Baum 7 von Atomen, der induktiv wie
folgt definiert ist:

(i) Die Wurzel von T ist das Atom 4.

(ii) Ist B ein Knotenin 7, undist B < Cj., ..., C,.fir n > 0, die Instanz einer Klausel
in IT, so sind die Nachfolgeknoten von B die Atome Cj., ..., C,.

Im Fall » = 0 handelt es sich um ein Faktum B <, und der Knoten B ist ein Blatt.

Die Anzahl der Knoten in 7 bezeichnen wir als Rang von T .

Da esuns im Wesentlichen darauf ankommen wird, dass ein Atom einen Implikationsbaum
von bestimmtem Rang hat, konnen wir auch die folgende Definition zugrunde legen.

Definition 5.27 (i) Ist B < ein Faktum aus IT und o eine Substitution, dann hat Bo
einen Implikationsbaum vom Rang 1.

(ii) Ist B < Cj...., C; eine Programmbklausel aus I1, und ist ¢ eine Substitution, so
dass C;o fiir 1 <i < k einen Implikationsbaum vom Rang n; hat, dann hat Bo
einen Implikationsbaum vom Rang ny + ...+ n; + 1.

Beispiel. Sei IT das folgende Logikprogramm:
S P(x.z) < Q(x.p). P(y.2)
Sy, P(x.x) +
S3. Q(Cl, b) —
(i) Dann ist z.B. P(d.d) ein Implikationsbaum fiir P(x, x)[x/d] beziglich IT vom
Rang 1.
(ii) Ein Implikationsbaum fiir P(x, z)[x/a, y/b, z/b] beziglich IT vom Rang 3 ist:

P(a.b)

PN

Q(a.b) P(b.b)

Das Atom Q(a. b) hat aufgrund von S; fiir die leere Substitution einen Implikati-
onsbaum vom Rang 1. Das Atom P(b, b) hat aufgrund von S, fiir die Substitution
[x/b] ebenfalls einen Implikationsbaum vom Rang 1. Aufgrund von S| hat P(a, b)
also einen Implikationsbaum vom Rang 3 (Substitution: [x/a, y/b, z/b]).

Die in einem Implikationsbaum vorkommenden Atome kénnen Variablen enthalten. Wir
gehen wie bisher davon aus, dass stets neue Variablen hinzugenommen werden konnen,
wir also nicht auf die Menge der im jeweils betrachteten Logikprogramm vorkommenden
Variablen beschriankt sind.

Definition 5.28 Es sei 2/} (fiir n € N) die Menge aller Ziele G der Form < A..... 4
mit der folgenden Eigenschaft: Es gibt n;, ..., n; € N, so dass
(i) A; (fir 1 <i < k) einen Implikationsbaum beziiglich IT vom Rang #; hat;

(i) m+...+m <n.
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Das heil3t, ein Ziel G ist Element von 2] genau dann, wenn alle Atome in G Implika-
tionsbaume beziiglich IT haben, so dass die Summe der Ringe aller dieser Implikati-
onsbdume < # ist.

Folgerung 5.29 Wenn ein Ziel < X, A, Y Element von 271" ist, dann gibt es eine Klausel
B < Z in Il und eine Substitution o, so dass A = Bo, und das Ziel < X, Zo, Y Element
von 2] ist.

Lemma 5.30 WennTl E A fiir ein Atom A, dann hat A einen Implikationsbaum beziiglich T1.

Beweis. Wir gehen wie folgt vor: (1) Wir definieren eine Termstruktur 9t = (M, Z), und
zeigen, (2) dass 9t ein Modell von I1 ist. Eine Termstruktur unterscheidet sich von einer
Herbrandstruktur dadurch, dass M nicht auf das Herbranduniversum U beschriankt
ist, sondern alle Terme einschlieBlich Variablen beinhaltet. (3) Dann zeigen wir, dass
Ao genau dann einen Implikationsbaum beziiglich IT hat, wenn A4 in 901 unter einer
bestimmten Variablenbelegung giiltig ist. (4) Mit der Annahme IT F 4 folgt dann, dass
A einen Implikationsbaum beziiglich IT hat.

(1) Die Termstruktur 9 = (M, Z) definieren wir wie folgt:
(i) Essei M die Menge aller Terme (einschlieBlich Variablen).

(ii) Fiur n-stellige Funktionszeichen f und Terme f;.....1, € M sei
()t ... ty) = f(t1.. . t).
(iii) Fur n-stellige Relationszeichen R und Terme ¢1..... 1, € M sei
(t1,....t,) € Z(R) <= R(ty,...,t,) hat einen Implikationsbaum beziiglich IT.

(2) Sei v eine Variablenbelegung in 90t und ¢ die Substitution [x1/v(x1), ..., x,/v(x,)].
Als Verallgemeinerung von Lemma 5.11 (Beweis analog) gilt: Ist # ein Term mit
FV(t) C {x1.....x,}. dann gilt []™ = to.

Fir Atome 4 mit FV(A4) C {xy,..., x,} gilt damit:
ME, A < Ao hat einen Implikationsbaum beziiglich IT. (%)

Seinun S = (B «+ Ci,..., C;) eine Klausel in [T mit FV(S) C {x1,..., x,}. Wir zeigen
ME, (Cl/\.../\Ck)—>B.

Angenommen, M =, C; A ... A Ci. Dann folgt mit (x), dass jedes Cio (fiir 1 <i < k)
einen Implikationsbaum hat. Damit hat auch Bo einen Implikationsbaum, und es gilt
ME, B.

Da die Variablenbelegung v beliebig war, gilt I S:und da S € I beliebig war, gilt
M E I

(3) Seinun I E 4. Dann gilt insbesondere fiir die identische Variablenbelegung v, mit
v, (x) = x fur alle Variablen x: M &, A. Die entsprechende Substitution ¢ ist dann die
leere Substitution ¢, also Ao = A¢ = A.

(4) Aus (%) folgt, dass 4 einen Implikationsbaum beziiglich IT hat. QED

Es gilt auch die umgekehrte Richtung: Falls das Atom A einen Implikationsbaum beziiglich
I1 hat, dann gilt T1 E A. Wir benétigen jedoch nur die eben bewiesene Richtung.
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Das folgende Liftinglemma garantiert, dass stets allgemeinste Ziele abgeleitet werden
konnen, sofern liberhaupt ein Ziel abgeleitet werden kann. Es sagt im Wesentlichen aus,
dass wir die Ableitung eines Ziels G/, aus einem Ziel G/ mit Inputklausel S/, und
mgu 9/, | zu einer Ableitung liften konnen, bei der eine Verallgemeinerung G;.; des
Ziels G/, aus Verallgemeinerungen G; und S, von G; bzw. S/, | mit einem mgu 9;
abgeleitet werden kann. Betrachtet man zwei SLD-Resolutionsschritte

G; Sit1
| \ / : Schritt 2
; |
i+1 Lifting
G : St E
\ ; % Schritt 1
G! i+1
i+l

so bedeutet dies, dass wir Schritt 1 zu Schritt 2 liften konnen, dessen Klauseln allgemeiner
(gestrichelte Pfeile) als die von Schritt 1 sind.

Lemma 5.31 (Lifting)

(i) Sei G das Ziel < A, X, und sei S die Klausel B < Z.

(ii) Seien o und t zwei Substitutionen, so dass Ac = Br.

(iii) Sei B’ <— Z' eine Variante von S, die mit G keine Variablen gemeinsam hat.

Dann sind A und B’ unifizierbar mit allgemeinstem Unifikator 9, und es gibt eine Substitution
a’, so dass (+ X, Z'")9¢’ = («+ Xo, Z7).

(Mit anderen Worten: Wenn G = (< A, X), S = (B < Z) und Ac = Bz, dann ist
+— Xa, Z7 eine Instanz jeder Resolvente von G mit einer Variante von S, welche keine
Variablen mit G gemeinsam hat.)

Beweis. Da B’ + Z’ eine Variante von S ist, gibt es eine Substitution #, so dass
(B'+Z")n=(B+ Z).
Sei die Substitution p = ¢ | FV(G) U (y7) | FV(B’ < Z'). Dann ist

Ap = Ao = Bt = (B'y)t = B'p.

Die Substitution p ist also ein Unifikator von 4 und B’.
Sei nun ¥ ein allgemeinster Unifikator von 4 und B’. Dann gibt es eine Substitution o”,
so dass Y6’ = p. Somit ist
X9c' = Xp = Xo und Z'%' =Z'p = Z'yt = Zn.
Also ist («+ X, Z' )90’ = (+ Xo, Z1). QED

Lemma 5.32 (Konstruktion einer erfolgreichen SL.D-Ableitung)

Sei R eine Auswahlfunktion. Wenn Ga € 2}, dann gibt es eine erfolgreiche SLD-Ableitung
der Linge n fiir G aus 1 gemdfs R mit einer berechneten Antwortsubstitution ¥, so dass
GV allgemeiner ist als Go, es also eine Substitution T gibt mit Gt = Go.

Beweis. Sei Goo € Z{]. Per Induktion nach i < n konstruieren wir jetzt eine SLD-
Ableitung (Gy, G1,....G), (S1.....S:), (¥1,....9;) gemdB R und eine Folge von Sub-
stitutionen oy, g1, . . ., 0;, so dass gilt:
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(1) Go’l91 .. .19,'0',' = G()O';
(i) Gioi € 257"
Fir i = 0 setzen wir g == o.

Seinun 0 < i < n. Wir verwenden als Induktionsannahme, dass eine SLD-Ableitung und
eine Folge von Substitutionen mit den Eigenschaften (i) und (ii) schon bis i konstruiert
wurden.

Ist G; die leere Klausel, so ist die SLD-Ableitung erfolgreich, und wir sind fertig.

Andernfalls hat G; die Form < X, 4, Y. Wir nehmen an, dass R (basierend auf der
bereits konstruierten SLD-Ableitung) im Ziel G; das Atom 4 auswahlt.

Da Go; € 277", gibt es nach Folgerung 5.29 eine Klausel B «+ Z in IT und eine
Substitution 7, so dass Ao; = Bt und (+— Xo;, Z7, Yo,) € Qfﬁ_(”l).

Sei B’ « Z’ eine Variante von B + Z. die mit G; oder Gy¥; ...9; keine Variablen
gemeinsam hat.

Aufgrund des Liftinglemmas (Lemma 5.31) sind 4 und B’ unifizierbar.

Sei ;41 ein mgu von 4 und B’ und G;, | := («+ X, Z’. Y)¥,,1. Dann erhalten wir mit
dem Liftinglemma eine Substitution o;. 1, so dass gilt:

(i) G()191 . '19i'l9i+10'i+1 = Goﬂ] . .’19,‘(7,‘ = G()O';
(i) Git10ie1 = (& X. Z', Y)Ois10:11 = (+ Xoy, Zz. Yo;) € 2 00,
Damit haben wir die Ableitung um einen SLD-Resolutionsschritt verldngert.

Fiir i = n gilt dann schlieBlich G,0, € Qpﬁ] Dann kann G, aber nur die leere Klausel
sein, da jede andere Zielklausel Rang > 0 hat. Wir haben somit eine erfolgreiche
SLD-Ableitung konstruiert. QED

Theorem 5.33 (Vollstiindigkeit der SLB—Resolution)

Sei R eine Auswahlfunktion. Wenn I1 E MGao, dann gibt es eine erfolgreiche SLD-
Ableitung von G aus T1 gemdfs R mit einer berechneten Antwortsubstitution ¥, so dass G
allgemeiner ist als Ga, es also eine Substitution t gibt mit G¥t = Go.

Beweis. Angenommen I1 F /\Go.

Mit Lemma 5.30 folgt. dass Ao fiir jedes Atom A4 in G einen Implikationsbaum beziiglich
IT hat.

Daher gibt es ein n € N, so dass Go € Z{].

Damitistdie Annahme Go € 2] in Lemma 5.32 erfiillt, und wir erhalten eine erfolgreiche
SLD-Ableitung mit den gewiinschten Eigenschaften. QED

Korollar 5.34 Das Standardmodell eines Logikprogramms I1 mit Herbrandbasis B o kann
damit durch die Menge

{4 € By | es gibt eine erfolgreiche SLD-Ableitung fiir A aus I1}
angegeben werden.
Da die Auswahlfunktion fiir die Auswahl des Atoms in der jeweils aktuellen Zielklausel

im Vollstdndigkeitssatz beliebig ist, bleibt Vollstindigkeit fiir jede bestimmte verwendete
Auswahlfunktion bestehen.
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Hingegen kann die Auswahlstrategie fiir die Wahl einer Programmklausel fiir das
ausgewahlte Atom zum Verlust der Vollstindigkeit in dem Sinne fiihren, dass es zwar
eine erfolgreiche SLD-Ableitung gibt, diese aber nicht gefunden wird.

Zum Beispiel wahlt Prolog die Programmbklauseln in derselben Reihenfolge wie sie im
Programm stehen. Fiir das aus den beiden Klauseln

Si. P(a) < P(a)
Ss. P(a)e

bestehende Programm IT gilt dann: P(a) folgt logisch aus I1. d. h. IT £ P(a). aber Prolog
findet keine erfolgreiche SLD-Ableitung fiir das Ziel < P(a). Prolog wendet nur die
Klausel S, aber nie die Klausel S; an. Doch nur mit S, kann die leere Klausel abgeleitet
werden.

Dies ist kein Widerspruch zum Vollstdndigkeitssatz, da dieser ja nur eine Aussage liber
die Existenz einer erfolgreichen SLD-Ableitung macht, jedoch nichts dariiber sagt, ob
diese auch in jedem Fall gefunden wird.
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