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Vorwort

Die Vorlesung ,, Formale Sprachen und Berechenbarkeit® wurde von mir bisher dreimal
an der Universitat Tiibingen gehalten. Das vorliegende Skript wurde von Reinhard Katz-
mann im Wintersemester 1992/93 angefertigt. Eine Revision und Erweiterung erfolgte im
Wintersemester 2003/04 mit der Hilfe von Stefan Laible.

Die Vorlesung hat an vielen Stellen, ohne daf dies jeweils im einzelnen angegeben ist, Ma-
terialien aus anderen Quellen aufbereitet und verwendet: im Teil iiber formale Sprachen
inbesondere den Klassiker von Hopcroft & Ullman (1990) sowie die Vorlesungsskripten von
Riidiger Loos (1989) und Klaus Schulz (1991), im Teil {iber Berechenbarkeit vor allem die
ebenfalls klassischen Lehrbiicher von Boolos & Jeffrey (1989), Hermes (1978) und Lewis &
Papadimitriou (1981). Im letzten Jahrzehnt hat sich die Anzahl der Lehrbiicher zum The-
mengebiet der Vorlesung enorm vergroflert. Einige dieser Lehrbiicher, die ich zum Studium
empfehle, sind im Literaturverzeichnis vermerkt.

Ich danke meinen Horerinnen und Hérern fiir zahlreiche Verbesserungsvorschliage, die in
diese Revision eigegangen sind. Namentlich erwdhnen mochte ich dabei René Gazzari und
Ingmar Schuster. Besonderer Dank gebiihrt Reinhard Katzmann und Stefan Laible fiir ihr
grofles Engagement bei der Erstellung bzw. Revision des Skripts.

Peter Schroeder-Heister
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Teil I: Formale Sprachen

1 Grundlagen

Formale Sprachen sind Mengen von Zeichenketten. In der Theorie der formalen Sprachen,
deren elementare Grundlagen in Kapitel 1-9 dargestellt werden interessiert man sich fiir
Methoden, Sprachen zu erkennen oder zu erzeugen.

Definition 1.1 (Alphabet, Wort, Linge, Sprache)

Ein Alphabet ist eine nichtleere endliche Menge von Objekten. Diese Objekte werden
,Zeichen* genannt. Variablen: ¥ fiir Alphabete, a,b,c,d,e fiir Zeichen.

Ein n-Tupel (ay,. .. ,a,) von Zeichen eines Alphabets ¥ heifit Wort oder Zeichenreihe {iber
Y. Als Grenzfall (n = 0) lassen wir das leere Wort ¢ zu. Variablen fiir Worter: u, v, w, x, y, z.

Ist w das Wort (ay,...,a,), dann heifit n die Léange von w (Notation: |w|). Das leere Wort
hat die Lange 0.

Ist w das Wort (aq,...,a,), dann sei (w); fir 1 < ¢ < n das Zeichen a;, d.h. die i-te
Komponente von w. [Bsp.: ((a,n,t,0,n))s=t] Wir identifizieren das Wort (@) mit dem Zeichen
a.

3" bezeichnet die Menge der Worter der Léange n
3* bezeichnet die Menge aller Worter iiber X

neN
5T =3"\{e}

Jede Teilmenge von ¥* heifit Sprache iiber ¥. (Variable fiir Sprachen: L)

Definition 1.2 (Komposition)

Sind u und v die Wérter (ay,. . .,a,) und (by,...,b,), dann sei u o v das Wort
(a1, .. ,an,b1,...,by). Insbesondere sei € ou = uoe = u. Statt u o v schreibt man meist uv.

Bemerkungen (Schreibweisen):

1. Da o offensichtlich assoziativ ist, ist uvw und wqus ... u, erklért.

2. Durch die Identifizierung von a mit (a) sind auch Schreibweisen wie uaxb erklart.
Insbesondere kénnen wir ein Wort (ay,...,a,) als ajas . .. a, schreiben.

3. (X*,0) ist eine Halbgruppe, (3* o,¢) ist ein Monoid (Halbgruppe mit neutralem
Element)
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Definition 1.3 (Operationen auf Wortern)

u heiit Teilwort von v, falls v sich als xuy schreiben 1a8t. u heifit dabei echtes Teilwort von
v, falls nicht x =y = ¢.

u heifit Préfix von v, falls v sich als ux schreiben 148t. u heifit dabei echtes Préfix von v,
falls x # €.

u heifit Suffix von v, falls v sich als xu schreiben 148t. u heifit dabei echtes Suffix von v,
falls © # €.

Die Umkehrung u® von u ist wie folgt definiert:
et=¢  (wa)? = aw®

u heifit Palindrom, falls v = u®

u™ bedeutet w...u, d.h. formal u° = ¢, u"*! = v

n—mal

Definition 1.4 (Operationen auf Sprachen)

Ly o Ly := {wjwy|w; € Ly und we € Ly} (Verkettung, auch Ly Ly geschrieben)
L"=L...L,dh. formal: L° := {e}. L"™! := L"L (Potenzierung)
—

n—mal

L*:= |J L' (Kleene-Stern)
ieN

Lt :=L*"\{e}

Beispiel:

L: alle 0-Folgen 0...0
Ly: alle 1-Folgen 1...1

Ly o Ly: alle Folgen 0...01...1
(Ly U Lg)*: Alle Folgen 0...01...1...0...01...1, darunter z.B.
00111010000011

Bemerkungen:

1. Die iiblichen mengentheoretischen Operationen (L; U Lo, Ly N Ls, Li\Ls) sind
natiirlich auch definiert.

2. Aufgefafit als Menge aller Worter der Lénge 1 ist 3 eine Sprache iiber 32, d.h. ¥ C ¥*,
Y* im Sinne von Definition 1.4 stimmt dann mit >* im Sinne von Definition 1.1
uberein.
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3. Es gelten verschiedene Gesetze iiber die Operationen auf Sprachen, z.B.

Llo(LQULg) = (LloLg)U(LloLg)
L*oL*=1L~

Lo{e}={e}oLlL =1L
Lo=0oL =0

4. Die Menge aller Sprachen iiber X ist iiberabzéhlbar. Die Menge aller Worter {iber
Y. jedoch abzéhlbar. Man kann also nicht jede Sprache iiber ¥ durch ein Wort iiber
einem festem Alphabet 3’ charakterisieren. Bei einer bestimmten Teilklasse von Spra-
chen, den reguldren Sprachen, ist dies jedoch moglich (siehe Kapitel 3).



2 Endliche Automaten

Automaten sind Modelle fiir Verfahren, die Zugehorigkeit gegebener Zeichenketten (Einga-
beworter) zu einer Sprache festzustellen. Die Bezeichnung ,, Automat* deutet an, daf man
auch an die Realisierung solcher Verfahren durch konkrete Maschinen denkt. Die theore-
tischen Uberlegungen sind jedoch von solchen Realisierungen unabhingig. Endliche Auto-
maten lassen sich realisieren, kompliziertere Automaten jedoch nur mit Einschrankungen.
Insofern sind Automaten ideale Maschinen.

Idee: Ein endlicher Automat liest in einem bestimmten Zustand ¢ ein Eingabezeichen a,
und geht dann in Abhédngigkeit vom gelesenen Zeichen in einen neuen Zustand ¢’ iiber.

lalalblclal]

OO

Beispiel:

Zusténde, die Automat annehmen kann: qi, ¢2, g3, g4
Eingabealphabet: {a, b}

Ubergangsfunktion:
a b
q1 | 92 44
q2 | 92 43
g3 | 94 (g3
s | 94 44

10
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ala | b

b

b

&: f a ) ‘b\w} b
O On OO 0S0

b |a b

a

Eingabe

/b( f a \ Vb\
()= =(@) (@)

Definition 2.1 (Deterministischer endlicher Automat)

11

Ein deterministischer endlicher Automat (DEA) A iiber dem Alphabet ¥ ist ein Quintupel

(@Q,%,0,s,F), wobei

() : nichtleere endliche Menge von Zustanden

§:Q x ¥ — Q (Ubergangsfunktion)

s: s € (@ Startzustand

F C @Q : ausgezeichnete Final- oder Endzustédnde

Beispiel:

Q= {Q17Q2,Q37C]4}
Y ={a,b}

§ siche Matrix oben (Tabelle Ubergangsfunktion)

S=aq
F:{Q3}

Zustandsdiagramm:

Der linke, zu ¢; fiihrende Pfeil charakterisiert ¢; als Startzustand. Endzusténde erhalten

Doppelringe.
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Definition 2.2 (Konfiguration, Akzeptanz)

Ein Element von @ x ¥* heifit Konfiguration von A. Der sich aus einer Konfiguration (g, w)
ergebende Endzustand ¢’ ist durch eine Antwortfunktion 6* : Q x ¥* — () gegeben, die
wie folgt definiert ist:

0*(¢,€) = ¢

6*(q, wa) = 6(6*(q, w), a)

A akzeptiert w, falls 6*(s,w) € F'.
A verwirft w, falls 0*(s,w) & F

Die von A akzeptierte Sprache L(.A) ist die Menge aller von A akzeptierten Worter. Intuitiv
ist bei einer Konfiguration (¢, w) g der gegenwértige Zustand des Automaten und w das
noch zu lesende (Teil-)Wort. §*(g, w) ist der Zustand, der von (g, w) aus erreicht wird nach
vollstéandiger Lektiire von w.

Beispiele fiir DEAen, notiert als Graphen:

Y ={a,b}
L(A) = {ab" : n > 0}

Y ={a,b}
L(A) = {a™™ :n,m > 0}

Bemerkung zur Notation von DEAen als Graphen:

Da 6(q,a) fir jedes ¢ € @ und jedes a € ¥ definiert ist, mul an sich aus jedem ¢ fiir
jedes a ein mit a markierter Pfeil herausfithren. Wenn in der Notation von A an einer oder
mehreren Stellen ein solcher Pfeil fehlt, ist das als Abkiirzung fiir einen Automaten A’ wie
folgt verstanden:
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NIV,
10

Hier ist ¢ ein nicht in A vorkommender , toter® Zustand, in den alle in A , fehlenden® Pfeile
hineinfiihren.

Dies ist als informelle Konvention zu verstehen, die dann greift, wenn man nur die Gra-
phennotation verwendet und nicht schon von vornherein definitiv durch Angabe eines Quin-
tupels festgelegt hat, welche Zusténde der Automat umfafit. Die Konvention liefle sich auch
formal explizieren, wenn man die Ubergangsfunktion ¢ eines Automaten nicht als totale,
sondern als partielle (d.h. nicht iiberall definierte) Funktion auffafit. Dann wére A" der zu
einem Automaten mir partieller Ubergangsfunktion gehorende gleichwertige Automat mit
totaler Ubergangsfunktion.

\

Definition 2.3 (DEA-Akzeptierbarkeit)

Eine Sprache L heifit DEA-akzeptierbar, wenn es einen DEA A gibt | so dafl L = L(A).

Bemerkung (Eindeutigkeit):

A ist nicht eindeutig, wie folgendes Beispiel zeigt:

Sei L Sprache iiber Y.
Sei ¥ D ¥. Dann gilt:
Es gibt DEA A iiber ¥ mit L = L(A) g.d.w. es A" iiber ¥’ mit L = L(A") gibt.

Definition 2.4 (Aquivalenz und Erreichbarkeit)

Zwei Zustinde ¢; und gy eines DEA A = (Q, X, 6, s, F') heiflen dquivalent, falls gilt, daB
{w:0*(q1,w) € F} ={w: 6" (g, w) € F}.

Der Zustand ¢o heifit von ¢; aus erreichbar, falls es w € ¥ gibt, so dafl 6*(¢1, w) = go.
Der Zustand ¢ heif3t erreichbar, falls ¢ von s aus erreichbar ist.

A heifit reduziert, falls jeder Zustand aus ) erreichbar ist und keine zwei Zusténde dqui-
valent sind.

Zwei DEAen A; und A; heilen dquivalent, falls L(A;) = L(Asz)
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Lemma 2.5

Zu jedem DEA A gibt es einen dquivalenten reduzierten DEA A’.

Beweis:

Sei A = (Q,%,4,s,F)

1. Seien @ die erreichbaren, Qo = Q\Q die nicht erreichbaren Zustéinde von A. Dann
gibt es keinen Ubergang von @ nach Q. Wir konnen also (2 mit allen davon aus-
gehenden Ubergéngen streichen, d.h. (@1, %, 0|, xs, s, F'N Q1) ist mit A dquivalent.

2. Falls ¢; und ¢y dquivalent, eliminieren wir g und setzen
8 (q,a) = ¢ falls §(q,a) = o,
8'|Q\{gz}xx = ¢ sonst.
Dann gilt:
(Q\{q2}, 2,8, s, F\{q2}) ist mit A dquivalent.

Falls s einer der beiden dquivalenten Zusténde ist, haben wir 0.B.d.A. angenommen,
daB es sich um ¢; handelt, der von s verschiedene Zustand also gestrichen wird.

Da es nur endlich viele Zusténde gibt, kann man so durch iterierte Anwendung von 1. und
2. alle Paare dquivalenter Zustédnde eliminieren.

Beispiel:
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Anderes Beispiel:

¢4 nicht mehr erreichbar nach Elimination von ¢

Der Beweis des Lemmas liefert keinen Algorithmus, da nicht gesagt ist, wie man die
Aquivalenz von Zustinden feststellen kann. Einen Algorithmus liefert folgendes Verfahren
zur Konstruktion eines Aquivalenzklassenautomaten durch Definition sukzessiv verfeinerter
Aquivalenzrelationen.

Definition 2.6 (Aquivalenzklassenautomat)

Gegeben sei ein DEA A = (Q, %, 4, s, F'). Wir nehmen an, dafl A keine nichterreichbaren
Zustande enthélt (d.h. daB diese in einem ersten Schritt eliminiert worden sind).

Eine Folge sukzessiv verfeinerter Aquivalenzrelationen auf Q ist wie folgt definiert:
gr~oq gdw. geF&s ¢ eF
q~ni1 ¢ gdw. g ~, ¢ und fir allea € ¥ : §(q,a) ~, (¢, a)

Die Aquivalenzrelation ~ sei die feinste so erhaltene Aquivalenzrelation:
qg~q g.dw. q~, ¢ fir das kleinste n mit ~, = ~, 1.

Da es nur endlich viele Zustéande gibt, ist ~ wohldefiniert. Da offenbar aus ~,, =~,, . folgt:
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~p =~ fiir beliebiges k > 1, ist ~ in der T_z}t die feinste erhaltene Aquivalenzrelation.
Sei [¢] die zu einem Zustand ¢ € @ gek}vtirende Aquivalenzklasse beziiglich ~. Dann ist der
Aquivcilenzklassenautomat A=1{(Q,%,0,s, F) wie folgt definiert:

Q=Q/~

3(lgl; @) = [6(g; )]

5 = [s]

F={lg]:q€F}

Lemma 2.7

A ist ein zu A aquivalenter reduzierter DEA.

Beweis:

1. A ist wohldefiniert als DEA, d.h. g([q], a) ist unabhéngig von der Auswahl des Re-
prasentanten ¢ des ersten Arguments, d.h.
q~q =0d(q,a) ~ (¢, a)
Sei ~, =~y
Dann gilt:
q~q = qrnd
= g~ q
<~ 04(q,b) ~, 0(¢,b) fiir alleb € ¥
< d(q,a) ~0(q;a)

2. .»2( ist reduziert.

a) Nach Voraussetzung ist jeder Zustand von A und damit auch jeder Zustand von
A erreichbar.

b) Keine zwei Zustande von A sind dquivalent:
Wir benutzen als leicht beweisbare Hilfssdtze:

®: q~,q gdw. ¢gund ¢ sind in A durch Worter der Linge < n nicht unter-
scheidbar, d.h. (Vw mit |w| <n) §*(q,w) € F & §*(¢',w) € F

@ : 0*(lg,w) = [*(¢,w)]
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Aus ® ergibt sich:

g~ ¢ g.dw. qund ¢ sind dquivalente Zustinde von A.

Aus ®® ergibt sich:
g und ¢’ sind dquivalente Zustande von A

g.d.w. [¢] und [¢] sind dquivalente Zusténde von A.

Aus diesen beiden Resultaten ergibt sich sofort:
[¢] und [¢'] sind Aquivalente Zusténde von A g.d.w. [¢]

Anwendung auf das vorige Beispiel:

J

q1
q2
qs
q4
ds
de

0

q2
q1
gs
qs
ds
de

1

q3
g4
de
de
de
de

S=q
F={q,q.q}

. Aquivalenzklassen {q1, ¢2,¢5} [= Q\F]

{63, qu, 45} [= F

QG Vv
qi~1Gs % 0(q1,1) = q3 =0 g6 = 6(gs, 1)
q3~1qs: v
q3~1qs v

Aquivalenzklassen {1,902}, {96}, {a3, 1, G5}

S~ QY

Damit ist ~] = Vg, d.h. ~= ~1.

Aquivalenzklassenautomat:

J

0 1

{6117(]2}

{CI6}

{Q?n qa, q5}

{91, Q2} {Q3, 44, Q5}
{%} {CIG}

{a3, 4,05} {as}

§ = {C]1,Q2}
F= {{(13,Q4,Q5}}

')

17
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Das Verfahren der sukzessiven Verfeinerung von Aquivalenzklassen liit sich auch so be-
schreiben: Bei jedem Schritt werden Paare (¢;, ¢;) von Zusténden als nicht-dquivalent ver-
worfen, und zwar so lange, bis sich nichts mehr &dndert. Fiir alle verbleibenden Paare (g, ¢)
gilt dann g ~ ¢'. Dies 1a8t sich leicht in Form einer (symmetrischen) Matrix veranschau-
lichen, in der schrittweise fiir nichtéquivalente Zusténde ¢; und g; das Feld (7, j) markiert
wird.

Man verwechsle die Konstruktion des Aquivalenzklassenautomaten nicht mit derjenigen des
Potenzmengenautomaten bei der Konstruktion eines deterministischen aus einem nichtde-
terministischen endlichen Automaten (siche Theorem 2.9). Beim Aquivalenzklassenautoma-

ten bedeutet 6(M,a) = M’ nicht, dal 6(M,a) = M.

Nichtdeterministische endliche Automaten (NDEA)

Motivation durch 2 Beispiele:
Beispiel 1:
Y ={a,b}.

Es sollen alle Worter der Form ...ab. .. oder...ba... akzeptiert werden, d.h. die Sprachen
{uabv : u,v € ¥*} U {ubav : u,v € ¥*}

a,b ()" ) Dad
' a

Beispiel 2:  {uabv} U {bu}

a,b

Dies ist ein Automat, in dem ¢; und ¢, alternative Startzusténde sind.




2 ENDLICHE AUTOMATEN 19

Definition 2.8 (NDEA)

Ein NDEA ist ein Quintupel A = (Q, X%, 4,5, F') wobei @, %, F' wie bei DEAen definiert
sind, S ist eine Menge ausgezeichneter Startzustinde und 6 : Q@ x X — P(Q).

Die Antwortfunktion 6* : @ x £* — P(Q) ist wie folgt definiert:
0"(q,¢) = {4}

0*(q, wa) = Uq/ea*(q,w) (¢, a)

A akzeptiert w, falls (J g 0" (s, w) N F # 0.

L(A) ist die Menge der von A akzeptierten Worter.

Bemerkung (Besonderheiten von NDEAen):

1. Intuitiv: Ein NDEA A akzeptiert w, wenn man aus einem ausgezeichnetem Start-
zustand einen ausgezeichneten Endzustand erreichen kann bei Lektiire von w und
geeigneter Wahl der bei jedem Zeichen anstehenden Alternativen.

2. Ein DEA A = (Q,%,4,s, F) kann als NDEA A" = (Q, %, d, S, F) aufgefait werden
mit S = {s};d(q,a) = {d(q,a)}. Offenbar gilt: L(A) = L(A)

3. (q,a) = 0 ist moglich bei NDEAen.

4. Manche Autoren erlauben e-Uberginge (6(g,€) = ...) oder das Konsumieren ganzer
Worter in einem Schritt (6(q,w) = ...). Bei uns ist das nicht definiert.

Theorem 2.9 (Aquivalenz DEA - NDEA)

Fiir jede Sprache L gilt: L ist DEA-akzeptabel g.d.w. L. NDEA-akzeptabel ist, d.h.:
Zu jedem DEA A 1a8t sich ein NDEA A’ konstruieren, so da§ L(A) = L(A").

Zu jedem NDEA A 148t sich ein DEA A konstruieren, so daf L(A) = L(A).

Beweis:
,=: siche Bemerkung 2 hinter Definition 2.8

,<=“ Sei NDEA A= (Q,X%,4,s, F) gegeben.

Wir konstruieren DEA A = (Q, 3,4, 3, F) mit L(A) = L(A).
=%  Q=PQ =S5

F={q:qeQNgNF #0}
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0(¢,a) = Uyeq0(¢, a)
w e L(A)gdw. U,cq 0" (s,w)NF #0
g.dw. 5*(S,w)NF #0 Lemma 2.10 (unten)
g.d.w. 6*(5,w) € F (Definition von F)

g.dw. we L(A)

Statt des NDEA {iber @) betrachtet man also einen DEA iiber der Potenzmenge P(Q).
Man fafit so die Menge der Zustande, in die ein nichtdeterministischer Automat iibergehen
kann, als den deterministisch nichsten Zustand auf.

Lemma 2.10

5(30) = Uyeg (0, 0)

Beweis: Durch Induktion iiber Wortlange
LA g*@, £)=¢q= quaé*(q, £)

1.S.: 6%(q, wa) =0(5*(§,w),a) N
=Uycs+ (5w 0(¢'s @) (Def. von 0)

:Uq’queﬁ*(q,W) d(¢',a) (L.V. bzgl. w)
—Ues U 9(d0)
g’E(S*(q,w)
5*(qwa)

(Def. von §*)

Beispiel:
Y ={a,b}
a,b

L(A) = {wab : w € ¥*}
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J

a b
0 0 0
{a} o, b {a}
{2} 0 {as}
{QS} 0 0

{611,Q2} {Q1,CI2} {CI1,Q3}
{CI17Q3} {91,612} {Ch}
{g2,q5} 0 {as}
{01, @2, 0} | {q1. 2} {ar, a3}

{Ch}

({a1, %2 a3} )

{a2, 43} d b {a3} ) o0 >@Q a,b

Reduziert (ergibt sich durch Streichen nichterreichbarer Zusténde):

Oaﬂb

Lemma 2.11

Zu jedem NDEA A = (Q,%,6, 5, F) gibt es einen dquivalenten NDEA
A =(Q',%,0,5, F'), so daf gilt:

a) |9 =1,dh. 8 = {5} fiir ein ' € Q

b) s’ & ' (q,a) fiir alle g € Q',a € ¥, d.h. in s fithren keine Ubergiéinge hinein.



22

TEIL I: FORMALE SPRACHEN

—>
A soll also so aussehen: —( : )—»

Beweis:

A’ sei wie folgt definiert:
Q' = QU {s'} fur neues ¢
S = {5}

§'(s',a) := U ,cq0(s,a), sonst: §'(q,a) = 0(q,a)
F':= FU{s'}, falls SN F # (; sonst: F' := F

a) und b) sind offenbar erfiillt. Es ist noch zu zeigen, dafi A und A" dquivalent sind.

Es gilt: §*(s',e) =s' € ' & SNF # 0 < |
dh:ee L(A) < e e L(A)

ses

Zeigen noch: ® : §*(s',w) = J,eq 0" (s,w) fiir w # €
Mit s" & 6*(s',w) ergibt sich daraus & *(s',w) N F' = |J

SES

5*(s,e) N F 40,

0*(s,w) N F fiir alle w # ¢, d.h.

zusammen mit ¢ € L(A') < ¢ € L(A) die Aquivalenz von A und A'.

Beweis von ®: Induktion iiber Lénge von w.

Fiir w = a folgt die Behauptung aus der Definition von ¢'.

8 (s wa) = U 8 (q,a)

qe8’* (s ;w)

LY. U @

qusGS o* (va)

= U e

9€Ues 0% (s,w)

= U U (S(Clv CL)

s€S ged* (s,w)

= U 0" (s, wa)

seS

Bemerkung: Diese Argumentation gilt auch fiir DEAen.
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Lemma 2.12

Zu jedem NDEA A = (Q,X%,6, 5, F) gibt es einen
NDEA A" = (@', %, ,5", F') so dafB} gilt:
a) |[F'|=1,dh F'' ={f'} furein f' € ¢
b) §(f,a) =0 fir alle @ € ¥, d.h. aus f’ fithren keine Ubergiéinge heraus.

¢) L(A) = L(A)\{e}, d.h. A und A’ sind &dquivalent bis auf die Akzeptanz des leeren

Wortes.
Beweis:
Q =QU{f'} f neu
S =9

8 (q,a) :=90(q,a) U{f'} falls 6(q,a) NF £
8 (q,a) :=d(q,a) sonst
P {f)

Rest des Beweises 1lauft ahnlich wie Beweis zu Lemma 2.11

Bemerkungen:

1. 0*(s,e) € F = s € F fir s € S. Jedoch: s ¢ F'.

2. Fiir DEAen gilt das Lemma nicht.

Definition 2.13 (Normalisierter NDEA)

Ein NDEA heifit normalisiert, falls er genau einen ausgezeichneten Anfangszustand hat,
in den kein Ubergang hineinfiihrt, und genau einen ausgezeichneten Endzustand, aus dem
kein Ubergang herausfiihrt.

Lemma 2.14 (Normalisierung fiir NDEA)

Zu jedem NDEA A gibt es einen NDEA A’; der normalisiert ist, wobei A’ bis auf hochstens
das leere Wort dquivalent zu A ist, d.h. L(A") = L(A)\{e}.
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Beweis: Folgt aus Lemma 2.11 und 2.12

Schema eines normalisierten NDEA:
S| A | @

Lemma 2.15

Seien A; und As; NDEAen iiber ¥, jedoch mit disjunkten Zustandsmengen. In jedem der
folgenden Félle gibt es einen NDEA A mit der gewiinschten Eigenschaft.

D.h. die Menge der NDEA-akzeptierbaren Sprachen ist abgeschlossen unter U,\,N,o,x*.

Bemerkung: Wegen Theorem 2.9 gilt die Behauptung natiirlich auch fiir DEAen. D.h.
die Menge der DEA-akzeptierbaren Sprachen ist ebenfalls abgeschlossen unter den genann-
ten Operationen.

Beweis:

a) Sei A; = (Q1,%, 01,51, F1)
AQ — <Q272752a527F2>
Wir definieren: .A = <Q1 U QQ, E, (51 U (52, Sl U SQ, Fl U F2>

b) Sei Ay = (Q1, %, 61, s1, F1) DEA (kénnen wir wegen Theorem 2.9 annehmen).
Damit ist ausgeschlossen, dafi A nach Lesen eines akzeptierten Wortes auch in einem
Nicht-Finalzustand sein kann.

Wir definieren: A = (@1, %, 61, $1, @1\ F1)

¢) Nach den de Morganschen Gesetzen gilt:

L(Ay) N L(Ag) = Z\((B\L(A)) U (E7\L(A2))).
Aus a) und b) ergibt sich die Behauptung.
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d) Seien AT = (Q1,%,01, {51}, {f1})
AL = (Q2,%, 09, {52}, {f2}) nach Lemma 2.14 normalisierte Versionen von A;
und A,. Die Konstruktion von A ist durch folgendes Schema gegeben:

(A D45 Do

Hier sei ein durch Identifizierung von f; und s, entstandener Zustand. Die

Mengen ausgezeichneter Start- und Finalzustidnde sind wie folgt definiert:

g_ { {s1} U{fiso} fallsc € L(A)

{s1} sonst

{2y U{fis2} falls e € L(Ay)
F= { {f2} sonst

e) Sei A' = (Q1,%,01,{s1},{f1}) normalisierte Version von A;. Die Konstruktion von
A ist durch folgendes Schema gegben:

At

f181

Hier sei @ ein durch Identifizierung von f; und s; entstandener Zustand.

Bemerkung:

Wegen Theorem 2.9 gilt die Behauptung natiirlich auch fiir DEAen, d.h. die Menge der
DEA-akzeptierten Sprachen ist ebenfalls unter U,\,N,o0,x abgeschlossen.



3 Regulidre Sprachen und regulire Ausdriicke

Regulére Sprachen sind Sprachen, die unabhéngig von automatentheoretischen Konzeptio-
nen durch bestimmte Abschlufleigenschaften charakterisiert sind und sich durch die Wérter
einer speziellen (nichtreguldren) Sprache, die reguldren Ausdriicke, beschreiben lassen. Die
regulidren Sprachen sind genau die von endlichen Automaten akzeptierbaren Sprachen.

Definition 3.1 (Regulédre Sprachen)

Die Menge aller regulédren Sprachen iiber ¥ ist induktiv wie folgt definiert:
1. 0 ist eine regulire Sprache

2. Fiir jedes a € ¥ ist {a} eine reguldre Sprache

3. Sind Ly und Ly reguldre Sprachen, dann auch L; U Ly, Ly o Lo, L}

4. Nichts sonst ist eine regulédre Sprache

Theorem 3.2 (Kleene/Myhill)

L ist DEA-akzeptabel < L ist regulér

Beweis:

,<%“: () wird akzeptiert durch einen DEA mit F' = ().

{a} wird durch —’ akzeptiert. Der Rest folgt aus Lemma 2.15.

=8l A=(Q,%,6,s,F) DEA, Q ={q1,...,qn}, S=q.
Sei PF; := {w € X* : (¢;,w) = ¢;, wobei beim Weg von ¢; nach ¢; kein ¢, mit [ > k
beriithrt wird}
Formell: P := {w € X* : 0*(¢;, w) = ¢;, und fiir kein echtes Priifix u von w gilt
0 (qi,u) = q fiir I > k}

Wir zeigen:
k . .
® B} ist reguldr
Daraus folgt dann: L(A) ist reguldr, da L(A) =, o P1); (da n die Anzahl der Zusténde

ist, gibt es kein ¢; mit [ > n).

Beweis von ®:

Rﬁjl = Ri’ij U (Rkk—s—l © (R]l§+1,k+1)* °© RZHJ)

2y

26
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Offenbar gilt: Ri?fj regulér
Behauptung: Pf;] = Rf’j

Beweis: )

D: k = 0: Bei unmittelbaren Ubergéngen gibt es keine echten Priifixe.

Sel nun w = wy 0 (way 0 -+ - 0 Wayy,) © W3 Mit wy € Ri’ik-ﬁ-lu Wap € R11§+1,k+17 ws € RZ'FL]"
Es gilt 6*(g;, w1) = 0*(q1, wrwap) = @eyr fir 1 <p <m

Fiir alle anderen Préfixe u von w gilt §*(¢;,u) = ¢, 7 < k nach I.V. Also ist w € Pffl

C: k = 0: wie vorhin
Betrachte nun alle Durchldufe von g1 bei Lektiire von w. Wenn g1 gar nicht durch-

laufen wird, ist w € Pf] und damit nach I.V. w € Rﬁj. Sonst hat w die obige Form

w = wWiWoy ... Wonws, wobei nur an den Endpunkten von wq, wsq, ..., ws, der Zustand
qr+1 durchlaufen wird, dazwischen hochstens q.

D.h. es gilt wy € Pfy 1, wop € Py iy (1< p <m), ws € P, ;. Mit Anwendung der LV.
auf wy, wy, und ws ergibt sich w € RY, | o (R, 1) 0 Riyy -

Ein Beispiel fiir diese Konstruktion wird unten hinter Korollar 3.6 gegeben.

Definition 3.3 (Reguldre Ausdriicke)

Die Menge R der reguldren Ausdriicke (RA) iiber ¥ ist eine Sprache iiber
Y U{D,U,0,*,(,)}, die wie folgt definiert ist:

1. 0 ist ein RA

2. Jedes a € ¥ ist ein RA

3. Mit «, 3 sind auch (aU ) und (a0 5) RAe
4. Mit « ist auch a* ein RA

5. Nichts sonst ist ein RA

Variablen fiir RA: «, 3,7

Bemerkung:

,+ statt U“

13

1. Alternative Notation:

13

” statt ,,0

2. In Hilfsmitteln wie grep, egrep, lex, die der Erkennung von Ausdriicken dienen, wird
eine erweiterte Syntax reguldrer Ausdriicke geboten. In neueren Musterekennern, et-
wa innerhalb Perl und Qt, fiihrt eine solche Erweiterung sogar zu einer Verwendung
des Terminus ,reguldrer Ausdruck®, die nicht nur hinsichtlich der Syntax, sondern
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auch hinsichtlich der prinzipiellen Leistungsfihigkeit iiber das hinausgeht, was durch
reguldre Ausdriicke im strikten Sinne beschreibbar ist (nédmlich reguldre Sprachen),
z.B. durch die Verwendung von Riickverweisen auf Zeichenketten unbeschrankter
Lénge. Es ist also eine gewisse Vorsicht geboten bei der Begegnung mit dem Ter-
minus , reguldrer Ausdruck”: Praktiker verstehen darunter haufig etwas anderes als
Theoretiker.

Lemma 3.4 (Darstellung regulirer Sprachen)

R stellt die Menge der reguléren Sprache dar, d.h. es gibt eine surjektive Funktion
() : R—{L: L reguldr }

Genauer ist (-) ein Homormophismus beziiglich der Operationen in R und der Abschluf-
operationen auf der Menge der reguléren Sprachen.

Beweis: Setze

f—*—\s

a} fiir jedes a € X
04) (B)
04) (3)
)

«

o~~~

Beispiel:

{(ab)7) = (ab)" = ((a)(b))" = ({a}{b})" = ({ab})" = {(ab)",n > O}

Bemerkungen:

1. Im Zusammenhang mit reguliren Ausdriicken sind ), U, o,* blole Zeichen, keine Ope-

rationen auf Wortern oder Wortmengen. Insofern bedeuten sie auf der linken und
rechten Seite obiger Gleichungen etwas verschiedenes.

. Die Verkniipfung o bindet stérker als U, kann also weggelassen werden. Auflenklam-

mern konnen weggelassen werden. Man schreibt ¢ fiir §* (e stellt also die Sprache {e}
dar).

. R ist selbst keine regulédre Sprache (siehe unten Beispiel 2 zu Theorem 3.16).

. Wir identifizieren hdufig einen RA a mit der durch ihn dargestellten reguléren Spra-

che (a), falls sich aus dem Kontext ergibt, was gemeint ist.
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Definition 3.5

Sind « und 8 RAe, dann bedeute a = 3, daBl («) = (/3).

Beispiele:

aUa=a:{(aUa)={a)U (a) = (a).
foa=aolh=0:{Doa)={(D)o{a)=0o{a)=0= ().
€ o a = « analog.

(aUB)Uy=aU(BU7), (¢k0fB)oy =ao(fory) (dh. bei iteriertem o und U kénnen
Klammern entfallen).

aUpf=0Uaxa
(aUe)" = (aUeg)(aUe)* = (aUe)(aUe)*(aUc) = a*

Korollar 3.6
Zu jedem DEA gibt es einen RA «, so da3 L(A) = («).

Beweis:

Fasse im Beweis von Theorem 3.2 die Rﬁ ; als RAe auf, wobei R?,j =a,U---Ua,, falls im
alten Sinne R}, = {a1,...,a,} (hier kann ein a; das leere Wort ¢ sein, falls némlich ¢ = j);

Rf;“l: wie vorher.
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Beispiel: Kleene-Myhill-Konstruktion fiir folgenden DEA A iiber {a, b} :

R, =¢
R?}Q =aq
R(1)73 =b
Ry, =10
Ry, =bUc¢
R%g =a
Ry, =10
Ry, =10
Ris=aUbUce
Ril = R(l),l U (R(l),l © (R(l),l)* © R(l) ) =cUe=e¢
R%,Q = R?,Q U (R(l],l © (R(1)71)* © R(I)Q) aU(eoa)=
Ri3 = R(l)’3 U (39,1 o (R?,l)* o R?3) bU(eob)=bUb=1b
R%,l = Rg,l U (Rg,l © (R(l),l)* © R(l),l) =0uU@oe)=10
R%,z = RS,ZU(R‘Q{1 o (Rﬁ),l)* OR?,Z) =bUeU(@ocoa)=bUcUh=0>bUc
R5,3 = R(2)73 U (R(Q],l © (R(l),l)* © R?,3) aU(ocob)=aUl=a
R?l,,l = Rg,l U (Rg,l © (R(l),l)* ° R?,l) DU@oe)=10
R%,Q = Rg,2 U (Rg,l © (R(l),l)* © R(1),2) =0uU@ocoa)=10
R§,3 :Rg,3U(Rglo(R?71)*OR?73) aUbUeU (@ocob)=aUbUcUD=aUbUe
R%,l = Ril U (R}g ° (Rég)* o R%,l) eU(ao(bUe) o) =¢
R%,Q = Ri; U (R},z © (R%g)* ° Rég) =aUalbUe)*(bUc) = ab*
Rig = Ri?) U (Ri2 o (Ré’z)* o R§,3) =bUa(bUe)*a=bUab*a
R%,l = R%,l U (R%z o (Rég)* o R%,l) Pu@Ue)(bUe)*D =10
R%z = Rég U (R%Q ° (Rég)* ° Rz 2) (bUug)u(uUe)(bUe)* (bUe) = b*
R%,:«; = R%,S U (R%,z © (Rég)* ° Ré,&;) aU(bUe)(bUe)a=ba
R%,l = Ré,l U (Réz © (R%,z)* © R%,l) PuUBLUEe)D =0
R§,2 = R?l,g U (R§,2 © (Rég)* © Ré,z) PUBDUE)D=10
( % ) e)ffa=aUbUce

R2,=Ri;U(Ri,0(RL,) 0RL;) =aUbUcUBDU
L(A) = R:fz = R2 (R%,s © (R§73) © R§,2) = ab* U (
ab* = {ab" : n > 0}

(bUab*a)(aUbUe)*D) = ab* U =
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Die Kleene-Myhill-Konstruktion ist ein effektives (wenn auch nicht sehr effizientes) Ver-
fahren, einen RA zu einem DEA zu erzeugen. Ein anderes Verfahren besteht in der Losung
von Gleichungssystemen. Dem letzten Beispiel entspricht z.B. das Gleichungssystem:

X1 == CLXQ U bX3
X2 = Cng @) bX2 U €
X3 = an @) bX3

Die Losung fiir X; (Anfangszustand) ergibt den gesuchten RA.

Man benutzt Ardens Regel:

X =uX Uw hat die Losung X = u*v, denn u*v = u(u*v) Uw.

X ist eindeutig, falls € nicht in der Sprache (u) enthalten ist (sieche Aufgabe).

Im vorliegenden Fall:

X3 =(aUb)X3
— X3 = 0, dald=wol
— X, = bXyUe¢
— Xy = b'e = 0"
— X; = ab*uUl
= ab*

Man kann zeigen, dal durch sukzessive Auflosung mit Ardens Regel jedes solche Glei-
chungssystem einen RA als Losung hat.

Eine gut lesbare systematische Darstellung des hier nur exemplarisch beschriebenen Ver-
fahrens findet sich bei Kozen (1997, Suppl. Lecture A, pp. 55-60).

Anderes Beispiel:

Zweites Beispiel hinter Def. 2.2:

X, = aXy U bXy
Xo = aXy; U bX;
Xy = bX3 U aXy U ¢
Xy = aXy U bXy
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Schematisches Verfahren (von oben nach unten Auflésen und Einsetzen):

1.Schritt: Rekursivitdt mit Arden beseitigen:
X, = aXy U bX, (unverédndert)

Xy = a'bX; (Arden)
X3 = b (aXyUg) (Arden)
Xy = 0

2.Schritt: Einsetzung:
X = aa*bX3U0
aa*bb*(a U e)
aa*bb*e

aa*bb*

Umgekehrt gibt es neben dem im Beweis von Theorem 3.2 enthaltenen, auf den Konstruk-
tionen von Lemma 2.10-2.12 und Lemma 2.14 aufbauenden Verfahren weitere effektive
Methoden, zu einem RA einen korrespondierenden DEA zu erzeugen. Das sog. Verfahren
von Gluschkow ist bei Winter (2002, Kap. 3.4.1, S. 88ff.) erldutert.

Theorem 3.7 (Pumping Lemma)

Sei L = L(A) fir DEA A mit n Zustdnden. Sei w € L mit |w| > n. Dann lafit sich w
schreiben als w = uzv mit x # ¢, wobei gilt: uz*v € L fiir alle k € N (einschlieflich k = 0).

Beweis:

Sei A =(Q,%,0,s, F) mit |Q] =n

Da |w| > n, gibt es mindestens einen Zustand ¢, der bei Lektiire von w ausgehend von s
mehr als einmal durchlaufen wird.

D.h.: Es gibt u, z,v mit w = uzv und = # €, so dafl gilt:

0*(s,u) = q; 0*(q,x) = q; 0*(q,v) = f € F (wobei u = € und/oder v = ¢ sein kann). Die
durch z bestimmte Schleife von ¢ nach ¢ kann nun beliebig oft (einschlieBlich tiberhaupt
nicht) durchlaufen werden, da §*(q, 2%) = ¢. Also wird uz*v fiir beliebiges k akzeptiert.

Bemerkung:

Man benutzt folgendes Prinzip: Wenn mehr als n Objekte auf n Mengen aufgeteilt wer-
den, enthilt eine Menge mindestens zwei Elemente (,,Dedekindsches Schubfiacherprinzip,
»bigeon-hole principle“). Beweise fiir dieses Prinzip sind komplexitétstheoretisch von In-
teresse.
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Anwendungsbeispiel:

{a™" : n > 0} ist nicht regulér:

Fiir geeignet grofles n stelle man a"b" als uxv im Sinne des Pumping Lemmas dar.
Fiir « bestehen drei Moglichkeiten: x = af, x = b’ oder x = a'b’

In allen Féllen ist schon ux?v nicht mehr von der Form a™b™.

Korollar 3.8

Ist L unendliche reguliire Sprache, dann gibt es uzw € L mit x # ¢, so dal uz*w € L fiir
alle k € N.

Beweis:

Da L unendlich, gibt es Worter beliebig grofler Léange, so dafl das Pumping Lemma auf
jeden Fall angewendet werden kann.

Korollar 3.9

Sei L = L(.A), wobei A n Zusténde hat.
Falls L # (), gibt es ein w € L mit |w| < n.

Beweis:

Sei w ein Wort kleinster Linge in L. Falls [w| > n, ist w = uzv mit 2 # € und uzkv € L,
d.h. wv € L (fir k=0). Da |uv| < n, Widerspruch zur Wahl von w. Also gilt |w| < n.

Korollar 3.10

L(A) = () ist entscheidbar, d.h. es gibt einen Algorithmus, der fiir DEA A entscheidet, ob
L(A) = 0.

Beweis:

Sei n die Anzahl der Zustdnde von A. Wenn A kein Wort der Lénge < n akzeptiert, dann
ist nach Korollar 3.9 L(A) = (). (Die Umkehrung ist trivial.) Also muff man nur von allen
Wortern der Lénge < n priifen, ob sie akzeptiert werden.

Korollar 3.11

Sei L = L(.A), wobei A n Zusténde hat.
L unendlich gdw Jw € L :n < |w| < 2n.
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Beweis:
,<=": Pumping Lemma: Nur n < |w| nétig.

= Seli u € L von kleinster Linge > 2n, d.h. |u| > 2n und es gibt kein v € L mit
2n < |v| < |u|l. Wegen der Unendlichkeit von L existiert ein solches u. Schreibe u als
u = uyug mit |uy| = n, |uz| > n. Analog zum Beweis des Pumping Lemmas 148t sich wu;
schreiben als u; = vyzvy mit x # ¢ und vizveus € L, d.h. inbesondere viveuy € L. (Der
Unterschied zum Beweis des Pumping Lemmas ist einzig, dal nach Durchlaufen von u,
nicht notwendig ein Endzustand erreicht wird.) Es gilt |vjv9us| < 2n, da |vjveus| < |u| und
|u| minimal > 2n. Ferner |vivous| > |ug| > n, d.h. n < |vjvu| < 2n.

Korollar 3.12

Fiir regulére Sprachen L ist entscheidbar, ob L unendlich ist.

Beweis:

Entsprechend Korollar 3.11 priift man der Reihe nach bei allen Wortern, deren Lénge
zwischen n und 2n liegt, ob sie zu L gehoren. Falls man auf ein solches Wort stofit, ist L
unendlich.

Definition 3.13 (Syntaktische Kongruenz)

Sei L C ¥*

Worter u,v € ¥* heiflen syntaktisch kongruent beziiglich L (u =, v), falls fiir alle z € ¥*
gilt:ur e L& vz e L

Lemma 3.14 (Eigenschaften von =)

a) = ist eine Aquivalenzrelation
b) VaeX: u=,v = ua=pva
Beweis:

a) Leicht zu priifen

b) Ersetze x durch az als Suffix von v und v gemé&fl Definition 3.13.
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Definition 3.15 (Endlicher Index)

Die Relation =, der syntaktischen Kongruenz hat endlichen Index, falls sie nur endlich
viele Aquivalenzklassen erzeugt.

Theorem 3.16 (Myhill/Nerode)

L ist reguldr & =, hat endlichen Index

Beweis:

,=“Sei L = L(A) mit DEA A=(Q,%,J,s, F). Es gilt:
u=gvgdw. (Vr)o*(s,ur) € F < (V)o*(s,vzx) € F
g.d.w. (Vz)o*(d*(s,u),z) < (Vx)d*(6*(s,v),z) € F
g.d.w. 0*(s,u) und 6*(s,v) sind dquivalent.
Da wir annehmen konnen, daf§ A reduziert ist, gilt damit: u =7 v < §*(s,u) = 6*(s, v).

Also ist =;, von endlichem Index, da die Anzahl der Zustédnde von A endlich ist.

<"1 Wir definieren einen DEA A.
Mit [w] bezeichnen wir die Aquivalenzklasse von w beziiglich =, d.h. ein Element von

¥*/=p.
Q= Z?* / =1 (Q ist endlich, da =;, von endlichem Index ist)
s = [¢]
= {[w]fw € L}
o([w], a) := [wa]

Es gilt: §*([w], u) = [wu] (lelchte Induktion). Damit gilt:
we L(A) gdw 6*(s,w) €
gdw 0%([e], w) €
gdw [ew] € F
gdw w € L,
dh. L= L(A).

Bemerkung:

Das Theorem von Myhill/Nerode dient insbesondere dem Nachweis der Nicht-Regularitit,
wie die folgenden beiden Beispiele demonstrieren.

Beispiel 1: L = {a"b" : n > 0}

o b ¢L
w bb €L } %1 aa, d.h. [a] # [ad]
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aa bbb €L
aaa bb ¢ L }aa %1, aaa, d.h. [aa] # [aad]

a b €L
aca b &L }a #1 aaa, d.h. [a] # |aada]

Es gibt unendlich viele Aquivalenzklassen beziiglich =;, d.h. L ist nicht regulir.

Beispiel 2:

Die Menge aller reguldren Ausdriicke ist nicht regulér.

( 000)ol) & RA}
( DoB)o) € RA
(( DoB)ol) € RA}
((( 0od)ol) ¢ RA
( Do) € RA}
((( 0o0) ¢ RA

(Argument analog zu Beispiel 1)

Bemerkungen:

1. Wir haben hier eine weitere Charakterisierung der reguldren Sprachen vorliegen.

2. Man kann =;, auch so charakterisieren:
= ist die grobste Aquivalenzrelation auf ¥* mit den Eigenschaften:

(i) u~ v = ua ~ va fiir alle a € ¥ (Rechtskongruenz)
i) u~v=>(ueLsvel)
(iii) ~ hat endlichen Index.

Eine Relation ~ mit den Eigenschaften (i)-(iii) heiit auch Myhill-Nerode-Relation.
(DaBl =, die grobste Myhill-Nerode-Relation ist, bedeutet: u ~ v = u = v.)

3. Die Richtung ,,<=* des Beweises von Theorem 3.16 konstruiert einen reduzierten DEA,
dessen Zusténde die Aquivalenzklassen bzgl. =, sind. Die Richtung ,,=* zeigt, da$ die
Zusténde eines beliebigen reduzierten DEA eineindeutig den Aquivalenzklassen bzgl.
=y, entsprechen. Zusammengenommen impliziert dies, daf alle reduzierten DEAen,
die eine Sprache L akzeptieren, isomorph sind. Damit erhalten wir als fundamen-
tale Eigenschaft requlirer Sprachen, dafl sie durch (bis auf Isomorphie) eindeutig
bestimmte reduzierte DEAen beschrieben werden konnen. Fiir die Darstellung dieser
Zusammenhéange sei auf Kozen (1997, pp. 89-99) verwiesen.
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Zum Aquivalenzbegriff fir NDEAen

Zwei DEAen A; und A,, die dquivalent sind, also dieselbe Sprache akzeptieren, ist ein (bis
auf Isormophie) eindeutig bestimmter reduzierter DEA zugeordnet. Fiir NDEAen gilt dies
nicht.

Die NDEAen

a a a

akzeptieren allesamt dieselbe Sprache (ndmlich a*a = aa*) und sind allesamt reduziert, kei-
ne zwei von ihnen sind jedoch isomorph. Der Aquivalenz im Sinne von Akzeptanz derselben
Sprache entspricht nicht mehr die eindeutige Bestimmtheit eines reduzierten Automaten.

Mann kann sich daher fragen, ob es einen feineren Aquivalenzbegriff und einen feineren
Begriff eines reduzierten Automaten gibt derart, dafl zwei dquivalenten NDEAen ein ein-
deutig bestimmter reduzierter NDEA entspricht. Dies 148t sich in der Tat bewerkstelligen,
wenn man Aquivalenz von NDEAen nicht iiber Akzeptanz derselben Sprache, sondern iiber
, Verhaltensidquivalenz“ definiert in dem Sinne, dafl ein Automat den anderen simulieren
kann und umgekehrt — man spricht von ,,Bisimulation“. Es 1&8t sich dann zu einem gege-
benen NDEA A ein reduzierter NDEA A’ konstruieren, reduziert in dem Sinne, dafl er der
bis auf Isomorphie eindeutig bestimmte minimale zu A bisimulare NDEA ist. A’ ist damit
eine eindeutige Charakterisierung aller zu A bisimularen (d.h. ,verhaltensdquivalenten®
Automaten. Dies wird bei Kozen (1997, Suppl. Lecture B, pp. 100-107) genauer erldutert.

Folgendes von R. Milner (1999, p. 14f.) vorgeschlagene Beispiel motiviert, daff beit NDEAen
Akzeptanz derselben Sprache ein zu grober Aquivalenzbegriff ist.

Ein Kaffee-/Tee-Automat soll bei Einwurf einer 50ct-Miinze nach Betitigung einer Tee-

Taste Tee ausgeben, bei Einwurf von zwei 50ct-Miinzen nach Betétigung einer Kaffee-Taste
Kaffee.
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Sel

m := Eingabe von 50ct-Miinze
t := Driicken der Tee-Taste

k := Driicken der Kaffee-Taste

qo := Getrankeausgabe und Zuriicksetzen
q: = Freigabe der Tee-Taste
qr = Freigabe der Kaffee-Taste

qw = Warten auf Eingabe von zweiter Miinze

Dann wiirde der durch folgendes Diagramm gegebene NDEA

das Gewdlinschte leisten.

Folgender NDEA wiirde jedoch dieselbe Sprache akzeptieren:

k

néamlich die Sprache (mt U m?k)*
(,fiir eine Miinze Tee oder fiir zwei Miinzen Kaffee®).

Trotz dieser Aquivalenz zum ersten NDEA ist er, was sein ,, Verhalten® angeht, als Kaffee-
/Tee-Automat unbrauchbar: Wenn ich Kaffee erhalten mochte, der Automat aber nach
Einwurf der ersten Miinze in den Zustand ¢, iibergegangen ist, ist fiir mich die Miinze
verloren, es sei denn, ich entschiede mich nachtréglich, Tee zu trinken.

Der Begriff der , Bisimulation“ spielt in Theorien paralleler Informationsverarbeitung eine
wesentliche Rolle.



4 Regulire Grammatiken

Wir haben eine Klasse von Sprachen beschrieben durch Automaten, die diese Sprachen
akzeptieren (DEAs bzw. NDEAs) sowie durch Abschlufoperationen ausgehend von Grund-
sprachen (reguldre Sprachen, dargestellt durch regulidre Ausdriicke). Wir charakterisieren
dieselbe Sprachklasse jetzt durch die Art und Weise, wie Worter ,, generiert® oder ,,produ-
ziert” werden.

Definition 4.1 (Grammatik)

Eine Grammatik I' besteht aus zwei disjunktiven Teilalphabeten V, 7, die zusammen
das Alphabet ¥ ergeben, d.h. ¥ = 7 UV mit 7 NV = (), einer endlichen Menge IT von
Wortpaaren (u,v) mit u,v € ¥*, die auch ,Produktionen“ genannt werden und u — v
geschrieben werden, sowie einem ausgezeichneten Startsymbol S € V, d.h.
['=<V,7,1I,S >. Die Elemente von V heiflen , Variablen“ (=, Nichtterminale“), die von
T ,Terminale®.

Metaprachliche Variablen: A, B,C, D, FE fiir Elemente von V
a,b,c,d,e fiir Elemente von 7
u,v,w,x,y,z fir Worter aus X*

Eine Produktion der Form v — ¢ heifit e-Produktion.

Bemerkungen:

1. Statt ,Produktion* sagt man auch , Regel®.

2. Die Terminologie ,Nichtterminale“ statt , Variablen® ist zur Zeit noch (?) die Ge-
brauchlichere. Ich schliefe mich der von Logikern vorgeschlagene Verwendung von
, Variablen“ an. (vgl. z.B. Davis & Weyuker 1983, Schoning 2001)

3. Grammatiken sind Spezialfiille von allgemeinen ,, Produktionssystemen* (oder ,,Semi-
Thue-Systemen*“), in denen man keine Variablen auszeichnet.
Definition 4.2 (Ableitung, erzeugte Sprache, Aquivalenz)

Sei I' Grammatik. Falls © — v eine Produktion von I'; ist fiir alle x,y das Wort zvy aus
dem Wort xuy unmittelbar ableitbar in I'; symbolisch: xuy :11} VY.

Eine Ableitung in I' ist eine Folge von Woértern wy, ..., w, (n > 0), fir die gilt: w; % Wiyl

fiir alle ¢ mit 0 < ¢ < n. Die Folge wy, ..., w, heifit auch Ableitung von w, aus wy in T.

39
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Dabei heifit n die Linge der Ableitung. v ist aus w in I' in n Schritten ableitbar, symbolisch
u :§> v, falls es eine Ableitung der Lange n von v aus u in I' gibt.

v ist aus w in I' ableitbar, symbolisch: u % v, falls es eine Ableitung von v aus w in I" gibt.

v ist in [" ableitbar, falls v aus S in I" ableitbar ist, d.h. falls .S %} v.

Die von I' erzeugte Sprache L(I") ist die Menge der in I' ableitbaren Worter iber dem
Terminalalphabet, d.h. L(T') :={w e 7T*: S :;} w}.

Zwei Grammatiken I'; und I'y heiflen dquivalent, falls L(I';) = L(T's).

Bemerkungen:

1. T unter = wird weggelassen, falls aus dem Kontext klar ist, um welches I' es sich
handelt.

2. ,u :;> v* ist nicht mehrdeutig. v ist aus u unmittelbar ableitbar g.d.w. es eine Ablei-

tung der Ldinge 1 von v aus u gibt.

3. Der Ausdruck , Terminal“ wird durch die Definition von L(I") gerechtfertigt: Varia-
blen haben nur Hilfsfunktion. Am Ende einer Ableitung eines Wortes von L(I') kann
nur ein Wort stehen, das aus Terminalen besteht. Welche Funktionen Variablen genau
erfiillen, wird aus der Definition spezieller Grammatiktypen klar werden.

4. Grammatiken sind ihrer Intention nach Erzeugungssysteme fiir Sprachen. Man kann
aber auch Akzeptanz definieren, wenn man eine Klasse F' von Wortern auszeichnet.
I' akzeptiert dann ein Wort w, falls w %} u fiir ein u € F.

5. Grammatiken kénnen auf zwei Weisen nichtdeterministisch sein:
a) Zu w gibt es mehrere unmittelbare Nachfolger (d.h. u mit w EN u),

b) Zu w gibt es mehrere unmittelbare Vorgénger (d.h. u mit u N w)

Beispiel: Ty =< {A, B,S},{a,b},11,5 >
IT umfasse folgende Produktionen:

1. S—aB 5. A—bAA
2. S—bA 6. B—b

3. A—a 7. B—bS
4. A—aS 8 B —aBB

Folgende Folge von Wortern ist eine Ableitung in I';:
S, bA, baS, baaB, baabS, baabbA, baabba
2 4 1 7 2 3
(Die Ziffern geben jeweils an, welche Produktion angewendet wurde.)
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Definition 4.3 (Regulire Grammatik)
Eine Grammatik I' heiffit regulér, falls jede ihrer Produktionen eine der folgenden Formen
hat:

A—aB, A—a, A—¢ (A und B miissen nicht verschieden sein)

Bemerkungen:

1. Man spricht auch von rechtsreguliren oder rechtslinearen Grammatiken. Bei A — Ba
statt A — aB spricht man von linksreguldren oder linkslinearen Grammatiken.

2. Offensichtlich gilt: In einer Ableitung aus S in I' hat das letzte Wort die Form uA
oder u fiir u € 7*. Jedes frithere Wort hat die Form uA fiir u € T*.

3. Man benutzt die eingefithrte Terminologie (,,regulér”, ,rechtslinear®, ,linkslinear*)
auch fiir Grammatiken mit Produktionen der Art A — wB, A — Bw und A — w,
wobei w € T* ein ganzes Wort ist. Es ist offensichtlich, dafl solche Grammatiken mit
den hier definierten gleichwertig sind (Aufgabe).

Beispiele:

'y = ({S},{a,b},{S — a,S — ab,b — bb},S)
L(I's) = (ab")

s = ({S},{a,b},{S — a,S — Sb},S)
L(I'3) = L(I'y) = (ab")

Iy ={{5},{a,0},{S — aA, A — DA, A — e}, S)
L(Ty) = L(I's) = L(I's) = (ab")

I's = ({S},{a,b},{S — aSb,S — £}, S)
L(T5) = {a™" :n > 0}

[y, '3, Ty sind dquivalent. I'y ist reguldr (oder rechtsregulér), I's ist linksregulér.

Lemma 4.4 (e-Produktionen)

Zu jeder reguldaren Grammatik I" gibt es eine reguldre Grammatik I ohne e-Produktion,
so daB L(I") = L(I')\{e}.
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Beweis: I" entsteht aus I' wie folgt:
Streiche jedes A — ¢ und fiige stattdessen zu jedem B — aA die Produktion B — a hinzu.
Ableitungen in I" und I” werden dann wie folgt ineinander iibersetzt:

Ableitung in I Ableitung in T’
—_—— -~ % ~
..wB,wa e~ ... wB,wadA,wa

Bla B—TmA Als

€ ist in I nicht ableitbar.

Die Ableitung S, ¢ ist nicht in I'" iibersetzbar.
7

S—e

Beispiel:

Ie = ({S},{a,b},{S — aA,S — a,A — bA, A — b}, S) enthilt keine e-Produktion und
entsteht aus I'y geméfl dem im Beweis beschriebenen Verfahren.

Bemerkung:

Offensichtlich ist L(I") = L(T"), falls S — & nicht zu den Produktionen von I' gehért.
Fiigt man zu I fiir eine neue Variable S’ die Produktionen S — ¢ und S — S hinzu und
erklart S’ zum Startsymbol, dann gilt L(I") = L(T).

D.h., es gibt zu jeder reguliren Gramatik I' eine dquivalente regulare Grammatik I, die
hochstens fiir das Startsymbol S’ die e-Produktion S’ — & enthilt, wobei S’ auf keiner
rechten Seite einer Produktion vorkommt. Man sagt auch, I sei e-frei.

e-Produktionen sind also nicht wesentlich. Manche Autoren lassen sie definitorisch weg.

Theorem 4.5 (Regulire Sprachen und regulire Grammatiken)

Die reguléren Sprachen sind genau die von reguldren Grammatiken erzeugten Sprachen.

Beweis:

=" Sei L = L(A), wobei A=< Q,%,0,s,F > DEA.

Sei I' =<V, 7,1I, S > definiert durch:

Vi=Q T:=% S=s ll:={¢—aq :6(qg,a)=¢}U{g—ec:q€ F}
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Das heif3t:

a . ,
— wird zu ¢ — aq
wird zu ¢ — ¢

Wir zeigen:
® S = wqgdw g =6 (s,w)

Daraus folgt dann: w € L(A) = ¢=0*(s,w) € F
= S = wq (mit ®) und ¢ — ¢ €11
= we L)
weLll) = S=>w
=

S = wq fiir ein ¢ mit ¢ — ¢ € 11

(Definition von I', da w € 77)
= §*(s,w) (mit ®)

w € L(A)

U

Beweis von ®: Induktion iiber |w]

w=c¢: Gilt wegen S = s

w=ua: q=0"(s,ua) = 0(0"(s,u),a)=q
= 0 (s,u) —agell
= S = uaq, da S = ué*(s,u) nach LV,
Umgekehrt
S = uaq S = ug mit §(¢',a) = g

¢ = 0*(s,u) nach L.V.

q= 5(6*(8’ u)? a)

q=0"(s,ua)

=Sl L=LI) mit ' =<V, 7,11, >

Wir setzen voraus, dal I' im Sinne von Lemma 4.4 keine e-Produktion enthélt.
Der NDEA A =< Q, 3,6, 5, F > sei definiert durch

Q =V U{f}, wobei f neu; X =7; S:={S} F:={f}

5(A, a) = {B:A—aBell}U{f} falls A—acll
= {B:A—aB €ell} sonst

Jeder Ableitung aus S in I' entspricht ein Pfad durch den Automaten und umgekehrt. Falls
e € L(I"), fugen wir S zu F hinzu. )
(Formal durchgefiihrter Beweis von ,,<=* als Ubung.)

P44l



44 TEIL I: FORMALE SPRACHEN

Beispiel:

Y ={a,b}; L(A)={ab"|n >0} =< ab* > (siche Beispiel hinter Korollar 3.6).

Zugehoriges I':

S = (g1, T == {CL, b}7 V = {Q17Q27Q3}
I: ¢ —ag q — bg

G2 = bg2 g2 —ags g2 —¢€
g3 — aqs g3 — bgs
I ist dquivalent zu I'y, I's und I'y aus obigen Beispielen.

Umgekehrt konstruieren wir einen DEA aus T
Elimination von e-Produktionen:

Zl : Z } ersetzen g, — €.
2

Produktionen mit g3 konnen weggelassen werden (g3 ist nicht terminalisierbar, vgl. unten
Definition 5.4 und Lemma 5.6).

@ — ags S —aA
Ergebnis: @ — be oder in anderer Notation 4 =04

@ —a S —a

G —b A —b

Dies ist genau I'g aus obigem Beispiel.

Wir konstruieren hieraus einen NDEA

) ‘a b
S1{A f} 0
alo A
f10 0

Formt man diesen NDEA in einen DEA um und reduziert den DEA, so erhélt man einen
DEA, der zu A isomorph ist.

Lemma 4.6

Zu jeder reguldren (=rechtsreguliren=rechtslinearen) Grammatik I'" gibt es eine linksre-
gulére (=linkslineare) Grammatik IV mit L(I') = L(I"); ebenso gilt die Umkehrung.

Beweis: Aufgabe



5 Kontextfreie Sprachen

Die durch kontextfreie Grammatiken erzeugten kontextfreien Sprachen spielen sowohl bei
der Definition kiinstlicher Sprachen (z.B. Programmiersprachen) wie auch bei der Syntax-
analyse natiirlicher Sprachen eine ausgezeichnete Rolle.

Definition 5.1 (Kontextfreiheit)

Eine Grammatik I' = (V, 7,11, S) heiit kontextfrei (kf), wenn alle ihre Produktionen die
Form A — w haben fir A € V,w e (WUT)*. L(I') heiit kontextfreie Sprache.

Bemerkungen:

1. ,Kontextfrei“ steht im Gegensatz zu , kontextsensitiv®, wo Produktionen die Form
uAv — vwwv haben (u,v € (VUT)*).

2. Mehrere Produktionen A — uq,..., A — u, konnen als
A — uqlug| ... |u, geschrieben werden (vgl. BNF).

Lemma 5.2

Jede reguldre Grammatik ist kf.

Beispiele:

ry: V:i={S} 7:={a,b}

IT: $ — ¢
S — aSh
abgekiirzt: S — €|aSh

L(T'y) ={a™" : n > 0}

FQI V:{S} T:{@,O,U,*,(v),a,b,C}
II: S — Qlalblc|(S o S)|(SU S)|S*

L(T'y)=Menge der reguldren Ausdriicke iiber {a, b, c}

Is: V={S} T ={a,bc}
II: S — ¢lalb|c|aSa|bSb|cSc

L(T'3)= Menge der Palindrome iiber {a,b, c}

45
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[y ={S,A,B} T :={a,b}
II: S — aB|bA
A — alaS|bAA
B — b|bS|aBB

L(T'y) = {w € T* : w enthilt gleich viele a’s wie b’s}

Beispiel:

Backus-Naur-Form (BNF) als Notation fiir kfGen, illustriert an der Definition von Impli-
kationsformeln, d.h. Formeln wie po; oder (po1o D (p137 D P3oo)) ete.

Grammatik:
V = {(Grundziffer), (Ziffer), (Aussagenvariable), (Implikationsformel) }

T = {01123 45,6:7:8:9:D,(;), D}
Startsymbol: (Implikationsformel)

(13

,:="1st als Regelpfeil ,—* zu lesen.

<Grundziffer> = 0‘1’2‘3|4|5‘6’7‘8’9
(Ziffer) ::= (Grundziffer)|(Grundziffer) (Ziffer)
(Aussagenvariable) ::= p(Ziffer)

(Implikationsformel) ::=
(Aussagenvariable)|((Implikationsformel) > (Implikationsformel))

Erweiterte Backus-Naur-Formen (EBNF) lassen sich leicht in kfGen iibersetzen. Entspre-
chendes gilt fiir Syntaxdiagramme, denen ebenfalls kfGen korrespondieren. (Ubung)

Lemma 5.3

Sei I' kfG. Seien uq, ..., up1 € 75w € (VUT)*. Dann gilt:

ur Arug Asus . .. up Aty 1 :ﬁ> w impliziert

W = ULV UV2UZ - . . Uy Up Uy p 1 ML A; % v; (1 <4 <mn) fiir gewisse v; € (VUT)*.
A, N v; fiir alle ¢ (1 <7 < n) impliziert

ki+-+k .
ur AjugAsus . . U Aptinr1 = W Mit W = UV UKVRUS . . . UpVp Uy

Beweis: Ubung.
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Korollar zu Lemma 5.3

Sei I' kfG. Seien uy, ..., up1 € 75w € (VUT)*. Dann gilt:
ur AjusAs . . up Aptin g :;> w g.d.w.

W = U VUV . . . UpUpUyyq Mit A :;> v; (=1,...,n) fir gewisse v; € (VUT)*

Definition 5.4 (Erreichbarkeit, Terminalisierbarkeit, Reduziertheit)

Sei I' = (V, 7,11, S) kfG. Seien A, B € V.
B heifit von A aus erreichbar, falls A :;> uBw fir u,v € (VUT)*

B heifit erreichbar, wenn B von S aus erreichbar ist.

A heifit terminalisierbar, falls A :;> w fiir ein w € T*

A heifit nutzlos, falls es keine u,v € (VUT)*, w € T* gibt, so dafi S :;> uwAv :;> w

" heit reduziert, falls I' keine nutzlosen Variablen enthilt oder II = ()

Bemerkung:

Intuitiv: A nutzlos < es gibt keine Ableitung eines Terminalwortes, in der A benutzt wird.

Satz 5.5

Zu jeder kfG T' 1a8t sich eine dquivalente reduzierte kfG I konstruieren.

Beweis:

folgt unten nach dem Beweis von Lemma 5.6 und Lemma 5.7

Lemma 5.6

Zu jeder kfG T" 148t sich eine dquivalente kfG I konstruieren, in der jede Variable termi-
nalisierbar ist.
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Beweis:
Sei I' = (V, 7,11, S).

Sei IV = (V', T ,1l', S) wie folgt definiert:
Wir definieren zunéchst V] induktiv wie folgt:

V=10
=V, U{AeV: A—-wellmitwe (V,UT)"}.
Insbesondere ist Vi={AeV: A—-well mitwe T},
Dann sei: V= U, Vs
I'={A—-wecll: AcV mitwe (VUT)*}
Offenbar gilt: V) C V., fiir jedes i >0

Vi =V, impliziert V] = V;,, fiir alle i,m >0
V' =V, (da im ungiinstigstem Fall bei der induktiven
Konstruktion von V' in jedem Schritt
nur eine Variable hinzukommt).
Damit liegt ein effektives Verfahren zur Konstruktion von V'’ vor.

Wir zeigen jetzt:

1. Jede Variable aus V' ist in I terminalisierbar
Induktion iiber Konstruktion von ).
Vi v
o SeiA%we (V. UT)* mit A — w eIl
Nach Induktionsvorraussetzung gilt: Jede Variable in w ist terminalisierbar. Also ist
nach Lemma 5.3 A terminalisierbar.

2. L(I") = L(I")
,C“ Klar,da V' CV und II" C1II.
»,2“  Durch Induktion iiber der Lénge von Ableitungen zeigen wir:
Seiue (VUT)*, we T
Falls u :;> w, dann v € (V' UT)* und u % w.
Beweis:
U :E> u ist trivial, da v dann keine Variablen enthélt
Betrachte v = u; Aus :i> U VU9 :;L> wmit A — v € Il.
Nach L.V gilt ujvus € (V' UT)* und ujvus % w. Damit

uAug € (V' UT)* und A — v € TI'. Damit u; Aus % w.

Bemerkung (Grenzfall):

Falls L(T') = (), ist S in ' nicht terminalisierbar und damit S ¢ V. Dies sei hier als
Grenzfall zugelassen.
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Beispiel:

S—>AB|CL
A — alaB
C — Aa

Konstruktion von V':

Vi =0U{S, A}

vV, ={S, A} u{C}

Vi, ={S,AC}tUD

V' ={S,AC}

I'={ S—a
A—a
C — Aa '}

Lemma 5.7

Zu jeder kfG T' = (V, 7,11, S) 148t sich eine kfG IV = (V',7,II', S) konstruieren, in der
jede Variable erreichbar ist, so daf§ gilt: A :;> wgdw. A % w fiir alle A € V' und

we(VUuT)

Beweis:
Wir definieren zunachst

Es gilt wieder:

Ferner gilt:
Insbesondere ist

Wir zeigen jetzt:

V! induktiv wie folgt:

Vo = {5}
Vioi=V,U{AeV: B—uAvellmit BeV,}
V= Unzovrlz

I={A—-well: AcV'}

Vi CV,, fir jedes i >0

V) = Vi, impliziert V] = Vi, fiir alle i,m > 0
V=V

AeV gdw. S % uAv fir u,v € (VUT)*™
A€V gdw. Aistin I" von S aus erreichbar.

1. A % w impliziert A :;> wiir AeV, we (VUT)"
Dies ist klar, da V' C V und II' C II.

2. A :;> w impliziert A % wifirAeV, we (VUT)"

In einer Ableitung von w aus A in I' kénnen nur Produktionen benutzt sein fiir
von S aus erreichbare Variablen, da A € V' selbst von S aus erreichbar ist. Diese
Produktionen sind in IT" vorhanden.



50 TEIL I: FORMALE SPRACHEN

Bemerkung:

Wir haben mehr gezeigt als nur Aquivalenz von I' und I": Sogar die Ableitbarkeit von
Wortern mit Variablen aus beliebigen von S aus erreichbaren Variablen bleibt erhalten.

Beispiel:

Grammatik wie im vorigen Beispiel
Vo = {5}

V) ={S, A, B}

Vi ={S,A,B} =V

II'={S — AB|a, A — alaB}

Beweis von Satz 5.5:

Ausgehend von I' wenden wir Lemma 5.6 an, resultierend in I'y. Auf I'y wenden wir Lemma
5.7 an, resultierend in I'y. Wir setzen I := I'y. Wir miissen zeigen, daf§ keine Variable aus
I nutzlos ist (falls I tiberhaupt Produktionen enthélt). Fiir beliebige Variablen A aus I
gilt offenbar, dafl sie in I erreichbar sind, d.h. S %; uAv und damit auch § %ﬁ uAv.

Damit gilt, da alle Variablen aus wAv in I'y terminalisierbar sind, S % uAv = w fiir
1

Iy
we T,

Daraus mit Lemma 5.7: S —F—*—> wAv % w
2 2

Bemerkungen:

1. Die Reihenfolge der Anwendungen von Lemma 5.6 und 5.7 ist relevant. Die Anwen-
dung in umgekehrter Reihenfolge fithrt nicht zum gewiinschten Resultat. Man mache
sich dies an der in den vorigen beiden Beispielen benutzten Grammatik klar.

Der Grund dafiir liegt darin, daB der Ubergang von S %ﬁ uAv %ﬁ w zu S %;

wAv % w (letzter Schritt des Beweises) nicht gedeckt ist, falls I'y durch Lemma 5.7
2

und I'y anschliefflend durch Lemma 5.6 entsteht, da uwAv kein Terminalwort ist (vgl.
Bemerkung hinter Lemma 5.7).

Wir betrachten folgendes vereinfachte Beispiel einer Grammatik ({S, A, B}, {a},II, S)
mit den Produktionen:

S—>AB‘CL
A—a
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Anwendung von Lemma 5.6 ergibt:

S —a
A—a

Darauf folgende Anwendung
von Lemma 5.7 ergibt:
S —a

o1

Anwendung von Lemma 5.7 ergibt:
S — ABla
A—a

Darauf folgende Anwendung
von Lemma 5.6 ergibt:
S —a
A—a

A ist nutzlos.

2. Im Spezialfall L(T') = () gibt es nach Anwendung von Lemma 5.6 keine Produktion
S — w fir S. Das bedeutet, dal nach Anwendung von Lemma 5.7 die Menge der
Produktionen leer ist. Damit ist die resultierende Grammatik reduziert.

Lemma 5.8

Zu jeder kfG T' = (V, 7,11, S) 148t sich eine kfG TV = (V,7,1II', S) ohne e-Produktionen

konstruieren derart, dafl L(I") = L(I")\{e}.

Beweis:
Vi= {AeV:A—-cell}
= VIU{AeV:A—well firwe YV}
V= Unzo Vi,
Es gilt:

Vi€ Vi, (i20)
Vi = V., impliziert V] =

Vi= Yy

/
i+m

Ferner gilt:

V' ist die Menge der in I" , nullierbaren® (d.h. zu ¢ fithrenden) Variablen,

d.hV’:{A:A:I’}g}

= {A—ay...a,:ay,...,

a, € (VUT) und

A — u1a1Usay . . . UpGntny € 1T fiir gewisse uy, ..., Uny1 € V*}
d.h. es werden alle Produktionen betrachtet, deren rechte Seite nicht ¢ ist und bei der
keine, einige oder alle nullierbaren Variablen weggelassen werden. (Insbesondere enthélt IT'
alle Produktionen aus II, die nicht e-Produktionen sind.)
Achtung: I hat dieselben Variablen wie I'. V' geht nur in die Definition von IT’ ein.

Bleibt zu zeigen: L(I") = L(T")\{e}
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Beweis:

CCL,

i

Jede in I gegeniiber I neue Produktion kann in I" simuliert werden durch Anwendung von
e-Produktionen. Ferner ist € in I nicht ableitbar.

o

Wir zeigen: A :;> wfir AeV, weT* w# e impliziert A % w

Induktion iiber Ableitungslange:

0: tritt nicht auf, da w # A

Sei A :;> uy ArugAs . . U Aptiy g :f} w, u; € T fiir A — w Ay .. u Apun gy € 11
Dann gilt nach Lemma 5.3:

W = ULV UV . . . UpUplpyq Mit A; % v;. Nach L.V. gilt: A; % v;, falls v; # €.
: A; fallsv; # ¢

Sei w; = { e fallsv, =¢

Dann ist A — ujwiusws . .. u,wyu, 1 = I, es gilt also:

1 k
A ? ULWLUSWS - . - Uy Wiy Uy 11 ? ULVT - -« Uy Up U1 -

Bemerkung:

Der Induktionsschritt schliefft den Fall der Ableitungslénge 1 ein. Separat wird dieser Fall
so behandelt:
SeiA:;>wmitA—>wEH. Daw #e¢,ist A — w e II'. AlsogiltA%w.

Beispiel:

I={ S — AaSblaa
A — BaB|e
B — cA|AA }

Vi ={A}; V] ={A, B}; Vi ={A, B} (nullierbare Variablen sind also A und B)
II'={ S — AaSb|aSb|aa

A — BaB|aB|Bala

B — cA|c|AA|A }

Definition 5.9 (Kettenproduktion)

Eine Produktion der Form A — B heifit Kettenproduktion.
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Lemma 5.10

Zu jeder kfG T' = (V,7,11,S) 143t sich eine dquivalente kfG I" = (V,7,I', S) ohne
Kettenproduktion konstruieren.

Beweis:

Wir definieren eine Funktion V', die Variablen Mengen von Variablen zuordnet.

Vo(4) = {A4}
' a(A) =V (A U{BeV:C— BecllmitCeV, (A)}
Vi(A) = Ui Va(4)
Es gilt:
Vi(A) = V|/V|(A>

V/(A) :{BeV:A:l’}B}

VI (A) :{Bev:Aé}B}
I ={A—-w:w¢gV,B—wellmit BeV(A)}
Intuitiv:

Ersetze alle Produktionsfolgen

( Al — A2
AQ — Ag
An—l - An
| A S w gV
durch
( Al — w
A2 — W

An—l —w
A, — w.

\
L(T) C L(I):

Ersetze jedes A; :113 Ay . :113 A, :113 w ¢V durch Ay % w

L(T") C L(I):

Ersetze Anwendung uq Aus % ujwus einer neuen Produktion A — w mit B € V'(A) und

1
B — w € II durch u; Aus :;> w1 Bus :F> U WU
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Beispiel:

M={ §—aShA
A — B|Ba
B — bBle }

S — aSh

S — Ba|bBle  neue Produktionen
A — Ba

A — bB|e neue Produktionen
B —bBle }

H/

Il
—

Definition 5.11 (Chomsky-Normalform)

Eine kfG ist in Chomsky-Normalform (CNF), falls jede Produktion die Form A — BC
oder A — a hat.

Theorem 5.12

Zu jeder kfG I" mit € ¢ L(I") a8t sich eine dquivalente kfG I'" in CNF konstruieren.

Beweis:
Aufgrund von Lemma 5.8 und 5.10 kénnen wir annehmen, daf§ I' keine e-Produktionen
und keine Kettenproduktionen enthélt. (Achtung: Die Reihenfolge der Anwendungen die-
ser Lemmas ist wichtig. Anwendung von Lemma 5.10 vor Lemma 5.8 fithrt nicht notwen-
digerweise zum Ziel, da die Elimination von e-Produktionen Kettenproduktionen erzeugen
kann, aber nicht umgekehrt.)
Sei I' = (V, 7,11, S).
Setze V' :=VU{B,:a€T}.
Ferner sei fiir jedes Wort w € (VU T)*:

w falls  |w|=1
w’ := { Resultat der Ersetzung aller a € 7 durch

B, in w sonst.
ﬁ::{A—>w’:A—>w€H}U{Ba—>a:a€T}
.=V, T,1,5).

Es gilt: T’ und I sind dquivalent (Ubung).

Alle Produktionen von I' haben die Form A — A;... A, oder A — a
Falls n > 2, ersetzen wir A — A; ... A, durch

A — AlBl

Bl — AQBQ
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Bn—?) - An—QBn—2

Bn—2 - An—lAn

wobei By, ..., B, _s geeignete neue Variablen seien.

Das Resultat sei IT’ N
I":= (V' T,I'S), wobei V' := V' U{B,,...,B,_5}, ist offenbar dquivalent zu I' und
damit zu I'.

Beispiel:

I'=({S, A, B},{a,b},11,5)
I={ S— adbB

A — aAla

B — bBJb }

1. Terminale-Ersetzen ergibt:
S — B,AB,B
A — B,Ala
B — BbB’b
B, —a
Bb — b
Bs
~ = .
2. Ersetzen von S — B, A B,B ergibt:
B1
S — B,B;
Bl — AB2
By — ByB

IT" hat also die Produktionen:

S — B, By

B1 — ABQ

By — BB

A — B,Ala
B — BbB’b
B, —a

Bb — b

Bemerkungen:

1. Dader Algorithmus zur Konstruktion einer reduzierten kfG nur Produktionen ausléfit,
jedoch nicht deren Form verdndert, kann man auch verlangen, daf§ als CNFen nur
reduzierte kfGen zugelassen sind.
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2. FEine andere Normalform ist die Greibach-Normalform. Hier haben alle Produktionen
die Form A — a oder A — aB; ... B, fiir a € 7. Es gilt, daf§ sich zu jeder kfG I' mit
e ¢ L(I") eine dquivalente kfG in Greibach-Normalform konstruieren lafit.

Definition 5.13 (Ableitungsbaum)

Sei I' = (V, 7,11, S) kfG ohne e-Produktion.

Ein Ableitungsbaum in I' ist ein Baum, dessen Blétter mit Variablen oder Terminalen

markiert sind, wobei gelten muf:

Falls ay,...,a, € VUT die unmittelbaren Nachfolger (Kinder) von A sind (gelesen von
links nach rechts), dann ist A — a; ... a, € II. Ein Ableitungsbaum fiir w aus a € VU7 in
' ist ein Ableitungsbaum, dessen Wurzel mit a und dessen Bléatter von links nach rechts mit
den Zeichen aus w markiert sind. Ein Ableitungsbaum fiir w in I' ist ein Ableitungsbaum
fiir w aus S in I'. Man nennt ihn auch Strukturbaum (parse tree) fiir w in T

Ein Zweig ist eine Folge aufeinanderfolgender Knoten, beginnend mit der Wurzel und
endend mit einem Blatt. Die Anzahl der Knoten einschliefSlich der Blatter heifit Grofie des
Baumes, die Anzahl der Knoten (einschlielich Blatt) in seinem léngsten Zweig seine Hohe.
(Auf eine formale mathematische Definition des Begriffs ,,Baum* wird hier verzichtet.)

Beispiel:

A Grofe 21
B/ U C Hohe 6
AN

A—BuUuCell

Beispiel:

[y (regulére Ausdriicke tiber {a,b,c})
II:5— 0](SoS)(SuUS)|S*|alblc
Ableitungsbaum fiir (a* o (b* U a)):
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I

AN

¥ Us )

/ \
|

b
Verschiedene Ableitungen:

S 2 (S08) > (508)= (50 (SUS)) = (a*o(SUS))
= (a*o(SUa)) = (a* o (57 Ua)) = (a* o (b* Ua))

S = (S08)=(508)= (a*08) = (a0 (SUS))
L (a0 (S*US)) = (a*o (b*US)) = (a* o (b* Ua))

Definition 5.14 (Rechtsableitung, Linksableitung)

Eine Rechtsableitung ist eine Ableitung, bei der jeder Schritt die Form uAv = wwv fiir
eine Produktion A — w hat, wobei v € 7*, uw € (VU T)*. Bei einer Linksableitung gilt
stattdessen u € 7%, v e (VUT™).

D.h., bei einer Rechtsableitung wird in jedem Schritt die rechteste, bei einer Linksableitung
die linkeste Variable ersetzt.

Satz 5.15

Sei I ohne e-Produktion, dann ist folgendes gleichwertig:
a) w e L(I)
b) Es gibt einen Ableitungsbaum fiir w

c) Es gibt eine Linksableitung fiir w

d) Es gibt eine Rechtsableitung fiir w

Beweis: Ubung
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Bemerkung:

Es gilt allgemeiner: Sei f eine Auswahlfunktion, die aus jeder Menge von Variablenvor-
kommen eines auswéhlt. Dann ist w € L(I") g.d.w. es eine Ableitung fiir w gibt, bei der in
jedem Schritt gerade das durch f ausgewéhlte Variablenvorkommen ersetzt wird.



6 Kellerautomaten

Kellerautomaten haben einen Speicher von der Struktur eines Stapels von Zeichen. In
Abhéngigkeit vom Zustand des Automaten ¢, vom gelesenen Eingabezeichen ¢ und vom
obersten Zeichen Z des Stapels wird beim Ubergang in einen neuen Zustand ¢ das oberste
Zeichen Z des Stapels weggenommen; der verbleibende Stapel kann dann durch ein oder
mehrere Zeichen neu aufgestockt werden. (Wenn Z durch Z ersetzt wird, bleibt der Stapel
unverdndert, wenn Z durch e ersetzt wird, verliert er das oberste Element.) Anders als bei
endlichen Automaten (genauer NDEAs) lassen wir e-Uberginge zu, d.h. der Stapel soll
beim Ubergang von ¢ zu ¢’ modifiziert werden konnen, ohne ein (echtes) Zeichen zu lesen.
Wir betrachten nichtdeterministische Kellerautomaten, d.h. ¢, a und Z determinieren nicht
eindeutig die auszufithrende Operation.

q—q

Stapel

Definition 6.1 (Kellerautomat)

Ein Kellerautomat (KA) ist ein Septupel A =< @, 3, P, 9, qo, Zo, F' > mit
(@ ... nichtleere endliche Zustandsmenge

>} ... Eingabealphabet

® ... Kelleralphabet

qo € Q ... ausgezeichneter Anfangszustand

Zy € @ ... Anfangssymbol des Kellerspeichers

F C@Q ... Menge ausgezeichneter Endzustande

§:Q x (ZU{e}) x & — P(Q x ®*) Ubergangsfunktion

A heit deterministisch, falls [§(q,a,Z)| < 1firqg € Q,a e X U{e}, Z € P,
sowie 0(q,&,Z) #0 = d(q,a,Z) =0 fiir alle a € &

Metasprachliche Variablen:
X, Y, Z fir Elemente von ®; «, 3, fir Worter iiber ¢

29
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Bemerkungen:

1. Wenn Kellerspeicher leer, dann kein Ubergang definiert.

2. e-Ubergiinge konnen grundsétzlich eliminiert werden (Zeigen wir hier nicht. Vgl. Har-
rison (1978) 5.51 - 5.53)

3. Deterministische und nichtdeterministische Kellerautomaten sind nicht gleichwertig.
(Obzwar fundamental fiir bestimmte Anwendungen, insbesondere den Compilerbau,
kann dies hier nicht behandelt werden. Vgl. Hopcroft & Ullman (1990) Kap. 10.)

Definition 6.2 (Konfiguration)

Sei ein KA wie vorher gegeben. Eine Konfiguration ist ein Tripel (¢, w, @) € @ x ¥* x ®*.

1
Die Relation i zwischen Konfigurationen ist wie folgt definiert:

(q? w? Za) (qlﬂ w?ﬁa) falls (q/7ﬁ) G 5(q7 67 Z)

(4, aw, Za) (¢, w, fa) falls (¢, 5) € 8(g,a, Z)
Fiir Konfiguration Ky, ..., K, ist definiert
K, =K, falls n=0

1 1 1
KoFKiFKy...FK, falls n>0
A A A

HLTH

K()'_Kn =
A

KiK’@KEK’fﬁreinneN.

A akzeptiert w durch einen Endzustand, falls (qo, w, Zp) Z (q,e,) fiir ein g € F, a € O*.

*

A akzeptiert w durch den Nullkeller, falls (go, w, Zy) t\ (q,¢,¢) fiir ¢ beliebig.

L(A) = {w € ¥* : A akzeptiert W durch Endzustand}
N(A) = {w € ¥* : A akzeptiert W durch den Nullkeller}

Beispiel:
A =< {qu q1}a {G,, ba C}a {Z07 Za7 Zb}a 57 qo, ZOa @ >

6(qo,a,Z) = {(q0, ZaZ)}

6(q0,0,2) = {(q0, Zu2)} ¢ VZ €{Zy, Za, Zn}
6(q0,c, 2) = {(a1,2)}

0(q1,a,Z,) = {(q,¢)}

6(q1,0, Zy) = {(q,¢)}

0(q1,€,Z0) = {(q1, )}
Fiir alle anderen Argumente hat § den Wert .
N(A) = {wcw®: w € (aUb)*}
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Schrittfolge

(qo, abcba, Zy)  F (qo, beba, Z,Zy)
(qo, cba, ZyZ o Zy)
(q1,ba, ZyZyZy)
(@1, 0, ZoZ)

(

Q1,€720)

(q1,€,¢)
(Dieser KA ist deterministisch, da §(qi,a, Zy) = d(q1,b, Zo) = 6(q1, ¢, Zo) = 0.)

Ein echt nichtdeterministisches Beispiel ist das folgende:
A=< {q07 q1}7 {CL, b}7 {ZOJ Za7 Zb}7 67 qo, ZOJ @ >

6(qo €, Z0) = {(qo,€)}

(g0, a, Zo) = {(q0; ZaZ0)}
6(q0,0, Zo) = {(q0, ZvZ0)}
(90, @, Za) = {(q0, ZaZa), (q1,)}
6(q0,0, Zp) = {(q0; Z6Zs), (q1,€)}
0(qo, a, Zy) = {(q1, ZaZip)}

5((]0, b> Za) = {(QIa ZbZa)}
5(Q17a7 Za) = {<QI78)}

6(q1,0, 2y) = {(q1,¢)}

5((1175720) = {<QI76)}
Fiir alle anderen Argumente hat 6 den Wert ().
N(A) = {ww?: we (aUb)*}

In den beiden Fillen, in denen der Wert von 0 eine Zweiermenge ist, besteht (nichtdeter-
ministisch) die Option, entweder den Stapel weiter aufzustocken oder mit dem Abbau des
Stapels zu beginnen (Ubergang von w zu w®). Man kann zeigen, daf im zweiten Beispiel
kein dquivalenter deterministischer KA zur Verfiigung steht.

Satz 6.3

Zu jedem KA A lafit sich ein KA A’ konstruieren, fiir den L(A) = N(A).

Beweis: Sei A=< Q,X%,,9,qo, Zo, F' >

‘A, ':< Q U {q€7 q6}7 E? @ U {26}7 5/7 q()? 267 @ > “(q€7 q67 26 neu)
0" entsteht aud ¢ durch Hinzunahme folgender Ubergénge:
8(qy, e, Z) = {(q0, Z0Z})} (Stapel wird unterlegt)

8'(q,6,7) 2 (qe,¢) falls g € F, Z € ®U{Z}}
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8 (ge,e,Z) = {(ge,€)}, falls Z € & U{Z}} (falls Finalzustand erreicht, wird Stapel abge-
baut.)

Sei w € L(A), d.h. (g, w, Zp) i (q,e,7v) mit ¢ € F. Offenbar gilt dann:

1 * *
(g6, w, Zg) b (0, w, ZoZy) b (a:8,72) b (ge, 2,€), dohow € N(A)

Simulation von A in A
Sei umgekehrt (gf, w, Z;)) Z/ (q,e,¢) (d.h. w e N(A")). Dann ¢ = ¢. und die Ableitung hat
die oben erwéhnte Form.

Satz 6.4

Zu jedem KA A LaBt sich ein KA A’ konstruieren, fiir den N(A) = L(A")

Beweis: Sei A=< Q,%,®,0,qy, Zy,D >

Setze A" :=< QU {qy, qr}, 5, @ U{Z0}, a0, Zo, {ar} > (a0, 45, Zy nen)

d" entsteht aus § durch Hinzuftigen von §'(q), ¢, Z}) = {(qv, ZoZ})} (Unterlegen des Sta-
pels) und 0'(q, €, Z)) = {(qr,e)} fir alle ¢ € Q. Wenn A Keller geleert hat, geht A’ in
Finalzustand {iber.

Theorem 6.5

Zu jeder kontextfreien Sprache L gibt es einen KA A, so daf3
L=N(A)

Beweis: Sei L = L(I") mit I' =<V, 7,11, S >.

Sei A:=<{¢},7,VUT,0,q,5,0 >

3(q,e,A) :={(q,w) : A — w € II} ,Vorhersage“

d(q,a,a) :={(q,e)} fir alle a € T ,Eingabevergleich“

D.h. es werden Linksableitungen vorhergesagt (versucht), die dann mit dem Gelesenen ver-
glichen werden (,, Top-Down-Parse®).

Wir beweisen L(I') € N(A) und N(A) C L(I') jeweils unter Verwendung einer Hilfsbe-
hauptung.

1. Hilfsbehauptung

% links

Falls S = w mit u € T* fiir v € (Vo (VUT)*)U{e} (d.h. v beginnt mit einer Variablen
oder ist das leere Wort), dann gilt

*

(q,uw, S) tt (¢, w,v) fir alle w € T*
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Beweis der Hilfsbehauptung (Induktion iiber *)

S Sklar,dau=cund v =29

Sei S %hnks uBv :;> uv1vev mit B — vjvg €I, vy € T*, vp € Vo (VUT)*) U{e}.
Damit: (g, uviw, S) (¢, viw, Bv) (nach 1.V.)

(g, vyw, v1v9v) (Vorhersage)

(¢, w,vov) (Eingabevergleich).

2T T reeTx

Aus dieser Hilfsbehauptung ergibt sich: Falls v € L(T'), d.h. S % u € T*, dann gilt:

(¢,u,S)

N

(q,€,€), d.h. u € N(A).

2. Hilfsbehauptung

« links

Falls (¢, uv, S) tt (q,v,w) fir u,v € T*, we (VUT)*, dann gilt S = uw

Beweis: (Induktion iiber die Linge der Schrittfolge)

% links

Liange 0: u =¢, w = S ergibt S = S
Lange > 0: 2 Félle geméfl Definition von §:

n 1
L. (q,uav,S) & (q, av, aw) - (¢,v,w).

« links

Nach IL.V.: S :F> uaw.

n 1
2. (¢uw,S) F (q,v, Bw) F (¢,v,zw) mit B — x € II.

% links

Nach IL.LV.: § = uBw
= uzw

Aus dieser Hilfsbehauptung ergibt sich: Falls u € N(A), d.h (q, ue, S)

% links

S = U d.h. w e L(T)

(q,¢,¢), dann gilt

nT x

Beispiel: T'= ({S},{a,b},11,5)
II: S — aSbhle

6(q,e,5) = {(q,aSh), (q,¢)}
6(q,a,a) = 0(q,0,b) = {(q,¢)}
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Schrittfolge: (g, aabb, S) Ii (q,aabb,aSb) (Vorhersage)
'i (g, abb, Sb) (Vergleich)
2 (q,abb, aSbb)  (Vorhersage)
'i (g, b, Sbb) (Vergleich)
2 (g, bb, bb) (Vorhersage)
: (¢,0,0) (Vergleich)
: (g:¢€,¢) (Vergleich)

Bemerkung: Der konstruierte Automat ist nichtdeterministisch.

Theorem 6.6

Ist A KA, dann ist N(A) kf Sprache.

Beweis: Sei A=< Q,X%,,9,qo, Zo, F >
Setze I':=<V,7,I1,S >
T:=%
Vi=(Q x®xQ)U{S} (S neu)
IT enthélt folgende Produktionen:
S — (90, %20,9) fiir alle ¢ € Q
(¢.2.4) — aq, falls 6(q,a,2) > (¢',€)

(Q7 Z> Qk) - a(q,a Zla QI)(Q17 227 QZ) e (Qkflv Zk’7 Qk)
fir alle ¢1,...,qr_1 € Q fiir k > 0, falls 0(q,a,2) > (¢, Z1 -+ Z)

Dabei kann a = € sein.

Intuitiv: Die Variable (¢, Z, p) erlaubt die Produktion derjenigen Wérter, die beim Uber-
gang von ¢ zu p das Stapelsymbol Z zu eliminieren erlauben. Dies besagt folgende Hilfs-

behauptung:

Hilfsbehauptung

*

Fir allex € T*: (q,Z,p) :} r gdw. (¢,x,72) t‘ (p,e,€)
Aus der Hilfsbehauptung ergibt sich der Beweis des Theorems wie folgt:
re N(A) gdw. (q,z, Z) Z (p,e,¢) fiir ein p
g.d.w. (qo, Zo,p) :;> x, d.h. S :;> x.
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Beweis der Hilfsbehauptung

»,<=": Induktion iiber ¢ in t‘

1 = 0: tritt nicht auf, da Z # ¢

i =12 =amita € TU{e} mit 6(¢,a,Z) > (p,e). Also (¢, Z,p) — a € 11, d.h.
(9,2, p) % a.

i>1:(q,ay, 2) Ii (¢1,9, 21 ... Zy) Ii (p,e,e). Wir schreiben: y = y; ...y, wie folgt:

11 ist das Préfix von y, nach dessen Lektiire der Stapel n — 1 Symbole hat und Z, oben
liegt, y1y2 das Préfix von y, nach dessen Lektiire der Stapel n — 2 Symbole hat und Z;
oben liegt, usw.

Grofle
des
Stapels \
Zustand
qi :
Q2 BN }
! : Zustand
" : / Qi1 =P
_
Y Y2 Yn

verbrauchte Eingabesymbole — =

Abb.: Stapelgrofie als Funktion der verbrauchten Eingabe (Skizze nach Hopcroft & Ullman (1990))
<i

Es existieren Zusténde g, . .., g1 = p mit (¢;,y;, Z;) F (gj+1,6,¢) (1 <j<n).
Nach LV.: (¢;, Z;, qj+1) % Yj.
Dem ersten Ubergang von Konfigurationen entspricht:
(¢, Z,p) — alq1, Z1,2)(q2, Z2,G3) - - - (qns Zn, p). Daraus: (q, Z,p) ? ayi .- Yn.
ay
7=": Sei (¢, Z,p) :;> x. Induktion iiber i:
1 = 0: tritt nicht auf, da z € 7*, d.h. z €V

i=1:(q,Z,p) x €llund z € T U{e}, d.h. §(¢,x,Z) > (p,e), d.h. (q,2,2) E (p,e,¢)

=T
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i>1: (¢, Z,p) %} alqr, Zv,¢2) (G2, Z2,43) - - (Gu, Zos p) = @ mit 8(q,a,Z) > (q1, Z1 ... 7).
Dann nach Lemma 5.3 z = az; ...z, mit (g;, Z;, qj+1) = x;.

Mit LV.: (¢j, 2, Z;) ; (gjt+1,€,€).

Damit: (q]‘, Tjljt1 ... Ty, Zij+1 e Zn) .,lj( (Qj—l—la LTjy1...Tn, Zj+1 Ce Zn)
Dem ersten Schritt der Ableitung in I' entspricht

(q,il‘l" Z)l_(q17x1 xnazlzn)

ary...Tn

Durch Hintereinanderschaltung der Ubergénge zur Entfernung von Z; fiir jedes j ergibt

sich (q,z, Z) s (p,e,e)

Beispiel:
A =< {QO7 q1}7 {07 1}7 {Z07 Zl}7 67 qo, ZO; @ >
5((]070 ZO) {(q(]?ZlZ(])} (*)

(40,0, Z1) = {(qo0, Z1Z1)} ()
5((]071721) {(qlve)}
0(q1, 1, Z1) = {(q1,€)}
o(q1,€,Z1) = {(q1,¢)}

6(q1,€, Z0) = {(q1,¢)}

Es gilt: N(A) ={0"1": 0<n>m >0}}

[ =<V, 7,18 > mit T = {0, 1}
V - {Sa <QO7 ZOa QO)a (q07 ZO; Q1>7 (q07 Zl7 QO)7 (q()a Zl7 QI)7
(qlv ZO? QO); (qla ZOa (11)» (Qh Zl7 q0)7 (QI; Zl7 91)}

Produktionen:

(1) S — (g0, Zo, 90)|(q0: Zo, q1)

(quZ17q1) —1
(2) < (¢1, Z1, 1) — e
(q1, Zo,q1) — ¢

(90, Zo,00) — 0(qo0, Z1,90) (q0, Z0,q0)
: (90, Zo,00) — 0(qo, Z1,q1) (q1, Zo, q0)

3) mit (*
( ) ( ) (QO7Z07q1> - O(Q()vZ ) (QO7Z(]7q1>
(q Zqu1> - 0(q07ZI7QI) (Q17207QI>
<QOaZ1aq0) - O(Q0>Zl QO) (QOaZIaQO)
rmt (q ZlaQO) - O(QO:Zl Ch) (q ZlaQO)
(90, Z1, 1) — 0(qo, Z1,90) (0, Z1,q1)
(QO7 Zlqu) - O(QO, Zl,Ch) (Ch, Z1;Q1)
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Es 148t sich durch Umformung zeigen, dafl dies gleichwertig ist zur Grammatik mit den
Produktionen:

S — 0D D — 0D|0D1|1

Offenbar erzeugt diese Grammatik die Sprache {0"1™: 0 <n > m > 0}.



7 Eigenschaften kontextfreier Sprachen

Wir beweisen das Pumping Lemma fiir kontextfreie Sprachen und zeigen einige seiner
Konsequenzen. Ferner zeigen wir den Zusammenhang zwischen dem Postschen Korrespon-
denzproblem und der Entscheidbarkeit gewisser Eigenschaften kontextfreier Sprachen.

Theorem 7.1 (Pumping Lemma)

Zu jeder kontextfreien Sprache L 148t sich eine Zahl n angeben, so daf sich jedes w € L
mit |w| > n als w = uyvrvous schreiben 148t, wobei gilt:

1. vivg # ¢
2. |vjzvg| <n

3. fiir alle 4 > 0 gilt wyvizviuy € L
Beweis: Sei I' kfG in Chomsky-Normalform mit L(T") = L\{e}

Hilfsbehauptung

Sei i die Hohe eines Ableitungsbaumes fiir ein z in T'. Dann ist |2] < 2772,

Beweis: Induktion iiber i:

i = 2: trivial, da dann der Baum so aussieht: le” la| <2372 =1

7 > 2: Baum sieht so aus:
/7N
X Y
ANRYAN

21 Z9

z
Nach LV. gilt: |21] < 2773 |29] <2073, d.h. |2] = |21] + |22] <2073 + 2073 = 2172,
Fortsetzung des Beweises des Theorems.

Setze n := 2% wobei k Zahl der Variablen in I': Wegen |w| > 2% > 2! hat nach der
Hilfsbehauptung jeder Ableitungsbaum fiir w die Hohe > k + 1, d.h. es gibt mindestens
einen Zweig, der mindestens die Léange k + 2 hat, d.h. £ + 1 Knoten, die mit Variablen

68
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markiert sind. Also taucht in einem solchen Zweig eine Variable X mindestens zweimal
auf. Wir betrachten die Teilbdume, die an diesen beiden Vorkommen von X , hdngen*:

S
£
m 4§>\u

-

w

J/

1. Wir kénnen annehmen, dafl v;v, # . Andernfalls kann man den oberen X-Baum
durch den unteren X-Baum ersetzen (,pruning“), so dafy der ausgewihlte Zweig eine
kiirzere Lénge erhélt. Dieses Verfahren mufl irgendwann bei einem Zweig der Lénge
> k + 2 abbrechen.

2. Wir konnen ferner annehmen, dafl unter dem oberen X aufler X keine Variable im
gewihlten Zweig doppelt vorkommt. Ansonsten wéhlen wir eine entsprechende andere
Variable aus. Also hat der obere X-Baum eine Hohe < k + 2.

Damit gilt nach der Hilfsbehauptung: |v,zvy| < 20H¥2)-2 = 2k —

3. Einen Ableitungsbaum fiir ujxus erhélt man durch Ersetzen des oberen X-Baum
durch den unteren X-Baum. Einen Ableitungsbaum fiir u;vizviu, fiir i > 0 erhilt
man durch (i — 1)-faches Ersetzen des unteren X-Baumes durch den oberen (,,spli-
cing®):

Beispiel: L = {a™0™c™ : m > 0} ist nicht kontextfrei.

Beweis: Sei n wie im Theorem. Dann:
a™b"c" = u v xVUs
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Da |vzvs] < n, sind in vyzve hochstens zwei verschiedene Buchstaben vertreten.

Wegen v,v9 # € ist beim Aufblasen von vyzvs zu v2xv? mindestens ein Buchstabe nicht
1703

betroffen.

Korollar 7.2

Die Menge der kf Sprachen ist nicht unter Durchschnitt abgeschlossen.

Beweis:

Ly :={a™"c™: m,n >0} und Ly := {a"b"c™ : m,n > 0} sind kontextfrei.
LiN Ly ={a™b™c™ : m > 0} jedoch nicht.
Lemma 7.3
Seien L; und Lo kontextfrei. Dann ist auch
1. L, U Ly kontextfrei

2. L o Ly kontextfrei

3. L7 kontextfrei

Beweis:
Sei L1 == L(Fl) mit Pl == <V1,71,H1, Sl>
Ly = L(Ty) mit I'y = (Vs, 75,115, S)

Wir nehmen an, da8 YV, NV, = ()

1. L1 UL2 = L(F) mit I' = <V1 UVQU{S},,]E U’];,Hl UH2U{S — 51’52},S> (S neu).

S S

Sl SQ
Ly i i i i L,
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71

2. L1 o Lg = L(F) mit [' = <V1 U VQ U {S},’]Vl U %,Hl U H2 U {S — 5152}, S> (S neu).

S

A ap
3. LI = L(F) mit I' = <V1,7-1,H1 U {Sl — 5151’6}, Sl>
Sy o

, /N

: Ll\{e}{ 3 S

/\

Sy Sy

Lemma 7.4

Wenn L C ¥* kf ist, dann nicht notwendigerweise >*\ L.

Beweis:

Ansonsten wére mit Ly und Ly auch Ly N Ly = ¥\ ((E£*\L1) U (X*\La)) kf, da nach Lemma
7.3 kfe Sprachen unter Vereinigung ,,U*“ abgeschlossen sind. Kfe Sprachen sind jedoch nach

Korollar 7.2 nicht unter Durchschnitt ,,N*“ abgeschlossen.

Satz 7.5

Sei L kf Sprache und R regulédre Sprache. Dann ist L N R kf Sprache.

Beweis:
Sei L = L(AL) und R = L(AR), wobei AL = <QL, Z, CD, (SL, qr, Zo, FL> KA,
AR - <QR7 E, 5R7 dRr, FR> DEA.

Setze ALR = <QL X QR; 2, (I),(SLR, (qL,qR), ZO,FL X FR> mit
drr((q,p),a,2) > ((¢,p),a) g.dw. d1(q,a,Z) 2 (¢, ) und dg(p,a) = p/,
wobei dg(p,€) = p festgesetzt sei. Es gilt:

*

((qr,qr),w, Zy) iAj ((¢,;p), e, ) g.d.w. (qr,w, Zy) i (¢,€, ) und 05 (qr, w) = p

LR L

Damit w € L(ALR) g’.d.W. w e L(.AL> N L(AR) da Frp = F;, X Fpg.
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Lemma 7.6

Sei I' = (V, 7,11, S) kfG in Chomsky-Normalform. Sei A ::} wmit A €V, w € 7T*. Dann:

2|w|—1
A :1“|> w

Beweis:
lwl|=1: A—well

w
lw| >1: A= BC = T,

Wir wissen: B = u;, C = uy (Vgl. Lemma 5.3).
2)ug|—1 2|uz|—1

Nach IL.V. B = uj, C = us
1+2|u1\71+2\u2|71
-

Damit erhalt man: A urug, d.h. A 2ﬂ7>1 w

Satz 7.7

Es gibt einen Algorithmus, der, angewendet auf eine kfG I' = (V, 7,11, .S) und ein Wort
w € T* entscheidet, ob w € L(T")

Beweis:
Falls w = ¢, berechnet man geméf dem Algorithmus von Lemma 5.8 {A €V : A %} e}

und priift, ob S in dieser Menge ist. Ansonsten transformiert man I' in CNF I und priift
bei allen Ableitungen der Lénge 2|w| — 1 in I, ob sie mit w enden.

Bemerkung:
Wenn keine Variable aus IV mehr als & Produktionen hat, dann gibt es maximal k*I=1)
Ableitungen der Lange 2|w| — 1. In Kapitel 8 betrachten wir effizientere Algorithmen.

Satz 7.8

Es gibt einen Algorithmus, der fiir kfG T" testet, ob L(I") = ().

Beweis:

1. Moglichkeit: Priife, ob S terminalisierbar ist (Lemma 5.6)

2. Moglichkeit: Teste, ob € € L(I') nach dem vorigen Satz. Falls ¢ ¢ L(I"), bilden wir eine
e-produktionsfreie und kettenproduktionsfreie dquivalente kfG I"" (Lemma 5.8 und Lemma
5.10). Sei n Anzahl der Variablen in I'. Dann hat jeder Zweig eines Ableitungsbaumes
fur ein kirzestes w € L(I') hochstens n Variablenknoten: Ansonsten kdme némlich eine
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Variable A doppelt vor.

N

w kiirzest

Durch pruning (Ersetzung des oberen A-Baumes durch den unteren) erhielte man dann
w € L(T) mit |w'| < |w|. (Wegen Kettenproduktionsfreiheit und e-Produktionsfreiheit
miifite oberer A-Baum echt breiter sein als unterer A-Baum.)

Man teste alle Ableitungsbaume von I der maximalen Hohe n + 1 und priife, ob sie ein
Terminalwort ergeben.

Satz 7.9

Es gibt einen Algorithmus, der testet, ob fiir eine kfG I" die Sprache L(I") endlich ist.

Beweis: Wir zeigen folgendes: Sei I' in Chomsky-Normalform mit exakt n Variablen.
Dann ist L(T') unendlich g.d.w. es ein w € L(T') gibt mit 2" < |w| < 27!
»<=": Pumping Lemma (Aufblasen)
,="“: Es gibt Worter der Linge > 2"!. Sei w ein kiirzestes davon. Nach dem Pumping
Lemma ist w = ujvzvous und uyzuy € L(T)
|urzus| > |usus| = |w| — [vizvs], wobei [w| > 2"+ und |vyzve| < 2" (Pumping Lemma).
>2n
D.h. 2" < luyzuy| < 27
—_———

da w kiirzestes Wort mit |w| > 2711

Der Algorithmus mufl w € L(T) fiir alle w mit 2" < |w| < 2"*! priifen.

Definition 7.10 (Postsches Korrespondenzproblem)

Ein Postsches Korrespondenzsystem ist ein Paar von gleichlangen Listen

Uty - ey Up

Viy...,Up

von Wortern iiber einem Alphabet Y. Eine nichtleere endliche Folge i1, . . ., i, von natiirli-
chen Zahlen zwischen 1 und n heiffit Losung des Systems, falls

WUy« Uy, = Vgy v Uy

Das Postsche Korrespondenzproblem lautet wie folgt: Gibt einen Algorithmus, der, ange-
wendet auf ein Postsches Korrespondenzsystem, entscheidet, ob es eine Losung hat?
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Bemerkung:

Man stelle sich das Korrespondenzsystem als endliche Menge verschiedener Dominos vor
Ui

, wobei von jedem Domino beliebig viele Exemplare zur Verfiigung stehen. Eine Losung

U;

des Systems ist dann eine Aneinanderreihung von Dominos | —| |—2| ... | —= | derart,
’Uz'l Ui2 (%

m

dafl oben und unten dasselbe Wort steht.

Zur Terminologie: Ein Algorithmus, der entscheidet, ob ein beliebiges Potsches Korres-
pondenzsystem eine Losung hat, wére eine positive Losung des Postschen Korrespondenz-
problems.

Lemma 7.11

Seien T'y, T’y kfG. Wenn es einen Algorithmus zur Entscheidung von L(T'y)NL(T) = @ gibt,
dann hat das Postsche Korrespondenzproblem eine positive Losung.

Beweis:
Sei Postsches Korrespondenzsystem
ULy ooy Upy; V1y...,Up

gegeben mit u;, v; € X*.

Betrachte das Alphabet ¥/ := X U {¢1,...,¢,}, ¢ neu, und die kfG
Fl = <{Sl}7 2/, Hl, Sl>7 FQ = <{SQ}, 2/, Hg, SQ)

H1 = {Sl i ul-Slci, Sl — U;C; . 1 S 1 S ’I’L}

Iy := {5y — v;52¢;, Se — vic; 1 1 <i<n}

Es gilt:

L(Fl) = {Uil e uimcm e Cil}

L(FQ) = {Uh e ’Uimcim Ce Cil}

Damit gilt:
LT)NLMTy) #0 gdw. wyy...u;,, = vy ... 0, fir gewisse i1, ..., 4y,
g.d.w. das gegebene Postsche Korrespondenzsystem hat Losung.

Eine Entscheidung iiber L(I'1) N L(I'y) = @ wire eine Entscheidung iiber die Losbarkeit
des Korrespondenzsystems.

Bemerkung zum Beweis

Die ¢; haben die Funktion, die Zerlegbarkeit der Worter u;, ... u;
sammengehorige Paare (Dominos) sicherzustellen.

und v;, ...v;,, in zu-

m
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Definition 7.12

Eine kfG T" heifit eindeutig, falls jedes von I' erzeugte Wort genau eine Linksableitung hat.
Ansonsten heifit sie mehrdeutig.

Lemma 7.13

Wenn es einen Algorithmus gibt, der entscheidet, ob eine kfG eindeutig ist, dann hat das
Postsche Korrespondenzproblem eine positive Losung.

Beweis: Wie im Beweis von Lemma 7.11 konstruieren wir die Grammatiken I'; und I's.
[’y und T’y sind eindeutig. Betrachte I' := ({5, 51,52}, X, I; UTI, U{S — 51,5 — S5}, S)
S S

81 52
Da I'; und I'y eindeutig sind, ist " eindeutig g.d.w. L(T'y) N L(T'z) = 0.

Bemerkungen:

1. Die Entscheidbarkeit zahlreicher anderer Probleme kontextfreier Sprachen impliziert
eine positive Losung des Postschen Korrespondenzproblems, z.B. (fiir kfGen I'y, T's):
L(Fl) N L(I'y) ist unendlich

I'y) N L(Ty) ist kontextfrei

1) € L(T)

1) = L(T')

1) ist reguldr

L(T'y) ist deterministisch kontextfrei

(vgl. Schoning 2001, § 2.8)

2. Das Postsche Korrespondenzproblem hat eine negative Losung (siehe Theorem 16.5).



8 Spezielle Entscheidungsalgorithmen fiir
kontextfreie Sprachen

Nach Satz 7.7 gibt es einen (uneffektiven) Entscheidungsalgorithmus fiir kontextfreie Spra-
chen. Wir behandeln hier zwei effektivere Algorithmen, den von Cocke, Younger und Kasa-
mi fiir kontextfreie Grammatiken in Chomsky-Normalform und den von Earley, der direkt
auf beliebige kontextfreie Grammatiken angewendet werden kann. Der Earley-Algorithmus
ist wegen seiner Universalitit und Effizienz (im allgemeinen Falle O(n?), bei vielen wichti-
gen Grammatiken sogar linear) in der Computerlinguistik von zentraler Bedeutung.

Definition 8.1 (CYK-Algorithmus)

Sei ' =<V, 7,11, S > kfG in CNF. Sei w € T*

Der Algorithmus von Cocke, Younger und Kasami (CYK) ist wie folgt definiert:
Wir definieren Mengen von Variablen V;;(1 <i < j <|w|):
Vim = Ujcpemld A — BC €1, B € Vii,,C € Vigy1ym } fiir i < m.

Der Algorithmus antwortet positiv g.d.w. .S € Vyjy

/ A\
B C
1 2 i k k+1 m |w

Theorem 8.2 (Korrektheit und Vollstindigkeit des CYK-Algo-
rithmus)

Der CYK-Algorithmus akzeptiert w g.d.w. w € L(T).
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Beweis:

Wir zeigen:

AeV,gdw A %} umit u=ay...a, a1 = (w);, a, = (w);, d.h. u Teilwort von w vom
i-ten bis zum j-ten Zeichen.

Daraus folgt mit A =S, i =1, j = |w| die Behauptung.

,=": leichte Induktion iiber (j — 1)

»<=": Induktion iiber |u] :

|u| = 0: tritt nicht auf

|u| = 1: Dann ist A — u Produktion, d.h. A € V;

|u| > 1: Dann liegt Ableitungsbaum folgender Form vor:

A

A\

B C
AN AN
(751 U9

N——————
u

Damit gilt: B € Vi, C € V(j41; fiir ein k mit ¢ < k < 5.
Wegen A — BC' € II gilt damit A € V;;.

Beispiel 1 (aus Loos, 1989):

Terminalalphabet: {a,+,*, (,)}
Produktionen:

S%T’S—O—T
T — F|T+F
F — al(5)

Grammatik in CNF':

S — a| A H|TI|SJ
T — a|AH|TI
F— G‘AlH

Al — (

Az — %

Ag —>)

A4 — —|—

H— SAQ

I — A3F

J — A4T
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Eingabe: w = a * (a + a)

a * ( a + a )
1 2 3 4 5 6 7
1| {S,T.F} 0 0 0 0 0 {5, 1}
2 - {As} 0 0 ] 0 {1}
3 — - {A} 0 0 0 {S,T, F}
4 — — — {S,T,F} 1) {S} {H}
5 - - - - {Ad {J} 0
6 — — — — - {S,T,F} {H}
A
S e Vi dh.we L(F)
Beispiel 2:
Grammatik hinter Theorem 5.12 in CNF:
S — B,B;
Bl — AB2
By, — BB
A — B,Ala
B — BbB’b
B, —a
Bb — b
Eingabe: aaabb
a a a b b
1 2 3 4 5
1{A, B.} {A} {A} 1) {S, By}
2 - {A, B,} {A} 0 {S, By}
3 — — {A, B,} 0 {B:}
4 — — — {B, By} {B2, B}
50 - - - = {BB)

Definition 8.3 (Zerlegte Produktion)

Sei I'" =< V', 7,1II', S > kfG. Dann betrachte die dquivalente Grammatik

=<V, 7,ILLS > mit V:=V U{S}, I:=1I'U{S — S}.

Eine zerlegte Produktion hat die Form A — wv; e vy fiir A — vv, € II. Ein Zustand des
Earley-Algorithmus fiir die Eingabe von w = a; ...a, ist ein Paar, bestehend aus einer
zerlegten Produktion und einer natiirlichen Zahl > 0: (A — v @ vy;1)
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Definition 8.4 (Earley-Algorithmus)

Der Earley-Algorithmus konstruiert zu einer Eingabe a;...a, € 7* eine Folge von Zu-
standsmengen @)y, . . ., (), in folgender Weise:

(1) Initialisierung: Qp := {(S — ¢5;0)},Q1 = ... =Q, =0

(2) AbschluB: Beginend mit @y, bilde fiir ); den Abschlufl beziiglich der folgenden drei
Operationen und gehe zu ;. iiber, bis (),, erreicht ist.

(V) (Voraussage) Falls (X — ue Av; j) € Q;, fiige fiir alle A — w € II den Zustand
(A — ew; i) zu @); hinzu.
(
(

(E)

Eingabeiiberpriifung) Falls (X — uwe av;j) € Q;_1 und a = a;, fiige
X — ua e wv;j) zu @; hinzu (fiir ¢ = 0 nicht definiert).

(R) (Rekonstruktion) Falls (A — we;j) € Q;, fiige alle (X — uA e v;g) zu Q;, fiir
die (X — ue Av;g) € Q; gilt (d.h. fiir die (A — ew; j) zu @), entsprechend (V)
hinzugefiigt wurde).

(3) Entscheidung: Falls (S — Se;0) € @Q,, akzeptiere ay...a,, ansonsten verwerfe
ai...0an.

(Fiir einen Algorithmus im prézisen Sinn ist es noch notwendig, die Reihenfolge der Ope-
rationen zu normieren und dementsprechend die Zustandsmengen als geordnete Mengen
aufzufassen.)

Bemerkungen:

1. Falls (X — wewv;j) Zustand, dann X — wv Produktion aus II.

2. Intuitive Idee: (X — uev;j) € Q; bedeutet:
Die Produktion X — wv wurde bei Lektiire des j-ten Zeichens des Eingabewortes
vorausgesagt; jetzt ist man bei der Lektiire des i-ten Zeichens; mit dem Teil u der
vorausgesagten Produktion war man bei der Lektiire des (j + 1)-ten bis zum i-ten
Zeichen erfolgreich.

Beispiel 1:

r- s—=.8
S — aSh
S —e¢

L(T) = {a"b":n >0}
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Uberpriifung, ob aabb € L(T):

Qo=1{ (S— eS;0) (0,1) Initialisierung

(S — eaSh; 0) (0,2) (V) aus (0,1)

(S—e ;0) (0,3) (V) aus (0,1)

(S— Se;0) }  (0,4) (R)aus (0,3) und (0,1)
Qi={ (S—aeSh 0) (1,1) (E) aus (0,2) (a gelesen)

(S — eaSh; 1) (1,2) (V) aus (1,1)

(S—e ;1) (1,3) (V) aus (1,1)

(S — aS b; 0) } (1,4) (R) aus (1,3) und (1,1)
Q=1 (S—aeSh 1) (2,1) (E) aus (1,2) (a gelesen)

(S — eaSh; 2) (2,2) (V) aus (2,1)

(S—e ;2) (2,3) (V) aus (2,1)

(S — aS b; 1) } (2,4) (R) aus (2,3) und (2,1)

Qs ={ (95— aSbe; 1) (3,
(S—aSeb; 0) } (3,

(E) aus (2,4) (b gelesen)
(R) aus (3,1) und (1,1)

Qis=1{ (S — aSbe; 0) (4,1) (E) aus (3,2) (b gelesen)

(S — Se; 0) } (4,2) (R) aus (4,1) und (0,1)
—_——
Akzeptanz

Beispiel 2 (aus Loos 1989, angepafit an die hiesige Terminologie)

r. S-S
S— A
S — aSh
A—a
A — Aa

L(T') = {a"b™ :n >m > 0}
Uberpriifung, ob aab € L(I'):

Qo =1 (§ — o5; 0) (0,1) Initialisierung
(S —eA; 0) (0,2) (V) aus (0,1)
(S — aSh;0) (0,3) (V) aus (0,1)
(A — ea; 0) (0,4) (V) aus (0,2)
(A—eAa; 0) } (0,5) (V) aus (0,2)
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Qi=1{ (S—aeSb 0)
A — ae; 0)
S —eA; 1)
S — eaSh; 1)

(1
(1
(1
(1
A—ea 1) (1,
(1
(1
(1
(1

© 00 3 O U = W N —
—_ o N

A — eAa; 1)
S — Ae; 0)

/\|/\AA/—\/—\/—\/\/—\

Q2 ={

=== = O 00 N O O W N

MY M M NN NN N YD

0) }

(S — aSbe; 0) (3,1)
(S— Se; 0) } (3,2)

Qs ={

Beispiel 3:

(Grammatik hinter Theorem 5.12)
r. S—=5

S — aAbB

A — aAla

B — bB|b

L(T) = {a™™ :n,m > 2}
Uberpriifung, ob aaabb € L(I"):

Qo={ (5—e5;0) (0,
(S — eaAbB; 0) } (0

Qi={ (5—aedbB; 0) (I,

1,1
(A — eaA; 1) (1,2
1,3

(A—eq; 1) } (1,

(E) aus (0,3) (a gelesen)
(E) aus (0,4)

(V) aus (1,1)

(V) aus (1,1)

(V) aus (1,3)

(V) aus (1,3)

(R) aus (1,2) und (0,2)
(R) aus (1,2) und (0,5)
(R) aus (1,7) und (0,1)
(E) aus (1,4) (a gelesen)
(E) aus (1,5)

(E) aus (1,8)

(V) aus (2,1)

(V) aus (2,1)

(V) aus (2,4)

(V) aus (2,4)

(R) aus (2,2) und (1,3)
(R) aus (2,2) und (1,6)
(R) aus (2,3) und (0,2)
(R) aus (2,3) und (0,5)
(R) aus (2,8) und (1,1)
(R) aus (2,10) und (0,1)

(E) aus (2,12) (b gelesen)
(R) aus (3,1) und (0,1)

) Initialisierung
,2) (V) aus (0,1)

81



82 TEIL I: FORMALE SPRACHEN

Q:={ (A—aeA;1) (2,1) (E) aus (1,2) (a gelesen)
(A — ae; 1) (2,2) (E) aus (1,3)
(A — ead; 2) (2,3) (V) aus (2,1)
(A — ea; 2) (2,4) (V) aus (2,1)
(S—aAebB; 0) } (2,5) (R)aus(2,2)
Qs=1{ (A—aeA; 2) (3,1) (E) aus (2,3) (a gelesen)
(A — ae; 2) (3,2) (E) aus (2,4)
(A — eaA; 3) (3,3) (V) aus (3,1)
(A — ea; 3) (3,4) (V) aus (3,1)
(A — aAe; 1) (3,5) (R) aus (3,2) und (2,1)
(S—aAebB; 0) } (3,6) (R)aus (3,5) und (1,1)
Qs={ (S —aAbeB; 0) (4,1) (E) aus (3,6) (b gelesen)
(B — ebB; 4) (4,2) (V) aus (4,1)
(B — ob; 4) } (4,3) (V) aus (4,1)
Qs={ (B—beB; 4) (5,1) (E) aus (4,2) (b gelesen)
(B — be; 4) (5,2) (E) aus (4,2)
(B — ebB; 5) (5,3) (V) aus (5,1)
(B — eb; 5) (5,4) (V) aus (5,1)
(S — aAbBe; 0) (5,5) (R) aus (5,2) und (4,1)
(S — Se; 0) } (5,6) (R) aus (5,5) und (0,1)

Die folgenden zwei Lemmas prézisieren die in der Bemerkung 2 hinter Definition 8.4 gege-
bene intuitive Idee.

Lemma 8.5

Seien aq,...,a, € T als Eingabezeichen gegeben.

Seien im folgenden u, v, w, v, v, w" € (VU T)*
Falls (X — uwewv; f) € Q;, gibt es w mit

(i) S=ay...a;Xw
(i) u= as...q

Beweis: Induktion iiber Schrittzahl des Algorithmus

LA : (S — eS; 0) € Qo.
Es gilt:

(i) S=8 (w:=¢)
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. *
(i) e=¢

I.S.: (V) Sei (X —ue Av; f) € Q;.
Durch Voraussage werde (A — ov'; i) zu @Q); hinzugefiigt.
Nach [.V. wissen wir

i) S =ap...apXw (i) v = ap ...

B daraus

S= ay...apuAvw (mit X-Produktion)
—— ——

daraus mit (i)’

(i)§:*>a1...afaf+1...aiAvw

gesuchtes Wort
Ferner gilt:

(ii) € > ¢

(E) Sei (X mueav; f)€ Qi1
(X — uaev; f) werde zu Q; hinzugefiigt, wobei a = a;
Nach I.V.:
(i) S = a1 ...a;Xw fiir ein w
(i) u = Aft1 ... Qi1
Daraus:
i) S=ay...apXw
(i) wa = apit ... Q10

(R) Sei (A—u'e; f) e @Q;und (X — ueAv; g) € Qs
Durch Rekonstruktion werde (X — uA e v; ¢) zu @; hinzugefiigt
Nach L.V gilt:

(i) S = a; ...apAw fiir ein w

(i) v = apyy ... a

sowie

i1)" S = ay...a,Xw fiir ein w’

(i) u = age1 ... ay

Daraus:

(i) S = ay...a,Xw'

(i) uAd == agy1...apA == agi1...apu = agi1...Qfa54 - .. ;.

Lemma 8.6

Falls (X — ue Aw; f) € Q; und A= a4, ...a;, dann gilt:
(X —udew; f)e Q.
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Beweis:

Hilfsbehauptung

Falls (X - uea;...qqw; f) € Q; dann (X — ua;i1...q 0 w; f) € Q.

Beweis der Hilfsbehauptung:
l=1i,dh. ajr1...q = e: trivial. Ansonsten (I — i)-facher Eingabevergleich.

Beweis des Lemmas: Durch Induktion {iber der Lange der Ableitung von a; 1 ...a; aus
A.

A2 A tritt nicht auf.

SeiA:1>xg>ai+1...al

Durch Voraussage erhalten wir (A — ex; i) € Q;. Es gilt:

r=x1X1...0:XsTsyq mit x; € T*, wobei x; oder X; leer sein kann.

(D.h., Variablen kénnen unmittelbar aufeinander folgen oder brauchen gar nicht vorzu-
kommen.)

Nach I.V. (bzgl. X;) und mit der Hilfsbehauptung (bzgl x;) ergibt sich sukzessive:

(A— ze; i) € Q.

(D.h., mit der I.V. schaffen wir Variablen nach links und mit der Hilfsbehauptung Termi-
nale.)

Durch Rekonstruktion ergibt sich mit (X — ue Av; f) € Q;: (X —udAew; f) € Q,

Theorem 8.7 (Korrektheit und Vollstindigkeit des Earley-Algo-
rithmus)

Ein Wort w € 7* wird vom Earley-Algorithmus akzeptiert g.d.w. w € L(T")

Beweis: ,=“ Seiw=a;...a,

»w wird akzeptiert® bedeutet (S — Se; 0) € @,, Daraus mit Lemma 8.5:

S=ay...an, da f=0undi=n.

L= Seiw=ay...a, € L), dh. S = a;...a,.

Da gilt (S — eS; 0) € Qp, haben wir mit Lemma 8.6 (S — Se; 0) € Q,, d.h. der
Earley-Algorithmus akzeptiert a; . .. a,.



9 Die Chomsky-Hierarchie

Die Chomsky-Hierarchie ist eine fundamentale Klassifikation von Sprach- bzw. Gramma-
tiktypen. Es gibt zahlreiche Verfeinerungen, auf die hier nicht eingegangen werden kann.

Definition 9.1 (Sprachtypen)

Sei I' =< V, 7,11, S > Grammatik. Falls alle Produktionen u — v aus II die jeweils im
folgenden angegebene Form haben, dann bezeichnet man die Grammatik I und die Sprache
L(T") wie angegeben:

Automaten- | Form von u — v Bezeichnung von I’ Chomsky-
modell Sprachtyp
™ beliebig nicht eingeschréankt 0
linear lul < |v] nichtverkiirzend; monoton
beschriankte | u = xAy v =xwy A € V | kontextsensitiv 1
™ r,y,we (VUT); w#e
KA uey kontextfrei 2
DEA ueV, ve TV oder regulér 3
veT oderv=c¢
Bemerkungen:

1. Die Terminologie ist nicht einheitlich. Oft verbietet man e-Produktionen bei Typ 2
und Typ 3.

Dieser Punkt ist nicht sehr fundamental, da, wie wir in Lemma 4.4 und Lemma 5.8
gesehen haben, e-Produktionen nur fiir die Erzeugung von ¢ selbst bendtigt werden.

2. Oft bezeichnet man nichtverkiirzende Grammatiken als kontextsensitiv. Gelegentlich
erwartet man, dafl in 4 mindestens eine Variable vorkommt.

3. Semi-Thue-Systeme sind Paare < ¥,II > mit beliebigen Produkionen in II. Man
unterscheidet also nicht Variablen und Terminale und zeichnet auch kein Startsymbol

aus.

Lemma 9.2

Falls immer |u| > 1, sind die durch nichtverkiirzende und kontextsensitive Grammatiken
erzeugten Sprachklassen identisch.
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Beweis:
Kontextsensitiv = nichtverkiirzend: v/

Nichtverkiirzend = kontextsensitiv:

Definiere zu jedem a € 7 eine neue Variable B,, ersetze in allen Produktionen a durch B,
und fiige die Produktion B, — a hinzu. Offenbar ist die neue Grammatik mit der alten
geleichwertig.

Dann haben alle Produktionen aufler B, — a die Form:

Xi..X, =Y .. .Y, mtn>m>1.

m = 1: Ist schon kontextsensitiv.

m > 2: Ersetze obige Produktion durch folgende Kette von kontextsensitiven Produktionen
mit zusédtzlichen Variablen 7y, ..., Z,,:

XlXQ...Xm — ZlXQXm
Z1X2X3 .. Xm — leQXg - Xm

Z1 e Zm—le - leg e Zm—lszm—l—l e Yn
2175 . ZYmit Yo = YiZs . ZpnYir ... Yo
1/12223 Ce ZmYerl e Yn — }/1}/223 e ZmYm+1 ce Yn

Yi Ce Ym_lZmYmH Ce Yn — Yi Ce Ym—lymym+1 . Yn

Das fiithre man fiir jede Produktion durch.

Lemma 9.3

Es gibt eine Typl-Sprache, die nicht Typ 2 ist.

Beweis: Sei L = {a"b"c" : n > 1}.

L ist nicht kontextfrei (Beispiel hinter Theorem 7.1).
L wird erzeugt von der nichtverkiirzenden Grammatik!:

1) S — abc 5) bB — Bb
2) S —aAbc 6) aB —aa
3) Ab—bA 7) aB — aaA
4)  Ac — Bbee

Folgendes Diagramm zeigt die Moglichkeiten, Worter iiber {a, b, c} in dieser Grammatik
abzuleiten.

1Vgl. Salooma (1973) Ex.2.1, S.11f., wo sich auch noch andere Grammatiken fiir L finden.
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abBbce

aBbbcce

0/ N

aabbce aaAbbee

Theorem 9.4 (Hierarchie-Satz)

Falls |u| > 1 und die Sprachen kein ¢ enthalten, dann gilt fiir die definierten Sprachklassen:
Typ 3-SprachenCTyp 2-SprachenCTyp 1-SprachenCTyp 0-Sprachen

Beweis:
Typ 3CTyp 2 regulér ist Speziallfall von kf {a"b" :n > 1}
Typ 2CTyp 1 kf ist Speziallfall von ks {a™"c" :n > 1}
Typ 1CTyp O ks ist Speziallfall von nicht-eingeschrénkt Universelles
Halteproblem
Vgl. Bemerkung
zu Satz 15.7

Ohne Beweise werden Tabellen mit Abschlu- und Entscheidbarkeitseigenschaften fiir ver-
schiedene Sprachklassen angefiihrt (einschliellich der deterministisch kontextfreien Spra-
chen) (vgl. Schoning 2001, §1.5).

Fiir Abgeschlossenheit gilt folgendes:

Ll N L2 Ll U L2 E*\L Ll 9] LQ L*
Typ 3 + + + + +
Det kf. - - + - -
Typ 2 - + - + +
Typ 1 + + + + +
Typ 0 + + - + +
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Fiir Entscheidbarkeit gilt folgendes:

we L) | L) =0 | L(T'y) = L(Ts) | L) N (To) =0
Typ 3 + + +
Det kf. + + + -
Typ 2 + + - -
Typ 1 + - - -
Typ 0 - - - -

Das Problem, algorithmisch zu entscheiden, ob w € L(I"), nennt man auch das Wortproblem
fiir die Sprachen des betrachteten Typs.



Teil II: Berechenbarkeit

10 Turing-Maschinen

Turing-Maschinen charakterisieren nicht nur eine bestimmte Sprachklasse, sondern model-
lieren den Berechenbarkeitsbegriff iiberhaupt. Andere Modelle sind z.B. Registermaschinen,
WHILE-Programme, partiell rekursive und A-definierbare Funktionen. Wir werden aufler
Turing-Maschinen noch partiell rekursive Funktionen und WHILE-Programme behandeln.

Bei der Definition von Turing-Maschinen folge ich der Darstellung von Boolos & Jeffrey
(1989). Diese Definition liegt auch der Macintosh-Software ,, Turing’s World*“ von Barwise
& Etchemendy (1996) zugrunde, die zum Einiiben der Konstruktion von Turing-Maschinen
hervorragend geeignet ist. (Auch deren Dokumentation ist sehr empfehlenswert.) Die Defi-
nition von Maschinenschemata folgt Lewis & Papadimitriou (1981), die an Hermes (1978)
anschlielen.

Idee einer Turing-Maschine:

S ay |a2 | as —
lesenT
q=q

dabei passiert: 1) Ersetzen des gelesenen Zeichens
oder 2) Einen Schritt nach rechts gehen
oder 3) Einen Schritt nach links gehen

Bemerkung: Bei DEAs nur 2. erlaubt!

Definition 10.1 (Turing-Maschine)

Sei ¥ ein Alphabet, #, L, R ¢ ¥. # heile ,,blank®. ¥4 := X U {#}.

Eine Turing-Maschine (TM) M iiber ¥ ist ein Quadrupel M = (Q, X, 4, s), wobei
@ nichtleere Zustandmenge, s € () ausgezeichneter Anfangszustand,

§:(Q xXyu) — ((Bg U{L, R}) x Q) partielle Funktion (,, Ubergangsfunktion*).

Bemerkung (Maschinentafel):

Falls Q = {q1...¢n} und X4 = {a4,...a,}, 1aBt sich M durch eine Maschinentafel von
m - n Quadrupeln darstellen:
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¢ ar b qu

wobel 6(g;,a;) = (bij,q;;) und wobei

@ an bin qun die letzten beiden Eintrége fehlen, falls

P : : 0(¢i, ;) nicht definiert ist. (In diesem

Gn @1 bmi Qi Fall kann die ganze Zeile weggelassen
werden.)

Wenn nichts anderes gesagt ist, soll der in einer Maschinentafel als erster angefiihrte Zu-
stand der Startzustand sein.

Die andere Moglichkeit der Darstellung ist die als kantenbewerteter, gerichteter Graph.
Hier sehen Kanten so aus:

a;, b
@ (a5, bis) @ falls 0(qs, a;) = (bij, 4is)

Beispiel 1: ¥ = {x}; Lx ={#,x}; Q={q00.01}; s=q

(%, #) Qo * # @
M: © # @ * # @ (abgekiirzt)
(#. R) G * o # R @
’ ©n # R oq
Loscht aufeinanderfolgende Sterne und hélt dann.
Beispiel 2:
(#7L) do * R do
i C e (@) Den (o # Lo
@ x L ¢
R
(#: E) o # R q

Pendelt zwischen den Endpunkten einer Folge von Sternen hin und her.

Definition 10.2 (Konfiguration von M)

Eine Konfiguration von M ist ein Quadrupel (¢, u, a,v) mit ¢ € @,
a € Xy, u€ TH\({#} 0 Xy), v e TH\(Ey o {#}).
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Bemerkung (Band):

(q,u,a,v) reprasentiert das Band _... wav_..., von dem a im Zustand ¢ gelesen wird.
\?;-/ \?;-/

Statt (q,u,a,v) schreiben wir auch: < voav > oder linear: (g, uav).

Wichtig: u hat keine fithrenden blanks, v hat keine abschlieBenden blanks. Wir notieren also
den minimalen Abschnitt des Bandes, der auffler dem gelesenen Zeichen alle Nicht-blanks
umfaft.

Definition 10.3 (Uberginge zwischen Konfigurationen)

falls 8(q, #) = (L, )

<
>
~~
T =
VR

) falls 6(q,a) = (L,q') und av # #

R H R R

1 1
Die Relation /\l_/t (kurz ) zwischen Konfigurationen ist wie folgt definiert:
ua v\ ub
- falls 6(q, bq
(" ) V) s dlg0) = 0.1)
u a b ﬁ u a b v falls 0(¢q,a) = (R,q') und ua # #
q q (d.h. nicht: a = # und u = ¢)
1
<# ’ U)F(b U) falls 6(q, #) = (R, q)
q q
uoa\l{fua # /
J H J falls 0(¢,a) = (R,q") und ua # #
u b a v ﬁ w b a v\ falls 0(q,a) = (L,q') und av # #
q q (d.h. nicht: a = # und v = ¢)
()
q

) Ii ( ) falls 6(q, #) = (R, q') oder 6(q,#) = (L,q)

Jedes (u g U) heifit Anfangskonfiguration. (u Z U) heifit Haltekonfiguration,

1
falls es keinen Nachfolger bzgl. - hat, d.h. falls §(q,a) nicht definiert ist. Wir schreiben
dann auch | Z v ) € Hpq oder < Y Z Y ) € H wenn klar ist, um welche Maschine
es sich handelt.

Fiir Konfigurationen ky, . .., k, ist definiert:
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n ko =k, falls n =10
ko -k, < 1 1 1 1
kol‘k’l}_kigkl_k’n falls n > 0

*

kK < (k - & fiir irgendein n)
Beispiel: Betrachte die TM

(%, 7)

(#, i)

Abfolge von Konfigurationen in dieser Maschine:

(* * ok *)ﬁ(* # % *)li(* # % *)ﬁ(* # *)li
do il do il

(* i *>;(* §ok #);(* o #)EH

qo q1 qo

Definition 10.4 (Transformation)

Ist M eine TM, dann soll (uav) = (u'a’v") bedeuten:

* / / !/
(uav)l_(uav)eH
s M q

Wir sagen auch: , M transformiert (uav) in (u'a’v’)“

Definition 10.5 (Akzeptanz, Berechnung, Entscheidung)

M akzeptiert w € ¥*, falls s# v ) /\E k gilt fiir eine Haltekonfiguration k.

L(M) := {w| M akzeptiert w}.
M terminiert fiir Eingabe (wy, ..., w,) € (¥*)", falls es eine Haltekonfiguration & gibt mit
(# wy # owe #H o # w”)lik

M

s
Sei f: X" x...x X" — X* eine n-stellige, partielle Funktion auf X*. M berechnet f, falls
[ ——

n-mal

fiir alle Worter wy, ..., w, € X* gilt: Falls f(wy,...,w,) = w, dann gilt
( oW H e H W ) u (f v ) fiir Haltekonfiguration (j v >

S M
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Falls f(ws,...,w,) nicht definiert ist, dann terminiert M fiir das Tupel (wy, ... w,) nicht.
M darf dabei zusétzliche Hilfszeichen benutzen, ist also eine TM iiber einem Alphabet
Yo%

Sei L C ¥*. Sei 0,1 ¢ 3. M entscheidet L, falls M die charakteristische Funktion von L:
X, 2 —={0,1}:w—1falswe L

w0 fallsw & L
berechnet. D.h.

(#w>li(#1)fallsw€[/
q q
(#w>li<#0)fallsw¢1}
q q

Bemerkungen:

1. Falls M die partielle Funktion f berechnet, dann soll M grundsétzlich nicht hal-
ten, falls f nicht definiert ist, auch nicht in einer Konfiguration, die nicht die Form

(# w)hat.
q

2. Die zu X, gehorende TM M ist eine TM iiber dem Alphabet ¥’ U {0,1}, wobei
¥’ D 3. x, ist hier eine iiberall definierte, d.h. totale Funktion.

Beispiel: Arithmetische Funktionen
Zahlen werden im folgenden représentiert durch Folgen von Sternen.
Dabei steht x...x fiir n (n > 0).

——

n+1
f(n) :==n+ 1 wird z.B. berechnet durch folgende TM:
©n # R ¢
@ * R g
M = Y ) ) 757
(a1, g2, 3} {3}, 6, q1) B # x g
g3 * L g3

Es gilt:
<# >x<>x<> }i (# *...*)GH
g n+1 M qs n+2
Definition 10.6 (Maschinenschemata)

Gegeben sei eine endliche Menge 9t von TM iiber einem festen Alphabet X, wobei eine
TM Mg € 91 als Startmaschine ausgezeichnet sei. Ein Maschinenschema iiber 91 ist ein
Tripel (9, n, My), wobei n : I x ¥ x — M partielle Funktion.
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Beispiel:

1. ¥ = {a, b} Betrachte die Turing-Maschinen
R: Gehe ein Feld nach rechts

L: Gehe ein Feld nach links

I @ (7, L) @

Das Maschinenschema ({R, L}, n, R) mit n(R,a) = R; n(R,b) = L; n(R,#) = R,

als Diagramm
a?#
b

>R—= L

reprasentiert die TM: ,,Gehe nach rechts bis vor das erste Feld, auf dem b steht*.

2. Das Maschinenschema mit dem Diagramm > R Z#, R, kurz: > RR oder RR re-
prasentiert die TM: ,,Gehe zwei Felder nach rechts*.

Bemerkung:

Bei der Darstellung von Maschinenschemata bezeichnen verschiedene Vorkommen dersel-
ben Bezeichnung wverschiedene Kopien derselben Maschine mit jeweils verschiedenen Zu-
standsmengen. Im Schema ,, RR* bezeichnet das linke und das rechte ,, R* jeweils eine Kopie
der ,,Rechtsmaschine®, wobei jede Kopie separate Zusténde hat. (Ansonsten kénnten wir
,RR*“ nicht vom Maschinenschema >RQ (?, R) unterscheiden, das eine nichtterminie-
rende TM représentiert.)

Definition 10.7 (Reprisentierte TM)

Ein Maschinenschemata (9%, 7, M) reprasentiert folgende TM M:

Sei M := {My, My,..., M,}. Wir nehmen an, die Zustandsmengen ); der M, seien
disjunkt voneindander (kénnen wir immer erreichen). q§ sei der j-te Zustand von M,.

&' sei die Ubergangsfunktion von M. {qo,...,q,} sei eine Menge zusitzlicher, d.h. neuer
Zusténde.
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M= (Q,%,0,s) mit Q@ :=QoUQ1U...UQ,U{qo,.-.,q}
s = spm, (Startzustand von My: Wir fangen mit erster Maschine an).
0 ist wie folgt definiert:

5(g;,a) = (a, sy(m;.a)) falls n(M;, a) definiert
9%>% = undefiniert sonst

i . [ (g5 a) falls §(q}, a) definiert
og5,0) = { (a,q;)  sonst

Bemerkungen:

1. Intuition hinter §: Innerhalb einer Untermaschine M; fiihrt man §* aus. Falls man in
M, eine Haltekonfiguration erreicht, geht man in den Zustand ¢; iiber, fiihrt dann
den durch n gegebenen Ubergang des Maschinenschemas aus und fahrt mit dem
Anfangszustand der durch diesen Ubergang bestimmten Untermaschine fort.

M; = M; bedeutet:
(a,a) (a,a)

Moo @ oo,

J

Offenbar ist es auch moglich, ohne die ,,Zwischenzustéinde® ¢; auszukommen.

2. Schreibweise:

MZ‘ I Mj oder MlMJ steht fiir Ml i Mj
Sy \{a}

Mi ﬁ) j steht fiir Ml — Mj
M, 2, M; steht fir M; E#—\é M, fiir A C Xy
M steht fir /\/llj\/l

Wenn nicht anders vermerkt, ist die in einem Maschinenschema am weitesten links
notierte Maschine die Startmaschine.

Lemma 10.8

Sei ¥ ={ay,...,a,}.

Jede TM 1Bt sich als Maschinenschema iiber 9 = {R, L, aq, ..., an,, #} schreiben, wobei
R und L die in Beispiel 1 hinter Definition 10.6 genannten TM und a folgende TM ist:

(7,a)
a = fir a € Xy
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Beweis: Ersetze jedes ¢; durch die ,,tut nichts“-Maschine RL und jeden Ubergang

(ﬁ durch % X —.

Beispiele:
Einige wichtige Maschinen und deren Schemata:

Ry : >RQ # (geht bis auf das erste blank nach rechts)
Ly : >LQ # (geht bis auf das erste blank nach links)

Rz : >RQ # (bleibt auf erstem Nicht-blank rechts stehen,)

Lz: >L Q # (bleibt auf erstem Nicht-blank links stehen,)

C: (#u) = (#u#u) Kopierer (u ohne blank)

Schema:

v
R# — L ﬁ #Lia@?
i#

Ly

(Die Kopie wird links von u angelegt.)
Hier ist a eine Variable fiir Zeichen aus ¥4 und steht fiir das von # verschiedene Zei-

chen, das bei 7 gelesen wird. Diese Notation erspart Verzweigungen fiir alle Zeichen des
Alphabets.

Sk (#u#v) = (#uv) Shift rechts

Catg O

Ry— L ——= RalL

i#

R

Schema:

Maschinenschemata zur Berechnung von zahlentheoretischen Funktionen:
f(n) =2n: CSpR#

f(m,n) =m+mn: SpR#

f(n)=n+1:%L
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Definition 10.9 (RTM)

Eine TM mit nur rechtsseitig unendlichem Band (RTM) unterscheidet sich von einer TM
wie folgt:

a v

Da das Band linksseitig beschrénkt ist, werden bei einer Konfiguration ( b ) fithrende

blanks notiert, d.h. u € 3.
Entsprechend gilt:

1 1
(# a U)F<# a U)und(#>l—<# 7§f),fausé(q,;@e):(R,q'),
q q q q
d.h. fiihrende blanks werden nicht eliminiert.

Eine Konfiguration ( Z v ) hat keinen Nachfolger, falls 6(q,a) = (L, ¢') fiir ein ¢'.
Eine derartige Konfiguration heifit ,,Hangekonfiguration“. Eine Haltekonfiguration

( ' Z ‘ ) ist dagegen eine Konfiguration, fiir die (g, a) nicht definiert ist.

Theorem 10.10 (Simulation von TM durch RTM)

Sei Ml = <Q1,El,51,81> TM. Dann glbt es RTM M2 = <Q2,22,(52,52> mit 21 - 22, SO
daB fiir alle w € X7 gilt:

i) <# “’) - (“ ¢ “)eH
S1 My q
N ( # o ow ) M ( u al v > cH
S9 Mo q
ii) Mj terminiert nicht fiir w € 33 = M, terminiert nicht fiir w € ¥j

Beweis:

Idee: Das beidseitig unendliche Band (Abb. rechts) wird durch das nur rechtsseitig unend-
liche Band (Abb. links) simuliert.

w
/\J\/\
$ i 2 w ” #| # ———=  simuliert ef‘ w ‘ —=

My = (Qy, {$} U X1 U (X1, x X1,),0,s5) sei eine RTM, die (#w) in ( $

)

94k 3k

transformiert. (Ubung; M} erzeugt also das Band oben links)
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:{$}U21# (El#le#)Uﬂl# (El#XEl#)U(El#Xﬁl#) mit

M= ({{q,1) 1 ¢ € Q1} U{(q,2) : ¢ € Q1},%,,5) mit
Yo
Y, ={a:ae S} U{#} und s = (s1,1)

({a1, a2), (¢, 1)) falls &(q,a1) = (ay,q)
6({g: 1), (a1, a2)) = ¢ (R, (¢, 1)) falls d(q,a1) = (R, q')
(L,{q, 1)) falls d(q,a1) = (L, q)
({a1,a3), (¢, 2)) falls d(q,a2) = (a3,q)
5(<Qv 2>7 <a17 a2>) = (Rv <q/= 2)) falls 5((]7 a2) = (Lv q/>
(L, {¢,2)) falls 0(q,a2) = (R,q)
Intuitiv: (g, 1) entspricht ¢ bei Lektiire des oberen Zeichens, (g, 2) entspricht ¢ bei Lektiire

des unteren Zeichens.

} Spurwechsel

z; 7.2 i% } Erweiterung des 2-Spur-Bandes nach rechts
= ((@y, a2), (g, 1)) falls §(q, a1) undefiniert
,2), (a1, a92)) = ({a1,a2), {q,2)) falls §(g, az) undefiniert

— Markierung der Ealteposilon )
Fiir Elemente von Y1, x 3y, und ¥, x Xy, sind keine Uberginge definiert.

Falls<# w) li (u “ U)EH,danngﬂt

S1 My q

i w * C1-iCp
# #...# | $ ¢ -i-d, | € H, wobei
M n
(g,7)
ch-eCpCre Oy = # .. # uav# . .. #, und umgekehrt.
Sei My = (Qy, X9, 0y, 55) die RTM, die Zeichenketten $ 2,1 o Efl in
e

¢ -+ ¢ ¢, umformt, blanks am Anfang und am Ende beseitigt und an der markierten
Stelle @ nach Umformung von @ in a stehenbleibt.

Setze My := MOLMM,.

Theorem 10.11 (Simulation von RTM durch TM)

Sei My = (Q1,%1,91,s1) RTM. Dann gibt es TM My = (@2, X, 02, So) mit Yo O Xy, so
daB fiir alle w € X7 gilt:

(1)(# w)ﬂl;l keH:>(# w) - k' € H, wobei k' wie k, nur ohne fithrende
1

S1 S9 Mo

blanks.
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(2) < #ow -k, wobei k Héangekonfiguration = ( #ow ) = k', wobei Kk
S1 My S9 Mo

ausgezeichnete Haltekonfiguration.

(3) M terminiert nicht fiir w und Fall (2) ist nicht anwendbar = M, terminiert nicht
fiir w.

Beweis: Y, :=X1 U{8}, Q2= Q1, 50 =51, My:=L$R, d.h. (#w) 7 ($#w).
d2(q, $) sei undefiniert fiir alle g, sonst do := ;.

Definition 10.12 (Mehrband-Maschine)

Eine Mehrband-Maschine ist ein Quadrupel M = (Q,%,4,s), wobei § : (Q X E’j#) —
u a; v

(X4 U{L, R})* x Q. Konfigurationen haben die Form | ¢, : , d.h. ein Zustand
Uy Ap Up

bezieht sich auf Positionen in & Béndern, die unabhiingig voneinander in einem einzigen

Schritt modifiziert werden konnen. Akzeptanz von w bedeutet, dafl

# w
s, h in eine Haltekonfiguration iiberfiihrt wird.
: . # .
#
# o ow #.H# w,
Berechnung von f(wy,...,w,) = w bedeutet, dafi | s,
#
#
in eine Haltekonfiguration #w iiberfiithrt wird
& a4 beliebig Wit

Theorem 10.13 (Simulation von Mehrband-Maschinen durch TM)

Zu jeder Mehrband-Maschine M iiber ¥ gibt es eine TM M iiber 35 D 31, so daf gilt:
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# w
' u o a v
N * w
(1) | s1, ° Fo|gq, ,2 € H fiir ein g € Q,
T B :
: . Wy,
#

= (52, #w) /\IZQ (¢',uav) € H fiir ein ¢’ € @y

(2) M; terminiert nicht fiir w = My terminiert nicht fiir w.

Beweisskizze:
Uy ap U1
Uy a; vy # - #8 #
Simuliere | ¢, : in der n-Bandmaschine durch | ¢, : :

#
# oo # § #
in einer geeigneten 2n-Spur-(jedoch 1-Band-)TM.

Die §-Zeichen markieren jeweils, wo sich der Schreib-Lesekopf der n-Band-Maschine be-
findet. Jedem einzelnem Schritt der n-Band-Maschine entsprechen n Durchldufe der 2n-
Spur-Maschine. Dabei wird jeweils die Stelle, an der a; steht, anhand des §-Zeichens dar-
unter aufgesucht, dann je nach Anforderung a; iiberschrieben bzw. das darunterstehende
§-Zeichen nach rechts oder links bewegt und dann zum Ausgangspunkt zuriickgegangen.

Bemerkungen:

1. Eine n-Band-Maschine hat fiir jedes Band einen eigenen ,,Lese-Schreib-Kopf“. Die
n Lese-Schreib-Képfe konnen unabhéngig voneinander positioniert werden. Eine n-
Spur-Maschine hat einen einzigen Lese-Schreib-Kopf, der sich auf alle Spuren bezieht;
es werden also immer n-tupel an einer Position gelesen.

2. Die Simulation von TM durch Mehrband-Maschinen ist trivial, da jede TM eine
1-Band-Maschine ist.

Definition 10.14 (nichtdeterministische TM)

Eine nichtdeterministische TM unterscheidet sich von einer TM dadurch, dafl § als Werte
eine Menge hat d.h. 0 : (QxXy) = P((ExU{R,L})x Q) d.h. 6(¢g,a) C (XxU{R,L})*xQ.
1

In der Definition von F ist iiberall §(q,a) = - -+ zu ersetzen durch §(g,a) > ---
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§ ist hier als totale Funktion aufgefaBt (die allerdings fiir manche Agumente den Wert ()
haben kann).

Bemerkung (Theoreme 10.10, 10.11 und 10.13):

Theoreme 10.10, 10.11 und 10.13 gelten auch fiir nichtdeterministische TM.

Theorem 10.15 (Simulation nichtdeterministischer TM durch TM)

Zu jeder nichtdeterministischen TM M iiber ¥ lafit sich eine TM M, {iber ¥y D ¥
konstruieren, so daf gilt: w € ¥ wird von M akzeptiert g.d.w. w wird von M, akzeptiert.

Beweisskizze: Sei M; = (Q1, %1, 01, s1). Fiir alle ¢, a gilt:
16(q,a)] < 1Q]-[X1, U{R,L}| =k fiir eine Konstante k. Die moglichen Konfigurationen

von M ausgehend von f v >, lassen sich durch einen Baum beschreiben:
1
} 1. Schritt
} 2. Schritt

wobei jeder Knoten hochstens k£ Unterknoten hat. Wenn man den Baum breadth-first
durchlduft (d.h. erst alle unmittelbaren Nachfolger eines Knoten betrachtet, bevor man
deren Nachfolger betrachtet), erreicht man jede Haltekonfiguration. Man ordne jedem Kno-
ten eine Folge von Zahlen (py,...,p,) mit p; < k zu, wobei p; die Nummer des im i-ten
Schritt betrachteten Unterknotens (von links nach rechts gezéhlt) ist, und ordne diese
lexikographisch. Dann bilde man die 3-Band-Maschine Mj:

1. Band #w Ausgangswort
2. Band #w Kopie davon
3. Band  #po# ... #p, Knotenindex (p; durch Folge von Sternen reprisentiert)

Das 1. Band bleibt unverindert. Das 2. Band simuliert die Maschine M entsprechend der
auf dem 3. Band notierten Schrittfolge. Das 3. Band lauft lexikographisch alle méglichen
Schrittfolgen durch, bis auf dem 2. Band kein Nachfolger definiert ist. Dann héalt M.

Bemerkungen:

1. Die globale Beschrankung der Anzahl der Unterknoten eines Knoten durch £ ist
wichtig, da dadurch von vornherein klar ist, was auf dem 3. Band zu generieren ist.

2. Das Theorem bezieht sich auf Akzeptanz, nicht auf Berechenbarkeit.

(#w) }/:4 (#u) € H kann fiir mehrere u gelten.
N\



Exkurs zur Komplexititstheorie: Das P-NP Problem

Nachdem wir deterministische und nichtdeterministische TM definiert haben, stehen die
Hilfsmittel bereit, eines der fundamentalen offenen Probleme der theoretischen Informatik
zu formulieren. Fiir alle detaillierten und weiterfithrenden Erorterungen sei auf die Komple-
xitédtstheorie verwiesen. In diesem Exkurs stehe ,NTM*® fiir ,,nichtdeterministische TM*.
Elementare Einfithrung mit weiterfithrenden Literaturhinweisen: Schéning (2001).

Definition 1 (Laufzeit)

Sei M TM. Es sei
timepn : X* — N
w +— Anzahl der Rechenschritte

1 ..
<'/\_/1 -Ubergénge) ausgehend von ( 3# v >, bis M hélt

Falls M NTM, wahlen wir rechts das Minimum der Anzahl der Rechenschritte. Offenbar
ist time, eine partielle Funktion, da M nicht notwendigerweise terminiert.

Definition 2 (P, NP)

P = {L C¥* Esgibt TM M und ein Polynom p mit L = L(M) und
timep(w) < p(Jw|) fiir alle w € L}
NP := {L C ¥*: Es gibt NTM M und ein Polynom p mit L = L(M) und

timep(w) < p(Jw|) fiir alle w € L}

Das P-NP-Problem lautet: P — NP

Bemerkungen:

1. Ein Polynom ist eine Funktion p(r) = a,2" + ap_12" 1 + ... + a1x + ag

?
2. P C NP ist trivial. Das Problem besteht also in der Frage NP C P.

3. Jedes L € NP ist Turing-entscheidbar:
Sei M NTM, die L akzeptiert und p ein Polynom, das die Laufzeit fiir akzeptieren-
de Berechnungen beschrankt. Dann kann man mit Hilfe einer geeigneten determini-
stischen Mehrband-Maschine fiir jedes Eingabewort w alle (nichtdeterministischen)
Alternativen von Schrittfolgen von M der maximalen Linge p(|w|) generieren. Falls
eine dieser Folgen terminiert, wird 1 ausgegeben, sonst 0. Wegen L € NP gilt ja:
w € L g.d.w. eine dieser Folgen terminiert. (Vgl. Beweis von Theorem 10.15)
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4. In unserem Kontext spielt es keine Rolle, ob wir (Einband-) TM oder Mehrband-TM
als Ausganspunkt wihlen, da die Reduktion von Mehrband-TM auf TM in quadra-
tischer Zeit erzielt werden kann.

Definition 3 (Polynomiale Reduzierbarkeit)

Seien Ly, Ly C ¥*. Ly heit auf Ly polynomial reduzierbar (L; <, L) falls es eine poly-
nomial berechenbare totale Funktion f : 3* — ¥* gibt mit w € L; < f(w) € Ly fiir alle
w € ¥*. f heiflit dabei polynomial berechenbar, wenn es eine TM M gibt, die f berechnet
und die polynomial beschriankt ist, d.h. timey(w) < p(Jw|) fiir ein Polynom p fiir alle
w e X",

Definition 4 (NP-hart/NP-vollstindig)

L heifit NP-hart, falls fiir alle L' € NP gilt L' <, L.
L heifit NP-vollstandig, falls L NP-hart und L € NP.

Theorem 5

Sei L NP-vollstindig. Dann gilt:
L e P& P=NP

Beweis: leichte Ubung
(Fir ,=“ ist zu benutzen: L' <, L e P = L' € P.)

Beispiele fiir NP-vollstindige Probleme:

1. Erfiillbarkeit aussagenlogischer Formeln (Gibt es eine ,,1¢ in der letzten Spalte der
Wabhrheitstafel fiir eine gegebene Formel ?) (,,SAT “)

2. Travelling-Salesman-Problem: Sei n x n Matrix ();;) iiber N gegeben.
Gibt es fiir gegebenes k eine Permutation 7 von (1,...,n) mit
i3 Mty m(i41) + Moy iy < b 2
(Gibt es eine Rundreise durch n Orte, deren Lénge einen vorgegebenen Wert nicht
iiberschreitet 7)

Dafl z.B. SAT € NP, ist offensichtlich: Man bestimme aus einer Formel A determi-
nistisch die vorkommenden Aussagevariablen py, ..., p, und wihle dann (nichtdeter-
ministisch) Belegungen (iy, ..., 4,) (i; € {0,1}), fiir die man jeweils deterministisch
bestimmt, ob sie A erfiillen. Die (nichtdeterministische) Rechenzeit ist dann sicher-
lich polynomial durch die Lange von A beschrankt.
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Der schwierige Teil des Nachweises der NP-Vollstéandigkeit liegt also im Nachweis der
NP-Hérte (fir SAT erstmals von Cook 1971 bewiesen).

SAT stellt ein prominentes Paradigma dar, auf das man haufig die NP-Vollstandig-
keit anderer Probleme zuriickfiihrt.

Beispiel fiir ein NP-hartes Problem:

Das Wortproblem fiir Typ-1-Sprachen ist NP-hart, aber moglicherweise nicht NP-vollstandig
(es ist ,, PSPACE-vollstandig®).

Bemerkung:

Die Bedeutung des P-NP-Problems liegt darin, daf einerseits polynomial beschréankter Re-
chenzeitaufwand erwartet wird fiir Probleme, die man effektiv mit dem Rechner behandeln
will, es andererseits aber viele zentrale Probleme gibt, die sich nur nichtdeterministisch mit
solcherart beschranktem Aufwand l6sen lassen. Es wird meistens vermutet, dafl P # NP
gilt.



11 Turing-Aufzihlbarkeit, - Akzeptierbarkeit,
-Berechenbarkeit, -Entscheidbarkeit

Wir stellen die Beziehung zwischen nicht eingeschrankten Grammatiken und Begriffen
der Berechenbarkeitstheorie her. Ferner geben wir Beispiele fiir ein nicht entscheidbares
Problem und eine nicht berechenbare Funktion.

Definition 11.1 (Turing-Eigenschaften)

Eine Sprache L iiber ¥ heifit Turing-akzeptierbar, falls es TM M iiber ¥’ O 3 gibt mit
L=L(M,).

L heift Turing-aufzihlbar, falls es TM M iiber ¥ D ¥ gibt, so daf gilt: L = {w € ¥"*: Es
gibt ein u € ™ mit (#u) = (#w)}
L heifit Turing-entscheidbar, falls es TM M tiber ¥’ O ¥ U {0, 1} gibt, die L entscheidet.

f:X* x ... x X" — ¥* heifit Turing-berechenbar, wenn es eine TM M iiber ¥/ O ¥ gibt,
die f berechnet.

Bemerkungen:

1. ¥ O 3 wegen eventueller Hilfssymbole.

2. L ist Turing-aufzdhlbar g.d.w. L Wertebereich einer einstelligen Turing-berechen-
baren Funktion ist.

3. Beachte, dafl nach dieser Definition eine Turing-berechenbare Funktion partiell sein
kann, wiahrend von einer Turing-entscheidbaren Sprache verlangt wird, dafl von je-
dem Wort festgestellt werden kann, ob es zur Sprache gehort oder nicht. Man kann
auch den Begriff der Turing-Entscheidbarkeit partiell definieren (vgl. Definition 16.1).
Unser Begriff der Turing-Entscheidbarkeit entspricht dem spéteren Begriff der rekur-
siven, nicht dem der partiell rekursiven Menge.

Definition 11.2 (,,grammatisch*)

heifit grammatisch, falls es eine (nicht eingeschrinkte) Grammatik I' gibt mit

L C ¥
L=L().
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Theorem 11.3

Folgendes ist dquivalent:

(i) L ist grammatisch
(ii) L ist Turing-akzeptierbar

(iii) L ist Turing-aufzéhlbar

Notation

Sei M eine 1-Band-Maschine. Im Rahmen eines Maschinenschemas fiir eine Mehrband-
Maschine steht M@ fiir eine Mehrband-Maschine, die sich auf dem i-ten Band wie M
verhalt und die anderen Bander unverandert 148t.

Beweis: (i) = (ii): Sei L = L(I"), wobei I' Grammatik iiber ¥ mit Anfangssymbol S

A) Wir konstruieren nichtdeterministische TM Tt iiber geeignetem ¥’ O ¥, die folgendes
leistet:

1. Alle Haltekonfigurationen sind von der Form (#w) fiir w € ¥*

2. u :;> v g.d.w. (#u) wird von Ty in (#v) transformiert. (Ubungsaufgabe)

B) Wir konstruieren die Maschine Ey, die die Gleichheitsrelation iiber ¥* entscheidet:
(#wtw) = (#1)
(#w#u) = (#0) falls w # u
il o\

#Fw #FW
C) Wir konstruieren eine 3-Band-Maschine M; iiber X U {0}, die % in %O
# #5
transformiert.
#Fw #Fw
D) Wir konstruieren eine 3-Band-Maschine M, tiber XU{0}, die #0 | in | #wpv
# #u
transformiert.

Dann definieren wir eine nichtdeterministische 3-Band-Maschine wie folgt:

|
M —= M, Eg)R(?)—O» TEL®
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Offenbar wird w von dieser Maschine genau dann akzeptiert, wenn w € L(T"), d.h. S :;> w.

Intuitiv: Auf Band 3 werden nichtdeterministisch alle in I' ableitbaren Worter generiert.
Nach jedem Schritt wird das Wort auf Band 2 iibertragen und dort mit dem Ausgangswort
w verglichen. Sobald Ubereinstimmung besteht, hélt die Maschine.

(ii) = (iii): Sei M; eine Maschine, die L akzeptiert. Sei w € L.
Wir bilden eine 2-Band-Maschine Ms:
1. Band: #w bleibt dort unveréndert

2. Band: M; wird dort ausgefiihrt mit der Eingabe #w.
Genau dann, wenn M, bei Startkonfiguration (s, #w) hélt, dann halt My bei Startkon-

figuration (32, ﬁ v ) mit Haltekonfiguration (q, ﬁw ) M., sei 1-Band-Version von
M, gemi Theorem 10.13. Es gilt: (#w) = (#w) falls w € L; falls w ¢ L, terminiert

MQ
M, fiir (#w) nicht. Also wird L durch M}, aufgezéhlt.

Intuitiv: M, représentiert die partielle Identitatsfunktion, die w ausgibt, falls w von M;
akzeptiert wird, und sonst nicht terminiert.

(iii) = (i): Sei M =< @, %, 4, s > die TM, die L aufzihlt.
Es gibt es Grammatik T iiber ¥ U {s, h, (,), #}, so daB gilt: ( 3# Y ) wird in Haltekonfi-

guration ( Z;é v ) transformiert g.d.w. (s#u) :;> (h#w) (Beweis als Ubungsaufgabe:

a v

Schreibe ( “ ) als (us...sav)).
o~

i—mal

Erweitere I' um folgende Produktionen zu I":

S — (s#X)

X —aX firallea e

X —e¢

(h# — ¢

) — €.

Dann gilt : S % w g.d.w. es gibt u so daf (#u) = (#w).

Theorem 11.4

Sei L C ¥*. L ist Turing-entscheidbar g.d.w. sowohl L als auch L sind Turing-aufzihlbar
(Turing-akzeptierbar).

Beweis: ,=“: Sei M eine Maschine, die L entscheidet. Sei 1 eine Maschine, die bei
keiner Eingabe terminiert. Dann gilt:

MRS L akzeptiert L; MR L1 akzeptiert L.
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L= My akzeptiere L, M, akzeptiere L.
Sei T die Maschine, die eine beliebige Konfiguration in (#1) iiberfiihrt, 7y die Maschine, die

#w
eine beliebige Konfiguration in (#0) iiberfiihrt. M’ sei die 3-Band-Maschine, die | #
#

#w
in [ #w | iberfiihrt.

#w
Die Entscheidungsmaschine fiir L sei eine 3-Band-Maschine, die erst M’ ausfiihrt und dann
»parallel* (abwechselnd je ein Schritt) MEQ)TF) und M;B’)To(l). Wenn eine dieser Maschinen
hélt, soll die gesamte Entscheidungsmaschine halten.

Korollar 11.5

L Turing-entscheidbar g.d.w. L und L grammatisch

Beweis: aus Theorem 11.3

Theorem 11.6

[ x ... x ¥* — ¥* (f kann partiell sein) ist Turing-berechenbar g.d.w. graph(f):=
{(wy, ..., wy,w): flwy,...,w,) =w} ist Turing-aufzidhlbar (Turing-akzeptierbar).
Wir fassen dabei (wy,...,w,,w) als Element von (X U {$})* auf: w;$... $w,$w.

Beweis: 7=": M berechne f. Seien M; und F folgende 3-Band-Maschinen:

#ur$ .. Sw,Sw #uw1$ ... $w,Sw
M| # = | #wi#... #w,
# #W
#W #W
E: %u — % , falls u = v, ansonsten terminiere F nicht.
#U #

Dann wird graph(f) von der 3-Band-Maschine M; M® E akzeptiert.

Fiir die Umkehrung vergleiche die Bemerkung zu Theorem 15.4.

Nicht Turing-berechenbare Funktionen

Es gibt solche: Die Menge der TM iiber einem festen Alphabet ist abzédhlbar, die Menge
aller partiellen Funktionen ist nicht abzdhlbar (Diagonalisierungsargument).
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Angabe einer solchen Funktion: Sei fi, fs, . .. Abzidhlung aller einstelligen Turing-berechenbaren
Funktionen iiber N.

Setze g(n) = {n(n) +1 i&(x)lrllsstfn(n) definiert
Falls ¢ selbst Turing-berechenbar, gilt g = f,, fiir ein m (da dann ¢ in der Abz#ihlung
vorkommen mufl). Damit gilt:
B f fm(m)+1 falls f,,(m) definiert
folm) = g(m) = { falls
fm(m) definiert = fm(m) = f(m)+1
fm(m) nicht definiert = f,,(m) =1 (d.h. f,,(m) definiert).
D.h. g ist nicht Turing-berechenbar.

Widerspruch:

Andererseits werden wir eine zweistellige Turing-berechenbare Funktion U angeben, so dafl
U(m,n) = fm(n) falls f,,(n) definiert
’ undefiniert sonst
Damit gilt: Es gibt einstellige Turing-berechenbare Funktion V' mit
V(m)=U(m,m) = fn(m), falls f,,(m) definiert,
d.h. es gibt [, so daf
film) =V (m) = f(m), falls f,,(m) definiert.
Damit gibt es auch ein 7, so dafl
fi(m) = fi(m) + 1, falls f,,(m) definiert.
Damit
fi(i) = fi(1) + 1, falls f;(i) definiert.
Also gilt: fi(¢) und damit U(i,4) ist nicht definiert.
Es kann aber nicht Turing-entscheidbar sein, ob f,,(n) definiert ist. Ansonsten lieBe sich
U total machen (nach dem Muster von g) und U(i,4) wére definiert.

Definition 11.7 (Halteproblem)

Fiir eine TM M heile L(M) auch das Halteproblem von M. Das universelle Halteproblem
fiir TM ist die Menge {(m,n) : f,,(n) ist definiert} oder dquivalent

{IM,w) :w € L(M)}.

Theorem 11.8

Das universelle Halteproblem fiir TM ist nicht Turing-entscheidbar.

Beweis: Ergibt sich aus der Argumentation vor Definition 11.7:
Die universelle Funktion U(m,n) ergibt sich aus dem Kleenschen Normalformensatz (Theo-
rem 13.6) bzw. aus der Existenz universeller TM (Kapitel 15).
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Konkretes Beispiel einer nicht-berechenbaren Funktion (,,busy beaver-
-Funktion)

Sei ¥ = {*}. Wir definieren: p(M) = n g.d.w. (#) = (#x...%).
n+1
p(M) heiit ,Produktivitiat von M*.
P(k) := max{p(M) : M hat genau k Zustéinde }. (Produktivitit der produktivsten
Maschine mit & Zusténden.)
Es gilt: P(n+ 1) > P(n). (,,Ersetze # durch % und gehe ein Feld nach links.)
Daraus erhalten wir:
(1) m >n = P(m) > P(n), und damit P(m) < P(n) = m <n
Ferner gilt:
(2) P(n+11) > 2n fallsn > 0

Beweis von (2): Es gibt eine Maschine mit 10 Zustanden, die (##...%) in (#x*...%) trans-

- n - 2n
formiert (n > 0). Mit n+1 Zustédnden kann man ferner (# x ... x) aus (#) erzeugen. Daher

n+1
kann man mit n + 11 Zusténden (# x...x) aus (#) erzeugen, d.h.

2n+2
Pn+11)>2n+1

Wir zeigen nun: Die ,,busy beaver“-Funktion P ist nicht Turing-berechenbar.

Annahme: Sei P Turing-berechenbar. Sei My, die TM, die P berechnet. My, habe k
Zustdnde. Sei T;, die Maschine mit n + 1 Zustédnden, die (#) in (# .. .%) transformiert.
n+1
Wir betrachten M = T, My My,. M hat n + 1 + 2k Zustidnde (nach dem Verfahren von
Def. 10.7 sogar n + 4 + 2k Zusténde weger der eingefiigten zusétzlichen Zustinde — dieser

Unterschied spielt fiir das folgende Argument keine Rolle).
Es gilt:

p(M) = P(P(n)),

d.h. P(n+ 1+ 2k) > p(M) = P(P(n)).

Daraus n + 1+ 2k > P(n) mit (1).

Das gilt fiir ein beliebiges n, also auch fiir n + 11:

n+ 124 2k > P(n + 11). Daraus

n+ 12 + 2k > 2n mit (2).

Daraus

12 4+ 2k > n.

Das gilt fiir beliebiges n, also auch fiir 2k + 12. Damit
12 4+ 2k > 12 4+ 2k. Widerspruch.

Intuitiver Grund fiir diese Situation:

My My, stellt P(P(n)) dar, d.h. durch Verdopplung der Anzahl der Zusténde miifite er-
reicht werden, was mit Hilfe von P(n) Zustanden erreichbar ist. P ist dabei definiert durch
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Quantifikation {iber alle TM: Fiir geeignetes n ist P(n) groBer als die Anzahl der Zusténde,
mit denen man P durch eine TM realisieren miifite.

These von Alonzo Church/Alan Turing

Turing-Entscheidbarkeit = Entscheidbarkeit | Churchsche
Turing-Berechenbarkeit = Berechenbarkeit These

Andere Prézisierungen von Entscheidbarkeit /Berechenbarkeit:

1. Partiell rekursive Funktionen

2. A-Kalkiil-Definierbarkeit

3. Definierbarkeit mit Gleichungen

4. Definierbarkeit durch Registermaschinen

etc.

Alle diese Prézisierungen sind untereinander dquivalent.
Daraus zieht man den philosophischen Schluf}; das Gemeinsame hinter diesen verschieden-
artigen formalen Begriffen sei der Begriff der Berechenbarkeit im nicht-formalen Sinne.



12 Primitiv rekursive und partiell rekursive Funktio-
nen

Neben Turingmaschinen behandeln wir primitiv rekursive, partiell rekursive und rekursi-
ve Funktionen als Explikation des Begriffs der Berechenbarkeit. Ich folge in diesem und
dem néchsten Kapitel im wesentlichen der Darstellung von Hermes (1978), mit dem Unter-
schied, dal neben primitiv rekursiven durchgéngig partiell rekursive und nicht nur rekursive
Funktionen betrachtet werden.

Wir behandeln (zunichst totale) zahlentheoretische Funktionen N x ... x N — N. Wir

schreiben z fiir eine Folge x1,...,x, von natiirlichen Zahlen. 2’ sei die Abkiirzung fiir
x+ 1.

Definition 12.1 (Primitiv rekursive Funktionen)

Die Funktionen

C := 0 (d.h. 0 aufgefaBt als nullstellige Funktion)
N(z) := 2’ (Nachfolger)

Ui(zy,...,x,) = x; (i-te Projektion)

sind primitiv rekursiv.

Sind hq,...,h, n-stellige primitiv rekursive Funktionen, g r-stellige primitiv rekursive
Funktion, dann ist f mit

f(z) = g(h\(),...,h.(2)) (Einsetzung, Komposition)

eine n-stellige primitiv rekursive Funktion.

Sei g n-stellige primitiv rekursive Funktion, h (n+ 2)-stellige primitiv rekursive Funktion,

dann ist f mit
f(z,0) = g(z)
flz,y) = hlz,y, f(z,y))

eine (n + 1)-stellige primitiv rekursive Funktion.

} primitive Rekursion

Beispiele
(Jeweils in ,jinoffizieller* Notation und mit expliziter Riickfithrung auf die Grundfunktion)
Vo) =0 V() = Y

Viz): Vi) =y V() = Uiy, V()
r+0 = x +(x,0) = Uj(z)
r+y: z+y = (z+y) +(z,y) = h(x,y,+(z,9))
mit h(z,y,z) = N(Uj(z,y,2))

112
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C*(zy,...,2,) = k (konstant) wird induktiv wie folgt definiert:
CY : v Ausgangsfunktion

G+ = N(CH)

Cﬁ—i—l(;’ 0) = CS<;) Crlf—l—l(xa y/) = U:—tg(;v Y, Crlf—&—l(;: y))

se(z) sg(0) = 0 sg(0) = CF

Cosgly) = 10 sg(y) = Cily,sg(y))
sg(x) - sg(0) =1 sg(0) = C&

Cosgly) = 0 sgy) = C3(y,sE(y)
oz 0 =z ~(2,0) = Ul(x)
r=y: l’;y/ = V(I—y) ;(I,y/) - h(l),y,—(.T?y))

mit h(z,y,z) = V(Ui (z,y,2))
le=yl: -yl = @y +y-2) [-lzy) = +(—(x,9),~(y,2))
e(z,y):  elz,y) = sgllz—yl)
o(v,y):  O(w,y) = 5&(lz—yl)
Ty z-0 = 0
-y = (x-y) +ux
(2,0) = CP(x)
(z,9) = h(r,y,-(r,y)) mit h(z,y,2) = +Ui(z,y,2),Us(x,y,2))
(G TG = 5G.0)
(/@0 = (/G- /@)

(ausfiihrliche Notation als Ubung)

Y N
f(z,7) analog.
=0

(2

Lemma 12.2

Sei f jeweils definiert durch

L f(xr, . yz) = 921, o, @4, 25, Tig, - -, T
wobei g (n + 1)-stellige primitiv rekursive Funktion (1 <i,j <n).

2. f(xlu <o 7‘rn) = g(‘rﬂ'(l)7 s 75677(71))7
wobei g n-stellige primitiv rekursive Funktion und = Permutation von (1,...n)
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3. flxr, e @Y1y Ym) = 9(@1, o i (Y1 Ym)s Tidds - T
wobei g (n + 1)-stellige und h m-stellige primitiv rekursive Funktion (1 <i <n)

Dann ist f primitiv rekursiv.

Beweis: Ubung

Definition 12.3 (Primitiv rekursive Pridikate)

Ein Pradikat P heifit primitiv rekursiv, falls seine charakteristische Funktion

Xp(z) =1 falls P(z)
Xp(g) = 0 falls nicht P(E)

primitiv rekursiv ist.

Beispiel:

X (z,y) =sgly — x) ist die charakteristische Funktion des 2-stelligen primitiv rekursiven
Pradikats = < y.

X_(z,y) := d(z,y) ist die charakteristische Funktion des 2-stelligen primitiv rekursiven
Pradikats © = y.

Lemma 12.4

Mit P(z) und Q(z) sind auch P(z) A Q(z), P(z)V Q(z), =P(x) primitiv rekursiv.
Mit P(z,y) sind auch (3y < z) P(z,y) und (Vy < z) P(z,y) primitiv rekursiv.

Beweis:

Xrag = Xp - Xoi Xpvo =38(Xp + Xg)i X-p =58(Xp)
X(vy<z) P(z4) — HOXP(xay)
-

X@y<s) P(@y) = Sg(ZOXP(xay))
y:

(Die Notation ist hier etwas lax, da wir P nicht von P(z) unterscheiden und auch logische
Operationen fiir Pradikate nicht definiert haben.)

Beispiele:
r<y: & (z<yaz+tz=y
dy: e @<yaoc-y

Prim(z): & 2#0ANz#1A(Vz<z)(2=0Vz=1Vz=2aV z|)
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Lemma 12.5 (Fallunterscheidung)

gl(g) falls Pl(;)
Mit ¢1,..., gn, P1,..., P, ist auch f mit f(f) = : :

gn(z) falls P,(7)
primitiv rekursiv, vorausgesetzt, auf jedes z trifft genau eines der P; zu.

B(iweis: R N R R
f(z)=g1(x) Xp(2)+ ...+ gulz) - Xp,(7)

Korollar 12.6 (Fallunterscheidung, Endlichkeit)

gi(z) falls Py(x)
1. Mitg,...,gn,g,P,...,PnistauchfmitfE: N o
' ' () gn(z) falls P,(x)
g(x) sonst
primitiv rekursiv, vorausgesetzt, die P; schliefen sich aus.

2. P treffe nur auf endlich viele  zu. Dann ist P primitiv rekursiv.

Lemma 12.7
1. Max(z) und Min(z) sind primitiv rekursiv (fiir feste Léinge von ).

2. Sei f primitiv rekursiv. Dann sind auch Mag< f (f, y) und Migl f (5, y) primitiv rekursiv.
y= y=

Beweis: Ubung

Definition 12.8 (u-Operator)

Fiir ein Pradikat P sei definiert:
,uyP(g, y) := das kleinste y, so daf P(;,y) gilt
(,unbeschriankter p-Operator®, ,, Minimalisierung*)
N das kleinste y mit 0 < y < z, so dafl P(;, y) gilt,
(ny < 2) P(x,y) = falls es ein solches y gibt
0 sonst.
(,,beschriankter p-Operator®)
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Bemerkung:

Der unbeschrinkte p-Operator erzeugt eine partielle Funktion, da es kein y der geforderten
Art geben muf. Der beschrénkte pu-Operator erzeugt in jedem Fall eine totale Funktion.

Lemma 12.9

RN

Sei P primitiv rekursiv. Dann ist auch f mit f(z,2) = (uy < z) P(z,y) primitiv rekursiv.

Beweis: Setze
R u falls (Gy < 2) P(z,y)
h(x,z,u):=<¢ 2 falls P(E,z’) und —(Jy < z2) P(E,y)
0 sonst
h ist primitiv rekursiv.
E8§i1t2 N R R
f(z,0)=0 f(z,2')=h(x,z f(z,z2))

Beispiele:

3: (nz < a)(y-2' > x)

pit po =2, pw = (uy < (pu!+ 1)) (Prim(y) A p, <y)

pi © i—te Primzahl (Zwischen p und p! + 1 liegt immer eine Primzahl)
Po = 27p1 = 37p2 = 57p3 =7,

exp(n, ) := (uz < x)=(p7T|z), auch als (x), geschrieben

,Exponent von p, in der Primzahlzerlegung von x“

x=2%.3%.5%2.7%.  qgist ()3, d.h. Exponent der dritten Primzahl (7)
I(a) = (nz < x)(Vw < 2)=(w > 2 Apylz) falls x>0
10 sonst

,Index der grofiten in z enthaltenen Primzahl®

Kodierung von Paaren

Es wird haufig notwendig sein, Paare natiirlicher Zahlen bijektiv durch einzelne Zahlen zu
kodieren, und zwar derart, dafl sowohl die Kodierungsfunktion o, als auch die Dekodie-
rungsfunktionen oy; und o9y primitiv rekursiv sind. Dazu benutzen wir folgende Eigen-
schaft:

Jede Zahl z > 0 148t sich eindeutig schreiben als z = 2% - (2y + 1). Jedes z > 0 1a83t sich

damit eindeutig als 2°(2y + 1) — 1 (primitiv rekursive Funktion) charakterisieren.
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oa(z,y) = 2°(2y+1) 1

o91(2) = exp(0,z+1)
z+1 .
2exp(0,2+1) -1
022(2’) = B

o9 ist primitiv rekursive Bijektion zwischen N x N und N mit primitiv rekursiver Umkehr-
funktion (091, 092). Es gilt:

oa1(oa(z,y)) = 7
o2(0a(z,y)) =Y
09(091(2),022(2)) = 2

Entsprechend kann man fiir Tripel definieren:

(73(1'7 Y, Z) = 02(02(557 y)? Z)

o31(u) = 091(021(u))
o32(u) = 092(091(u))
o33(u) = on(u)

Lemma 12.10 (Wertverlaufsrekursion)

Seien g : N* — Nund & : N+l Nound 7y, ..., rm : N*xN — N so, daB fiir alle 7,y € N
jeweils r;(z,y) < y gilt. Eine Funktion f : N x N — N werde durch Wertverlaufsrekursion
definiert, d.h. durch das Schema

f(z,0)=g(x) L
f(xayl) :h(x,y,f(x,rl(m,y)),...,f(x,rm(x,y)))

Es gilt: f ist primitiv-rekursiv, falls g, h,r,...,r,, primitiv rekursiv sind.

Beweis: Aufgabe

Lemma 12.11 (Ackermann-Funktion)

Die Ackermann-Funktion A(x,y), die definiert ist durch:
A(0,y) =/

A(2',0) = A(x, 1)

A2 y') = Az, A2, y))

hat folgende Eigenschaften:

1. Fiir jedes z ist f,(y) := A(x,y) eine einstellige primitiv rekursive Funktion.

2. A ist nicht primitiv rekursiv.
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Beweis:

1. Indukion iiber z:
LA: fo(y) :== A(0,y) ist primitiv rekursiv: fo(y) = ¢/
IS Es gllt fnJrl(O) = fn(1)> fn+1<y,) = fn(fn+1(y))

Da f, primitiv rekursiv, ist damit auch f,,;; primitiv rekursiv.

2. Man kann zeigen: Zu jeder einstelligen, primitiv rekursiven Funktion g gibt es ein ¢, so
daB gilt: g(z) < A(c, x) fiir alle z. D.h., die Ackermann-Funktion wéchst schneller als
jede primitiv rekursive Funktion. Daraus: g(c) < A(c,c). Wire A primitiv rekursiv,
dann auch gs(z) := A(z,x). Dann wiirde gelten: ga(c) < A(c,¢) = ga(c) fiir ein
gewisses ¢. Widerspruch. (Ausfiihrlicher Beweis: sieche Hermes (1978))

Bemerkungen:

1. Aus der Schreibweise f,,11(y') = fu(fns1(y)) ergibt sich:
forr(y) = fulful. - fu(1) ).
—_—

(y+1)—fach
Das macht intuitiv das schnelle Wachstum der Ackermann-Funktion klar.

2. Die Ackermann-Funktion ist offensichtlich berechenbar.

3. Die Ackermann-Funktion in der angegebenen Form (wie sie auch in in der Literatur
iiblich ist) ist nicht die urspriinglich von Ackermann angegebene Funktion, hat jedoch
im wesentlichen dieselben Eigenschaften wie die urspriingliche Funktion.

Definition 12.12 (Partiell rekursive Funktionen und Pridikate)

Die partiell rekursiven Funktionen sind wie folgt definiert:

Die Ausgangsfunktionen C{, N, U! sind partiell rekursiv.

F(z) = g(hy(z),..., h(z)) ist partiell rekursiv, falls g und h partiell rekursiv, wobei die
Gleichheit wie folgt zu verstehen ist:

f(z) ist genau dann definiert, wenn alle h;(z') definiert sind und wenn g(hy(z),..., h.(2))
definiert ist.

F(x,0) = g(z), f(z,y) = h(z,y, f(z,y)) definiert cine partiell rekursive Funktion f,
falls ¢ und h partiell rekursiv sind, wobei die Gleichungen so zu verstehen sind, dafl f (2, 0)

genau dann definiert ist, falls g(z) definiert ist und f(z,y’) genau dann definiert ist, falls
f(z,y) und h(z,y, f(x,y)) definiert sind.
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F(x) = (uy)(g(z,y) = 0) definiert eine partiell rekursive Funktion f, falls g partiell rekur-
siv und die Gleichung wie folgt zu verstehen ist:

g(z, y) ist definiert fiir alle y < w
f(z)=wgdw. ¢ glz,w)=0
g(x,y) >0 fir alle y < w
Eine totale partiell rekursive Funktion heifit rekursiv oder u-rekursiv.
Ein Pradikat P heifit partiell rekursiv, falls seine charakteristische Funktion
Xp(z) =1 falls P(z)
X p(z) = 0 falls P(z) definiert ist, aber nicht gilt
X p(z) undefiniert falls P(z) undefiniert

partiell rekursiv ist.

Bemerkung:

Statt (uy)(g(z,y) = 0) kann man auch (uy)P(z,y) fiir ein particll rekursives Pridikat P
verlangen, da dann g als 5g(x p) definiert werden kann.

Beispiele:

Lo = (1) (Ci(y) = 0)

Ly (2) == (uy)(C3(z,y) = 0)

J—n (xlv SR 73:71) = (/J“y)(cgb—i-l(xla s 7$n7y) = O)
(Die iiberall undefinierte n-stellige Funktion)

3. R N 0
= (p2)(e(y - z,x) = 0). 3 ist undefiniert; 0 ist undefiniert fiir x > 0; 0= 0

< |8

Lemma 12.13

Die Ackermann-Funktion ist partiell rekursiv (sogar rekursiv, da iiberall definiert).

Beweisidee:

Man betrachtet die Folge der Terme, die sich ergibt, wenn man A(x,y) sukzessiv in einer
bestimmten Ordnung auswertet, z.B.

A(1,1), A(0,A(1,0)), A(0,A(0,1)), A(0,2), 3.

Wenn man diese Terme in geeigneter Weise kodiert, erhilt man eine primitiv rekursive
Funktion

f(n,z,y) = Kodenummer des n-ten Terms in der Auswertungsfolge von A(z,y)

(wobei f(m,x,y) = f(n,z,y) fiir m > n, falls die Auswertungsfolge nach n Schritten ter-
miniert).
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Schritt | Berechnung | abgekiirzt | Kodierung | Wert

n von A(1,1) f(n,1,1)

1 A(1,1) 1,1 22 x 32 36

2 A(0,A(1,0)) ] 0,1,0 21 x 32 x 51 | 90

3 A(0,A(0,1)) | 0,0,1 21 x 31 x 52| 150
Beispieltabelle: 1 A(0,2) 0,2 oT % 33 54

5 3 3 21 16

6 3 3 2t 16

7 3 3 24 16

Ferner 148t sich eine primitiv rekursive Funktion g wie folgt definieren:

k falls + Kodenummer der (einzelnen) Ziffer k

9(x) = 0 sonst

In der Primzahlkodierung der Beispieltabelle wére k der um 1 erniedrigte Exponent von 2,
falls £ eine Potenz von 2 ist.

Im Beispiel wére also ¢g(16) = ¢g(f(5,1,1)) = 3.

Allgemein gilt:

Az, y) = g((uz)(f(z,2,y) = f(z+1,2,9)),

d.h. A ist partiell rekursiv. (Fiir einen detaillierten Beweis siehe Hermes (1978))

Die Grundidee, die auch bei der Kodierung von TM durch partiell rekursive Funktionen in
Kapitel 13 benutzt wird, besteht darin, die Zwischenwerte der Berechnung einer Funktion
in Abhéngigkeit von der Schrittzahl ihrer Berechnung darzustellen.



13 Turing Maschinen und
partiell rekursive Funktionen

Wir zeigen, dafl Berechenbarkeit durch Turingmaschinen und Berechenbarkeit durch parti-
ell rekursive Funktionen gleichwertig sind. Es handelt sich also um inhaltlich verschiedene
Prézisierungen des (extensional) selben Begriffs.

Theorem 13.1

Alle partiell rekursiven Funktionen sind Turing-berechenbar.

Beweis:

(i) CY, N, U! sind Turing-berechenbar (Aufgabe)
(ii) Komposition (Aufgabe)

(ili) Primitive Rekursion:
flz,0) = g(z)
fey) = hz,y, f(z,y))
m+1

Seien TM M, und M, gegeben, die g und h berechnen. m stehe fiir * ... x;

2 stehe fiir Ti#t ... #7,. Sei M}, eine TM, welche die Argumente von M, in anderer
Reihenfolge benutzt, so dafl folgendes gilt:

#oT#) = (#7) gdw. (Fo#747) = (#0)

Seien M- M, folgende 2-Band-TM:

( #HTHY ) . ( #THORTHTH . HT#(y— D#s )
# M\ #

(7)z ()
ﬁ Ma i.ﬁE

Beachte, daf§ wir die Lange von z (als n-Tupel) kennen, d.h. wissen, wo 2 aufhort
und wo w anfangt.
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RN

Im Grenzfall (y=0) produziert die Maschine M; die Konfiguration < gx ), so daB

w leer sein kann (d.h. w ist dann das leere n-Tupel, nicht etwa ein blank #).
1

4 Wy L M,
M = M1M2M§2>R<D€m
LOMAM,

h

(iv) Minimalisierung: f(z) == (uy)(g(z,y) = 0)
Sei M, die TM, die g(ﬁy) berechnet.
Seien 2-Band-TM M-M3 wie folgt gegeben:

()= (%)

#* Mo \ #
( #TH#] ) _ [ #o#y

ﬁw My ﬁl’#?

S iy #rpy T 1
(ﬂ’>ﬁ<ﬂ )

#THY #7
(57)=(7)

2)

4 LAL@ M,
Mf = M()M 1Mé2)R(2)R(2)€(2)
‘ L@ L@ M,

Es wird heraufgezihlt, bis ¢(z,y) den Wert 0 hat (falls ein solcher Wert existiert und

g fiir alle fritheren Werte von y definiert ist). Ansonsten terminiert die Berechnung
nicht.

Der folgende Beweis der Umkehrung von Theorem 13.1 ist etwas aufwendiger.

Definition 13.2 (Kodierung)

Die Kodierung von Zeichen und Zeichenfolgen durch Zahlen und von Pradikaten und Funk-

tionen iiber Zahlen heifit Godelisierung. Die den Zeichen zugeordneten Zahlen heiflen auch
Godelnummern.
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Godelisierung von TM
Nummerierung der Felder des Bandes

L. 1197531024681012...

Primitiv rekursive Funktionen und Pradikate:
G(z) < 2|z (x ist gerade)

U(x) :< 2|z (z ist ungerade)
z+2 falls G(x)

R(x):=¢ 0 falls z = 1 »Feld unmittelbar rechts von z*
r-2 Ul)rz#1

L(zx) analog ,Feld unmittelbar links von z“

' G(z) Nz > falls G(y)
R(z,y) &= { (U(z) A <yy) V G(x) falls U(g?j)

L(z,y) analog

»x liegt irgendwo rechts von y*

|z—y] falls G(z) A G(y)

2
Z(x,y) = m;m falls U(z) A U(y)

(z4y)+1
2

,Anzahl der Felder zwischen x und y, wobei
x, jedoch nicht y mitgerechnet wird“

sonst

Kodierung des Bandinhalts

Sei Ty = {ap,ai,...,an,} wobei ag = #.

Sei (: Feldnummer — Zeichennummer

beliebige Fiillung des Bandes mit Zeichen, d.h. auf Feld i stehe das Zeichen ag;.
Der Bandinhalt b ist dann wie folgt kodiert:

b:=1]] p? U) (da ap = #, sind nur endlich viele Faktoren # 1)
j=0

Beispiel:

Foar ar # oay H# oaz FF... L 62 #7113 .14l

7 5 3 1.0 2 4 6 Inhalt: 2% -7"-11°- 13

Primitiv rekursive Funktionen und Prédikate:

B(z) = (Vy < l(z))((x), < m) ,x ist Godelnummer eines Bandinhaltes*

(m war maximale Nummer eines Zeichens)

Sei Konfiguration (#w) (w € ¥X*) gegeben mit Bandinhalt b, wobei der Lesekopf auf Feld
Nr. n steht.

Wo(n,b) == |w| — 1.

Ist (#w) eine Haltekonfiguration fiir eine zahlentheoretische Funktion, dann ist Wy(n, b)
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deren Wert (um 1 verringerte Linge des Wortes w, das nur aus Sternen * besteht).

Wir zeigen: W, ist primitiv rekursiv:

Ei(n,b) := R(n) (,linkestes Feld von w*)

Ey(n,b) := (pr < )[(0)r@) = 0 A (Vy < Max(R(z),n))(L(y, R(z)) A R(y,n) — (b), > 0)]
(, rechtestes Feld von w*; A — B steht dabei fiir AV B)

Wo(n,b) = Z(Ei(n,b), E.(n,b))

Kodierung der Maschinentafel

Gegeben sei eine Maschinentafel im Sinne der Bemerkung zu Def. 10.1.
Wir haben m + 1 Zeichen  ag,aq,...,a, in E#(mit ag = #)
n + 1 Zustande qo,q1,...,qn

Wir fiihren ein spezielles Zeichen h ein, das in der 3. Spalte der Maschinentafel steht, falls
d(g,a) nicht definiert ist. In der 4. Spalte steht dann ein beliebiges ¢. Die Symbole der
Maschinentafel werden wie folgt kodiert:

qo---qn ag ... Qny R L h

0...n 0O...m m+1 m+2 m+3
Die Maschinentafel der gegebenen TM ist dann eine (((m+1)(n+1)) x 4)-Matrix A;;, die

wie folgt kodiert wird:
(D) N
t=py -pi- H1 (po;?i,?)) 'Pa;‘(‘m))

Da die ersten beiden Spalten der Maschinentafel durch m und n festgelegt sind, miissen
wir dafiir nur die Zahlen m und n kodieren.

Sei h nun die folgende 4-stellige primitiv rekursive Funktion:

h(p,7,c,t) == (t)oa(((t)o+1)-c+r+1,p)

(t)o + 1 ist dabei die Anzahl der zur Verfiigung stehenden Zeichen, c ist die Zustandsnum-
mer, r die Nummer des gelesenen Zeichens.

(Wenn man 8 Zeichen und 5 Zusténde hat und im Zustand ¢o das Zeichen a3 ausgewertet
wird, ist ((t)o+1)-c+r+1 = 8-24+4 = 20, was der 20. Zeile der Maschinentafel entspricht.)

Jede Zeile der Maschinentafel 148t sich dann schreiben als:

dc Qr Qp3,ret) Gh(4,rct)

D.h. h dekodiert die Maschinentafel in der folgenden Weise:
h(3,r,c,t) :== Auszufithrende Operation bei Lektiire von a, im Zustand g,
h(4,7,¢c,t) := Zielzustand bei Lektiire von a, im Zustand g,

Damit konnen wir ein Pridikat definieren, das besagt, dafl t Gédelnummer einer TM ist:
M(t) = (t)o = 1A NVr < (t)o)(Ve < (t)1) [(h(3,7r,e,t) < (t)o +3) A (h(4,7,¢,t) < (t)1)]

(t)o > 1 soll gelten, da das Alphabet der TM aufler dem blank # mindestens ein Zeichen
enthalten muf3.
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Folgekonfigurationen

Sei t Kodierung der TM, a Kodierung des Arbeitsfelds, b Kodierung der Bandinschrift, ¢
Kodierung des Zustands

Wir definieren:

Formell:

A(t,a,b,c)= ,nichstes Arbeitsfeld*
B(t,a,b,c) = ,nichste Bandinschrift*
C(t,a,b,c) = ,nichster Zustand“
Ey(t,a,b,c) < ,Es liegt Haltekonfiguration vor*

Ey(t,a,b,c) = h(3,(b)s,c,t) =m+3

R(a) falls h(3,(b)4,c,t) =m +1
A(t,a,b,c) =< L(a) falls h(3,(b)a, c,t) = m + 2
a sonst

B(t,a,b,c) und C(t,a,b,c) als Ubung

K(z) = (3a,b,c < x)(B(b) ANe <nAzx=os(a,b,c))
»2 ist Kodierung einer Konfiguration“ (d.h. eines Tripels, bestehend
aus Arbeitsfeld, Bandinschrift und Zustand)

E(t, k’) = Eo(t, 0'31(/{5), 0'32(]6), Ugg(k)).
»k ist Kodierung einer Haltekonfiguration einer TM mit Nummer ¢

F(t, k) = Ug(A(t, Ugl(k), O'gg(k), O'gg(k)),
B(t, 031(k), 032(k), 033(k))
C(t,031(k), 032(k), 033(k)).
,Kodierung der Folgekonfiguration zur Konfiguration mit Nummer k*
W(k‘) = WQ(O‘gl(k?),O'gg(k’))
»Zahl n, falls & Godelnummer einer Konfiguration (q, # . ..%)“

—— N—_——
n+1

Kodierung der Auswertungsschritte

By(z
K(t,
K(t,

)

X,z

= Nummer der Anfangskonfiguration (o, ﬁ?) (Ubung)
,0) := By(z)
K(t,z,2) falls E(t, K(t, 7, 2))

F(t,K(t,z,2)) sonst

Godelnummer der z-ten Konfiguration bei Auswertung der TM mit Nummer ¢ fiir die
Anfangskonfigurtaion (qo,#x). Falls 2-te Konfiguration Haltekonfiguration, soll k fiir die
folgenden Konfigurationen konstant bleiben.

Achtung: Falls T = Z1,...,T,, steht ,,BO( ) fiir , Bo(xy, ..., x,)",
jedoch ,,(qo, #x)* fiir ,,(qo,ﬁxl# L HT,)C
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Theorem 13.3

Jede Turing-berechenbare Funktion f ist partiell rekursiv.

Beweis: Sei ¢ die Godelnummer der TM M, die f berechnet. Dann gilt, falls M fir die
Argumente x terminiert: R

F(z) = WIK(t, 2, (2) Bt K (1, 7, 2)]

Andernfalls ist f(x) undefiniert.

Definition 13.4 (Kleenesches T-Pridikat)

Sei n die Lénge von 2. Fiir jedes solches n sei ein primitiv rekursives Priadikat T, wie folgt
deﬁnigrt: R N

Tn(ta Z, y) = E<t7 K(tv T, 021(y))) A 0-22<y> = K(t7 T, UQl(y))'

»Spéatestens nach oy (y) Schritten hilt die Maschine mit Nummer ¢, wobei 92 (y) die Num-
mer der Haltekonfiguration ist*.

T,, heifit auch Kleenesches T-Pridikat.

Lemma 13.5
(i) Falls (uz)E(t, K(t, z,2)) definiert ist, dann ist
()T (t, 7, y) definiert und es ist
(n2)E(t, K(t, x,2)) = on((py)Tu(t, z,y)).
(ii) Falls  (uy)T,(t, z,y) definiert ist, dann ist
(uz)E(t, K(t, z, z)) definiert und es ist
K(ta T, MZ)E(tJ K<t7 T, Z))) = 0-22((:U’y)Tn<t7 Z, y))
Beweis:
(i) Seiw:= (u2)E(t, K(t,z,2)), sei u = o3(w, K(t, z,w)). Dann ist w = oo (u).
Also gilt: E(t, K(t, z,091(u))). Ferner gilt: o9s(u) = K(t, x,091(w)).
Also gilt T),(t, z,u) (Definition von T},).
Sei v’ = (uy)T, ).

t, (W) und o9 (v) = K (t, 2, 091 (0)).

Dann gilt: E(t,
! w nach Wahl von w (w war minimal gewihlt).

t 21
Es gllt 0'21( ) =
Damit wissen wir: 022(u) K(t, z ,o01 () = K(t, f,w) = 099(u).
Zusammen: 021( ") > 091(u); o9a(u') = o9a(u).
Daraus folgt: u/ > u. Damit: v’ = u (wegen Minimalitét).

(t,z.y
K(t,x, o9
> 091 (u)
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(i) Seiw = (uy)Tu(t, z,y).
Dann gilt E(t, z, K(t, 2,09 (w))) und o9(w) = K(t, z, 09 (w )) Dann gilt nach (i)
durch Einsetzen von oo (w): oea(w) = K (t, z, (uz)E(t, K(t, x, 2))).

Wir definieren noch eine primitiv rekursive Funktion, die wir fiir das folgende Theorem
benotigen: U(z) := W (og(x))

Ferner fiihren wir eine Notation ein:

g(z) ~ f(z) (,vollstindig gleich®) heift:

Fiir jedes z: g(z) ist definiert g. dw. f (z) ist definiert,

wobei im deﬁmerten Fall gilt: f(z) = g(z).

Analog: P(z) & Q(z) (,vollstindig dquivalent*)

Theorem 13.6 (Kleenesche Normalform)

Zu jeder partiell rekursiven Funktion f 1d8t sich eine Zahl ¢ angeben, so daf gilt:
f(2) = U((py)Tult, 2, ).

Beweis: Sei t die Godelnummer der TM, die f berechnet. Falls M fiir die Argumente z
terminiert, gilt: R

flz) = W[K(t z, (uz)E(t, K(t, z, 2))]. Mit Lemma 13.5 (ii) ergibt sich dann:

f(x) = Wloan((uy)Tu(t, z,y))] = U((uy)Tu(t, 7, y))

Bemerkung:

Dieses Theorem besagt insbesondere, dafl sich jede partiell rekursive Funktion unter Ver-
wendung von hdchstens einem unbeschriankten p-Operator definieren 148t.



14 LOOP- und WHILE-Programme

Als weitere Charakterisierung des Berechenbarkeitsbegriffs fithren wir LOOP- und WHILE-
Programme ein. Primitiv bzw. partiell rekursive Funktionen beschreiben die denotationale
Semantik solcher Programme.

Literatur: Engeler & Lauchli (1992), Schéning (2001)

Definition 14.1 (LOOP-Programme)

LOOP,, (n > 0) ist die Menge der Programme, die durch folgende Syntax erklért ist:

(Programm) := (Anweisung) |

(Variable) == xq|...|z,
(Wertzuweisung) ::= (Variable) :=0 |
(Variable) := (Variable) |
(Variable) := N ((Variable)) |
(Variable) := V' ({Variable))
(Anweisung) (Wertzuweisung) | loop (Variable) do (Programm) end
{
{

Programm); (Programm)

LOOP,, ist also eine kontextfreie Sprache iiber dem Terminalalphabet
{z1,...,2,,0, N, V,:=; (,),loop, do,end}

LOOP := |J LOOP,

n>1

Bemerkung:

Programme lassen sich eindeutig als Folgen von Anweisungen schreiben.

Definition 14.2 (Informelle Semantik von LOOP-Programmen)

z; = 0 ordnet der Variablen x; den Wert 0 zu

T, = X ordnet der Variablen z; den Wert zu, den die Variable z; hat

x; = N(z;) ordnet der Variablen x; den Wert n + 1 zu, wenn z; den Wert n hat

xz; = V(z;) ordnet der Variablen x; den Wert n — 1 zu, falls z; den Wert n > 0 hat,

und den Wert 0, falls z; den Wert 0 hat

128
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PP fithrt zuerst das Programm P; aus und dann das Programm P,
loop z; do P end fiihrt n mal hintereinander das Programm P aus,
falls x; den Wert n hat
(der Wert von x; vor Eintritt in die Schleife ist mafigeblich —
eine eventuelle Verédnderung dieses Wertes im Rahmen der Ausfithrung
von P ist fiir die Anzahl der Durchlédufe von P unerheblich).

Beispiele:

1. loop x5 do x; := N(x;) end

Wenn x; den Wert n und x5 den Wert m hat, erhélt z; den Wert n + m.
2. loop 73 do z; := V(z1) end

Wenn x; den Wert n und x5 den Wert m hat, erhélt z; den Wert n ~m.

3. x3:=0; loop =5 do loop x; do z3 := N(x3) end end; x; := 3
Wenn x; den Wert n und x5 den Wert m hat, erhélt x; den Wert n - m.

4. x9:=0; loop z7 do x5 := N(0) end; x; := x5
(genauer: statt xo := N(0): x5 :=0; x5 := N(x2))
Wenn x; den Wert 0 hat, erhélt ;1 den Wert 0, sonst erhélt xy den Wert 1.

Definition 14.3 (Formale [denotationale] Semantik von LOOP -
Programmen)

Jedem Programm P € LOOP,, wird eine Funktion ff : N* — N” zugeordnet, die be-
schreibt, wie sich die Werte von Variablen aufgrund der Anwendung von P verdndern. Wir

beschreiben f durch seine Komponenten f : N* — N (1 <1 < n). k stehe fiir ky, . .., k,.

=07 0 fallsl=1
(i = {

! k; sonst

! (k)= { k; sonst
! B J)(m - { kj sonst
N k;—1 fallsl=¢und k; >0
=Vl gy =800 falls { =i und k; = 0
k; sonst
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P (k) = fP(C(R), ., fO(R))

(C steht fiir eine Anweisung)
lloop z; do P end(k) _ ?lp(k?, kz)
wobei

—_p =
fl (k70) =k
—pP

7 (kom+1) = fP(TL (Rm), - T (k,m))

Bemerkung:

Es wird benutzt, daf sich ein Programm eindeutig als Folge von Anweisungen schreiben
148t. Es wird namlich flC;P und nicht etwa flP“P2 definiert. So spart man sich den Nachweis
der Eindeutigkeit der definierten Funktion f.

Lemma 14.4

Die Funktionen f!” sind primitiv rekursiv.

Beweis:
Dies ergibt sich aus den Definitionsgleichungen in Def. 14.3. Bei der Definition von ff, e ,fﬁ
wird dabei ein Schema der simultanen Rekursion benutzt: flp( k,m+1) wird durch Riickgriff

auf 75(1@ m) fiir alle i (1 <4 <n) definiert. Dies 18t sich durch geeignete Kodierung als
primitiv-rekursive Definition nachweisen (Ubung).

Definition 14.5 (LOOP-berechenbare Funktionen)

Eine n-stellige Funktion f : N® — N heifit LOOP-berechenbar, wenn es ein Programm
P € LOOP,, fiir m > n gibt, so daf gilt:

flhy, ... ky) = fP(ki, ... kn,0,...,0)

D.h. der Wert von f(k, ..., k,) muss nach Ablauf des Programms P der Wert der Variablen
xq sein, falls ,,vor“ Beginn des Programmablaufs die Werte von z,...,z, auf ki,..., k,
und die Werte von eventuellen Hilfsvariablen x,.1,...,x,, auf 0 gesetzt werden.
Bemerkung:

Die Wahl von x; als Speicherplatz fiir den Wert der Funktion und die Wahl von 0 als
Ausgangsbelegung der Hilfsvariablen ist willkiirlich.
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Theorem 14.6 (Aquivalenz LOOP-berechenbar/primitiv rekursiv)

Die LOOP-berechenbaren Funktionen sind genau die primitiv-rekursiven Funktionen.

Beweis:

1. Jede LOOP-berechenbare Funktion f ist primitiv-rekursiv:
Es ist zu zeigen, dafl fI primitiv rekursiv ist. Dies ergibt sich aus Lemma 14.4.

2. Jede primitiv-rekursive Funktion ist LOOP-berechenbar:
Fiir Ausgangsfunktionen und Komposition ist das Verfahren offensichtlich. Bei pri-
mitiver Rekursion geht man wie folgt vor:

N

Sei f(z,0) = g(z)
fzy) = h(z,y, f(z,y)

G und H seien die LOOP-Programme, die ¢ und h berechnen. Sei T = T1y. .., Ty,
Seien G, H € LOOP;, (und damit k > n+2). Dann wird f durch folgendes Programm
P aus LOOPy 42 berechnet, d.h. P benutzt n + 2 Hilfsvariablen:

Thal = X1} Thantl ‘= Tpitl; % Argumente von f werden in Hilfsvariablen
% gespeichert

G;
Tpt1 = 0 % Rekursionsvariable wird auf 0 gesetzt
Tpio = X7; % Ergebnis von G wird an erste Ausfithrung
% von H iibergeben
loop Tk+n+1
do X1 1= Tpg1s. .. Ty = Tpyn; 0 Setze bei jeder Iteration Parameter auf
% Ausgangswert
Tpts =05, ;x5 =0 % Setze Hilfsvariablen von H auf 0
H;
Tpt1 = N(Tpy1); % Erhohe Rekursionsvariable
Tpig =21 % Ubergebe Wert von H fir néchste
% Iteration
end

Operationale Semantik von LOOP-Programmen

Wir hatten eine denotationale Semantik von LOOP-Programmen angegeben. Diese be-
schrieb die Leistung eines LOOP-Programms durch eine Funktion, die einer Eingabe-
Belegung der Variablen eine Ausgabe-Belegung zuordnete. Da diese Funktion primitiv
rekursiv war, ergab sich sofort der erste Teil des Theorems. Man kann die Semantik ei-
nes LOOP-Programms auch operational angeben. Dann ist der Beweis des ersten Teils des
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Theorems etwas aufwendiger, da man die primitiv rekursive Funktion erst noch konstruie-
ren muss. Eine operationale Semantik gibt an, wie sich Konfigurationen bei jedem einzelnen
Schritt der Programmausfiihrung verdndern. Eine operationale Semantik fiir LOOP wére
z.B. folgende.

Definition 14.7 (Konfiguration und Ubergiinge in LOOP-Program-
men)

Eine Konfiguration ist ein Paar, bestehend aus einer Belegung [ der Variablen durch
natiirliche Zahlen und einem Programm P, geschrieben als ( ]ﬁj ) Blx; = n| sei die-
jenige Belegung, die z; durch n belegt und ansonsten mit 3 identisch ist. é bezeichne

eine Endkonfiguration. )
Dann definieren wir folgende Ubergangsregeln:

(. o) — (M 0])

(mi 1:6$j;P) e (ﬁ 73)] )

< T; = ]\g(xj);P ) = < Olas +1)] >
< Ti = Vﬁ(xj);P ) — ( Bl ~1)] )
(100pxideend;P) = (&,Z_jp

Ein Programm P transformiert 3 in (', formell £ = ', falls man aus ( ]ﬁj ) die End-

/

konfiguration ( é

) mit den angegebenen Regeln gewinnen kann.

Bemerkungen:

1. Die Regeln sind so zu verstehen, dafl sie entsprechend auch fiir einzelne Anweisungen
gelten, bei denen die Fortsetzung P fehlt. Formal kann man das bewerkstelligen,

indem man als zusétzliche Regel ( g ) = ( C"ﬁ 0 ) fiir Anweisungen C' einfiihrt.
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2. Da sich jedes Programm eindeutig als Folge von Anweisungen lesen 148t ist die ope-

rationale Semantik deterministisch, d.h. fiir jedes ist eindeutig ein Nachfolger

P
festgelegt. Auch 148t sich leicht beweisen, daf§ die Anwendung der Regeln nach endlich
vielen Schritten terminiert, d.h. in einer Endkonfiguration endet.

Man kann jetzt folgendes nachweisen:

Satz 14.8

Falls P zu LOOP,, gehort und 3,3 entsprechend nur die Variablen x4, ..., x,, belegen, dann
gilt 5 —> § g.dw. fO(B(x1),..., Bxn)) = (B(21), -, B'(2n))

Beweis: Ubung

Definition 14.9 (WHILE-Programme)

WHILE,,-Programme unterscheiden sich von LOOP,,-Programmen dadurch, daf§ die Syn-
tax von Anweisungen wie folgt gegeben ist:

(Anweisung) ::= (Wertzuweisung) | while (Variable) # 0 do (Programm) end

Das Terminalalphabet enthélt also ,,while® statt ,loop“ sowie ,,#“ als zusétzliches Zei-
chen.

Definition 14.10 (Informelle Semantik von WHILE-Programmen)

while z;#0 do P end

iteriert das Programm P, bis nach einer Durchfithrung von P die Variable x; den Wert 0
hat. (Wenn z; zu Beginn den Wert 0 hat, wird P iiberhaupt nicht ausgefiihrt. Wenn x; nie
den Wert 0 erhélt, terminiert die while-Anweisung nicht. Es wird nicht verlangt, dal P
terminiert.)

Beispiele:

1. while 21 #0 do z;:=1z; end

berechnet die Funktion

{ f(0)=0

f(z 4+ 1) undefiniert
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2. x9:=x1;23:=1; [genauer: x3 := 0;x3 := N(x3);]
while 23 #0 do z3:=0;z9 :=V(23) end;
while 23 #0 do x3:=23 end ;

x1 =V (xy)
berechnet die partielle Vorgdngerfunktion

V,(0) undefiniert
Vot 1) —a

(Zunéchst wird kodiert: z3 = 1 falls z; = 0, und z3 = 0 falls z; # 0)

Lemma 14.11

Alle LOOP-berechenbaren Funktionen sind WHILE-berechenbar.

Beweis: Ubung

Definition 14.12 (Denotationale Semantik von WHILE-Program-
men)

Wir ersetzen in Def. 14.3 die Definition von  f°°P * 4 Ferd (1) qurch

NN

e A0 o P end () = 77 (k. uy) (77 (K, 9) = 0)).

Lemma 14.13

Die Funktionen f/ sind partiell rekursiv.

Theorem 14.14 (Aquivalenz WHILE-berechenbar /partiell rekur-
siv)

Die WHILE-berechenbaren Funktionen sind genau die partiell rekursiven Funktionen.

Beweis:

1. Jede WHILE-berechenbare Funktion ist partiell rekursiv:
Dies folgt aus Lemma 14.13.



14 LOOP- unD WHILE-PROGRAMME 135

2. Jede piirtiell rekurs&re Funktion ist WHILE-berechenbar:
Sei f(z) = (uy)(h(x,y) = 0).
Sei H ein WHILE-Programm, das h berechnet.
Sei szl,...,xn.
Sei H € WHILE,, d.h. £k > n+ 1 und x,49, ...,z sind die Hilfsvariablen von H.
Dann wird f durch folgendes Programm P € WHILE,, .1 berechnet, d.h. P hat
n + 1 Hilfsvariablen.

Thal = T15.. . Thon ‘= Tp; % Argumente von f werden in Hilfsvariablen
% gespeichert
H;
while x; #0
do Tpant1 = N(Tppni1); % Erhohe Schleifenzéihler
X1 = Tpgt1s. .3 Ty = Tpyn; 0 Setze Parameter auf Ausgangswert
Tpil = Thinil; % Ubergebe Schleifenzihler an H
Tpao = 05.. ;x5 :=0; % Setze Hilfsvariablen von H auf 0
H
end;
T1:=  Tgintl % Ubergebe Schleifenzihler als Resultat

Definition 14.15 (Operationale Semantik von WHILE-Programmen)

An die Stelle des loop-Ubergangs in Def. 14.7 werden folgende Uberginge gesetzt:

B 3 -
( while z; # 0 do @ end; P > ( P ) falls 3(x;) =0
while z; # 0 do @ end; P Q; while z; # 0 do @) end; P é

Bemerkung:

Die Abfolge von Ubergéngen ist zwar wie bei LOOP-Programmen deterministisch, d.h.
eindeutig bestimmt, aber nicht mehr notwendigerweise terminierend.



15 Aufzihlbarkeit

Neben dem Begriff der Berechenbarkeit selbst ist der Begriff der Aufzéhlbarkeit der zentrale
Grundbegriff der Berechenbarkeitstheorie. Wir betrachten hier die Aufzéhlbarkeit einer
Menge natiirlicher Zahlen durch eine berechenbare Funktion.

Definition 15.1 (Rekursiv aufzihlbar)

M C N heifit [partiell, primitiv] rekursiv aufzéhlbar, falls M leer ist oder es eine einstellige
[partiell, primitiv] rekursive Funktion f gibt, so daf§ gilt: x € M < (Jy) f(y) = x.

Ein einstelliges Pradikat P hat die entsprechende Eigenschaft, falls {x € N : P(z)} diese
Eigenschaft hat.

Bemerkungen:
1. Im partiellen Fall kann die Bedingung, dafl M leer ist, weggelassen werden.
2. Statt x € M < (Jy) f(y) = = kann man auch schreiben: f(N) = M.

3. Fiir mehrstellige Pradikate verfahrt man analog, indem man sie als einstellige Pradi-
kate von n-Tupeln auffafit.

4. Der Begriff der Turing-Aufzihlbarkeit (Def. 11.1) von Mengen natiirlicher Zahlen
(reprasentiert durch Worter iiber dem Alphabet {*}) ist offensichtlich gleichwertig
zu dem der rekursiven Aufzédhlbarkeit.

Satz 15.2

P ist [partiell, primitiv] rekursiv aufzihlbar g.d.w. es ein 2-stelliges [partiell, primitiv]
rekursives Pradikat @ gibt, so dal P(z) < (Jy)Q(x,y).

Beweis:
»,=: Sei P [partiell, primitiv] rekursiv aufzihlbar. Dann ist

1. P leer oder

2. P(z) < (Jy)f(y) = x fiir ein [partiell, primitiv] rekursives f.

Im 1. Fall setze Q(z,y) <y # .
Im 2. Fall setze Q(z,y) < f(y) = .

136



15 AUFZAHLBARKEIT 137

,<=% Falls Pleer (d.h. {z: P(z)} =0), ist die Behauptung trivial.
P sei nicht leer, d.h. es gelte P(k) fiir ein k, das fiir den Rest des Beweises fest gewéhlt sei.
Es sei P(z) < (3y)Q(, y)

Sei f(y) = { Zm(y) Zigth(@l(y),@z(y))

Es gilt: P(z) & (32)Q(z, 2)

< (Fy)(Q(o21(y), 022(y)) und © = 21 (y)

(mit y := o9(x, 2) baw z : 092(y))

= (Jy)f(y) = = (nach Definition von f)

Umgekehrt gilt: (Jy) f(y) =«

= entweder z = 091(y) und Q(091(y), 022(y)) oder z = k.
In beiden Fillen gilt P(x).

Bemerkung:

Fiir die Richtung ,,<=* ist die Fallunterscheidung, ob P leer oder nichtleer ist, wesentlich
und geht in die Definition von f ein. Konstruktiv gilt der Satz unter der Annahme, dafl P
nichtleer ist.

Theorem 15.3 (Kleenesches Aufzihlungstheorem)

Zu jedem 2-stelligen partiell rekursiven Pradikat R(x,y) gibt es ein ¢ € N, so dafl
Fy)R(x,y) < Cy)Ti(t, 2, y).

Beweis:
0 falls R(x,y)

Sei g(xz,y) =4 1 falls R(z,y) definiert und —~R(x,y)
undefiniert sonst
d.h., g =5g9(Xxp) (vgl. Bemerkung zu Def. 12.12).

Sei t Godelnummer der TM M, die (uy)(g(x,y) = 0) berechnet. Sei (Jy)R(x,y). Dann
hélt M nach endlich vielen Schritten. Also gilt: (32)E(t, K(t, z, 2)).

Damit nach Lemma 13.5 (i) (Jy)T1(¢, x,y).

Sei umgekehrt (3y)7Ti (¢, z,y). Damit nach demselben Lemma (3z)E(t, K(t,x, z)).

Also erreicht M eine Haltekonfiguration nach endlich vielen Schritten,

also ist (uy)(g(z,y) = 0) definiert, also gilt (Jy)R(x,y).

Bemerkung:

Hier steht "< und nicht etwa :>, da R partiell rekursiv und 77 primitiv rekursiv (und
damit total) ist.
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[Um diese Bemerkung zu verstehen, miifte man 3-wertige Logiken einfiihren und dabei
insbesondere solche behandeln, fiir die sich bei der Aquivalenz von Formeln der Wahrheits-
wert ,, unbestimmt* oder ,,undefiniert” ergibt, falls nur eine der Formeln undefiniert ist (in
unserem Falle, falls fiir ein « die Formel R(z,y) fiir alle y undefiniert ist). Vgl. dazu Kleene
(1952), § 64.]

In jedem Fall gilt:
{z: ARz, 9)} ={z: Gyt z,9)}

Theorem 15.4

Fiir M C N ist folgendes dquivalent:
(i) M ist partiell rekursiv aufzéhlbar
(ii) M ist rekursiv aufzéhlbar

(iii) M ist primitiv-rekursiv aufzédhlbar

Beweis: (iii) = (ii) = (i) trivial
(i) = (iii): M partiell rekursiv aufzéhlbar
< M ={z: (Jy)Q(x,y)} nach Satz 15.2

< M =A{z: (Jy)Ti(t,z,y)} nach Theorem 15.3 fiir gewisses ¢
< M primitiv rekursiv aufzéhlbar nach Satz 15.2, da T} primitiv rekursiv

Bemerkungen:

1. Der intuitive Grund fur (i) = (iii)“ liegt darin, dal wir den Wertebereich einer
partiell rekursiven Funktion auf primitiv rekursive Weise in Abhéngigkeit von der
Zahl der Berechnungsschritte aufzédhlen kénnen.

2. Das Theorem liefert fiir den Fall der natiirlichen Zahlen die noch offene Richtung im
Beweis von Theorem 11.6: Wir kénnen davon ausgehen, daf§ die TM, die graph(f)
aufzahlt, immer terminiert. Also kénnen wir fiir gegebene wy, ..., w, sukzessiv den
Graphen durchlaufen. Falls f(w;,...,w,) definiert, erreichen wir mit Sicherheit
w1 ... Sw,$w fir ein w.

Definition 15.5

Eine Menge M heifit [partiell, primitiv] rekursiv, falls das sie charakterisierende Prédikat
P(z) & x € M [partiell, primitiv] rekursiv ist?.

2Vgl. Definition 16.1 und die erste Bemerkung dazu.
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Theorem 15.6

Eine Menge M C N ist genau dann rekursiv, wenn M und M = N\ M rekursiv aufzihlbar
sind .

Beweis:

= reMe (Jy)(reMAy=y)
reMe (Fy)(ze MAy=y)

,= M= f(N),M = g(N).
Dann z € M <z = f((ny)(f(y) =2V g(y) = )

Bemerkung:

Das Theorem gilt nicht fiir ,,primitiv rekursiv oder , partiell rekursiv® an Stelle von ,,rekur-
siv¢. Ansonsten wéren wegen Theorem 15.4 , partiell rekursiv®, ,rekursiv® und , primitiv
rekursiv® dquivalent.

Satz 15.7

Es gibt jeweils Mengen natiirlicher Zahlen mit den folgenden Eigenschaften:

M 1ist nicht rekursiv aufzahlbar

(i
(ii

M ist rekursiv aufzihlbar, M ist nicht primitiv-rekursiv

(iv M ist rekursiv aufzdhlbar, M ist nicht partiell-rekursiv

M ist rekursiv aufzahlbar, M ist nicht rekursiv aufzahlbar

)
)
(ili) M ist rekursiv aufzdhlbar, M ist nicht rekursiv
)
(v)
)

(vi) M und M sind nicht rekursiv aufzihlbar
Beweis:

(i)  Graph der busy-beaver-Funktion
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(ii) - (v)  Universelles Halteproblem

Fir H(t,m) als ,das Paar (¢,m) gehort zum universellen Halteproblem* gilt
H(ta m) A (Ely)Tl (ta m, y)

(vi)  Die Menge aller rekursiv aufzihlbaren Mengen natiirlicher Zahlen ist rekursiv
aufzdhlbar, also insbesondere abzéhlbar. Also mufl es aus dem (nicht abzdhlbaren)
Bereich der Mengen natiirlicher Zahlen Mengen mit der geforderten Eigenschaft
geben.

Bemerkung:

Es lafit sich leicht zeigen, dafl kontextsensitive Sprachen rekursiv sind, da sie sich durch
nichtverkiirzende Grammatiken darstellen lassen. Da nach Theorem 11.3 die Typ-0-Spra-
chen genau die rekursiv aufzahlbaren Sprachen sind, zeigt Satz 15.7 (iii), daf der Bereich
der Typ-0-Sprachen echt iiber den der Typ-1-Sprachen hinausgeht. (Diese Bemerkung setzt
voraus, dafl man die in diesem Kapitel behandelten Aufziéhlbarkeitsbegriffe von Mengen
natiirlicher Zahlen auf Sprachen iibertrégt.)

Universelle Turing-Maschinen

Ziel: Sei t Gédelnummer einer TM M. Wir wollen eine universelle TM M/ definieren, die
folgendes leistet:

(#t#) = (#7) gdw. (#1) = (#7).
My

Eine solche TM M/ heifit universell, da sie in einer einzigen Maschine die Berechnung
beliebiger Funktionen in beliebigen Maschinen simuliert nach Eingabe der Nummer der
jeweiligen Maschine als zusétzlichem Argument. Wir definieren zunéchst eine universelle
Maschine M} die unmittelbare Ubergiinge zwischen Konfigurationen simuliert, und dann
eine universelle Maschine M,,, die Akzeptanz simuliert.

Wir modifizieren zundchst K (¢, z, z) zu einer partiell rekursiven Funktion K (¢, k,z) wie
folgt:

K(t,k,0) =k

K(tk,2) = {

Dabei sei K (t,k,n) tiberhaupt nur dann definiert, wenn k& Nummer einer Konfiguration
von M ist.
ML sei die TM, die folgendes leistet:

(#t#k) — (#4#K (t, k, 1)), falls K(t,k, 1) definiert.

F(t,K(t,k,z)) falls ~E(t, K(t, k,z))
undefiniert sonst
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(#t#k) = (##£14#4k), falls E(t, k). Ansonsten soll M nicht terminieren.

(Konstruktion als Ubung)

Dann gilt fiir

M Godelnummer einer TM M

"k Godelnummer einer Konfiguration &
Tw™ Godelnummer eines Wortes w

1 - -
]{Zl /l; kg gdW (ﬁrM_l#l—kl—l) ﬁ (ﬁl—M—l#l—k’Q—l)
k€ Hy gdw. (#F M#FEE = (##MHFEET)

1 S,
u

M. simuliert also einzelne Schritte von M.
Sei M;: (4 w™) == (#t4tko), wobei ko Gédelnummer von Anfangskonfiguration (s, #w)

fiir TM mit Nummer ¢.

Sei ./\/lu : MZMtR#—#* L

Terminierende Schrittfolgen lauten dann: o o
F M) = (F Mtth) = (F M#h) = ... = (# M #k,)
(k, Nummer von Endkonﬁgurationuvon M)

Es gilt: (#w) = k fiir ein k g.d.w. (# M# w?) il k' fiir ein £’

M, simuliert also Akzeptanz fiir jede beliebige TM M.
Sei W'(t, k) = "w", falls k Gédelnummer einer Endkonfiguration (#w).

Sei M. : (#1#k) - (#W'(t, k))

Sei MI: MMLRZT . 1

=

M

Es gilt dann:
(#n) 7 () gedow. (FMHF0T) — (#w)

M/ simuliert also Funktionsberechnung.

Entsprechend gibt es eine universelle partiell rekursive Funktion f, mit folgender Eigen-
schaft:

fu(tg,Q) = n, falls ¢, Nummer der TM, die g berechnet und g(?) = n, und undefiniert
sonst.

fu kann man als die universelle Funktion U im Beweis der Unentscheidbarkeit des univer-
sellen Halteproblems verwenden (vergleiche Theorem 11.8).
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Bemerkungen:

1. Zur Wiederholung: Wére das universelle Halteproblem entscheidbar, kénnte man f,

total machen: ( ) : )
7 | fulm,n) wenn f,(m,n) definiert
fulm,m) := 1 sonst

Setze

g(n) = Fuln,m) +1

Da g (total) rekursiv, gilt

g(x) = fu(t,x) fiir ein ¢t und fiir alle x.
Damit _

g<t) = fU(t7t> = fu<t7t)v

jedoch

g(t) = f.(t,t) + 1 nach Definition.

2. Eine universelle (total) rekursive oder primitiv rekursive Funktion fiir Nummern von
(total) rekursiven oder primitiv rekursiven Funktionen bzw. eine entsprechende uni-
verselle Turing-Maschine kann es nicht geben, da dieses Diagonalargument wegen der
Totalitat der Funktion direkt zum Widerspruch fiihrt.

Einige Ausblicke in die Rekursionstheorie

Die Rekursionstheorie geht von der Tatsache aus, dafl man jede partiell rekursive Funktion
durch eine natiirliche Zahl kennzeichnen kann, und baut darauf eine abstrakte Theorie
der Berechenbarkeit und Unentscheidbarkeit auf. Hier kénnen nur einige ganz elementare
(aber fundamentale) Tatsachen beschrieben werden. Ich orientiere mich dabei an Engeler
& Lauchli (1992). Fiir die weiterfiihrende Theorie vgl. Kleene (1952), Rogers (1987) und
Shoenfield (1967). Die Rekursionstheorie wurde mafigeblich von Kleene begriindet. Vgl.
dazu den Uberblick iiber Kleenes mathematisches Werk in Shoenfield (1995).

Theorem 15.8 (Aufzihlbarkeitstheorem)

Fiir jedes n gibt es ein partiell rekursives ®" : N**! — N, so daf es zu jedem partiell-
rekursiven f: N" — N ein e € N gibt mit ®"(e, x1,...,2,) =~ f(z1,...,2,).
Dieses e heif3t auch Index von f.

Beweis: ®"(c, z) := U((uy)Tu(e, z,y))  (vgl. Theorem 13.6)

Bemerkungen:

1. Wir schreiben auch ®"(z) statt ®"(e, =) und lassen n hiufig weg.
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2. Man kann sogar annehmen, daf umgekehrt auch jedes e € N Index einer partiell

rekursiven Funktion ist. Dann ist e etwas anders zu definieren.

3. Das Aufzéhlbarkeitstheorem kann man als Ausdruck der Tatsache verstehen, dafl
Programme (= Funktionen f) zugleich als Daten (= Zahlen, Indizes e) verstanden

werden konnen.

Theorem 15.9 (S-m-n-Theorem)

Fiir 7 = 1, .., Ty und 5 =1Y1,...,Y, gibt es eine rekursive Funktion S)", so daf§ gilt:

q)e(x7 y) = (I)S,T(e,;)(y)

Beweis: S](e, ) ist wie folgt definiert:
Sei e Godelnummer einer TM M. M, leiste folgendes: (#y) = (#x#y).

My
Es sei M’ := M M.

S (e, 7) sei die Gédelnummer von M. Es 148t sich zeigen, daf S rekursiv ist.

Theorem 15.10 (Rekursionstheorem)

N

Zu jeder partiell rekursiven Funktion f gibt es ein e, so daf ®.(z) ~ f(e, z) ist.

[N RN

Beweis:  Sei a Index von f(SL(y,y), z), d.h. @, (y, z) ~ f(Si(y,y), z).
Mit S-m-n-Theorem: f(S}(y,y), ) =~ Pg1 (0 ().
Mit 3 := a und e := S(a,a) ergibt sich f(e, 7) ~ ®.(z).

Bemerkungen:

1. Intuitiver Inhalt: Zu jeder partiell rekursiven Modifikationsvorschrift fiir TM gibt es
eine TM, die sich selbst entsprechend dieser Vorschrift modifiziert. Z.B. gibt es eine
TM, die (ohne weitere Argumente) ihren eigenen Index generiert, d.h. ®, = e (Setze

f:=1id) (,,Selbstreproduktion®).

2. Das Rekursionstheorem besagt, dafl sich eine rekursive Funktionsgleichung immer
16sen 148t, in der eine Funktion unter Riickgriff auf ihren Index (und damit indirekt
unter Riickgriff auf sich selbst) definiert wird. Bezeichnet man mit {f} den Index
einer partiell rekursiven Funktion f, und ist g eine (n + 1)-stellige partiell rekursive

Funktion, dann ist
F(z) =g({F}, )

eine rekursive Funktionsgleichung in der Funktionsvariablen F'. Diese Gleichung hat

nach dem Rekursionstheorem die Losung F' = @, fiir ein geeignetes e.
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3. Das nach dem Theorem existierende e ist eindeutig, wenn man es minimal wéhlt.

Beispiel fiir die Anwendung des Rekursionstheorems:

f(2,0) = g(x)

fl,y) = h(zy, f(22,y))
sive Funktion f definieren, vorausgesetzt, g und A sind rekursiv.

Wir definieren eine Hilfsfunktion f

{7(27%0) = g(x) 7

= ist offensichtlich rekursiv (keine ,,echte” Rekursion).
Fray) = hir.y®.20.0) 7 ( )

Nach dem Rekursionstheorem gibt es ein e, fiir das gilt:

Wir wollen nachweisen, dafl die Gleichungen { eine rekur-

Dc(z,y) = fle, z,y)
Es gilt also:

{ Oc(z,0) = g(x)

P(z,y") = hz,y,(22,y))
Setze f := ®..

(vgl. Shoenfield 1995)

Theorem 15.11 (Fixpunktsatz)

Sei REK"™ der Bereich aller n-stelligen partiell rekursiven Funktionen.
Sei f einstellig partiell rekursiv. Dann hat

Gy : REK" — REK"

®y = i) B B
einen Fixpunkt, d.h. es gibt ein e, so da§ ¢¢(z) = O ().

Beweis: Setze g(z, z) = q)f(z)(;).
Nach dem Rekursionstheorem gibt es ein e, so daB gilt ®.(z) ~ g(e, z). Daraus folgt die
Behauptung.

Bemerkung:

Intuitiver Inhalt: Zu jeder Modifikationsvorschrift f fiir TM gibt es eine Maschine, deren
Leistung nach Modifikation unveréndert bleibt. D.h., es gibt eine , vollstdndige“ Modifika-
tion, die sich nicht weiter modifizieren l1483t.
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Korollar 15.12

Sei I ein n-stelliges Funktionszeichen; sei G(F) wie eine partiell rekursive Funktion defi-
niert, wobei zusétzlich zu CJ, N und U! auch F als Ausgangssymbol zugelassen ist (,,G(F)
ist partiell rekursiv in F'“). Dann gilt: Es gibt eine n-stellige partiell rekursive Funktion f,

so daB f(z) = G(f)(z), d.h. die Funktionsgleichung fiir die Variable F'
F(r) = G(F)(x)

hat eine partiell rekursive Funktion f als Losung.

Beweis: Aufgrund der partiell rekursiven Zuordnung

F— G(F)
ist G(®.) partiell rekursiv in e, d.h.
G(®.)(z) = g(e, x) fiir ein partiell rekursives g

= ®u(e, x) fiir dessen Index ¢

- q)S}z(e’,e) (Q)
Nach dem Fixpunktsatz gibt es ein €”, so daB gilt ®_»(z) = @S%(e,,eu)@). Wihle f so, dafl

e
[N

¢’ Index von f ist. Dann gilt: G(f)(z) = G(®) () = g1 (0 (7)) = B (7) = f(7)

Beispiel:

1. Die Gleichung

Offenbar ist f die partiell rekursive Funktion, die iiberall undefiniert ist.

2. Die Gleichung

1 falls x = 0
F(z) = .
x-F(xr—1) sonst

hat ein partiell rekursives f als Losung, ndmlich die Fakultatsfunktion.
Diese Definition lautet in ML: fun f(z) = if x = 0 then 1 else x * f(z — 1).
(vgl. z.B. Paulson 1996)
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Bemerkungen:

1. Hier geht es um die Losung von Funktionsgleichungen, bei denen eine Funktion direkt
unter Riickgriff auf sich selbst (ohne Umweg iiber ihren Index) definiert ist.

2. Die Tatsache, daf} sich Funktionsgleichungen der Form

immer durch eine partiell rekursive, d.h. berechenbare Funktion 16sen lassen, wenn
nur die linke Seite partiell rekursiv von der rechten Seite abhéngt, ist fundamental
fiir die Semantik von (insbesondere funktionalen) Programmiersprachen. Thre Erwei-
terung zu berechenbaren Funktionen, die iiber den Bereich der natiirlichen Zahlen
hinausgehen, erfahrt sie in der denotationellen Semantik.
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16 Unentscheidbarkeit

Wir geben einige unentscheidbare Probleme an, und zwar neben allgemeinen Problemen wie
dem universellen Halteproblem und dem Wortproblem fiir Semi-Thue-Systeme zwei spezi-
elle Probleme: Das Postsche Korrespondenzproblem (Behandlung nach Davis & Weyuker
1983) und die Unentscheidbarkeit der Hornklausellogik.

Definition 16.1 (Entscheidbarkeit von Pridikaten)

Ein Priadikat P heiit entscheidbar, falls P(z) partiell rekursiv ist (vgl. Def. 12.12). Eine
Menge M heiflt entscheidbar, falls M partiell rekursiv ist. M heif3t partiell rekursiv, falls
es ein partiell rekursives Pradikat P gibt, durch das sich M darstellen 148t, d.h. fiir das
M ={z: P(x)} gilt. Ein Problem heiit entscheidbar, wenn die Menge der Losungen des
Problems entscheidbar ist.

Bemerkungen:

1. Es werden also Mengen M betrachtet, fiir die a € M nicht unbedingt definiert ist.

Sei D der Bereich, fiir den a € M definiert ist. Dann gilt:
M partiell rekursiv < M und D\M rekursiv aufzdhlbar. D\M ist in der Regel
verschieden von M.

2. Unser Begriff der Turing-Entscheidbarkeit (Definition 11.1) entspricht der Entscheid-
barkeit fiir totale Mengen, d.h. der Rekursivitat. Man héitte auch Turing-Entscheidbarkeit
fiir partielle Mengen definieren konnen, d.h. fiir Sprachen L, fiir die w € L nicht fiir
alle w definiert sein muf.

Theorem 16.2
Folgende Probleme sind unentscheidbar:

(i) H&lt M bei Eingabe w ? (w € L(M) 7)
(ii) H&lt M bei leerer Eingabe ? (¢ € L(M) 7)

(iii) Gibt es ein w, so dal M bei Eingabe w hilt ? (L(M) =0 ?)

)
)
)
(iv) Hélt M bei jeder Eingabe ? (L(M) = X* ?7)
(v) Halt M bei unendlich vielen Wértern ? (Gibt es ein k, so dafl |[L(M)| < k ?)
)

(vi) Halten M; und My bei denselben Eingaben 7 (L(M;) = L(Ma) 7)
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(vii)

(viii)
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Halt My bei einer Obermenge der Eingaben, bei denen M hélt ?
(L(Mz) 2 L(M1) 7)

Ist die von M akzeptierte Sprache reguldr ?
kontextfrei 7
kontextsensitiv 7
entscheidbar 7

Hierbei stehen M, M; und M, fiir beliebige TM, nicht fiir feste Maschinen.

Beweis:

(1)
(i)

(iii)

(iv)

(v)

(vi)

(vii)

(viii)

Dies ist das universelle Halteproblem. Vgl. Theorem 11.8.

Sei die Maschine w so definiert, dafl (#) = (#w) gilt. Dann gilt: M hélt bei

Eingabe w g.d.w. wM bei leerer Eingabe hélt. Damit haben wir eine Zuriickfiihrung
auf das universelle Halteproblem.

Definiere §: (#w) = (#).

0M hélt bei irgendeiner Eingabe g.d.w. M bei leerer Eingabe hélt. Damit haben
wir Zuriickfithrung auf Punkt (ii).

OM akzeptiert jede Eingabe g.d.w. M irgendeine Eingabe akzeptiert.
Auf (iii) zuriickgefiihrt.

OM akzeptiert unendlich viele Worter g.d.w. 6 M irgendein Wort akzeptiert.
Auf (iii) zuriickgefiihrt.

Wihle M, als die triviale Maschine, die sofort, d.h. bei jeder Eingabe hélt. Die Ent-
scheidung dariiber, ob M; und M, bei derselben Eingabe halten, ist dann gleich-
wertig mit der Entscheidung dariiber, ob M bei jeder Eingabe hélt. Zuriickfiihrung
auf (iv).

wie (vi).

Sei M’ die 2-Band-Maschine M’ := M(Q)MS), wobei M, die universelle TM fiir
Akzeptanz ist.

M’ akzeptiert das universelle Halteproblem (vgl. Def. 11.7) falls M fiir leere Eingabe
terminiert. M’ akzeptiert (), falls M fiir leere Eingabe nicht terminiert. Wegen (ii) ist
daher nicht entscheidbar, ob L(M’)= universelles Halteproblem oder ob L(M’) = ().
Da () regulir, kontextfrei, kontextsensitiv und entscheidbar ist, das universelle Halte-
problem jedoch nichts dergleichen ist (da unentscheidbar), wiirde die Entscheidung
iiber eine dieser Eigenschaften die Entscheidung dariiber bedeuten, ob L(M') = ()
oder L(M'’) = universelles Halteproblem.
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Bemerkungen:

1. Wir wissen sogar von einer festen Maschine M, dafl das spezielle Halteproblem un-
entscheidbar ist. Sei M, die universelle TM fiir die Akzeptanz von Sprachen. Setze
M = MyM.,,, wobei (#t) = (#t+#1). Die Losbarkeit des speziellen Halteproblems

ir T A\E

fiir M wiirde die fiir das universelle Halteproblem nach sich ziehen.

2. Analoge (unentscheidbare) Probleme kann man fiir (nicht-eingeschrénkte) Gramma-
tiken formulieren: w € L(T"); € € L(T"); L(I') = 0; L(T) = X%
|L(T)| < k; L(T'y) = L(T'y); L(Ty) D L(T'1); L(T) regulér, kontextfrei, kontextsensi-
tiv, entscheidbar ?

3. Das allgemeine Problem, welche Sprachmengen (z.B. innerhalb der Menge aller rekur-
siv aufzidhlbaren Sprachen) entscheidbar oder rekursiv aufzéhlbar sind, wird in der
weiterfithrenden Theorie behandelt, z.B. in den Sétzen von Rice und von Greibach
(vgl. Hoperoft & Ullman 1990, Kap. 8).

Definition 16.3 (Semi-Thue-System)

Ein Semi-Thue-System ist ein Paar I' =< ¥, II >, wobei ¥ Alphabet, II Menge von Pro-
duktionen iiber ¥. Die Relation © = v ist wie bei Grammatiken erklirt.

r
Das Wort-Problem fiir Semi-Thue-Systeme besagt:
U :;> v 7

(D.h. Wortproblem fiir Semi-Thue-Probleme = {(u,[',v) : u :;> v})

Bemerkungen:

1. Ein Thue-System ist ein Semi-Thue-System, bei dem mit v — v auch v — u zu Il
gehort.

2. Axel Thue (1863-1922) war ein norwegischer Mathematiker.

Theorem 16.4

Das Wortproblem fiir Semi-Thue-Systeme ist unentscheidbar.

Beweis:
Ansonsten wére das universelle Halteproblem entscheidbar, da man fiir beliebige TM M

die Relation /'\_/1 durch :;> fiir eine geeignete Grammatik I' ausdriicken kann (Ubung). T

kann durch Zusammenfassung von Variablen und Terminalen in einem einzigen Alphabet
als Semi-Thue-System aufgefait werden.
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Bemerkungen:

1. Es gibt ein spezielles Semi-Thue-System, dessen Wortproblem unentscheidbar ist.
Wiéhle eine Grammatik I', die der in Bemerkung 1 nach Theorem 16.2 genannten
TM entspricht.

2. Es gibt sogar ein solches spezielles Semi-Thue-System {iber einem zweielementi-
gen Alphabet {a,b}. Man représentiere jedes Wort aj, ...a;, iiber dem Alphabet
{ay,...,a,} durch ba’*ba’ . ..ba’"b sowie € durch .

3. Das Wortproblem fiir Thue-Systeme ist ebenfalls unentscheidbar. Das ist nicht ganz
trivial, da mit einem Thue-System ein spezieller Typ von Grammatik vorliegt.

Theorem 16.5

Das Postsche Korrespondenzproblem hat eine negative Losung, d.h. es gibt keinen Algo-
rithmus, der entscheidet, ob ein gegebenes Postsches Korrespondenzsystem eine Losung
hat.

Beweis:

Sei I” ein Semi-Thue-System iiber {a, b}, dessen Wortproblem unentscheidbar ist. I' ent-
stehe aus IV durch Hinzufiigung der Produktionen a — a und b — b. Seien u und v Worter
tiber {a,b}. Wir konstruieren ein Postsches Korrespondenzsystem P, ,, so daf gilt:

P, , hat Losung g.d.w. u :;> v (g.dw. u % v).

Damit Riickfiihrung auf Wortproblem fiir I' bzw. I".

Alphabet von P, ,: {a,b,a,b,*,*,[,]}.

Fiir w € {a,b}* sei w € {@,b}* das korrespondierende Wort, in dem ~ auf jedem Zeichen
steht.

P, habe folgende Dominos:

fax || 1 |[*]/ % || k]| &
[l x| %] *x]|g]|lg]
(———

fiir jedes g — A in T’

—

Wegen a — a und b — b kénnen wir auch Dominos
annehmen.

SHESH

und E fur jedes w € {a,b}*
w
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Wir zeigen:

1.

U :;> v impliziert: P,, hat Losung.

Sei u = uy :;> . ——;—> u, = v mit n ungerade (ist moglich wegen a — a und b — b).

Dann ergibt sich eine Losung von P, , mit Losungswort [u; * Ugkug * ... % Up_ 15Uy,
wie folgt:
Sei u; = x;9;Y;, wir1 = x;h;y; mit Produktion g; — h;:
Us
—tN——
— /_/%
[ux @ @ Y1 Zo || ha || Y2

[ 2]l o || To|lGe ||| | %]

]
L2192 || Y1 *v
w iy
(Die ungerade Anzahl von Ableitungsschritten ist notwendig, damit vor dem letzten
Wort w,, das Zeichen * und nicht * steht.)

P, , hat Losung impliziert u :;> V.

Die Folge von Dominos, die zu einer Losung gehort, mufl wie folgt aussehen. Dabei
wéhlen wir die kiirzeste Folge, bei der eckige Klammern nur auflen auftreten.

Uz

P r— us

— — — ——
fux | | hay Dy 9i1 Jir || * 1
[ 9iy Giy, * hh hjr * *U]
N— | ——
u=u1

u2

Man muf} unten immer gegeniiber oben ,, nachhalten*, damit sich unten dasselbe Wort
wie oben ergibt.

Das Losungswort ist also [u * ug*us . . . *v].

Dabei gilt aufgrund der Definition der vorhandenen Dominos:
u=u1:*>u2:*>u3:*>...:*>unzv

Bemerkung:

Fiir Teil 2 des Beweises ist entscheidend, dal wir bei der Definition von P, , Zeichen mit

Tilde ~

verwendet haben. Ansonsten hétte die Losung nicht die geforderte Form (das

Losungswort miisste z.B. nicht mit einer eckigen Klammer anfangen). Teil 1 liefle sich
dagegen allein mit den Dominos

[ux

[

BRIE
INERN

bestreiten.
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Korollar 16.6

Folgende Probleme sind nicht entscheidbar:

(i) Ist der Durchschnitt zweier kontextfreier Sprachen leer ?

(ii) Ist eine kontextfreie Grammatik eindeutig ?

Beweis: Lemma 7.11 und Lemma 7.13.

Unentscheidbarkeit eines deduktiven Systems
Wir definieren ein deduktives System, das man als einen Meta-Kalkiil T’ zu einem Semi-
Thue-System I' auffassen kann. Wir interpretieren dabei Worter ay ... a, als Listen der
Form (a;. ... (ap—1.(ay. nil))...). € wird durch nil interpretiert.

Sei I' =< %, IT > ein Semi-Thue-System, sei ¥ = {ay,...,a,}.
Das deduktive System I' ist wie folgt definiert:

Definition 16.7 (Terme)

Terme von I' seien die Konstanten aq,...,a, sowie nil, die Variablen xy, x5, 23,..., 2,9, 2
sowie alle Ausdriicke der Form (;.t5) fiir Terme ¢y, to.

Bemerkung:

AuBenklammern kénnen wegfallen. Z.B ist (a.a2).a3 ein Term.

Worter iiber ¥ werden wie folgt in Terme {ibersetzt:
g:=nil au:= (a.u)

Lemma 16.8

Fiir Worter u,v € ¥ gilt:
u=vgdw. u="1v

Definition 16.9 (Formeln)

Formeln von T seien alle Ausdriicke der Form S(t), W (t), V (t1,ta, t3), VV (t1, ta, 3, t4),
P(tl, tg), Ao(tl, t2)7 Al(tl, t2>, A*(t17 tQ) fUI' Terme t, tl, t27 t3, t4.
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Definition 16.10 (Axiome und Regeln)

Axiome von T sind die im folgenden angegebenen Formeln.

Regeln von T sind die im folgenden angegebenen Ausdriicke der Form F « F, ..., F, fiir
Formeln F| Fy, ..., Fy:

(In Anfiihrungszeichen steht immer die intendierte Bedeutung der Pradikate, fiir die Axio-
me bzw. Regeln angegeben werden. Diese Bedeutung ist jedoch nicht Bestandteil der De-
finition des formalen Systems.)

S(ay)
: ,t ist ein Symbol“
S(an)
W (nil)
W(z.y) < S(z), W(y)

V(nil, z, z) «— W(x)
V(zy.29,y, x1.23) < S(x1), W(22), W(y), W(x3),V (22,9, 23)
,Die Verkettung von ¢; und ¢, ergibt ¢35

} ,»t ist ein Wort*

VV(xl, T, X3, fL’4) — V(Jl‘l, Za, LE), V(ZE, xs, $4)
,Die Verkettung von t1,t, und t3 ergibt £,

P(w,v) (fiir jede Produktion u — v in I')
Ao(z,z) « W(x) ,t ist aus ¢ in 0 Schritten ableitbar*

Ai(x1,22) — VV (Y1, 2,90, 71), VV (Y1, ¥, ya, ¥2), P2, y).
»Aus t; ist to unmittelbar (in 1 Schritt) ableitbar®

A, (x1, 29) — Ao(x1, 22) »Aus t; ist ty in irgendeiner
A(x1,29) — Ai(x,2), A, 22) Anzahl von Schritten ableitbar

Definition 16.11 (Substitution)

F' ist Substitutionsinstanz einer Formel F', wenn F’ aus F' durch Ersetzung von Variablen
durch Terme hervorgeht. F' « FY, ..., F) ist Substitutionsinstanz einer Regel

F — F,... F, falls F/ «— F|,...,F} aus F' < F,..., F, durch Ersetzung von Varia-
blen durch Terme hervorgeht. Dabei miissen immer gleiche Variablen durch gleiche Terme
ersetzt werden.?

3Wir haben es hier mit dem logischen Variablenbegriff zu tun, bei dem immer alle Vorkommen ei-
ner Variablen gleichzeitig durch denselben Term ersetzt werden. Der Variablen- (=Nichtterminal-) begriff
der Grammatiktheorie bezieht sich stattdessen auf Variablenvorkommen, die, insbesondere bei kfG, ent-
sprechend den Produktionen verschieden ersetzt werden konnen. Vgl. die Fufinote zu Beginn von Kapitel
4.
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Ableitung
Jede Substitutionsinstanz F eines Axioms ist eine Ableitung von F in T. Sind Dy,..., D,
jeweils Ableitungen von Fi, ..., F, undist F' < F;j ..., F,, Substitutionsinstanz einer Regel,
dann ist
Dy...D,

F

eine Ableitung von F in T. Wir schreiben
['F F (,F ist in I ableitbar®),
falls es eine Ableitung in I' gibt, die mit F' endet.

Beispiel:
Wir zeigen: T' = W (a1 (agas)
————

W (a1.az2.(a3.nil)))

S(az) W (nil)
S(az) W (as.nil)
S(ar) W (asy.(as.nil))
W (ay.(as.(az.nil)))

Lemma 16.12

Falls u Wort, dann T' - W (%)
Falls T F W (t), dann ¢ = 7 fiir ein u € %*

Beweis: Ubung

Lemma 16.13

Fir alle Worter Uy, U, U3 gilt:
w = uugug g.d.w. I' F VV (uy, uz, ug, 0)

Beweis: Ubung

Theorem 16.14

u :;> vegdw '+ A, (u,v).
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Beweis: Induktion iiber Lénge der Ableitung in I’

»=": Sei u = v. Dann ist 7 = ¥ nach Lemma 16.8. Ferner fl_— W (@) nach Lemma 16.12.
Also I' F Ag(w,v) mit der Regel Ag(z,z) «— W(z), somit I' = A,(u,v) mit der Regel
As(z1, 02)  Ao(21,29).

Sei u :;> w :;> v:

Nach I.V. ist A,(w, ) in T ableitbar.

Ferner ist u = ujuqus und w = ujwous mit ug — wq € 11 _

Nach Lemma 16.13 gilt dann: V'V (ur, uy, u3, ) und V'V (@, Wy, u3,w) sind in I ableitbar.
Ferner ist P(uz,ws) Axiom. Damit haben wir folgende Ableitung in I':

VV(U_la u'_27 ’LL_3, ﬂ) VV(U_l, w_27 U_g, w) P(u_2’ w_2)
A (u,w) A.(w,7)
A(w,0)

,<=“: Ubung

Korollar 16.15

Es ist nicht entscheidbar, ob I' F F fiir beliebige I und Formeln F ohne Variablen.

Beweis:

Ansonsten wire nach dem Theorem :;> v, d.h. das Wortproblem fiir Semi-Thue-Systeme

entscheidbar.

Definition 16.16 (Hornklauseltheorie)

Eine Hornklauseltheorie H =< K, F,P,C > ist wie folgt gegeben:
IC ist eine Menge von Konstanten

F ist eine Menge von Funktionszeichen

P ist eine Menge von Prédikatzeichen

C ist eine Menge von Axiomen und Regeln

Terme, Formeln und Regeln werden analog zum vorhergehenden definiert, nur daf jetzt
beliebige Zeichen aus K, F,P und C vorkommen. (Variablen 1, xs, ... sind natiirlich vor-
handen. Explizit angegeben werden nur diejenigen Konstanten, die fiir eine spezifische
Theorie charakteristisch sind.)
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Bemerkungen:

1. Das oben zu einem beliebigen Semi-Thue-System I' definierte deduktive System T ist
also ein Spezialfall einer Hornklauseltheorie mit & = {ay, ..., a,,nil}

F=A{}
P = {Sam‘/av‘/?PaAOaAl?A*}
C = (siehe Def. 16.10)

2. Hornklauseln sind nach dem Mathematiker A.Horn benannt. Sie bezeichnen Axiome
und Regeln der hier betrachteten speziellen Form.

Theorem 16.17
Es gibt eine Hornklauseltheorie H, fiir die HFF fiir beliebige Formeln F' ohne Variablen

unentscheidbar ist. Damit ist auch unentscheidbar, ob H  F fiir beliebige Hornklausel-
theorien ‘H und Formeln F' ohne Variablen gilt.

Beweis: Wiihle I als H, wobei I ein Semi-Thue-System mit unentscheidbarem Wortpro-
blem ist.

Bemerkung:

Es 148t sich zeigen, dal Hornklauseltheorien ohne Funktionszeichen entscheidbar sind.

Korollar 16.18

Es gibt keinen Prolog-Interpreter,
1. dessen Antworten alle korrekt sind.

2. der auf jede Anfrage hin antwortet.

Beweis:

Ein Prolog-Interpreter soll fiir eine Hornklauseltheorie H (= Prolog-Programm) und eine
Formel F entscheiden, ob es eine Substitutionsinstanz F’ von F' gibt, fiir die H - F” gilt.

Theorem 16.19 (Unentscheidbarkeit der Pridikatenlogik)

Die Pradikatenlogik erster Stufe ist unentscheidbar.
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Beweisskizze:

Die Hornklausellogik ist ein Fragment der Pridikatenlogik erster Stufe. Aus der Entscheid-
barkeit der Prédikatenlogik erster Stufe wiirde sich also die Entscheidbarkeit der Horn-
klausellogik ergeben, was Theorem 16.17 widerspricht.
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