Kapitel 1

Elektrostatik

1.1 Vorbemerkungen

Im letzten Semester hatten Sie die Newtonsche Gravitationskraft als eine fundamenta-
le Kraft kennengelernt. Sie wirkt zwischen allen massebehafteten Kérpern und ist stets
anziehend.

Das Newtonsche Gravitationsgesetz lautete fiir zwei Korper (Massenpunkte) mit
Massen m; und ma:
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(1.1)

Hierbei sind 7 und 7 Abstandsvektoren, die vom Ursprung eines (z. B. kartesischen)
Koordinatensystems zu den Massenschwerpunkten der beiden Korper 1 und 2 zeigen. Der
Vektor 77 = 1 — 15 ist der Verbindungsvektor zwischen den beiden Massenschwerpunkten,
der von Korper 1 nach Kérper zeigt und r ist dessen Betrag. G = 6.67 - 101! Nm? /kg?
ist die Gravitationskonstante. Die Indizes "1” und ”2” an ﬁg deuten an, dass die Gravi-
tationskraft vom Korper 2 ausgeht und auf Korper 1 wirkt. ﬁg zeigt von my nach mo, ist
also anziehend. P_’S fallt auBerdem quadratisch mit dem Abstand der beiden Korper ab.
Die Eigenschaft ”Masse” eines Korpers ist ein Mafl dafiir, wie stark dieser einen zweiten
Korper anzieht.

Abbildung 1.1: Zur Gravitationskraft zwischen
0 (Koordinatenursprung) zwei Korpern 1 und 2.
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Ganz entsprechend koénnen wir die Kraft ﬁﬁ betrachten, die Korper 1 auf Korper 2
ausiibt. Aus () erkennt man sofort, dass Fig = —F§ gilt. £ und F§ und sind also
entgegengesetzt gleich, was letztlich einen speziellen Fall des 3. Newtonschen Axioms
darstellt.

Die Newtonsche Gravitationskraft ist eine extrem schwache Kraft. Dies erkennen wir auch
ohne Rechnung daran, dass es der Masse der gesamten Erde bedarf, um auf einen Men-
schen eine Kraft von ca. 750 N in Richtung Erdmittelpunkt auszuiiben. Die Gravitations-
kraft ist z. B. fiir die Bewegung der Planeten um die Sonne verantwortlich und sorgt dafiir,
dass Planeten wie die Erde oder auch die Sonne die Gestalt einer Kugel annehmen. Sie ist
aber viel zu schwach, um Materie auf kleineren Skalen ”im Inneren” zusammenzuhalten.
So konnen wir beispielsweise an einen wenige Zentimeter dicken Stahlstab durchaus ein
Gewicht von mehreren Tonnen hidngen, bevor dieser zerbricht. Es muss also zwischen den
Bestandteilen der Materie Kréfte geben, die erheblich starker sind als die Gravitations-
kraft.

Hier stellt sich die Frage, warum wir diese Kréfte nicht ohne weiteres wahrnehmen koénnen,
bzw. warum diese Krifte die Gravitationskraft auf grofen Mafistaben nicht vollig iiber-
decken. Grundsétzlich gibt es zwei mogliche Antworten:

1. die Krafte wirken nur auf sehr kurzen Abstidnden, fallen also wesentlich schneller ab
als die Gravitationskraft

2. die Kréfte fallen zwar langsam ab, "neutralisieren” sich aber in irgend einer Form
auf grofien Skalen.

Beide Formen von Kréften existieren. In spéteren Kursen werden Sie die "starke Kraft”
kennenlernen, die zwischen den Bestandteilen des Atomkerns auf Abstdnden von nur ca.
10~ m wirkt. Ahnliche Eigenschaften hat die ”schwache Kraft”, die z. B. beim radiakti-
ven Zerfall (8-Zerfall) eine Rolle spielt. Sie ist zwar durchaus nicht schwach, wirkt aber
nur auf extrem kleinen Abstdnden. Die elektrostatischen Kréfte, die wir im folgenden
betrachten werden, sind vom zweiten Typ. Sie konnen sowohl abstoflend als auch an-
ziehend sein. Im Allgemeinen sind Koérper makroskopischer Gréfle elektrisch neutral, die
elektrostatischen Kréfte kompensieren sich im Inneren des Korpers.
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1.2 Die Coulomb-Kraft

Wenn wir ein Wolltuch (Katzenfell) an einem Kunststoffstab reiben und Stab
und Wolltuch anschlieSend trennen, so stellen wir fest, dass sich beide anschliefend relativ
stark anziehen. Umgekehrt stoflen sich zwei geriebene Kunstoffstabe ab.

Wir haben hier offensichtlich eine neue Kraft beobachtet (die ”elektrostatische Kraft” oder
die ”Coulomb-Kraft”), die uns hier in Form von ”Reibungselektrizitit” entgegengetreten
ist. Wir konnen jetzt dem Stab bzw. dem Wolltuch ganz in Analogie zu den Massen
bei der Gravitationskraft eine neue Eigenschaft zuschreiben, die ein Maf§ dafiir ist, wie
stark dieser Korper einen anderen anzieht oder abstof3t. Wir nennen diese Eigenschaft die
7elektrische Ladung” (). Die Einheit der elektrischen Ladung ist das ” Coulomb”
(©).

Der Kunststoffstab trage die Ladung @)1, das Wolltuch die Ladung (5. Ganz in Analogie
zum Newtonschen Gravitationsgesetz konnen wir vermuten, dass auch die Coulombkraft
einem Gesetz der Form

<13y

ﬁgoulomb = const. - f(r)- Q1 - Qs - (1.2)
gehorcht. Wir setzen also anﬂ, dass die Coulomb-Kraft in Richtung des Verbindungsvektors
7 zwischen den Massen wirkt, einem uns noch unbekannten Abstandsgesetz f(r) gehorcht
und symmetrisch in den Ladungen @; und Q, aufgebaut ist. F5°"°™P ist so angesetzt,
dass wie beim Gravitationsgesetz FouomP = — Fijeulomb gt q h. das dritte Newtonsche

Axiom weiterhin gilt.

Im Gegensatz zur Gravitationskraft kann die Coulombkraft sowohl anziehend als auch ab-
stoflend sein. Dies konnen wir durch unterschiedliche Vorzeichen der Ladungen ), und Q-
ausdriicken. Ohne Beschrankung der Allgemeinheit kénnen wir die Ladung des Wolltuchs
als positiv ansetzen, die Ladung des Kunststoffstabs als negativ. Zwei gleichnamig gela-
dene Korper (z. B. zwei Kunststoffstibe) stoflen sich ab. ﬁgoulomb muss also in Richtung
7 zeigen, d. h. die Konstante in (([CZ) muss positiv sein. Fiir ungleichnamige Ladungen ist
102 < 0, ﬁgoulomb ist antiparallel zu 7" gerichtet, die beiden Kérper ziehen sich an.

Historisch gesehen war es ein weiter Weg, von der Beobachtung von Phéanomenen wie der
Reibungselektrizitéit zu einem Verstdndnis der Grundbausteine der Materie zu gelangen.
Wir wollen diesen Weg an dieser Stelle nicht nachzeichnen. Heute wissen wir, dass die
Atome aus Elektronen und Atomkernen aufgebaut sind, wobei sich die Atomkerne aus
Neutronen und Protonen zusammensetzen. Neutronen und Protonen setzen sich ihrerseits
aus elementaren Quarks zusammen. Elektronen und Protonen (bzw. die Quarks) sind die
Tréger der elektrischen Ladung. Die Ladung eines Elektrons betrigt —e ~ —1.6022 -
1071 C, die Ladung der Protonen +e ~ +1.6022 - 1071 C. Ein elektrisch neutrales
Atom enthilt eine gleiche Anzahl von Protonen und Elektronen. Ionisiert man ein Atom
(d. h. man entfernt Elektronen), so wird dieses positiv geladen.

Die Reibungselektrizitit konnen wir nun qualitativ wie folgt erklaren: Beim engen Kon-
takt des Wolltuchs mit dem Kunststoffstab treten einige Elektronen aus dem Wolltuch
in den Stab iiber. Bei der Trennung von Stab und Tuch bleiben diese Elektronen im

'Dies muss nicht notwendig so sein. Magnetische Krifte haben beispielsweise eine kompliziertere Form,
aber auch Scheinkrifte wie die Corioliskraft, die wir im letzten Semester kennengelernt haben.
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Stab, dieser trdgt dann eine negative Ladung, wihrend das Tuch positiv geladen wird.
Dass die Elektronen aus dem Tuch in den Stab {ibertraten und nicht umgekehrt kénnen
wir an dieser Stelle noch nicht beweisen. Tatséchlich ist es auch moglich, durch Reiben
eines Porzellanstabs Elektronen in das Tuch iibertreten zu lassen. Ein mit dem Woll-
tuch geriebener Porzellanstab und ein aufgeladener Kunststoffstab ziehen sich an, was die
umgekehrte Aufladung der beiden Stdbe demonstriert.

An dieser Stelle stellt sich die Frage, wie sich die elektrischen Ladungen in einem gege-
benen Material (Kunststoffstab, Metallstab, Gase, Fliissigkeiten usw.) verteilen. In einem
Festkorper wie einem Metall- oder Kunststoffstab sind die Atome auf einem regelméafi-
gen Gitter angeordnet. Elektronen, die sich in der Nédhe der Kerne auf ”inneren Schalen”
befinden, bleiben im allgemeinen fest an die Gitterbausteine gebunden, wahrend sich die
duBeren Elektronen iiber den gesamten Festkorper ausbreiten konnen. In Metallen kénnen
sich diese Elektronen frei bewegen, in Isolatoren dagegen nicht ohne weiteresd.

In Gasen sind stets einige Atome ionisiert. Wie wir im letzten Semester diskutiert ha-
ben, sind die Geschwindigkeiten der Gasatome bzw. -molekiile iiber einen weiten Bereich
verteilt (Maxwellsche Geschwindigkeitsverteilung). Einige dieser Atome besitzen eine ki-
netische Energie, die grof genug ist, um beim Stofl mit einem anderen Gasatom dieses
zu ionisieren. Damit liegen auch in einem insgesamt neutralen Gas einige frei bewegliche
Elektronen bzw. Ionen vor.

Auch in Fliissigkeiten sind einige Atome bzw. Molekiile ionisiert. Insbesondere sind etwa
in Wasser eine Reihe von Salzen (z. B. NaCl) gelost, wobei die Na™-Ionen einfach positiv
(Q = +e), die Cl™-lonen einfach negativ () = —e) geladen sind. Auch das Wasser selbst
spaltet teilweise in H*-Tonen (d. h. einfach positiv geladene Protonen) und OH™-Tonen
auf.

Die freie Beweglichkeit von Elektronen in Metallen kénnen wir leicht experimentell de-
monstrieren.

Beriihren wir ein metallisches ” Braunsches Elektrometer” (s. Abb. [[2)
mit einem geladenen Porzellanstab, so schlagt das drehbar geladene Bléttchen des Elek-
trometers aus.

Drehbares
Blattchen

t++++++++++++

+
: N
geladene + +
Stab + +

+++++++++++++

Braunsches Elektrometer

Abbildung 1.2: Das Braunsche Elektrometer

2Auf genauere Details, wie sich Elektronen in einem Isolator bewegen koénnen, wollen wir hier nicht
eingehen.
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Bei Beriihrung des Elektrometers mit dem Stab treten Elektronen auf den Stab iiber,
so dass das Elektrometer selbst positiv geladen wird. In dem Elektrometer kénnen sich
Elektronen wie in jedem Metall frei ausbreiten, so das die positive Aufladung nicht auf die
Kontaktstelle beschrankt bleibt, sondern sich iiber das gesamte Elektrometer verteilt. Da
sich gleichnamigeﬁ Ladungen abstoflen, dreht sich das Pldttchen. Aus dem selben Grund
ist die positive Ladung auf eine diinne Oberflachenschicht des Metalls beschrankt.

Ganz dhnlich funktioniert das Bléttchenelektroskop (Abb. [[3)). Hier werden durch die
aufgebrachte Ladung zwei leicht biegbare metallische Blattchen voneinander weggespreizt.

Abbildung 1.3: Bléttchenelektroskop

Das Braunsche Elektrometer und das Bléttchenelektroskop lassen sich auch zur quantita-
tiven Bestimmung der aufgebrachten Ladung verwenden. Wir wollen aber an dieser Stelle
auf eine quantitative Auswertung des Ausschlags der Elektrometer verzichten.

Statt dessen zeigen wir noch qualitativ, wie sich das Elektrometer bei Beriihrung mit
verschiedenen, anfénglich ungeladenen Gegensténden verhalt:

e bei Beriithrung mit einem neutralen Kunststoffstab, einem trockenen Holzstab oder
einem Porzellanstab passiert nichts; die Ladungen bleiben auf dem Elektrometer

e bei Berithrung mit einem Metall, einem feuchten Holz oder einem wassergefiillten
Hohlrohr geht der Ausschlag des Elektrometers zuriick, d. h. die Ladungen kénnen
abflieen. Das gleiche gilt, wenn wir die Luft durch einen Bunsenbrenner in der Néahe
des Elektrometers erhitzen, da dann in der Luft zahlreiche freie Ladungen erzeugt
werden.

Dies zeigt nochmals, dass Metalle bzw. der Wasserfilm auf dem Holzstab Ladungen leiten
konnen, gute Isolatoren wie der Kunststoffstab dagegen nicht.

3Das Elektrometer hitte auch beim Aufbringen einer negativen Ladung ausgeschlagen, was wir durch
Beriithrng mit dem Kunststoffstab zeigen.
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Wenn wir mit dem wassergefiillten Rohr ein weiteres, zundchst ungeladenes Elektrometer
beriihren, so schldgt dieses aus. Wir haben also mit dem Rohr Ladungen von einem
Elektrometer zu einem anderen transportiert.

Die Ubertragung von Ladungen auf ein neutrales Objekt demonstrieren wir weiterhin
durch einen mit Graphit iiberzogenen, an einer Schnur héngenden Ball, der vor einer
geladenen Platte hiangt. Der Ball ist zunéchst neutral. Nachdem er die Platte beriihrt
hat, wird er von der Platte abgestofien. Der Ball wird von der Platte abgestoflen, wobei
die abstoflende Kraft offensichtlich in Richtung des Verbindungsvektors zwischen den
Ladungen wirkt, wie wir bei unserem Ansatz ([L2) bereits unterstellt hatten.

Wir wollen nun die Abstandsabhéngigkeit f(r) der elektrostatischen Kraft mittels einer
Balkenwaage genauer untersuchen.

Auf dem Waagearm einer Balkenwaage befindet sich eine geladene Kugel
(Ladung Q1) (s. Abb. [[4). Thr gegeniiber wird in einem bestimmten Abstand r eine
Kugel mit der Ladung @2 angebracht. Auf @); wirkt die Coulombkraft F_’Somomb, die wir
durch Gegengewichte so kompensieren, dass der Abstand r konstant bleibt. Durch die
Gegengewichte ldsst sich F Coulomb (yantitativ messen. Misst man F Coulomb i1 verschiedene
F’Soulomb

Absténde r, so findet man, dass quadratisch mit dem Abstand zwischen den

Ladungen abnimmt.

F

coulomb

mg

Abbildung 1.4: Waage zur Messung des quadratischen Abstandsgesetzes f(r). Fiir
Q1 = Q2 = 0 steht der Balken der Waage waggerecht. Nach Aufladung der beiden Ku-
geln (Abstand: r) wird die Masse m bendtigt, um den Balken wagerecht zu halten Bei
Halbierung des Abstands r wird hierfiir das vierfache Gewicht 4m bendtigt.

Mit diesem experimentellen Ergebnis konnen wir in (L) f(r) = 1/r? setzen. FGoulemb
gehorcht also dem gleichen Abstandsgesetz wie das Newtonsche Gravitationsgesetz.
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Wir erhalten:

~Coulomb __ Ql ) Q2 T
Fi3 = const. o R— (1.3)
Es bleibt noch die Konstante festzulegen.
Im cgs-System wéhlt man: const. = 1, also
FGoulomb Lfbf (Coulomb-Kraft, cgs-System) (1.4a)
r2or
Mit dieser Definition hat die Ladung die Einheit N'/?m.
Im SI-System, das wir stets verwenden wollen, wahlt man: const. = 1/(47ey), also
— 1 . r
FGeulomb — L Qi@ (Coulomb-Kraft, SI-System) (1.4b)

ey 12 71

Hierbei ist ¢y die Influenzkonstante oder elektrische Feldkonstante. Sie hat den

Zahlenwert )

C
= 8.8543- 107" — 1.5
=0 Nm?2 (1.5)
Diese Definition, die das Coulomb als eigenstédndige Einheit einfiihrt, ist im Moment noch
nicht sehr einsichtig. Wir werden aber in den nachfolgenden Abschnitten sehen, dass sie
durchaus Sinn macht.
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1.3 Das Coulombsche Gesetz, elektrostatisches Feld

Zur Einfithrung verschiedener Grundbegriffe betrachten wir zunéchst einmal die Kraft,
die zwischen zwei Ladungen ¢; an der Position 7 und ¢, an der Position 75 wirkt. Aus der
Experimentalphysik ist das Coulombsche Gesetz fiir diese Kraft bekannt. Danach wirkt
auf die Ladung ¢; durch die Wechselwirkung mit der Ladung ¢, die Kraft

q192 71 — T
|7 — 72| |7 — 75|

ﬁl? - k (16)

Dieses Coulombsche Gesetz beinhaltet insbesondere die folgenden Aussagen:

= =
r—r
1 2
()
n
e
O
< =
‘ a4
> I 1
=
F
2
x—Achse

Abbildung 1.5: Kraft auf Ladung 1 von 2

a) Die Stérke der Kraft ist proportional dem Produkt der beteiligten Ladungen: |ﬁ 12| ~
4192-

b) Die Stérke der Kraft ist invers proportional zum Quadrat des Abstandes der beiden
Ladungen: |Fio| ~ |7 — 7572,

c¢) Die Richtung der Kraft ist parallel beziehungsweise antiparallel zum Einheitsvektor
in Richtung der Verbindungslinie von der Position 75 zur Position der Ladung, auf
die die Kraft ausgeiibt wird (7), siehe auch Abbildung 1.1: Fi5 ~ €195 = ==

|71 =75

d) Haben also beide Ladungen das gleiche Vorzeichen (die Proportionalitétskonstante
k im Coulombschen Gesetz ist positiv), so wird die Ladung ¢; durch die Kraft ﬁlz
abgestoBen. Haben die beiden Ladungen unterschiedliches Vorzeichen (sei z. B. ¢
die Ladung eines Elektrons, d. h. ¢g; < 0, und ¢, die Ladung eines Protons, ¢, > 0),
so wird die Ladung ¢; von der Ladung ¢, angezogen.

Das Coulombsche Gesetz ist natiirlich vertrdglich mit den Newtonschen Gesetzen der
Mechanik. So gilt fiir die Kraft, die von der Ladung ¢; auf die Ladung ¢, ausgeiibt wird
(,actio = reactio®)

Fyy = —Fpo. (1.7)
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Das Coulombsche Gesetz stellt eine Beziehung her zwischen mechanischen und elektrosta-
tischen Groflen. Daher kann diese Beziehung benutzt werden, um die Einheiten, in denen
wir die die Ladungen angeben wollen, festzusetzen.

In dem von uns verwendeten SI System setzen wir die Konstante

CQ
k= it £9=8,854...107"% —. 1.8
4dmeg <o ’ N m? (18)
Dabei steht “C” fiir Coulomb, der Einheit, in der Ladungen angegeben werden sollen.
Zwei Ladungen vom Betrag |¢1| = |¢2|] = 1 C im Abstand |7} — 75| = 1 m {iben nach dem
Coulombgesetz ([CH) eine Kraft aus vom Betrag
_ 1 C?
|Flo] = ———; =8,988... 10°N.
4mer m
Betrachtet man N Ladungen, die sich an den Stellen 7, ..., 7y befinden, so gilt nach dem

Superpositionsprinzip fiir die Kraft auf eine Probeladung ¢ am Ort 7

N

o 1 qq 7T
B =Y (19

2 meq [P — A2 [7— 7]

Ziel ist es, eine Messgrofle fiir das Kraftfeld zu finden, das durch die N Ladungen ¢;
an den Positionen 7; erzeugt wird. Der Betrag dieser Kraft ist abhingig von der Grofie
der Probeladung ¢. Ausserdem wird das Einbringen einer Probeladung die Verteilung der
anderen Ladungen und damit das Feld der N Ladungen beeinflussen. Deshalb definiert
man das elektrische Feld E an der Stelle 7

E() = lim ﬁqﬂ (1.10)

—0 q

Die Grenzwertbildung driickt aus, dass die Probeladung ¢ verschwindend klein sein muss,
um die Ladungsverteilung, die das Kraftfeld erzeugt, nicht zu storen.

Das elektrische Feld ist ein Vektorfeld, fiir das die aus der Mechanik bekannten Transfor-
mationseigenschaften gelten. Beispielsweise beschreibt man also die Transformation des
elektrischen Feldes bei einer Drehung des Koordinatensystems durch die Multiplikation
mit der zugehorigen Drehmatrix.

Graphisch darstellen lésst sich das elektrische Feld durch Feldlinien, die folgende Eigen-
schaften besitzen:

a) Die Richtung der Feldlinien gibt die Richtung des E-Feldes an der Position der
Feldlinien an.

b) Die Zahl der Feldlinien durch eine Einheitsflache senkrecht zu ihnen ist ein Maf fiir
den Betrag von E an dieser Stelle.

¢) Da eine positive Probeladung von positiven Punktladungen abgestofien wird, sind
diese positiven Punktladungen Ausgangspunkte von Feldlinien. Entsprechend sind
negative Punktladungen Endpunkte von Feldlinien. Man spricht auch von Quellen
und Senken des elektrischen Feldes.
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Das elektrische Feld von N Punktladungen berechnet sich nach dem Superpositionsprinzip
zu

; F—T;
: 1.11
47?502|T—T1|2 |7 — 7 ( )

Statt diskreter Punktladungen treten oft kontinuierliche Ladungsverteilungen auf. An die
Stelle der Summation tritt nun die Integration iiber die rdumliche Verteilung der La-
dung. Diese bezeichnen wir als Ladungsdichte p(7'), die die Ladung pro Volumen an 7’
im infinitesimalen Volumenelement d37” angibt. Die Ladungsdichte wird also angegeben
in Einheiten von Ladung pro Volumen. Wir erhalten fiir das elektrische Feld einer La-

dungsverteilung;:
. 1 = = =
E- /d3F’ plur) i (1.12)
4reg |7 — 7|2 |7 — 7|

Integriert man die Ladungsdichte iiber ein Volumen V', so erhélt man die Gesamtladung

in diesem Volumen:
[ e -a

\%4

1.3.1 Die Delta-Funktion

Wie ldsst sich die Ladungsdichte von einzelnen Punktladungen mathematisch beschrei-
ben? Man benutzt dafiir die Delta-Funktion, die von Paul Dirac in Analogie zum
Kronecker-Symbol d;; als Verallgemeinerung fiir kontinuierliche Indizes eingefiihrt wurde.
Es ergibt sich fiir die Ladungsdichte von Punktladungen:

ZQZ T _Tz

wobei die 7; die Orte bezeichnen, an denen die einzelnen Punktladungen angebracht sind.

Im folgenden soll auf die wichtigsten Eigenschaften der Delta-Funktion eingegangen wer-
den. Genaugenommen ist sie weder eine Funktion im iiblichen Sinne noch im Riemann-
schen Sinne integrierbar. Sie stellt jedoch ein wichtiges mathematisches Hilfsmittel dar
und wird exakt im Rahmen der Distributionentheorie behandelt.

1. Betrachten wir zunéchst den eindimensionalen Fall. Eine Definitionsgleichung fiir
die Delta-Funktion lautet
b

/dx 0z —xo)f(z) = { g(ﬁco) iillllsstl'ﬁo € [a,b]

2. Man kann sich die Delta-Funktion aus einer Folge von Gauf-Kurven entstanden
denken, deren Halbwertsbreite n immer kleiner wird, der Flacheninhalt jedoch gleich
bleibt (vgl. Figur 1.2):

- 0=t o ().

Der Vorfaktor 1/,/7n ist ein Normierungsfaktor, der dafiir sorgt, dass das Integral
iiber die ganze reelle Achse fiir die jeweilige Gaufl-Kurve immer auf 1 normiert ist.
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Abbildung 1.6: § Funktion als Grenzfall von Gaufi Funktionen (a=4)

3. Ist das Argument der Delta-Funktion eine Funktion y(z), die im betrachteten In-
tervall [a,b] bei x; eine einfache Nullstelle besitzt (d.h. y(z;) = 0,y'(x;) # 0), so

gilt:
o(x — x;)
(y(z)) = Z ’T
i dz Y o
Beispiel: y(z) = 2* — a, mit den Nullstellen 7/, = £+/a. Einsetzen:
dy
d_ = |2x|$1/2 = 2\/6
9 1

4. Im dreidimensionalen Fall gelten
o o | oo fallsT=7"
or )= { 0  sonst.

Stellt man die Vektoren im Argument der Delta-Funktion durch kartesische Koordi-
naten dar, so ergibt sich die Delta-Funktion im 3-dimensionalen Raum als Produkt

6(7"—70) = 6(x — x0) - 6(y — vo) - 6(2 — 20).

Die Darstellung ist etwas komplizierter im Fall von krummlinigen Koordinaten
(u,v,w). In diesem Fall betrachten wir einen Ansatz fiir die Delta-Funktion der
Form:

(7 —710) = D(u,v,w)0(u —ug) - 6(v —vg) - 0(w — wp). (1.13)

Falls 7y im betrachteten Integrationsvolumen V' liegt muss gelten

1 = /dgré(F—Fo)
14

@,y,2) w, v, w)d(u—ug) - (v —vg) - 6w — w
/Vdudfudw 8(u,v,w)r( , U, w)0( 0) - 0( 0) - 6( 0)
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Dabei erhalten wir durch die Anwendung der Substitutionsregel fiir das Volumen-
element d3r im zweiten Teil dieser Gleichung

Iz, y, 2)

D, v, du dv dw

&Pr =dedydz =

die Funktionaldeterminante oder auch Jakobideterminante

Oy Oyx Opt
AN,y 2) _ By vy Ouy
O(u, v, w) Ouz Opz OyZ

Dabei haben wir fiir die Ableitungen die abkiirzende Schreibweise benutzt:

_ Ox

(1.14)

Es ist klar, dass die Gleichung (LI3)) und folgende genau dann erfiillt wird, wenn
wir in dem Ansatz (LI3) einsetzen

I'(u,v,w) = (%'ro)l

Mit dieser Regel ergibt sich zum Beispiel fiir die Delta-Funktion in Kugelkoordinaten

1
73 sin Jg

O — 7o) = 6(r —10)0(9 — V0)0(0 — o).
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1.4 Differentialoperatoren und Integralséitze

Es sollen nun einige mathematische Vorraussetzungen geschaffen werden, die fiir die Be-
schreibung elektrostatischer (und elektrodynamischer) Effekte notwendig sind.

Als Beispiel zur Motivation wollen wir zunéichst die mathematische Beschreibung der
Ladungserhaltung diskutieren: Sei V' ein Volumen mit der Oberfliche O und der Raum-
ladungsdichte o(7). Die Gesamtladung in diesem Volumen V (Q(V')) ist also das Integral
der Ladungsdichte {iber das Volumen V:

QV) = / o(F)dV

|4

Andert sich nun diese Ladung in V mit der Zeit (dQ/dt # 0), so kann dies wegen der
Ladungserhaltung nur so geschehen, dass durch die Oberfliche von V' ein Strom j fliesst.
Ubersetzt in die Sprache der Mathematik bedeutet dies:

%Q(V) = %/g(f')d‘/ = —7{]‘- df (1.15)
1% o

Das letzte Integral ist ein Flachenintegral, das als “Wichter” beobachtet, wieviel La-
dung durch die Oberflache in das Volumen hineinfliesst (der Integrand j-d f muss dann
negativ sein) oder aus diesem herausfliesst (der Integrand ist in diesem Fall positiv, d.h.
jhat eine Komponente parallel zu d f) Bei der Definition des Flachenintegrals sollte also
der Vektor d f senkrecht zur Oberflache stehen und nach aussen weisen.

1.4.1 Das Fliachenintegral

Mit dem Fléchenintegral (auch Flussintegral)

@://T-df (1.16)

F

\/

<V

Abbildung 1.7: Fladchenintegral eines Vektorfeldes



14 KAPITEL 1. ELEKTROSTATIK

ZA

z=1

<V

v &

Abbildung 1.8: Parametrisierung der Abbildung des Einheitsquadrates

wird der Fluss von A durch F beschrieben, wobei A ein beliebiges Vektorfeld und F' eine
Fléche im dreidimensionalen Raum sein soll. (s. Abb 1.7). Dabei ist der Betrag von d f ein
infinitesimales Fléachenstiick, dessen Richtung senkrecht zur Fléache steht. Zur Berechnung
von ® muss die Fliache parametrisiert und anschlieend d f bestimmt werden.

a) Analog der Parametrisierung eines Linienintegrals wird auch hier die Fldche F' para-
metrisiert dadurch dass wir die Ortsvektoren, die auf dieser Fliache enden, als Funktion
von 2 Parametern darstellen:

F = {f(u,v); ué€ ug,wa], v € vy, v1]}
Dabei ist die Parametrisierung (7(u,v)) eine Abbildung der ebenen Fliche UV in die
gekriimmte Fliche F im R3.
Beispiele :

1. Sei F ein Einheitsquadrat parallel zur z-y-Ebene durch z = 1 (s. Abb. 1.8), so lautet
die entsprechende Flachenparametrisierung

¢ u € [ug, u]
FD: F: v y 0,
1 v € [vg, v1]

2. Sei Fy die Oberflache einer Kugel mit Radius R, dann lautet die Fléchenpara-

metrisierung
Rsin ) cos ¢
Fy={7=| Rsindsinyp |, 19:[?727:1]
Rcos 4 ’

b) Nachdem wir zunéchst einmal die Fldche parametrisiert haben, wollen wir nun die
Differentialform df bestimmen. Dazu konstruieren wir zunédchst einmal in jedem Punkt
der Fliche 2 linear unabhéngige Vektoren, da und db, die tangential zur Fliache stehen:

or
d_’ — 7 d — 7 — —d
a (u + du,v) — 7(u, v) 5, U
- or
db = T dv) — 7 = —dv.
(u, v + dv) — 7(u,v) 5,4
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Damit ist ~ .

df = +da x db.
Forderung : Das Vorzeichen soll so gewahlt werden, dass d f bei geschlossenen Flachen
nach aussen zeigen soll.

Betrachten wir die Kugelflache: Mit der Parametrisierung nach obigem Beispiel gilt

oF cos ¥ cos
di = 8_190[19 =R | cosvsiny | dI,
—sind
. oF —sinYsin
db = a—d(p:R sindcosy | dy
14 0
B sin? ¥ cos ¢
— df = +R*| sin’Usingp | dddyp
sin ¥ cos ¥
= +R*sinvé,dddy.

blabla Das positive Vorzeichen ergibt sich mit der oben genannten Forderung, dass die
Flachennormale df einer geschlossenen Oberfliche nach aussen weist.

c) Mit diesen Uberlegungen folgt nun fiir das Flichenintegral iiber eine Kugelfliche O
mit einem Vektorfeld A(r) = ar’

™

. 2m
j{A(r_) -df = [ [aRé,R*sinvé.didy
J 00
T 2m
= aR? [sinvdy [ dy
0 o
= 4maR3.

1.4.2 Divergenz

Mit dieser Definition des Flédchenintegrals kénnen wir nun Aussagen machen, an welchen
Stellen ein Vektorfeld A Quellen besitzen muss. Analog zu dem Beispiel, dass das Vek-
torfeld A den Fluss einer Fliissigkeit beschreibt, sagen wir, dass das Vektorfeld Ain all
den Volumina eine Quelle haben muss, aus denen mehr herausfliesst als hineinfliesst. Bei
diesen Volumina ist also das Integral des Vektorfeldes iiber die Oberfliche des Volumens
positiv. Liefert dieses Oberflichenintegral einen negativen Wert, so sagen wir, dass das
Vektorfeld in dem betrachteten Volumen eine Senke besitzt. Um die Quellen (Senken)
genauer zu lokalisieren, betrachten wir eine Folge von Volumina AV, die alle einen Punkt
7o enthalten, und deren Volumen kleiner wird. Dies erlaubt uns die Quellstirke oder Di-
vergenz des Vektorfeldes im Punkte 7 zu definieren als

. 1 . .
O
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wobei das Integral jeweils iiber die Oberfliche von AV zu berechnen ist. Fiir diese Defi-
nition gilt also:

— div A ist eine skalare GrofBe,

— div A(y) > 0 <= A hat Quellen in 7,

div A(7) < 0 <= A hat Senken in 7,

— div A(7) = 0 <= A ist quellenfrei in 7.

Die Definition [T ist natiirlich sehr umsténdlich fiir eine explizite Berechnung der
Quellstarke. Wie wir aber in der folgenden Behauptung sehen, gibt es sehr einfache
Methoden zur Berechnung der Divergenz.

Behauptung: Beschreibt man das Vektorfeld A in kartesichen Koordinaten und kartesi-
schen Einheitsvektoren é;

A = A, +Ae,+ A,  so gilt:
divAd = 9,4, + 9,4, + 9. A,

2\
= [o, | -4
0.

—

= V- A

auch hier haben wir zur Abkiirzung fiir die Ableitungen die Schreibweise von ([LI4)
gewdhlt. Die Schreibweise der Divergenz mit dem Nabla Operator V erinnert an die
Berechnung des Gradienten eines skalaren Feldes u in kartesischen Koordinaten:

0P
gradu = Vu = Oy | u
0.

Beweis: Zum Beweis betrachten wir eine Folge von kubischen Volumina mit dem Punkt
7o in einer Ecke und Seiten gegeben durch die Intervalle [zq,x¢ + Az], [0, y0 + Ay],
[20, 20 + Az] (siehe auch Figur 1.5). Das Volumen dieser Wiirfel ist AV = Ax - Ay - Az

Das Integral des Vektorfeldes A integriert iiber die Oberfliche O dieses Wiirfels lésst sich
aufteilen in die Beitrage iiber die 6 Teilflichen des Wiirfels: F;

/Edsz/%fdfj F;: Oberflachen von V.
i

o
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ZA

Ay

<V

Ax

X
X

Abbildung 1.9: Das Volumen AV zum Berechnung der Divergenz in kartesischen Koordi-
naten

Fiir die Flachen F} und F; (beide parallel zur yz Ebene) gilt nach geeigneter Parametri-
sierung:

/ A-df = /A‘(xﬁm,y, 2) - df+/ A(zo,y,2) - df

L,y " Fy
20+Az yo+Ay zo+Az yo+Ay
= / / Az(xo + Az, y, 2) dydz + / / —Ay(z0,y,2)dydz
20 Yo Z0 Yo
z20+Az yo+Ay
= f f [Az(il?o, Y, z)dxdz + 944 ( TO)A + 5 1 o A" (Ax)
20 Yo

S+ ( — Ax(:po,y,z)ﬂ dy dz

wobei in der letzten Zeile A,(xg + Az, y, z) nach Taylor entwickelt wurde. Da Az < 1
gelten soll, kann die Reihe nach der ersten Ordnung abgebrochen werden.

= / A-df = /aiAm(Fo)Axdydz
x

Fi,F>
0
= &cA (7o) AzAyAz
= QA (7o) AV
g YT

Analog erhilt man die Fléchenintegrale fiir die vier weiteren Flichen. Eingesetzt in die
Definition der Divergenz ([LI1) folgt:

— 1 yo »
divA = Al‘l/HiOA—Vf A(rp) - df
o

1 0 0 0
= Jim Ry (a—x“ 7o) + 5, Aulfo) + 52 Ax(7 >> AV
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Achtung: Diese Darstellung der Divergenz gilt nur in kartesischen Koordinaten!

In Kugelkoordinaten gilt z.B.:

—

mit A = Ay e+ Agey+ Ay e, (1.18)
- 1 0 1 0 1 o
divd = = —(r* — (s . '
v r? or (r*4) + r sin v Ov (sind 45) + r sin &pAp (1.19)

Obwohl also die Divergenz in Kugelkoordinaten recht wiist aussieht, kann es sich als
zweckméflig herausstellen mit ihr zu rechnen.

Beispiel: Als Beispiel fiir die Berechnung der Divergenz in verschiedenen Koordinateni-
systemen betrachten wir die Kraft auf eine Probeladung ¢ = 1 Coulomb an der Position
7, die durch Ladung ¢; = 1 C an der Position in 7] = 0 ausgeiibt wird:

1 qq 7 1 7
dmeg |72 |7 dmeo |73

F=
a) in kartesischen Koordinaten gilt:

F = —1 -z - F —_ 1 K] . F — 1 z
x 3 3 z 3 .
4meg /zg+y2+zg Y 4dmeg /12+y2+zg 4dmeg /12+y2+zg

Mit divF=V-F=2F, +2F,+£F. ist damn

.~ 3(z2 2 2
leFI41 3 _ 3(= +y+z)5 -0,
0 \ Va4 [y ea?

Die letzte Gleichung gilt natiirlich nur fiir Vektoren 7 # 0, da im Fall ¥ = 0 auch der
Nenner identisch 0 wird, die Divergenz von F' ist also in diesem Fall noch nicht definiert.

b) in Kugelkoordinaten gilt:

- 1 1
F=Fé =——¢: Fy=F,=0!
¢ 47r€07"2€ v 4
Mit (CI9) ist also
_ 1 1 0 1
divF = — — (=] =0 1.20
v Aregr? Or (T 7“2) ’ (1.20)

was offensichtlich einfacher zu rechnen ist. Auch hier ist natiirlich der Vorbehalt zu ma-
chen, dass wir nur Vektoren 7 # 0 betrachten; den Fall ¥ = 0 werden wir weiter unten
noch einmal aufgreifen

1.4.3 Der Gaufische Integralsatz

Sei O die Oberflache eines Volumens V' und fT(F') ein Vektorfeld. Der GauBlsche Integralsatz
ist nun eine Umrechnungsbeziehung zwischen Fldchen- und Volumenintegral :

fﬁ-df:/divﬁdv (1.21)

(@] \%4
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Die linke Seite der Gleichung stellt den Fluss des Vektorfeldes aus der geschlossenen Ober-
fliche O dar, die rechte Seite der Gleichung ist das Volumenintegral iiber die Divergenz
des Vektorfeldes im ganzen Volumen V.

Beweis: Wegen der Linearitéit des Integrals gilt

/div/f(r_’) AV = ZA‘I/im . / divA(7) dV

%4 AV;

wo V in n Teile AV} zerlegt wurde, die das ganze Volumen V' ausschopfen.

Dann folgt bei immer feinerer Zerlegung die Riemannsche-Summe (mit 7; einem Punkt in

Vi)

/leAdV = Alxl/fgoszA(ri) AV;
% (2
cg. LID . 1 ToIFAY. — | XL aF
= &%ZAW?{A de%_/A df:
! o o)

letzteres, da sich die beiden Integrale {iber die gemeinsame Grenzfléche zweier aneinan-
dergrenzender Volumina wegen ihrer antiparallelen Flachennormalen gegenseitig kompen-
sieren. 0

Mit den nun gewonnenen mathematischen Kenntnissen noch einmal zuriick zur Konti-
nuititsgleichung ([LIH), die wir zu Beginn dieses Anschnittes formuliert haben. Wir hat-
ten gesagt, dass die zeitliche Anderung der Ladung in einem Volumen V begleitet sein
muss von einem entsprechenden Strom j durch die Oberfliche des konstanten Volumens

d d - .
G =5 [amav == §5-af =~ [ awjav.
1% 0 1%
wobei wir bei dem letzten Teil dieser Gleichung den Gaufischen Satz angewandt haben.

Da diese Gleichung fiir alle Volumina V' gelten muss, kénnen wir die Integranden der
beiden Volumenintegrale in dieser Beziehung gleich setzen oder auch schreiben

d R
—0(7) + divj = 0. (1.22)

Dies ist die differentielle Form der Kontinuitéitsgleichung, die im iibrigen nicht nur
in der Elektrodynamik eine Rolle spielt.

Mit den oben eingefithrten Werkzeugen lésst sich noch folgende interessante Behauptung
beweisen:

Sei F' ein Vektorfeld mit F = —— 15 = 11 é,, dann ist

dmeq |7]3 4meq 12

divF — 55(7#) | (1.23)
0
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Beweis: Bereits in Gleichung (C20) haben wir gezeigt, dass divFE identisch 0 ist fiir alle
Vektoren 7 # 0. Betrachten wir nun eine Kugel mit Radius R, Volumen V um 7 = 0,
dann ist

— aullscherSatz = - 1 1 . 1
/dideVG Sacherat fF-df: //—érRQSmﬁérdﬁdgp:—

R2 €0
\%4 (@] 0 0

Wobei R = r mit der Begriindung benutzt wurde, dass die Kugeloberfliche in den Auf-
punkt 7 gelegt wird.

Mit der Definition der -Funktion folgt die Behauptung. U

1.4.4 Die Rotation

Abbildung 1.10: Nicht-wirbelfreies Vektorfeld ffl: f ffl -ds # 0

Ahnlich wie bei dem oben definierten Flichenintegral miissen wir auch bei der Berechnung
des Wegintegrals fiir ein Vektorfeld A entlang eines Weges 7 zunéchst einmal den Weg
parametrisieren, in dem wir die Folge von Vektoren, die unseren Weg 7 definieren darstel-
len als Funktion einer Variablen ¢, unter die wir uns zB. die Zeit vorstellen kénnen, die
bei der “Wanderung” entlang des Weges vom Startwert ¢y bis zum Endwert ¢; anwéchst:

7= {F(t); te [to,t]}

Mit dieser Parametrisierung berechnet sich das Wegintegral

//T(f) AP = //T(F(t)) : gdt (1.24)

T to

Solche Linienintegrale sind uns bereits in der Mechanik begegnet, ist zB. A ein Kraftfeld,
so ergibt das Integral in Gleichung (L24) die Arbeit, die in diesem Kraftfeld entlang des
Weges 1 geleistet wird.

Ist das Vektorfeld A charakterisiert durch geschlossene Feldlinien, wie das in Abbil-
dung 1.10 der Fall ist, so sagt man das Vektorfeld A besitzt Wirbel in Anlehnung zB.
an das Stromungsfeld eines Flusses. In diesem Fall ist das Linienintegral des Vektorfeldes
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A entlang des Weges, der durch die Feldlinie bezeichnet ist sicher von 0 verschieden (fiir
die Vektoren A und dr tragen nur die parallelen Komponenten bei).

Dementsprechend definiert man die Wirbelstirke oder Rotation eines Vektorfeldes an
einem Punkt 7 als einen Vektor rotA(7), dessen Projektion in Richtung eines Einheits-
vektors n berechnet werden kann durch

— ]_ —
nrotA(rp) = A111:1[1)0 NG 7{ A-ds (1.25)
s

wobei die Flachen AF' eine Folge von Fliachen bilden, die alle den Punkt 7y enthalten
und deren Fldchennormale in Richtung von n weist. Das Integral in (C2H) ist dann das
Linienintegral iiber den Rand der Fliche AF', wobei der Umlauf entsprechend der “rechten
Hand Regel” so zu fiihren ist, dass die Fldchennormale parallel zu n steht.

Bei der Benutzung von kartesischen Koordinaten kann die Rotation einfach berechnet
werden geméf :

Behauptung:
. o O0x A, 0yA, — 0. A,
rotA(r) =V xAr) =1 0, | x| 4, | =1 0.4, — 0, A,
0, A, 0 A, — 0,A,;

Beweis: den Beweis fithren wir nur fiir die z-Komponente, fiir die anderen Komponenten
ergibt sich der Beweis entsprechend: (V x A), = é,rotA. (é, steht senkrecht auf der y-z-
Ebene). Mit (CZ3) folgt dann

. - . 1 y O
é,rotA = Al%r:a_}g AR, 7{ A-ds

Betrachten wir nun die in Abbildung 1.11 dargestellte Parametrisierung der Fliche AF),,
so ergibt sich

A
Zo+AZ | ®

Ly-AZ |

Y

@ o)
e

Y() = Ay YO*AY

Abbildung 1.11: Parametrisierung der x = xy-Flédche
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2 3 4 1
fﬁ-dg = /Aydy+/Azdz+/Aydy+/Azdz (1.26)
1 2 3 4
2 yo+Ay
mit /Ay dy = / Ay(2o,y, 20 — A2) dy
1 Yyo—Ay
yo+Ay
= / [Ay(xo,y, 2o) dy + (—Az)% - } dy
yo—Ay
4 yo+Ay
und/ Ay dy = — / Ay(2o,y, 20 + A2) dy
3 Yo—Ay
yo+Ay
= / {Ay(xo,y, 2,) dy + (Az)% +.. } dy.
Yo—Ay

Analoges gilt fiir die Wege 2 nach 3 und 4 nach 1, wobei die Taylorentwicklung stets nach
dem linearen Glied abgebrochen wurde.

f 121"' d§ — [Ay(xoaya ZO) dy —+ (—Az)% — Ay(xo,y,zo> dy -+ Azaa‘/42:| dy
Y Y

3 1
+ / A, dz—l—/ A,dz = (—% + 8AZ) 4AyAz

0z oy
4
R 4AyAz (0A, 0A,
= &V-A= A}PLIZHHO AF,, ( Jy 0z >

Der Beweis fiir die y- und 2- Komponente folgt auf die gleiche Weise.

Achtung:
Auch die Rotation sieht in anderen Koordinaten anders aus und muss entsprechend ab-
gedndert werden!

1.4.5 Der Stokessche Integralsatz

Ahnlich wie der GauBsche Integralsatz ein Volumen- in ein Flichenintegral umwandelt,
verbindet der Stokessche Integralsatz Flichen- und Linienintegrale:

fg.dg:/mtg.df (1.27)

T F

Es sei 7 der Rand der Fliache F'; d f und der Umlaufsinn von 7 sind einander im Sinne
einer Rechtsschraube zugeordnet.
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Abbildung 1.12: Zerlegung einer gekriimmten Flédche in kleine Fldchenelemente AF;

Beweis: Wir denken uns F' in kleine Flidchenstiicke AF; zerlegt, also gilt (s. Abb. 1.12):

/ roud -df =y / votA - df

F v AF;

Man léasst nun die Flachenstiicke AF; immer kleiner werden, das bedeutet, dass die Wir-
belstérke rot A in diesen Fldchenelementen AF; konstant gesetzt werden kann. Also lésst
sich das Integral als Riemann-Summe schreiben:

AF;—0

Z/ rotA(F) -df = lim Zﬁl rot A(7) AF,
i N i
: 1 T =
= g Yargy f s
letzteres gilt nach der Definition der Rotation nach Glg (CZ3).

Beachtet man nun, dass sich an allen Grenzlinien zwischen 2 Fldchen AF; die Linien-
integrale wegen der gegenldufigen Integrationsrichtung wegheben, so verbleibt nur das
Linienintegral iiber den &usseren Rand der Gesamtfliche F'. Damit ist ([C27) bewiesen.

Mit der Definition der Rotation und dem Stokesschen Satz kann man nun auf einfache
Weise nachweisen ob Kraftfelder konservativ sind.

Sei A(F) wirbelfrei <= V x A(7) = 0
:fﬁ)-dé’:/rotg-dl}?:O

F

Dabei ist F' eine beliebige Fléche und 7 der orientierte Rand dieser Flache. Wéhle nun
zwei Punkte P; und P, auf dem Rand 7. Sei der Weg W, der Integrationsweg W1=P;, — P,
und Wyo=P, — Pj, wobei beide Weg in gleicher Richtung durchlaufen werden sollen wie
entlang durch das Wegintegral {iber die geschlossene Kurve 7 vorgegeben (siehe Abbildung
1.13). Dann gilt:

fg-dgz/ﬁ-dﬂ/ff-dgz//f-d;— / A.ds.

T P,Wy Py,W3 P,y Py,—Ws
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Abbildung 1.13: Zur Wegunabhéngigkeit des Integrales iiber A

Das Minuszeichen in der letzten Gleichung erhalten wir durch Umkehrung des Weges
W5. Wir haben also gezeigt, dass bei wirbelfreien Feldern das Linienintegral vom Punkt
Py zum Punkt P, unabhéngig ist vom Weg den wir dabei wihlen (Beachte, dass der
Beweis giiltig ist fiir alle Flachen F', d.h. fiir alle geschlossenen Wege 7). Hiangt der Wert
des Linienintegrals aber nur von den Endpunkten ab, so konnen wir eine Funktion ¢
bestimmen mit:

7 A-di = —[B(Py) — ®(P))] = — /Pqu) = /P2gradq)(,r)dﬁ (1.28)

Damit haben wir also gezeigt, dass sich jedes wirbelfreie Vektorfeld A als negativer Gra-
dient eines Skalarfeldes darstellen lésst:

A(F) = —grad®(7) . (1.29)

Das Minuszeichen in dieser Beziehung ist natiirlich nur eine Frage der Konvention. Kraft-
felder A, die die Bedingung ([C29)) erfiillen werden in der Mechanik “konservative Kraft-
felder” genannt, weil bei der Bewegung eines Teilchens in einem solchen Kraftfeld die
Energie erhalten bleibt.

Zur Vervollstandigung wiederholen wir an dieser Stelle die wichtigsten Eigenschaften des
Gradient Operators:

1. Mit dem Gradient Operator kénnen wir das Differential d® umschreiben: d® =
grade - dr.

2. grad®(rp) lasst sich als Vektor interpretieren, der am Punkt 7 in die Richtung weist,
in der das skalare Feld ® am stérksten ansteigt. Die Lange dieses Vektors entspricht
dem Betrag dieses stérksten Anstiegs.

3. In der kartesischen Darstellung kann man den Gradienten berechnen als
Oy

gradd =Vo = [ 9, | ®
0.
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Behauptung:
Wir wollen nun zeigen, dass aus der Definition 1) die Eigenschaften 2) und 3) folgen:

Beweis:
Es gilt: d®(r) = ®(7+ dr) — O(7).
Taylorentwicklung bis zur zweiten Ordnung liefert

do(r) = grad® - dr

= o)+ a—CDdx + a—(I)aly + a—(I)dz — O(7)

Ox oy 0z
0d/0x dx 0d/0x
= ov/oy |- | dy | =|| 90®/0y - |dF] - cos o
0P /0= dz 0P /0=

wobei der Winkel o der Winkel zwischen den Vektoren V® und d7 ist. Damit ist klar,
dass der Anstieg von @, d.h. d® genau dann maximal ist, wenn der Vektor d7 in Richtung
von grad® weist. Damit ist der Beweis erbracht.

Zweimaliges Anwenden des Nabla-Operators fiihrt auf den Laplace-Operator A:

=

div - grad®(F) = V - VO(7) = AD(7)

(1.30)

2 2 2
an (220

2’ Oy?’ 922
Achtung!

Wie bei dem Nabla-Operator muss auch der Laplace-Operator nach Wahl des Koordina-
tensystems angepasst werden !

1.4.6 Eindeutigkeitssatz

Zerlegungssatz, Eindeutigkeitssatz

Sei /T(f') ein Vektorfeld, das mit geniigend hoher Ordnung im Unendlichen verschwindet.
der Zerlegungssatz sagt nun: A(7) ldsst sich in einen rotationsfreien (longitudinalen) Teil
A,(7) und einen divergenzfreien (transversalen) Teil A4(7) Teil zerlegen, wobei gilt:

D F) = A7) + A4(7) (1.31)

(
2) VxA(F)=0; V- A7) =0 (1.32)
Der Eindeutigkeitssatz besagt, dass jedes Vektorfeld eindeutig bestimmt ist, wenn seine

Divergenz ([LI7) und seine Rotation (LZ0) fiir jeden Raumpunkt 7 bekannt ist. Auf den
Beweis des Zerlegungssatzes und des Eindeutigkeitssatzes soll hier verzichtet werden.
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1.4.7 Zusammenfassung

Wir fassen noch einmal die wichtigsten Ergebnisse zusammen:

vA: Aussage iiber die Quelldichte von A

1) di
2.) [ VAd*r = § Adf: GauBscher Integralsatz
v o)

3.) rotA : Aussage iiber das Wirbelverhalten von A

4) [V x Adf = § Ads: Stokescher Integralsatz
F T

5.) VxA=0<= A=V < A lisst sich als Gradientenfeld darstellen

-,

6.) Ein Vektorfeld ist eindeutig charakterisiert durch seine Quelldichte (divA) und die
Wirbelstérke (rotA).
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1.5 Die Grundgleichungen des elektrostatischen Fel-
des

Im letzten Abschnitt haben wir gesehen, dass ein Vektorfeld, wie zB. das elektrische Feld
E, charakterisiert ist durch seine Quellen und Wirbel. In diesem Abschnitt wollen wir
nun die entsprechenden Feldgleichungen diskutieren fiir den Fall der Elektrostatik, das
bedeutet: fiir den Fall, dass das elektrische Feld durch eine statische, zeitunabhéngige
Ladungsverteilung p(7) generiert wird . Wir nehmen also an, dass es keine Strome gibt.
In diesem Fall ist das elektrische Feld charakterisiert durch die folgenden Feldgleichungen:

()

€0

a) div E

b) rot E =0

c) E=—grad ®(7) mit ¢(F) = o= [ 2T %
Sie sollen im folgenden erlautert werden.

zu a)

(i) Befinde sich bei ¥ = 0 eine Punktladung, dann erzeugt sie, wie wir bereits im
Abschnit 1.1 gesehen haben, das elektrische Feld

_ 1 r
E(P) = .
() 4dreg 1 r3

Fiir dieses elektrische Feld gilt nach Gleichung (CZ3)

(ii) Betrachten wir nun eine Punktladung ¢;, die sich nicht notwendigerweise im Ur-
sprung, sondern an der Stelle 7; befindet, dann gilt entsprechend nach einer Ver-
schiebung des Koordinatensystems

€0

(iii) Befinden sich schlielich mehrere Punktladungen ¢; an den verschiedenen Stellen 77},
so gilt

div E=Y" %5(?- 7)) = pi_ﬁ_
- 0 0
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Zur Interpretation: Betrachten wir das Volumenintegral der Divergenz des elektrischen
Feldes iiber ein endliches Volumen V' mit einer Oberfliche O(V')

/d3F div E = /d%f@

QV)

€o

= fﬁdf

o)

Das Volumenintegral {iber die Divergenz gibt also anschaulich die Zahl der auslaufenden
vermindert um die Zahl der einlaufenden Feldlinien an. Die in V' befindliche Ladung Q(V),
beziehungsweise p, bezeichnet also bis auf den Faktor 1/¢y die Quellen bzw. die Senken

des elektrischen Feldes.

Zu C)
Es gilt

l

/

1

=

v (1.33)

S

r—
— . /‘3’

Dies konnen wir leicht nachvollziehen, wenn wir in kartesischen Koordinaten fiir die x-

Komponente schreiben

1 0 1
(vlf—F’l)x S0 Ja— -yt ()

_ 1 2(x —a')
2 o=@ -y G-
(F =",

R

Entsprechendes gilt natiirlich auch fiir die y- und z-Komponente. Damit erhélt man fiir
das elektrische Feld

. (P (7= )

I

r—r

=/
— _v/dB,F/ B(T_),\
7= |

= —Vo(n).

zu b)
Kann man aber nun das elektrische Feld als Gradienten eines Skalarfeldes ® darstellen.
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so gilt:

rotE = —rot grad®
— —VxVd
0,0, — 0,0,
= 0.0, — 0,0, | ®
0,0y — 040y
g
wobei wir in der zweitletzten Zeile Rotation und Gradient in kartesischer Darstellung
benutzt haben.

Fiir die explizite Berechnung des elektrischen Feldes aus einer vorgegebenen Ladungsver-
teilung betrachten wir nun den wichtigen Spezialfall, dass die Ladungsverteilung kugel-
symmetrisch ist: Sei also p(7) symmetrisch gegeniiber einer Drehung um den Koordina-
tenursprung. Die Ladungsverteilung p hiangt also nur vom Betrag von 7 ab. Durch diese
Ladungsverteilung ist keine Raumrichtung ausgezeichnet. Deshalb kann es auch fiir das
elektrische Feld keine ausgezeichnete Richtung geben und es gilt

E(R) = B(7) - ..

Wie 148t sich E(|7]) aus der Ladungsverteilung p(|7]) bestimmen, ohne den ,, Umweg® {iber
die Berechnung des Potentials ® zu nehmen?

Zum einen gilt bei der Integration iiber die Oberfldche einer Kugel mit dem Radius r
§ Baf= B am,
Kugel

zum anderen gilt nach dem Satz von Gaufl und den Feldgleichungen

fﬁidf = /divEd3F

\%
1 / 3
= — - [ p0)dT
€0
1%
Q)
€o '
Daraus erhilt man das elektrische Feld
= 1 Q)
E = — .
B = =3

Wie das Ergebnis zeigt, ist das von p erzeugte Feld im Abstand r vom Koordinatenur-
sprung identisch mit dem Punktladung Q(V), die sich im Ursprung befindet. Die Ladung
Q(V) is gerade die gesamte Ladung, die sich in der Kugel vom Radius r befindet.

Dieses Ergebnis entspricht dem Resultat bei der Berechnung der Gravitationsanziehung
einer ausgedehnten kugelsymmetrischen Massenverteilung. Auch dort haben wir gesehen,
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dass diese Anziehung identisch ist mit der Anziehung durch eine entsprechende Punkt-
masse im Koordinatenursprung.

Die Poisson-Gleichung

Wie wir gesehen haben sind die Quellen des E-Feldes durch die Ladungsverteilung p
gegeben und das elektrostatische Feld lisst sich als Gradient eines Skalarfeldes schreiben.
Zusammengefasst ergibt dies:

divE:V-E:V-(—ng):—Agb:gﬁ.
0

Die Beziehung

A¢ = —@ (1.34)

wird als Poisson-Gleichung bezeichnet. In ladungsfreien Raumbereichen (p = 0) geht sie

iiber in die Laplace-Gleichung

1.5.1 Bedeutung des elektrostatischen Potentials und Energie-
inhalt des elektrischen Feldes

Um die Bedeutung des Skalarfeldes ® zu erldutern, berechnen wir die mechanische Arbeit,
die aufgebracht werden muss, um eine Probeladung ¢ von @ nach b zu bringen:

b
W = / Fds
b
= / ds Definition von E

b
/ v

b
= q- / d® Definition des grad

(a)).

Die aufzubringende Arbeit ist also nur von den Endpunkten der Verschiebung, nicht aber
von dem zuriickgelegten Weg abhéngig. ¢ - ¢(7) gibt die potentielle Energie einer Ladung
¢ in einem Feld E an der Position 7 an.

Il
S

+e<

= q-(¥(

Das Potential ® ist vergleichbar (bis auf die Ladung der Probeladung) mit dem bereits
bekannten mechanischen Potential des konservativen Kraftfeldes.

Energieinhalt des elektrischen Feldes
Wir betrachten eine Verteilung von N Ladungen ¢;, die sich an den Stellen 7; befinden.
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Wie grof} ist die Energie, die aufgebracht werden muss, um die Ladungen zu plazieren?
Zur Beantwortung dieser Frage machen wir ein Gedankenexperiment und bringen die
einzelnen Ladungen in der Reihenfolge ihrer Nummerierung an ihre Positionen.

Sei W die benstigte Arbeit, um ¢; aus dem Unendlichen nach 7 = 7] zu transportieren.
Da der Raum bisher ladungsfrei ist, also noch kein E-Feld vorhanden ist, kann man die
Ladung kréftefrei verschieben, und somit gilt W; = 0. Ist aber die Ladung ¢; an der
Position 77 so ergibt sich ein elektrostatisches Potential

1 il
o = .
l(f) 47T€0|F—F1|

Um die Ladung ¢, im Feld der Ladung ¢; nach 75 zu bringen, ben6tigt man die Arbeit

Wy = g (P1(r2) — ©1(7 — 00))
= g2- (I)l(":é)a

wobei wir das Potential so normieren, dass es fiir ¥ — oo verschwindet. Fiir die weiteren
Ladungen ergibt sich

L B
471'80 ‘773 — ’172‘

W3 = (s- (@1(7?3) + @Q(Fg)) mit @2(7?3) =

Somit erhélt man die Gesamtenergie, die man aufwéanden mufl, um alle N Ladungen zu
plazieren:

W= > W

- — 1 dk
- 2 (;4mo|ﬁ—fk|>

1 [« 0 1
-3 (Z% (ngom_m))*é'
-3 (qu <Z47T150|rfrk\>>+%'

_ li 1 a9k
2 r 471'80‘7:;—’1?]{"

i#k

| —
=2

Beim Ubergang von diskreten Ladungen zur einer stetigen Ladungsverteilung p wird die
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Summation durch eine Integration ersetzt:

1 s 1 (™)
w o= = [ &7 | & -
2/ T/ " dme P — 7| p7)
= 2(7)
1 [ .
= 5 [ oo
_ _‘Z_O/d?’mq»¢

= —%0 (A@-¢+(V<I>)2d3f)+%/(V¢>)2d3F

= ——7{ (Ve)gdf +-2 /(V¢)2d3F

o)

- s

:OfiirV—>R3

Beim Ubergang von der zweiten zur dritten Zeile wurde die Poissongleichung [[34] ange-
wandt. Beim Ubergang von der vorletzten zur letzten Zeile wurde benutzt, dass

V- (¢V9) = 6Ad + (V9)?

ist und dann der Satz von Gaufl benutzt. Der erste Summand der letzten Zeile verschwin-

det, da

1 1
¢~ —furr — oo und ng:ggbw—
r or 72

Fiir das Produkt von beiden gilt
1 - 1
¢ Vor~— und ¢ -Vodf ~—.
r r
Fiir r — oo verschwindet der letzte Ausdruck. Man erhilt also

wo= 2 [(Ve)d

- 5| B (1.35)
Daraus folgt fiir die Energiedichte, also der Energieinhalt des elektrischen Feldes pro

Volumen: B
w=eoE?/2 . (1.36)



1.6. LADUNGEN IN METALLEN; INFLUENZ 33
1.6 Ladungen in Metallen; Influenz

In diesem Abschnitt wollen wir zunéchst betrachten, wie sich Ladungen in geladenen me-
tallischenf] Objekten anordnen und welche allgemeinen Aussagen sich iiber das elektrische
Feld an der Oberfliche von Metallen treffen lassen. Wir werden danach untersuchen, wie
sich anfanglich ungeladene Metalle in der Ndhe von Ladungen verhalten.

1.6.1 Massiver geladener metallischer Korper

Als erstes Beispiel betrachten wir einen metallischen Korper (z. B. eine Kugel), der
zunachst ungeladen ist, und auf den wir dann Elektronen aufbringentl. Wie wir wissen,
stoflen sich gleichnamige Ladungen ab. Die zusétzlichen Elektronen werden also bestrebt
sein, sich moglichst weit voneinander zu entfernen. Dies gelingt dadurch, dass sie sich in
einer diinnen Schicht in der Nidhe der Oberfliche ansammeln. Man kann zeigen, dass die
Dicke dieser Schicht nur wenige Atomlagen betrégt.

Wie ordnen sich die Ladungen innerhalb der Oberflichenschicht an? Auch hier sto-
Ben sich die Ladungen ab. Im Fall einer Kugel lisst sich bereits aus Symmetriegriinden
erraten, dass sich die Ladungen homogen iiber die Oberflache verteilen werden. Fiir allge-
meinere Geometrien miissen wir das elektrische Feld betrachten, das durch die Ladungen
erzeugt wird. Solange dieses eine Komponente E] parallel zur Oberfliche hat, wirken
Krifte auf die Ladungen, die diese verschieben. Eine stabile Anordnung wird erst dann
erreicht, wenn E|| verschwindet, d. h. das elektrische Feld senkrecht zur Oberfliche
steht. Aus dem gleichen Grund ist ersichtlich, dass das Innere des Metalls feldfrei
sein muss. Wire E im Inneren ungleich null, wiirden sich die Ladungen wiederum solange
bewegen, bis verschwindet.

Wir demonstrieren das Ergebnis, dass E senkrecht auf geladenen Metalloberflichen steht,
durch Abbildung der Feldlinien um das in Abb. [LT4 gezeigte Objekt im mit Weizengries
gefiillten Olbad (s. Abb. [LTH):

Man erkennt, dass die Feldlinien an der Rundung und der Spitze Ecken besonders dicht
liegen. Entsprechend ist hier die auch Ladungsdichte am hochsten.

Wir stellen nun die geladene Spitze vor eine ebene metallische Platte, die entgegengesetzt
geladen ist. Auch im Gesamtsystem Spitze/Platte stehen die Feldlinien senkrecht auf den
Metalloberflachen. wobei die Feldiiberhthung an der Spitze klar zu erkennen ist (Abb.
[CTH). An solchen Spitzen kann die Feldstérke sogar derart grofl werden, dass Elektronen
aus dem Metall an die Luft bzw. ins Vakuum austreten kénnen. Diese ”Feldemission”
wird beispielsweise eingesetzt, um einen Strahl freier Elektronen im Elektronenmikroskop
Zu erzeugen.

Wir haben bislang implizit angenommen, dass wir sehr viele Elektronen auf das Metall
aufgebracht haben, d. h. wir kiimmerten uns nicht um die Quantisierung der Ladung in

‘Etwas allgemeiner konnen wir von ”Leitern” sprechen und damit alle Materialien zusammenfassen, in
denen sich Ladungstriger frei bewegen kénnen. Dies schlieffit auch Materialien wie sog. Halbleiter oder
Halbmetalle ein.

SWir kénnten auch Elektronen entfernen und damit, etwas schlampig ausgedriickt, positive Ladungen
”aufbringen”.
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(a) (b)

Abbildung 1.14: Feldlinien um ein metallisches Objekt. (a) Schematische Darstellung des
Objekts. (b) Abbildung der Feldlinien im Objekte

Abbildung 1.15:  Feldlinien zwischen ei-
ner metallischen geladenen Spitze und ei-
ner entgegengesetzt geladenen metallischen
Platte.

Vielfachen der Elementarladung e. Was wére passiert, wenn wir nur sehr wenige Elektro-
nen (z. B. nur eines) aufgebracht héitten? Auch dann hétten sich die bereits im Metall
befindlichen 10?* Elektronen so lange von der Zusatzladung wegbewegt, bis das elektrische
Feld wiederum senkrecht auf der Oberfliche gestanden wire. An einem gegebenen Ort der
Oberflache kompensieren die (positiven) Ladungen der Gitterionen nicht mehr vollstéandig
die Ladung der jetzt dichter gepackten Elektronen. Die Ladung des zusétzlichen Elektrons
wurde gewissermaflen kontinuierlich iiber die Oberfliche ”verteilt”.
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1.6.2 Geladener metallischer Hohlraum

Ganz analog zum Inneren eines massiven Leiters verschwindet das elektrische Feld auch
im Inneren eines metallischen Hohlraums (solange sich in diesem keine Zusatzladungen
befinden). Feldlinien, die iiber den Hohlraum hinweg zu Ladungen an einer anderen Stelle

des Hohlraum fithren wiirden, wiirden wiederum zu einer Verschiebung der Ladungen im
Metall fiihren.

Feldfreie metallische Kammern werden oft ”Faradaykéafig” oder ” Abschirmkam-
mern” genannt (Faraday hatte die Feldfreiheit mittels eines Kéfigs demonstriert). Man
verwendet Abschirmkammern oft, um Messungen durchzufiihren, die gegen elektrische
Storfelder sehr empfindlich sind. Wie sich metallische Hohlrdume bei Anwesenheit duflerer
Ladungen verhalten, werden wir weiter unten (Abb. [[20]) darstellen.

Wir demonstrieren die Feldfreiheit metallischer Hohlrdume in mehreren Versuchen:

1. Elektrometer im Faradaykéfig:

Ein Braunsches Elektrometer steht auf einer geladenen Metallplatte und zeigt einen
Ausschlag. Stellt man jetzt einen Kifig auf die Platte, so geht der Ausschlag auf null
zuriick. Dagegen schlédgt ein weiteres Elektrometer aus, das auf der Auflenseite des
Kifigs angebracht ist (s. Abb. [LTH) Trennt man jetzt Kéfig und platte, so verbleiben
Ladungen auf der Platte wie auf dem Kifig, beide Elektrometer schlagen aus.

+F +/,
+H +/+ +++++++HF+H+++H++
+H H+ + +
+ +
+ + +
+/tHT + +
+/F H* + +
+ |+
+ + M
+ + +
+++++++++++++ + +
+ + + +
+ +
+ + + +
+ + I +
+++++++++H+H+++ + I
i i N ¥
++++++ A+

Abbildung 1.16: Zum Prinzip des Faraday-Kéfigs. Die 4" Zeichen kennzeichnen symbo-
lisch die Ladungsverteilung. Deren Zahl ist wie auch in den nachfolgenden Zeich-
nungen rein willkiirlich.

2. Darstellung der Feldlinien um verschieden geformte geschlossen verbundene Dréhte:
Ring, Viereck, Stern
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In allen Féllen bleibt das Innere der Korper feldfrei. Auflen stehen die Feldlinien
senkrecht auf dem Metall, wobei die Feldlinien an den Ecken besonders dicht liegen

(Abb. [CT7).

Abbildung 1.17: Feldlinien um verschieden geformte Hohlrdume.

Die Feldfreiheit metallischer Hohlriume werden beim Van-de-Graaf-Generator (Abb.
[CIX) ausgenutzt. Uber eines Spitze S1 wird auf ein endlos umlaufendes Gummiband
Ladung aufgespriiht. Die Spitze S2 leitet diese Ladung auf die Innenflache einer metalli-
schen Kugel. Von dort flieit die Ladung sofort auf die Auflenfliche der Kugel, das Innere
bleibt (weitgehend) feldfrei. Man kann die Kugel so lange aufladen, bis die elektrische
Feldstéarke an der Kugeloberfliche einen kritischen Wert {iberschreitet, oberhalb dem die
aufgebrachten Ladungen durch das umgebende Medium (im Versuch: Luft) abflielen kann
(Funkenschlag). In Luft betriigt die kritische Feldstirkd] ca. 2 - 106V /m.

Mit Van-de-Graaf-Generatoren konnen elektrische Spannungen (Potenzialdifferenzen) im
Megavoltbereich erzeut werden. Mit diesen Spannungen koénnen dann elektrische gelade-
nen Teilchen auf entsprechend hohe Energien beschleunigt werden.

Abb. [[T9zeigt zwei Personen, die durch einen van-de-Graaf Generator aufgeladen wurden.
An den Haaren erkennt man wiederum, dass sich gleichnamige Ladungen abstoflen.

In einem weiteren Versuch bringen wir im Olbad eine Punktladung ins Zentrum eines
neutralen, elektrisch isolierten Rings (Abb.[L20). Es gehen Feldlinien von der Punktladung
radial zum Ring, wie man es entsprechend des Gaufischen Satzes auch erwarten kann.
Die Feldlinien treten scheinbar durch den Ring hindurch und setzen sich auflerhalb des
Rings in radialer Richtung fort. Da der Ring selbst elektrisch neutral ist, muss dies nach
dem Gauflschen Satz erwartet werden. In einem Kugelvolumen (bzw. in 2 Dimensionen:
Kreis), das den Ring mit einschliet, ist nach wie vor die Punktladung enthalten. Die von
ihr ausgehenden Feldlinien durchdringen auch das Kugelvolumen. Auf der anderen Seite
sollte im Leitermaterial selbst kein Feld vorliegen. Diesen scheinbaren Widerspruch kléren
wir im néchsten Abschnitt.

1.6.3 Influenz

Wir betrachten zunéchst eine Punktladung vor einer ungeladenen, von der Aulenwelt
elektrisch isolierten, Metallplatte. Die Platte sei unendlich ausgedehnt. Ohne Anwesen-
heit der Metallplatte gehen von der (als positiv angenommenen) Punktladung in radialer

6Man bezeichnet eine Potenzialdifferenz ¢(7,) — ¢(r;) als Spannung und gibt dieser im SI-System die
Einheit Volt (V). Das elektrische Feld, das sich als —V berechnet, hat entsprechend die Einheit V/m.
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- Abbildung 1.18: Das Prinzip des van-de-Graaf Generators

Abbildung 1.19: FElektrische Aufladung am van-de-Graaf Generator. Quelle:
http://www.ph.ed.ac.uk/scifun/Activities/FunPhysics/vandg.html

Richtung Feldlinien aus. Diese wiirden eine in die Ndhe gebrachte Metallplatte unter
schiefen Winkeln schneiden (Abb. [C2I(a)), was zu einem Feld im Inneren des Leiters
fiihren wiirde und ebenfalls die Bedingung verletzt, dass das elektrische Feld senkrecht
auf der Metalloberfliche steht. In der Platte bewegen sich daher Elektronen so auf die
der Punktladung zugewandten Seite zu, dass, wie in Abb. [[ZI(b) schematisch angedeu-
tet, beide Bedingung erfiillt werden. Da die Platte insgesamt neutral ist, entsteht auf der
gegeniiberliegenden Seite ein Unterschuss an negativen Ladungen, diese Plattenseite wird
positiv aufgeladen. Auch von diesen Ladungen gehen wiederum Feldlinien aus. Man kann
die Platte zusétzlich mit einer elektrisch leitenden Verbindung zur Erde (einer Erdung)
versehen. Die Erde stellt letztlich ein Ladungsreservoir dar, aus dem Elektronen in die
Platte nachstromen, so dass die positive Ladung auf der Riickseite der Platte kompensiert

wird (Abb. [CZI(c)).
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Abbildung 1.20: Feldlinien um eine Punkt-
ladung, die von einem elektrisch neutralen
metallischen Ring umschlossen ist.

A
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Abbildung 1.21: Influenz: Punktladung vor einer metallischen Platte: (a) Platte noch nicht
vorhanden; (b) ungeerdete, insgesamt elektrisch neutrale Platte; (c) geerdete Platte.

Das elektrische Feld zwischen der Platte und der Punktladung ldsst sich quantitativ mit
der Methode der ”Spiegelladungen” bestimmen, wie im Theorieteil vorgefiithrt wird. Die
Methode wird auch eingesetzt, um auch allgemeinere Feldverteilungen, etwa von mehreren
Punktladungen, zu berechnen.
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1.7 Randwertprobleme

Wir haben gesehen, dass sich aus einer gegebenen Ladungsverteilung p(7’) das elektro-
statische Potential ¢(7) mit

=\ 1 p(f”) 3 =/
o) = o [

7 — 7

berechnen 148t. Hierbei muBl p(7”) allerdings fiir alle ¥' im Universum bekannt sein.

In der Regel ist die Ladungsverteilung aber nur in einem begrenzten Volumen V' bekannt.
Ist ausserdem noch eine Information iiber Eigenschaften des Potentials auf der Oberfliche
dieses Volumens gegeben, so spricht man von einem Randwertproblem der Elektrostatik.
Je nach der vorgegebenen Information iiber das Potential auf der Grenzflache oder Rand-
flache des Volumens unterscheidet man zwei Félle:

1. Neben der Ladungsverteilung im Volumen V' ist auch der Wert des Potentials auf
dem Rand vorgegeben. Dies bezeichnet man als das Dirichletsche Randwertproblem.

2. Ist dagegen neben der Ladungsverteilung in V' die Komponente des Potentialgra-
dienten, die senkrecht zur Oberfliche steht bekannt, bezeichnet man dies als von
Neumannsches Randwertproblem. In diesem Fall ist also auf der Oberflache von V
die Komponente des elektrischen Feldes (E = —grad®) vorgegeben, die senkrecht
zu dieser Oberflache steht.

Ziel dieser Randwertprobleme ist es aus den vorgegebenen Informationen (Ladungsdichte
in V plus Information iiber den Rand) das Potential ¢ und damit das elektrische Feld
im gesamten Volumen V zu bestimmen. Weiter unten in diesem Paragraphen werden
wir zeigen, dass die gerade definierten Randwertprobleme (Dirichlet und v. Neumann)
eindeutige Losungen besitzen.

1.7.1 Beispiele, Spiegelladungsmethode

Zunéchst soll aber ein Beispiel fiir das Randwertproblem von Dirichlet betrachtet werden.
Mit Hilfe der sogenannten Spiegelladungsmethode werden wir ein Potential finden, fiir das
gilt:

Poisson Gleichung Ag(T) = —%p(r_') : fir alle 7" aus V/
Randbedingung  ¢(7') = ¢panq(7’)  fiir alle 7' des Randes (1.37)

Als Beispiel betrachten wir eine Punktladung ¢, die sich an der Stelle Zy = (¢, 0,0)
befindet (Abb. [L22) In der y-z-Ebene befindet sich eine unendlich weit ausgedehnte Me-
tallplatte vernachléssigharer Dicke. Diese Metallplatte sei geerdet, also gilt ¢ = 0 auf der
Platte. Das betrachtete Volumen V' ist also der Raum mit x > 0 und als Randbedingung
geben wir vor, dass das Potential auf dem Rand (d.h. auf der Metallplatte und fir 77 — o)
gleich 0 wird.

Um den Potentialverlauf im ganzen rechten Halbraum und die auf der Metallplatte in-
duzierte Ladung zu bestimmen, greifen wir auf die Spiegelladungsmethode zuriick und
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Abbildung 1.22: Beispiel fiir die Losung eines Randwertproblems mit Hilfe einer Spiegel-
ladung

behaupten, dass das Dirichletsche Randwertproblem gel6st ist, wenn wir der Ladung ¢
eine Spiegelladung mit der Ladung —¢q an der Position —Z gegeniiberstellen (siehe auch
Abb. [CZA). Zu zeigen ist also, dass die Gleichungen (L37) erfiillt werden durch den Ansatz

fiir das Potential

1 q q
o) = e T3l = (=70)]
Der zweite Term entspricht dem Beitrag der Spiegelladung in —y. Zu tiberpriifen ist nun,
ob A¢(7) = —%qé (7" — &) fiir alle 7 im rechten Halbraum erfiillt ist. Dazu betrachten wir
zunéchst einmal

Al @@ (i) @)

= = —And(r—oy). 1.38
[~ Tl F— T ool (1.58)
Damit ergibt sich direkt
S . . 1 L
Ap(F) = ——qd(F—Ty) — —(—q)o(7 + &)
2 & ’
=0 im rechten Halbraum
1
= —gﬂ(f)~

Die Poisson-Gleichung ist also erfiillt. Betrachten wir jetzt das Verhalten von ¢ auf dem
Rand, also auf der Metallplatte (die Randbedingung fiir ¥ — oo ist sicher erfiillt). Auf
der Metallplatte bei x = 0 aber gilt

0

L 1 q 1 q
olr=1 Y ! T
. TEQ 0 To TEY 0 —X0
y|—1 0 v |- 0
z 0 z 0
1 q 1 q

dmeg (/a2 + y2 + 22 ~ dmeg Vad+y?+ 22

= 0.
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Damit ist auch die Randbedingung erfiillt. Mit der Spiegelladungsmethode ist es uns also
gelungen, einen Potentialverlauf zu finden, der die Bedingungen erfiillt. Allgemein besteht
diese Methode darin, Ladungen ausserhalb des betrachteten Bereiches so zu bestimmen,
dass sie zusammen mit den vorgegebenen Ladungen innerhalb des betrachteten Bereiches
ein Potential erzeugen, das die Randbedingungen erfiillt.

Durch das Vorhandensein der Ladung ¢ in xp werden in die Metallplatte Ladungen indu-
ziert. Ist also g positiv, so werden Elektronen in der Metallplatte durch die Coulombwech-
selwirkung in die Ndhe der Ladung ¢ gezogen. Da diese Ladungstriger in der Metallplatte
frei beweglich sind und die Platte geerdet ist, konnen Elektronen zuflieen. Es entsteht
also eine induzierte negative Ladung in der Metallplatte. Die Effekte dieser induzierten
Ladung werden durch die Spiegelladung dargestellt. Um uns von diesem Sachverhalt zu
iiberzeugen, berechnen wir nun das elektrische Feld in der Nédhe der Trennflache:

E=-V¢ firi= 0,9, 2),

fiir die einzelnen Komponenten:

B, = _% ¢
1 0 q q
- _477506_y<\/($—900)2+y2+22_\/(x+x0)2—|—y2+22>
B 1 2yq 1 2yq
T dme \/(x—x0)2+y2+z23 4eg \/(x+:c0)2+y2+223
=0 1 2yq 1 2yq
T T Rt i Wea Ryt 2
= 0

Genau so gilt auch
E.=0

Hétte das elektrische Feld eine Komponente parallel zur Metalloberfliche, so wiirden die
frei beweglichen Ladungstriger in der Metallflache sich diesen Kraftkomponenten entspre-
chend bewegen. Fiir die x-Komponente gilt aber im rechten Halbraum:

0
B, = —2¢
_ 1 q(z — xo) 1 q(z + o)
4dmeg \/(:p—xo)2+y2+z23 dreg \/(x+x0)2+y2+223
2=0 1 2qx

- 3
4meq /:c(2)+y2+z2

Da aber im linken Halbraum das elektrische Feld gleich Null ist enden diese Feldlinien
senkrecht auf der Metallwand. In der Wand gibt es also Quellen beziehungsweise Sen-
ken des elektrischen Feldes. Diese Quellen und Senken sind die diskutierten induzierten
Ladungen.
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Abbildung 1.23: Zur Berechnung der induzierten Flédchenladung

Wie grof3 ist nun diese Oberflichenladung o7

Um diese zu berechnen, wihlen wir ein Volumenelement, AV (siehe auch Abb. [CZ3),
welches aus der Metallplatte ein infinitesimales Fliachenstiick herausschneidet und eine
Fliache AF parallel zur Metallfliche besitzt. Da es ein elektrisches Feld nur senkrecht zur
rechten Fliche AF' dieses Voulmenelementes gibt, gilt

7{ Edf = / div E d*F
O(AV) AV

— / @d:&;
AV €0
AF .o

€0

—

= o(n) = ji(AVE df - A—

_ —AF 2q0 ’
47‘(‘60 T3+ n

wobei n = /y?+ 22 den Abstand vom Ursprung bezeichnet. Man erkennt, dass die
Flachenladungsdichte ¢ im Ursprung ein Maximum besitzt.

Als letztes soll die Gesamtladung berechnet werden, die in die Metallplatte induziert wird:

QR = 77 ) dnndp
: O/d@/ Vet

Die induzierte Ladung ist betragsméiﬁlg gleich der Punktladung und auf der Wand ,,ver-
teilt”.
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1.7.2 Eindeutigkeit der Lésung des Randwertproblems

In diesem Abschnitt soll gezeigt werden, dass ein Potential ¢, das eine Losung des Rand-
wertproblems von Dirichlet darstellt, stets eindeutig bestimmt ist. Bei der Losung des
v.Neumannschen Randwertproblems ist das Potential bis auf eine ortsunabhéngige Kon-
stante bestimmt.

Wie bereits zu Beginn dieses Paragraphen gesagt wurde, ist bei einem v.Neumannschen
Problem die Normalenableitung des Potentials gegeben. Damit gelten fiir diese Randwert-
probleme folgende Bestimmungsgleichungen:

i) Ag = —%p(f") firreV
ii) 0¢/0n = —E -, f ist dabei der Normalenvektor auf dem Rand von V.

Haben wir nun ein Potential gefunden, das diese Anforderungen erfiillt, so werden wir
zeigen, dass dieses Potential bis auf eine Konstante eindeutig ist. Da aber eine Konstante
im Potential, das daraus berechnete Feld nicht beeinfluit (£ = —grad¢), ist das E-Feld

eindeutig bestimmt.

Beweis: Seien ¢; und ¢y zwei Losungen eines Dirichletschen oder v.Neumannschen Rand-
wertproblems. Wir definieren u = ¢; — ¢». Nach Voraussetzung gilt dann:

Au:Agbl—Agbg:—@—i—@:O, fiir alle 7 € V.
€o €o

Betrachten wir nun das Integral

=0

Diese letzte Gleichung gilt im Fall des Dirichletschen Randwertproblems, da dann ja nach
Voraussetzung u = ¢; — ¢9 fiir alle Punkte auf dem Rand verschwindet also auch das
Integral iiber uVu gleich 0 wird. Im Fall des v.Neumannschen Randwertproblems gilt
aber fiir alle Randpunkte von V'

da Vudf = audf:[

on  On

991 6%}
on

(Beachte: auf der rechten Seite dieser Gleichung stehen keine Vektoren) und damit ver-
schwindet das Integral der Funktion uVu integriert {iber die Oberflache von V' ebenfalls.
Wir haben also in beiden Féllen gezeigt, daf3

/(6u)2 d*F =0
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Daraus folgt Vu = 0 fiir alle 7 in V. Also ist u = const.

Im Fall des Dirichlet-Problems wird diese Konstante 0, da ja u auf dem Rand bereits den
konstanten Wert 0 annimmt. OJ
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1.8 Versuche zur Influenz

Zur Influenz von Ladungen in Metallen zeigen wir mehrere Versuche:

e Wir bringen einen geladenen, an einer Schnur héngenden Ball in die Néhe einer un-
geladenen Platte (vgl. auch Abschnitt [[2). Es entwickeln sich Feldlinien in Analogie
zur Abb. [LZI(b). Die resultierende attraktive Kraft zwischen Platte und Ball fiihrt
zu einer Anziehung des Balls.

e Bringt man einen (negativ) geladenen Stab in die Néhe eines ungeladenen Braun-
schen Elektrometers, so schlégt dieses bereits aus, bevor der Stab das Elektrometer
beriihrt (vgl. Abb. [L24]). Es sammeln sich im Elektrometer Elektronen in Stabnéhe
an. Dadurch wird der Rest des insgesamt neutralen Elektrometers positiv geladen.
Diesen Effekt hatten wir in Abschnitt (Abb. [CZ) noch unterschlagen.

+ +
+ +
+ |+
+
+ +,
+
- - + + +
- * Abbildung 1.24: Influenz: FEin ge-
: + ladener Stab befindet sich in der
- Nahe eines Braunschen Elektrome-
- - . + + + + . .
ters, ohne dieses zu beriihren.

Entfernt man den geladenen Stab, so verschwindet der Ausschlag des Elektrometers,
da dieses ja insgesamt neutral war. Wir erden jetzt das Elektrometer und bringen
dann den Stab in dessen Néhe. Das Elektrometer schlégt wiederum aus. Jetzt flieBen
aber in Analogie zu Abb.[[ZIl(c) Elektronen auf das Elektrometer, die dieses negativ
aufladen. Entfernen wir jetzt die Erdung und entfernen anschliefend den geladenen
Stab, so bleibt das Elektrometer negativ geladen.

e Auch den leitenden Ring der Abb. betrachten wir nochmals bei Anwesenheit
zusétzlicher Ladungen. Der Ring ist jetzt geerdet. Wenn sich eine Punktladung
auferhalb des Rings befindet, bilden sich Feldlinien zwischen Ring und der Ladung
aus, das Ringinnere bleibt feldfrei (Abb. [[ZH(a)). Der Ring schirmt also auch diese
Felder ab. Wenn die Punktladung in das Ringinnere gebracht wird, gehen von dieser
Feldlinien aus, die an der Ringinnenwand enden, das Ringduflere (und auch der
Ring selbst) bleibt feldfrei (Abb. [L2ZH(b)) im Gegensatz zur Abb. [[20, wo an der
Ringauflenseite induzierte Ladungen das Feld in den Auflenraum fortsetzten.

e Wir bringen zwei elektrisch leitende und sich beriihrende Kugeln in das Feld eines
Konduktors (Abb. [CZ0) und trennen diese dort. Durch Influenz wurde eine der
Kugeln positiv geladen, die andere negativ; die Ladungen bleiben auf den Kugeln
auch nach ihrer Trennung erhalten. Wenn wir mit einer der beiden Kugeln ein
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Abbildung 1.25: Feldlinien einer Punktladung in der Néhe eines geerdeten metallischen
Rings.

tH+++++++++++

+ +
+ +
(a) + +
+ +

+++++++++++++

(b) Abbildung 1.26: Trennung indu-
zierter Ladungen

vormals neutrales Elektrometer beriihren, so schlégt dieses aus, die Beriihrung mit
der zweiten Kugel neutralisiert das Elektrometer wieder.

Zum Abschluss dieses Abschnitts erldutern wir das Prinzip der Influenzmaschine (s.
Abb. [CZ1), die wir in bereits mehreren Versuchen zur Aufladung unterschiedlichen Ge-
genstéinden verwendet haben. Ein Gerét dieser Art wurde bereits 1865 von Holz in Berlin
vorgestellt. Sie nutzt das Prinzip der Trennung von durch Influenz erzeugter Ladungen
auf trickreiche Weise.

Die Maschine besteht aus zwei gegeneinander laufenden Scheiben (A), auf de-
nen voneinander isolierte leitende Segmente (Staniolstreifen) aufgebracht sind.
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Auf den beiden Glassdulen (D) befinden sich Konduktoren zur Ladungsauf-
nahme, die mit einem mit Saugbiischel versehenen Arm die Ladung von den
Staniolbelédgen absaugen. Jede Scheibe besitzt einen Konduktor mit zwei Me-
tallbiischeln. Die Maschine erregt sich selbst. Ist irgendein Staniolbelag z.B.
der vorderen Scheiben zufillig elektrisch negativ geladen, so erregt er in einem
bei ihm vorbei rotierenden Belag durch Influenz der hinteren Scheibe positive
Ladung, die durch Ablieflen der Elektronen tiber die Biirsten in den Konduktor
kommt. Bei weiterer Drehung induziert diese positive Ladung auf der hinteren
Scheibe auf den Staniolstreifen der vorderen Scheibe negative Ladung , die
durch Elektronenfluss iiber die Biirsten aus dem vorderen Konduktor kommt.
Durch die versetzte Anbringung der Biirsten schaukelt sich das gegenseiti-
ge Aufladen der Konduktoren immer mehr auf. Diese Ladung sammelt sich
nun in den Konduktoren und den ”Leydener Flaschen'fl (B). Bei zu grofier
Spannung springt dann Ladung in Form eines kréftigen Funkens zwischen den
Elektrodenkugeln iiber.

(Erkérungstext: http://www.physik.uni-muenchen.de/didaktik /U_materialien/
leifiphysik /web_ph10/versuche/01_ladung/influenzmaschine/
influenzmasch.html)

TAuszug aus: http://www.wundersamessammelsurium.de/Elektrisches/LeydenerFlasche/index.html:

Die ”Leydener Flasche” (auch: Kleist’sche Flasche, Kleist’sche Verstirkungsflasche) wurde 1745 von
Ewald Jiirgen von Kleist und dann 1746 noch einmal von dem Physiker Pieter van Musschenbroek
(Cunaeus) an der Universitit Leyden erfunden (Kleist und Musschenbroek agierten unabhingig vonein-
ander). Mit der Leydener Flasche konnte erstmals elektrische Ladung gesammelt, verstirkt, aufbewahrt
und transportiert werden. Diese Flasche besteht aus einem oben offenen zylindrischen Nichtleiter (ein
Glasgefil) und triagt auf seiner Innen- und Auflenfliiche gegeneinander isoliert zwei leitende Schichten
(aufgeklebtes Stanniol). Die innere Schicht ist zu bequemeren Aufladen der ”Flasche” mit einer Metall-
stange verbunden, die nach auflen ragt. Wird die Flasche iiber die Stange negativ aufgeladen, so entsteht
durch Influenz am &dufleren Belag eine positive Ladung. Die verdriangten Elektronen entweichen in die
Erde, wenn die Flasche nicht isoliert steht.

Damals war es beliebt, einer Menschenkette einen elektrischen Schlag (den sogenannten Kleist’schen
StoB) zu versetzen. Man erfreute sich an den zuckenden und springenden Opfern. In einem Physiklehr-
buch bemerkt Lichtenberg dazu: ”Zu Paris glaubte man vor einigen Jahren gefunden zu haben, dafl der
Stofl immer bey ”frigidis et impotentibus” aufhére. Der Graf von Artois, der davon horte, berief dazu
die Castraten der Oper; und man fand die Beobachtung falsch. Auf diese Weise ist die Elektrisierma-
schine um die Ehre gekommen, dereinst als ein niitzliches Instrument in den Versammlungs-Sélen der
Consistorien und Ehegerichte zu prangen.”
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Abbildung 1.27: Die Influenzmaschine.

A: Scheiben;

B: Leydener Flaschen;

C: Elektroden mit Funkeniiberschlag;

D: Ausgleichskonduktoren;

E: Saugbiischel;

F:Kontakt zu den Leydener Flaschen;

G: Hartgummibalken (Scheiben-Lager);

I: Kontakt zu gegeniiberliegenden Biischeln;

K: Klemmen zur Stromentnahme

Quelle: http://www.physik.uni-muenchen.de/didaktik/U_materialien/leifiphysik/
web_ph10/ versuche/01_ladung/influenzmaschine/influenzmasch.html
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1.9 Multipolentwicklung

Ziel der Multipolentwicklung ist es, das elektrische Feld einer Ladungsverteilung anzuge-
ben, die nicht auf einem Punkt konzentriert ist sondern in einem kleinen Bereich um den
Koordinatenursprung lokalisiert ist. Dies bedeutet, dass die Ladungsverteilung p(7) nur
fiir Vektoren 7" mit kleinem Betrag von Null verschieden ist. Als Beispiel betrachten wir die
Ladungsverteilung eines Atomkernes. Aus der Sicht der Elektronen, die diesen Atomkern
in einem Atom umgeben, ist diese Ladungsverteilung in erster Naherung punktférmig und
tragt die Gesamtladung Ze mit Z der Kernladungszahl, also der Zahl der Protonen im
Kern, und e die Elementarladung eines Protons. Bei genauerer Untersuchung stellt sich
aber heraus, dass die Ladung des Atomkerns nicht punktformig ist. Berechnet man mit
den Methoden der Quantenmechanik die stationédren Losungen der Schrédingergleichung
fiir die Elektronen im Feld des Atomkernes, so hédngen die Ergebnisse fiir die Energien
dieser stationiren Losungen ein wenig von der genauen Form der Ladungsverteilung ab.
Aus der charakteristischen Strahlung des Atoms erhélt man die Information iiber die die
Differenzen dieser Energien und damit im Prinzip auch Information iiber die Ladungs-
verteilung des Atomkernes. Genauere Daten erhélt man aus Experimenten, bei denen
Elektronen an der Ladungsverteilung des Kernes gestreut werden.

Abbildung 1.28: Koordinaten fiir die Berechnung des Potentials einer lokalisierten La-
dungsverteilung

Im folgenden wollen wir eine lokalisierte Ladungsverteilung im feldfreien Raum betrach-
ten. Fiir das elektrostatische Potential, das von dieser Ladungsverteilung erzeugt wird,
gilt:

1 s PU7)
o) = /d e (1.39)
7
Da wir uns fiir das Potential an Stellen 7" ausserhalb der Ladungsverteilung, die am Ko-
ordinatenursprung lokalisiert sein soll, interessieren, gilt » > 7/, der Abstand des Beob-
achtungspunktes 7 vom Zentrum der Ladungsverteilung ist sehr grofl im Vergleich zu den
Abstéanden 7’ von Punkten an denen sich Ladungen befinden (siche auch Abb [[2F). Fiir
diesen Fall betrachten wir nun die Funktion

1 1
d \/7“2—2’1“7”/COS")/+’1“/2 ’

(1.40)

=7
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wobei v den Winkel zwischen den Vektoren 7 und 7 bezeichnet. Diese Funktion in (([CZT0)
bestimmt nach (L39) den Einfluss einer Ladung am Ort 7 auf das elektrostatische Poten-
tial ¢ am Ort 7. Um eine geeignete Approximation fiir diese Funktion zu finden, schreiben
wir sie um auf die Form

1 1 1 + r’
- - = — mi X =
|7 — 7| 7y/1—2xcosy + x>
wobei x Werte annimmt die sehr klein sind im Vergleich zu 1. Deshalb ist es sinnvoll diese

Funktion in eine Potenzreihe nach Potenzen von y zu enwickeln (Taylorreihe um y = 0)
was uns auf einen Ausdruck der Form

1 1 —
=7 > X'P(cosy), (1.41)
=0

)
r

fithrt. In dieser Entwicklung bezeichnen Pj(cos<y) die sogenannten Legendre Polynome,
das sind Polynome vom Grad [ in ihrem Argument cos~y. Als Beispiele fiir diese Legendre
Polynome geben wir explizit an:

P()(ZL‘) =
Pi(r) = z. (1.42)

Die Legendre Polynome hoherer Ordnung [ kann man dann mit Hilfe der Rekursionsformel

(1 +1)Prs(x) = (21 + DaR(2) — 1Py (x) (1.43)

bestimmen. Betrachten wir diese Gleichung fiir [ = 1 so ergibt sich
2P2(.%') = 333'P1(.I') — 1P0(.I'),
was mit (CZ2) auf

322 —1
Py(z) = =% 5 (1.44)
fithrt. Damit ergibt sich also fiir die Entwicklung in ([CZTI)
1 1 5 (3 1
|F_F/|:;{1+xcosv+x (QCOS 7—§)+,__} ) (1.45)

Setzt man diese Entwicklung in ([L39) ein, so ergibt sich eine Summe nach den Beitrégen
geordnet nach dem Summationsindex [ in dieser Entwicklung

O(7) =Y (7). (1.46)

Man nennt diese Entwicklung die Multipolentwicklung fiir das elektrostatische Poten-
tial. Aus der Herleitung wissen wir, dass diese Multipolentwicklung gut konvergiert, wenn
X << 1, beziehungsweise " << r ist. In diesem Fall reicht es also aus die Terme niedriger
Ordnung in [, die niedrigen Multipole zu betrachten. Insbesondere ergibt sich fiir [ = 0
der Monopolbeitrag der Ladungsverteilung zu

bo(F) = 11/$Wmm

dregr

\%4
L @

4meg T
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Der Monopolbeitrag der Ladungsverteilung zum Potential, ¢q ist also identisch mit dem
Potenzial, das sich ergibt, wenn die gesamte Ladung () im Koordinatenursprung, also
der Position der Ladungsverteilung vereinigt ist. Wenn die Ladungsverteilung elektrisch
neutral ist, also () = 0, so ist der wichtigste Beitrag zu ¢ gegeben durch den Dipolanteil
(l =1) in der Form

(1) = ! 1/d34' (7 );cosy

dmeg r
v
B 1/ '
© Admegr 7" rr!
1%
1 17 St o
1%
1 17 -
- 47‘(‘50_2; . d, (147)

mit der Definition

d= / PP (77 (1.48)

v

fiir das Dipolmoment d der Ladungsveteilung p(7’). Dieses Dipolmoment ist genau so
wie das Monopolmoment (d.h. die Gesamtladung @) eine charakteristische Grofe fiir die
Ladungsverteilung. Da es sich bei dem Dipolmoment d um einen Vektor handelt, sind
hier also 3 charkteristische Groéflen enthalten, z.B. reprasentiert durch die kartesischen
Komponenten von d.

Allgemein koénnen die Multipolbeitriage ¢;(7) in (LZ4) berechnet werden mit

11 [ .., P
alr) = 47r50r & p(r ) PZ(COSV)
v
1 1 /P
— - d3 I¥SWAY Y* /19/ m /19 5/
Ty | PO G 20 il ) Vim0, ) pl7)

1 1 1
= — — Y, . 3,./ =/ /lY* / /. 14
50213;%””1 im (9, 9) /dm(r )Y (9, ). (1.49)

\%

Bei dem Ubergang von der ersten zur zweiten Zeile wurde das Additionstheorem be-
nutzt

+1
4T
P, = V0 )Y (0, 0) . 1.50
(005) = 3 GrgYin(d'# in(d o (1.50)
wobei Y},, die sogenannten Kugelflichenfunktionen, wohldefinierte Funktionen von
den Winkelparametern ¢ und ¢ des Vektors 7 (beziehungsweise ¢’ und ¢’ fiir ) in Kugle-
koordinaten sind. Beachte, dass v der Winkel zwischen 7 und 7 ist. Mit der Darstellung
in ((CZ9) ist die Berechnung des Potentials also aufgeteilt in die Summe von jeweils zwei

Faktoren, wobei der erste vom Ort 7 abhéngig ist, an dem das Potential bestimmt werden
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soll. Die zweiten Faktoren, die nur von der Form der Ladungsverteilung abhidngen, nennen
wir die Multipolmomente der Ladungsverteilung:

i = [ &)Y ). (151

v

In diesen Multipolmomenten g¢; ,, ist also die ganze Information iiber die Ladungsvertei-
lung enthalten, und mit ihnen ist das Potential direkt berechenbar.

A

—
-

Abbildung 1.29: Einfache Ladungsverteilung mit Dipolmomente an der Position R.

Als ein Beispiel fiir eine lokalisierte Ladungsverteilung betrachten wir ein System aus
2 Punktladungen. Eine positive Ladung q befinde sich an der Position R+ b/ 2, eine
zweite negative Ladung an der Stelle B — /2 (siche auch Abb. [CZ). Der Vektor R
bezeichnet also das Zentrum dieser Ladungsverteilung und der Vektor b steht fiir den
Verbindungsvektor von der negativen Ladung zur positiven. Mit Hilfe der J-Funktionen
ist diese Ladungsverteilung definiert durch

p(7) = 6 <F— (R+ 5/2)) 0 <F— (R— 5/2)) .

Die Gesamtladung dieser Ladungsverteilung p is offensichtlich Null, d.h. diese Ladungsver-
teilung besitzt kein Monopolmoment. Das Dipolmoment der Ladungsverteilung berechnet

sich nach ([C4Y))
d = q/dBFF(S (7= (R+5/2)) - q/d3FF5 (7= (R~ 5/2))
. <R’+E/2> —q (ﬁ—E/Q)
— gb. (1.52)

Fiir diese wohl einfachste Realisierung eines Dipolmomentes ist der Dipol also ein Vektor,
dessen Richtung von der negativen zur positiven Ladung weist (parallel zum Verbindungs-
vektor I;), und dessen Betrag sich aus dem Produkt der Ladung ¢ und dem Abstand der
Punktladungen ergibt.

Wie verhilt sich eine Ladungsverteilung, die kein Monopolmoment besitzt und nur
durch ihr Dipolmoment charakterisiert ist in einem externen elektrischen Feld E? Es soll
zunédchst die Energie einer solchen Anordnung berechnet werden. Nach den Grundglei-
chungen der Elektrostatik wissen wir, dass ein solches elektrisches Feld sich als Gradient
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eines Potentials, E = —ﬁ(b berechnen lasst. Die Energie eine Ladung ¢ an eine Position
7 zu positionieren ist gegeben durch U = ¢¢(7). Um also die beiden Punktladungen der
Ladungsverteilung (L) an ihre Positionen zu bringen, muss also insgesamt die Energie

U= qd(R+b/2) — qp(R — b/2),

aufgebracht werden. Da wir annehmen konnen, dass der Abstand b der beiden Ladun-
gen klein ist gegeniiber anderen Abmessungen des Systems (es soll sich ja um eine gut
lokalisierte Ladungsverteilung handeln), kénnen wir die Werte fiir das Potential in dieser
Gleichung mit einer Taylorentwicklung um den Punkt R schreiben

U = ¢ ¢(R)+§-V¢—I—... —q gb(R)—é-ng—I—...
~ qg . ﬁqﬁ
= —d-E, (1.53)
wobei wir das Ergebnis (I52) fiir das Dipolmoment und E = —V¢ benutzt haben. Die
Energie des Systems, Dipol in einem elektrischen Feld FE, ist also minimal, wenn der

Dipolvektor d parallel zum elektrischen Feld E steht.

Da die Gesamtladung einer reinen Dipolverteilung identisch Null ist, wirkt auf eine solche
Dipolladungsverteilung in einem homogenen elektrische Feld F keine Kraft, denn es gilt
jo o

Fy=-VU=V(-FE)=0,

da ja in einem homogenen Feld E die Ableitungen der kartesischen Komponenten FE,,
E, und E, nach den Koordinaten identisch Null sind. Aber in einem solchen Feld er-
gibt sich ein Drehmoment, das wir aus der Addition der Drehmomente auf die beiden
Punktladungen bestimmen koénnen zu

, I - (5 b .
D, = (R—l—é)XqE—i—(R—é)x(—q)E

= ¢bx E
IxE

= dx (1.54)
Zur Illustration sind in den Bildern und [L3T] Kontourplots oder Hohenlinien fiir die
elektrostatischen Potentiale eines elektrischen Monopols, Dipols und Quadrupolmoments
in einem Ausschnitt der x — 2z Ebene aufgetragen. Diese Illustrationen sollen nur einen
Eindruck vermitteln und es wird deshalb auf eine genauere Angabe der Einheiten usw.
verzichtet.

Das elektrische Feld fiir einen elektrischen Dipol im Koordinatenursprung in Richtung
der z-Achse ist durch die Vektorpfeile in Figur skiziert. An einigen willkiirlich aus-
gewdhlten Punkten in der x-z Ebene geben die Vektorpfeile die Stérke und die Richtung
des elektrischen Feldes an.
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(b) Dipolmoment

Abbildung 1.30: Potential elektrischer Multipole in der x — z Ebene

Quadrupolmoment

Abbildung 1.31: Potential elektrischer Multipole in der x — z Ebene
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Abbildung 1.32: Elektrisches Feld eines Dipols in z-Richtung
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1.10 Dipole in der Natur

Das Dipolmoment zweier entgegengesetzt geladener Punktladungen 4+¢q im Abstand 7 isth:

d = g, (1.55)
wobei der Verbindungsvektor 7° von der negativen zur positiven Ladung zeigt. Befinden
sich M Dipole in einem Volumen V', so definieren wir die Polarisation

1 M
P == E d;. 1.56
4 i=1 ( )

Das Dipolmoment hat die Einheit Cm, die Polarisation entsprechend die Einheit
C/m?.

Wenn wir anstelle zweier Punktladungen kompliziertere Ladungsverteilungen betrachten,
so konnen wir die Schwerpunkte der positiven bzw. negativen Ladung ermitteln. Das
Dipolmoment dieser Ladungen betréigt ganz analog zu den Punktladungen d= qr, wobei
jetzt 7 die Ladungsschwerpunkte verbindet.

Nehmen wir an, in einem zweiatomigen Molekiil seien die Ladungen +e (bzw. ihre Schwer-
punkte um 0.1 A (107 m) voneinander getrennt. Das Dipolmoment dieses Molekiils be-
triagt dann 1.6-1073° Cm, was wir als " typische” Gréfienordnung eines atomaren Dipolmo-
ments annehmen koénnen. Hiitte man 10?3 solcher Molekiile in einem Volumen von 1 cm?
vollstidndig ausgerichtet, so wiirde deren Polarisation 0.16 C/m? bzw. 1.6 - 107° C/cm?
betragen.

In der Natur kénnen wir induzierte und permanente Dipole beobachten. Induzierte
Dipole entstehen erst bei Anlegen eines elektrischen Feldes. Auch Molekiile mit perma-
nentem Dipolmoment sind ohne dufleres elektrisches Feld in der Regel zufillig orientiert.
Sie richten sich bei Anlegen eines Feldes teilweise in Feldrichtung aus. Daneben existie-
ren sogenannte Ferroelektrete, bei denen die Dipolmomente unterhalb einer gewissen
Temperatur auch ohne angelegtes Feld eine Vorzugsrichtung aufweisen.

Besprechen wir nun die verschiedenen Dipole im einzelnen:

1.10.1 Induzierte Dipole und Verschiebungspolarisation

Sehr vielen Materialien (Gase, Fliissigkeiten, Festkorper) sind bei Abwesenheit eines dufle-
ren Feldes unpolar, die positiven und negativen Ladungsschwerpunkte fallen zusammen.
Dies gilt z. B. fiir Atome wie He, gleichatomige Molekiile wie Oy, Ng, oder auch fiir linear
aufgebaute Molekiile wie CO4 (die beiden Sauerstoffatome und das Kohlenstoffatom lie-
gen auf einer Geraden, die O-Atome sind dabei symmetrisch um das C-Atom angeordnet).
Auch viele Festkorper sind ohne dufleres Feld unpolar.

Bei Anlegen eines elektrischen Feldes verschieben sich die Ladungsschwerpunkte propor-
tional zum angelegten Feld: . B
d=aF, (1.57)

8Das Dipolmoment wird hiufig auch mit p’ bezeichnet.
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wobel « die molekulare elektrische Polarisierbarkeit ist. Die Dimension von « ist
C?m/N.

Bezogen auf die Polarisation definiert marf:

— —

P =cox.F (1.58)
mit der elektrischen Suszeptibilitit y,., die eine dimensionlose Grofe ist.

Befinden sich n gleichartige induzierte Dipole im Einheitsvolumen (Dipoldichte: n), so
hédngen a und y, iiber x, = na/egy zusammen. Dies gilt, wenn die Dipoldichte so gering
ist, dass wir Riickwirkungen der Dipole aufeinander vernachlissigen konnen. In Abschnitt
[LTOH werden wird diese Beziehung erweitern und Riickwirkungen mit einbeziehen.

Man muss weiterhin zwischen einer elektronischen Polarisierbarkeit und einer io-
nischen Polarisierbarkeit unterscheiden. Im ersten Fall verschiebt das elektrische Feld
den Ladungsschwerpunkt der Elektronen in einem Atom bzw. Molekiil gegeniiber dem /den
Atomkern(en), im zweiten Fall, der in Festkorpern wichtig ist, verschieben sich positive
und negative Ionenriimpfe gegeneinander.

Fiir Gase liegt Y. typischerweise im Bereich 1072 — 107%. In Festkoérpern werden Werte
der Gréfenordnung 1 — 10 erreicht. Genauere Angaben wollen wir hier noch nicht machen,
da wir mit der Dielektrizitdtskonstanten € noch eine weitere Grofle einfithren werden, die
von Y. bzw. a abhéngt und leichter experimentell zugénglich ist (¢ = x. + 1).

1.10.2 Permanente Dipole und Orientierungspolarisation

Viele Molekiile (prominentes Beispiel: H,O) besitzen ein permanentes Dipolmoment. Im
Fall von Wasser bilden die beiden H-Ionen einen Winkel von 108° zum O?~-Ion, positive

und negative Ladungsschwerpunkte sind damit getrennt. Das Dipolmoment des Wassers
betrigt 6.2 - 1073 Cm.

Im dufleren Feld versuchen sich diese permanenten Dipole parallel zum Feld auszurichten,
es gilt auch hier: P = EOXeE- Bei endlicher Temperatur wirkt dem allerdings die stati-
stische Bewegung der Molekiile entgegen. Fiir nicht allzu tiefe Temperaturen findet man,
dass die Polarisation ndherungsweise durch

Pr-n—0—-d (1.59)

gegeben ist, also proportional zu 1/7 ist. In ([C2Y) ist n die Zahl der Dipole pro Volu-
meneinheit und kp die Boltzmann-Konstante. Der Faktor dE ist bis auf das_)\iorzeichen
gerade die potentielle Energie eines Dipols im elektrischen Feld, der Faktor dF/kgT er-

gibt sich aus einer Taylor-Entwicklung des Boltzmannfaktors eXp(JE /kgT), der wie bei
vielen anderen statistischen Problemen der Thermodynamik auch hier auftritt [1d

Man nennt die Abhéngigkeit y. o 1/7 auch Curie-Gesetz. Materialien, die diesem
Gesetz gehorchen, bezeichnet man als paraelektrisch.

Fiir HyO hat x, bei Zimmertemperatur einen Wert von 80.

9Wir nehmen hierbei an, dass d bzw. P in Feldrichtung induziert werden. Dies ist notwendigerweise so.
Falls d und E nicht parallel sind, miissen « bzw. x durch eine Matrix (Tensor) ersetzt werden. Auch ist
der lineare Zusammenhang zwischen d und E nur bei nicht allzu groflen Feldstérken erfiillt.

100hne duBeres Feld weisen die Dipole statistisch in alle 3 Raumrichtungen. 1/3 der Dipole weist im
Mittel in die z-Richtung, parallel zu der das elektrische Feld angelegt sein soll. Die Energie der
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1.10.3 Ferroelektrische Stoffe

Einige Festkorper entwickeln ein permanentes Dipolmoment innerhalb der Kristall-
struktur. Beispiele fiir Ferroelektrika sind Bariumtitanat (BaTiOj3), PbTiO3 oder das
Seignette-Salz (KaNaCH,Og - 4Hy). Die Kristallstruktur des BaTiOg ist in Abb.
gezeigt. Innerhalb einer Einheitszelld-] betrigt das Dipolmolent ca. 2 - 1072 Cm. Die
Abb. zeigt schematisch die Phasenumwandlungen des Materials bei Abkiihlung
zusammen mit der sich bei der jeweils ausbildenden spontanen Polarisation. Es bilden
sich eine Reihe unterschiedlicher ferroelektrischer Phasen aus

In ”Ferroelektrika” sind diese Dipole unterhalb einer charakteristischen Temperatur, der
Curie-Temperatur 7T, iiber viele Atome hinweg parallel zueinander ausgerichtet.

Bei Temperaturen 7" > T, sind die Dipolmomente in Abwesenheit eines dufleren Feldes
ungeordnet (oder noch nicht vorhanden). Man erhélt im dufleren Feld einem Gesetz der
Form P = egxc [, wobei ye = const. /(T —1T,) ist. Die elektrische Suszeptibilitéit divergiert
also bei der Curietemperatur 7.

Die Abb. illustriert dieses Verhalten am Beispiel von PbTiOj3. In der Abbildung sind
drei Groflen gegen die Temperatur aufgetragen: die Dielektrizidtskonstante € = x. + 1, die
Anderung dP/dT der Polarisation mit der Temperatur, sowie die spezifische Wérme bei
konstantem Druck (vgl. Physik I). Die Dielektrizétskonstante ist ebenso widd Xe Oberhalb
von T, proportional zu 1/(T — T,). Unterhalb T, héingt die (spontane) Polarisation stark
von der Temperatur ab, dP/dT erreicht ein Maximum bei 7T,. Die spezifische Wirme
C, hat ein scharfes Maximum bei 7T, was charakteristisch fiir einen Ubergang in eine

geordnete Phase istd.

Die Abb. zeigt nochmals die Abhéngigkeit € oc 1/(T — T.) fiir verschiedene Ferro-
elektrete.

Kiihlt man einen Ferroelektreten durch 7., so ordnen sich die Dipolmomente allerdings
im allgemeinen nicht iiber die gesamte Probe hinweg parallel an. Es existieren vielmehr
ferroelektrisch geordnete Bereiche (Doménen), deren Polarisation in unterschiedliche
Richtungen zeigt.

Durch Anlegen eines dufleren elektrischen Feldes vergrofern sich die Doménen, deren
Polarisation in Feldrichtung zeigt, bis oberhalb einer gewissen ” Sattigungsfeldstirke”
praktisch alle Dipolmomente parallel zum Feld zeigen. Der Effekt ist in Abb. [[317 gezeigt.

in Richtung 42z weisenden Dipole ist $JE = Fd, E,. Die Wahrscheinlichkeit, einen Dipol £d, zu
finden, ist proportional zu exp(+d_ E,/kzT). Die Polarisation ist gerade durch die Differenz der
in +2z bzw. in —z-Richtung orientierten Dipole gegeben, also proportional zu [exp(+d, E,/kgT) —
exp(—d, E,/kgT)]/lexp(+d, E,/kzT) + exp(—d,E,/kzT)]. Der Nenner sorgt dafiir, dass die Wahr-
scheinlichkeit 1 wird, dass die Dipole entweder in +z oder in —z-Richtung orientiert sind. Die
Taylor-Entwicklung fir d E_/kzT < 1 ergibt fiir diesen Ausdruck den Wert d_E,/kgzT, womit
P, ~(1/3)d,(d,E, /kgT) folgt. Dieser Ausdruck wurde in ([CE9) vektoriell geschrieben.

1Die ”Einheitszelle” ist die elementare Atomanordnung, die, immer wieder in den drei Raumrichtungen
zusammengefiigt, schlieflich den gesamten Kristall ergibt.

12Den Unterschied € — y = 1 kénnen wir fiir € > 1 vernachlissigen.

1BGenauer gesagt liegt hier ein Phaseniibergang 2. Ordnung vor, bei dem die Entropie S, d. h. der Grad
der Unordnung im Kristall stetig verlduft, aber einen Knick aufweist. Die Ableitung C’p o« dS/dT springt
dann beim Phaseniibergang.
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(@) (b)

(a) Kristallstruktur von BaTiO, im unpolaren (links) und polaren (rechts)
Zustand (Quelle: Ch. Kittel, Festkérperphysik, 12. Auflage, Abb. 13.10).
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(b) Spontane Polarisation von BaTiO4 bei verschiedenen Temperarturen
(Quelle: Ch. Kittel, Festkérperphysik, 12. Auflage, Abb. 13.11).

Abbildung 1.34: Kristallstruktur und Phasenumwandlung von BaTiOg
Hier wurde ein BaTiOs3-Kristall in verschiedenen elektrischen Feldern mit einer schwa-
chen Saure angeétzt. An den Doménengrenzen findet ein verstiarkter Atzprozess statt, die

Domaéanen werden sichtbar.

Abb. zeigt schematisch die Anordnung der Dipole in einer im hohen &dufleren Feld
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Abbildung 1.35: Dielektrizétskon-
stante ¢ Ye + 1, die Ander-
ung dP/dT der Polarisation mit
der Temperatur, sowie die spe-
zifische Wéirme bei konstantem
Druck fiir PbTiO3 (aus: Ch. Kittel,
Festkorperphysik 12. Auflage, Abb.
13.9).

Abbildung 1.36: Reziproke Dielek-
trizitdtskonstante gegen 1000/ (1T —
T.) fiir verschiedene Ferroelektrete
(aus: Ch. Kittel, Festkérperphysik
12. Auflage, Abb. 13.12).

eindoménig polarisierten Probe. In diesem Fall erhélt man netto makroskopische Ober-
flaichenladungen auf der Probe.

Fiir BaTiO3 werden hierbei bei Zimmertemperatur ”Sattigungspolarisationen” (d.
h. alle Dipole ausgerichtet) P um 0.3 C/m? erreicht. Verringert man das duBere Feld, so
bleibt die Ausrichtung der Polarisation z. T. erhalten, man erhélt nun auch fiir £ = 0 eine
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Abbildung 1.37:  Doméinengrenzen (geschlossene helle Linien) in einem BaTiO;-
Einkristall. Die Grenzen wurden durch Atzen der Oberfliche mit einer schwachen Sdure

sichtbar gemacht. In einer Doméne weist die Polarisation in eine Richtung (aus: Ch. Kittel,
Festkorperphysik 12. Auflage, Abb. 13.22).
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%MMM% Abbildung  1.38: Makroso-
pisch polarisierter Ferroelektret.

Ladungen im Inneren kompen-
$ H $$ $ $$ sieren sich, es erscheint eine sehr

____________ hohe Oberflichenladung

nichtverschwindene Polarisation, die sog. remanente Polarisation. Erst bei Umpolen
des duBeren Feldes kann P bei der Koerzitivfeldstirke Ej, zum Verschwinden gebracht
bzw. umgekehrt werden. Variiert man das Feld zwischen j:E, so wird insgesamt eine
”Hystereseschleife” durchlaufen wie in Abb. dargestellt.

Ganz #dhnliche Eigenschaften lassen sich - bezogen auf magnetische Felder - bei Ferro-
magneten beobachten. Die Krifte, die Ferromagnete aufeinander ausiiben, sind Thnen
vermutlich wohlbekannt. Dagegen verhalten sich Ferroelektrete relativ unscheinbar, ob-
wohl die Coulombkréfte zwischen den Ferroelektreten eigentlich sehr stark sein miissten.
Der Grund liegt darin, dass die Oberflachenladung der Ferroelektreten sehr schnell durch
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Abbildung 1.39: Schematische Darstellung
der Hystereseschleife eines Ferroelektreten

entgegengesetzte Ladungen aus der Luft kompensiert wird, der Ferroelektret also faktisch
neutral erscheint. Andert man aber die Polarisation des Ferroelektreten um Aﬁ, etwa
durch Anderung der Temperatur, so lisst sich die Anderung der Polarisationsladung sehr
wohl beobachten. P lisst sich ebenfalls durch Druck auf den Ferroelektreten dndern. Wir
werden dies nachfolgend im Experiment demonstrieren.

1.10.4 Versuche zur Aufladung und Polarisation von Isolatoren

e Wir beobachten zunéchst, das Papierstiicke von einem geladenen Stab (Kunststoff
bzw. Porzellan) angezogen werden. Das Papier wird polarisiert, die Papierstiicke
entfernen sich von ihrer Unterlage und ”fliegen” zum Stab.

e Wenn wir eine geladene Kugel vor eine elektrisch neutrale Paraffinplatte brin-
gen, so wird die Kugel von der Platte angezogen, wobei der Effekt aber deutlich
geringer ist als beim analogen Experiment mit Konduktoren. Die Paraffinplatte
wird im Feld der Kugel polarisiert (Verschiebungspolarisation), die Kugel wird an-
gezogen.

e Wir erzeugen einen hohen elektrischen Feldgradienten iiber eine geladene metallische
Spitze, die sich vor einer entgegengesetzt geladenen metallischen Platte befindet.
Die Anordnung ist in einem Olbad. Im Olbad strémen Luftblasen. Das Ol wird
polarisiert. Netto erscheinen auf der Blasenoberfliche Ladungen, die Blase verhélt
sich wie ein elektrischer Dipol, wobei die Polaritdt der Oberflichenladungen aber
gerade anders herum ist als dies bei einem Oltropfen der Fall wire (siche auch:
Abschnitt [CTOH). Im dufleren Feldgradienten bewegt sich die Blase deshalb gegen
in Richtung des Feldgradienten, also von der Spitze weg.
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e Die relativ starke Orientierungspolarisation von Wasser demonstrieren wir an

Hand eines Wasserstrahls, auf den wir einen Feldgradienten wirken lassen. Das Feld
richtet die Wassermolekiile (teilweise) aus, diese werden in Richtung des Feldgradi-
enten gezogen. Die Ablenkung des Wasserstrahls ist klar zu beobachten.

Wir konnen jetzt die Wirkung elektrischer Felder auf die Weizengrieskorner im
Olbad qualitativ verstehen. Wir nehmen zunichst an, das elektrische Feld sei réum-
lich homogen und zeige in z-Richtung. Die Kérner werden im elektrischen Feld po-
larisiert (Verschiebungspolarisation), erfahren aber durch das homogene Feld keine
Kraftwirkung. Jetzt miissen wir die Kréfte zwischen den Koérnern beriicksichtigen.
Korner, die kettenartig in z-Richtung angeordnet sind, ziehen sich an, vgl. Abb.
[[40. Die Kréfte zwischen benachbarten in z- oder y-Richtung parallelverschobener
Ketten sind (insbesondere auf Grund der Aufladung der Enden) insgesamt leicht
abstoflend. Dadurch erhélt man dadurch eine Serie gleicherteilter paralleler Ket-
ten, die parallel zur Feldrichung orientiert sind (dass genau diese Anordnung der
Korner die energetisch beste ist konnen wir hier allerdings nicht in Strenge bewei-
sen). In inhomogenen Feldern werden zusétzliche Krifte auf die Kérner ausgetibt, so
dass diese in Richtung des Feldgradienten wandern. Auch in diesem Fall fithren die
Wechselwirkungen zwischen den Koérnern dazu, dass sich diese kettenartig entlang
der Feldlinien anordnen. Die Feldlinien werden dadurch ”abgebildet”.

Abbildung 1.40: Polarisation der
Weizengrieskorner bei der Abbil-
dung elektrischer Feldlinien.

e Experimente mit Ferroelektreten: Wir haben einen Ferroelektreten (BaTiOs) zwi-

schen zwei metallische Platten eingespannt, die mit einem Elektrometer verbunden
sind. Dieses zeigt zunéchst keinen Ausschlag an. Uber die Platten kann eine Kraft
auf den Ferroelektreten ausgeiibt werden. Driicken wir auf den Ferroelektreten, so
andert sich der Atomabstand und damit auch das Dipolmoment und die Polarisa-
tion im Material. Hierdurch &dndert sich die Oberflichenladung des Elektreten, in
den Metallplatten werden durch Influenz elektrische Ladungen erzeugt, das Elektro-
meter schldgt aus. Mit diesem Effekt lassen sich auch Anziinder konstruieren: Man
driickt auf einen Ferroelektreten. Die iiber zwei Spitzen auftretende Spannung wird
so hoch, dass Funkenschlag auftritt.

Der Vorgang funktioniert auch umgekehrt: Durch Anlegen eines elektrischen Feldes
dndert sich die Dicke 1 des Ferroelektreten. Quantitativ gilt (ohne Beweis): [ oc E2.
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Dieser Effekt wird ” Elektrostriktion” genannt. Man kann die Polarisation des Fer-
roelektreten auch durch eine Temperaturdnderung verédndern (”pyroelektrischer
Effekt”, s. auch Abb. [[37).

1.10.5 Wechselwirkende Dipole: Quantitative Betrachtungen

In Abschnitt [CTOTl hatten wir (induzierte) Dipolmomente im &dufleren Feld betrachtet,
dabei aber angenommen, dass deren Dichte so gering ist, dass wir Wechselwirkungen
zwischen den Dipolen vernachlissigen konnten. In diesem Abschnitt wollen wir den Beitrag
mit beriicksichtigen, den die Dipole zum gesamten elektrischen Feld in einer Probe liefern.

Vorbemerkungen:

Elliptische Korper im elektrischen Feld

An eine Probe (Dielektrikum) sei ein duferes Feld Ejy angelegt. Das Dielektrikum wird
hierdurch polarisiert, es entstehen effektiv Oberflachenladungen, die ihrerseits ein elektri-
sches Feld erzeugen, das dem dufleren Feld entgegenwirkt (vgl. Abb. [LZT]).

Fiir das iiber einige Atome (z. B. einer Einheitszelle im Festkorper) gemittelte elektrische

Feld in der Probe schreiben wir:
E=FE,+F (1.60)

By Abbildung 1.41: Dielektrikum im &ufleren Feld.

E; nennt man auch ”Depolarisationsfeld”. Es wird gerade durch die induzierten Ober-
flachenladungen hervorgerufen.

Es zeigt sich nun (ohne Beweis), dass fiir homogene Ellipsoide die durch das Feld E,
erzeugte Polarisation P bzw. das Feld E; im Probeninneren rdumlich homogen ist. Wenn
o entlang einer der Hauptachsen des Ellipsoids angelegt ist, dann ist E, parallel zu dieser
Achse i und es gilt:
By, = N, (1.61)
€o
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Hierbei nummeriert ”¢” die Achsen. Die reellen Zahle N; sind die ” Depolarisationsfak-
toren” oder ”Entelektrisierungsfaktoren”. Es gilt:

Ny + Ny + Ny =1. (1.62)

Die Entelektrisierungsfaktoren fiir spezielle ”Ellipsoide” sind:

Kugel: N = 1/3 fiir alle Feldrichtungen

diinne Platte, Feld senkrecht zur Platte: N =1

diinne Platte, Feld parallel zur Platte: N =0

langer Stab, Feld parallel zur Stabachse: N =0

langer Stab, Feld senkrecht zur Stabachse: N = 1/2.
Abb. zeigt N fiir ein Rotationsellipsoid fiir ein parallel zur Figurenachse angelegtes
Feld. Fiir ein langgestrecktes Ellipsoid (¢ > a) geht N gegen 1, fiir eine oblate Form
(c < a) geht N gegen 0.

\Z
NA

N

Abbildung 1.42: Entelektrisierungsfaktor fiir ein Rotationsellipsoid, parallel zur Figuren-
achse angelegt. (Aus: Ch. Kittel, Festkorperphysik, Abb. 13. 5)

Fiir die Polarisation gilt nach (ChS): P = EOXeE- Am Eingang des Abschnitts hatten
wir uns allerdings noch nicht zwischen Ey und dem Feld im Medium unterschieden. Wir
formulieren jetzt E préziser als das gemittelte Feld im Medium (entsprechend héngt die
atomare Polarisierbarkeit mit dem lokalen Feld zusammen) Wenn Ejy parallel zu einer der
Hauptachsen angelegt ist, gilt also:

- . . NP

P = goXxoE = coxe <E0 - —) (1.63)
€o

(Wir unterschlagen der Einfachheit halber den Index 73", der die Richtung der Hauptachse

nummeriert). Aufgelost nach P ergibt dies:

Xe€0

A R O 1.64
T+ Ny 0 Xeft L0 (1.64)

P=
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Die effektive Suszeptibilitdt xes hdngt also von der Probenform ab, ebenso wie das Feld
E;.

Feld in einem Hohlraum
Wir betrachten jetzt ein Ellipsoid, in dem sich ein ebenfalls ellipsoider Hohlraum befindet,
z. B. eine Hohlkugel oder eine Luftblase (vgl. Abb. [[Z3]).

Das Feld im Hohlraum schreiben wir als

Eur = Ey + E, + E, (1.65)

E = Abbildung 1.43: Elipsoid mit Hohlraum

Zuziglich zu den bereits eingefiihrten Feldern Ey und E; wirkt das Feld Eg, das auch
”Lorentz-Feld” genannt wird. Es riihrt von Ladungen, die auf der Oberfldche des Hohl-
raum induziert wurden. Genau wie auf der d&uleren Oberfliche der Probe heben sich auch
auf der Oberflache des Hohlraums die induzierten Ladungen nicht auf, es entsteht netto
eine Oberflichenladung auf dem Hohlraum. Fiir einen ellipsoiden Hohlraum ist E, bzw.
die durch die Oberflachenladungen erzeugte Polarisation wiederum homogen. Wir nehmen
weiter an, das elektrische Feld sei parallel zu einer Hauptachse des Hohlraum angelegt.
Ez ist dann antiparallel zu El (bzw. parallel zu EO) gerichtet. Fiir eine kugelférmige Blase
gilt: Ey = 1/(3g0)P. Dies ist gerade das negative des Wertes B fiir eine Vollkugel.

Das Feld in einer kugelférmigen Blase innerhalb einer kugelformigen Probe ist also gleich
EO. Die Blase selbst stellt einen Dipol dar, deren Dipolmoment allerdings genau in die
entgegengesetzte Richtung zeigt wie das Dipolmoment eines kugelférmigen Tropfens im
Feld EO. Die Ablenkung einer solchen Gasblase, die allerdings einem inhomogenen Feld
ausgesetzt war, hatten wir ja experimentell (s. Abschnitt [[T04) beobachtet.

Lokal induziertes Dipolmoment, Clausius-Mosotti-Beziehung

Wir fragen jetzt danach, welches Dipolmoment in einem ganz speziellen Atom innerhalb
eines Festkorpers oder einer Fliissigkeit induziert wird. Alle Dipole zusammen erzeugen
ein elektrisches Feld, das verschieden ist vom angelegten Feld Ej. Dieses Feld berechnen
wir mit folgender Idee:
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e wir beschreiben die (ellipsoide) Probe fast iiberall iiber ein iiber eine Atompositio-
nen gemitteltes Feld aufler in der unmittelbaren Nachbarschaft des herausgegriffe-
nen Atoms . Wir betrachten dazu ein (einige Nanometer grofies) Kugelvolumen
um dieses Atom. Hier beriicksichtigen wir die wahren, durch die dort induzierten

elektrischen Dipole erzeugten Felder (vgl. Abb. [[Z4]).

Abbildung 1.44:  Zur Ableitung der Clausius-
Mosotti-Beziehung: Aufteilung der Probe in einen
homogenen Bereich und eine kleine Hohlkugel, in
der die (atomaren) Dipole explizit beriicksichtigt
werden.

E,

Wir schreiben damit das lokale Feld am Ort des Atoms i:

Elok = EO -+ El + EQ + Eg (166)

Zu den uns bereits bekannten Feldern Ej bis E» kommt jetzt das Feld E; der Dipole inner-
halb des Kugelvolumens. Im allgemeinen muss dieses Feld (z. B. per Computer) explizit
berechnet werden. Es gibt aber einige Anordnungen, fiir die dieses Feld verschwindet.
Hierzu gehoren Dipole, die kubisch angeordnet sind (d. h. die Dipole befinden sich auf
den Ecken aneinandergelegter Wiirfel). Wir nehmen an, das duflere Feld bzw. die Dipole
seien in z-Richtung orientiert. Das von diesen Dipolen erzeugte elektrische Feld ist:

' d" . J 9 2 2,2
EElpolz | | de_ | ‘ Z “k Lk yk (167)

Areg Areg ry

Nun sind auf Grund der kubischen Symmetrie und der Symmetrie des Kugelvolumens die
x, y, und z-Richtungen &quivalent, man erhalt:

2 2
yioy
5 5

k i

2
Yk
= E . 1.68

2
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Damit verschwindet EPP! = Fy. Ahnliches gilt auch, wenn die Dipole statistisch verteilt
sind. Man erhélt also:

1 1
Eiox = Ey+ Ey + 3—P E+ 3—P (”Lorentz-Beziehung”). (1.69)
€0

Das lokal am Atom ¢ induzierte Dipolmoment ist:

. . 1 4
di = OéElOk =« (E + —P) . (170)
360

Wir summieren jetzt tiber alle Atome (die wir der Einfachkeit halber als gleichartig an-
nehmen) und erhalten:

- M 1
Zd =P = —aElok = naEy = na (E + 3—P> (1.71)
- €0
Mit P = 50XeE ergibt dies:
E0Xe = NQ (1 + %) (1.72)
oder: no X no
=2y —e):—s . 1.73
xe= o (145) = 5o B+ x) (1.73)
oder:
Xe no . . .
= — (” Clausius-Mosotti-Beziehung”) (1.74a)

Wir koénnen die Clausius-Mosotti-Beziehung mit € = 1 4 y, auch ausdriicken als:

6—1_na
e+1  3e

(” Clausius-Mosotti-Beziehung”) (1.74b)

Die Clausius-Mosotti-Beziehung verkiipft also die makroskopische Grofien x. bzw. ce mit
der atomaren Polarisierbarkeit o auch im Fall ”dichter” Medien (fiir den Fall, dass E3 =
0). Im Grenzfall y. < 1 erhalten wir

Xe ~ X3 no

~ S = —— 1.75
Xe + 3 3 350 ( )

bzw. no
Xe RZ —, (1.76)

€0

was gleich der in [CTOT] benutzten Beziehung fiir y, ist.

Ferroelektrete und Curie-Weiss Gesetz

Wir betrachten nochmals (L), P = na <E + %]3) und schreiben diese als:

. no .
P=(1-2) = haFE. 1.
( 3€0> nao (1.77)
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Hieraus folgt:
P na 1

=~ 0 - nao °
€0E €o T 3e

Xe (1.78)

Diese Suszeptibilitiat divergiert offensichtlich fir na/(3¢9) — 1.

Ohne Wechselwirkung zwischen den Dipolen wére nach (LZ8) xeo = na/eo. Setzen wir
hierfiir ein Curie-Gesetz an, d. h. na/ey = const./T, so erhalten wir aus (CZ3):

const. 1 const. const

T 1-—9t T —const./3 T-T,

Xe = (179)

Dies ist aber genau das Curie-Weif3-Gesetz, das wir bei der experimentellen Behandlung
der Ferroelektrete kennengelernt habe.

Es sei hier nochmals angemerkt, dass y, fiir 7' — T, (von hohen Temperaturen her) gegen
unendlich geht. Ein beliebig kleines dufleres Feld geniigt dann, ein groie Polarisation zu
erzeugen. Unterhalb von 7, ist iiberhaupt kein dufleres Feld mehr nétig.

Andere Formen der Ladungsordnung

Diese ferroelektrische Ordnung ist ein Spezialfall einer ganzen Reihe unterschiedlicher
Ordnungstypen. So existieren auch ” Antiferroelektrika”, in denen sich diese Dipole
unterhalb der ” Néel-Temperatur” antiparallel ausrichten. (Beispiele: WO3, NaNbO3).
Fiir diese Materialien gilt fiir Temperaturen knapp oberhalb der Ordnungstemperatur Ty
(" Néel-Temperatur”):
const.

ST+ Ty
Man beachte das positive Vorzeichen im Nenner. Bei Antiferroelektreten verhélt sich
die Suszeptibilitit oberhalb der Ubergangstemperatur so, als wiirde sie bei —Tx gegen
unendlich laufen.

Weitere Ordnungstypen sind abschlieend in Abb. gezeigt.

Xe (1.80)
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T>T, T<T, T<T,
Faln
Ferrodeformativ Q O IO O I AuBﬂFeld
vrf Ly
i i
Antideformativ P I OI
L
[:..:..) L {=}
Pyroelektrisch ® I®
& = o
< o) =
Ferroelektrisch
Antipolar
Antiferroelektrisch

S

Q
(>

® O ungeladene Atome oder Atomgruppen
QO geladene Atome oder Atomgruppen

Abbildung 1.45: Verschiedene Typen struktureller Phaseniibergéinge (aus: Ch. Kittel,
Festkorperphysik, 12. Auflage, Abb. 13.19).
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1.11 Der Plattenkondensator

Unter einem Plattenkondensator verstehen wir eine Anordnung zweier paralleler metalli-
scher Platten (Flache A), zwischen denen eine Potenzialdifferenz (Spannung) U angelegt

ist (s. Abb. [CZG]).

Spannung
u

Flache A

Ladung
+Q

Abbildung 1.46: Schematische Darstellung eines Plattenkonden-
d sators

Bevor wir genauer auf den Plattenkondensator eingehen, wollen wir zunéchst

1.11.1 Das elektrische Feld einer unendlich groflen metallischen
Platte

betrachten. Die Platte sei positiv geladen und wie in Abb. [LAd in der (y, z)-Ebene orien-
tiert. Das elektrische Feld auflerhalb der Platte muss senkrecht auf den beiden Platteno-
berflichen bei = 0 und x = d stehen, also dort parallel zur x-Richtung sein.

Auf Grund der Symmetrie des Problems wird die Ladung homogen iiber die Oberflichen
der Platte verteilt sein und damit weder die Fldchenladung o (Ladung pro Flicheneinheit)
noch das von diesen Ladungen erzeugte Feld von y und z abhéngen.

Wir betrachten jetzt ein quaderformiges Volumen (Abmessungen XY, 7; der Quader sei in
x-Richtung so gelegt, dass die Platte durch ihn hindurchlduft) und integieren divE = p/gg

uber dieses Volumen:
/// divEdF:// £ (1.81)
\Ys v €0

Die linke Seite ergibt mittels des Gauflschen Satzes:

/// divﬁdf’:/ﬁdf: 2B, oY Z. (1.82)
\% F

Das elektrische Feld durchdringt nur die beiden in der (y, z) Ebene liegenden Quaderseiten;
jede der Seiten liefert einen Beitrag E, (Y Z, wobei Y Z die Flidche der entsprechenden
Quaderseite ist und E,, der Wert des elektrischen Feldes am Ort der entsprechenden
Fléche ist. Die Flachennormalen der beiden Quaderflichen stehen antiparallel zueinander
(sie zeigen nach "auflen”, so dass sich die beiden Beitrige addieren).

Die rechte Seite von ([LET) ergibt [[ [, p/eo = Q/eo, wobei @ die im Quader eingeschlos-

sene Gesamtladung ist. Damit erhalten wir:

Q o

E,og=——=—. 1.83
VTV Zey 2e (1.83)
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Das Feld héangt nicht von x ab, ist also rdaumlich homogen und von den Plattenoberflichen
weggerichtet.

<« H—> < H—>

z <+ H—> z (;++4)“'_A
<+ H—> <t H7>
DI I | iz
<« > <« |+ > i
<« H—> > X <« S > X
<—|+ ++— <+ \ v
<+ H——> <7++*>
<[+ H—> <—++L>
|+ H—— <—++74
E— E o

Abbildung 1.47: Feld einer unendlich grofien metallischen Platte.

1.11.2 Das elektrische Feld im unendlich grofier Plattenkonden-
sator

Wir betrachten jetzt zwei parallele, unendlich grofie Platten im Abstand d (Die Platten

sind wiederum in der (y, z)-Ebene unendlich ausgedehnt). Die Platten seien entgegenge-

setzt geladen (Fliachenladungsdichten +o0). Zwischen den Platten addiert sich das Feld
der Platten zu: - -

E,=2—=—. 1.84

280 €0 ( )

Im Auflenraum kompensieren sich die Beitrége durch die beiden Platten, das Gesamtfeld

ist dort Null (s. Abb. [CZ).

7 N SR P — < H—> ,
N ) TR e — <N H—>
........... ) R D S— <[+ H—>
........... |- | <N H—>
........... ) TR D S— <—H+F H—>
........... ) TR B S— <[+ H—> -
........... ) R D S— <—+ H——> -
........... ) R D S— <+ H—> _
........... ) S DV S— <N H——> E
........... o | € H—> -
0 d T X _ - X

Abbildung 1.48: Elektrisches Feld im unendlich groBen Plattenkondensator
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1.11.3 Das elektrische Feld im endlich grofien Plattenkondensa-
tor

SchlieBlich betrachten wir einen Plattenkondensator endlicher Gréfle. Am Rand jeder
der beiden Platten wird das elektrische Feld auch Beitrdge in y- und z-Richtung haben.
Dadurch wird auch das Feld des Plattenkondensators am Rand inhomogen wie in Abb.
[[43 skizziert. Das Feld ”leckt” gewissermaflen am Rand aus dem Kondensdator heraus.

Die Abb. 1.50 zeigt experimentelle Feldlinien, wie sie mittels der Weizengrieskorner ge-
wonnen wurden.

N

>
+>
+

¥ + + +++ ++

Abbildung 1.49: Feld um eine endlich grofie

F+ + + + +

H-

NIERRRRARRIV
ULV
O

« ¥+ F F F F ¥ ¥ F ¥4
Fy + + + o+ o+ o+ 4 4 4]

Platte (links) und einen endlich groBen
\/ Plattenkondensator (rechts) (Schemazeich-
nung)

Abbildung 1.50: Feld um eine endlich groBe Platte (links) und einen endlich grofien
Plattenkondensator (rechts) (Experiment)
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1.11.4 Das Potenzial im Plattenkondensator

Die negativ geladene Platte des Kondensators sei bei z = 0, die positive Platte bei z = d.

Das elektrische Feld (wir vernachlissigen das Randfeld) ist dann E = —(o/g0)é,, mit
o > 0. Es gilt:
Lo d
E=Vop bzw. E, = 2%
€0 dx
Die Integration liefert:
o
plr) = (0) = —x
€0

Speziell bei x = d, also am Ort der positiv geladenen Platte, gilt:

o(d) — p(0) = j—od.

Der Spannungsabfall U zwischen den Platten ist gerade U = ¢(d) — ¢(0) = (0/go)d. Mit
E = 0/¢¢ konnen wir dies auch schreiben als:

U=E-d (1.85)

Im Auflenraum ist das elektrische Feld null und damit ¢ = const.. Damit erhalten wir
den in Abb. [[1]] skizzierten Potenzialverlauf.

odle,

L] - Abbildung 1.51: Potenzialverlauf im Kon-
densator

Die Einheit der Spannung U ist Volt (V). Mittels des Kondensators kénnen wir jetzt
eine genauere Vorstellung entwickeln was 71 Volt” bedeutetd.

Wir nehmen d = 1m und U = 1V an. Damit ist £ = o/gp = 1V/m, was mit g9 =
8.85-107'2 C/m?N bedeutet, dass eine Flichenladungsdichte o = 8.85-1072 C/m? auf den
Platten vorliegt. Dies entspricht 5.5-107 Elementarladungen/m? bzw. 1 Elementarladung
pro 1.8 - 1078 m? bzw. 1 Elementarladung pro 1.8 - 10* yum?.

Analog hétten wir 1V auch iiber das Potenzial einer Punktladung einfithren kénnen.
Fiir eine Punktladung gilt:
1 @

dmeg T

o(r) (1.86)

14Es sei hier aber angemerkt, dass im SI-System das Volt eine abgeleitete Grofe ist. Die elektrische
Basisgrofie ist das Ampere als Einheit fiir den Strom. Wir werden hierauf spéter genauer eingehen.
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Dieses Potenzial verschwindet im Unendlichen. Wir definieren U = (1) — p(00) = (7).
Fiir Q = 1 Coulomb erreichen wir U = 1V fiir r = 9 - 10 m. Alternativ erreichen wir fiir
@ = e 1 Volt fir r = 1.44 nm.

1.11.5 Experimente zum Potenzial

Potenzialwaage

Im ersten Versuch bestimmen wir die Kraft, die auf die positiv geladene Platte eines Plat-
tenkondensators wirkt. Die positiv geladene Platte ist vertikal iiber der negativ geladenen
angeordnet. Aus dieser Platte kann ein Teilstiick (”Testplatte”, Fliche A) aus dem Zen-
trum herausgehoben werden. Die Anordnung (s. Abb. [[22) ermoglicht es, Randeffekte zu
minimieren: Im Bereich der Testplatte ist das Feld noch (nahezu) vollsténdig homogen,
Randeffekte treten erst am Rand der &ufleren Platte auf.

Testplatte

I:Feder

Testplatte

Abbildung 1.52: Oben: Schematischer Autbau der Potenzialwaage, unten: Die Potenzial-
waage

Im Kondensator gilt: E = U/d. Auf der Testplatte sei die Ladung @). Diese Platte wird
damit (zusitzlich zur Schwerkraft) mit der Kraft

L
F=—JQEe. (1.87)
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nach "unten”, d. h. in Richtung —é, gezogen. Diese Kraft muss von der aufgebracht
werden, um die Platte abzuheben.

Der Faktor 1/2 rithrt in ([CED) daher, dass wir die Testplatte im Feld der anderen Kon-
densatorplatte betrachten miissen. Wir diirfen also nur den Beitrag (L83) benutzen.

Fiir den Betrag der Kraft gilt:

1 1 , 1 U\’
F=QFE = 5(EAeO) B = gAs B = gAs ( — ) (1.88)

Mit A =44cm?, d = 1cm, U = 5kV erwarten wir eine Kraft von 4.86 - 1073 N, was recht
genau dem Wert entspricht, den wir experimentell beobachtenl.

Ausmessen von Potenzialdifferenzen mit der Flammsonde

Eine Flammsonde besteht aus einer metallischen Spitze, die an einen isolierenden Schlauch
angeschlossen ist. An der Spitze brennt eine kleine Flamme (s. Abb. [L23). An der Spitze
werden freie Ladungstriger erzeugt, so dass die Spitze schnell das Potenzial der Umge-
bung annimmt. Mann misst jetzt die Spannungsdifferenz zwischen der Spitze und einem
Nullpunkt, der in der Regel das Erdpotenzial ist. Mit dieser Anordnung fahren wir das
Potenzial im Kondensator ab und erkennen den linearen Anstieg von der (geerdeten)
negativen Platte zur positiven Platte.

Wir messen zum Vergleich ebenfalls das Potenzial innerhalb und auflerhalb eines Fara-
daykifigs aus. Innerhalb ist U = const, aulerhalb féllt U in etwa wie 1/r ab.

Schlauch ‘\

Spitze
Flamme

Abbildung 1.53: links: Schematischer Autbau der Flammsonde, rechts: Flamme im Plat-
tenkondensator

15Es sei angemerkt, dass wir im Prinzip diese Anordnung verwenden kénnten, um die Einheit 71 Volt”
auf eine Kraftmessung zuriickzufiihren. Allerdings wird das Volt heutzutage durch Quanteneffekte auf
eine Frequenzmessung zuriickgefiithrt. Wir werden darauf spéter noch kurz eingehen.
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1.11.6 Die Kapazitit des Plattenkondensators

Wie definieren die Kapazitit eines Plattenkondensators als:

C=z (1.89)

Die Einheit der Kapazitit ist Farad [F]. 1F =1C/V.
Mit U = Ed = od/ey = Qd/(Asp) erhalten wir:

A
= go= 1.
C o d ( 90)

mit dem Abstand d zwischen den Kondensatorplatten und der Plattenfliche A.

Analog kénnen wir auch die Kapazitdt anderer metallischer Objekte bestimmen. So er-
halten wir fiir eine leitende Kugel mit Radius R aus der allgemeinen Beziehung U =
o(r) — (00) = Q/(4megr) auf der Kugeloberfléiche:

C = 4reoR (1.91)

Dies ist die Kapazitit einer leitenden Kugel gegeniiber dem Unendlichen (man beach-
te, dass dagegen die Kapazitiat des Plattenkondensators auf die negativ geladene Platte
bezogen ist).

Ganz allgemein kénnten wir auch N metallische Kérper betrachten. Der i-te Korper tra-
ge die Ladung @Q; und befinde sich (bezogen auf ein gemeinsames Erdpotenzial) auf dem
Potenzial ;. Dann gilt fiir die Ladung auf Kérper k: Qp = sz\il Cirpr mit der Kapa-
zitatsmatrix Cj. Im allgemeinen muss man die Cy, numerisch berechnen, wofir aber
geeignete numerische Routinen existieren.

1.11.7 Energie des Plattenkondensators

Wir berechnen die Energie im Plattenkondensator auf mehrere &dquivalente Weisen.
Zunéchst stellen wir uns vor, die Energie stecke im elektrischen Feld. Die Energiedichte

w des elektrischen Feldes ist (s. Abschnitt [CH):

1

w = 550E2. (ﬂBﬂ)

Integration iiber das Volumen des Kondensators (wir vernachléissigen wiederum Randfel-
der) liefert:

1
W=w-V= 550E2 - Ad (1.92)

Hierbei ist A die Fliache der Kondensatorplatten, d der Abstand zwischen den Platten.

Wir kénnen unter Benutzung von E = /¢y = Q/Aey und C = g9 A/d umschreiben:

1N, 1 d @
W == (—> Ad = §Q2 CATac (1.93)
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Benutzen wir weiter U = Ed und Q = C'U, so erhalten wir

1 1.,
W =5 =5QU = ;0% (1.94)

Welche der drei Ausdriicke in ([C94)) fiir Berechnungen relevant ist, hingt davon ab, welche
GroBe (Q oder U) im Experiment vorgegeben ist.

Wir kénnen W auch dadurch berechnen, dass wir, ausgehend von ungeladenen Kondensa-
torplatten, Ladungen dq sukzessive von der linken zur rechten Kondensatorplatte trans-
portieren. Nach einiger Zeit wird die eine Platte die Ladung —¢q, die andere die Ladung
+q tragen. Die Energie, die nétig ist, um dq gegen diese Ladung zu transportieren, ist
dW = U(q)dq. Integration liefert die gesamte Energie, die notig ist, um die Platten auf
die Ladungen +@ aufzuladen:

W= / /0 Lig= 2 (1.95)

was mit ([C34) iibereinstimmt. Die Energie, die aufgebracht werden musste, um den Kon-
densator zu laden, steckt als Energieinhalt im Kondensator.

Experimentell beobachten wir den umgekehrten Vorgang: Wir entladen einen Konden-
sator dadurch, dass eine metallische Kugel zwischen den Platten hin- und herpendelt.
Nach Beriithrung mit z. B. der positiven Platte nimmt sie Ladung von dieser auf, wird
abgestoBen, gibt diese Ladung an die negative Platte ab und pendelt (jetzt negativ ge-
laden) zurtick. Mit dieser Pendelbewegung konnte Arbeit verrichtet werden, die Energie
des Kondensator also in mechanische Arbeit umgewandelt werden.

Wir konnen uns drittens vorstellen die Kondensatorplatten beriihren sich anfinglich (d.

h. d = 0). Wir stellen uns vor, die Ladungen +@ werden (z. B. durch Influenz) auf die
beiden Platten verteilt; anschlieBend ziehen wir die beiden Platten auf den Abstand d
auseinander. Hierbei miissen wir die Arbeit:

QQ
W= [ Fdz= E dx dr = -Q? — 1.96
/ v /Q /QQAeoglj QA»SO - 20 (1.96)

verrichten, was wiederum mit ([C34)) iibereinstimmt.

Bei diesem ”Ziehvorgang” nimmt die Kapazitiat C' mit wachsendem d ab.

Wenn wir () konstant halten, so bedeutet dies, dass U = Q)/C proportional zu d zunimmt.
Die Energie W wéchst entsprechend ([L9d) proportional zu d.

Wir héitten auch die Spannung U vorgeben kénnen. Dann gilt mit @ = CU o 1/d, dass die
Ladung auf den Kondensatorplatten wiahrend des Auseinanderziehens abnimmt. Ebenso
fallt W = CU?/2 proportional zu 1/d.

Im Experiment demonstrieren wir das Anwachsen von U fiir Q = const. Wir messen
dabei U durch ein am Rand des Plattenkondensators angebrachtes Elektrometed. Der
Ausschlag des Elektrometers vergrofiert sich beim Auseinanderziehen.

16Das Elektrometer misst primér die Ladungen (bzw. die Coulomb-Kraft zwischen den Ladungen), die
sich auf dem Elektrometer befinden. Das Elektrometer ist elektrisch leitend mit der positiv geladenen
Kondensatorplatte verbunden, befindet sich also auf deren Potenzial. Die andere Platte ist geerdet,
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1.11.8 Parallel- und Reihenschaltungen von Kondensatoren

Wir betrachten zwei parallelgeschaltete Kondensatoren (Kapazitdten C; und Cy), deren
obere bzw. untere Platten elektrisch leitend miteinander verbunden sind. Die beiden Kon-
densatoren sind mit einer Spannungsquelle U verbunden.

U U, C, Q, U, C, Q,

Abbildung 1.54: Zwei parallelgeschaltete
Kondensatoren

Die beiden oberen bzw. unteren Platten befinden sich auf jeweils gleichem Potenzial.
Damit liegt an beiden Kondensatoren die Spanung U an. Fiir die Ladungen @); und @5
auf den Platten der Kondensatoren 1 und 2 gilt also:

Q1 =CU (1.97a)
Q2 = CoU (1.97Db)

Die Gesamtladung auf beiden Platten ist:

Qges = Q1 + Q2 = (C1 + Cy)U = CysU (1.98)

Die beiden parallelgeschalteten Kondensatoren entsprechen also einem einzigen Konden-
sator mit der Kapazitét

C’ges - Cl + C12 (199)

Vollig analog erhalten wir fiir N parallelgeschaltete Kondensatoren:

N

Coes = > C; (1.100)

i=1

Fiir parallelgeschaltete Kondensatoren miissen wir also die Kapazititen addieren,
um die Gesamtkapazitéit der Anordnung zu erhalten.

Wir betrachten jetzt zwei in Reihe geschaltete Kondensatoren (s. Abb. [ChH). Die untere
Platte des Kondensators 1 ist elektrisch leitend mit der oberen Platte des Kondensators 2
verbunden. Diese Platten liegen daher auf gleichem Potenzial. Entsprechend miissen diese
Platten die entgegengesetzt gleiche Ladung tragen.

befindet sich (wie der Rest des Horsaals) auf Erdpotenzial. Die Ladung Q* auf dem Elektrometer
hingt damit via @* = C,4U von der Spannung {iber den Kondensatorplatten ab, wobei C g sich aus
Beitrdgen sowohl von der geerdeten Kondensatorplatte als auch vom ”Rest der Welt” zusammensetzt.
Der letztere Anteil dominiert, so dass sich Q* praktisch nicht dndert, wenn wir die Kondensatorplatten
auseinanderziehen. Der Elektrometerausschlag ist damit also proportional zu U. Wir demonstrieren dies
auch dadurch, dass wir U mittels einer Spannungsquelle vorgeben. Der Elektrometerausschlag bleibt
dann konstant.
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U1’ Cx’ Q1

U2’ C2’ QZ

Abbildung 1.55: Zwei in Reihe geschaltete
Kondensatoren

Fiir die beiden Kondensatoren gilt damit:
Q=0Q=Q. (1.101)

Ferner addieren sich die Spannungsabfille {iber den Kondensatoren zur anliegenden Span-
nung U:

Andernfalls wiirde die obere Platte des Kondensators 1 bzw. die untere Platte des Kon-
densators 2 nicht auf dem Potenzial der jeweiligen Anschliisse an die Spanungsquelle
liegen.

Hieraus folgt:

Q @ 11 Q
U=U+Uy==++=Q | =+= )= . 1.103
SRR AY? G G) T Cu _—
Es gilt also:
1 1 1
= —+ —. 1.104
C’ges C’1 * C12 ( )
Analog finden wir fiir N in Reihe geschaltete Kondensatoren:
N
1 1
= —. 1.105
C’ges zzl Cz ( )

Wir miissen die Kapazitédten von in Reihe geschalteten Kondensatoren also reziprok
addieren, um (das Inverse) der Gesamtkapazitét der Anordnung zu erhalten.

Mit den Beziehungen (LI00) und (LI0A) kénnen wir auch die Gesamtkapazitit allge-
meiner Verschaltungen von Kondensatoren berechnen. Beispielsweise finden wir fiir die
Kapazitit zweier parallelgeschalteter Kondensatoren Cy und Cy, die ihrerseits in Rethe
zu einer Kapazitit Cs angeordnet sind: Cges = C3 + C), mit 1/Cy = 1/Cy + 1/Cy bzw.
C” = 0102/(01 + Cg).
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U1’ Cx’ Q1

U2’ C2’ QZ

Abbildung 1.56: Anordnung zur Kapa-
zitdtsmessung

Um Kapazitdten zu messen, kénnen wir z. B. die in Abb. gezeigte Anordnung ver-
wenden. Hierbei muss eine der Kapazitéten (z. B. C3) bekannt sein.

Fiir die in Reihe geschalteten Kondensatoren gilt Q)1 = )2 und U = U; + Us.

Hieraus folgt:
Uy

U-Uy

Bei bekanntem U und Uy konnen wir C; berechnen.

Weitere Methoden zur Kapazitdatsbestimmung, die Wechselspannungen verwenden, wer-
den wir etwas spéter kennenlernen.

1.11.9 Freie Ladungen im Kondensator

Man kann elektrische Ladungen in den Kondensator bringen und diese dort beeinflussen.

e In einem ersten Demonstrationsversuch laden wir einen metallischen Ball an der
positiven Platte auf. Er wird auf die negativ geladene Platte hin beschleunigt und
fliegt dort durch ein Loch aus dem Kondensatorinneren heraus.

e Wir stellen eine Kerze ins Innere des Kondensators. Sobald wir eine Spannung
anlegen, wird die Kerzenflamme auseinandergezogen. In der Kerze werden freie La-
dungen (Elektronen und positive lonen) erzeugt, die auf die positive bzw. negative
Platte hin beschleunigt werden und die Flamme verformen. (s. Abb. [Ch1)

e Eine etwas ernsthaftere Anwendung besteht darin, einen Strahl freier Elektronen
parallel zu den Kondensatorplatten in den Kondensator einzuschieflen. Die
Elektronen werden im Feld je nach Polaritit der angelegten Spannung auf eine der
beiden Platten hin beschleunigt (Bewegungsgleichung: ma = eE). Der Strahl wird
also beim Durchlaufen des Kondensators in der Ebene parallel zur Feldrichtung
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Abbildung 1.57: Kerze im Kondensator

abgelenkt. Man niitzt dies aus, um einen Elektronenstrahl etwa beim Oszilloskop
oder auch beim Fernseher durch ” Ablenkkondensatoren” iiber den Bildschirm zu
steuern. Man benétigt zwei Kondensatoren mit Feldern in y- und z-Richtung, um
einen urspriinglich in z-Richtung laufenden Strahl {iber einen in der (y, z)-Ebene
angebrachten Bildschirm {iber den gesamten Schirm zu bewegen.

Oltropfchenversuch:R. A. Millikan brachte 1910 sehr kleine geladene Oltropfchen
in das Feld eines Kondensators, deren Platten parallel zum Erdboden orientiert wa-
ren. Die Ladung der Tropfchen betrug ein geringes Vielfaches der Elementarladung
e. Bei geeigneter Feldstiarke kompensieren sich die Coulombkraft und die Gewichts-
kraft auf das Tropfchen:

m-g=q-FE. (1.107)

Noch unbekannt ist die Masse der Tropfchen. Es gilt:

4
m = p(jl?ﬂ-?“?’, (1.108)

wobei pg, die bekannte Dichte des Ols und r der Radius der kugelférmigen Tropf-
chen ist. Der Radius ldsst sich dadurch bestimmen, dass man die Tropfchen bei
abgeschaltetem elektrischem Feld fallen ldasst. Nach einer kurzen Beschleunigungs-
strecke nimmt die Geschwindigkeit v der Tropfchen, die experimentell bestimmt
werden kann, einen konstanten Wert an, der durch die Balance von Schwerkaft und
geschwindigkeitsabhédngiger Reibungskraft (der Stokes’schen Reibungskraft) gege-

ben ist: A
T
FReibung = 6mnro = polgr?’g = myg (1.109)
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Aus (CI09) und (CIOD) 1dsst sich ¢ bestimmen. Millikan fand, dass ¢ in Einheiten
von e = 1.6 - 107 C auftritt und entdeckte damit die Elementarladung. Fiir diese
und andere Entdeckungen erhielt Millikan 1923 den Nobelpreis.

1.11.10 Kondensator mit Dielektrikum

Wir legen zunéchst an einen leeren Kondensator die Spannung U an, entfernen dann die
Spannungsquelle und messen die Ladung ) = () auf den Platten dadurch, dass wir die
Ladung abflieflen lassen. Wenn wir jetzt ein Dielektrikum (Paraffin) in den Kondensator
schieben, diesen dann wiederum auf U aufladen und dann wiederum die Ladung @ = (),
messen, so finden wir, dass (J; mehr als das doppelte von @)y betrug. Wir definieren:

%ﬁ:giizg%:a (1.110)

Hierbei ist fiir Paraffin € ~ 2. Wir bringen in einem zweiten Versuch den leeren Konden-
sator feste Ladungen @ auf die Kondensatorplatten und schieben dann bei ) = const.
die Paraffinplatte bzw. eine Glasplatte ein. Die Spannung iiber dem Kondensator (wir
messen diese wiederum iiber ein Elektrometer) sinkt beim Einschieben der Platten auf
den Wert U; ab und kehrt beim Herauszichen der Platte wieder ndherungsweise auf ihren
alten Wert zuriick. Quantitativ erhalten wir:

UO Cl

— =—=¢. 1.111

0.~ G (1.111)
Wie héngt nun das Feld im Kondensator mit der im Abschnitt [LT0 diskutierten Polari-
sation bzw. € mit y zusammen?

Fiir das Feld im mit dem Dielektrikum gefiillten Kondensator gilt nach Abschnitt [CT0

E = Ey+ E (CEm)
Ni 1

El,i - — gp (m)
0

Der Entelektrisierungsfaktor ist fiir die betrachtete Geometrie (Platte, Feld senkrecht zur
Plattenebene) N = 1. Wir erhalten also:

E=Fy— —=Ey—x.E (1.112)
€o
und hieraus: .
E= (1.113)
I+ x1
bzw: 5 U
0 0
20 _ 20 14y = 1.114
B tXe=e ( )

Die in (ICTTT) definierte Konstante ¢ ist also gleich der Dielektrizitatskonstanten, die wir
bereits in Abschnitt [LT0 benannt hatten.
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Fiir die Kapazitit eines Kondensators mit Dielektrikum gilt also:

A
C= g0 (1.115)

Durch messen von C' lésst sich also sehr bequem ¢ bestimmen. Einige Zahlenwerte sind
nachfolgend aufgelistet.

‘ Material H € ‘
Luft 1.006
Paraffin 2..2.3
Quarzglas 3.7
Alkohol 26
Glyzerin 56
H,0O (300 K) 81
BaTiO3 (300K) || >1000

Tabelle 1.1: Dielektrizitatskonstanten verschiedener Materialien

Im Experiment vergleichen wir einen leeren Kondensator (Plattenfliche 135cm?, Plat-
tenabstand 1cm) mit einem mit BaTiOj3 gefiillten Kondensator (Plattenfliche 1.1 cm?
Plattenabstand 2 mm). Ohne Fiillung wire die Kapazitéit dieses Kondensators einen Fak-
tor 24 kleiner als die des ersten Kondensators. Mit BaTiO;3 ist dessen Kapazitiat einen
Faktor 100 grofler, wie wir durch Messung der von den Kondensatoren abflieSenden La-
dungen bestéatigen; € betrug also ca. 2500.

Ferroelektrete wie BaTiOj3 erlauben also den Bau kleiner Kondensatoren hoher Kapazitét.
Mit Dielektrika gefiillte Kondensatoren erlauben oft auch sehr hohe Feldstérken, bevor
diese zerstort werden (” Durchbruchsfeldstérken”).

Feroelektrika werden zur Zeit sehr intensiv untersucht. Sie werden absehbar eine immer
grofere Rolle etwa im Bereich der Mikroelektronik (Transistoren, Speicherelemente) spie-
len.
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1.12 Makroskopische Elektrostatik

1.12.1 Polarisation, dielektrische Verschiebung

In den vorangegangenen Abschnitten hatten wir die beiden Grundgleichungen der Elek-
trostatik

rotE =
div E =

9=

kennengelernt. Diese Gleichungen helfen uns aber zunéchst nur, wenn wir die Ladungsdich-
te p vollstindig kennen. In diese Ladungsdichte p mufl auch die Verteilung der atomaren
Ladungen aufgenommen werden, wenn wir z.B. das elektrische Feld einer makroskopischen
Ladungsverteilung in einem Medium berechnen wollen. Zwar mag dieses Medium zunéchst
einmal elektrisch neutral sein, es gibt gleich viel positive wie negative Ladungen. Wird
aber durch die makroskopischen Ladungen ein elektrisches Feld erzeugt, so werden sich
auch die Ladungsverteilungen auf atomarem Niveau nach diesem makroskopischen Feld
ausrichten. Die Atome werden polarisiert (siche Figur [Ch8): Die eventuell vorhandenen
Dipolmomente richten sich nach dem makroskopischen elektrischen Feld aus oder werden
erst durch dieses Feld induziert. Ziel der folgenden Uberlegungen ist es, die Effekte dieser
Polarisation des Mediums auf das resultierende elektrische Feld zu bestimmen.

N

>

Abbildung 1.58: Polarisation der elektrischen Ladungsverteilung eines Atoms durch eine
elektrisches Feld

Betrachten wir zunéchst den Beitrag der Ladungsverteilung eines Molekiils j, lokalisiert an
der Stelle 7}, auf das elektrostatische Potential ¢ an der Stelle 7. Der Vektor 7 bezeichne
die Position einer Ladung im betrachteten Molekiil relativ zum Zentrum des Molekiils 7.
Damit berechnet sich der Beitrag der molekularen Ladungen zum Potential:

¢j(f')=41 = ijF’) d*r'. (1.116)

Da die Absténde der einzelnen Ladungen des Molekiils von dessen Zentrum, |'| sehr viel
kleiner sind als der typische makroskopische Abstand des Beobachterpunktes 7 von der
Position des Molekiils r;: |[7'| < [ — 7| wird eine Taylor-Entwicklung des Integranden
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um 7’ = 0 sehr rasch konvergieren:

1 1 - 1
¢;(F) = /dgf’p(f")'( <+ Vi, +>

dmeg |7 — 7] |7 — 7]
1 q; 1 = 1 321 (==
- V. d
dmeo [F—1| | dmeg |7 — 3|/ P s
| S —
d;

wobei V der Gradientoperator ist, dessen Ableitungen auf den Vektor 7; bezogen sind. d
bezelchnet das Dipolmoment des Molekiils j (vergleiche den Abschnitt Multlpolmomente)
Nun koénnen wir den Beitrag aller Molekiile j zum Gesamtpotential ausrechnen:

1 4 1 -1 -
m = = - VF- = - d;
¢Gesa t(f) 47T€0;‘7”—7”j‘ +47T€0; J|,r_7n,‘ J+

Vernachléssigen wir im folgenden die Beitrdge hoherer Ordnung in der Taylor-Entwick-
lung und ersetzen wir die Summation iiber die einzelnen Atome j durch eine Integration
tiber die entsprechende Ladungsverteilung p(7’), beziehungsweise die Dipoldichte bezie-

hungsweise die entsprechende Polarisationsdichte P(7), berechnet sich:

! 1 - 1
csamt (7) = g L) /d“P Y

|7 — 7 Ameg

(1.117)

Betrachten wir das zweite Integral auf der rechten Seite dieser Gleichung etwas genauer
in der kartesischen Darstellung, so konnen wir dieses Integral schreiben in der Form

o d 1 o d 1 o d 1

7= /dx dy' dz' [Pz( )%m + P, (7 )d—y’m + P.(7 )@m
(1.118)

Dieses Integral besteht also aus 3 Summanden, von denen wir zunéchst den ersten be-

trachten wollen und dabei speziell die Integration iiber die Koordinate z’. Der Integrand

dieses ersten Terms besteht aus einem Produkt der Faktoren P, und der Ableitung der

Funktion 1/|7— 7’| nach der Integationsvariablen z’. Durch partielle Integration ergibt

sich dafiir
e d 1
7, = da' Py — ———
! / T |77 — 7|

o g 1
|
. /_ T de T

(e o]

1
|—» —»/|

r—r

P,

[e.9]

g

=0

Wie bereits in dieser Gleichung angedeutet verschwindet der Beitrag von den Integrati-
onsgrenzen, da fiir ¥’ = +oo der Integrand null wird. Natiirlich gilt diese Gleichung auch
noch, wenn wir iiber ¥/ und 2’ integrieren. Ahnliche partielle Integrationen kann man auch
fiir den zweiten und dritten Summanden in ([CII8) durchfiihren, so dass sich insgesamt
ergibt

1 d 1
Py
+ dz' :(7 )|F

—»,|

— —

=7

d 1 d .
I = —/d:p’dy'dz’ @Paj(r )|F—F’| + — P, (")

dy Y
4 1
_ 3 =/ / —
- /dr [v B )] pl
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Setzt man dieses Ergebnis wieder in den Ausdruck ([CIT7) ein, so ergibt sich fiir das

Potenzial oo
1 71 N P(F!
6 = /d%?’ pi") = VIPAT) (1.119)

Dies ist das Potenzial einer Ladungsverteilung
P’y = p(F') = V' - P(7").

Die effektive Ladungsdichte p enthélt also sowohl die Information iiber die Ladungsdichte
als auch iiber die Effekte durch die Polarisation des Mediums. Diese effektive Ladungs-
dichte p ist die Quelle fiir das elektrische Feld F. Wir kénnen also schreiben:

5 (p-av P@)
divE = — =
€0 €o

oder diese Gleichung auch umformen auf die Form
div (80E + ﬁ) —divD=p. (1.120)
Dabei haben wir ein neues Feld definiert
D:=gE+P (1.121)

das man als Dielektrische Verschiebung oder aber auch als Elektrische Flussdichte
bezeichnet. Dieses Feld D ist so definiert, dass seine Quellen durch die urspriingliche
Ladungsdichte p gegeben sind. Diese elektrische Flussdichte entspricht also bis auf den
Faktor ¢y dem elektrischen Feld, das vorliegen wiirde, wenn kein polarisiertes Medium
vorhanden wiire. Ist die Polarisation P des Mediums aber von null verschieden, so erhalten
wir, wie wir in der Diskussion der Polarosationseigenschaften gesehen haben, in der Regel
eine Polarisation, die proportional zur elektrischen Feldstéirke E ist

ﬁ = XelgOﬁa

mit der elektrischen Suszebtibilitat, x.;, eine Materialkonstante, die charakteristisch fiir
das Medium ist. Damit ergibt sich fiir die Dielektrische Verschiebung

D=cy(1+ xa)E = coeE, (1.122)

wobei wir mit der Dielektrizitdtskonstanten ¢ = (1 + x.;) eine zur Suszeptibilitét
alternative Materialkonstante fiir das Medium eingefiihrt haben.

Zur weiteren Veranschaulichung der Unterschiede zwischen dem elektrischen Feld und der
Dielektrischen Verschiebung betrachten wir einen einfachen Plattenkondensator, wie er
in Abb. a) dargestellt ist. Die linke Platte ist positiv geladen, die rechte negativ,
was durch die vier “4”7 beziechungsweise die vier “-”7 Zeichen dargestellt sein soll. Die
positiven Ladungen sind Quellen des elektrischen Feldes, also Startpunkte von Feldlinien,
die negativen sind Senken, also Endpunkte. Der Raum zwischen den Kondensatorplatten
im Teilbild a) sei leer, enthalte jeweils kein Medium, was polarisiert ist. In diesem
Fall repréasentieren die Feldlinien das elektrische Feld E oder aber auch die Dielektrische
Verschiebung, die ja im Vakuum (wir ignorieren hier die Konstante &¢) identisch sind.
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_ 0 o + 0 -
| — S 1= B T =
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Abbildung 1.59: Plattenkondensator ohne (a)) und mit Dielektrikum (b) und c))

Im Teilbild b) und c¢) betrachten wir den gleichen Kondensator mit gleich vielen
Ladungen auf den Platten. In diesem Fall soll sich aber ein polarisiertes Medium zwischen
den Platten befinden. Diese Polarisation sei durch die schematische Darstellung der Dipole
charakterisiert. Die Gesamtladung des Dielektrikums zwischen den Platten ist identisch
Null, so wie das auch durch die Aufsummation der Ladungen in dem mit der gestrichelten
Linie umrandeten Rechteck des Teilbildes b) zum Ausdruck kommt. Summieren wir
aber die Ladungen so auf, wie das im Teilbild c) dargestellt ist, so wird deutlich, dass
unter Beriicksichtigung der Polarisation die Zahl der Feldlinien des elektrischen Feldes von
der linken zur rechten Platte reduziert wird. Bei konstanter Ladung wird das elektrische
Feld im Kondensator durch ein polarisiertes Medium reduziert. Da die Ladungen ohne
Polarisationseffekte aber identisch sind, ist die Dielektrische Verschiebung D mit ohne
Dielektrikum die gleiche. Es gilt also

[ja) = ﬁb) = Eoﬁa) = 80€E_:b) s
wobei ¢ die Dielektrizitétskonstante des Mediums in b sein soll. Damit gilt

Ey 1 Us)

Ea) £ U a) .

In der zweiten Gleichung wurde benutzt, dass die elektrischen Felder als negativer Gra-
dient des Potenzials ¢ berechnen, und die Spannung U ja gerade die Potenzialdifferenz
zwischen den Kondensatorplatten bezeichnet. Damit gilt aber auch fiir das Verhéltnis der
Kapazitdten des Kondensators mit Dielektrikum Cj) und ohne Dielektrikum Cj,

Cy  QUy _ .
Ca) Ub) Q

1.12.2 Grenzbedingungen der Elektrostatik

Betrachten wir zwei Medien mit den Dielektrizitatskonstanten £; und 5. Wie verhéalt sich
das E-Feld an der Grenzfliche zwischen diesen beiden Medien?

Wir nehmen zur Vereinfachung an, dass die Grenzflache eine konstante Ladung pro Fléche
o besitzt. In Gedanken legen wir um die Grenzfliche eine ,,Schachtel*, deren Auflenfliche
parallel zur Grenzfliche die GroBle AF habe und deren andere Aussenflichen verschwin-
dend klein sein sollen — es soll also eine ,flache* Schachtel sein (siche Skizze in Figur
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Abbildung 1.60: Skizze des Volumens zur Berechnung der Normalenkomponente des elek-
trischen Feldes an der Grenzfliche zwischen 2 Medien

[[60). Eine Integration iiber das Volumen der Schachtel kann mit Hilfe des Gaufi’schen
Satzes umgeschrieben werden

/divﬁd?’F = fﬁdf

v o)
— AFD,-ny+ AFDy -y
— AF (52 . 131) . (1.123)

Dabei ist n; der Einheitsvektor der Flachennormalen fiir die beiden Flachen im Medium
1, die parallel zur Grenzfliache liegen. Die Flédchen, die senkrecht zur Grenzschicht stehen,
tragen wegen der Stetigkeit von D im Medium 1 und Medium 2 nichts bei. Man beachte da-
bei die entgegengesetzten Flachennormalen der gegeniiberliegenden Fliachen. Andererseits
kénnen wir aber das Volumenintegral aus (([CI23) aber auch berechnen durch Ausnutzen

der Gleichung (CI20) Umformen liefert

/divﬁd?’F = /pd377

\%4 \%4
= oAF. (1.124)

also gerade die gesamte Ladung im Volumen V. Ein Vergleich von (CI23) und (CT24)
liefert

(DQ—Dl)'fLQIU.
Gibt es also auf der Grenzflache keine freien Ladungen (o = 0), so ist

52 . ﬁg == 51 : 7A7,2 . (1125)

Die Normalkomponente der dielektrischen Verschiebung ist also (unter der Vorausset-
zung von Ladungsfreiheit der Grenzfliche: ¢ = 0) in beiden Medien gleich, wéhrend die
Normalkomponente des E-Feldes, F'| um den Betrag €1 /ey ,,springt*:

eolly, = e1bh;

€1
= E = —F.
€2
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Abbildung 1.61: Skizze des Flédche zur Berechnung der Tangentialkomponente des elektri-
schen Feldes an der Grenzfldche zwischen 2 Medien

Wie verhalten sich die Tangentialkomponenten von D und E? — Wieder sollen zwei Me-
dien mit unterschiedlichen Dielektrizitdtskonstanten aneinanderstoflen, doch ist der Inte-
grationsbereich diesmal kein Volumen, sondern eine ,,Schlaufe® mit zwei langen und zwei
sehr kurzen Seiten. Dabei sind die langen Seiten parallel zur Grenzfliche und die kurzen
Seiten senkrecht dazu (siehe Figur [CGT). Integriert man E entlang dieses geschlossenen
Weges, so gilt

]{Ed§: By ¢y Al+ By - (—¢)) Al (1.126)

wobei Al fiir die Lénge des jeweiligen Wegstiickes tangential zur Oberfliche steht und ¢
ein Einheitsvektor tangential zur Grenzfliche ist (parallel zum Integrationsweg im Bereich
des Mediums 2). Mit dem Stokeschen Satz kénnen wir aber auch ausrechnen

fﬁdé’:/mt Edf=0 (1.127)
F

wobei die letzte Gleichung aus der Tatsache folgt, dass das elektrische Feld der Elektro-
statik wirbelfrei ist als rot £ = 0. Aus dem Vergleich zwischen ([CI26) und (CI27) folgt

(Eg — El) AéH =0 = Egn = El” (1.128)

Die Tangentialkomponente von E bleibt also beim Ubergang von Medium 1 zu Medi-
um 2 gleich. Daraus ergibt sich, dass sich der Betrag der tangentialen Komponente der
dielektrischen Verschiebung um den Betrag €, /e, verdndert.

1.12.3 Energieinhalt des elektrischen Feldes im Medium

Den Energieinhalt eines elektrischen Feldes im Medium berechnen wir analog zur Energie
des elektrischen Feldes im Vakuum (siehe Abschnitt Grundgleichungen des elektrostati-
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schen Feldes)

- E (1.129)

Bei dem Ubergang zur zweiten Zeile wurde die Grundgleichung (CI20) benutzt. Zum
Ubergang von der zweiten zur vierten Zeile wird eine partielle Integration analog zur
Diskussion im Anschluss an (CII8) durchgefiihrt und beim Ubergang zur fiinften Zeile die
Berechnung des elektrischen Feldes aus dem Gradienten des Potenzials. Natiirlich erhalten
wir im Grenfall, dass das Medium nicht polarisiert wird (also D = eE), wieder das
Ergebnis aus dem Abschnitt Grundgleichungen des elektrostatischen Feldes im Vakuum.
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