Kapitel 4

Maxwell-GGleichungen

4.1 Das Faradaysche Induktionsgesetz

In den vorhergehenden Kapiteln haben wir die Phanomene der Elektrostatik und Magne-
tostatik weitgehend unabhéngig voneinander behandelt. Dabei haben wir gesehen, dafl
Ladungen zu elektrischen Feldern fiithren, wéhrend Stréme die Ursache von Magnetfel-
dern sind. Wenn wir nun in diesem Kapitel die Diskussion auf Ladungsverteilungen, die
zeitabhéngig sind, und Stréome, die nicht stationér sind, erweitern wollen, so ist klar, dass
die Anderungen der Ladungsdichte iiber die Kontinuitéitsgleichung mit der Stromdich-
te verkniipft ist. Daraus folgt aber auch, dass elektrische und magnetische Felder nicht
unabhéngig voneinander betrachtet werden kénnen.

Zunéchst wollen wir uns in diesem Abschnitt der Frage widmen, wie Magnetfelder elek-
trische Phénomene induzieren kénnen. Das Biot-Savart’sche Gesetz (BIH) beschreibt,
wie elektrische Strome Wirbel einer magnetischen Induktionsdichte B hervorrufen. Der
Physiker Michael Faraday befafite sich um 1830 mit der Frage, ob umgekehrt mit Hilfe
von Magnetfeldern auch elektrische Strome erzeugt werden konnen. Seine Experimente
zur Erzeugung von Stromen in zeitlich verédnderlichen Magnetfeldern fithrten zu dem Fa-
raday’schen Induktionsgesetz, dal wir zundchst einmal an dem in Figur BTl skizzierten
Beispiel diskutieren wollen.

Wir betrachten eine Leiterschleife, die sich in einem homogenen Magnetfeld befindet,
dessen Feldlinien senkrecht zu der Zeichenebene und zwar in die Ebene hinein zeigen
sollen. Dieses Feld sei auf einen Raumbereich begrenzt. In der Figur ist dies dadurch
gekennzeichnet, dass nur in einem Bereich Feldlinien von B durch x Zeichen dargestellt
sind.

Zieht man nun die Leiterschleife mit der Geschwindigkeit ¢ senkrecht zum Magnetfeld
aus diesem heraus, so stellt man fest, dass wéhrend dieser Bewegung eine Spannung U
induziert wird, die dann zu einem Strom in dem Leiter fiithrt. Um nun dieses Gesetz zu
formulieren, definieren wir den von der Leiterschleife umschlossenen magnetischen Fluss
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Abbildung 4.1: Beispiel zur Diskussion des Faraday’schen Induktionsgesetzes

Zu integrieren ist dabei {iber eine Fldche F', deren Rand die Leiterschleife bildet. Die Ori-
entierung des Randes und die Richtung des Flachenvektors sind dabei iiber die “Rechte-
Hand Regel” miteinander verkniipft. Dies bedeutet: Halten wir unsere rechte Hand so,
dass die Finger parallel zum Rand zeigen und zwar in Richtung der Orientierung des
Randes, d.h.: in die Richtung in die wir bei eine Integration iiber den Rand integrieren
wollen, so zeigt der ausgestreckte Daumen in die Richtung der Fldchennormalen.

Dieser Fluss héngt nicht von der Form der Flédche, sondern nur von deren Berandung ab,
wie folgende Uberlegung zeigt: Betrachten wir zwei Fléchen, die einen gemeinsamen Rand
haben, ansonsten aber unterschiedlich sind. Die Abbildung zeigt einen Querschnitt
durch eine solche Anordnung mit einem gemeinsamen Rand und den Flachen mit den
Flichennormalen F 1 und ﬁg. Betrachten wir nun den magnetischen Flufl durch die Fléache

Fy
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P ) Py Py FloF, Py y =0 Py

Beim Ubergang zur zweiten Zeile haben wir ausgenutzt, dass das Integral iiber die Fliche
F} minus dem Integral iiber die Fliche F5, beziehungsweise dem Integral iiber F; mit
umgekehrter Flichennormale, insgesamt ein Integral iiber die Oberfliche des Volumens

Abbildung 4.2: Zwei Fldchen mit gleichem Rand (Punkte links und rechts)
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V' gibt, das von diesen beiden Flédchen umschlossen ist. Die Anwendung des Gaufschen
Satzes auf dieses Oberflichenintegral liefert die dritte Zeile. Da die Divergenz des B-Feldes
verschwindet, ist die Behauptung, dass der Wert des magnetischen Flusses nur vom Rand
der Fldache abhéngt, bewiesen.

Faraday fand nun heraus, dass eine zeitliche Anderung des magnetischen Flusses in der
Leiterschleife einen elektrischen Strom induziert. Die Ursache fiir den Stromfluf} ist ein
langs der Leiterschleife bestehendes elektrisches Feld. Integriert man dieses elektrische
Feld langs der Leiterschleife, erhélt man die Induktionsspannung:

o d(p
wi= ¢ Edg=— 2. 4.2
Uznd f S dt ( )

Dies ist das Induktionsgesetz von Faraday. Es besagt, dass diese induzierte Spannung
proportional zur zeitlichen Anderung des magnetischen Flusses ist.

Wir wollen uns nun im Folgenden durch die Diskussion des in Abbildung ET] skizzierten
Beispieles davon iiberzeugen, dass dieses Faraday’sche Induktionsgesetz in diesem Fall mit
der Wirkung der Lorentz-Kraft erklart werden kann.

Beweis: Auf eine in der Leiterschleife befindlichen Ladung ¢ wirkt durch die Geschwin-
digkeit, die durch die Bewegung des Leiters hervorgerufen wird, die Lorentz-Kraft:
F = quU X B.

Mit Hilfe der Definition der elektrischen Feldstirke £ = F /q wirkt diese Kraft wie ein
E-Feld, das fiir die Beschleunigung der Ladungstréiger verantwortlich ist:

—

E =4xB.

Integrieren wir nun diese Kraft oder das entsprechende FE-Feld iiber die Leiterschlaufe,
wie in der Abbildung dargestellt, so ergibt sich

fﬁdg’: ]{ (17>< é) ds. (4.3)

Durch die Bewegung der Leiterschlaufe iiber einen Zeitraum At &ndert sich die vom
Magnetfeld durchdrungene Fliche um

AF = —§x (TAt)

= — (ds x U) At
linker Rand

wobei § der Vektor ist mit der Lénge des linken Randes und der Richtung parallel zur
angedeuteten Integrationsrichtung. Deshalb kénnen wir diese Fliche auch durch die In-
tegration in der zweiten Zeile berechnen. Das negative Vorzeichen gibt an, dass die vom

Magnetfeld durchdrungene Flache kleiner wird. Die Flachennormale von AF steht parallel
zum Magnetfeld (also in die Bildebene hinein). So ergibt sich

—

B-AF = —/ B - (d§ x ¥) At.
linker Rand
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Abbildung 4.3: Generator: Leiterschlaufe im homogenen B Feld

Dieses Produkt B - AF gibt gerade die Anderung des magnetischen Flusses A® in der
Leiterschlaufe im Zeitintervall At an. Das Integral auf der rechten Seite kénnen wir ohne
Anderung des Wertes ergénzen zu einem Integral iiber die ganze Schlaufe: Im unteren und
oberen Abschnitt stehen ¢ und ds parallel, so dass ¢ x ds' = 0, auf der rechten Seite des
Rechtecks ist B = 0. Wir erhalten also

Ap=B-AF = —/ d§.<ﬁx§)m.
gesamter Rand

Dabei haben wir die Vektorrelation @- (b x &) = b - (€ x @) benutzt. Daraus ergibt

fdg-(ﬁxé):_% N _(Z_f

Ein Vergleich mit (E3)) liefert

Damit formulieren wir nun noch einmal das Faradaysche Induktionsgesetz in der Form:

Fds=——L. 4.4
74 5= -2 (4.4)

Als Beispiel zum Induktionsgesetz betrachten wir ein einfaches Modell eines Generators
fiir elektrischen Strom: eine Leiterschlaufe, die sich in einem homogenen B-Feld dreht

(sieche Abb. E3)).

Die Ebene der Leiterschleife bilde zum betrachteten Zeitpunkt mit dem B-Feld den Winkel
¥ und drehe sich mit der Winkelgeschwindigkeit w um eine Drehachse senkrecht zum
Magnetfeld. Damit gilt also: ¥ = wt. Fiir den magnetischen Flufl durch die Leiterschlaufe
gilt
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Nach dem Induktionsgesetz betrégt dann die Induktionsspannung

dp

dt
= —B-F(—sinhwt)w
= BFw sinwt
U

Uind -

Upnae ist die maximale Induktionsspannung. Sie kann durch die Verwendung von mehr
Windungen erhcht werden. Betrachten wir nun die vom Generator erzeugte elektrische
Leistung P.;, die freigesetzt wird, wenn wir die Spannungsquelle, also unseren Generator
iiber einen Widerstand R kurzschliefen:

Pel = Uind I
UZ%’Ld

R
B?F*,?
= 7 sin
Wie iiblich bezeichnet I den Strom in dem Leiter, R den elektrischen Widerstand der
Leiterschlaufe und bei dem Ubergang von der ersten zur zweiten Zeile haben wir das
Ohmsche Gesetz angewandt. Um diese elektrische Leistung bereitzustellen, muss mecha-
nische Arbeit geleistet werden. Zur Berechnung der mechanischen Leistung betrachten

wir das magnetische Moment der stromdurchflossenen Leiterschleife (B30):
|m| = IF
Uind
= F
R

BF?w . .
= sin wt.
R

wt. (4.5)

Das Drehmoment, das nétig ist um die Leiterschleife und damit das zugehorige magne-
tische Moment im externen Magnetfeld zu drehen, ist gegeben durch (siehe (B0))

IN| = |nix B
B (BQFZW

sin wt) sin wt

B*F*w .,
= 7 sin
Entsprechend betragt die meghanische Arbeit, die Leiterschleife um den infinitesimalen
Winkel di zu drehen, dw = |N|dv. Daraus ergibt sich fiir die mechanische Leistung:
dw

dt

wt.

Pmech
— |NI=
= [N
B?F?w*

= sin

R

wt.
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Der Vergleich mit der in (E0) berechneten elektrischen Leistung zeigt:
Prech = P )

die mechanische Leistung oder Arbeit, die dem Generator zugefiihrt wird, wird vollsténdig
(jedenfalls in diesem idealisierten Beispiel, bei dem wir Reibungskriifte vernachléssigen)
in elektrische Leistung beziehungsweise Arbeit umgesetzt.



4.2. VERSUCHE ZUM FARADAY’SCHEN INDUKTIONSGESETZ 169
4.2 Versuche zum Faraday’schen Induktionsgesetz

Wir demonstrieren die Spannungserzeugung in einer Leiterschleife bei Anderung der vom
Magnetfeld durchsetzten Flache:

4.2.1 Veranderliche Fliche der Leiterschleife

Eine Seite einer Leiterschleife ist als beweglicher Biigel ausgelegt (Abb. EAl). Bewegt man
den Schieber mit Geschwindigkeit v, so wird entsprechend dem Gleichgewicht zwischen
Lorentzkraft und elektrostatischer Kraft eine Spannung U = bvB, = bfl—fB = B%
generiert.

Abbildung 4.4: Zum Induktionsgesetz:
Leiterschleife mit beweglichen Drahtbiigel.

4.2.2 Rotierende Leiterschleife

In einem zweiten Versuch rotieren wir eine Leiterschleife im Magnetfeld (Abb. EE3). Der
magnetische Fluss durch die Schleife éndert sich entsprechend: ® = BA coswt. Die indu-
zierte Spannung ist gegeben durch:

dd
Uipd = = ABuw sin wt.

Abbildung 4.5: Rotierende Leiterschleife

Durch Rotation einer Leiterschleife (oder auch einer Spule) im Magnetfeld lassen sich also
Wechselspannungen generieren.
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4.2.3 Rotierende Spule im Erdfeld

Wir demonstrieren die Spannungsinduktion ebenfalls durch sehr schnelle Rotation einer
Spule im Erdfeld. Diese Anordnung kann im Prinzip zu einer sehr genauen Magnetfeld-
messung verwendet werden.

4.2.4 Spannungsinduktion in einer Leiterschleife:
Zeitliche Anderung des Magnetfelds

Wenn wir in der in Abb. L4l vorgestellten Anordnung die Fléche der Leiterschleife konstant
halten, aber das Magnetfeld &ndern (d. h. abschalten oder einschalten), so wird ebenfalls
eine Spannung induziert. Dieser Fall kann nicht durch die bislang diskutierten
Gleichungen der Magneto- bzw. Elektrostatik erklart werden.

4.2.5 Induktionsgesetz bei zeitlich verinderlichem Magnetfeld:
Quantitative Analyse

Der Messaufbau ist in Abb. gezeigt. Fine Feldspule wird mit einem zeitlich variablen
Strom zwischen 0 und 5 A versorgt. Der Strom wird dabei innerhalb von 5s linear von 0
auf 0.37 A erhoht und dann innerhalb 5s wieder auf 0 erniedrigt. Die Feldspule erzeugt
ein Magnetfeld von 9.42 G bei einem Strom von 1A (d. h. ”Spulenkonstante” dB/dl =
9.42 G/A). Die Querschnittsfliiche der Feldspule betrigt A = 63.6 cm?.

Um die Feldspule ist eine ”Induktionsspule” mit N; = 1000 Windungen angebracht (al-
ternativ kann die Spannung iiber 250 bzw. 500 Windungen abgegriffen werden). Die In-
duktionsspule kann auBerdem entlang der Achse der Feldspule verschoben werden. Sie
befindet sich zunéchst in Mitte der Feldspule.
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Abbildung 4.6: Feldspule und Induktionsspule zur quantitativen Analyse induzierter
Spannungen

Fir N; = 1000 misst man iiber der Induktionsspule unter obigen Bedingungen einen
Spannungsabfall Uj,q = £58 mV, wobei sich das Vorzeichen der Spannung je nach Vorzei-
chen von dI/dt einstellt. Fiir N; = 500 bzw. 250 sinkt der Spannungsabfall proportional
zur Windungszahl ab.
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Wenn wir unterstellen, dass Ui,q proportional zur Anderung des magnetischen Flusses
durch die Induktionsspule ist, dann sollte gelten:
do dBdIl

Uindoc—NE:—N-A-ﬁa (4.6)
Der Faktor N erscheint, da der zeitlich verdnderliche Fluss in jeder Windung der Induk-
tionspule eine Spannung induziert. Der Fluss durch jede Windung ist in etwa gleich dem
Fluss BA durch die Feldspule, da das Auflenfeld dieser Spule vernachléssigbar klein ist.
Einsetzen der obigen Zahlenwerte ergibt fiir die rechte Seite der Gleichung (ELH) einen
Zahlenwert von 58 mV, was recht genau mit der Beobachtung iibereinstimmt. Die Pro-
portionalitdtskonstante ist also im Rahmen der Messgenauigkeit gleich 1, wir erhalten:

do
N—
dt

Wenn wir die Induktionsspule zum Rand der Spule hin verfahren, féllt U;,q langsam ab,
erreicht die Hélfte des Maximalwerts am Spulenrand und geht weit weg von der Spule auf
Null zuriick. Dies ist konsistent mit Gleichung (7). Man kann zeigen, dass das Feld einer
langen Spule an ihrem Rand gerade die Hélfte des maximalen Feldwertes betriagt. Wenn
wir dI/dt variieren, so dndert sich Uj,q proportional zu dI/dt, was ebenfalls konsistent

mit Gleichung (1) ist.

Wir miissen jetzt noch das Vorzeichen in (7)) genauer analysieren. Das negative Vor-
zeichen in (1) fithrt dazu, dass bei kurzgeschlossener Induktionsspule in dieser ein ma-
gnetischer Fluss erzeugt wird, der der externen Flussinderung entgegenwirkt (Lenzsche
Regel). Um dies zu demonstrieren, betrachten wir zunéchst die in Abb. B dargestellte
Spulenanordnung. Hier befinden sich Feldspule und Induktionsspule auf einer Achse. Die
Induktionsspule ist auf Rollen beweglich angeordnet und wird zunéchst kurzgeschlossen.

Uind - — (47)

Induktionsspule
O —,
- Feldspule <
— ™ : . .
/ \ Abbildung 4.7: Zur Lenzschen Regel: In

duktionsspule auf Rollen

Schaltet man die Feldspule ein, so rollt die Induktionsspule von der Feldspule weg. Beim
Einschalten erhoht sich der magnetische Fluss durch die Induktionsspule. Diese baut daher
ein zur Feldspule entgegengesetztes Feld auf. Der Gradient des Feldes durch die Feldspule
ist dem von der Induktionsspule erzeugten magnetischen Moment entgegengerichtet, so
dass sich die beiden Spulen abstofien. Beim Abschalten der Feldspule wird die Indukti-
onsspule dagegen angezogen. Der Feldgradient der Feldspule hat die gleiche Richtung wie
zuvor (er verringert lediglich seinen Wert). Dagegen dreht sich das magnetische Moment
der Induktionsspule um, so dass sich auch die Kraft zwischen den beiden Spulen um-
dreht. Wenn wir jetzt die Induktionsspule 6ffnen, so wird beim Ein- bzw. Ausschalten der
Feldspule zwar eine Spannung induziert, jedoch kann kein Strom in der Induktionsspule
flielen. Deren magnetisches Moment ist null, die Induktionsspule bewegt sich nicht.

In einem zweiten Versuch legen wir einen leitenden Ring auf eine Feldspule (Abb. LJ).
Schalten wir die Feldspule ein, so springt der Ring nach oben.
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Ring

Feldspule
Abbildung 4.8: Zur Lenzschen Regel: Leitender Ring auf einer Feld-
spule

Die Abstolung des Rings beim Einschalten der Feldspule ist wie im vorhergehenden Ver-
such eine Folge der Lenzschen Regel.

Was passiert, wenn wir den Ring bei eingeschaltetem Feld iiber die Feldspule bringen und
absinken lassen?

Wenn der Ring absinkt, steigt der Fluss durch den Ring an, der Ring entwickelt ein
magnetisches Moment, das dieser Anderung entgegengerichtet ist. Wire der Widerstand
des Rings Null, so wiirde sich in einer gewissen Hohe ein Gleichgewicht zwischen der
nach oben zeigenden magnetischen Kraft und der nach unten zeigenden Gravitationskraft
einstellen, der Ring wiirde schweben bzw. um eine Gleichgewichtslage herum oszillieren.
Genau dies passiert in einem supraleitende Ring . In einem normalleitenden Ring klingen
aber die Kreisstrome langsam ab, das magnetische Moment des Rings wird geringer und
der Ring sinkt ab.

Mit der Lenzschen Regel ldsst sich nun auch der Diamagnetismus verstehen: In jedem
Atom werden bei Annéherung an ein Feld (bzw. Einschalten des Feldes) Ringstrome so an-
geworfen, dass das von den Stromen erzeugte Feld dem angelegten Feld entgegengerichtet
ist. Auf eine quantitative Analyse wollen wir hier allerdings nicht eingehen.

Das Aufttreten von Kreisstromen (Wirbelstrémen) bei einer zeitlichen Anderung des Ma-
gnetfeldes wird bei der Wirbelstrombremse genutzt: Wir lassen ein metallisches Pendel
durch den Spalt eines Elektromagneten (Hufeisenform) pendeln. Solange der Magnet aus-
geschaltet ist, schwingt das Pendel mit geringer Dampfung. Schalten wir den Magnetstrom
ein, so hélt das Pendel fast instantan an. Wenn sich das Pendel in den Spalt des Magne-
ten hineinbewegt, so werden im Pendel starke Wirbelstrome angeworfen. Diese Strome
dissipieren auf Grund des Ohmschen Gesetzes Energie, die "Reibung” des Pendels wird
sehr grof3, das Pendel kommt sehr rasch zur Ruhe.

!Der Spannungsabfall iiber einem supraleitenden Ring ist Null. Nach B folgt dann d¢/dt = 0. Der
Fluss durch einen supraleitenden Ring (bzw. auch durch einen massiven Supraleiter) bleibt konstant.
Dieser Effekt ist eine Konsequenz des Induktionsgesetzes zusammen mit der Eigenschaft R = 0 des
Supraleiters. Allerdings geht der ”ideale Diamagnetismus” dariiber hinaus. Wenn an den Supraleiter
oberhalb von T, (d. h. bei R > 0) ein Magnetfeld angelegt wird, so klingen die Kreisstrome schnell ab,
das Feld durchdringt den Supraleiter. Kiihlt man jetzt den Supraleiter unter 7T, so erwarten wir wegen
¢ = const., dass das Feld im Supraleiter bleibt. Dagegen ist die Beobachtung, dass auch bei diesem
Prozess das Feld aus dem Supraleiter herausgedringt wird. Diese Eigenschaft (wie auch die Eigenschaft
R = 0) ldsst sich erst durch die Quantenmechanik erkldren.



4.3. WECHSELSTROMGENERATOREN UND ELEKTROMOTOREN 173
4.3 Wechselstromgeneratoren und Elektromotoren

Das Prinzip des Wechselstromgenerators hatten wir im Grunde bereits in Abschnitt
kennengelernt, als wir eine Spule im Feld drehten. Wenn wir die Spule an einen Verbrau-
cher (Widerstand R) anschlieflen, so fliefit durch diesen ein Wechselstrom. Mechanische
Arbeit (Drehen der Spule) wurde in elektrische Energie umgesetzt. Wir betrachten jetzt
einige spezielle Anordnungen:

Gleichrichtung: Wenn wir die Spannungsabgriffe an der Spule nach einer Drehung von
180° durch einen Polwender umkehren (vgl: Gleichstrommotor, Abschnitt B, so ist die
erzeugte Spannung proportional zu |sinwt|. Die Wechselspannung wurde ”gleichgerich-
tet”.

Drehstromgenerator: Wir drehen drei um je 120° versetzte Spulen im Magnetfeld (Abb.

). Jede der Spulen liefert eine Wechselspannung, wobei die drei Spannungen phasen-
verschoben sind. Die drei Spulen werden mit R, S und T bezeichnet. Es gilt dann:

Ur =Upsinwt (4.8a)
Us =Uy sin(wt — 120°) (4.8b)
Ur =Uy sin(wt + 120°) (4.8¢)
B
U,

[

Ur Abbildung 4.9: Erzeugung von Drehstrom

Drehstrommotor: Wir versorgen jetzt drei um je 120° zueinander verdrehte Spulen mit
Drehstrom (Abb. E10).

Das Magnetfeld im Zentrum der Anordnung hat von Null verschiedene Komponenten B,
und B,,. Die z-Komponente ist 0. Fiir B, erhalten wir: B, = Bg(t) cos 30° — By (t) cos 30°,
wobei Bg(t) und Br(t) entsprechend (7)), [Ra) und (B.8LH) phasenverschoben si-
nusformig oszillieren, Bg(t) = By sin(wt—120°), Br(t) = By sin(wt+120°). Nach einfacher
Rechnung ergibt sich:

3
B.(t) = _§B° cos wt (4.9a)
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Abbildung 4.10: Prinzip des Drehstrom-
motors

und analog:

By(t) = —gBO sin wt (4.9b)

Der Betrag des von den drei Spulen erzeugten Feldes ist also zeitunabhéngig, seine Rich-
tung dreht sich mit der Kreisfrequenz w.

Bringen wir jetzt einen drehbar gelagerten permanenten magnetischen Dipol zwischen
die Spulen, so wird sich dieser mit Frequenz w mit dem Magnetfeld mitdrehen. Dieser
”Synchronmotor” kann jetzt mechanische Arbeit leistend].

Wenn wir den Permanentmagneten durch einen unmagnetischen metallischen Ring aus
Aluminum ersetzen, so wird sich auch diese drehen auf Grund der im Ring angeworfenen
Induktionsstrome drehen. Allerdings muss die Kreisfrequenz des Rings langsamer als w
sein: Wiirde sich der Ring mit w drehen, wére d¢/dt = 0, es wiirden keine Kreisstrome
induziert werden. Ein auf diesem Prinzip basierender Elektromotor heifit ” Asynchron-
motor”). Man kann den Al-Ring auch durch einen massiven Zylinder ersetzten; auch
dieser wird durch die induzierten Wirbelstrome in Bewegung gesetzt.

’Das Drehmoment, das auf den Dipol wirkt ist D = 1 x B. Die maximale Leistung, die der Rotor
erzeugen kann, ist gegeben durch P = Dw.
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4.4 Maxwellscher Verschiebungsstrom, Potenziale

Zunéchst wollen wir in diesem Abschnitt das Faradaysche Induktionsgesetz (4)) in seine
differenzielle Form “iibersetzen”: Wir betrachten eine beliebige Flache mit zugehtrigem
Rand. Fiir das Integral des elektrischen Feldes iiber diesen geschlossenen Rand der Flache

erhalten wir:
fﬁdg _ /mﬁ)df

Dabei wurde in der ersten Zeile der Satz von Stokes angewandt; beim Ubergang zur
zweiten Zeile wurde das Faraday’sche Induktionsgesetz () fiir diesen Fall vorausge-
setzt. Da wir nun die Fliche F festhalten, wird die Anderung des magnetischen Flusses
durch F ausschlieBlich durch die Anderung des Magnetfeldes bewirkt und wir erhalten:

/wx]@)df:_/(%é) aF

Da die letzte Bezichung fiir alle Fldchen gelten soll, folgt

VxE=-——B. (4.10)

Damit haben wir die Gleichungen iiber die Quellen und Wirbel der elektrischen und
magnetischen Felder und damit die eindeutigen Bestimmungsgleichungen fiir diese Vektor-
felder D = e und B = pH in der folgenden Form kennengelernt:

e Das Coulomb’sche Gesetz ([LG):

V-D=y (4.11)

e Das Faraday’sche Induktionsgesetz (E10):

L. d
E=—-——B 4.12
V x o (4.12)
e Das Fehlen magnetischer Monopole(BI3):
V-B=0 (4.13)

e Das Ampere’sche Durchflutungsgesetz (8.44)

—

VxH=j (4.14)
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Wir kénnen uns aber nun leicht davon iiberzeugen, dass das Ampere’sche Durchflutungs-
gesetz in dieser Form (EEI4) nur fiir zeitunabhéngige Probleme, eben der Magnetostatik
giiltig sein kann. Fiir ein beliebiges Vektorfeld ff, das zweimal stetig differenzierbar ist,
gilt ndmlich

V- (V x A) = 8,0,A, — 0,0.A, + 0,0, Ay — 0,0, A, + 0,0, A, — 8.0,A, = 0.
Wenn wir nun aber den Divergenz-Operator auf (EI4) anwenden erhalten wir:
0=V-(VxH) =V-j (4.15)

eine Gleichung, die offensichtlich nur bei den stationdren Stromen der Magnetostatik mit
divj = 0 erfiillt wird. Dieser Fehler kann nun dadurch behoben werden, dass wir in (E13])

ersetzen J

Vi = ﬁ-j+2£ (4.16)
Die Kontinuitétsgleichung (CZ2) sorgt dann dafiir, dass (EIH) stets erfiillt bleibt. Aus-
serdem erhalten wir im Grenzfall der stationdren Probleme wieder die urspriingliche Glei-
chung zuriick. Schliesslich kénnen wir nun noch die Ableitung der Ladungsdichte p nach

der Zeit iiber das Coulombsche Gesetz umschreiben in

dp = (dD
a”‘(%)

Setzen wir diese Identitdat in (EI6) ein und nehmen die dort angedeutete Ersetzung in
(EETH) vor so erhalten wir

. - o - (. 4D
v«va:v-G+E).

Wenn wir nun also ausschliefllich das Argument des Divergenz Operators V- auf beiden
Seiten dieser Gleichung vergleichen erhalten wir

. - dD
VXH:<TFE>, (4.17)

die Wirbel im Magnetfeld H werden also durch die Stromdichte jplus dem sogenannten
Mazwellschen Verschiebungsstrom

. dD

erzeugt. Die Bedeutung dieses Maxwellschen Verschiebungsstroms koénnen wir uns am
Beispiel der Entladung eines Kondensators verdeutlichen (siche Abb. EETT]). Ein Konden-
sator soll entsprechend der linken Skizze in dieser Abbildung mit elektrischen Ladungen
“geladen” sein. Zwischen den beiden Platten besteht also ein elektrisches Feld bzw. eine
dielektrische Verschiebung D. Wird der Stromkreis, der die beiden Kondensatorplatten
verbindet, geschlossen, so fliefit ein Strom, der natiirlich zu einem entsprechenden Ma-
gnetfeld (Wirbel um den Leiter) fiihrt. Im Dielektrikum zwischen den beiden Kondensa-
torplatten flieBt kein Strom. Dort &ndert sich aber das D Feld, (es geht zuriick auf 0), was
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Abbildung 4.11: Maxwellscher Verschiebungsstrom beim Entladen eines Kondensators

also zum Maxwellschen Verschiebungsstrom (EZIX), beziehungsweise ebenfalls zu einem
entsprechende H Feld auch in diesem Bereich fiihrt.

Damit konnen wir die Maxwellschen Gleichungen zusammenfassen und sie in folgender
Form darstellen:

divB = 0 (4.19)
. dB
tE+— = 0 4.20
rotE + pm ( )
divD = p (4.21)
. dD .
tH—— = j. 4.22
ro o J (4.22)

Die ersten zwei dieser vier Gleichungen bezeichnet man als die homogenen Gleichungen,
da in diesen beiden Gleichungen nur die elektromagnetischen Felder B und E bzw. auch
D und H vorkommen. Die dritte und vierte Gleichung sind die inhomogenen Maxwell-
Gleichungen, da in ihnen neben den elektromagnetischen Feldern auch die Ladungsdichte
p und die Stromdichte jvorkommen. Wir haben diese Gleichungen so geschrieben, dass
diese Inhomogenititen auf der rechten Seite auftauchen.

Wir wollen die Konsequenzen der Maxwellgleichungen zusammenfassen:

e Die positiven und negativen Ladungen im Raum sind die Quellen und Senken der
dielektrischen Verschiebung D.

e Es existieren keine magnetischen Monopole (Ladungen) und damit auch keine Quel-
len und Senken fiir die magnetische Induktionsdichte B.

e Die Wirbel des E-Feldes entstehen durch zeitlich verianderliche B-Felder.

e Elektrische Strome und zeitlich verdnderlich D-Felder erzeugen Wirbel des Magne-
tischen Feldes H.
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e Die Maxwellgleichungen sind 8 gekoppelte Differentialgleichungen (jeweils 3 Glei-
chungen verbergen sich hinter den Vektorgleichungen (E20) und E22)) fiir die
Bestimmung der elektrischen und magnetischen Felder £ und B, bzw. D und H.

e [st das Problem stationér, sind also die Ladungsverteilungen und Strome zeitun-
abhéngig, so werden die Gleichungen fiir die elektrischen und magnetischen Felder
voneinander entkoppelt und reduzieren sich auf die Grundgleichungen der Elektro-
statik und der Magnetostatik.

4.4.1 Potenziale der Elektrodynamik

Die Maxwell-Gleichungen (ET9) - EZ2) bilden zusammen mit den Materialgleichungen
D =¢eoeE und B = ,uo,uH die Grundsdulen der Elektrodynamik. Aus den beiden homo-
genen Maxwell-Gleichungen kénnen wir nun herleiten, dass sich die elektromagnetischen
Felder aus Potenzialen ® und A berechnen lassen. Aus der Tatsache, dass die magneti-
sche Induktionsdichte B quellfrei ist (ET9) folgt namlich, dass sich B als Rotation eines
Veltorfeldes A berechnen lisst

B=r1otA=V x A. (4.23)

Diese Beziehung aus der Magnetostatik (BITl) ist also auch im allgemeinen zeitabhéngi-
gen Fall giiltig. Wenn wir nun diese Darstellung von B in die andere homogene Maxwell-
Gleichung (E20) einsetzen erhalten wir

, A L dA
rotE—I—%:rot(E d)zO.

Das im zweiten Teil dieser Gleichung definierte Vektorfeld X ist also wirbelfrei und a8t
sich als (negativer) Gradient eines Skalarfeldes ® darstellen

. . dA
X =-grad® = E+ —
gra + 0t

E = —grad® — % (4.24)

dt
Aus diesen Gleichungen (E23) und (E24), die wir ja aus den homogenen Maxwell-

Gleichungen erhalten haben, sehen wir also, dass die elektromagnetischen Felder eindeutig
aus den dem skalaren Potenzial ® und dem Vektorpotenzial A bestimmt werden kénnen.
Dies fiihrt zu einer signifikanten Reduktion der Information, die zur Festlegung der elek-
tromagnetischen Felder erforderlich ist: Zur Darstellung der Bund E Felder, muss man
fiir Jeden Raum - Zeitpunkt (7, ¢) 6 Groflen angeben die 3 kartesischen Komponenten
von E und die 3 kartesischen Komponenten von B. Die Potenziale sind aber bereits
durch 4 Werte fiir jeden Raum - Zeitpunkt definiert (einer fiir ® und 3 fiir A). Die
elektromagnetischen Felder enthalten also redundante Information.

Wiihrend die homogenen Maxwell-Gleichungen (2200) und (EI9) den Zusammenhang zwi-
schen den elektromagnetischen Feldern und den Potenzialen ® und A liefern, fithren uns
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die inhomogenen Maxwell-Gleichungen (EZZ21]) und ([EZ22) zu Bestimmungsgleichungen fiir
diese elektromagnetischen Potenzialfelder. Betrachten wir dazu noch einmal (EZZT])

divD = 5056 ' E
d - -
= p (4.25)

In der ersten Zeile haben wir D = 5055 ersetzt und angenommen, dass die Dielektrizitéts-
konstante ortsunabhéngig ist. Beim Ubergang zur zweiten Zeile wurde (£24]) angewandst.
Die zweite inhomogene Maxwellgleichung (EZ1)) fithrt uns auf

. dD 1 -~ = dE
tH— — = —V xB—¢gpe—
ro I MOMV X €0E 7
1 = (o _dd 24
- A) e oA
o ” - <V X A) Tee {V TS }
= J (4.26)

Bei dem Ubergang von der ersten zur zweiten Zeile haben wir die Felder B und E durch

—,

die entsprechenden Potenziale ([E23) und [24)) ersetzt. Den Term rot(rotA) in dieser
Gleichung konnen wir in Analogie zu der Vektorrelation

—

Ax (bx&)=0ba & —(a bz

L4

umformen zu
ﬁx(ﬁxﬁ):ﬁ(ﬁ-ﬁ)—(ﬁﬁ)ﬁ

eingesetzt in (E220) erhalten wir

1 - PA ST 15 - dd] -
MOMAA + co¢ i +V [MOMV A+ e dt} =] (4.27)
Die Gleichungen (EZH) und (E21) sind 4 gekoppelte Differenzialgleichungen 2.0rdnung
in den Ableitungen nach Ort und Zeit zur Bestimmung der Potenzialfelder A und 9.
Diese 4 Differenzialgleichungen zweiter Ordnung bestimmen die Lésungen aber natiirlich
nicht eindeutig. Auch eine Differenzialgleichung zweiter Ordnung fiir eine gesuchte Funk-
tion f(z) besitzt ja zwei linear unabhéngige Losungen. Wir werden uns auch jetzt sofort
iiberzeugen, dass die physikalischen Observablen keine eindeutige Losung fiir diese Poten-
zialfelder erwarten lassen. Beobachten konnen wir im Experiment nur die Kréfte, die in
einem elektromagnetischen Feld auf Testladungen ausgeiibt werden. Diese Kréfte werden
aber durch die Felder ' und B bestimmt. Nehmen wir einmal an, dass wir bereits einen
Satz von Potenzialen A und & kennen, die uns iiber @23) und @) die physikalisch
beobachtbaren Felder liefern. Wir kénnen dann einen anderen Satz von Potentialfeldern
A" und @' definieren

A= A+ VA

Y= o4

} Eichtransformation
dt
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mit einem beliebigen skalaren FEichfeld A(7,t). Die iiber diese Eichtransformation be-
stimmten Potentiale A" und @’ liefern das gleiche Ergebnis fiir B und E wie die urspriing-
lichen Potenziale. Dies kénnen wir leicht verifizieren:

VxA = VxA+V xVA

=0
- B
. dA' . ~d\ dA d -
VP — — Vb4V T VYA
v dt VeV T T aY
. dA
= Vb —
v dt
- E

Es liegt also nahe, die Eichung so geschickt zu wéhlen, dass die durchzufithrenden Rech-
nungen moglichst einfach sind. Wir wollen hier zwei Eichbedingungen etwas néher disku-
tieren:

1. Lorentz-Eichung Wihle die Eichtransformation so, dass

1 = - dd’
V- A =0 4.28
Hfto et dt (4.28)

Um zu ermitteln, wie das Eichfeld A aussehen muss, setzen wir die Eichtransforma-
tion ({28)) in diese Bedingung ein und erhalten:

2

AN — M,Uo&?o% =-V-A- MM0550(2—T
Wir sehen also, dass es moglich ist zu einem vorgegebenen Satz von Potenzialfeldern
ff, ® durch Losung dieser Gleichung ein Eichfeld A zu finden, sodass die aus der
Umeichung resultierenden Potenziale die Bedingung der Lorentzeichung erfiillen.
Da die Losung fiir dieses A nicht eindeutig ist, sehen wir auch, dass selbst in der
Lorentzeichung die Potenziale nicht eindeutig gegeben sind.

Durch die Lorentzeichung werden die Differenzialgleichungen zur Bestimmung der
Potentialfelder ({L2H) und ([=Z7) vereinfacht. Fordern wir fiir die gesuchten Potenzial
A und ® die Lorentzeichung, so ist der Term in den Klammern [| in ([E27) gleich

null. Auerdem koénnen wir in (25]) V - A iiber die Bedingung der Lorentzeichung
ersetzen und erhalten

AD + “ 4 !
— e——P = —
HofEn a2 505'0
2
—AA S popcos Tz A = o) (4.29)

Die Gleichungen fiir & und A sind also entkoppelt und haben eine sehr symme-
trische Gestalt, wie wir bei der Diskussion der relativistischen Formulierung der
Elektrodynamik noch sehen werden.
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2. Coulomb Eichung: Im Fall der Coulomb Eichung fordert man

- —

V-A=0 (4.30)

Damit vereinfacht sich die Gleichung zur Bestimmung des skalaren Potentials &
(EZ3) zur Poisson Gleichung der Elektrostatik ([C34)

e0eAD(7,t) = —p(7, 1)

allerdings mit der Komplikation, dass p und damit auch ® zeitabhingig sein konnen.
Die Losungen dieser Gleichung ergeben sich (falls keine Randbedingungen vorliegen)
genau so wie im Fall der Elektrostatik

— ]- p(F/7 t) 3/
O(r t) = d 4.31
) drege ) |7 — T " ( )

miissen aber auch fiir jede Zeit ¢t neu berechnet werden. Das Problem reduziert sich
also im ersten Schritt auf das reine Coulomb Problem. Mit diesem Ergebnis kann
man dann im zweiten Schritt die Gleichung [E2Z7) zur Bestimmung von A lésen.

Zusammenfassung:

e Aus den homogenen Maxwellgleichungen kénnen wir herleiten, dass sich die elektro-
magnetischen Felder aus Potentialfeldern, einem skalaren Feld ¢ und einem Vektor-
feld A, berechnen lassen.

e Diese Potenziale sind nicht eindeutig bestimmt. Bei einer Eichtransformation der
Potentiale andern sich die daraus berechneten E und B Felder nicht.

e Die Potenziale konnen durch Lésen von gekoppelten Differenzialgleichungen aus den
Ladungs- und Stromverteilungen berechnet werden.

e Durch Eichbedingungen kénnen diese gekoppelten Differenzialgleichungen entkop-
pelt und vereinfacht werden.
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4.5 Energie der elektromagnetischen Felder

Bereits in der Elektrostatik haben wir gesehen, dass elektrische Felder einen Energiein-
halt besitzen, namlich die Energie die erforderlich ist diese Felder beziehungsweise die
entsprechenden Ladungsverteilung aufzubauen. Diese Feldenergie haben wir mit der po-
tenziellen Energie der Ladungsverteilung identifiziert. In einem magnetischen Feld wirkt
die Lorentz-Kraft auf eine bewegte Punktladung. Fiir diese Lorentz-Kraft, die ja von der
Geschwindigkeit der Ladung abhéngt gibt es kein Potenzial, aus dem die Kraft als Gra-
dient des Potenzials berechnet werden kénnte. Die Lorentz-Kraft ist also im Sinne der
Mechanik kein konservatives Kraftfeld. Wir miissen also in einem ersten Schritt untersu-
chen, was eine Anderung der kinetischen Energie von Punktladungen bewirken kann und
wie diese Anderung der kinetischen Energie kompensiert wird durch eine andere Energie-
form, so dass die Gesamtenergie erhalten bleibt.

Dazu betrachten wir zunéichst einmal die kinetische Energie 7 einer Punktladung der
Masse m mit der Geschwindigkeit ¢ und die Ableitung dieser kinetischen Energie nach
der Zeit

a7 dm
Gt dte
L di
= mi
= 7-F. (4.32)

In der letzten Zeile diese Gleichung haben wir die Newtonsche Bewegungsgleichung be-
nutzt, nach der ja die Kraft F durch die Ableitung des Impulses mu nach der Zeit gegeben
ist. Auf einer Punktladung ¢ an der Position 7 mit Geschwindigkeit ¢ wirken in einem
elektromagnetischen Feld die Coulomb-Kraft und die Lorentz-Kraft

F = qE(F) + q0 x B(7) (4.33)
Damit ergibt sich also aus (E32)

dT — —
= g E+qi (i xB) . (4.34)
dt —

=0

Man sieht also, dass eine Anderung der kinetischen Energie, also ein wirklicher Ener-
gielibertrag, nur iiber das elektrische Feld E erfolgt. Der Beitrag der Lorentz-Kraft zu
dieser Anderung verschwindet, da ja die Lorentzkraft stets senkrecht zur Bewegungsrich-
tung ¢ wirkt. Die Kraft durch das magnetische Feld B bewirkt also ausschlieBlich eine
Anderung der Impulsrichtung der Ladung. Gehen wir nun von einer einzelnen Punktla-
dung zu einer kontinuierlichen Ladungsverteilung iiber, so miissen wir bei dieser Betrach-
tung ersetzen:

q — p Ladungsdichte
@ — Stromdichte
T — 71 Mechanische Energiedichte
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Die Anderung der mechanischen Energiedichte berechnet sich also nach diesen Ersetzun-

gen entsprechend (E34) zu
d

dt

Wir wollen beschreiben, wie diese Anderung der mechanischen Energiedichte 7 kompen-
siert wird durch die Anderung der Energiedichte des elektromagnetischen Feldes. Deshalb
ersetzen wir die Stromdichte j in dieser Gleichung durch die Feldstdrken und schreiben
entsprechend der Maxwellschen Gleichung (E-22)

—j-F (4.35)

Q.
-l

Eingesetzt in (230) erhalten wir

—7=E-(VxH)-FE — (4.36)
dt
Zur Umformung des ersten Termes auf der rechten Seite dieser Gleichung betrachten wir

V- (Exﬁ) = V- (ExH)+V-(E x H)
—— —_——
= ﬁ-(ﬁxﬁ)—ﬁ-(ﬁxﬁ) :
dabei haben wir in der ersten Zeile die Produktregel fiir die Differenzialoperatoren im
Divergenzoperator V angewandt, angedeutet durch die geschweiften Klammern, die an-
zeigen, dass diese Ableltungsoperatoren auf der rechten Seite der Gleichung nur auf das

E beziehungsweise H Feld wirken. Bei dem Ubergang zur zweiten Zeile haben wir aus-
genutzt, dass die Vektorrelationen

6-(5x6):5- (axz?):—z?-(axa)

auch fiir den Nabla Operator gelten, wenn man beachtet, dass die Felder auf die der Dif-
ferenzialoperator wirkt, rechts von ihm stehen. Damit kénnen wir also in (E30) einsetzen

E-(VxH)=H-(VxE)-—V-(ExH)

und erhalten

dt- 'H,—/ ot

=

_ __i@.mﬁ.é)—v (E x H)

In dieser Umwandlung haben wir die Maxwell-Gleichung (EE20) benutzt und angenommen,
dass die Materialkonstanten ¢ und p zeitunabhéngig sind, also z.B. gilt

— — —

5. 4D -~ dE  1d(E-E) 1d(E-D)
dt dt 2 dt 2 dt
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Insgesamt konnen wir also die Gleichung fiir die Energierhaltung (E36) auf die Form
bringen

2

Diese Gleichung kann man nun leicht interpretieren: Auf der linken Seite der Gleichung
steht die zeitliche Anderung (%) der totalen Energiedichte. Diese Energiedichte besteht ei-
nerseits aus der kinetischen Energiedichte der Massenpunkte 7 plus der potenziellen Ener-
giedichte beziehungsweise ausgedriickt als Feldenergiedichte der elektrischen und magneti-
schen Felder. Die Feldenergiedichte fiir elektrische Felder hatten wir ja bereits hergeleitet
und der Beitrag 1/ 2H - B ist einfach die entsprechende Ergianzung fiir die Magnetfelder. Ist
also die zeitliche Anderung der gesamten Energiedichte (also rechte Seite von (E=37)) von
Null verschieden, so muss wegen der Energicerhaltung diese lokale Anderung der Energie-
dichte begleitet sein von einem entsprechenden Zu- oder Abfluss von Energie. Wir haben
also wie bei der Erhaltung der Ladung, die dargestellt wird durch die Kontinuitatsglei-
chung, auch hier eine Kontinuitétsgleichung fiir die Energie zu erwarten. In der Tat stellt
ja die Gleichung (BE31) gerade eine solche Kontinuitdtsgleichung dar und wir sehen, dass
der sogenannte

i7+i(15.5+%ﬁ.§>:_div(ﬁxﬁ). (4.37)

Poyntingvektor S=ExH (4.38)

die Funktion des Energieflusses iibernimmt. Integrieren wir also (E37) iiber ein bestimmtes
Volumen V', so ergibt sich

d /2 = = = 5
2 [T+—<E.D+H.B)]d3r — —/dide%

dt Jy 2
Gaufl 7{
= .

Die Anderung der gesamten Energie im Volumen V/, mechanische plus Feldenergie, wird
also begleitet durch einen entsprechenden Energiefluss S durch die Oberfliche des Volu-
mens.

Uy

-df (4.39)



