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Einleitung

Eine der Thesen der modernen Sprachphilosophie, die dort
vor allem durch die Arbeiten des spdten WITTGENSTEIN Ver-
breitung gefunden hat, lautet: Die Bedeutung sprachlicher
Zeichen ist durch deren Gebrauch bestimmt. Danach muB man,
will man gewissen Zeichen eine Bedeutung verschaffen, Re-
geln zu deren Gebrauch angeben.

Die Zeichen, um deren Bedeutung es in dieser Arbeit geht,
sind die aussagenlogischen Verkniipfungszeichen, wie z.B.
"und" (" A"), "oder" ("v"), "wenn...dann" ("—>") oder
"nicht" ("—"). Statt von "Verkniipfungen" sprechen wir
auch von "Operatoren", in manchen Spezialfédllen, wozu

ANyV 4>, gehdren, auch von "Junktoren".q) Wir wollen
untersuchen, wie sich bestimmte Regeln als Bedeutungsregeln
fiir Aussagenverkniipfungen auszeichnen lassen. In diesem
Sinne sprechen wir von der "regellogischen Deutung" von
Aussagenverkniipfungen. |

Um uns von vornherein nicht mit den Unklarheiten zu bela-
sten, die dem Begriff der "Regel" anhdngen, schrédnken wir
uns auf Deduktionszusammenhinge formaler Systeme ein,
verstehen unter Regeln also immer Ableitungsregeln eines
Kalkiils. Das ist sicherlich - vor allem in Hinsicht auf
die natiirliche Sprache - ein sehr stark idealisierendes
Vorgehen. Doch man kann hoffen, daB sich aus der Losung
von Problemen fiir idealisierte Argumentationen, wie sie
Deduktionen in formalen Sprachen darstellen, Hinweise zur
Losung analoger Probleme in natiirlichen Sprachen finden
lassen.

Wenn wir die Bedeutung logischer Zeichen durch Regeln
festlegen wollen, gehen wir von einem Primat der Regellogik

1 k1

1) Die Unterscheidung zwischen Operatoren und Junktoren
wird exakt in § 5 (8. 76 ) definiert.
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gegenliber der Satzlogik aus.q) Regeln sind Handlungs-
anweisungen, deren Sinn man verstehen kann, ohne schon
logische Zeichen zu verstehen. Gerade deshalb sind sie
geeignet, in zirkelfreier Weise logischen Zeichen eine
Bedeutung zu geben. Man kann natiirlich auch umgekehrt
Regeln aus der Bedeutung logischer Zeichen gewinnen.
Doch dann stellt sich das Problem, auf welch andere Wei-
se diese Bedeutung bestimmt ist. Nach Aufbau der Logik
kann man mit Recht sagen: "Die Terme 'Satzlogik' und
'Regellogik' zeigen also eigentlich nur zwei verschie-
dene Aspekte der Logik an. Sdtze sind gewissermaBen 'eég—
t

Fiir die philosophische Grundlegung der Logik scheinen uns

gefrorene' Regeln und Regeln sind 'aufgetaute' Satze.

beide Aspekte jedoch nicht gleichwertig zu sein.

Eine ausgezeichnete Rolle spielt in unseren Untersuchungen
der GENTZENsche Kalkiil des natiirlichen SchlieBens, womit
hier sein Jjunktorenlogischer Teil gemeint sein soll. Die
These, daB men die Einfiihrungs- und Beseitigungsregeln
dieses Kalkiils nicht nur als Beschreibungen des "wirk-

3)

Beitrdge zur semantischen Normierung logischer Partikeln

lichen” SchlieBens auffassen kann, sondern daB sie auch

liefern, ist nicht neu. Pointiert vertreten wird sie z.B.
von D. PRAWITZ in zahlreichen Publikationen; ebenso hat
sich F. VON KUTSCHERA in mehreren leider unbeachtet ge-
bliebenen Arbeiten filir eine "Gentzensemantik" stark ge-
macht (siehe ILiteraturverzeichnis). Auch wir versuchen
zu zeigen, daB Einfiihrungs- und Beseitigungsregeln einer
bestimmten Form gemeinsam die Bedeutung einer Aussagen-
‘verknilipfung festlegen. Unser Versuch unterscheidet sich
in der Gewichtung der Einfiihrungs- und Beseitigungsregeln
nicht unerheblich von dem bisher am differenziertesten
ausgearbeiteten Ansatz, demjenigen von D. PRAWITZ,

1) Zur Unterscheidung von Satz- und Regellogik vgl. HERMES/
SCHOLZ 1952, S. 1,6-1,1%; SCHOLZ/HASENJAEGER 1961, S. 12-25;
HASENJAEGER 1962, S. 74-78.

2) HASENJAEGER 1962, S. 78.
3) Vgl. GENTZEN 1935, 8. 176, 183, 186f.



- 9 -

weshalb auf ihn kurz eingegangen werden soll.

PRAWITZ geht von der semantischen These aus, eine Aussage
zu verstehen heile, die Bedingungen zu kenne&, unter

denen man sie berechtigterweise behaupten kann - eine
These, die im angelsdchsischen Bereich vor allem von

M. DUMMETT vertreten wird. Auf die Mathematik bezogen
meint dies: Eine Aussage zu verstehen heiBRt zu wissen,
wann ein Beweis fiir diese Aussage vorliegt.q) Zur Bedeu-
tungsfestlegung logischer Verknipfungen kommt es also darauf
an, Beweisregeln zu formulieren fiir Aussagen, in denen
diese Verknilipfungen vorkommen. Das kdnnen nur solche Re-
geln sein, deren Konklusion die betreffende Verknilipfung
als Hauptzeichen enthdlt, also Einfilihrungsregeln im
GENTZENschen Sinne.

Das konnte nun eine induktive Definition von "Beweis"
motivieren, wonach z.B. ein Beweis von AA B eine Zeichen-
gestalt

n

AAB ,
mit T, und TI, als Beweisen von A bzw. B, ist, und ein
Beweis von A v B eine Zeichengestalt

i

AvB ’
mit || als Beweis von A oder als Beweis von B. Doch bei
der Definition eines Beweises von A—>B geriete man in
Schwierigkeiten, wollte man ihn entsprechend der - -Ein-
fiuhrungsregel des Kalkiils des natiirlichen SchlieBens de-
finieren als

(A]

1) Vgl. PRAWITZ 1977, S. 20.
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A
wobei T ein Beweis von B ist, der A als Annahme

B
benutzt, und wobei der Beweis von A—>B nicht mehr von
der Annahme A abhiangig ist, also die Annahme A bei die-
ser Anwendung der ' —» -Einfi{hrungsregel gelﬁschtq) wird.
Wie men sieht, miiBte man nimlich dazu auf den Begriff
des Beweises aus Annahmen zurilickgreifen. In Bewelisen aus

Annahmen mufl man aber verninftigerweise nicht nur Ein-
fiihrungsregeln, sondern auch Beseitigungsregeln zulassen.
Sonst konnte man z.B.

(A A B]

A

(A A B)=>A

nicht als Beweis fiir (A A B)=>A zulassen.

Als Ausweg aus diesem Dilemma bietet sich der Begriff des
"Verfahrens" an: Ein Beweis von A B liegt dann vor,
wenn ein Verfahren angegeben ist, das,angewendet auf,
einen Beweis von A, einen Beweis von B zum Resultat hat.
Das ist der Weg, den z.B. LORENZEN (1955) in seiner
operativen Logik geht, wo er Behauptungen von Subjungaten
als Zulassigkeitsbehauptungen versteht, die durch Angabe
von Eliminationsverfahren bewiesen werden.

Dieses Konzept, das ganz in der Tradition des Intuitionismus
steht, wiirde nun ein Abgehen von der regellogischen Inter-
pretation der aussagenlogischen Verkniipfungen bedeuten,

da die Subjunktion nicht durch eine Einfiihrungsregel, son-
dern durch den Begriff des Umformungsverfahrens erkliart
wird, der mit Kalkiilregeln nichts mehr zu tun hat. Der
Begriff des "Verfahrens" ist nd@mlich ein indefiniter Be-
griff, der nicht schematisch ausschépfbar ist. "Indefinit"

1) Wir sprechen durchgidngig nicht vom Einfiihren und Be-
seitigen, sondern vom Heranziehen und ILdschen von Annahmen,
um eine Konfusion mit dem Begriff der EinfuUnrung und Be-
seitigung von Operatoren durch Einfiihrungs- und Beseitigungs-
regeln zu vermeiden.
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bedeutet hierq) nicht etwa "unbestimmt" oder "vage", son-
dern kennzeichnet Begriffe, deren Extension nicht wvon
vornherein durch Konstruktion abgegrenzt ist, die vielmehr
offen fiir Erweiterungen ist. Die Extensionen indefiniter
Begriffe "iiberschaut" man also in gewisser Weise nicht,
so wie man z.B. die Gesamtheit der reellen Zahlen nicht
iiberschaut, da sich durch Bezugnahme auf jede Konstruk-
tion einer Menge reeller Zahlen neue reelle Zahlen defi-
nieren lassen, die nicht zu dieser Menge gehdren. Ein de-
finiter Begriff dagegen ist z.B. der der rekursiven
Funktion, dessen Extension von vornherein durch gewisse
KonstruktionSprinzipién festgelegt ist. Allerdings ist
dieser definite Begriff nicht dazu geeignet, den Begriff
des Verfahrens zu ersetzen, da die Definition einer all-
gemein-rekursiven Funktion selbst wieder auf den konstruk-
tiven Sinn logischer Zeichen zurlickgreifen muB. (Vgl.
PETER 1959) Beweise von Subjunktionen sind also nicht
mehr im Sinne von Ableitungen eines formalen Systems 2zu
verstehen.g) Der Begriff des Beweises wird zu einem in-
definiten Begriff, weil die Klasse der "Verfahren" nicht
definit ist.

PRAWITZ hat nun einen Vorschleg gemacht, der die Aussagen-
operatoren im Sinne der GENTZENschen Einfiihrungsregeln in-
terpretiert und dabei auch die Subjunktion einschlieBt.
A—>B wird also "derivativ" gedeutet im Sinne von "aus A
ist B ableitbar" und nicht "konstruktiv" im Sinne von

" 5)

"jeder Bewels von A ist in einen Beweis von B umformbar'.

1) Im AnschluB an den Verwendungsvorschlag fir die Termini
"definit" und "indefinit" bei LORENZEN (1965), S. 9f.

2) Daran #ndert auch nichts die Tatsache, daR LORENZEN (1955)
von "Metakalkiilen" spricht, in denen Zulassigkeitsbehaup-
tungen erfaBt werden, und damit suggeriert, man konne sie
kalkliilmédBig erfassen. Letzteres ist nur méglich, wenn man
den effektiven Charakter des Kalkiilbegriffs uberhaupt auf-
gibt, indem man etwa jede zuldssige Regel als Axiom ansetzt
und so den Axiombegriff unentscheidbar macht.

3) Die Bezeichnung "derivativ" fiir die "ErschlieBungsdeutung"
der Subjunktion wird hier im AnschluB an H.A. SCHMIDT (1960
(vgl. dort S. 268ff.) gewdhlt. Die von PRAWITZ benutzte Be-
zeichnung "operativ" als Gegenstiick zu "konstruktiv" (vgl.
PRAWITZ 1971, S. 275f.) ist nicht gliicklich, da der Terminus
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Der Begriff des "Verfahrens" wird dabei zwar nicht aus der
Definition eines Beweises gestrichen, jedoch so auf die
Definition aller logischen Konstanten verteilt, daB bei
> nicht mehr aus dem Schema ausgebrochen wird. Und zwar
geht PRAWITZ davon saus, die Bedingung, unter der man eine
Aussage A mit Recht behaupten kénne, sei, entweder einen
Beweis von A zu kennen oder ein Verfahren zu kennen, einen
solchen Beweis 2zu erhalten.1) Eine Ableitung, aufgrund
derer man mit Recht eine Aussage behaupten kann, nennt er

"gliltig". So definiert PRAWITZ z.B. eine Ableitung

T

AAB

von AAB als giiltig, wenn sie sich in eine Ableitung

LI

AARB

mit giltigen Ableitungenvﬂg,_ﬂ; unformen lafBt,die im

letzten Schritt die A -Einfihrungsregel anwendet; ent-
sprechend eine Ableitung
Av B

als gliltig, wenn sie sich in eine Ableitung

I

AvEB

mit glltiger Ableitung ‘W; unformen 1aBt, die im letzten
Schritt eine y -Einfihrungsregel anwendet.

"operativ" durch LORENZENs "Operative Logik" belegt ist,
die jedoch gerade die konstruktive Deutung der Subjunktion
bevorzugt.

1) Genauer spricht er, wie auch DUMMETT, von "kanonischen
Beweisen" im Unterschied zu solchen Beweisen bzw. Ablei-
tungen, die mit Hilfe kanonischer Beweise gerechtfertigt
werden. Vgl. PRAWITZ 1977, S. 26f.; DUMMETT 1975, S. 32ff.;
DUMMETT 1977, S. 294ff.
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Diese Hineinnahme des Regriffs des Verfahrens in den
Begriff der Gililtigkeit von Ableitungen schon mit Konjun-
gaten oder Adjungaten als Konklusion bewirkt, daB die
Giltigkeit der Ableitung eines Subjungats A->B definiert
wird durch die Existenz eines Verfahrens, das eine giiltige
Ableitung von B aus A erzeugt, A->B also nicht einfach als
Zulassigkeitsbehauptung verstanden wird: Eine Ableitung

T

A—>B

heiflt gultig, falls sie sich in eine Ableitung

[a]
1,
B

A->B
A
mit giltiger Ableitung 1, umformen 14d8t, die im letzten
B

die —>-Einfiihrungsregel anwendet, wobei eine Ableitung

A

giltig ist, falls filir jede gliltige Ableitung s
T, ' X
B 5

A
von A die Ableitung TE giltig ist.
B

Diese Definition der Giiltigkeit'’scheint tatsichlich dem
derivativen Sinn von —> zu entsprechen, da eine Ableitung
von A—>B genau dann gliltig ist, falls sie sich in eine

= EEmm==sz===

1) Die PRAWITZsche Theorie wurde hier nur grob skizziert,

um den philosophischen Sinn sichtbar zu machen, auBerdem

auch nur auf die positiven Junktoren A, v, = bezogen. Ge-
nauer spricht PRAWITZ nicht von "1l#B8t sich umformen", sondern
relativiert den Begriff der Gliltigkeit von vornherein auf
bestimmte Umformungsverfahren, definiert also eine zweistel-
lige Relation. Weiterhin spricht er von "Argumenten" statt
"Ableitungen", wenn er von der Einschrinkung auf bestimmte
formale Systeme frei sein will. Zur exakten Definition vgl.
PRAWITZ 1971 (Appendix A), 1973, 1974. Daneben steht noch

die Definition einer "strengen" Giiltigkeit, die fiir technische
Zwecke (wie Normalisierungssitze) von Bedeutung ist. Vgl.
dazu neben den angegebenen Titeln auch TROELSTRA 1973,

S. 287f.
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giltige Ableitung von B aus A umformen 1#8t und nicht
nur ein Verfahren vorliegt, des einen Beweis von A in
einen von B umformt. Allgemeiner gilt sogar, daB eine
Ableitung T einer beliebigen Aussage A genau dann giil-
tig ist, wenn sie sich in eine giiltige Ableitung von A
umformen 1&Bt. Insbesondere lassen sich auf diese Weise
die GENTZENschen Beseitigungsregeln rechtfertigen. Z.B.
ist Jetzt

(A A B]
A
(AN B)—>A
AANB
eine giiltige Ableitung, da ————— eine giiltige Ableitung ist.
A
Denn fiir jede giiltige Ableitung ||  von A AB ist
T AANB
AANB
A

giltig. Letzteres ergibt sich daraus, daR sich jede gliltige

Ableitung i von A AB in eine Ableitung der Gestalt

ANDB
T ¥
—_— mit gliltigen Ableitungen TI\ und hﬂ;
AAB A B

umformen 1aBRt, woraus man mit Tﬂ eine gliltige Ableitung
A

T

von A erhalt, in die sich also die Ableitung Aa B

A
umformen 1d8B%.

Nichtsdestoweniger greift diese Definition, auch wenn sie
den derivativen Sinn von — beriicksichtigt, weiterhin auf
den indefiniten Begriff des "Verfahrens" zuriick, dessen sich
PRAWITZ auch bewuRt ist.q) Deshalb kann auch nicht gesagt

1) Er sagt sogar (PRAWITZ 1977, S. 27), daB man diesen Be-
griff als undefinierten Grundbegriff wihlen muB. Zum inde-
finiten Charakter von "Verfahren" vgl. auch ebd. S. 29.
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werden, im Rahmen der Semantik, wie sie von PRAWITZ
expliziert worden ist, werde die Bedeutung von logischen
Partikeln nur durch Regeln festgelegt, jedenfalls so lange
nicht, als man den Begriff des "Verfahrens" nicht durch
eine feste Klasse von Regeln ersetzen kann.

Das 1aBt es sinnvoll erscheinen, eine direkte Rechtferti-
gung von Einfiihrungs-~ und Beseitigungsregeln zu versuchen,
ohne auf den Begriff des "Verfahrens" zurilickzugreifen.
Damit geben wir den Standpunkt auf, nach dem die Einfiih-
rungsregeln in irgendeinem Sinne die 'eigentlichen' Be-
deutungsregeln sind, aufgrund derer die Beseitigungsregeln
mit Hilfe gewisser Verfahren legitimiert werden.q) Wir
wollen zeigen, daB die Beseitigungsregeln genauso direkt
flir die Bedeutung einer Aussage verantwortlich sind wie

die Einfiihrungsregeln.

Un MiBverstandnissen vorzubeugen: Wir behaupten nicht, daB
die von DUMMETT und PRAWITZ entwickelten semantischen An-
satze unklar sind, und auch nicht, daB der in dieser Art
von Semantik benutzte Begriff des "Verfahrens" unklar ist.
Es soll vielmehr nur ein alternativer Ansatz vorgeschlagen
werden, der ohne den Grundbegriff des "Verfahrens", sondern
mit elementsreren Mitteln, n8mlich dem definiten Begriff
der Ableitungsregel auskommt.

1) Wir geben jedoch nicht die These auf, wonach die Bedin-
gungen korrekter Behauptung von Aussagen zum Bedeutungs-
verstandnis gehdren, sofern man diese These nur als notwen-—
dige Bedingung liest. Nur sollen neben Einfiihrungsregeln
auch Beseitigungsregeln fiir das Bedeutungsverstdndnis wich-
tlg sein.

2) Wir verfolgen also nicht das Programm, das GENTZEN durch
folgende Bemerkungen aufgestellt hat: "Die Einflihrungen
stellen sozusagen die 'Definitionen' der betreffenden Zei-
chen dar, und die Beseitigungen sind letzten Endes nur Kon-
sequenzen hiervon, was sich etwa so ausdriicken 1dBt: Bei

der Beseitigung eines Zeichens darf die betreffende Formel,
um deren duBerstes Zeichen es sich handelt, nur 'als das be-
nutzt werden, was sie auf Grund der Einfiilhrung dieses Zei-
chens bedeutet'. ... Durch Prizisierung dieser Gedanken
dirfte es moglich sein, die B-Schliisse auf Grund gewisser
Anforderungen als eindeutige Funktionen der zugehdrigen
E-Schliisse nachzuweisen." %GENTZEN 1935, S. 189) Damit konn-
te GENTZEN natiirlich nicht meinen, daB man dereinst Besei-
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Ausgangspunkt ist dabei ein Grundkalkiil, der Regeln fiir
atomare Aussagen enthidlt und so Ableitungsbeziehungen fur
atomare Aussagen festlegt. Aussagenverknilipfungen werden
dann behandelt in konservativen Erweiterungen solcher
Grundkalkiile.

Um zu einem Schema zur Bedeutungsfestlegung von Aussagen-
operatoren zu gelangen, fragen wir danach, welchen Zweck
man eigentlich mit solchen Operatoren verfolgt. Welchen
Sinn hat es, eine Aussage AA B zu bilden gegeniiber dem aus
zwel Aussagen bestehenden System A,B 7 Als Antwort stel-
len wir einen Vergleich mit Explizitdefinitionen an, in
denen man z.B. einen Pradikator durch andere Pradikatoren
definiert. Dabei ergibt sich, daB in einer Explizitdefini-
tion einem Zeichen ein "Gehalt" zugesprochen wird, und zwar
derselbe Gehalt, den ein System schon definierter Zeichen
hat. Bezogen auf Aussagenverkniipfungen, etwa die Konjunk-
tion, heiBt das: AA B soll eine Aussage sein, die denselben
Gehalt hat wie das System A,B , wobei unter dem Gehalt

im AnschluBl an einen Vorschlég von CARNAP die Konsequenzen-
menge verstanden werden soll: Es soll fiir beliebige Aus-
sagen C gelten: AA B+C genau dann, wenn A,BHC 1),

was offensichtlich genau dann erfiillt ist, wenn die Regeln

A B | (Al [B]
Einfihrungs- Beseitigungs- "o A A B
regel AAB regel A

C

oder gleichwertig

tigungsregeln aus Einfiihrungsregeln ableiten konne, denn
dies ist trivialerweise nicht mdglich. Die Rede von den Be-
seitigungsregeln als "Konsequenzen" der Einfiihrungsregeln
1848t sich vielmehr nur so verstehen, daBl Beseitigungsregeln
gewisse Eigenschaften haben, die sie als sinnvolle Ergidnzung
von Einflihrungsregeln ausweisen. Als solche Eigenschaft hat
PRAWITZ die oben skizzierte Eigenschaft der "Gliltigkeit" de-
finiert, weshalb er sich auch mit Recht auf GENTZEN beruft
(vgl PRAWITZ 1971, S. 247, 284f.).

1) Dabei unterschlagen wir bei diesen vorldufigen Erlduterungen,
daB man eigentlich Folgen ' von Annshmen hinzunehmen, also
AAB,'FC wund A,B,M}-C schreiben miite.
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A B AAB AANB
Einfiihrungs- Beseitigungs-
regel AANB regeln

A B

ableitbar sind (wobei die eckigen Klammern wieder die
Operation der Annéhmenléscbungq) bei Anwendung der Regel
symbolisiert). Deshalb ist es sinnvoll, diese Regeln als
Grundregeln zur Bedeutungsfestlegung von A zu wdhlen.

Um auf entsprechende Weise auch die Adjunktion behandeln
zu konnen, fiithren wir den Begriff des gemeinsamen Gehalts

ein: C so0ll zum gemeinsamen Gehalt von A und B gehoren,
wenn C aus A und aus B ableitbar ist. A v B so0ll so als
eine Aussage charakterisiert werden, die als Gehalt den
gemeinsamen Gehalt von A und B besitzt, fiir die also

fiir alle C gilt: Av BI—C genau dann, wenn AF—C und
B F—C. Das ist offensichtlich genau dann erfiillt, wenn

die Regeln (a1 [B]
A B ¢ ¢ AvVB
Einf.- Beseit.-
regeln Av B AVB regel C

ableitbar sind, weshalb man sie als v-Grundregeln wdhlen
kann.

Der Begriff des Gehaltes eines Systems von Aussagen oder
des gemeinsamen Gehaltes mehrer Aussagen bzw. Systeme von
Aussagen reicht Jjedoch noch nicht aus, neben A und v
auch die Subjunktion - zu interpretieren. Deshalb erwei-
tern wir diesen Begriff zu dem des (gemeinsamen) Gehalts
von Regeln und Regelsystemen. So soll A->B den Gehalt

der Regel A=B ausdrﬁcken:g) Aus A—B so0ll also genau
das ableitbar sein, was auch mit Hilfe der Regel A=>B
ableitbar ist; A->B als Aussage soll deduktiv denselben
Beitrag leisten wie A=>B als Regel, es soll also fiir alle
C gelten: A—=>B\—C genau dann, wenn A=3B}F—C, wobei
A=BI-C Dbedeutet: C ist unter Verwendung der Regel A=3R
ableitbar. Das ist genau denn erfiillt, wenn die Regeln

1) Vgl. S. 10 Anm.

2) => ist in dieser Arbeit ein Regelpfeil. A=3B ist zu lesen

als: "Von A darf lbergegangen werden zu B". Ich schlieBe

mich also an die z.B. bei KAMLAH/LORENZEN(1967) verwen-
dete Notation an.
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(4] [A=>B]
Einf.- B Beseit.- C A—>B
regel regel
A—R C
A=B ;

ableitbar sind, wobei flir eine Ableitung steht,

C
in der die Regel A=B benutzt wird. Dazu ist im wesentlichen
zu zeigen, dal aus A=»B}—A—>B die —>-Einfilhrungsregel
folgt. Dies ergibt sich daraus, daf man in Jjeder Ableitung
von A—>B, die die Regel A=5B benutzt, jede Anwendung von
A=B durch eine (aufgrund der PrZmisse der ->-Einfiihrungs-
regel gegebene) Ableitung von B aus A ersetzen kann. Also
konnen wir diese Regeln als —>-Grundregeln ansetzen.

Die Form, die bei uns die —» -Beseitigungsregel annimmt,
zeigt schon, daB es ndtig ist, den iliblichen Ableitungsbe-
griff der Kalkiile des natiirlichen SchlieBens insofern zu
erweitern, als nicht mehr nur Aussagen, sondern auch Re-
geln als Annshmen zugelassen sind, die man heranziehen
und wieder 18schen kann. Es 188t sich zwar zeigen, daB3
unsere - -Beseitigungsregel gleichwertig ist mit dem
Modus Ponens

A A-—>B

B ;

eine solche Reduktion auf einfachere Regeln ist jedoch im
allgemeinen nicht mehr mdoglich, wenn wir n-stellige Aus-
sagenverkniipfungen zulassen, die den gemeinsamen Gehalt
beliebiger Regelsysteme ausdriicken. So konnen wir z.B.
einen vierstelligen Junktor S angeben, so daB S(Aq’AQ'A5$A4)
den gemeinsamen Gehalt von A,=~>A, und A3:>A4 ausdriickt,
also fiir alle C gilt: S(Aq,Ag,A5,A4)F~—C genau dann,
wenn Aﬁz;Agk-—C und A5ﬁ9A4}——C. Die Grundregeln fir
einen solchen Operator lauten bei uns:

regeln

S(hqshpyhzgyhy) S(Aqshnyh5,4,)
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[A,774,] [A5:>A,+]

Beseit.- C C S(A, A~ A 44, )
regel A M

C
In diesem Fall 1&Bt sich die S-Beseitigungsregel nicht
auf eine einfachere Form bringen.

Das fiihrt uns zu einem Konzept von Regeln beliebiger Stufe.
Eine Regel, die keine Ldschung von Annahmen erlaubt, ist
bei uns von erster Stufe, eine, die die Ldschung von
Aussagen als Annahmen erlaubt (wie z.B. die —>-Einfih-
rungsregel ), von zweiter Stufe.Eine Regel, die die Loschung
von Regeln erster Stufe als Annahmen erlaubt (wie die oben
angegebene S-Beseitigungsregel), ist eine Regel dritter
Stufe u.s.w. Da zur Darstellung von Regeln hdherer Stufe
die zweidimensionale Notation nicht sehr gut geeignet ist,
fiihren wir unter Benutzung des Regelpfeiles => eine
lineare Notation ein, in der (so wie bei LORENZEN 1955)
Punkte iiber dem Pfeil die Stufe der Regel markieren. Obige
S-Beseitigungsregel nimmt so z.B. die Gestalt

A;:—;AE%C;AE"@ALI_:'-—;C;S(A,* Aoy Azyh, ) =>C
2

an.

1) PRAWITZ (1979) geht einen anderen Weg, indem er statt
eines Regelpfeiles = einen Subjunktionspfeil —> benutzt
und die S-Beseitigungsregel in der Form

[Aqf?Agl [Agf?A4]
C c S(Aqjyhpyhzyhy)

C

notiert. Das setzt aber voraus, daB man den Junktor — zur
Formulierung von Beseitigungsregeln schon zur Verfigung
hat. Zur genaueren Auseinandersetzung mit PRAWITZ' allge-
meiner Form von Junktorenregeln siehe unten S. 13%6-1%8.

2) Auf die Idee, Regeln hdherer Stufe zu betrachten, bin

ich gekommen durch Lektilire der Arbeit von VON KUTSCHERA
(1968). .Auch P. MARTIN-LOF benutzt in seiner intuitionisti-
schen Mengenlehre Regeln hdherer Stufe, so in seiner [ -Be-
seitigungsregel (allerdings nur in der bisher unpublizierten
Version, in der er sie auf der von Prof. H. Schwichtenberg
veranstalteten Tagung "Konstruktive Mengenlehre und Typen-
theorie" (Miinchen, 29.9.-3.10.1980) vorgetragen hat). Die
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Um unseren Ansatz iiberhaupt durchfilhren zu kOnnen, miissen
wir also zundchst einen allgemeinen Kalkiilbegriff entwickeln,
der auf dem Konzept solcher beliebigstufiger Regeln aufbaut.

sen wir an den abstrakten Kalkiilbegriff der operativen Lo-
gik LORENZENS san, den wir denn in § 2 im Sinne von Kalkiilen
des natiirlichen SchlieBens, wie sie von JASKOWSKI und
GENTZEN entwickelt wurden, erweitern. In Ableitungen sol-
cher Kalkiile ist es nicht nur erlaubt, von Aussagen zu
Aussagen liberzugehen, sondern dabei auch Annshmen heran-
zuziehen und zu ldschen. In § % erweitern wir dann diesen
JASKOWSKI-GENTZENschen Kalkiilbegriff derart, daf wir auch
Regeln als Annahmen zulassen, die man heranziehen und wie-
der loschen kann. Der Ableitungsbegriff dieser allgemeinen
Kalkiile ist nicht weniger effektiv als derjenige von Kal-
kiilen der in § 1 und § 2 Dbehandelten Art. Nach dem oben
gesagten ist die Einfilhrung eines solchen Kalkiilbegriffs
keine technische Spielerei, sondern bietet einen Rahmen,
Einfihrungs- und Beseitigungsregeln als Bedeutungsregeln
fiir beliebige Aussagenoperatoren definieren zu kannen.q)

§ 4 stellt neben einigen Konventionen technische Hilfs-
nittel flir spitere Beweise bereit. '

— -Beseitigungsregel, die man aus der allgemeinen'Tr—Regel
gewinnen kann, lautet bei MARTIN-ILOF:

[B true (A true)]

ADB true C tfue

C true .

Die Annzhme "B true (Atrue)" entspricht dabei der Annahme-
regel A=B in der oben angegebenen ->-Beseitigungsregel
und ist nach MARTIN-IOF zu lesen als: "B ist wahr unter der
Annahme, daB A wahr ist'".

1) Eine Erweiterung, die sich mdglicherweise fiir die Zwecke
einer Deutung der klassischen Logik als fruchtbar erweisen
konnte, nehmen wir allerdings nicht vor. Bei uns kann eine
Regel zwar mehrere Primissen, aber immer nur eine Konklusion
besitzen. Es gibt dagegen Ansdtze, den Regelbegriff so zu
erweitern, dall Ableitungsregeln auch mehrere Konklusionen
haben koénnen; diese Auffassung ergibt eine plausible Inter-
pretation des klassischen GENTZENschen Sequenzenkalkiils als
eines Metakalkiils fiir solche verallgemeinerten Ableitungs-
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Kapitel 2 behandelt nur die positive Logik. Dazu gehen wir
von einem beliebigen Grundkalkiil K der in § 3 definierten
Gestalt sus. In § 5 wird zunachst das Vokabular von K um

beliebige n-stellige Aussagenoperatoren (n= 1) - kurz:

Operatoren - erweitert. AuBerdem werden neben anderen metho-
dischen Anforderungen zweil Kriterien - Nichtkreativitat

und Eindeutigkeit - motiviert, die wir an Regelsysteme stel-
len wollen, sollen sie zurfBedeutungsféstlegung von Opera-
toren dienen. Beides sind fiir uns notwendige (jedoch nicht
hinreichende), aus dem Begriff der Bedeutung folgende Bedin-
gungen. Ein Schema flir solche Regelsysteme zur Bedeutungs-
festlegung fiir Operatoren entwickeln wir in § 6 - ausgehend
von allgemeinen definitionstheoretischen Erwdgungen der Art,
wie wir sie oben angedeutet haben. Eine mit einem n-stelli-
gen Operator S beginnende Aussage S(Aq,...,An) soll den
Zweck haben, den gemeinsamen Gehalt von m Regelsystemen

A (Byyeeesh )yeney A (Ay,eatyA ) auszudriicken. Dementspre-
chend erhalten wir als System der S-Grundregeln ein System
von S-Einfilihrungsregeln

A (pyyesesPy) =>8(DgyeeeyDy)

ﬁm(pqs see ,pn> és(p/p“' aPn)

und einer S-Beseitigungsregel

Af(DyseeesP ) DP5e e Ap(Dgseess D )=3D38(Dgs00esD ) =D

wobeil PgyeeesPpyP Aussagenvariable sind. Die S-Beseitigungs-
regel ist verbal etwa so zu verstehen: "Fiir slle Aussagen
Ajyeeeyh yA: Hat man fiir jedes i (14 i< m) mithilfe des
Regelsystems Zli(Aq,...,An) die Aussage A hergeleitet, so
derf man von S(Aq,...,An) zu A ilibergehen." Man kann zeigen,
daB die bekannten A-, y-, —>-Regeln des natiirlichen Schlies-
sens Spezialfalle dieses Schemas bzw. mit Spezialfallen
dieses Schemas gleichwertige Regeln sind.

beziehungen. Einen Uberblick iliber die bisherigen Untersu-
chungen zu einer "multiple-conclusion logic", deren Kalkiile
G. HASENJAEGER anschaulich "Mobile-Kalkiile" genannt hat,
geben SHOESMITH/SMILEY (1978). Vgl. auch PRAWITZ (1965),

S. 44 (FuBn. 2), sowie VON KUTSCHERA (1968), S. 16, (1969),
S. 117 (FuBn.).
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§ 7 zeigt denn, daB Operator-Grundregelsysteme die in § 5
geforderten Bedingung von Nichtkreativitit und Eindeutig-
keit erfiillen. Wesentliches Hilfsmittel dazu ist der Nor-
malisierungssatz. Dieses aus der Theorie der Kalkiile des
natiirlichen SchlieBens bekannte und dort dem GENTZENschen
Hauptsatz entsprechende Theorem iibertragen wir auf unseren
komplizierten Kalkiilbegriff. Wir schlieRen in diesen BRewei—
sen im wesentlichen an die 1965 von PRAWITZ eingefﬁhrten
Begriffsbildungen an. § 8 Dbeweist - teilweise zuriick-
greifend auf die Arbeiten von VON KUTSCHERA (1968) und
PRAWITZ (1979) -, daB beliebige Aussagenoperatoren, die
durch ein Regelsystem der vorher angegebenen Gestalt

gegeben sind, sich explizit mit Hilfe der drei positi=

ven Standardjunktoren A ,v , > definieren lassen. Genauer
1aBt sich zeigen, daB Jjeder um Regelsysteme fiir beliebig
viele Operatoren erweiterte Grundkalkiil sich in einen Kal-
kil einbetten 1&88t, der nur Operatorenregeln fir A v,—
hat. Das ist eine Rechtfertigung dafir, dall man sich in der
positiven Logik suf die Behandlung der Junktoren A v,—
beschrédnken kann.

In § 9 schlieflich wird noch vom zugrundegelegten materialen
Grundkalkiil X abstrahiert und ein Kalkiil der formalen posi-
tiven Junktorenlogik P angegeben, in dem genau die Ableitungs-
beziehungen bestehen, die in jedem materialen operatoren-

logisch erweiterten Kalkiil gelten, wenn man die Ableitungs-
beziehungen von P iber solchen materialen Kalkiilen interpre-
tiert. P ist gleichwertig mit dem positiv-junktorenlogischen
Teil des KalkiilsNI von GENTZEN 19%5. § 10 erweitert den bis-
herigen Ansatz geringfiigig, insofern Jetzt auch O-stellige
Operatoren zugelassen werden. Diese Erweiterung ndtigt dazu,
das System der Standardjunktoren AV, auf die sich alle
anderen Operatoren zurickfiihren lassen, zu erginzen um den
O-stelligen Junktor Y . Ein solcher O-stelliger Operator
ist fiir menche Zwecke, z.B. die Formulierung des CRAIGschen
Interpolationssatzes, recht niitzlich.

Es ist sicherlich so, daB der vorgetrage semantische Ansatz,
der den Begriff des (gemeinsamen) Gehaltes von Regelsystemen
in den Mittelpunkt stellt, noch sehr verbesserungsbediirftig
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ist. Unser allgemeines Schema fiir Einfiihrungs- und Besei-
tigungsregeln eines n-stelligen Operators ist jedoch nicht
unbedingt davon abhidngig. Auch fiir andere semantische An-
sdtze dlirfte es interessant sein, ein solches Schema zur
Verfiigung zu habenq) und zu wissen, daB auch fiir solche
allgemeinen Operatorenregeln der Normalisierungssatz gilt,
daBl aber andererseits schon die positiven Standardjunktoren
Ay ¥ 3 —> ausreichen, um das auszudriicken, was man mit be-
liebigen n-stelligen Operatoren susdriicken kann.

der Negation — ergeben. Bekanntlich macht es schon in der
Theorie des natiirlichen SchlieRens Schwierigkeiten, die
Negationsregeln in das Schema von Einfiihrungs- und Besei-
tigungsregeln zu pressen. So kann man eine Regel der Gestalt

(4] (4]
B —1B

— A

doch kaum als — -Einfiihrungsregel bezeichnen, da der Junk-
tor — lber dem Strich schon vorkommt. Der vielbegangene
Ausweg ist der, die Negation mit Hilfe einer O-stelligen
Konstante A zu definieren, indem man — A als Abklirzung
fir A->AsauffaBt. Pir A gibt man dann keine Einfiihrungs-
regel an und das "ex falso quodlibet"

1) So kann man unser allgemeines Schema fiir Beseitigungs-
regeln auch ganz im Sinne von GENTZENs Programm (s.o. S.415Anm.)
als aus dem Schema fiir Einfiihrungsregeln gewonnen auffassen:
Nach der S-Beseitigungsregel soll ja aus S(A,,...,A_) alles

das ableitbar sein, was aus den Pramissen der entspPechenden
Einfiihrung von 8, némlich Aq(A ,...,An)!...,ﬁxm(A ,...,An)
ableitbar ist. Wenn man will, kgnn man dies als Anaendung

eines sllgemeinen "Inversionsprinzips" interpretieren (vgl.
LORENZEN 1955, S. 29-31, HERMES 1959, PRAWITZ 1965, S. 32-38).



- 24 -

als Beseitigungsregel. FaBt man das Fehlen einer A-Ein-
fiihrungsregelauf als " A kann unter keinen Bedingungen mit
Recht behauptet werden", so kann man zwar die A -Beseiti-
gungsregel rechtfertigen, da sich mangels einer Ableitung
von A Jjede Ableitung von A in eine von A umformen laBt,
nicht jedoch eine klassische J\—Beseitigungsregel wie

[A_?J~3
L
A .

Auf diese Weise wird im Rahmen einer Semantik, wie sie
DUMMETT oder PRAWITZ entsickelt haben, die intuitionisti-
sche Logik gerechtfertigt.q)

Dieser Weg ist jedoch fiir uns nicht gangbar. Wir verlangen
immer, daB eine mit einem Verkniipfungszeichen beginnende
Aussage den Gehalt eines oder den gemeinsamen Gehalt mehre-
rer Regelsysteme ausdriickt. Das bedeutet insbesondere, daf
es fir Jjeden Operator S mindestens eine S-Einfiihrungsregel
gibt. Wir lassen zwar auch den in § 10 behandelten Grenz-
fall zu, daB ein Junktor Y den Gehalt des leeren Regel-
systems ausdriickt; in diesem Fall hat er

Y

als Einfuhrungsregel und die trivialerweise ableitbare
Regel

A Y
A

als Beseitigungsregel. Ein Operator ganz ohne Einfiihrungs-
regeln macht fiir uns keinen Sinn.

1) Vgl. PRAWITZ 1973, S. 243. PRAWITZ faBt allerdings A

als atomares Zeichen auf (vgl. ebd. 231), weshalb er zur
Rechtfertigung des "ex falso quodlibet" noch die Konsistenz
des Grundkalkiils verlangen muB. Dies ist jedoch nicht ndtig;
man kann A wie andere Operatoren auch als nichtatomares
Zeichen auffassen, das erst in der konservativen Erweiterung
von Grundkalkiilen auftritt.
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Deshalb bleibt uns zur Behandlung der Negation nichts anderes
ilbrig, als Grundkalkiile zu betrachten, die selbst schon

einen Widerlegungsbegriff, notiert mit -~~~ , besitzen,

und dann die Negation durch die Regeln

~Pp =P
1 P=~D

zu charakterisieren. ~ fassen wir dabei als pragmatisches

Grundzeichen auf, nicht schon als Junktor, Das spiegelt sich
in der Notation darin nieder, daB Schreibweisen wie ~~A
sinnlos sind.q) Genauer gesagt, gehen wir von einer Unter-
teilung aller Urteile in Behauptungen und Bestreitungen aus
und fassen eine Aussage dann als widerlegt auf, wenn fiir ih-
re Bestreitung ~ A eine Ableitung vorliegt. Deshalb bezeich-
nen wir das Vorhandensein des Bestreitungszeichens und von
Regeln dafiir auch als Vorliegen eines formalen Widerlegungs-

begriffes.

In § 11 definieren wir Kalkiile, die einen solchen Widerle-
gungsbegriff enthalten, indem wir den Begriff der Ableitungs-
regel erweitern. Dabei stellt sich sofort die Frage, welchen
Adaquatheitsbedingungen ein Widerlegungsbegriff unterworfen

sein muB3, da offensichtlich das bloBe Vorkommen einﬁs Zei-
) 2

chens ~~ ihn noch nicht als solchen kennzeichnet.

Diese Frage wollen wir in dieser Arbeit unbeantwortet lassen,
da sie weitfiihrende philosophische Untersuchungen lber das

1) Damit schlieBen wir an an VON KUTSCHERA 1969. ~ soll also
etwa so verstanden sein wie die negative Kopula g bei KAM-
LAH/LORENZEN 1967, wo ja auch streng zwischen der negativen
Kopula und der Jjunktorenlogischen Negation unterschieden wird.-
Statt ~A konnte man wie BENDALL 1978 auch schreiben fA, statt
A auch wA und das ganze als Bewertung mit den Wahrheitswerten
"wahr'" und "falsch" verstehen. Dies ist jedoch hdchst miBver-
stdndlich, da man meist unter "wahr" und "falsch" metasprach-
liche Pradikatoren versteht und nicht pragmatische Zeichen,
die die Einstellung eines Sprechers zu einer Aussage kenn-
zeichnen.~Interessanterweise gibt auch schon LORENZEN

(1955) die Widerlegung als pragmatischen Grundbegriff an,

ohne ihn jedoch fiir die operative Begriindung der Logik

fir wichtig zu erachten.

2) Das unterscheidet unseren Ansatz von dem bei VON KUTSCHERA
1969, der zundchst gar keine Addquatheitsbedingung an den
Widerlegungsbegriff stellt.
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Wesen des Widerlegungsbegriffes voraussetzt. Damit verzich-
ten wir such auf Diskussionen iiber das Verhiltnis von Begriin-
dungs- und Widerlegungsbegriff, ob z.B. Begriindung und Wider-
legung unabhangig voneinander sind oder ob etwa Widerlegung
als Scheitern von Begriindungsversuchen aufgefaBt werden mufB
etc. Wir wollen nur vier mdgliche alternative Addquatheits-
bedingungen behandeln, die sich bei solchen philosophischen
Untersuchungen ergeben kdnnten. Die erste und schwichste
Form, die wir betrachten, wird in § 11-13 untersucht. Hier
verlangen wir von Kalkiilen mit Widerlegungsbegriff nur,

daB das Schema der konstruktiven "reductio ad absurdum"

[A] [4]

(1) : :
B ~R

~A

fir alle Aussagen A,B ableitbar ist. Fiir solche Kalkiile

mit Widerlegungsbegriff, die wie in Kapitel 2 Einfihrungs-
und Beseitigungsregeln fiir beliebig viele n-stellige Opera-
toren enthalten, beweisen wir in § 12 den Normalisierungs-
satz und weisen die Kriterien von Nichtkreativitit und
Eindeutigkeit fiir Operator-Grundregelsysteme nach.

§ 13 zeigt dann als Erginzung des Resultates von § 8, daB
sich Jeder der nach Hinzunahme des Widerlegungsbegriffs zur
Verfiigung stehenden Operatoren explizit mit Hilfe der vier
Standardjunktoren A,v,—>,\ definieren 15Rt. Dieses Resul-
tat 14Bt sich noch verschirfen: Msn kann nimlich zelgen,

daf in dem Kalkiil, der nur noch die Standardjunktoren AV =27
enth8lt, der Widerlegungsbegriff ~~ mithilfe von — aus-
drickbar ist, wenn man (1) ersetzt durch

[A] [A]

(@) 3 B

— A .
Man erhdlt so als Kalkiil der formalen Logik dieser vier
Standardjunktoren den 1937 von JOHANSSON aufgestellten Mi-
nimalkalkiil. Unsere Deutung dieses Kalkiils zeigt damit, daB
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(2) nicht als — -Einfiihrungsregel sufzufassen ist, son-
dern als eine Regel, die die Eigenschaft eines (pragmati-
schen) Widerlegungsbegriffes beschreibt.

§ 14 behandelt Kalkiile mit Widerlegungsbegriff, die einer
etwas stidrkeren Adédquatheitsbedingung geniigen, in denen
ndmlich neben (1) noch das Schema des "ex contradictione
quodlibet™

A ~A

(3)
B

fir alle Aussagen A,B ableitbar ist. Wir beweisen ebenfalls
den Normalisierungssatz flr solche Systeme und zeigen, daRB
sich als Kalkiil der formalen Logik der Junktoren A, v —» —
die intuitionistische Junktorenlogik ergibt, wenn man
neben (1) durch (2) auch (3) ersetzt durch

A — A

(4)
B .

§ 15 ist ein Exkurs, der einiges iiber die ausgezeichnete
Rolle des Junktors v aussagt. Von A—>,— kann man nim-
lich zeigen, daB diese Junktoren Jjeweils durch ein Regel-
system explizit definierbar sind, d.h. daB sie den Gehalt
eines einzigen Regelsystems ausdriicken, man zu ihrer Be-
deutﬁngsfestlegung also nicht auf den gemeinsamen Gehalt
mehrerer Regelsysteme zuriickgreifen muB. Nachdem in § 13
nachgewiesen wurde, daB alle Aussagenoperatoren sich

auf A,v — 1 zurlickfilhren lassen, widren dann alle Opera-
toren durch Regelsysteme explizit definierbar, wenn auch

v explizit definierbar wHre. Wir beweisen jedoch, daB
dies nicht der Fall ist: v ist ein Junktor, der durch kein
Regelsystem explizit definierbar ist. Das ergibt sich

zwar schon aus der bekannten Nichtdefinierbarkeit von v
durch A\—9fﬂq), es ist jedoch interessant, den Beweis auch
im hier vorgeschlagenen semantischen Rahmen fithren zu kén-
nen.

1) Vgl. McKINSEY 19%9, WAJSBERG 1938, vgl. auch PRAWITZ
1965, B. 59-62 und RAUTENBERG 1979, S. 261f.
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§ 16 und § 17 behandeln die klassische Logik. §_1§ setzt
als dritte Form einer an den Widerlegungsbegriff zu stel-
tenden Addquatheitsbedingung neben (1) noch das Prinzip
der klassischen '"reductio ad absurdum" vorsus, wonach
auBer (1) noch

[ ~al [~A]

(5) : :
B ~B

A
fir alle Aussagen A,B ableitber ist. Der Normelisierungs-
satz 1aBt sich hier vorliufig nur fiir solche Systeme beweisen,
deren Operatoren explizit definierbar sind durch ein eingi-
ges Regelsystem. Dementsprechend lassen sich aber auch
alle Operatoren schon durch A—>— definieren. Als System
der formalen Logik erhdlt man einen klassischen Aussagen-
kalkiil der Junktoren A\—> ™ , der neben (2) enstelle von
(5) die Regel

[—4] [—al

(6) : .
B —B

A

enthalt. Man kann diesen Kalkiil als angemessenen Formalis-
mus der klassischen Aussagenlogik auffassen, wenn man
A vB definiert durch —(— A A —B).

Die volle klassische Logik, in der auch Vv ein eigenstin-
diger Junktor ist, erhalten wir in § 17, wenn wir els
starkste Addquatheitsbedingung voraussetzen, daB Grund-
kalkiile formal entscheidbar sind, d.h. daB jede ihrer
Aussagen begriindbar (}—A) oder widerlegbar(}- ~A) ist.

In diesem Fall gilt der Normalisierungssatz fiir beliebige
Operatoren; die Gleichwertigkeit von A v B mit —(—AA—B)
wird demit zu einem beweisbaren (d.h. nachtriglichen) Re-
sultat. Allerdings ist die formale Entscheidbarkeit eine

Figenschaft, die man nicht ohne weiteres erzwingen ksnn
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(und die auch in vielen Fdllen, wie der GODELsche Unvoll-
stédndigkeitssatz zeigt, prinzipiell nicht erzwingbar ist).
Hingegen kann man die Ableitbarkeit einer Ableitungsregel
wie z.B. die Ableitbarkeit der klassischen "reductio ad
absurdum"” einfach dadurch garantieren, daB man sie zur
Grundregel erklért.q) 8§ 18 skizziert schlieBlich noch die
Moglichkeit, den Widerlegungsbegriff auf den Begriff der
Absurditat zurlickzufiihren.

Ein Anhang beschreibt die Konsequenzen fiir § 16 und § 17,

die sich ergeben wiirden, wenn sich das Resultat von

TENNANT 1980 halten 1#Rt. TENNANT versucht, einen Norma-
lisierungssatz fiir die klassische Quantorenlogik unter
Einbeziehung der v- und J-Regeln zu beweisen. Daraus er-
gdbe sich fiir uns ein Normalisierungssatz fiir die volle
klassische Operatorenlogik, die nur (5) und noch nicht

die formale Entscheidbarkeit von Grundkalkiilen voraussetzte.
Allerdings ist TENNANTS Beweis in der publizierten Version
nicht ganz korrekt, wie Professor Tennant mir auf einen
brieflichen Hinweis hin im September 1980 auch bestitigte.
Die Chancen stehen jedoch nicht schlecht, in absehbarer

Zeit eine hinreichende Verbesserung des Beweises zu finden.z)
Wenn wir vier mdgliche Addquatheitsbedingungen fiir den
Widerlegungsbegriff behandeln, ohne eine davon als die
richtige auszuzeichnen, so behaupten wir damit, daB der re-
gellogische Ansatz selbst noch nicht dariiber entscheidet,

1) Vorausgesetzt allerdings, man hdlt den Widerlegungsbegriff
fir unabhangig vom Begriindungsbegriff. FaBt man den Begriin-
dungsbegriff als primdren Begriff suf, mit dessen Hilfe der
Widerlegungsbegriff (z.B. als Scheitern von Begriindungsver-
suchen) charakterisiert wird, so kann man nicht umgekehrt
einfach (5) zur Grundregel erklaren, wonach eine Aussage be-
grindet ist, wenn ihre Widerlegung scheitert. Prof. F. Kam-
bartel hat mich darauf hingewiesen, daB unter anderem die
These vom Primat des Begriindungsbegriffes von der klassischen
Logik wegfiihrt.

2) Inzwischen liegt ein solcher Beweis auch vor. Vgl. den
Zusatz zum Anhang suf S. 247.
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ob etwa die intuitionistische Logik der klassischen vor-
zuziehen ist oder nicht. Mit unserer regellogischen Deu-
tung filhren wir die Begriindung eines Negats —A einfach
auf die Widerlegung ~ A einer Aussage A zurilick. Was iber
die Annahme etwa der intuitionistischen oder klassischen
Logik entscheidet, sind die Eigenschaften des Widerlegungs-
begriffes selbst und nicht die Tatsache, daf man ihn inner-
halb gewisser Regeln zur Definition von — verwenden kann.

Wenn sie auch keine Auszeichnung des einen vor dem anderen
Logiksystem ermdglichen, so bieten unsere regellogischen
Untersuchungen doch einen gemeinsamen Hintergrund, auf dem
sich klassische und nichtklassische Logik vergleichen lassen.
Das ist nicht selbstverstandlich. Ublicherweise behandelt
man die klassische Aussagenlogik als Theorie der Wahrheits-
funktionen, wdhrend man die intuitionistische Aussagen-
logik ganz anders deutet. Hier dagegen werden beide Logik-
konzeptionen mit Hilfe einer Analyse des Regelbegriffs in-
terpretiert. Sie unterscheiden sich nur in der Art des Wi-
derlegungsbegriffs, der hinter beiden Konzeptionen steht.

Zum AbschluB sei nochmals auf die Ansd@tze und Resultate hin-
gewiesen, an die diese Arbeit vor allem anschlieBt bzw.

die sie benutzt, auch wenn dies im folgenden nicht immer
erwdhnt wird. Der allgemeine semantische Rahmen entwickelte
sich in Auseinandersetzung mit der operativen Logik von
LORENZEN (1955) und dem semantischen Ansatz von PRAWITZ
(1971, 197%). Die Idee, Kalkiile mit Regeln beliebig hoher
Stufe einzufiihren, in denen die Heranziehung und L&schung
von Regeln erlaubt ist, wurde angeregt durch die Aufsdtze

VON KUTSCHERAs (1968, 1969). Ebenfalls darauf geht der
Versuch zuruck, mit Hilfe solcher Regeln beliebige n-stellige
Operatoren einzufithren und deren explizite Definierbarkeit
durch die Standardjunktoren A ,v ,—>,—/ 2u beweisen - ge-
stiitzt auch auf die Arbeit von PRAWITZ (1979), die sich das-
selbe Ziel setzt. Weiterhin wurde die Idee, die Negation auf
einen formalen Widerlegungsbegriff zuriickzufiihren, von

VON KUTSCHERA (1969) iibernommen. Die in dieser Arbeit angege-

benen Beweise von Normalisierungssdtzen stiitzen sich auf das
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maBgebliche Werk von PRAWITZ (1965), an dessen Termi-
nologie teilweise in allen Einzelheiten angeschlossen

wird.
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Einige Abklirzungen und Begriffserkladrungen

"g.d.w." steht fiir "gensu denn, wenn"
"QED" markiert das Ende eines Beweises.
"—=" meint die Identitdt von Zeichen.

Ausdriicke "A=B", wobei "A" und "B" fiir Vorkommen von
Zeichen stehen, werden als Identit&tsbehauptungen fiir die
Zeichen, deren Vorkommen A und B sind, verstanden. Vor-
kommen sind dabei nicht etwa als konkrete Vorkommnisse
verstanden, sondern als Zeichen zusammen mit einer Posi-

tion innerhalb einer Anordnung von Zeichen (z.B. einer
Ableitung). Vorkommen sind also selbst Abstrakta.q)

Zeichensysteme sind nicht als endliche Folgen im mathema-
tischen Sinn zu verstehen, sondern als Listen von Zeichen,
die dabei (mbglicherweise durch Kommata getrennt) neben-
einander oder untereinander stehen.g) Wir lassen als

Grenzfall such das leere System von Zeichen zu, das wir
mit @ bezeichnen. Daneben benutzen wir @ als Zeichen
fiir die leere Menge.

Um uns Schwierigkeiten bei der metasprachlichen Rede iiber
Zeichen zu erspraren, verwenden wir die Zeichen, iiber die
wir reden, autonym, d.h. auch als Namen von sich selbst,
sowie zusammengesetzte Zeichen auch als Namen der durch
Zusammensetzung der Einzelzeichen entstandenen Zeichen.

===========

1) Vgl. KLEINKNECHT/WUST 1976, S. 44f.
2) Vgl. LORENZEN 1955, § 12, sowie PRAWITZ 1965, S. 22(FuBn.).
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Kapitel 1: Ein erweiterter Kalkiilbegriff

§ 1. Abstrakte Kalkiile

Unser Ausgangspunkt sind Kalkiile in einem abstrakten, nicht
auf Logikkalkiile eingeschridnkten Sinne, entsprechend der
Auffassung von LORENZEN (1955). Wenn wir in diesem Kapitel
von speziellen Logikkalkiilen, z.B. Kalkiilen des natiirlichen
SchlieRens, sprechen, so fassen wir diese nur als abstrakte
Kalkiile auf, ihre Beziehung zur Logik im engeren Sinne

ist hier noch unwesentlich. Gegeniiber LORENZEN (1955) wer-
den wir Jjedoch einige terminologische und auch sachliche
Verdnderungen vornehmen.

Die Grundzeichen eines Kalkiils X seien eine entscheidbare
Menge von Atomen und eine entscheidbare Menge von davon
verschiedenen Objektvariablen. Ausdrucksformen seien be-
liebige endliche Aneinanderreihungen von Atomen und Ob-

Jektvarisblen, Ausdriicke seien Ausdrucksformen ohne Ob-
jektvariablen.23 Jeder ObjektVarisblen sei zugeordnet

eine entscheidbare Menge von Ausdriicken als zugehdrige
Menge von Objekten. Diese Menge sei auch als Variabilitdts-

bereich der Objektvariablen bezeichnet. Eine Belegung

/3 sei eine Funktion, die jeder Objektvarisblen ein Ele-
ment aus dem zugehorigen Variabilitdtsbereich zuordnet.
Wenn X eine Ausdrucksform ist, /3 eine Belegung, dann sei
x? das Resultat der Ersetzung jeder Objektvariablen a in
X durch f3(a) an allen Stellen des Vorkommens von a.

1) Von "sbstrakten" Kalkiilen reden wir im AnschluR an
HERMES/SCHOLZ (1952), S. 1,13f.. Auf die Diskussion solcher
Kalkiile, die schon vor und unabhingig von LORENZEN (1955)
eine Tradition hat, gehen wir hier nicht ein. Vgl. dazu

z.B. CARNAP (1934), SCHOLZ (1935), SCHROTER (1941)

KEMENY (1948) (8. 16-19), SCHOLZ/HASENJAEGER (19613 (8. 28),
HASENJAEGER (1962) (S. 78f£f.), CURRY (1963).

2) Was eine Aneinanderreihung von Zeichen ist, setzen wir
als bekannt voraus. Deshalb bendtigen wir auch keine"Eigen-
variablen" (vgl. LORENZEN 1955, S. 16), um den Begriff der
Ausdrucksform und des Ausdrucks selbst wieder kalkiilmdBig
zu definieren. - Ausdriicke sind bei uns bloBe Reihen von

Atomen, nicht - wie z.B. bei SCHROTER (1941) oder SCHOLZ/
HASENJAEGER (1961, S. 26) - schon eine ausgezeichnete Teil-
klasse derselben.
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Eine entscheidbare Teilmenge * der Menge der Ausdrucks-
formen sei als Menge der Formeln von K ausgezeichnet,

wobei mit jedem X auch das Resultat der Ersetzung eines
Vorkommens einer Objektvariable in X durch ein Element

des zugehdrigen Variabilititsbereichs zu F gehdre. Ins-
besondere gehort mit X auch x? zu F fiir jede Belegung

/3 . Unter Aussagen von K seien Formeln ohne Objektvariable
verstanden. ‘Fallt der Varisbilitdtsbereich einer Objekt-
variablen mit der Menge der Aussagen zusammen, so sprechen
wir auch von einer Aussagenvariablen.

Ob eine Objektvariable Aussagenvariable ist, kSnnen wir
meist nur nachtraglich feststellen, indem wir ihren Va-
riabilitédtsbereich mit der Menge der Aussagen vergleichen.
Wir konnen nicht ohne weiteres den Varisbilitd@tsbereich
einer Objektvariablen als Menge der Aussagen festlegen, da
der Begriff der Aussage mit Hilfe des Begriffs der Formel
definiert ist; und um priifen zu konnen, ob die als Formel-
menge ausgezeichnete Menge F von Ausdrucksformen tatsich-
lich die oben geforderte Eigenschaft der Abgeschlossenheit
gegeniiber Ersetzungen von Objektvariablen besitzt, miissen
in der Regel die Variabilit&dtsbereiche der Objektwvariablen
schon bekannt sein. In dem besonders einfachen Fall jedoch,
in dem man als ¥ die Menge aller Ausdrucksformen wihlt,

1) Den bei LORENZEN (1955) in § 1 eingefiihrten Gebrauch von
"Formel" fiir beliebige, mdglicherweise Variablen enthaltende
Zeichenreihen und damit von "Aussage" fiir beliebige Zeichen-
reihen ohne Variablen iibernehmen wir also nicht, sondern
sprechen stattdessen von "Ausdrucksform" bzw. "Ausdruck".
Denn in der formalen Logik versteht man "Formel" und "Aus-
sage" in einem spezielleren Sinne; da wir Logikkalkiile als
Spezialfalle eines abstrakten Kalkiilbegriffs auffassen und
uns dabei nicht allzusehr von der iiblichen Terminologie ent-
fernen wollen, miussen wir auf die gewohnte Terminologie eine
gewisse Ricksicht nehmen.- Im Gegensatz zu dem bei LORENZEN
(1955) in § 6 eingefiihrten etwas erweiterten Kalkiilbegriff
ist durch unsere Definitionen sichergestellt, daB der Begriff
der Aussage entscheidbar ist.LORENZEN verlangt weder, daB
Objekte Ausdriicke (in seiner Terminologie: Aussagen) sind,
noch dall Variabilitédtsbereiche entscheidbar sind, sondern
nur, daB sie durch einen Kalkiil aufzdhlbar sind.
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tritt diese Schwierigkeit nicht auf. Denn da Ersetzungen
von Objektvariablen durch Ausdriicke jedenfalls immer wieder
Ausdrucksformen liefern, weiBl man ohne Kenntnis der Varia-
bilitdtsbereiche von Objektvariablen, daBR F gegeniiber
solchen Ersetzungen abgeschlossen ist. Es ist also hier
nicht zirkuldr, bestimmte Objektvariablen als Aussagen-
variablen zu definieren und ihnen damit die Menge der

Aussagen (das sind dann alle Ausdriicke) als Variabilitdts-
bereich zuzuordnen. Von dieser Moglichkeit werden wir
oft Gebrauch machen.ﬁ)

Wenn X,,...,X ,X Formeln sind, so sel X eine Regel O. Stufe

und Xq,...,Xn:i>X eine Regel 1. Stufe. Die X1"°"Xn

heiBen auch Vorderformeln, X auch Hinterformel dieser

Regel 1. Stufe. Mit "Regel" meinen wir in diesem §en

immer "Regel O. oder 1. Stufe". Eine konkrete Regel sei
eine Regel, in deren Formeln keine Objektvariable auftritt.
Wenn R eine Regel ist, /3 eine Belegung, dann sei rR”

die konkrete Regel X,”,...,X "=X?, ralls R die Gestalt
Xy9ee-9X =X hat. Falls R Regel O. Stufe, dann ist R
zugleich Formel, R? ist also schon erklért.g)

Eine endliche Menge von Regeln von K sei ausgezeichnet als
die Menge der Grundregeln von K. Eine Grundregel 0. Stufe
heiBt auch Anfangsregel. Grundregeln bestimmen den Ablei-

tungsbegriff von K. Ableitungen konnte man am einfachsten

definieren als ein System von Aussagen Aq""!Ak derart,

1) Solche Kalkiile, deren Ausdrucksformen und Ausdriicke mit
den Formeln bzw. Aussagen zusammenfallen und die als Objekt-
variable nur Aussagenvariable enthalten, sind es, die LOREN-
ZEN in seiner "Protologik" (LORENZEN 1955, §1—§55 vornehm-
lich betrachtet.

2)Da durch den folgenden Ableitungsbegriff Regeln O. Stufe
als solche Regeln gedeutet werden, deren Anwendung nicht
voraussetzt, daB man schon etwas abgeleitet hat, kdnnte man
sie als Regeln 1. Stufe ohne Vorderformeln auffassen und mit
=>X' notieren. Diese (sich bei LORENZEN ‘1955 noch nicht fin-
dende) Schreibweise ilibernehme ich aus technischen Griinden
nicht. Die Unterscheidung zwischen Regeln O. und 1. Stufe

ist im Hinblick auf spédtere Verallgemeinerungen zweckmiBig,
weil wir dann Regeln (n+1)-ter Stufe als solche Regeln defi-

nieren werden, deren "Vorderregeln" Regeln n-ter Stufe sind,
so wie jetzt die "Vorderformeln" von Regeln 1. Stufe als
Regeln O. Stufe aufgefaBt werden kdnnen.
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daB Jjedes Aussagenvorkommen Ai in diesem System entweder
durch Anwendung einer Grundregel 0. Stufe entsteht oder
aus Aussagenvorkommen A; ,...,A; mit 1=i,<i,...,1€1 £1i
durch Anwendung einer Grundregel 1. Stufe bei einer Bele-
gung /3 hervorgeht, d.h. daB entweder XﬁEEiAi gilt flir eine
A= B = 2= i
Anfangsregel X oder X, ﬂﬁAiq,...,Xn '“‘Ain’ X7=4A, fur
eine Regel 1. Stufe Xq,...,Xﬁi>X.

Im Hinblick auf die spateren Erweiterungen in § 2 und § 3
ist es allerdings zweckmdBiger, Ableitungen nicht linear,
sondern in Baumform zu notieren. In einer solchen Notation
markiert man die Anwendung einer Regel 1. Stufe R durch
einen SchluBstrich, iiber dem die Aussagen stehen, auf die
man R anwendet (die Prdmissen dieser Anwendung von R), und

unter dem das Ergebnis dieser Anwendung von R (die Konklusion

der Anwendung von R) steht. Bei der baumformigen Schreib-

weise von Ableitungen stehen die Priamissen einer Regelan-
wendung also immer unmittelbar iiber der Konklusion. Die je-
weils angewendete SchluBregel und die dabei benutzte Be-
legung vermerkt man am besten neben dem SchluBstrich.

Eine Ableitung von A, die im letzten Schritt eine Regel

1. Stufe R unter Benutzung der Belegung /> auf schon ab-
geleitete Aussagen kq,...,An anwendet, notieren wir also so:

R - A
A

Dsbei identifizieren wir die Belegung /3 , die ja eigentlich
eine Funktion umd kein Zeichen ist, mit dem Zeichen:
{e,;>b,,...,a, b, , wobei 849--+,3, die in R vorkommen-
den Objektvariablen und b,],...,bﬂ (respektive) die durch

/3 diesen ObJjektvariablen zugeordneten Objekte sind. Falls
R eine konkrete Regel ist, identifizieren wir /2 mit < >.
Diese Identifikationen sind dadurch berechtigt, daB man zur

Anwendung von R bei der Belegung 3 nur wissen muB, wie 2
die in R effektiv auftretenden Objektvariablen belegt.
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Um auch die Anwendung einer Anfangsregel neben einem
SchluBstrich vermerken zu kdnnen, markieren wir eine solche
Regelanwendung durch einen SchluBstrich, iiber dem keine
Aussagen mehr stehen. Ist R also Regel 0. Stufe, so schrei-
ben wir:

R
F A

Beispiel fiir eine Ableitung: Sei K,| der Kalkiil mit den Ato-
men 0,+ und Objektvariablen a,b. Formeln und Aussagen von K

sollen mit den Ausdrucksformen bzw. Ausdriicken wvon K,| zZu-

I]

sammenfallen. a,b seien Aussagenvariable. Die Grundre-
geln von K, seien:

/'i
(R,) 0
(R2) a = a+
(RB) a,b=>ab .
Dann ist die Aussage o++o+o+++ 1in K, ableitbar, wie man
aus folgender Ableitung sieht:
Ri<
’ > (@] Rq < > —
Ryars o R, <> —— Rydars s
o + o o+
Rlursod Ryt o ——mr R, {arsod
O+ O+ o44
R3. (ats o+t bis o) S Q1<mi7“>o++> -

FRS <CL|-—> O++0+ , bi> R
O+34 0+ O+t

Wir werden allerdings kiinftig auf die Angabe der verwen-

deten Belegungen verzichten, wenn diese sich eindeutig aus

dem Zusammenhang ergeben.q)

Um nun den Begriff der Ableitung in K exakt definieren zu
konnen, fassen wir die Baum-Notation

1) Obige Ableitung findet sich in linearer Notation bei
LORENZEN (1955), 8. 17. Sie sieht dort wesentlich einfacher
aus. Die Baum-Notation wurde, wie gesagt, auch nur im Hin-
blick auf die spateren Erweiterungen eingefiihrt.
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nur als inoffizielle Schreibweise fiir (n+3)-gliedrige
Systeme<<3,/3;W;,...;ﬁ;,ﬂ>>'auf, wobei T, ..., T, aie
Ableitungen der Aq,...,An repridsentieren sollen und im
Falle, wo R Regel O. Stufe ist, auch wegfallen diirfen. Fir
Belegungen /3 gilt dabei wieder die oben S. 36 erwdhnte

Identifizierung mit einem Zeichen.

T ist Ableitung von A in K genau dann, wenn A Aussage ist
und einer der folgenden beiden Falle gilt:

1) T hat die Gestalt <§,ﬂ,A>, R ist Anfangsregel von K,
2ist Belegung und RP=A.

2)T hat die Gestalt <R,ﬂ;ﬁ&,...;ﬁ£,ﬁ>-, R ist Grundregel
1. Stufe von K, 5 ist Belegung, R = A,,...,A =>A und
'ﬂ;,...;ﬂ; sind schon Ableitungen von A ,...,A  (respektive)
in K.

Eine Aussage A heiBft ableitbar in K (}—Kﬁ), wenn es eine
Ableitung | fiir A in K gibt. Eine Aussage A heiBt in K
aus Aussagen A y...,A  2bleitbar (A, ,...,4) FxL), falls
A in dem Kalkiil K' ableitbar ist, der aus K durch Hinzu-
nahme von Aq,...,A

n als Anfangsregeln entsteht.
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S 2. Die JASKOWSKI-GENTZENsche Erweiterung des Kalkiilbegriffs

Die von JASKOWSKI (1934) und GENTZEN (193%5) entwickelten
Kalkiile des natiirlichen SchlieRens - womit im folgenden
immer deren junktorenlogischer Teil gemeint sein soll -
lassen sich nun nicht unter den in § 1 definierten Kalkiil-
begriff subsumieren. Die Regeln der —» -Einfiihrung und

der v-Beseitigung, wie sie GENTZEN (1935, S.186) angibt,
sind nadmlich keine Regeln im oben definierten Sinne. Die
—> ~Einfiihrungsregel, von GENTZEN notiert als

[A]
B

A—>B , besagt:

(*) Man darf von B zu A->B ilbergehen, wenn men B unter
eventueller Benutzung der Annahme A abgeleitet hat. A—>B
ist dann nicht mehr von der Annahme A abhingig.

Dies ist ein neuer Typ von Regel, der nicht nur - wie bis-
her - den Ubergang von Aussagen zu Aussagen regelt, sondern
zugleich etwas {iber die Annahmen aussagt, von denen eine
Aussage abhdngt. PRAWITZ (1965) unterscheidet solche

Regeln als "deduction rules" von Regeln, die wir in § 1
Regeln O. und 1. Stufe genannt haben und die er im AnschluB
an CHURCH "inference rules" nennt.q) Wir wollen die "deduc-
tion rules" Regeln 2. Stufe nennen und damit schon andeuten,

deB sie sich durch eine kanonische Erweiterung der Defi-
nition von Regeln O. und 1. Stufe ergeben.

Durch Anwendung von Regeln 2. Stufe geht man nicht mehr

nur von ableitbaren Aussagen zu ableitbaren Aussagen

Uber, sondern von Ableitungen aus Annahmen zu Ableitungen
aus moglicherweise anderen Annahmen. Wir werden daher, wenn
wir im Hinblick auf Kalkiile des natiirlichen SchlieBens den
in § 1 entwickelten Kalkiilbegriff erweitern, nicht mehr

1) PRAWITZ (1965), 8. 22f, vgl. CHURCH (1956), S. 49.
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einfach induktiv " ]I ist Ableitung von A in K" definieren,
sondern miissen zundchst "]| ist eine von einer endlichen
Menge M von Aussagen abhdngige Ableitung von A in K" de-
finieren. Der erste Begriff wird dann zum Spezialfall des
zweiten, ndmlich zum Fall, wo M leer ist.q)
Zunéchst erweitern wir unsere Definition von "Regel".

Wir filgen zu unserer Definition aus § 1 (8. 35 ) hinzu:

Wenn Rqse+-,R, Regeln O. oder 1. Btufe sind, wobei mindestens
ein R, (14 i<n) von 1. Stufe, X eine Formel, dann sei
ng...;Rnf£>X eine Regel 2. Stufe. Ryy..-, R heiBen auch
Vorderregeln, X auch Hinterformel der Regel 2. Stufe.

Der Einheitlichkeit halber sprechen wir auch bei Regeln

1. Stufe von "Vorderregeln", benutzen daneben aber weiter-
hin den Ausdruck "Vorderformeln". Mit "Regel" meinen wir

in diesem §en "Regel O., 1. oder 2. Stufe". Mit R” meinen
wir R,%;.. 3R P5X? | falls R die Gestalt R 5eee 3R => X
hat. Die Grundregeln von K seien wieder eine ausgezeichnete

endliche Menge von Regeln.

Wenn wir metasprachlich eine Regel unbestimmt mitteilen,

so schreiben wir oft R y.+.yR, =X, auch wenn es sich

dabei um eine Regel 2. Stufe handelt, fiir die man Ryse«« 3R =X
schreiben miiBte. Wir benutzen also R ye-<yR, =X als Kenn-
zeichnung fiir die Zeichenreihe, die aus Ris---sR, und X

mit dazwischenstehenden Strichpunkten bzw. "=" besteht.

Die — -Einfilihrungsregel des GENTZENschen Kalkiils des na-
tirlichen SchlieBens kdnnen wir Jjetzt als

A=>B=(A—>B)

g~

1) Von der "JaSkowski-Gentzenschen" Erweiterung des Kalkiil-—
begriffs zu sprechen, ist dadurch gerechtfertigt, daB bei-
de Autoren erstmals die fundamentale Bedeutung des Schlies-
sens aus Annahmen erkannten. Mit der Angabe darauf aufbau-
~ender ILogikkalklile schufen sie ein Paradigma, aus dem sich
leicht ein abstrakter Kalkiiltyp entwickeln 1&B8t. - Auf die
von mir iibersehene Arbeit von JASKOWSKI (1934), in der unab-
hédngig von GENTZEN ein Kalkiil des natiirlichen SchlieBens

fur die klassische Logik angegeben wird, hat mich Prof.

Chr. Thiel hingewiesen.
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formulieren und dieser Formulierung die Interpretation (*)
geben. Das Analoge gilt fiur die v-Beseitigungsregel, die
von GENTZEN notiert ist als

(Al [B]

Av B C C

C
und die wir so formulieren kdnnen: A v BjA=>C;B=>C=>C.

Allgemein soll Rq,...,Rn:$>X bedeuten: Fir jede Belegung
/> darf man von Vorkommen der Hinterformeln von Rqﬂ,...,
R ? iibergehen zu X, und fiir jedes i (1<i<n) die evtl.
in der Ableitung der Hinterformel von R 7 suftretenden

Vorkommen der Vorderregeln von R. ﬁ3als Annahmen beseitigen.

"Beseitigen" bedeutet dabei soviel wie: "in der Ableitung
markieren". Die Endaussage einer Ableitung ist von genau

den in der Ableitung vorkommenden Aussagen abhdngig, die

an mindestens einer Stelle unmarkiert vorkommen. Da wir

den Terminus "beseitigen" spater im Zusammenhang von Ope-
ratorenregeln wieder benctigen, wollen wir dieses Markie-
ren als "Loschen" Dbezeichnen. Wir sprechen also davon,

dal eine Annahme bei Anwendung einer Regel 2. Stufe geldscht
(statt "beseitigt") wird.

Regeln 2. Stufe, die es eflauben, Annahmen zu loschen,
setzen natilirlich voraus, daB es zundchst einmal mdéglich
ist, innerhalb einer Ableitung in K Annahmen einzufiihren,
d.h. Aussagen zu "setzen", ohne dabei schon auf eine Grund-
regel von K Bezug zu nehmen. Dies zuzulassen, war im Kal-
kiilbegriff aus § 1 nicht ndtig, da man dort einfach zu
einem erweiterten Kalkiil iibergehen konnte, in dem die An-
nahme zusdtzliche Anfangsregel war (s.o. S. 38). Mit der
Annahmenloschung als Ableitungsoperation in einem Kalkiil
kann man nun aber die Annahmeneinfiihrung nicht mehr als
Ubergang zu einem anderen Kalkiil auffassen, sondern nur

als Ableitungsschritt in demselben Kalkiil. So wie wir oben
von "Loschung" statt "Beseitigung" sprachen, vereinbaren wir

auch hier einen neuen Terminus an Stelle von "einfiihren",
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indem wir von der "Heranziehung" einer Annahme reden. Es

soll also jetzt erlaubt sein, einen Zweig eines Beweis-
baumes mit der Heranziehung einer Annshme statt durch An-
wendung einer Anfangsregel zu beginnen.

Annahmen fassen wir dabei nicht einfach als Aussagen, son-
dern als konkrete Regeln O. Stufe auf, weshalb wir auch
von Annshmeregel statt Annahme sprechen. Auf diese Art

und Weise erhalten wir eine Parallelit#t zwischen Anfangs-
regeln und Annshmen: Die Anwendung einer herangezogenen
Regel O.Stufe. d.h. einer Annshme, erlaubt ebenso wie die
Anwendung einer Anfangsregel, eine Aussage hinzuschreiben,
ohne vorher andere Aussagen schon abgeleitet zu haben.
Eine Annahme A, die man heranzieht, ist also eine konkre-
te Regel O. Stufe, die es erlaubt, A (jetzt als Aussage auf-~
gefalBt) abzuleiten. Die Interpretation von Annahmen als
konkreter Regeln nehmen wir schon hier vor, weil wir in

§3 die Heranziehung von konkreten Regeln beliebig hoher
Stufe als Annahmen definieren werden.

Um eine solche Interpretation auch in der Notation einer

Ableitung zur Geltung zu bringen, benutzen wir eine etwas
umstandlichere Schreibweise als sie in Darstellungen des

Kalkiils des natiirlichen SchlieBens (etwa bei GENTZEN 1935
oder PRAWITZ 1965) gebrduchlich ist. So wie wir in §1 die
Anwendung einer Anfangsregel durch

| R
& A

notiert haben, notieren wir die Heranziehung einer konkreten

Regel 0. Stufe A als Annahme so:

A
A

Die Angabe einer Belegung, auf die wir ohnehin meist ver-
zichten, ist hier liberfliissig, da es sich um die Heranzie-
hung einer konkreten Regel handelt. DaB es sich bei dem
links neben dem SchluBRstrich stehenden A um eine heran-
gezogene Regel und nicht um eine konkrete Anfangsregel

von K handelt, geht daraus hervor, daB ansonsten rechts
neben diesem A noch die leere Belegung <) stehen miiBte:

ALY
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Die spétere LOoschung einer Annahme A vermerken wir durch
ihre Einklammerung [AJ]. AuBerdem setzen wir links neben
die Klammer eine Ziffer und wiederholen diese links neben
der Kennzeichnung der Regel, bei deren Anwendung die An-
nahme geldscht wurde. Ansonsten behalten wir die in § 1
entwickelte Schreibweise bei.

: Wﬁl—jr—

(nR /3 :

Man beachte, daB sich die Operation der LSschung auf die
links neben dem SchluBstrich stehende Regel A bezieht und
nicht auf die Aussage A; die Aufgrund dieser Anwendung der
Regel A abgeleitet wurde.

Beispiel: K2 habe dasselbe Vokabular wie der oben S. 37
definierte Kalkiil K,, ebenso R, - R3 als Grundregeln. K
habe jedoch noch die zusd@tzliche Grundregel 2. Stufe:
(Rq_) a=pa++=+8 .

Folgende Ableitung zeigt die Ableitbarkeit von ++ in KE:

2

w L+
R:_<&F—9+>

R, Sappantt

DR ek t++
+ +

..f_,

Da vor dem letzten Schritt eine Ableitung von +++ aus der
Annahmeregel + vorlag, erlaubte es Ryy zu ++ Uberzugehen

und dabei die Annahmeregel + zu ldschen. a wurde bei der
Anwendung von R, durch + belegt. - Die Doppeltheit zwischen
der (als Regel aufgefaBten Annahme + und der unter Benutzung
dieser Annahme im ersten Schritt abgeleiteten Aussage +
erscheint kiinstlich. Man kdnnte vereinbaren, den obersten
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SchluBstrich mit den links neben ihm stehenden Vermerken
ganz wegzulassen und bei LOschung der Annahme + einfach
die oberste Aussage + einzuklammern. Das entspridche dem
Vorgehen bei GENTZEN (19%25) und PRAWITZ (1965), wire je-
‘doch im Hinblick auf die in § 3 folgende Verallgemeinerung
nicht sinnvoll.

Ein weiteres Beispiel, das etwas komplizierter ist: Sei K3
der Kalkul mit o,+ als Atomen, a als einziger Objektvariable.
Alle Ausdrucksformen und Ausdricke seien auch Formeln bzw.
Aussagen. a sel Aussagenvariable. K3 habe die Grundregeln:

(Rq ) o
(Ry) a,800 =>a+
(33) ao = 800

(34) a=ya+ =3 a+

(R5) a0 =Sa+j;a=3a+ —=a++

Die folgende Ableitung zeigt, daB sich +++ in K5 aus +00
ableiten 1a8t:

@[+9)
wi+] — Ry —2
,pg‘ + +o09 (5_][+] - 400
(".ﬁ)\q + 4 R, + +00
++ + +
() R = T .

Auf die Notation von Belegungen wurde dabei verzichtet.
Abgesehen von +oo wurden in der Ableitung von +++ alle An-
nahmen an allen Stellen ihres Vorkommens geldscht.

Nun zur exakten Definition des Ableitungsbegriffs. Zundchst
einige Vereinbarungen. Sei R eine Regel. Dann sei (R),1

das System ihrer Vorderregeln, (R), ihre Hinterformel.
Falls R also die Gestalt Rq,...,Rn;§X hat, dann ist
(R),=Rq9e--sRy und (R),=x. Falls R von O. Stufe , ist
(R)q das leere System. Sei M ein System von Regeln. Dann
sei {F} die Menge der in [ vorkommenden Regeln. Ins-
besondere ist also {(R)q} die Menge der Vorderregeln

von R. {.} bezeichnet also den Ubergang von einem System
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von Zeichen zu der endlichen Menge der in ihm vorkommenden

Zeichen. ) Speziell sei {} , d.h. die Menge der im

leeren System vorkommenden Zeichen, mit @ bezeichnet.
Yo sollen wie iiblich die Vereinigung bzw. die
Differenz endlicher Mengen bezeichnen. Fir die "offizielle"
Notation(Rlﬁ{Er”}Eq{>einer Ableitung gilt das in §1 gesagte,

nur daB jetzt nicht nur T, cel T , sondern auch /3

wegfallen kann (im Falle der Heranziehung einer Annahme).
Wir definieren:

T ist von M abhingige Ableitung von A,genau dann, wenn
A Aussage, M endliche Menge konkreter Regeln O. Stufe

(d.h. Menge von Annashmen) und einer der folgenden TFdlle
gilt:

1) T hat die Gestalt <R,8,A> , R ist Anfangsregel von K,

/5 ist Belegung, R”=A und M=g.

2) T hat die Gestalt <R,A> , R=A und M={Al.

3) T hat die Gestalt <B,ﬂ,7&,...,7&,ﬂ> , R ist Grundregel

1. oder 2. Stufe von K, /3 ist Belegung, fiir jedes i (1%i<n)
ist7E von M, abhdngige Ableitung von A., RﬁEERq,...,Rn=>A ,
fiir jedes i (1¢in) ist (Ry),=A; , und M=J(;~{(Ry)}).

Klausel 1) driickt die Anwendung einer Anfangsregel aus,.

2) die Heranziehung einer Annahme, 3) die Anwendung einer
Grundregel 1. oder 2. Stufe, bei deren Anwendung u.U. An-
nahmen geldscht werden. Diese induktive Definition ist ent-
scheidbar; insbesondere sind die in 3%) vorkommenden Quanti-
fikationen iiber M, "peschrankt", d.h. wenn man die Defini-
tion durch Godelisierung als zahlentheoretische Definition
auffaBt, ergeben sich beschriankte Quantoren.

Weiterhin ist diese Definition so beschaffen, daB nur in
T effektiv angewandte konkrete Grundregeln zu 1M gehoren.
Es gilt sogar,daB M eindeutig bestimmt ist, falls I von M
abhingige Ableitung von A ist. Deshalb definieren wir noch

den Begriff der Ableitung von A aus einem (endlichen) Sy-
stem von Regeln, fir den gilt, daB eine Ableitung von A aus

M zugleich eine Ableitung von A aus [ ist, falls {M}<{/™}:

1) Vgl. dazu LORENZEN (1955), 8. 131f.
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T ist Ableitung von A sus [ genau dann, wenn A Aussage,
" System konkreter Regeln O. Stufe und es eine endliche
Menge M gibt mit M<{/}, so daB 7T von M abhsngige Ab-

leitung von A ist. (Diese Definition ist offensichtlich

auch entscheidbar, da die Quantifikation iiber M "beschrankt"
ist.)

A ist aus ' in K ableitbar (FFEA) genau dann, wenn es ein
T gibt, so daB 1| Ableitung von A aus [’ ist. Wenn [ das
leere System ist, schreiben wir auch "FA".

Men beachte, daB der Begriff der Ableitung sus [ fiir Systeme
und nicht fiir Mengen definiert ist, ebenso der Begriff der
Ableitbarkeit. Das erweist sich fiir syntaktische Unter-
suchungen zweckmdBiger. Es gilt natiirlich: | ist Ableitung
von A aus [ genau denn, wenn || Ableitung von A aus [
ist, falls {/'}={"]. Dieses Resultaet werden wir im folgenden
benutzen, ohne es zu erwdhnen, d.h. wir wenden stillschwei-
gend Strukturregeln auf [ an. )

1) Statt der Definition einer Ableitung von A aus rl, d.h.
der Definition einer zweistelligen Relation, kann man auch
einen "Annahmenkalkiil" angeben, dessen Aussagen etwa die
Gestalt P A haben und in dem 7P A genau dann ableitbar
ist, wenn A aus [ im Ausgangskalkiil ableitbar ist. Ein
solcher Annahmenkalkiil (wie er sich z.B. bei GENTZEN 1936
S. 514f. fir den Kalkiil des natiirlichen SchlieBens findets
wadre ein Kalkiil im Sinne von § 1. Um die in ihm ableitbaren
Sequenzen 'k A sinnvoll interpretieren zu konnen, wird
man jedoch wieder auf den in diesem §en definierten Kalkiil-
‘begriff zurilickgreifen miissen, fiir den der Begriff der Ab-
leitung aus Annahmen grundlegend ist.
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§ 3. Regeln beliebiger (endlicher) Stufe

Die zentrale Definition des in § 2 im AnschluB an JAS-
KOWSKI und GENTZEN entwickelten Kalkiilbegriffs war die
der von einer endlichen Menge von Aussagen abhangigen Ab-
leitung einer Aussage. Dabei hatten wir Annahmen als kon-
krete Regeln 0. Stufe interpretiert. Diese Auffassung legt
die Verallgemeinerung nahe, nicht nur konkrete Regeln O.
Stufe, sondern auch konkrete Regeln 1. und 2. Stufe als
Annahmen zuzulassen, die man heranziehen und wieder 106-
schen kann. Da eine Regel, bei deren Anwendung man eine
Annshme O. Stufe loschen konnte, schon von 2. Stufe war,
muB man dann Regeln 3. und 4. Stufe einfiithren. Will man
auch solche wieder als Annshmen benutzen, benotigt man
Regeln noch hoéherer Stufe. Es ist also sinnvoll, Regeln
und entsprechend auch Annahmen beliebiger (endlicher)
Stufe zu definieren.

Wir fithren ganz allgemein den Begriff der Regel be-
liebiger (endlicher) Stufe ein, wobei alle anderen Bestim-
mungen i{iber das Vokabular eines Kalkiils aus § 1 bzw. § 2
Ubernommen werden:

1) Jede Formel ist eine Regel O. Stufe.

2) Sind Rq""’Rn Regeln hochstens m-ter Stufe, ?Qbel min-
destens ein R. (14i<n) von m-ter Stufe ist, und ist X
Formel, so ist qu..., -ﬁ;X eine Regel (m+1)-ter

Stufe, wobei an den mit x markierten Stellen m Punkte

stehen sollen.

Mit "Regel" meinen wir von nun ab "Regel irgendeiner Stufe".
Wie oben (8. 40) vereinbaren wir wieder,daB wir bei meta-
sprachlicher Mitteilung einer Regel (insbesondere wenn die
Regel unbestimmt, also ohne Angabe ihrer Stufe angefiihrt
wird) auf die Punkte iiber Komma und Regelpfeil verzichten
bzw. nur soviele Punkte setzen, daB die metasprachliche
Mitteilung nicht mehrdeutig wird. Z.B. notieren wir
ngREﬁ>R§%>A » 8uch wenn R,,R,,Rz von htherer als 0. Stufe
sind. Aus der unbestimmten metasprachlichen Mitteilung kann
man also nur die Stufenunterschiede herauslesen (z.B. daB
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hier R, hdchstens die Stufe von R,=Rz haben kann), nicht
jedoch die absoluten Stufenzahlen.

R” sei analog zu vorhin induktiv definiert: Falls R

die Gestalt'Rq,...,Rn:$>X hat, dann sei R/? gerade
R,{a’,...,ZElnf”:i/‘vX/3 . Fir Formeln X ist X/ auf S.%3 er-
klart worden. Vorderregeln und Hinterformel seien wie auf
S. 40 erklédrt. Weiterhin benutzen wir "Annshmeregel und
"Annahme" synonym mit "als Annshme herangezogene Regel'.

Die intendierte Bedeutung einer Regel kann man wortlich
von S. 41 iibernehmen, nur daB "Annahmen" jetzt konkrete
Regeln beliebig hoher Stufe sein konnen. Eine Regel
X1:;125§X3;X4ﬁ>x5§>x soll also bedeuten: Fir jede Bele-
gung /£ darf man von }(35/3 und X5ﬁ zu Xﬁ iibergel;lgen

und dabei die eventuell in der Ableitung von X5 be-
nutzte Annahmeregel Xﬁﬁ:>Xéﬁ und die evtl. in der Ablei-
tung von X5ﬁ benutzte Annshmeregel XJS 16schen. Falls also
Zz. B. die Ableitung von X5ﬁ nur von X{3=>Xég und die Ab-
leitung von X§3 nur von Xﬁ? abhdngig war, so ist die ent-
stehende Ableitung von X” von keiner Annahmeregel mehr
abhéngig.

Die Funktionsweise einer Regel hoherer Stufe wird exakt
durch die genaue Definition des Ableitungsbegriffes fest-
gelegt; Beispielableitungen konnen den Ableitungsbegriff
jedoch verstdndlicher machen. Zur Notation von Ableitungen

gilt das in §2 gesagte,nur daBl Annahmen nicht mehr nur an
der Spitze von Ableitungen herangezogen werden, sondern

auch im Verlaufe von Ableitungen, sofern es sich bei den
Annahmen nicht um Regeln 0. Stufe handelt.

Beispiel: Sei K, der Kalkil mit den Atomen o,+ und a als
einziger Objektvariable. Alle Ausdrucksformen und Ausdriicke
seien auch Formeln bzw. Aussagen. a sei Aussagenvariable. Ky
habe die Grundregeln:

(Rq) 0

(Ry) a0 =800

(33) a+ =a

(Ry) 008 =>00a++=>00a8+ =a+
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Die folgende Ableitung beweist die Ableitbarkeit von o+

aus 000 in K,, wobei auf die Angabe von Belegungen ver-
zichtet wird:

’R‘n
o
o=00
[l 7)
R:.
Coop
{4) I:O°D®ooo+ﬂ
Coo + 4
?3
OOO+—
(
4}’RH
o+

Im 2. Schritt wurde die konkrete Regel o0=00 als Annah-
me herangezogen, indem von o zu oo iibergegangen wurde.

Im 4. Schritt wurde oo0o=3000++ herangezogen, indem

von 000 zu 000++ iibergegangen wurde. Nach dem 5. Schritt
lag eine Ableitung von ooo+ aus der herangezogenen Annahme
000 =>000++ vor. Also erlaubte es Ry (bei Belegung von

a durch o), im 6. Schritt zu o+ iiberzugehen und dabei die
Annahme 000=»000++ zu ldschen.

Fin etwas komplizierteres Beispiel: K5 habe o,+ als Atome,
a,b als Variable. Alle Ausdrucksformen und Ausdriicke seien
auch Formeln bzw. Aussegen. a,b seien Aussagenvariable.

Die Grundregeln von K5 seien:

(R,:) +,8 > a+

(Rg) 0 =>a=>»3

(R3) a=>aasb=>b

(R4) a=>a0;2=3b=00b=b

Folgende Ableitung, bei der wieder auf Angabe von Bele-

gungen verzichtet wird, beweist die Ableitbarkeit von +
in K5:



(@) [o:} _—
0) [0 =05] -2 )\ o] o]
o
u.}[(a} 0=>o0; oé}ﬂ © 07 (3) fo ::ma ©
’Rd + (O8]

@R cer
(MR, -

._l....
)Ry, +

Dieses Beispiel zeigt, daB die Heranziehung einer Annahme-
regel mit der Loschung einer anderen Annahmeregel verbun-
den sein kann: Bei Heranziehung von o0 =00;0=+ wurde o
geldscht. Diese herangezogene Regel selber wurde spidter wie-
der bei Anwendung von Ry, geldscht. Obige Ableitung zeigt

weiterhin, daB Aussagen ableitbar sind, ohne da@ K5 eine
Anfangsregel hat.q)

Jetzt die exakte Definition der erweiterten Ableitungsbe-

griffes. Die Zeichen (R)q,(R)g,-[P} verstehen wir dabei
wie auf S.44f. angegeben.

ﬂqist von M abhdngige Ableitung von A genau dann, wenn A
Aussage, M endliche Menge konkreter Regeln (d.h. Annahmen-
menge) und einer der folgenden Fdlle gilt: '
1)ﬁW‘hat die Gestalt <<R,ﬁ,A>>, R ist Anfangsregel von K,
A ist Belegung, R = A  und M=@.

2) T nat die Gestalt (R,A> , R=A und M={a}.

3) T hat die Gestalt (R,f, % ,..., T, ,A> , R ist Grundregel
von K, die nicht Anfangsregel ist, / ist Belegung, fir
jedes i (14i<n) istqnivon M, abhéngige Ableitung von A;,
R'SR,y..., R SA , fir jedes i (1%i<n) ist (R}, =4,

und M= \J (5N {(Ry) YD .

4) T nat die Gestalt {R,% ,..., T ,&>, R ist konkrete Regel
von mindestens 1. Stufe, die nicht Grundregel von K ist,

1)Fiir letzteres 148t sich auch noch ein einfacheres Bei-
spiel geben, ndmlich die Ableitung )[o]

o

(DR,
]
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fir jedes i (1£i<mn) ist i, von M; abhéngige Ableitung
von A;y, R=R,y,...,R =4, flir jedes 1 (1<i<n) ist

— =
(R;)p =4y , und M=\ {(R;),))v{R].

Klauseln 1) und 2) stimmen mit den entsprechenden Klauseln
aus § 2 liberein, 3) ebenso, wenn man davon absieht, daB

R jetzt beliebige Stufe haben kann. Klausel 4) regelt die
Heranziehung von Annahmen von hdherer als O. Stufe. Eine
solche Heranziehung geschieht ja dadurch, daB man die heran-
gezogene (konkrete) Regel anwendet und zugleich in die

Menge der Annahmen aufnimmt. - Es lieBe sich wieder leicht
zeigen, daR die definierte Relation entscheidbar ist

(vgl. oben S. 45),.

Weiter definieren wir, wobei sich alle oben S. 45f. gemach-
ten Bemerkungen wortlich auf unseren erweiterten Kalkiilbe-
griff iibertragen:

Eine Zeichenreihe [l A heiBt Ableitungsbeziehung, wenn
es eine von {['] abhingige Ableitung von A gibt.

TT ist Ableitung wvon A aus [ genau dann, wenn A Aussage,
' System konkreter Regeln und es eine endliche Menge M
mit M < {M gibt, so da8 |l von M abhdngige Ableitung von
A ist.

A ist aus |' in K ableitbar (MgA) genau dann, wenn es ein
T gibt, so daB T eine Ableitung von A aus [ ist.

Wenn wir im folgenden ['|zA behaupten, so meinen wir immer,
daB wir einen effektiven Beweis filir diese RBehauptung haben,
also eine Ableitung von A saus [' angeben konnen.

Zur Notation von Ableitbarkeitsbehauptungen[ﬂﬁﬁA: Ist die
héchste Stufe einer in [' vorkommenden Regel n, so werden
die in [' vorkommenden Regeln vor "}i" durch Kommata mit
n Punkten getrennt. Flir die metasprachliche Mitteilung von
Ableitbarkeitsbehauptungen gibt jedoch wieder die Verein-
barung, nur soviele Punkte iiber die Kommata zu setzen, dal3

keine MiBverstdndnisse auftreten kdnnen. - Falls klar ist,
um welchen Kalkiil es sich im jeweiligen Kontext handelt,
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lassen wir den Index "K" weg, schreiben also "|-" statt

|ll_}(tl .

Wollten wir einen Ableitungsschritt schematisch notieren,
so konnten wir dies etwa so tun:

it e

e
() A b A — M AL
2
K
AL A
wobei " ,,_{:B fir eine Ableitung von A;"mit den Annahmen
AP stent.

Es ist natiirlich unerheblich, ob wir stattdessen schreiben

[af] [AZ]
(**) A=A DA D A AL - : . AR
Aﬂ

und so suggerieren, die Regel A=A, 5...5A = An:—;ni

sei eine mit Hilfe von —> zusammengesetzte Formel. Wir
konnten dabei statt von "Regel" z.B. von " = -Formel",
statt von "konkreter Regel" von ",@;—Auésage“, statt von
"Grundregel" von "Axiom" reden und dann (**) als Schema
fir einen Ableitungsschritt wdhlen, in dem links eine

"= -Formel" als Pramisse auftritt. Das wire aber nur eine
Frage der Terminologie, da " —-Formeln" so wie Regeln
nicht Konklusionen von Regelanwendungen sein konnen. D.h.:
In (**) ist die linke Prémisse immer Annahme (bzw. Axiom).
Zudem ware dleser Vorschlag insofern ungliicklich, als man
sinnvollerweise nur das Aussage nennt, was sowohl Pramisse

als auch Konklusion einer Regelanwendung sein kann.

Anders ist es, wenn man statt (*) folgende Schemata fiir
Ableitungsschritte zur Verfiigung hat:
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{Rq,.:.,Rn]

A
= -Einfihrung

Rq’—-.,RnéA

= -Beseitigung
A

wobei Rq’°"$Rn =-Aussagen (d.h. konkrete Regeln) und A
eine Aussage sei. FaBt man ferner Axiome (d.h. Grundregeln
in der anderen Terminologie) als Axiomenschemata auf, er-
laubt also fiir jedes Axiom R und jede Belegung /3

R/B
als Anfang, so ergibt sich eine Art Implikationskalkiil mit
=> als (materiazlem) Implikationszeichen, der allerdings
nur linksiterierte Implikationen (eben =>-Aussagen)
zulaBt. Es lieBe sich fiir diesen Kalkiil ein geeigneter Ab-
leitungsbegriff definieren, gem#BR dem ein Ableitungsschritt
sich nach obigen Schemata vollzieht. Diese Schemata wiirden
also nicht explizit als Regeln auftreten. Wenn wir einen so
konstruierten Kalkiil mit K, bezeichnen (wobei die Grund-
regeln von K die Axiome von K, sind), so 1Rt sich leicht

fiir konkrete Regeln (= -Aussagen) Rjyy+-<,R, und Aussagen
A zeigen:

Rq,...,Rn]-i;;A gedeWe  Ryy..,R | A .
Fiihrt man FER als Abkiirzung fiir (R),|g(R), ein, so
gilt sogar
(1) Fi;;R g.d.w. | R fiir alle konkreten Regeln R.
D.h.: Technisch gesehen sind K%; und K gleichwertig.
Warum wir K mit seinem komplizierteren Ableitungsbegriff

vorziehen, hat philosophische Griinde: Wir gehen von einer
bestimmten Interpretation von Zeichengebilden

aus, namlich ihrer Interpretation als Regeln: Du darf&t zu
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A iibergehen, falls du fir jedes i (1< i<n) A, unter
Benutzung von Ai abgeleitet hast (wobei dies gegebenen-
falls auf eine Belegung /3 zu relstivieren ist). Diese
Interpretation wird durch den Ableitungsbegriff von K ex-
pliziert; ein Schema der Art (*) gibt unmittelbar die
philosophische Interpretation von (2) wieder. Der Ab-
leitungsbegriff von K, wiirde dies nicht leisten. Die
Schemata der = ~Einfilhrung und =.-Beseitigung lieBen sich
durch unsere Interpretation von (2) nur auf Umwegen (etwa
liber Satze wie (1)) rechtfertigen. Mir ist auch keine an-
dere Interpretation von linksiterierten Implikationen be-
kannt, die unmittelbar zu den Schemata von =>-Einfiihrung
und —-Beseitigung fiihrt. Wir werden zwar selbst in Kapi-
tel 2 bei der Behandlung aussagenlogischer Operatoren
Regeln fiir einen Junktor —> motivieren, die obigen
Schemata entsprechen, doch diese Motivation geschieht
wieder unter Rickgriff auf den =,-Begriff. Unsere Deutung
von linksiterierten Implikationen durch Regeln scheint so
grundlegend und auch klar zu sein, daB es schwierig sein
diirfte, einen noch fundamentaleren Begriff zu finden.

Dies hindert natiirlich niemanden, aus technischen Griinden
fir metalogische Untersuchungen die gewohntere Kalkiilform
K-, 2zu wdhlen. Wir wollen jedoch auf die mdglichen tech-
nischen Vereinfachungen verzichten, um die philosophische

Interpretation des =-Begriffs besser hervortreten zu
lassen.

Man kann also unsere Erweiterung des Kalkilbegriffs in
diesem §en auch so zusammenfassen: Wir geben eine Deutung
von linksiterierten (materialen) Implikationen mit Hilfe
des Regelbegriffs. Diese Deutung bietet uns den grund-
legenden Begriff der (materialen) Implikation, auf die
wir dann in Kapitel 2 die aussagenlogischen Operatoren
zurlickfiilhren werden.

Es sei noch darauf hingewiesen, daB der definierte Begriff
der Ableitung in einem Kalkiil eine Idealisierung des
Begriffs der Begriindung sein soll, jedenfalls gewisser Ar-
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ten von Begriindungen. Begriindungen einer Aussage A gehen ja
immer so vor sich, daB man auf Aussagen Aq,...,An und eine
Regel R zuriickgreift, die es erlsubt, von Aq,...,An zZu

A iiberzugehen. Da eine Begriindung fundiert sein soll, also
irgendwann bei akzeptierten Annshmen enden muf}, kann man
sie auch umgekehrt als Ableitung lesen, wenn man die schon
als akzeptiert unterstellten Regeln, nach denen man von
Aussagen zu Aussagen lUbergeht, als Grundregeln eines Kal-
kiils suffait.

Der Ableitungsbegriff umfaBt damit sicherlich nicht alle
Aspekte des Begriindungsbegriffs, aber jedenfalls einen
wesentlichen Teil davon, und zwar in idealtypischer Weise.
Dieser Teil ist groBer als der vom LORENZENschen Kalkiilbe-
griff erfaBte, weil er auch das Schliellen aus Annahmen mit-
einbezieht. Der Ansatz, im Rahmen von Kalkiilen die Bedeu-
tung logischer Partikeln festzulegen, soll also auch ein
Betrag zur argumentationstheoretischen Begriindung der ILo-
gik sein.
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§ 4. Einige Konventionen und Hilfssdtze

In diesem Sen werden einige Konventionen eingefiihrt, die
fiir kiinftige Beweise zweckmdBig sind, auBerdem einige
wichtige Satze.

Der Kiirze halber werden wir in Kapitel 2 und 3 Ausdriicke,
Aussagen, Regeln, Ableitungen etc. eines Kalkiils K oft
als K-Ausdriicke, K-Aussagen, K-Regeln, K-Ableitungen etc.
bezeichnen, das Prdafix "K-" jedoch weglassen, wenn aus
dem Zusammenhang klar ist, um welchen Kalkiil es sich han-
delt. Fiir diesen § 4 gehen wir immer von einem festen
Kalkiil K im Sinne des § 3 aus, brauchen also die Relati-
vierung auf K nicht zu notieren.

Sei R eine Regel, in der hochstens 8 94998, 21 Objekt-
variablen auftreten. Um dies auszudriicken, schreiben wir
auch R(aq,...,an). Wenn nicht ausdriicklich erwdhnt, besagt
die Schreibweise R(aq,...,an) also nur, daB hochstens
8,4e++48, an Variablen in R(aq,...,an) vorkommen, nicht
jedoch, daB genau B8 yeee98y auftreten. Seien Aq""!An
Objekte aus den Variabilitdtsbereichen von a,,...,8, (re-
spektive). Dann sei R(Aq,...,An) die aus R(aq,...,an)
durch Substitution von ay durch A, (14« i< n) hervorgehen-
de konkrete Regel. Entsprechende Festsetzungen sollen fir

Regelsysteme g&(aq,...,an) bzw. ZX(Aq,...,An) gelten.

Nun einiges zur unbestimmten Mitteilung von Ableitungen:
Wenn wir metasprachlich mitteilen wollen, daR eine Ablei-
tung von A aus [' vorliegt mit Re{ﬁ}, notieren wir dies mit

R.
A L]
Die Schreibweise

®
_ A s
die man vom Kalkiil des natiirlichen SchlieBens her gewohnt
ist, kOnnen wir nicht {ibernehmen, da Annahmen hcherer Stufe
nicht an der Spitze, sondern im Verlaufe von Ableitungen
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eingefiihrt werden. Manchmal benutzen wir statt Punkten

auch Kreuze
+

R
+
4+
Aoy
um uns spidter wieder aus dieselbe Ableitung beziehen zu
kénnen. Anstelle von R kann auch ein System A von kon-

kreten Regeln stehen:
b
A,
wobel wir gelegentlich die Elemente des Systems auch
untereinander schreiben:

R, -
R
A Ll
Fine Notation

a1 /-\J,:

B

R Y
versteht sich dann von selbst: Sie dient der unbestimmten
Mitteilung einer Ableitung von A, die im letzten Schritt
die Regel R auf die einzige Pramisse B anwendet, wobei
bei dieser Anwendung von R die Regeln A geldscht wer-
den. Die Anwendung einer Regel R, die mdglicherweise
mehrere Vorderregeln hat, notieren wir unbestimmt so:

JR—

£N

A
Hier kdnnen wir allerdings keine Annahmenloschung mehr

mitnotieren, da diese sich jeweils auf die Ableitungen
der einzelnen Primissen bezieht. Es kann ja z.B. der Fall

CA)[‘RA-: qu

A
R A“ =
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auftreten, in dem bei Anwendung von R die Annahme Rq nur
in der Ableitung von Aq geldscht wird und nicht in der
Ableitung von A2, so daB die entstehende Ableitung weiter-

hin von R,t abhédngig bleibt.

Liegt eine Ableitung von A aus ' mit Bei{l'} vor, wobei
B herangezogene Regel 0. Stufe (d.h.Aussage), dann notie-
ren wir statt

da in diesem Falle B an der Spitze eines Ableitungsfadens
stehen muB. Eine Ableitung von A aus | mit {B,CB‘iipl
notieren wir auch so:

——— C__..

® B C

" .
Man beachte, daB in Ableitungen, die auf diese Weise un-
bestimmt mitgeteilt werden, neben den notierten Annahmen

noch weitere Annahmen herangezogen sein konnen, die jedoch
im betrachteten Zusammenhang nicht hervorgehoben werden.

Seien Ableitungen
LY

und

= ++++

A
gegeben., Dann bezeichne

LG v E S MR
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die Ableitung, die aus

>3

A
dadurch entsteht, daB man jede Anwendung der herangezogenen
Regel B ersetzt durch die Ableitung

P+ et

von B.

sei T eine Ableitung. Bei einer Regelanwendung

A s 'An
A

heiBllen die Ausségenvorkommen A19"°'An Prémissen der An-
wendung von R, A heiBle die Konklusion der Anwendung von R.
Von den Aussagenvorkommen Aq""’An sagen wir auch, daR
sie nebeneinander stehen bzw. daB z.B. A, (1inks) neben
A5 steht etc., A heillt auch die rechteste Pramisse der

Anwendung von R. Von A

ﬂ""’An sagen wir weiterhin, daB sie
unmittelbar iiber A in T stehen, von A, daB es unmittelbar
unter Aq,...,An steht. Diese Redeweisen sind unabhédngig
davon, welche Stufe die Regel R hat und ob bei Anwendung
von R Annahmen geldscht wurden; z.B. sollen auch in dem Fall

wrR}: - .. ;ﬁ[gj:

A .. A
& A - "
"R 5

Aq,...,An Pramissen der Anwendung von R und A Konklusion der
Anwendung von R heifen.

Ein Aussagenvorkommen A heiBRt ein oberstes Aussagenvorkommen

in ', wenn unmittelbar {iber A kein Aussagenvorkommen
steht. A ist das unterste Aussagenvorkommen von [ y Wenn

unmittelbar unter A kein Aussagenvorkommen steht.
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Ein Faden in W ist ein System Aq""’An von Aussagenvor-
kommen in || , So dalB Aq ein oberstes Aussagenvorkommen in
T ist, A, unmittelbar iiber A. 14 steht fiir alle i (1< i< n)
und A unterstes Aussagenvorkommen von || ist. (Ein System
von Aussagenvorkommen kenn man sich dabei z.B. vorstellen
als Liste von Aussagen, wobei jede Aussage mit einem zu-
sdtzlichen Index versehen ist, der die Position dieser
Aussage in i eindeutig charakterisiert.) Statt daB Aj

in einem solchen Faden vor Aj steht (1£€i< j<n), sagen
wir anschaulicher auch, daB A. in diesem Faden EEEE-AJ
und A. in diesem Faden unter A steht. Ein Aussagenvorkommen
A steht in I iiber B, falls es elnen Faden 1nHTT gibt,

in dem A iber B steht. A steht in I unter B, wenn B in

T iiber A steht.

Ferner noch einiges zur Abkiirzung von Ableitbarkeitsbehaup-
tungen bzw. Regeln: Seien [', A Systeme konkreter Regeln,
Rq,...,R R konkrete Regeln. Dann sei M}—R Abkiirzung fir

» R) (R, .TWF—Rq,...,Rn sei Abkiirzung fiir das System
von Ableltungsb321ehungen

R,
M—R, -
M——A bedeute, falls [ A nicht leer:
M- A
AR T

(In den letzten beiden Fallen wird also eine metasprach-
liche Konjunktion abgekiirzt.)

Entsprechende Vereinbarungen fiir Regeln statt Ableitungs-
beziehungen: Seien RyyeeesR R (nicht notwendigerweise kon-
krete) Regeln, [ System von Regeln. Dann sei M=>R
Abkiirzung fiir F,(R]q:?(R)g und W'equ,...,Rn Abkilirzung
fiir das Regelsystem

-
. Ry
M #;ﬁn .
N &&A stehe flir das Regelsystem
M=A

A =D,
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Eine konkrete Regel R heiRe ableitbar, wenn gilt: R,
d.h. nach obigen Definitionen, wenn gilt: (R),(R),.

Eine nichtkonkrete Regel R(aq,...,an) heiBe ableitbar,
wenn fiir alle Ausdriicke Ajye.yA aus den Variabilitétsbe-
reichen von a,,...,a, (respektive) gilt:¥-R(A1,...,An),
d.h.: (R(A,l,...,An)),i]———(R(A,],...,An))2 . Entsprechend
heillen Regelsysteme A;(aﬂ,...,an) ableitbar, wenn fiir alle
Ausdriicke A,,...,A aus den Variabilitédtsbereichen von
8,y.--98, (respektive) gilt:¥—ﬁk(&1,...,An) (was durch
obige Definitionen erklart ist).

Wir erweitern noch unsere Schreibweise, mit der wir auf

die Vorderregeln und Hinterformel einer Regel R Bezug

nehmen. Wir hatten (R)q als Bezeichnung filir das System der
Vorderregeln von R gewdhlt, (R)2 fiir die Hinterformel.

Falls R Formel, war dabei (R)1 leer und (R)gfiR. Falls R

n Vorderregeln hat, etlso(R),| aus n Gliedern besteht, sei
(R)ﬂ,i (1< i< n) die i-te Vorderregel von R, also das i-te
Glied von (R)q. Hat R nur eine Vorderregel, dann ist (R)q

mit (R)ﬂ,ﬂ identisch. Dies kOnnen wir nun iterieren: (R)q,i,ﬂ
sel das System der Vorderregeln der i-ten Vorderregel

von R, (R),1 i,2 die Hinterformel der i-ten Vorderregel von

R. Falls (3)1 . Formel, sei (R)ﬂ,l p wieder leer und

(R)q A, 2____(R),I .. Man kann sich diese Schreibweise leicht
merken, wenn man daran denkt, wie man den Ubergang von Go-
delnummern von Zeichenfolgen zu Godelnummern von Gliedern
solcher Folgen oft notiert.q)
Man konnte gegeniiber unserer Definition der Ableitbarkeit
von Regeln einwenden, sie werden der intendierten Bedeutung
von Regeln nicht gerecht. So solle doch eine Regel A=>B=C
bedeuten: '"Man darf zu C iibergehen, wenn man B unter Benut-
zung der Annahme A abgeleitet hat.'" Dementsprechend miisse
diese Regel ableitbar heiBen, wenn man eine Ableitung von

B unter der Annahme A in eine Ableitung von C umformen kann

1) Allerdings ist hier (R),I . nicht als ((R) ) definiert.
Denn z.B. ist (A:bB:bC)q 1t:?A=>B —-(A=>B=9C)4 und nicht etwa
(A=>B3C), 4 = (Aﬁ;-B),I—”A .
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- d.h. wenn aus [',AB folgt: " -C -, und nicht, wenn
(nach obiger Definition) C unter Benutzung von A=B ableit-
bar ist - d.h. wenn A=>B}—C. Beides ist jedoch bei un-—
serer Fassung der Ableitbarkeit von Regeln gleichwertig,
d.h. es gilt fiir beliebige konkrete Regeln R:

(R),}}-——(R)2 genau dann, wenn fiir jede Annahmenfolge
M gilt: Wennlﬂ}ﬂ(R)q, dann Y“F"(R)g.

Dies ergibt sich aus der Trangitivitdt und Reflexivit&t von
"I-", die wir mit folgenden beiden S&dtzen beweisen.

Satz 4.1 (Transitivitdt von "R")
Sei [ System konkreter Regeln, R konkrete Regel, A
Aussage. Falls "~R und M,RH—A, dann ["HA.

Beweis Eine Anwendung einer Annahmeregel R in einer Ab-
leitung Il heiBe frei, wenn dieses Vorkommen von R in B
nicht geldscht wird. Wir filhren Paarinduktion iiber {yJ>,
wobei 4 die Stufe von R sei und ¢ die Zahl

der freien Anwendungen von R in der betrachteten Ablei-
tung | von A aus [,R. Wir kénnen annehmen, daB R in
[" nicht vorkommt, sonst ist die Behauptung trivial. Wir
miissen zeigen, daB sich Jede freie Anwendung von R in

m eliminieren 188t.

Ist ¥ =0, denn ist R Aussage. Ist éL:g, dann ist nichts
zu beweisen, da R in T nicht effektiv herangezogen wird.
Ist éiig, dann widhle man eine beliebige freie Anwendung von R
in I . Diese sieht so aus:

Rx

Man ersetze sie durch , wobei

Rt R+t
~J
o+ ++ F

die nach Voraussetzung existierende Ableitung von R aus

M 4ist. Die aus I durch diese Umformung hervorgegangene
Ableitung heiBe | . T' ist ebenfalls eine Ableitung

von A aus [',R. Ferner enth&lt [ eine freie Anwendung von
R weniger als 7| , da wir annehmen konnten, daB R in [
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nicht vorkommt. Also kenn man die Induktionsvoraussetzung
beziiglich & anwenden.

Ist Y20 und § =0, dann ist wieder nichts zu beweisen.

Ist y>0 und § >0, denn wihle man eine solche freie Anwen-
dung von R in T , iiber der sich keine weitere freie An-
wendung von R mehr befindet. Diese sieht so aus:

Lﬂ[('P\\AMAj . e U)&mn%%:

(R)

(,\ﬂl‘ dl"lz et ! ) N AV, L

, wobei n die Zshl der
2- Vorderregeln von R sei.

+ 1 - - .
Es gilt also [, (R),Hj_",i\—-—(R)q’i,2 fiir alle i mit
14 i4n, d.h.
(1) I F*(R)q 5 (14£1i2n).
b |

Dabei sei {/M}={lfuM, wobei M gerade die Regeln enthalte,

die als Annahmen in dem angegebenen Ableitungsstiick (*) auf-
treten, jedoch bei Regelanwendungen unterhalb von (R)2
wieder geldscht werden.

Weiterhin folgt aus der Voraussetzung [ |-R:
™, (R, —(®), , d.h.:
(2) r‘ ’(R)’l,’l’_."’(R)’l,n[__(R)E .

Durch n-fache Anwendung der Induktionsvoraussetzung be-

zliglich y auf (1),(2) (da (R),1 ; von kleinerer Stufe
9

~als R ist) erh&lt man:

o F-(R)z. Es gibt also eine Ableitung
F ]
<\

++—-§-.§.
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Sei T'nun die Ableitung, die man aus | erhdlt, wenn man
obiges Ableitungsstiick (*) durch + ersetzt.

et

+

@),
Dann ist || ebenfalls eine Ableitung von A aus [,R, da
die in ["' gegeniiber [' zusdtzlich auftretenden Annahmen
bei Regelanwendungen unterhalb von (3)2 wieder geldscht

. 1 . . =
werden. Ferner enthdélt T eine freie Anwendung von R weniger

als T , da nach Wahl der betrachteten freien anwendung
von R in J[ durch die Umformung keine neue freie An-
wendung von R oberhalb von (R)2 in ' entstehen kann.
Man kann also die Induktionsvoraussetzung beziiglich §
anwenden.,

QED

Satz 4.2 (Reflexivitédt von "|-") Sei R konkrete Regel.
Dann R R (d.h. R,(R)qFﬂ(R)E e

Beweis Induktion iiber der Stufe von R. Ist R von O. Stufe,
dann hat R die Gestalt A fiir eine Aussage A. ARA gilt
jedoch trivialerweise.

R habe Stufe >0. Sei n die Anzahl der Vorderregeln von R.
Die einzelnen Vorderregeln (R)ﬂ,i (1«i<«n) von R haben
niedrigere Stufe als R, nach Induktionsvoraussetzung gilt
also fir alle i mit 1€£i< n: (R)ﬂgi’(R)ﬂ,i,ﬂk_(R)ﬂ,i,g‘

Es gibt also fiir alle i (141i<n) Ableitungen:

(-’R)A,L
LR‘)AJLIA:
(rp\)a{t L3 .

Daraus forme man die Ableitung:

w),, - Ry,

UJ [CR)"‘V’“A] : . ) | ] ) N [(Q)‘I Mt4] :
(4) 'p\ ("K)"Ml’. ' ’ - LR)‘U"\\’-
N ,

Es gilt also: Ry(R)y qyeees(R)y 4 —(R); , d.h.:R, (R), (R),,
d.h.: RFR .
QED
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Satz 4.3 Seien A,B,C Aussagen, ', A , A, Systeme
konkreter Regeln:

(4) Wenn M+A und A, A4 , dann [, 8 FA ( A nicht leer).
(i1) M=4a, " kA ( N, & nicht leer).

(iii) n"=a A=A, M= A, (n, A, A, nicht leer).
(iv) Wemn A=>grR , dann A C=>AjCHB ( A nicht leer).
Beweise Sofort aus den Sitzen 4.1, 4.2 und den oben S. 60
eingefiihrten abkiirzenden Schreibweisen.

QED

Zum Beweis der folgenden Ersetzungstheoreme benotigen wir
den Begriff der Komponente n-ten Grades eines Systems A
von (nicht notwendigerweise konkreten) Regeln:

Alle Glieder von A sind Komponenten O. Grades von A .
Jedes Vorkommen einer Vorderregel einer Komponente n-ten
Grades von A 1ist eine Komponente (n+1)-ten Grades
von A .

Sei z.B. B das aus einer einzigen Regel 3. Stufe beste-
hende Regelsystem, wobei Xq,...,XA,X Formeln sind:
Xq:%Xz;X5:$X4 s Xq=§X2-:?X .
Denn ist A die einzige Komponente O. Grades von 4 . Die
als Vorderregeln von A vorkommenden Regeln X1:§X2;X5éax4
und XqééXg sind die Komponenten 1. Grades von A& ., Die als
Vorderregeln der Vorderregeln von A vorkommenden Regeln
Xqﬁ>X2 und X5 und X,1 sind die Komponenten 2. Grades von
A+ Die als Vorderregel der ersten Vorderregel der ersten
Vorderregel von A vorkommende Regel X, ist die einzige
Komponente 3. Grades von A . Man beachte dabei, daB sich
die Definition von "Komponente" auf Regelvorkommen be-
zieht: Xq kommt in A sowohl als Komponente 5. Grades,
an anderer Stelle jedoch auch als Komponente 2. Grades von
A vor. Ebenso kommt X4%§X2 einmal als Komponente 2. Grades,

an anderer Stelle jedoch auch als Komponente 1. Grades von
A vor.
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Der Grad einer Komponente ist gewissermaBen eine Umkeh-
rung der Stufe. Im verliaegenden Beispiel hat 4 Stufe 3,
ist jedoch Komponente O. Grades von sich selbst; Xﬂ hat
Stufe 0, kommt jedoch an der linkesten Stelle von A als

Komponente 3. Grades von A vor.

Satz 4.4 (Ersetzungstheorem I) Sei R konkrete Regel,

® System konkreter Regeln. Sei A[R] System konkreter
Regeln, in dem R als Komponente irgendeines Grades an einer
Stelle vorkommt. Sei A[®] das Resultat der Ersetzung
dieses Vorkommens von R in A[R] durch ©® . Wenn gilt:
R4~ ©, dann gilt auch A[R]Hd— A[O].

Beweis Induktion iber dem Grad, mit dem R als Komponente
in AI[R] auftritt.

Dieser Grad sei O . Dann hat A[R] die Gestalt:

Rq,...,R,...,Rn (worin auch der Fall eingeschlossen sei,

daB R an erster oder letzter Stelle steht, und der Fall wo

n=1). Nach Voraussetzung gilt R }@ , nach Satz 4.2 gilt:

RiF-Ri (14i<n). Daraus folgt durch Verdiinnung sofort:
R,I,'...,R,...,Rn]—'—R,]

Dies ist nun nach Definition gerade A[RIF—A[©® ] .
Die andere Richtung folgt analog.

Dieser Grad sei >0. Dann hat A[R] die Gestalt:

Rq,...,RiERJ,...,Rn (wobei wieder i auch 1 oder n sein
kenn). Aus Satz 4.2 folgt nun:

(3) R,[RI, (Ri[iﬁ])1 F‘(Ri[R])g (1%i<n)
&) rylo13, (Ri[el’)q'i—iﬁi["@])e (1¢izn) .

Da der Grad, mit dem R in (Ri[R]),1 vorkommt, kleiner ist
als der, mit dem R in A[R] vorkommt, gilt nach Induk-
tionsvoraussetzung:

(5) (R;[R]),H—(R;[0 1}, (14ifn).

Aus (5), (3), (4) folgt unter Benutzung der Transitivitat
von """ (Batz 4.1):
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(6) Ry[R], (R;[01), — (r, [RT) 5 (14i<n)
(7) Rylol, (r;[R1}, — (Ri[@])g (1<isn) .
(6), (7) 1ist gerade die geforderte Behauptung, wenn man

beriicksichtigt, def (R;[R1), = (R;[@1), (1€in) .
QED

Bezeichnet man diejenigen Aussagen, die selbst Komponente
(irgendeines Grades) oder Hinterformel einer Komponente
(irgendeines Grades) einer konkreten Regel R sind, als die
unmittelbaren Teilaussagen von R, und seien die unmittel-

baren Teilaussagen eines Systems A konkreter Regeln ge-
rade die unmittelbaren Teilaussagen der Glieder von A ,
so gilt:

Satz 4.5 (Ersetzungstheorem II) Sei A Aussage, O

System konkreter Regeln. Sei A[A] System konkreter Re-

geln, in dem an einer Stelle die Aussage A als unmittel-

bare Teilaussage vorkommt. Sei A[®] das Resultat der

Ersetzung dieses Vorkommens von A in A[A] durch ®

(wobei, falls A Hinterformel einer Komponente I'=A von

AlA] ist, M =0 im Sinne der Konvention von S. 0

zu verstehen sei). Dann gilt: Wenn A—+©@ , dann
AlAlH— AL O],

Insbesondere gilt also fiir eine Aussage B: Wenn A—{—B,

dann AlA] —— AIB] .

Beweis Wenn A selbst Komponente (irgendeines Grades)

von  AlA] ist, dann folgt die Behauptung aus der von
Satz 4.4, Wenn A Hinterformel einer Komponente von AlAl]
ist, gibt es ein System konkreter Regeln n , so daB [M=>A
Komponente von A[A] ist, A[A] slso die Gestalt

A [M=>A] hat, wobei I"=>A als Komponente in A [M=A) vor-
kommt. Durch Anwendungen der Voraussetzung A —H— & und
von Satz 4.3 (iii) ergibt sich I"=>A4-N=0 .

Daraus mit Satz 4.4 die Behauptung.

kD
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Kapitel 2: Positive Junktorenlogik

§ 5. Erweiterung von Kalkiilen um Aussagenoperatoren

Wir gehen in diesem Kapitel von einem beliebigen Kalkiil K
der in § % geschilderten Art aus, den wir aussagenlogisch
erweitern wollen und der deshalb ab jetzt auch "Grundkalkil"
heiﬁt.qj Wir erweitern zundchst in irgendeiner Weise das
Vokabular von K um endlich viele neue Atome, die wir
"Aussagenoperatoren" oder kurz "Operatoren" nennen und die
wir metasprachlich durch "S", MST, 8"y "85 yees mitteilen,
AuBerdem sollen die Klsmmern "(", ")" und das Komma ","
weitere neue Atome bezeichnen.g) Dabei soll jedem Operator
eindeutig eine positive natiirliche Zahl als Stellenzahl
zugeordnet sein.”’ Ist L) ein System S4++-8, von

solchen Operatoren, so sollen die Atome von K —erweitert
um Sq,...,Sz,(,) und das Komma , — gerade die Atome

des Kalkiils K, sein. Wir wollen auch den Grenzfall zu-
lassen, daB (0 leer ist; wir schreiben dann: Ky o

Wir setzen voraus, daB die Zeichen Sﬂ,...,Si,(,),i in
keinem der betrachteten Grundkalkiile selbst schon als

Atome vorkommen, so dafl man also statt Ky auch K'g

bilden kann fiir einen snderen Grundkalkiil K'. Dies ist
keine wesentliche Voraussetzung. Man kann Sﬂ""’se’(') und
y auch als schematische Zeichen ansehen, denen in K

und K'q verschiedene Realisierungen als Atome entsprechen.
So wirden diesen Zeichen in K'; andere Atome als in Ko
entsprechen, wenn z.B. alle K -Atome auch K'-Atome wa-

ren. Eine Kalkiilbildung (X wdre damit sinnvoll. Wir

).n_

1) Zur Motivation einer solchen Erweiterung wird in § 6
noch einiges gesagt.

2) Im Fall des Kommas "," ist es dabei miBlich, daB die-
ses gleichzeitig in die Schreibweise fiir Kalkulregeln
eingeht und auch sonst in der Metasprache hiufig verwendet

wird. Es geht jedoch immer aus dem Zusammenhang vor, wie
es gemeint ist.

3) Wir behandeln also vorerst nur Operatoren positiver
Stellenzahl. O-stellige Operatoren werden wir in § 10
hinzunehmen.
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sparen uns jedoch diesen Abstraktionsschritt, tun also
so, als hédtten wir einen festen Bereich von Grundkalkii-
len vor uns, so da8 wir Operatoren sowie Klammern und
Komma von vornherein verschieden von allen in Grundkal-
kiilen vorkommenden Atomen wdhlen konnen.

Weiterhin nehmen wir an, daf auBer den Operatoren aus X)
beliebig viele weitere , von allen Atomen der betrachte-
ten Grundkalkiile verschiedene, Operatoren jeder Stellen-
zahl >0 vorhanden sind, so daB wir von K, zu Kalkiilen
K, libergehen kdnnen, wobei (1 Teilsystem von Q)'. Wir

tun so, als hétten wir ein festes Repertoire von Opera-
toren - unendlich viele zu jeder Stellenzahl -, aus dem
wir dann unsere endlichen Systéme Sﬂ...SL zusammenstel-
len. Falls O ein System S,...5, ist, s0ll (S das System
54.-.5,8 bezeichnen. Entsprechend sind Schreibweisen wie
SS'Sy, oder LLSS' zu verstehen.

Alle K-Objektvariablen seien auch K,-Objektvariablen.
Damit sind alle K-Ausdrucksformen bzw. K-Ausdriicke auch
Ko-Ausdrucksformen bzw. K,-Ausdriicke. Eine K,-Objektvariab-
le, die zugleich K-Objektvariable ist, soll in K, den-
selben Variabilité@tsbereich haben, den sie in K hatte,
also weiterhin fiir die (und nur fiir die) K-Aussagen (und
damit zugleich KﬁrAussagen) stehen, fiir die sie in K
stand. Dies hat z.B. zur Konsequenz, daB - falls { nicht
leer - K-Aussagenvariable keine K,-Aussagenvariable sind.
Denn wenn der Variabilitdtsbereich einer K-Objektvariablen
gerade die Menge der K-Aussagen ist, fdllt er nicht mit
der Menge der K,-Ausssgen zusammen, da letztere bei nicht-
leerem () eine echte Obermenge der Menge der K-Aussagen.
ist. K-Aussagenvariable stehen also in K, nur fiir solche
K,-Aussagen, die zugleich K-Aussagen sind, nicht fir be-
1iebigé K,~-Aussagen.

AuBer K-Objektvariablen besitze K eine entscheidbare
unendliche Menge zusdtzlicher Objektvariablen, die wir
mit npn’ np"u’ npen’...’uqn, '|Q1"s "qa“,---,"r", "1'1"!
"r,"y... mitteilen. Der Variabilitdtsbereich dieser Ob-

jektvariablen sei die in folgender Weise induktiv defi-
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nierte Menge Ol:

1) Jede K~Aussage gehdrt zu (O] .
2) Gehdren A,,...,A 2zu Ol , dann gehdrt auch S(Aqye-eshy)
zu O, fiir jeden Operator S aus () der Stellenzahl n.

Die Kn-Formeln definieren wir induktiv so:

1) Jede K-Formel ist K,-Formel.
2) Jede K,-Objektvariable, die nicht K-Objektvariable
3) Sind Xq,...,Xn

K,~Formeln, dann ist auch S(Xq,...,Xn)
eine K -Formel fiir jeden Operator S aus {). der Stellenzahl

n.

Aus beiden induktiven Definitionen ersieht man sofort, daB
fiir jede Belegung /> der in einer K,-Formel X vorkommenden
Ko-Objektvariablen die K -Ausdrucksform Xx/? wieder eine
K,-Formel ist. Ferner sieht man, daB die Menge der Ko-Aus-
sagen (d.h. die K,~Formeln ohne Ky-Objektvariablen) mit

Ol zusammenfdllt. Deshald konnen wir die K,-Objektvariab-
len, die nicht K-Objektvariable sind, auch K -Aussagen-

variable nennen. Die K -Objektvariablen bestghen also aus
/l

K-Objektvariablen und KnrAussagenvariablen.

1) Es ist wesentlich, daB man in den erweiterten Kalkiilen
neue Aussagenvariable einfiihrt. LORENZEN (1955) tut dies nicht,
sondern verwendet die in K vorkommenden Aussagenvariablen
wieter zur Formulierung seiner Konjunktions-~ und Adjunktions-
regeln. Das filhrt bei LORENZEN 2zu der falschen Behauptung,
die v-Regel (*) a=>avd sei relativ zuldssig bzgl. der
Klasse der Aussagen ohne v (bezogen auf einen beliebigen
Kalkiil K), da in ihrer Hinterformel stets v vorkomme
(LORENZEN 1955, S. 60 oben). Diese Argumentation ist fehler-
haft: Der Kalkul K habe +,0 als Atome und a,b als Aussagen-
variable, wobei alle Ausdriicke als Aussagen zahlen sollen.
Die Grundregeln von K seien: '

(Rq) +
(R5) o
(RB) a = a+
(R7) ab—= b
offensichtlich gilt:}%-oo , jedoch gilt auch: }E:Z:joo

- wobei K+(*) der um (*) als Grundregel erweiterte Kalkiil
sei -, wie man aus folgender Ableitung ersieht:
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De K, auch ein Kalkiil in Sinne des § 3 sein soll, ist
damit - abgesehen von der Angabe der K,-Grundregeln -
alles festgelegt. K,-Aussagen der Gestalt S(Aq,...,An)
heiBen auch Operate bzw., wenn man auf den am Beginn ste-
henden Operator S hinweisen will, S-Operate (leider keine
schonen Worter). In Ky gibt es keine Operate, hier fallen
Ky-Aussagen mit K-Aussagen zusammen (Jjedoch nicht Ky-For-
meln und -Regeln mit EK-Formeln und-Regeln!). K,~-Formeln
bzw. -Aussagen bzi. ~Regeln, die zugleich K-Formeln bzw.
-Aussagen bzw. -Regeln sind, heiBen jetzt atomare K,-For-
meln bzw. -Aussagen bzw. -Regeln.

Eine nichtatomare K,-Regel, die kein K-Atom und keine
K-Objektvariable enthdlt, heiBe such L) -Regel. Offen-
sichtlich ist dies unabhéngig vom betrachteten Grund-
kalkiil, d.h. eine Q~Regel bleibt (Q-Regel, wenn man von
K zu einem anderen Grundkalkiil K' iibergeht..Q ~Regeln

sind z.B. p=2q3>»q oder S(pq,p2)=#8'(p1,p2,pa), falls
8 und S' zu () gehdren. p=>q<q ist dabei auch eine

Die Hinzunahme von (*) macht also oo ableitbar, obwohl oo

das Zeichen v nicht enthdlt. (Den Hinweis darauf verdanke

ich C. Grob und P. Georgii.) Dies kann offensichtlich nicht
mehr auftreten, wenn man den Variabilitdtsbereich von a, b
unverdndert 1ldB8t und stattdessen neue Variable p, q zur
Formulierung der Regel (*) verwendet. Denn dann kann die Re-
gel R, (die beliebige Ausdruckskiirzungen erlaubt), gar nicht
mehr auf Ausdriucke angewendet werden, die v enthalten. -

In der 2. Auflage der "Operativen Logik" von 1969 findet sich
gegeniiber der 1. Auflage auf S. 56 oben eine Korrektur, in der
LORENZEN vorschl&gt, nur noch solche Regeln zu betrachten,

bei denen jede Variable einer Vorderformel in der Hinterfor-
mel vorkommt. Damit entkommt man natiirlich der beschriebenen
Schwierigkeit, da dann abbauende Regeln wie R, nicht mehr zu-
gelassen werden. Dieser Vorschlag ist jedoch nicht plausibel,
da es triftige Griinde dafiir gibt, abbauende Regeln zuzulassen;
men denke z.B. an A-Beseitigungsregeln asb=sa etc. -

Neue Varisble p, g fiir um Junktoren erweiterte Kalkiile fiihrt
auch HERMES 1959 (S. 67) ein. Bei HERMES sind p, q im Gegen-
satz zur obigen Fassung jedoch Eigenvariable; suBerdem benutzt
HERMES eine Variable a, deren Variabilit&tsbereich die nicht
unbedingt entscheidbare Menge der im Grundkalkiil K ableitbaren
Aussagen ist, wdhrend wir nur entscheidbare Mengen als Varia-
bilitatsbereiche zulassen wollten.
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& ~-Regel, da in ihr kein Operator vorkommt. ) -Regeln
O. Stufe heiBen auch () -Formeln.

Was noch fehlt in der Definition von K, ist die Auszeich-
nung gewisser K,-Regeln als Ku~Grundregeln. Zundchst sol-
len alle K-Grundregeln auch K,~Grundregeln sein und dann
atomare K,-Grundregeln heiflen. Zur Charakterisierung der

nichtatomaren K ~Grundregeln miissen einige Erdrterungen
vorweggeschickt werden.

Wéhrend an die atomaren K,-Grundregeln (d.h. die K-Grundre-
geln) keine besonderen Anforderungen gestellt werden -
diese reprédsentieren sozusagen die materiale Basis, die von
Kontext zu Kontext wechseln kann -, haben die nichtatomaren
Ko,~-Grundregeln eine bestimmte Aufgabe: Sie sollen die Be-
deutung der in ihnen auftretenden Operatoren festlegen.
Unser regellogisches Programm ist es, die nichtatomaren
K,-Grundregeln so zu formulieren, daB man von den zu {L
gehorenden Operatoren sagen kann, daR sie durch diese K,-
Grundregeln eine Bedeutung erlangen.

Unter der Bedeutung eines Operators S aus O in K,
verstehen wir dabei die Menge der Kq-Ableitungsbeziehungen,
in denen S vorkommt, d.h. die Menge der T ||A, in dénen S
auftritt und fiir die eine von {I"} abhingige Ky-Ableitung
von A existiert. Bei diesem Sinn von "Bedeutung" ist aller-
dings noch keine nichtatomare K,-Grundregel vonndten, damit
die Bedeutung von S nicht leer ist. Denn offensichtlich

ist z.B.

S(Aq,...,An)
S(Aq,...,An)
fir beliebige atomare Aussagen Aq""’An eine von
(s(a,,... yA )} sbhingige Ableitung von S(Aq,,.. yA ), in
der lberhaupt keine (geschweige denn eine nichtatomare)
Kqa-Grundregel verwendet worden ist (vorausgesetzt, die Menge
der K-Aussagen ist nicht leer.) Nun ist eine solche Ablei-
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tungsbeziehung wie S(Aﬂ,...,An)H S(Aq,...,An) nicht
spezifisch fir S; man kommt fiir ein von S verschiedenes

S' aus 0 auf analoge Weise zu S'(Aq,...,An)H S'(Aqse-esh ).
Ableitungsbeziehungen, die fiir S spezifisch sind, erhdlt

man offensichtlich nur durch Kn-Grundregeln, in denen S
vorkommt.

Solche nichtatomaren K,-Grundregeln sollen nicht beliebig

sein. Zun&dchst wollen wir ihre bedeutungsverleihende

Funktion so verstanden wissen, daB sie unabhingig vom zugrunde-
liegenden Grundkalkiil K den Operatoren sus {) eine Bedeutung
geben. Deshalb verlangen wir, daB die nichtatomaren K,-Grund-

regeln () -Regeln sind. Denn wiirde in den nichtatomaren
K-Grundregeln ein K-Atom oder eine K-Objektvariable vor-
kommen, so kdnnten wir diese K,-Grundregeln nicht auch als
nichtatomare K'n-Grundregeln fiir einen beliebigen anderen
Grundkalkiil XK' deuten, da K-Atome oder -Objektvariable
nicht auch K'-Atome oder -Objektvariable sein miissen.

Den Ansatz, Bedeutung von Operatoren durch Q -Regeln zu
charskterisieren, kdnnte man nun so durchfithren, daB man
einfach ein System von O -Regeln zu K, -Grundregeln er-
klart und die Operatoren aus (. durch dieses System als
implizit definiert ansieht. Um dabei nicht jede Regel-
menge, in der ein Operator auftritt, als adaquate Bedeu-
tungsfestlegung fiir den Operator auffassen zu missen,

wird man gewisse Kriterien aufstellen, die zul@ssige von
unzuldssigen Regelsystemen unterscheiden und das angegebe-
ne Regelsystem als zuldssig nachzuweisen versuchen.

Auf diese Weise ein spezielles Regelsystem als zuldssig
zu erweisen, wdre jedoch ein ad-hoc-Vorgehen, da es auf
die speziellen Operatoren, die zu . gehdren, beschrinkt
bliebe. Es wdre sinnvoll, wenn es nur um die Bedeutungs-
festlegung spezieller Operatoren, etwa A, v,-> ginge. Wir
wollen uns jedoch ein hoheres Ziel setzen: Es soll nicht
nur den Operatoren aus einem bestimmten System 2 eine
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Bedeutung verschafft werden, sondern wir wollen allgemein
angeben, wie man den Operatoren eines beliebigen Systems
£). Bedeutung geben kann.

Angenommen, wir hétten schon (). -Regeln zur Bedeutungs-
festlegung der Operatoren Sq*"°’se ~aus £ 8ls nicht-
atomare Ko-Grundregeln gewdhlt. Wenn wir nun .S ,-Regeln
zur Bedeutungsfestlegung der Operatoren Sq,...,Sa,&hA

des erweiterten Systems 0§, angeben wollen, dann erwar-
ten wir natiirlich, daB der Kalkiil KIL%H eine Erweiterung
von K, 1ist, daB also alle in K, ableitbaren K, -Regeln
auch in Kixgﬂ ableitbar sind. Denn an der Bedeutung

von Sq,...,Sa s0ll nichts verloren geben, wenn man einen
zusdtzlichen Operator zur Verfiligung hat. Dies wird am
einfachsten dadurch gewdhrleistet, daB alle K,-Grundregeln
auch Khdh:Grundregeln sind, daB also die Q5,, ,-Regeln
zur Bedeutungsfestlegung wvon .‘.‘-;,1',....,89’,8@M einfach aus
den .Q-Regeln zur Bedeutungsfestlegung von Sq,...,St
bestehen, erweitert um QS  -Regeln, die fiir die Bedeu-
tungsfestlegung von S,,, zusté&ndig sind. Dies h&tte auch
den Vorteil, daB Kalkiile K, 'offene' Systeme sind, die
durch einfaches Adjungieren von Grundregeln zu Kalkiilen
mit zusdtzlichen Aussagenoperatoren gemacht werden k&nnen,
also beliebig erweiterbar sind, ohne daB an vorherigen
Deduktionen etwas gedndert werden miiBte. In diesem Sinne
kénnen wir sagen, daB wir die potentielle Unendlichkeit
'aller' AussagenOpératoren erfassen.

An ein System von ) ~-Regeln zur Bedeutungsfestlegung von
Operatoren Sq,...,Sg werden wir also die weitere Anforderung
stellen, daB es jederzeit erweiterbar ist um Bedeutungsre-
geln, die einen zus&tzlichen Operator S,,, betreffen, derart,
dafll das so erweiterte System als Bedeutungsfestlegung

fiir Sqsee+950,5,, aufgefaBt werden kann. Es soll nicht so
sein, d4aB man zur Einfiihrung eines neuen Operators S pea

ein ganz neues Regelsystem flr Sp9e0+48,, aufstellen
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muB, sondern daB dies durch Hinzunahme gewisser, S, ,
betreffender, Regeln zu dem schon bestehenden System fiir
S49¢-+45, geschehen kann. Unser allgemeines Schema fir
Bedeutungsregeln von Operatoren wird also ein Schema fiir
Bedeutungsregeln eines einzigen Operators sein, so daB
man durch Zusammenfiigung solcher dem Schema geniigender
Systeme - die wir Operastor-Grundregelsysteme nennen wol-
len - ein Regelsystem zur Bedeutungsfestlegung der Ope-
ratoren aus ) erhdlt. Ein solches System der zu einem
Operator S gehorenden Bedeutungsregeln nennen wir auch
System der S-Grundregeln oder S-Grundregelsystem und
bezeichnen es mit Zg.

Nach obigen Bemerkungen sollen die nichtatomaren K_n_sCM
-Grundregeln bestehen aus den K . -Grundregeln, erginzt
UMIE%%M. Rekursiv weiter zuriickgehend, erhalt man auf
analoge Weise:

Die nichtatomaren Kﬁl
~-Grundregeln sol-

K -Grund ergdnzt um z. S .
len bestehen sm”“%qregeln 4
aus den ’
n K K ) - n " s
5 .
e -4 S % 32-4
n n "
*
" KS k _ " " 254
A ®

(d.h. aus 2. ).
4

Die den Operatoren aus ) zugeordneten Grundregelsysteme

255 gls diirfen also schon, was das Vokabular
/2

} .
. )
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betrifft, nicht beliebige .0 -Regeln sein: Damit .25 als
System von K5 -Grundregeln asufgefalt werden kann, darf
1n.J25 nur S als Operator auftreten, denn andere Opera-
toren geharen nicht zu den Atomen von KS . Allgemeiner:
Damit 25 (12i22) auch als System von Ks s —Grundregeln
aufgefaﬂt werden kann, diirfen in £.$ nur S;,...,Si als
Operatoren auftreten. Um diese Einschrédnkung exakt zu
erfassen, definieren wir:

Sei ) das System von Operatoren 54+-+8,. Eine Folge

A, ) .., b, von Systemen von .O-Regeln heif3t metho-
disch zuldssig fiir Q2 , falls fiir jedes i (1%i%L) in Z&i
auBer hochstens Sq9+-+48; kein Operator suftritt.

Wir wollen ab jetzt verlangen, daB die nichtatomaren
K,-Grundregeln aus Systemen =g £s5, von Q-Regeln
bestehen, wobei die Folge =,  , ., £s fir O metho-
disch zuléssig ist. Offensichtlich gilt, daB damit auch
fir jedes i (14i<2) die Folge £¢,...,& fir 8,...8;
methodisch zulassig ist. " *

1}.--}

Einen Operator S, dem ein S—Grundregelsystem.:is zugeordnet
ist, nennen wir auch einen Junktor, falls Z. fiir das nur
aus S bestehende Operatorensystem methodisch zulédssig ist,
falls also = auBer S keinen Operator enthalt. Insbesondere
muB S, ein Junktor sein, falls éi%, ""é%i fiir 8,...8,
methodisch zuldssig ist. Junktoren sind Operatoren, deren
Bedeutung nicht notwendigerweise zusammen mit anderen
Operatoren festgelegt wird, die also in diesem Sinne von
anderen Operatoren unabhéngig sind. Eines der Hauptre-
sultate dieser Arbeit wird sein, daB sich alle Operatoren
durch Junktoren - genauer: durch spezielle Standardjunk-
toren A,v, = bzw. (in Kap. 3, wo wir einen Widerlegungs-
begriff einfiihren) , v,—»>,m - definieren lassen.

Eine fiir {) methodisch zuldssige Folge ég ) - é; ist so
geordnet, daB Operatoren schrittweise elngefuhrt werden
Fir jedes i (1€i<¢) wird durch é%énur S; &als neuer Opera-
tor eingefiihrt. Alle anderen in .5& vorkommenden Operato-
ren sind vorher schon eingefiihrt, gehdren also zum System
Sq'°-si_q' Bei der Hinzunshme von 2%% zZu 214‘,,

*)
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wird allerdings nicht nur zusitzlich Sy eine Bedeutung ge-
geben, sondern such die Bedeutung von 81""’Si—1 erwei-
tert: Sei R eine Regel aus Eisl, /> eine Belegung von

R, die eine Aussagenvariable iﬁ‘R mit einem Sj—Operat

(j< i) belegt. Dann ist R” ableitbar nesch Hinzunahme von

%, , Jedoch gewdhnlich nicht ableitbar ohne iiSL.
Eesh;lb kann man die Bedeutungsfestlegung der Operatoren
Sq,...,Sa nicht soweit trennen('separieren'), daB ZQ&
nur fiir die Bedeutung von S; zusténdig ist. Man kann je-
doch eine mdglichst weitgehende Separierung verlangen:
Wenn schon Aégi die Bedeutung der vorher eingefiihrten
Operatoren S,‘,...,Si_1 erweitert, so soll dies nur dann
geschehen, wenn damit zugleich ein Beitrag zur Bedeutungs-
festsetzung von éi% geleistet wird. 25; soll 'primdr' der
Bedeutungsfestlegung von Si dienen; die Bedeutungserwei-
terung von 34'*'°ssi_1 s0ll nur ein 'Nebeneffekt' der
Bedeutungsfestlegung von Si sein. E§& 501l nur im Rahmen
der Bedeutungsfestlegung von S, die Bedeutung von sq,..-,s
erweitern.

i-1

Dies kOnnen wir so prédzisieren: Sei Ki_ derjenige Kalkiil,

der das Vokabular von Kg , jedoch nur 2gﬂ,,,,)25_ als nicht-
atomare Grundregeln baﬂ:.'1 In Ké_ sind also ersttdie
Operatoren Sq,...,Si durch Grundregelsysteme eingefiihrt,

fir die Operatoren S490°-15 sind noch keine Grundre-
geln angegeben. KEL sei der Kalkiil, der sich von K5 durch

das Fehlen aller nichtatomaren Grundregeln unterscheidet.
Eine Regel R wird in einer von M abhingigen Ableitung 1T

von A wesentlich angewendet, wenn sich 1 nicht in eine
Abvleitung ' von A umformen 14Rt, die von einer Annshmen-
menge N mit N< M abhzZngt , in der keine Anwendung von R
vorkommt. Dann fordern wir: Jede KieAbleitung-ﬂd y in der

eine Regel aus & . wesentlich angewendet wird, leistet

einen Beitrag zurtBedeutungsfestsetzung von Si' Da wir

unter der Bedeutung von Si die Menge der Ableitungsbeziehungen
verstehen, in denen Si vorkommt, heiBRt das: Falls T eine

1) Die Bezeichnung Ki_ benutzen wir im AnschluB an HINST

(1974), S. 357.
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von einer Annahmenmenge M abhangige Ableitung von A ist,
in der mindestens eine Regel aus <., wesentlich angewen-
det wird, dann muB S, in einer Annahée aus M oder in A
vorkommen. Dies folgt, wie man leicht sieht, aus der Be-

dingung:

(*) Sei I eine KéyAbleitung von A aus ' , wobei S; in A
oder |' nicht vorkommt. Dann 138t sich [ in eine
Ki{1~Ableitung T’ von A sus " umformen.

Wenn (*) fiir jedes i (1=i<¢) erflillt ist, sagen wir auch:

Die Folge :2%] .+« .+, g 1ist bezliglich K nichtkreativ. Denn

dann schafft jeweils Ki_ (14 i< £ ) keine neuen Ableitungs-

beziehungen aufler solchen, die 5; enthalten.

Die Forderung der Nichtkreativitdt bzgl. K, die wir an
254}... , égl richten wollen, soll noch etwas verscharft
werden. Oben hatten wir verlangt, daB Operator-Grundregel-
systeme aus () -Regeln bestehen, d.h. aus Regeln, deren
Formulierung vom vorausgesetzten Grundkalkiil unabhangig

ist. Dementsprechend konnen wir verschiedene Grundkalkiile

um dieselbe Folge von fiir {. methodisch zuldssigen Operator-
Grundregelsystemen erweitern. Um diese Unabhidngigkeit von
speziellen Grundkalkiilen auch fiir die Eigenschaft der Nicht-
kreativitdt zu sichern, ist es sinnvoll, sie beziglich be-

liebiger Grundkalkiile zu verlangen:

Eine fiir 2 methodisch zulissige Folge Z ,.-. -, é:%
)l

von Operator-Grundregelsystemen heifllt nichtkreativ, falls

sie beziiglich jedes Grundkalkiils K nichtkreativ ist.

Wir fordern also von einem Schema fiir Grundregelsysteme 2% :

Fiir jedes - und jede fiir . methodisch zulissige Folge von

Operator-Grundregelsystemen Z , . . }255 gilt: 2 Jeen) £,
4 £ A

ist nichtkreativ. %

Bei der Motivierung der Forderung der Nichtkreativitat
sind wir davon ausgegangen, daB wir Operatoren in metho-
disch geordneten Schritten durch Regelsysteme einfiihren,

so daf3 Zg nur dann als Grundregelsystem zugelassen ist,
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wenn schon filir die in 255 auBller S vorkommenden Operato-
ren S' Grundregelsysteme ‘2g, vorhanden sind. Dementspre-
chend haben wir in (*) auch nur gefordert, daB sich eine
KéfAbleitung'von A aus ' in eine K%&?-Ableitung von A
aus [' umformen 18Bt, falls [' und A S, nicht enthalten,
und nicht etwa die starkere Bedingung: Jeée K,-Ableitung
von R 14Bt sich umformen in eine K,-Ableitung von R, die
2§& nicht benutzt. Diese Bedingung lieBe sich nur dann-
erfiillen, wenn kein é%z auf -2% mit j<i aufbauen dirf-
te, also alle Operatoren auch Junktoren wdren. Denn daB in
g{a ein Sj fir j< i vorkommen darf, erlaubt es ja, dal}
Regeln aus =; wesentlich angewendet werden koOnnen zur
Gewinnung vodaAbleitungsbeziehungen, in denen S;, Jjedoch
nicht 8 vorkommt. ) Wir lassen eine methodische Ab-
hangigkeit zwischen Operatoren zu, insofern Operatoren
andere Operatoren voraussetzen. Was wir jedoch nicht
zulassen, ist eine Abhdngigkeit in beiden Richtungen:

Wenn z.B. in 2slder Operator S, vorkommt, also é%u nur
zusammen mit éga Grundregelsystem sein kann, darf nicht
in.iéa auch 82 vorkommen ; éi% muB dann fir sich alleine
Grundregelsystem sein kOnnen. Was wir ausschlieBen, ist
eine wechselseitige Abhédngigkeit von Operatoren.

Die Forderung der Nichtkreativitédt hatten wir so begriindet,
daB wir die Bedeutungsfestlegung von qu*--$sg moglichst
weitgehend 'separieren', d.h. auf Regelsysteme 25‘,.” ’ése
fir die einzelnen Operatoren verteilen wollten. Wenn die
Bedeutung eines Operators S aus Q. weitestgehend durch

ein S-Grundregelsystem Z£. festgelegt werden soll, dann

ist es sinnvoll zu fordern, daB diese Festlegung eindeutig

1) Wenn z.B. Z5;, nur die Regeln S.(p)=>5.(p) und
S.(p)=5.(p) enthdlt und man unte? wesentlicher Verwen-
dtng eingﬁ Regel R aus £, ableiten kann: SJ(A), so kann

5 :
man in Kj ableiten: S.(A). Eine solche Kj-Ableitung. von
Si(A) wiirde R wesentlich anwenden.
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ist, daB also ein Operator S' aus {), der dasselbe Grund-
regelsystem besitzt wie S, auch dieselbe Bedeutung hat wie
S, d.h. dieselben Ableitungsbeziehungen erfiillt wie 5.

Genauer: S,3' seien Operatoren aus -1 . Es liege der Fall
vor, daB = aus Eis hervorgeht durch Ersetzung aller
Vorkommen von S durch S8' und ég aus 2%,durch Ersetzung
aller Vorkommen von S' durch S. Sei R[S] eine beliebige
konkrete K,-Regel, in der an einer Stelle S vorkommt. Rls']
gehe aus R[S] durch Ersetzung dieses Vorkommens von S durch
S' hervor. Dann soll gelten:

hT_R[S] genau dann, wenn FE—-R[S'] .M
-0 2.
Wire dies nicht der Fall, so miiBte man Grundregelsysteme
fiir von S und S' verschiedene Operatoren fiir die Unter-
schiedlichkeit der Bedeutung von S und S' verantwortlich
machen, entgegen der Forderung moglichst weitgehender
Separierung der Beitrdge verschiedener Regelsysteme zur
Bedeutungsfestlegung verschiedener Operatoren.

Wir nennen ein S-Grundregelsystem Z. eindeutig, wenn fir
jeden Grundkalkiil K und jede fiir O methodisch zulédssige
Folge i%%.w_ s, gilt:

Falls S und S' zu £f2 gehGren, ferner '5§ aus Z¢ durch.

Substitution von S durch S' und 23 aus 2, durch Sub-

stitution von S' durch S hervorgeht, dann gilt fiir jede
konkrete K -Regel R[S], in der S an einer Stelle vorkommt:

Fu*-R{S] genau dann, wenn %ﬁ-*R[S'] .
Q ~.

1) Man beachte, daB dies gleichwertig ist mit: R[SIH4—R[S'].
Denn es muB3 auch gelten: K

}—R[S]:;»R[m g. d. w. ]—R[S]——:}R[S ]
d.h. R[S]FR[S] g. d. w. R[slf—R[s ]

d.h. R[S]F——R[S'] (mit Satz 4.2). Analog folgt die Um-
kehrung.

Weiterhin ist glelchwertlg die Bedingung, die man erhdlt, wenn
man fir R{S] und R[S'] beliebige, nicht notwendigerweise kon-
krete, Regeln zulaflt, da die Ableltbarkelt nichtkonkreter
Regeln auf die Ableltbarkelt konkreter Regeln zurilickgefuhrt
wird. (s.o. S. 61).
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Wir fordern also: Jedes Operator-Grundregelsystem ist ein-
deutig.

Unsere in diesem Sen aufgestellten Forderungen zusammenfas-
send, suchen wir also ein Schema fir eindeutige Operator-
Grundregelsysteme é%;, so daB Jjede fir ein beliebiges Ope-
ratorensystem () methodisch zuldssige Folge von solchen
Operator-Grundregelsystemen 25 N 21%’ nichtkrea-
tiv ist. ") '

Es war beim Aufstellen dieser Forderungen nur unsere Ab-
sicht, sie zu motivieren als sinnvolle Forderungen, also
zu zeigen, dafBl sie nicht willkiirlich sind. Wir wollten sie
nicht rechtfertigen als Forderungen, die man stellen muf.
Die Moglichkeit, schwdchere Forderungen zu stellen,

bleibt offen. Da jedoch das im nichsten. Sen angegebene
Schema fiur Operator-Grundregelsysteme unseren Forderungen
genligt, ist die Frage nach solchen Abschwdchungen mifig.

1) BELNAP (1962) hat meines Wissens erstmals versucht,
Nichtkreativitdt (er spricht von Konservativitidt) und Ein-
deutigkeit als Adaquatheitsbedingung fiir Operator-Grund-
regelsysteme zu rechtfertigen, in Antwort auf PRIOR (1960),
der den Ansatz einer Regelsemantik grundsidtzlich kritisiert
hatte mit dem Argument, in einer solchen Semantik kOnne man
beliebige Regeln als Bedeutungsregeln aufstellen. Auch
ZUCKER/TRAGESSER (1978) greifen auf die Kriterien von
BELNAP zuriick, bei ihnen ist jedoch nicht ganz klar, ob

sie diese als Adaquatheitsbedingungen fiir Operator-Grund-
regelsysteme oder als 'nachtridglich' gefundene Eigen-
schaften von solchen Systemen betrachten.
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§ 6. Einfiihrungs- und Beseitigungsregeln als Operator-

Grundregeln

Wir haben Bedingungen formuliert, denen ein noch aufzu-
stellendes Schema fiir Operator-Grundregelsysteme iis
geniigen soll. Ein solches Schema mufll nun angegeben werden.
Die Bedingungen aus § 5 zeichnen es noch nicht eindeutig
aus, sie sind nur notwendige Bedingungen. Um die Wahl eines
bestimmten Schemas zu begriinden, miissen wir zusadtzliche
Uberlegungen anstellen.

Es widre eine naheliegende Idee, Operate einfach als Abkiir-
zungen flir Systeme konkreter Regeln aufzufassen, d.h.
Operatoren durch Explizitdefinitionen einzufiihren. So

konnte man als Schema fiir ein Operator-Grundregelsystem
Z angeben:

(1) S(qu--'spn)@“‘? A(Pq’°“$Pn)

(wie dies zu lesen ist, wurde oben S. 60 gesagt). Dabei
sei 23(p1,...,pn) ein System von -Q-Regeln, das genau
PqseeesP, 80 Aussagenvariablen enthdlt und S ein n-stelli-
ger Operator. S soll in [k(pﬁ,...,pn) nicht vorkommen.

Es 14Bt sich zeigen, daB filir eine solche Explizitdefini-
tion die Kriterien der Nichtkreativitidt und Eindeutigkeit
erfillt sind.q) Weiterhin 188t sich mit Satz 4.5 die
Eliminierbarkeit von S aus allen konkreten K, -Regeln zei-
gen, so daB es wirklich berechtigt ist, (1) als eine Ab-

kiirzungszwecken dienende Explizitdefinition aufzufassen.

Diesem Vorschlag wollen wir uns Jjedoch nicht anschlieBen,
d.h. wir machen uns nicht die These zu eigen, Bedeutungs-
festlegung konne nur durch Explizitdefinitionen geleistet
werden, die nichtkreativ sind und deren Definiens eliminier-
bar ist. Stattdessen wollen wir einen Aspekt hervorheben,
der bei Explizitdefinitionen eine wichtige Rolle spielt,
durch die Eliminierbarkeitsforderung Jjedoch stark in den
Hintergrund gedré8ngt wird und der uns schlieBlich auch

1) Dies wollen wir jetzt nicht ausfiihren, da der Fall (1) von
unserem endgiltigen Schema (8) umfaBt wird, fir das in
Nichtkreativitat und Eindeutigkeit bewiesen wird.



- 8% -

von Explizitdefinitionen der Gestalt (1) zu einer all-
gemeineren Form von Bedeutungsfestlegung fiihren wird.

Wenn man von Explizitdefinitionen verlangt, daB ihr De-
finiens eliminierbar sein muB, so begriindet man dies oft
damit, daB Explizitdefinitionen als Abkiirzungen aufgefaBt
werden koénnen und Abkiirzungen immer durch den abgekiirzten
Ausdruck ersetzbar seien. Die Charakterisierung von Ex-
plizitdefinitionen als bloBen Abkiirzungen trifft jedoch
nur einen Teil dessen, was man mit solchen Definitionen
intendiert. Das Interesse an Explizitdefinitionen besteht
nicht nur darin, eine schon aufgestellte Theorie kiirzer
zu gestalten, indem man nachtrdglich in ihr auftretende
komplexe Ausdricke durch kiirzere ersetzt. Nicht weil eine
Theorie faktisch zu lang ist, versucht man sie abzukiirzen,
sondern: weil ein komplexer Ausdruck einen fiir eine Theo-
rie wichtigen Inhalt hat, kiirzt men ihn ab, damit die Theo-
rie Ubersichtlich wird. Das Abkilirzen geschieht sozusagen
"vor" dem Aufbau einer Theorie, da des, was man abkiirzt,
einen fiir den Aufbau der Theorie wichtigen Inhalt ausdriickt.
Das Ziel von Explizitdefinitionen ist also nicht bloB die
syntaktische Vereinfachung von Theorien, sondern auch der
Ausdruck von Inhalten, die fiir den Aufbau einer Theorie
bedeutsam sein kdnnen und fiir die deshalb ein Ausdruck
zur Verfligung stehen soll.

Die Forderung der Eliminierbarkeit, die man nach PASCAL

an Explizitdefinitionen stellt, besagt ja auch nicht, daB
man in einer Theorie komplexe Ausdriicke durch kiirzere
(d.h. Definiens durch Definiendum) ersetzt, sondern umge-
kehrt, daB man - wenn man eine Theorie mit Hilfe von defi-
nierten Zeichen aufgebaut hat - diese definierten Zeichen
nachtrdglich wieder durch komplexe Zeichen ersetzen kann.
Dss Interesse an Ubersichtlichkeit von Theorien, das zu
Explizitdefinitionen fiihrt, ist also immer auch ein In-
teresse an der Hervorhebung gewisser Inhalte. Nachtrdgliche
syntaktische Abkiirzungen bestehender Theorien kdnnen auf
vielerlei Weise vorgenommen werden; Explizitdefinitionen
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am 'Anfang' von Theorien haben die Funktion, kurze Aus-
dricke fiur Inhalte zur Verfiligung zu haben, damit die
Theorie als etwas, was Beziehungen zwischen speziellen de-
finitorisch gefaBten Inhalten formuliert, verstdndlich wird.

Gerade diese inhaltliche Interpretation von "Explizitde-
finition" gibt nun einen Grund dafiir ab, (1) als Schema

flir Explizitdefinitionen von aussagenlogischen Operatoren
aufzufassen. Das zeigt sich, wenn wir den oben ohne Erliu-
terung verwendten Begriff des "Inhalts" in Bezug auf den vor-
liegenden Fall prédzisieren. Wir schlagen vor, unter dem
K,-Gehalt eines Systems konkreter Ko-Regeln A die Menge
der konkreten Regeln R zu verstehen, die in K, aus A
ableitbar sind (fiir die also gilt: A, (R), }-——(R) ). )

Wir verstehen damit "Gehalt" Zhnlich wie Carnag in einem
Definitionsvorschlag fiir den logischen Gehalt®’, nur dafB

es bel unserem erweiterten Kalkiilbegriff immer um konkrete
Regeln statt um Aussagen geht. "Gehalt" ist dabei zu un-
terscheiden von "Bedeutung'". Von "Bedeutung" hatten wir nur
im Zusammenhang von einzelnen Zeichen (z.B. Operatoren)
gesprochen und darunter die Klasse der Ableitungsbeziehungen
verstanden, in denen es vorkam. "Gehalt" ist fiir uns et-
was, das ganzen Systmen konkreter Regeln zukommt.

Unter einer Explizitdefinition eines n-stelligen Opera-

tors S durch ein Regelsystem ﬁ(pq,...,pn) wollen wir

nun ein Regelsystem verstehen, das jeder Aussage S(Aq,...,An)
genau denjenigen Gehalt verschafft, den A(A,y...,A ) hat,
und zwar fiir beliebige Aussagen AjyeeeyA . Dabei soll

in eﬁ(p1,...,pn) natiirlich S noch nicht vorkommen.

Genauer: Durch eine Explizitdefinition von S durch

A(pgy++-9p,) 801l gewdhrleistet sein, daB

1) Wer den Begriff "Menge" hier ablehnt, kann dies auch
als Definition eines Relators 'R gehort zum K,~-Gehalt von
A\ " verstehen.

2) Vgl. z.B. CARNAP(1942), S. 152.
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fir alle K —-Aussagen Aq,...,An und fiir alle konkre-
(2){ ten K -Regeln R gilt:

.&.(Aq,oo.,An),K—&R gel’lau dam’ wenn S(A"’..-’An)}_k‘—‘LR.

Satz 6.1 (2) gilt genau denn, wenn (1) in K., ableit-

Beweis Wenn (2) gilt, dann gilt nach Einsetzen von
S(Aqyeseqhy) flr R:
JA(Aﬂ,...,An)F“-S(Aq,...,An) g.d.w. S(A g--e9Ay)
F—8(hqy-shp) o
d.h.:
(3) ZX(Aq,...,An)k——S(Aq,...,An).

Analog ergibt sich, wenn man die Glieder aus JA(Aﬂ,...,An)
fir R einsetzt:

(4) S(Aqyeeeshy) F— AA yeeeshy)e

(3) und (4) machen die Ableitbarkeit von (1) aus.

Wenn umgekehrt (1) in K, ableitbar ist, dann ergibt sich
fiir beliebige Aq,...,An,R, daf

(5) 8(A4ye+esA )R aus A(Aqye--yA )R folgt

(mit S(Aq,...,An)P-—A(Aq,...,An) ), und daB
(6) lk(Aﬂ,...,An)FaR aus  S(Ajy...3A )R folgt
(mit &(Aq,...,An)F*S(Aq,...,An) )e

(5) und (6) zusammen machen gerade (2) aus.

Wir konnen also (1) motivieren als Operator-Grundregel-
system, durch das ein Operator S als abkiirzender Ausdruck
eingefithrt wird derart, daB ein Operat S(Aq,...,An) den-
selben Gehalt besitzt wie ein komplexes Regelsystem
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Nachdem wir Explizitdefinitionen nicht nur als syntakti-
sche Abklrzungen, sondern auch als Ausdriicke flir bestimmte
Gehalte beschrieben haben, wollen wir unseren Ansatz noch
etwas verallgemeinern. Solange eine Definition auch eine
Abkiirzung ist, kann man zu Recht verlangen, daB sich diese
Abkurzung jederzeit wieder riickgdngig machen 188t, d.h.
man kann die Forderung der Eliminierbarkeit aufstellen.
Wenn wir jedoch von dem Aspekt der Explizitdefinition als
Abkiirzung einmal absehen und nur ihren inhaltlichen Aspekt
hervorheben, dann erscheint die Forderung der Eliminierbar-
keit nicht mehr als wesentlich. Dies wollen wir, bezogen
auf unser Ziel der Bedeutungsfestlegung von aussagenlogi-
schen Operatoren, tatsdchlich tun.

Mit (2) hatten wir einen Operator S als einen solchen Aus-
druck bestimmt, daB S-Operate S(Aq,...,An) fiir alle
Aq""’An denselben Gehalt haben wie ein Regelsystem
[x(Aq,...,An). Wir definieren nun den gemeinsamen K-Gehalt
von Systemen konkreter X -Regeln A,,... A, als
Menge der konkreten K, ,-Regeln R, fiir die gilt:ﬁwhﬂ? und ...
und &MWZR’ d.h.‘ﬁum;R fir alle i mit 14 i< m. Dabei soll
der Fall m=0 ausgeschlossen sein, da dann der Begriff des

"Gehaltes" nicht mehr angemessen erscheint. Der gemeinsame
Gehalt von O Regelsystemen ware der Gehalt keines Regel-
systems; '"Gehalt" versteht man jedoch immer als "Gehalt
von etwas". Mit "gemeinsamer Gehalt von Regelsystemen"
meinen wir also "gemeinsamer Gehalt eines oder mehrerer
Regelsysteme". Den Begriff des "Gehalts" erweitern wir nur
so, daBl wir jetzt auch mehrere Regelsysteme zulassen (d.h.
m>1), nicht jedoch auch kein Regelsystem (d.h. m<1).

1) Eine gewisse Khnlichkeit mit diesem Ansatz, Operatoren

als Regelsysteme und damit als Ausdruck mdglicher Ableitungs-
beziehungen zu verstehen, hat der Versuch von K.R. POPPER
(1949), logische Zeichen durch bestimmte Ableitbarkeitsrela-
tionen zu definieren. Allerdings handelt es sich hierbei nur
um eine grobe Skizze, in der z.RB. der problematische Fall

der Adjunktion v nicht behandelt wird.
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S0 wie man nach Satz 6.1 durch eine Explizitdefinition
einem Operat S(Aq,,,.,An) als K,-Gehalt den Kn-Gehalt
eines Regelsystems él(Aq,...,An) zusprechen kann, so kdnn-
te man allgemeiner in einer Bedeutungsfestsetzung fiir S
auch verlangen, daB

fiir alle K,~Aussagen Ajyyeeeyh, und fiir alle konkre-
ten K,~Regeln R gilt:
(7) ,Qéﬂq,...,An)FE—R fiir alle i mit 1< i=m
L.

g-d.w- S(Aq,-o-,kn),T"Q-R ¥

wobei £¥qu""*Pn) (1%i2m) wieder Systeme von < -Regeln

sein sollen, in denen S nicht vorkommt, und wo m>1 voraus-
gesetzt ist.

Offensichtlich geht (7) in (2) iliber, wenn m=1 ist, sa
daB wir tatsdchlich eine Verallgemeinerung des vorigen
Falles haben. DaB wir "Gehalt" immer als "Gehalt von etwas"

e und damit den Fall m=0 von vornherein ausschlies-

verstehen
sen, ist eine gewichtige Einschridnkung. Sie verbsut uns
némlich den direkten Zugang zur intuitionistischen Iogik.
(Vgl. dazu auch § 11.) Bei einer Bedeutungsfestlegung von
Operatoren, die so beschaffen ist, daB fiir geeignete Regel-
systeme die Bedingung (7) erfiillt ist, gilt nicht mehr ge—
nerell das Kriterium der Eliminierbarkeit (vgl. dazu § 15),
weshalb wir nicht mehr von "Explizitdefinition" sprechen
wollen. Das schmdlert jedoch nicht das Recht, trotzdem

von "Bedeutungsfestlegung" zu sprechen, da man gemeinhin
z.B. auch von "induktiven Definitionen" spricht, obwohl

bei diesen das Kriterium der Eliminierbarkeit nicht er-
fillt ist.

So wie wir mit (1) ein Schema fiir Regelsysteme angegeben
haben, deren Ko-Ableitbarkeit nach Satz 6.1 mit der
Erfiillung von Bedingung (2) gleichwertig war, wollen wir
auch hier ein entsprechendes Schema angeben:

1) Wobei dieses "etwas" im Grenzfall auch das leere System
sein darf, vgl. § 10.
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A,‘(qu"',pn)éS(pqs"'aPn)

(8)

Am(pﬂs e ’Pn) = S(Pq goese ’pn)

&4(an'--apn)=§P;--- ;ﬁw\(qu°°"Pn)$P§S(qu"°$Pn) =P

Hierbei wollen wir nicht fordern, dal in jedem System
-Aé(pﬂ*""Pn) (1"€i<m) alle Variablen Dqs+--sP, VOT-
kommen. Wir wollen jedoch verlangen, daB jede Variable
1F (1£j<4n) in mindestens einem System éu(pq,...,pn)
(1€ i4m) vorkommt, ferner, daB keines der Systeme
A, (p,‘,...,pn) (14 i4m) 1leer ist. Diese Liberalisie-
rung dient nur der technischen Vereinfachung und ist an-
sonsten unwesentlich: Kommt in A;(p4,..-,p,) die Variab-
le_pj nicht vor, erweitere man einfach E&i(pﬂ,...,pn)
um pj§>pj; man erhdlt so ein gleichwertiges System.

Satz 6.2 (7) gilt genau dann, wenn (8) in K, ableit-
bar ist.

Beweis Wenn (7) gilt, dann ergibt sich durch Einsetzung
von S(Aq,...,An) fir R in (7):

Ajﬁﬂq,...,An)F-S(Aq,...,An) fir alle i mit 1<4i<m
g.d-w. S(Aq’.o-’An)FS(Aq’oo-'An) 9

d.h.:

(9) ﬂi(*’*qv'“*An)}_s(ﬂq'""ﬁn) fiir alle i mit 1< i< m,

Ferner ergibt sich sus (7) fiir beliebige A durch Einsetzung
von A (Agsecesh ) DA5eeeni A (Byyeeesd )DADA  fiir R:

As(Agyeeasd D58 (Aseeesh ) A5 A (A yeee A )>A |—A
fiir alle i mit 1<i<m

genau dann, wenn
S(A,l,...,An);A1(A,|,...,An);>A;...; ém(Aq,...,An)@A A,
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woraus sich wegen der Giiltigkeit von

AjChgseceshy ) D (Agyeeeyh )=ARA (1 %i<m)
sofort
(10) S(A,l,...,ah);A,‘(A,‘,...,An):)A;...;aw(Aq,...,An)-.;Ak—A

ergibt. (9) und (10) machen die Ableitbarkeit von
(8) aus.

Wenn umgekehrt (8) in K, ableitbar ist, dann ergibt sich
die Richtung von rechts nach links von (7) sofort aus den
ersten m Regeln von (8). Sei nun

Aj(A yeeesA )RR flir alle i mit 1<i=m )
d.h.

(11) &i@ﬂ"“iﬂn)’(ﬁ)qr‘@)g fiir alle 1 mit 1£i=m .

Mit der letzten Regel von (8), angewandt auf (11), ergibt
sich dann

S(A yeeeshy)y (R)H(R),

d.h. S(Ajy--+sA )R . Damit ist auch die Richtung von
links nach rechts von (7) bewiesen.
QED

Wenn wir es als Zweck von Operaten ansehen wollen, im
Sinne von (7) den gemeinsamen Gehalt mdglicherweise meh-
rerer Regelsysteme auszudriicken, kénnen wir nach Satz 6.2
einfach (8) als Schema fiir unsere Operator-Grundregel-
systeme wdhlen., Dann wenn Systeme der Gestalt (8) zu den
nichtatomaren K,~Grundregeln gehdren, dann sind sie tri-
vialerweise K,-ableitbar, so daB nach Satz 6.2 (7) er-
fiillt ist. Wenn umgekehrt die nichtatomaren Grundregeln
nur den Zweck haben sollen, die Erfiillung von (7) zu ga-
rentieren, ist es wegen Satz 6.2 sinnvoll, keine nicht-

atomaren K. -Grundregeln zu wdhlen, die stédrker als (8)
sind.



- 90 -

Wir wollen also (8) in diesem Kapitel als Schema fir un-
sere Operator-Grundregelsysteme.ésbetrachten. Die ersten
m Regeln von <= :

A, (PgyeeesDy) 8(Dyye-eyPy)

ﬁM(Pq g 9Pn) ”‘?S(Pq yooe sPn)
sollen auch S-Einfiihrungsregeln oder S-E-Regeln
(abgekiirzt S-E) - allgemein: Einfiihrungsregeln oder E-

Regeln - heiBen, die letzte Regel

B (PgseeesPp)DPse0as Ag(PgseesPp)>P58(PgseeesDy) DD
auch S-Beseitigungsregel oder S-B-Regel (abgekiirzt S-B)

- allgemein: Beseitigungsregel oder B-Regel. Der Grund fir
diese Bezeichnungen ist naheliegend: Mit einer S-E-Regel

kann man zu einem S-Operat libergehen, ausgehend von Ab-
leitungsbeziehungen, die moglicherweise S nicht enthalten,
also S "einfiihren". Mit einer S-B-Regel kann man von ei-
nem S-Operat und gewissen anderen Ableitungsbeziehungen

zu einer Aussage libergehen, die mdgliderweise S nicht ent-
hdlt, also S "beseitigen".

Es seien nochmals die Bedingungen aufgefiihrt, die wir

oben an diese Regeln gestellt haben:

1. Kein System Ai(pq,...,pn) (1€i<€m) darf leer sein.

2. S darf in keinem System é%(pq,...,pn) (14i<m) vor-
kommen. '

3. Jedes System A;(pqye--yP,) (14£i&m) darf hichstens
Pqse-+9P, &N Aussagenvariablen enthalten.

4. Jede Aussagenvariasble p. (1 £j<n) muB in mindestens
einem System A (pPjye.+9p,) (1£J£n) vorkommen.

Im Falle, wo nur eine einzige S-E-Regel

A(pr- .- spn) %‘S(qu' .. spn)

vorhanden ist, geht (8) iiber in
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A(qu‘ .o 9Pn) = S(qu ) spn)
(12) |

A(PqyeeeyP )=2D;8(DgyeeesPy) DD«
(12) ist gleichwertig mit (1), was sich nach Satz 6.1
und 6.2 daraus ergibt, daB (2) und (7) gleichwertig sind,
falls nur ein einziges Regelsystem A(pq,...,pn) vor-
handen ist. Dies 1ldBt sich auch unabhidngig von Satz 6.1
und 6.2 beweisen:

Satz 6.3 K, enthalte ein System £, der Gestalt (12)

von nichtatomaren Grundregeln. Sei KEL der Kalkiil, der
aus K durch Ersetzung des Grundregelsystems (12) durch
(1) entsteht. Dann gilt:

(1) S(pq,...,pn) :;,g(pﬂ,...,pn) ist K,-ableitbar
(11)  A(pg9---4P ) >D;8(Dgy+++yP,)=>p ist K, -ableitbar.
Beweis Seien Apyeeerhp A beliebige K, K -Aussagen.

(1) Das System A(p,y.-.,P,) bestehe aus ¥ Regeln
Ry (Dyseeesp ) (12X =V). Fir jedes k (1€ k<V) gilt:

AlhqyeeesB) )Ry (Ryyeeash )y @ (Agyennydp)),

(nach Satz 4.2).
Daraus mit S-B:

SLA/;!"’!AH);(Rk(A/|$"'!Anj)ij E__(Rk(Aqi"'!An))g ]
d.h. S(A,],...,An)l——Rk(;«.,‘,...,an) .

(ii) S(Aq,...,An)F~ [x(Aq,...,An) gilt nach Voraussetzung.
Daraus mit Satz 4.3 (ii) wund 4.3 (i):
A(Aq,..-,An)@A;S(Aq,.--,An)}—"A .
QED

Da das Regelsystem
(13)  8(pyye-=spy) =>A(P4gye--sp)

leichter zu handhaben ist als die nach Satz 6.3 gleich-
wertige Regel

(14) A(DPyyeeesD ) DP38(DyseeesPy) D
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kdnnen wir stillschweigend auch Anwendungen von (13) statt
von (14) als Anwendungen von S-B-Regeln bezeichnen und
werden dies auch gelegentlich tun. Flir metalogische Unter-
suchungen, wie z.B. im folgenden §en die Nachweise von
Nichtkreativitdt und Eindeutigkeit, werden wir jedoch nur
von der Version (8) susgehen , weil sie allgemein und in
allen Fallen anwendbar ist.

DaB wir (8) als Schema fiir Operator-Grundregelsysteme
wdhlen wollen, hat sich daraus ergeben, daB wir von einer
Bedeutungsfestlegung fiir Operatoren verlangten, daB nach
ihr gemdB (7) Operate den gemeinsamen Gehalt méglicherwei-
se mehrerer Regelsysteme ausdriicken. Wir haben gezeigt,
daR dies den Spezialfall der Explizitdefinition, in dem
nur ein Regelsystem vorliegt, miteinschlieBt. Man kdnnte
nun nach der Motivation dafiir fragen, daf Operate nicht
mehr den Gehalt eines Regelsystems sondern den gemeinsa-
men Gehalt evtl. mehrerer Regelsysteme ausdriicken sollen
und dementsprechend nicht mehr generell explizit definier-
bar sind. Der Grund ist der, daB wir uns nicht willkiir-
lich ein TLogiksystem zurechtbasteln wollen, sondern daR
wir auch ein rekonstruktives Interesse verfolgen. Daher
sollen zumindest die {iblichen Junktoren A Vv, —> (die
Negation wird in Kap. 3 behandelt) in unserem Rahmen
deutbar sein. Und zur Deutung von v scheint es
unumgédnglich zu sein, mehr als eine E-Regel zuzulassen;
die iiblichen E-Regeln fiir v lauten ja:

Pq@(Pq 4 Pa)

P2%>(P1 v Pe) .
Den iiblichen vV -Regeln, zu denen ja noch die B-Regel

P4>P;3P52P;3(Dqv Do) DD

gehdrt, konnen wir Jjetzt eine sinnvolle Deutung geben:
Ein Adjungat AvB driickt den gemeinsamen Gehalt der nur
aus einzelnen Aussagen bestehenden Regelsysteme A und B
aus. Die Bedingumg (7) bzw. die Regeln (8) scheint
die naheliegendste und schwdchste Verallgemeinerung von
(2) bzw. (1) zu sein, die eine Einbeziehung der iliblichen
v~-Regeln in unsere Operator-Grundregeln erlaubt. AuBer-
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dem ist die philosophische Deutung dieser Verallgemeinerung
mit Hilfe des Begriffs des gemeinsamen Gehaltes nicht
unplausibel.

Es 1laBt sich noch eine etwas andere Motivation unseres
Schemas (8) filir allgemeine E~ und B-Regeln denken, die

nicht auf den Begriff des gemeinsamen Gehalts zurlickgreift,
sondern Operatoren direkt als Regéln deutet. Dazu definieren
wir zundchst: Eine konkrete Regel R ist in K, unter Benutzung
einer (nicht unbedingt konkreten) Regel R' ableitbar, wenn

R in dem Kalkil ableitbar ist, der aus K, durch Hinzunshme
von R' zu den Grundregeln entsteht. Dann gilt fiir beliebige
SystemeAi (1€ i< m) konkreter Regeln und konkrete Regeln R:

gﬁifﬂ—R fiir alle i mit 14i<m g. d. w. R unter Benutzung
(el

von Aq%p;...;ﬁm%pép in K, ableitbar.
Denn aus Aj}(R)qfﬁa(R)e fiir alle i (1f§if§m) ergibt
sich unter Benutzung von [thép;...;gﬁuﬁépzébp bei
Belegung von p mit (R)2 eine Ableitung

R, C VR

Ay =pie jDpmp e — R 1 - (R,
(R

2.

von R in Kg. Ist umgekehrt R in K, unter Benutzung von
A,=p5...5 A =p=>p ableitbar, so ersetze man fiir ein
i (1£i<m) sukzessive jede Regelanwendung

Ay=p; 5 A=sp=p A - A

durch Qﬁ , womit man schlieBlich A&}E—R erhdlt. Dieses

A
Verfahren filhre man fiir alle i (14 i< m) durch.
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Aufgrund dieses Resultats ist mit (7) gleichwertig:

Fir alle K,-Aussagen A,,...,A und fiir alle konkreten
(15) K,-Regeln R gilt: R ist in K, unter Benutzung von
gsq(Aq,...,An)%;p;...;ng(ﬂq,...,ﬂn)ﬁ;p =D
ableitbar g.d.w. S(A,,...,A_) —R.
1 n’ '"Kq

Es lassen sich also dieselben Operator-Grundregeln (8)
rechtfertigen, wenn man (15) statt (7) als Addquatheitsbe-
‘dingung fiir Operator-Grundregeln wdhlt. (15) wiirde den Ge-
halt eines Operats als Gehalt einer Regel deuten und nicht
wie (7) als gemeinsamen Gehalt mehrerer Regeln.

Die Wahl von (15) statt (7) als Addquatheitsbedingung bringt
fiir uns jedoch keinen wesentlichen Vorteil. Denn die Regel

(16) A (Aqyeeeyh )=5pseees Ap(hyyeee,A )=>D =5D

hat keinen klareren Sinn als das, was mit dem Begriff des
gemeinsamen Gehaltes ausgedriickt ist; vielmehr ist der
Begriff des gemeinsamen Gehaltes geeignet, die Regel (16)
zu interpretieren, nimlich als: Dass, was aus allen
Iﬁi(Aq,...,An) (1 ¢i<m) folgt, d.h. der gemeinsame
Gehalt der Jgi(Aq,...,An), gilt auch unabhdngig von den
Annshmen &H(Aq,...,An) (1<«i<m). (15) besagt dann:

Aus S(Aq,...,ﬁn) soll genau das ableitbar sein, was sich
daraus ergibt, daB der gemeinsame Gehalt der A (A, y...,A )
als Annahme genommen werden darf. Gegeniiber einer solchen
Formulierung erscheint es sogar viel klarer, im Sinne von
(7) zu sagen: S(Aq,...,An) driickt den gemeinsamen Gehalt
der [ki(Aq,...,An) aus.

Vorteilhaft wdre die Bedingung (15) allerdings in einem
stdarkeren Kalkiil, in dem man auch Regeln mit Variablen,
also nicht nur konkrete Regeln, als Annshmen zulaBt, die
wieder geldscht werden kdénnen. Dann miilte man eine Art
Variablenbindung in Regeln zur Verfligung haben, also etwa
Zeichenreihen

R’t’ -..’Rn%}“a"-x
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als Regeln zulassen, wobei die tiefgestellten Indizes
Xy¥,... die gebundenen Variablen anzeigen.q) In einem
solchen Kalkul, der auch die Behandlung von Quantoren er-
laubte, wiirde das Schema (15) zu Explizitdefinitionen der
aussagenlogischen Operatoren der Gestalt

S(P/Ia-"$Pn)<.:'->Af|(Pqi-°-1pn)ép;-'°i Am(p19°"spn)%P—-_—>Pp
Anlafl geben. Damit waren zwar die Schwierigkeiten der philo-
sophischen Deutung von (16) nicht behoben - d.h. man miiBte
wohl weiterhin auf den Begriff des gemeinsamen Gehaltes
zurliickgreifen, um sich (16) verstdndlich zu machen -,
man konnte jedoch zeigen, daB aussagenlogische Operatoren
explizit durch Regeln definierbar sind, ein Resultat, das
in unserem Rahmen noch nicht gilt (vgl. § 15). Es wiirde
vollkommen in Parallele stehen zu dem bei PRAWITZ (1965,
S. 67f.) bewiesenen Satz, daB in Logiken zweiter Stufe
die Konstanten A, v und 3 mit Hilfe von V und —
definierbar sind. Denn die Regel (16) ist nichts anderes
als eine regellogische Lesart der dort angegebenen defi-

nierenden Aussageschemata, bezogen auf n-stellige Aussagen-

operatoren.
Um den hier vorgetragenen Ansatz noch abzuheben von an-

deren Begriindungen von E- und B-Regeln fiir Operatoren,
wollen wir die E- und B-Regeln jeweils fiir sich inter-
pretieren. Die B-Regel legt fest, daB zum Gehalt eines
Operats S(Aq,...,An) jedenfalls der gemeinsame Gehalt

von &Jﬂﬂ""’An) und ... und £m£Aq,...,An) gehdrt:
Alles, was aus Jjedem einzelnen Regelsystem £§(Aﬂ,...,ﬁn)
ableitbar ist, soll auch aus S(Aq,...,An) ableitbar sein.
Die E-Regeln legen fest, daB zum Gehalt eines Operats
S(Aq""’An) nur der gemeinssme Gehalt von Aﬂ(Aq,-..,An)
und ... und £M£A1’°"sﬁn) gehdrt: Wenn etwas aus
S(Aq,...,An) ableitbar ist, dann muB es schon aus je-

dem A‘L(Aq!'"!An) (1 2i%€m) ableitbar sein (weil
S(Aq,...,Aﬁ) aus Q%(Aq,...,An) ableitbar ist). Man koénnte
also sagen, daB E-Regeln die B-Regel abschlieBen, in-

1) Der Vorschlag, in Regeln Variable zu binden, stammt von
LORENZEN (1955), vgl. dort S. 25f. und passim.
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dem sie festlegen, daB Operate keinen weiteren Gehalt ha-
ben als den, den sie aufgrund der B-Regel haben. Fir
den FallydaR nur ein Regelsystem 4ﬁ(p1,...,pn) und damit
eine Explizitdefinition von S vorliegt, also die B-Regel

A(Pq,---,Pn)%P;S(pq,o--,Pn) =p
gleichwertig ist mit dem Regelsystem

S(an“°spn):‘%>A(Pq""spn) ’
und (8) damit gleichwertig mit dem Regelsystem

S(Pq’-'-sPn)@ A(qu”'apn) ’

kann man sagen: Eine Explizitdefinition eines Operators
ist ein durch eine E-Regel abgeschlossenes System von
B-Regeln.

Eine dasmit verwandte Auffassung, dort allerdings be-
zogen auf Explizitdefinitionen von Prédikatoren, fin-
det sich bei KAMILAH/LORENZEN 1967. Dort wird eine Expli-
zitdefinition eines Prddikators P durch Pradikatoren
Pq,...,?n aufgefaBt als abgeschlossenes System von
Regeln der Gestalt

P(x).ipfq(x)

(1?7 .

P(x) %Pn(x) ’

das man mit einem System von B-Regeln der Gestalt (13)
vergleichen kann. (Wir verzichten bei dieser Notation von
Pradikatorenregeln auf das fiir die "Logische Propddeutik"

typische Kopula-¢ .) Abgeschlossen wird (4q7) durch die
Regel

Py (%)y0 0 ey B (%) =>P(x)
bzw. durch

Pq(x) A eea APn(x):;»P(x) ,

wenn man - wie die "Logische Propddeutik" - den Junktor
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A schon voraussetzt,(was natiirlich (gemessen am metho-
dischen Anspruch dieses Werkes) ein Manko ist).

Unsere Deutung der Operatorenregeln unterscheidet sich
auf jeden Fall von der z.B. durch einige AuBerungen
GENTZENs nahegelegten Auffassung, wonach E-Regeln die
"primdren" Operator-Grundregeln sind und B-Regeln einen
abgeleiteten Status haben (vgl. oben S. 15f. Anm.). Wir
versuchen, E- und B-Regeln als gleichwertige Tréager der
Bedeutung von Operatoren zu begreifen. Dieser Auffassung
am ndchsten kommt noch N. W. TENNANT mit seinem 'prin-
ciple of harmony', das die Gleichwertigkeit von E- und
B-Regeln betont (vgl. TENNANT 1978, S. 74).
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§ 7. Nachweis von Nichtkreativitdt und Eindeutigkeit

Wir wollen im folgenden zeigen, daB fiir Folgen von
Operator-Grundregelsystemen, fiir die wir im vorigen
§en aufgrund allgemeiner semantischer Uberlegungen
ein Schema angegeben haben, die beiden Anforderungen
erfiillt sind, die wir in § 5 verlangt haben: Nicht-
kreativitat und Eindeutigkeit. Wir beginnen mit der
Nichtkreativitat. Sie {2 ein System $,-..58, von Ope-
ratoren und é%%, P 253: eine fiir ). methodisch
zuladssige Folge von Operator-Grundregelsystemen der in

§ 6 angegebenen Gestalt. Die Regeln aus 5_54 e i_gc
sollen die nichtatomaren Grundregeln von'Kn‘ ausmachen.

Zu zeigen ist: =5 ..., 25{ ist bzgl. K nichtkreativ.
Da ). und 2%1,...,5%£ beliebig gewdhlt werden kdnnen
(also metasprachliche Variablen 8ind), ferner der Grund-
kalkiil K unspezifiziert bleibt, ist, wie oben S. 78 ge-
fordert, die Nichtkreativitdt fiir jedes {L und fir jede
fiir £3 methodisch zuldssige Folge von Operator-Grundregel-

systemen gesichert.

Da wir in diesem §en durchgingig {L als System S,‘...Sg
von Operatoren und éﬁq,...,ﬁgk als fiir Q. methodisch
zulassige Folge von Operator-Grundregelsystemen voraus-
setzen, werden wir bei vielen benutzten Begriffen die
Relativierung auf K, nicht notieren (schreiben also z.B.
"Regel" statt "K,-Regel" ). Zunéchst definieren wir die
Begriffe der Teilaussage, der Subaussage und des Ranges:

B ist unmittelbare Teilaussage eines Operats S(Aq,...,An),
falls B mit einem A (1< i<n) identisch ist.

B ist Teilaussage einer Aussage A, falls B mit A iden-
tisch oder Teilaussage einer unmittelbaren Teilaussage
von A ist.

B ist echte Teilaussage einer Aussage A, wenn B von A
verschiedene Teilaussage von A ist.

B ist Teilaussage einer konkreten Regel R, falls B
Teilaussage einer unmittelbaren Teilaussage von R ist

(unmittelbare Teilaussagen von konkreten Regeln sind auf
8. 67 definiert worden).
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B ist unmittelbare K,-Subsussage eines Operats S(Aq,...,An),
falls B unmittelbare Teilaussage eines Regelsystems

A(A ye-0yh) ) ist, so daB A(pq,...,pn);>8(p1,...,pn)

zu den S-Einfiihrungsregeln gehort.

B ist K,-Subaussage einer Aussage A, falls B mit A identisch
ist oder K,-Subaussage einer unmittelbaren Kq-Subaussage
von A ist.

B ist K,-Subsussage einer konkreten Regel R, falls B
Kg-Subaussage einer unmittelbaren Teilaussage von R ist.

B ist K,-Subaussage eines Systems von konkreten Regeln A ,
falls B K,-Subaussage eines Gliedes von A ist.

(In dieser Definition haben wir das an sich redundante
Prafix "K,-" mltgeschleppt, weil wir unten den davon ver-
schiedenen Begriff der Knysubaussage definieren werden. )

Die Definition von "Teilaussage" entspricht der iiblichen
Definition. Der Begriff der Ky-Subaussage oder kurz
Subaussage ist auf unsere spezielle Situation zugeschnit-
ten: Wir wollen sagen konnen, daB man bei Anwendung einer
Einfiihrungsregel fiir einen Operator S von Subaussagen
eines Operats zu diesem selbst iibergeht. Deshalb haben
wir die Subaussagen von S(Aq,...,An) induktiv definiert
als die Subaussagen von Aussagen, die in dem System
JA(pq,...,pn) der Vorderregeln einer S-E-Regel A(p1,...,pn)
%?S(pq,...,pn) vorkommen, wenn man diese Regel so belegt,
del durch ihre Anwendung S(Aq,...,An) abgeleitet werden
kenn. Im Falle, wo S Junktor ist, sind alle unmittelbaren
Subaussagen auch unmittelbare Teilaussagen von S(A ,...,A ),
da hochstens Aq,...,A unmittelbare Teilaussagen von

A (A ,...,An) sein konnen. Falls S jedoch nicht Junktor
ist, kann man einer Aussage S(Aq,...,An) nicht ansehen,
aus welchen Aussagen S(Aq,...,ﬂn) durch eine E-Regel ge-
wonnen worden sein kann. Deshalb kdnnen unmittelbare
Subaussagen nicht schon durch die HuBere Gestalt einer
Aussage festgelegt sein, sondern erst durch die Vorder-
regeln der E-Regeln fiir diese Aussage. Die Terminologie
"Subaussage"/"Teilaussage" scheint uns fiir diesen Sach-
verhalt geeignet zu sein: "Sub-" driickt eine Unterordnung

von Aussagen aus, "Teil-" dariiber hinaus ein optisches
Enthaltensein von Aussagen.
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Wir definieren nun den Rang einer Aussage A, einer kon-

kreten Regel R und eines Systems konkreter Regeln A

- notiert mit rg(4), rg(R) und rg( A) -, der fiir spatere

Induktionsbeweise bendtigt wird. Es sei:

rg(A)=0 , falls A atomar.

rg(A)=max{rg(Aq),...,rg(Asz+1, falls A nichtatomar und
{Aﬂ""’Akl die Menge der unmittelbaren K,-Subaussagen
von A ist.

rg(R):max[rg(Aq),...,rg(Ak)} s Wobei {Aq,...,Akg die
Menge der unmittelbaren Teilaussagen von R ist.

rgoﬁ)zmax[rg(kﬂ),...,rg(Rk)] s falls A die Glieder
Rqs+-+,Ry hat.

Dabei soll eine KﬁrAussage,{&tt Ja Operatoren ohne ein
1 n
zu K gehdorendes Grundregelsystem (n&mlich 8.

yooeygSp)
i+1 1L
enthalten kann, den Rang haben, den sie aufgrund dieser

Definition hat, wenn man sie als Kq-Aussage auffaBt.
Die Definition des Ranges ist nur dann eine korrekte

induktive Definition, wenn wir zeigen kdnnen, daB die
Relation "ist unmittelbare Subaussage von" fundiert ist.
Dazu ordnen wir jeder Aussage A eine Ordinalzahl e(A)

zu und zeigen, daB ¢(B)< g(A) , falls B unmittelbare Sub-
aussage von A ist. Es sei

E(A) = ¥ g () + e W+ 0l LA,

wobei ak(A) (1< k<€) die Zahl der mit S, beginnenden
Teilaussagen (nicht Teilaussagenvorkommen!) von A sei.
Falls nun A Ezsi(Aq,...,An) (1=1i<L€) ist und B unmittel-
bare Subaussage von A, dann ist BEEX(Aq,...,An), wobei
X(pﬁ""‘pn) Formel, die hdchstens p,,...,p, an Variablen
enthdlt und in der nur Operatoren Sj mit j<i vorkommen
(nach Definition von "methodisch zuldssig" oben S. 76,
und den Bedingungen oben S. 90 ). Teilaussagen von B, die
mit einem Sj mit j>1i beginnen, miissen also schon Teil-
aussagen von Aq""’An und damit von A sein. Ferner enthidlt
A eine mit 5; beginnende Teilaussage mehr als B, ndmlich
sich selbst. Es gilt also:
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i

mj(B) QJJ(A) , falls j>i ,
ME(B)-é c&i(A) (genauer: Mi(B)+1 = “E(A) s
a4 (B) El (X,j(A) , falls j<i .

Damit ist £(B)< ¢(4). 1)

Es folgt die Definition des Begriffs der Ki;Subaussage von
Aussagen, Regeln und Regelsystemen. (Man beachte, daB "Kif
Regel" und "K,-Regel" dasselbe bedeutet, wir also bei "Regel"
die Relativierung auf einen Kalkiil weglassen kdnnen.)
Diese Definition ist dadurch motiviert, daB wir aus dem
Nichtvorkommen von S in einer _konkreten Regel R auf das
Nichtvorkommen von S in den KQTSubaussagen von R schlies-
sen wollen, was durch Lemma 7.1 auch formuliert wird.

Das wird es ermdglichen, die Nichtkreativitdt von

254}_‘.) 25& aus Satzen iiber Ki~8ubaussagen abzuleiten.

B ist unmittelbare KiTSubaussage eines Operats, falls die-
ses die Gestalt Sj(Aﬂ""’An) hat flir 1<j<i und B un-
mittelbare K,-Subaussage davon ist.

B ist Kifsubaussage einer Aussage A, falls B mit A

1dentlsch ist oder K -Subaussage einer unmlttelbaren
anSubaussage von A ist.
B ist K -Subaussage einer konkreten Regel R, falls B

K Subaussage einer unmittelbaren Teilaussage von R ist.
B ist K Subaussage eines Systems von konkreten Regeln A ,

falls B K -Subaussage eines Gliedes von & ist.

Lemma 7.1 Sei A System konkreter Regeln, in dem S;
nicht vorkommt. Dann kommt S in keiner anSubaussage
von A vor.

Beweis Wir filhren den Beweis nur fiir Aussagen A; die Be-
hauptung fiir beliebige Regelsysteme ergibt sich dann so-
fort aus obigen Definitionen.

1) g(A) ist kleiner als w®. Um die Fundiertheit der Rela-
tion "ist unmittelbare Subaussage von" fiir beliebige Kal-
kile Ky mit beliebig groBem £ =zeigen zu kOnnen, benot&gen
wir also das Prinzip der transfiniten Induktion bis w*
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Sei BK -Subaussage von A, wobei S; in A nicht vorkomme.
Falls B mit A 1dentlsch ist, kann S auch in B nlcht vor-
kommen. Falls B K -Subaussage einer unmlttelbaren K -Sub-
aussage C von A, kénnen wir als Induktionsvoraussetzung
annehmen, daB die Behauptung fiir ¢ gilt. Wir miissen also
nur noch zeigen, daB S; in C nicht vorkommt. Da A die
Gestalt S, (A yeeushy ) mlt 1«j< i hat (és gilt sogar J#i,
weil S, 1n A nicht vorkommt), kénnen - da £ ..., Zs,
fir o methodlsch zuléssig ist - in unmittelbaren Kqo-
Subaussagen C von A auBer Sq,...,S -q bur solche Opera-
toren suftreten, die auch in Aq,...,A vorkommen. Da

S; in A und damit in Aﬂ,...,A nicht vorkommt, ist die
Behauptung bewiesen.

QED

Jetzt kdnnen wir den zentralen Satz dieses §en formulie-
ren, aus dem sich sofort die Nichtkreativitat ergibt.

Satz 7.2 (Subasussagenprinzip) Sei T eine K%:Ableitung
von A aus A fir beliebiges 4 (14i<4£). Dann 158t sich

T in eine Kl -Ableitung T’ von A aus A umformen, 80
daB jede in T’ vorkommende nichtatomare Aussage Kﬁ_Subaus—
sage von A oder A ist.

Den Beweis dieses Satzes stellen wir noch zuriick und be-

welsen mit seiner Hilfe erst, daB die Folge Z, yor o Ec
1 (4
nichtkreativ ist. Der endgiiltige Beweis erfolgt, nach

etlichen Vorbereitungen, auf S. 414-118.

Satz 7.3 Sei R konkrete Regel, in der S; nicht vorkommt.

Falls }-F—R, dann I—F;R.
PN -2

Beweis Nach Satz 7.2 gibt es eine K%rAbleitung von R,
in der auBer atomaren Aussagen nur K1 -Subaussagen von R
auftreten. In dlesen kommt nach Lemma 7.1 S nicht vor.
Wenn in einer K ~Able1tung S nicht vorkommt kann keine
S Grundregel angewendet worden sein. Also kann man sie
auch als Kil -Ableitung auffassen.

QED
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Als Korollar wollen wir noch vermerken:

Satz 7.4 Sei R konkrete atomare Regel. Falls |—R,
2.
dann FR-R.

Beweis Durch {-fache Anwendung von Satz 7.3 folgt aus
~—R: F-5R. Nun hat K0 dieselben Grundregeln wie K.
' ke, Q-

Also kOnnen in einer Kg:Ableitung nur dann nichtatomare
Aussagen auftreten, wenn sie durch herangezogene Regeln
zustandekommen. Da R atomar, kdnnen in einer K&;Ableitung
von R keine nichtatomaren Regeln herangezogen worden sein.
Also kann man eine Ko—Ableitung von R auch als K-Ableitung

i+
auffassen.

QED

Satz 7.4 sichert die Konservativitdt von K, bzgl. K:
Die atomaren K -Ableitungsbeziehungen sind genau die
K-Ableitungsbeziehungen.

Wesentliches Hilfsmittel zum Beweis des Subaussagenprin-
zips, dem wir uns jetzt zuwenden, ist der Bormalisie-
rungssatz (Satz 7.7). Wir gehen bei seiner Formulierung
und seinem Beweis sowie auch beim anschlieBenden Beweis
des Subaussagenprinzips von den Begriffsbildungen und
Beweisen bei PRAWITZ 1965 aus und ilibertragen diese auf
die bei uns vorliegende allgemeinere Situation (d.h. auf

den allgemeineren Kalkiilbegriff und das Vorkommen belie-
big vieler Aussagenoperatoren).

sei T eine K,-Ableitung. Fin Aussagenvorkommen A in T
heift Hauptprimisse der Anwendung einer B-Regel, wenn A

die rechteste Prémisse der Anwendung einer B-Regel ist
(d.h. die Prémisse, die aus einem S-Operat besteht, wobei
S derjenige Operator ist, der bei dieser Anwendung besei-
tigt wird). Alle anderen Pramissen dieser Anwendung einer
B-Regel heiBen Nebenprémissen dieser Anwendung.




- 104 -

Ein Segment ist ein Abschnitt Aq,...,An eines Fadens

- wobei n=1 zugelassen wird; dann besteht das Segment

nur aus A, -, so daB gilt:

1) A, ist nicht Konklusion der Anwendung einer B-Regel.

2) Aj ist Nebenprimisse der Anwendung einer B-Regel fiir
=j<« n.

3) A, ist nicht Nebenprdmisse der Anwendung einer B-Regel.

Die Aussagenvorkommen Aq’°'°sAn sind also allesamt Vorkom-

men derselben Aussage. Die lLinge eines Segments ist die

Zahl der Aussagenvorkommen, die es enthdlt. Der Reng

eines Segments ist der Rang der Aussage, die in dem Seg-

ment (evtl. mehrfach) vorkommt. Ein Segment besteht also

entweder nur aus einem einzelnen Aussagenvorkommen, das

nicht Nebenprimisse der Anwendung einer B-Regel ist - wenn

némlich n="1, dann ist1<«<n falsch, Klausel 2) also fiir A,

erfiillt -, oder ist ein maximales Stiick eines Fadens, das

aus aufeinanderfolgenden Nebenpriamissen der Anwendungen von

B-Regeln besteht, gefolgt von der Konklusion der Anwendung

einer B-Regel, die nicht zugleich Nebenprimisse der Anwen-

dung einer weiteren B-Regel ist. Als Mitteilungszeichen

fir Segmente benutzen wir o LSO

Eine Anwendung einer B-Regel heiBt redundant, wenn die
Ableitung einer Nebenprémisse dieser Anwendung von kei-
ner Annahme abhéngt, die bei dieser Anwendung der B-Re-
gel geldscht wird.

Lemma 7.5 Jede KéfAbleitugg einer konkreten Regel R

14Bt sich in eine solche Ké;Ableitung von R umformen, die
keine redundanten Anwendungen von B-Regeln enthélt.
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Beweis Eine redundante Anwendung einer B-Regel sieht
S0 aus:

+
i . + .
la (A, AN]: ,
)8, (A, n':..):]’ j_‘ U)[&%(AM...}A%U:
. -+ . .
(1 S-B- A A A S CAye )
A
T
Mit + ist dabei die Ableitung der j-ten Nebenprémisse

A (1&£j<m) Dbvezeichnet, in der bei Anwendung der S-B-Re-

gel keine Annahme geldscht wird. +
Offensichtlich kann man obige Ableitung einfach durch b
A

ersetzen, da in keine zus#tzliche Annshme auftritt.

>+

QED

Ein Segment heiBft maximal, wenn es mit der Konklusion der
Anwendung einer E-Regel beginnt und mit der Hauptpriémisse
der Anwendung einer B-Regel endet.

Lemma 7.6 Jede Ki—nbleitung von A aus A 1aBt sich in eine
solche Kﬁ:Ahleitung von A aus A umformen, die keine
maximalen Segmente enthélt.

Beweis 1| sei die betrachtete Ableitung. Wir fiihren den
Beweis durch Paarinduktion iiber '<g(Fﬁf1(ﬂf>. Dabei sei

¢ (Ir)  der groBte Rang eines in || vorkommenden
maximalen Segments, A(T)die Summe der ILingen der in 1
vorkommenden maximalen Segmente vom Rangf(w);fﬁjr)(und
daemit such A(T) ) sei O, wenn | kein maximales Segment
enthalt. Der Ihduktionsanfang ist also trivialerweise
erfillt.
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Sei yﬁnj'>0. Wir wahlen in TT ein solches maximales Seg-
ment O vom Rang f(jﬁ)
(1) iber dem (d.h. iiber dessen erstem Aussagenvorkommen)
in T kein meximales Segment wvom Rang‘fili)steht und
(ii) neben dessen unterstem Aussagenvorkommen in 7r kein
Aussagenvorkommen steht, liber dem sich ein maximales Seg-
ment vom Rang f[ﬂ) befindet oder das zu einem maximalen
Segment vom Rang Gf[ﬂj gehort.
Ein solches Segment G° 148t sich immer finden: Geht man
von einem beliebigen maximalen Segment 0y vom Rang Jﬂﬁﬂj
aus, daB (i) erflillt, jedoch nicht (ii), so gibt es ein
Segment G , das (i) erfiillt und dessen Vorhandensein die
Bedingung (ii) fiir G, falsch macht. Erfiillt auch OG; nicht
die Bedingung (ii), dann gibt es ein G , das (i) erfiillt
und dessen Vorhandensein die Bedingung (ii) fiir &, falsch
macht usw. Men erhdlt so eine Folge ¢, G, ,0; ,... von
maximalen Segmenten vom Rang j[ﬁ?, die alle verschieden
sind, da die obersten Aussagenvorkommen der Ableitungs-
faden, zu denen das oberste Aussagenvorkommen von 0% i
gehort, mehr links stehenq) als die obersten Aussagenvor-
kommen der Ableitungsfdden, zu denen das oberste Aussagen-
vorkommen von O gehort. Eine solche Folge muR endlich

sein und endet mit einem Segment der gewiinschten Art.

Fall a) ¢ hat Lénge 1, besteht also nur aus einem einzigen
Aussagenvorkommen. Dieses muB als Konklusion der Anwendung
einer E-Regel die Gestalt S(Aq,...,An) haben. Sei
Ai(qu'°"Pn):;S(an--°sPn) diejenige E-Regel, durch de-
ren Anwendung sich dieses Vorkommen von S(Aq,...,An) er-
gibt. S(A ,...,A ) tritt also so auf:

+ —_ —_ J—
L. +. . Z Z
' + ’ . - -
o[B8, Chyeoy ALY Ofa By AL b, A ) -
Lo +o. - 5
Gy $-B F F F SCAy AL

\.,_ﬁ

1) "Links" hier im anschaulichen Sinne, bezogen auf die
Notation eines Ableitungsbaumes, verstanden.
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]!
1111
(1]

In den mit markierten Ableitungen sind die Hin-

terformeln der Glieder von £xi(Aq,...,An) aus deren Vor-
derregeln sbgeleitet. Durch(gegebenenfalls mehrfache) An-
wendung von Satz 4.1 auf

V1

Ay (A AL)

Ly

REREN

und erhdalt man

Her s

eine Ableitung von F. Durch diese ersetze man obiges

Ableitungsstiick und erhdlt so eine neue Ableitung T' . Bei
dieser Umformung kann kein vorher nur einzeln vorkommendes
maximales Segment vom Ramng ¢(T) mehrfach verwendet werden,

da nach Wahl von G solche Segmente in

T
B Ry A X - == =
~

—

+ und -~ — =z gar nicht

L —

—-;F‘ - -

auftreten. Ferner bestehen alle dabei evtl. neu entstehen-
den maximalen Segmente aus Vorkommen von unmittelbaren Teil-
aussagen von Ai(Aq,...,An), sind also von kleinerem Rang
als S(Aq,...,An). Dies sieht man durch Kontrolle der im
Beweis von Satz 4.1 beschriebenen Konstruktion: Ein neues
maximales Segment kann ja nur entstehen durch Zusammen-
fﬁgeP von Ableitungsstiicken |

R )

; und : zZu é . Eine solche Zusam-
B ’ :
menfligung wird dort nur fiir B=R (falls R Aussage) bzw.
B EZ(R)Q erwahnt, wobei man dies - dem Induktionsbeweis
entsprechend - auch auf alle Komponenten von R beziehen muB.
Da inTl 'das Segment G- nicht mehr suftritt, gilt entweder
f(TP)éf(ﬁj(wenn G* das einzige maximale Segment vom
Rangtfﬂﬁ)war)'oder f%JT95F(ﬁ7 und (<A (7)(da ein maxi-
males Segment vom Rang f(ﬂj weniger auftritt). In beiden
Fallen folgt aus der Induktionsvoraussetzung die Behaup-
tung.
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Fall b) o hat Ldnge >1, besteht also aus mehreren Vor-
kommen einer Aussage F. F muBl am SchluB von ¢’ als Konklu-
sion der Anwendung einer B-Regel vorkommen, die zugleich

Hauptprémisse der Anwendung einer weiteren B-Regel ist.
F tritt in [ also so auf:

L deh‘tl---pA.J] : ..... ) Lﬁmu“---, A‘)];

PIy T
USRI
+++ 44

YRR

i F

05-3 Sa-h)
¥

B‘RtagL

—_—
—

— die (mit G endenden) Ableitungen der

b1
YL

Dabei sind

Nebenpramissen

Q

er Anwendung der B-Regel, deren Hauptprédmisse
F ist. Dies formen wir so um:

NERE
Ly
NRIEA

Lﬂ[ﬁdm‘\l e Au.\].
¥

REINY
{310 ))

;:L«)Lh.,‘mﬂ : ..,A,g,l:,
- ¥F

P+ + 4

S‘Reat.t.. s e e B—Rﬂsq_(

S(A,....
(-‘1)-5 —B G G. 41 }A‘M)
G

T' gehe aus T durch Ersetzung dieser Ableitungsstiicke
hervor. I ' hingt dabei gegeniiber I von keinen neuen An-
nahmen ab. 9CW')af(V)g11t, weil F weiterhin als Glied
eines maximalen Segments vom Rang y(ﬁjauftrltt. Jedoch
gilt: A(M)«(T) , da o gekiirzt wird. Dabei beachte

man, daf das mehrfache Auftreten von

131
1l
1111

Ju—
— -_

~ = nach Wahl von

ALT) nicht vergréBert, da

|

o° kein Aussagenvorkommen enthalten kann, das zu
einem maximalen Segment vom Rang y(ﬁ) gehdrt. Damit
kann auch die (mit den untersten Aussagenvorkommen von

RN
1111}
STIN)!

zu einem Segment gehdrende) Konklusion G der
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Anwendung einer B-Regel nicht zu einem maximalen Segment
vom Rang ffﬂj gehdren; es ist also unwesentlich, daB das
(bzw. die) Segment(e), zu dem G gehdrt, aufgespalten wird
in Segmente, die um ein Glied ldnger sind. Mit Induktions-
voraussetzung folgt die Behauptung.

QED

Eine Ableitung heiBt normal, wenn sie keine maximalen Seg-
mente und keine redundanten Anwendungen von B-Regeln
enthdlt.

Der Begriff der Normalitat drickt aus, daB eine Ableitung
keine 'iliberfliissigen' Regelanwendungen enthZlt, ins-
besondere keine 'Umwege' macht.

Satz 7.7 (Normalisierungssatz) Jede KiuAbleitung von
A aus A 18Bt sich in eine normale Kifﬂbleitung von
A aus A umformen.

Beweis Man wende zundchst die im Beweis von Lemma 7.6 an-
gegebene Konstruktion zur Elimination maximaler Segmente

und dann die im Beweis von Lemma 7.5 angegebene Konstruk-
tion zur Elimination redundanter Anwendungen von B-Regeln

an. Letztere erzeugt keine neuen maximalen Segmente.q)

QED

Ein Pfadg) in einer normalen Ableitung “ ist eine
Folge Ajye--yA von Aussagenvorkommen aus WTq , fur die

gilt:

n

1) Durch die Beweise der Lemmata 7.5 und 7.6 sind keine ein-
deutigen Umformungsverfahren gegeben, so daB die resultierende
normale K ;-Ableitung nicht eindeutig bestimmt ist. POTTINGER
1976 gibt ein Beispiel fiir verschiedene sich nach dem Verfah-
ren von PRAWITZ (1965) (an das wir uns oben angeschlossen haben)
aus einer Ausgangsableitung ergebende normale Ableitungen und
formuliert selbst eine Verscharfung des Normalisierungsver-
fahrens, die zu eindeutigen Resultaten fiihrt. Fiir uns ist

dies Jjedoch nicht wesentlich; wir bendtigen nur das Ergebnis,
daB sich Uberhaupt eine normale Ableitung effektiv konstruie-
ren 1laBt.

2) Im Gegensatz zu PRAWITZ' £4265) Definition von "path" be-
schrénken wir den Begriff "Pfad" auf normale Ableitungen.
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1) Aq ist ein oberstes Aussagenvorkommen in ﬂ', das nicht
durch Heranziehung einer Annahme zustandegekommen ist, die
spadter bei Anwendung einer B-Regel wieder geldscht wird.

2) Flir alle i (M=i<n) ist A; nicht Prémisse einer An-
wendung einer Annahmeregel, die spdter bei Anwendung

einer B-Regel wieder geldscht wird, und entweder

2a) Ai ist nicht Hauptprédmisse einer Anwendung einer B-

Regel, und Ajg ist das unmittelbar unter A; stehende Aussagen-
vorkommen, oder

2b) A, ist Hauptprédmisse einer Anwendung einer B-Regel und
A4 eines der Aussagenvorkommen, die Konklusion einer An-
wendung einer solchen Annahmeregel sind, die bei der vor-
liegenden Anwendung der B-Regel geldscht wird. (Solche
Aussagenvorkommen existieren bei normalen Ableitungen immer,
da diese keine redundanten Anwendungen von B-Regeln enthalten.)
3) An ist Prédmisse einer Anwendung einer Annahmeregel, die
spadter bei Anwendung einer B-Regel wieder geldscht wird,

oder An ist das unterste Aussagenvorkommen vonlwﬂ.

Ein Pfad beginnt also mit einem obersten Aussagenvorkommen
von7r‘, falls dieses nicht durch Heranziehung einer Annah-
me zustandegekommen ist, die spdter bei Anwendung einer
B-Regel wieder geloscht wird, geht dann solange zum ndchst-
tieferen Aussagenvorkommen iiber, bis dieses entweder
Hauptpramisse einer Anwendung einer B-Regel oder Pri-
misse einer Anwendung einer solchen Annahmeregel, die
spater bel Anwendung einer B-Regel wieder geldscht wird,
oder das unterste Aussagenvorkommen von-ﬂm ist. In den letz-
ten beiden Fdllen endet der Pfad. Im ersten Fall geht er
Uber zur Konklusion einer Anwendung einer Annahmeregel,

welche bei der vorliegenden Anwendung der B-Regel gel&scht
wird.

Ein Hauptpfad oder Pfad O. Ordnung in einer normalen Ab-
leitung 1] ist ein Pfad, der mit dem untersten Aussagenvor-
kommen von || endet. Ein Pfad (n+1)-ter Ordnung ist ein Pfad,
dessen letztes Glied in I unmittelbar iiber einem Aussagen-
vorkommen steht, das zu einem Pfad n-ter Ordnung gehdrt.
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Lemma 7.8 Sei An,...,A ein Faden von I . Fir alle i,j

n
mit 14i<j<n gilt: A, gehdrt zum selben Pfad wie A. oder
J i

zu einem Pfad kleinerer Ordnung als A;.

Beweis Da der Beweisbaum /| sich von unten nach oben ver-
zweigt, ist Jedem Faden Aq,...,An eineindeutig ein ober-
stes Aussagenvorkommen Aq in [ zugeordnet. Diese obersten
Aussagenvorkommen konnen wir von links nach rechts durch-
nummerieren, so daB jedes oberste Aussagenvorkommen A eine
natiirliche Zahl erhdlt. Diese Zahl bezeichnen wir als Index
des Fadens Aq,...,An. Wir beweisen die Behauptung durch
Induktion iiber diesem Index.

Ist er 1,dann ist A,,...,A der "linkeste" Faden in | , Ay
kann also nicht Hauptprémisse der Anwendung einer B-Regel
sein (weil es sonst noch links neben Ai stehende Nebenpra-
missen geben wiirde). Fells A, , also nicht zum selben Pfad
gehdrt wie A;, ist A, das letzte Glied eines Pfades, A, ,
gehért also als das in || unmittelbar unter A, stehende
Aussagenvorkommen zu einem Pfad kleinerer Ordnung. Durch
(j-i)-fache Anwendung dieser Argumentation erh#dlt man die
Behauptung fir Aj.

Ist der Index des Fadens >1 und gehort Ai+1
Pfad wie A;, dann ist A; entweder das letzte Glied eines
Pfades und man argumentiert wie vorher. Oder Ai ist Haupt-

nicht zum selben

pridmisse der Anwendung einer B-Regel, das im Pfad auf Ai
folgende Glied A ist also Konklusion der Anwendung einer
Annahmenregel, die bei Anwendung dieser B-Regel wieder
geloscht wird:

.. Ca)['R]“';:—

(1) B-Reget — ' ' A

Dann gehdrt A zu einem Faden mit kleinerem Index (weil es
ein "linkerer" Faden ist), der jedoch durch A; , und damit
durch Aj geht. Anwendung der Induktionsvoraussetzung auf
A (dass je zum selben Pfad wie A, gehdrt) und Aj ergibt

die Behauptung. [Exskter miiBte man beim ganzen Beweis
Paarinduktion fiihren liber (s,k , wobel s Index des
Pfades und k=j-i.] QED
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Ein Abschnitt Aq"°"An eines Pfades T in JI heilRt Neben-
abschnitt (wobei n=1 sein darf, also eingliedrige Abschnit-

te zugelassen sind), wenn gilt:

1) Aq ist nicht Konklusion einer Anwendung einer atomaren
Grundregel oder einer Annahmeregel, es sei denn, die Stufe
einer solchen Regel ist O (d.h. A, ist das erste Glied von T )
oder eine solche Annahmeregel wird bei Anwendung einer

B-Regel geldscht.

2) An ist nicht Pramisse einer Anwendung einer atomaren
Grundregel oder einer Annahmeregel, es sei denn, An ist

das letzte Glied von T .

3) Falls n>1, ist A; fir alle i mit 1=i<n Prémisse einer
Anwendung einer atomaren Grundregel oder einer Annahmeregel.
4) Falls n=1, ist A, ( éfAn) das erste oder letzte Glied von .

Ein Abschnitt A,,...,A eines Pfades 7 in I heiBt Haupt-
abschnitt (wobei hier n=1 nicht zugelassen ist), wenn

A1 letztes Glied einer Nebenabschnittes von T ist, An
erstes Glied eines Nebenabschnittes von = wund kein Ai
(1<i<n) zu einem Nebenabschnitt gehort.

Hauptabschnitte sind also maximale Abschnitte eines Pfa-
des, auf dessen Aussagenvorkommen keine Regeln auBenr
Operator~Grundregeln angewendet werden. Nebenabschnitte
sind die zwischen den Hauptabschnitten liegenden Pfadstlicke
und umgekehrt, wobei der Endpunkt eines Nebenabschnittes
zugleich Anfangspunkt eines Hauptabschnittes ist und der
Endpunkt eines Hauptabschnittes zugleich Anfangspunkt eines
Nebenabschnittes - mit zwei Ausnahmen: Das erste und letzte
Glied des Pfades gehOren immer zu einem Nebenabschnitt; zu
einem Hauptabschnitt jedoch nur dann, wenn auch das zweite
bzw. das vorletzte Glied ebenfalls zudiesem Hauptabschnitt
gehdrt (denn wir haben einelementige Hauptaebschnitte nicht
zugelassen). Enthdlt ein Pfad also k Hauptabschnitte,

denn enthalt er k+1 Nebenabschnitte. Wir kOnnen einen Pfad
so in Abschnitte aufteilen:

A/‘]...JAa: 3!" A.a, 17 Aé“} """" }A" | fAé‘)"'}A#'L-
(1) l——————\l 1—«-—T___| L___________\
L'_-__V"—\\__}
N, L——-—-r—:l,-——a___) L y Kg_____,_\,_.._____./

- - - 1‘ - - N
Dabei ist Hi (1€i<k) der sich von Ai bis ""-:,53erstrtzec‘xv;emie'(M
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i-te Hauptabschnitt, Ni (1« i< k+1) der i-te Nebenabschnitt.
Wie gesagt kann N, u. U. nur aus A, bestehen, also A1EEAJ

sein, ebenso kann u. U. AnﬁiAj& sein, k

Offensichtlich kann man einen Hauptabschnitt H eines Pfa-
des aufteilen in aufeinanderfolgende Segmente e 1O e
Wenn wir im folgenden ein ganzes Segment als Pramisse der
Anwendung einer Regel bezeichnen, meinen wir damit sein
letztes Glied (d.h. sein unterstes Aussagenvorkommen), wenn
wir es als Konklusion der Anwendung einer Regel bezeich-
nen, meinen wir sein erstes Glied (d.h. sein oberstes
Aussagenvorkommen). Wenn wir ein Segment als Subaussage
eines anderen Segments bezeichnen, meinen wir die Aussa-
gen, aus deren (evtl. mehrfachem) Vorkommen die betref-

fenden Segmente bestehen.

Aus den Definitionen von "Pfad" und "Hauptabschnitt" er-
sieht man, daB man im Hauptabschnitt eines Pfades immer
von Aussagen zu Subaussagen bzw. von Subaussagen zu
Aussagen libergeht. So sind gerade diese Definitionen kon-
struiert worden. Genaueres dazu sagt das folgende Lemma:

Lemma 7.9 Sei H Hauptabschnitt eines Pfades in einer nor-
malen Ki-Ableitung 1 . Sei ¢y -..,%, die Folge der
Segmente, aus denen H besteht. Dann gibt es ein "minimales"
Segment o, (1 <i %n), so daB gilt:

(1) Flir jedes J (1< j<i) ist q} Hauptprémisse einer An-
wendung einer B-Regel und ©, ,  ist K;fSubaussage von G;

d+4 F*
(ii) Pir Jedes J (i2j<«n) ist C; Prédmisse einer An-
wendung einer E-Regel und G} ist Ki;Subaussage von G}% .
Cay..., 6, heiBt auch Beseitigungsteil; 673, ... , 0, 8auch

o
Einfiihrungsteil von H.

Beweis Alle 6;, die Hauptprémissen der Anwendung von B-
Regeln sind, gehen in H sllen ¢,, die Prémissen der Anwen-
dung von E-Regeln sind, voran. Sonst gibe es ein 63 so dalB
GB Primisse der Anwendung einer E-Regel, ¢4., Jedoch
Hauptprédmisse der Anwendung einer B-Regel ist. (Man beach-

te dabei, daB in einem Hauptabschnitt eines Pfades keine
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atomaren Grundregeln oder Annahmeregeln angewandt werden.)
Ein solches o wdre ein maximales Segment, im Widerspruch
zur Normalitét von [ .Die Aussagen iiber Subaussagen

sind trivial.

QED

Ssei I eine Ableitung. Eine Anwendung einer Annahmeregel
R geht in der Anwendung einer Annshmeregel R' unmittelbar
auf, wenn diese Anwendung von R durch Anwendung von R' ge-

16scht wird. Eine Anwendung von R geht in einer Anwendung
von R' auf, wenn es Anwendungen von Annahmeregeln Rq,...,
R, gibt, so daR die Anwendung von R in derjenigen von R,,
diejenige von R, in derjenigen von Roy..., diejenige von
Ry in derjenigen von R' unmittelbar aufgeht.

Lemma 7.10 Wenn eine Anwendung von R in einer Anwendung

von R' aufgeht, so sind alle KﬁrSubaussagen von R auch
solche von R'.

Beweis trivial. (Man beachte, daB Annahmeregeln immer
konkrete Regeln sind.) QED

Lemma 7.11 Wenn eine Annahmeregel R bei Anwendung einer
(nicht notwendigerweise konkreten) Regel R' geldscht wird,
so gehort jede Prdmisse der Anwendung von R jeweils mit
der Konklusion der Anwendung von R und der Konklusion

der Anwendung von R' zu demselben Faden.
Beweis trivisal.

QED
Jetzt kbnnen wir das Subaussagenprinzip beweisen:

Beweis von Satz 7.2 Wir behaupten, daB wir als T' eine
nach Satz 7.7 zu || existierende normale Ableitung wdah-
len konnen. Wir zeigen also: Sei ﬂ” normale Kﬁ;Ablei—
tung von A aus A . Dann ist jede in T' vorkommende
nichtatomare Aussage eine K&TSubaussage von A oder A.

Da jede in T' vorkommende Aussage in mindestens einem
Pfad vorkommt, genligt es, die Behauptung fir alle Pfade
zu zeigen. Sei w ein Pfad der Gestalt (1):



A 1 e = A ‘e A"G . A . A' A
A 11341 ) 3411 A SRR IRRTRRE A PEERRFRA T A
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e ?
—— ——
1 Ny N

(Vgl. auch die Bemerkungen dazu oben S. 112f.)

Nach Lemma 7.9 gilt: Alle in den Hg (1« s£€k) vorkommenden

Aussagen sind Kﬁ;Subaussagen von Aj oder Aj’ . Es geniligt
s

also zu zeigen: ¢

(*) Alle in den N_ (1< s €k+1) vorkommenden Aussagen sind
atomar oder K -Subaussagen von A oder A.

Falls N, ,q Dur An enthdlt und 7 Hauptpfad ist, ist A,

mit A identisch, also A, trivialerweise Kinubaussage von

A oder A. In allen anderen Féllen sind die in Ng (163-&’;4—‘1)
vorkommenden nichtatomaren Aussagen Prémisse oder Konklu-
sion der Anwendung von Annshmeregeln. Fiir Nebenabschnitte,
die aus mehr als einem Aussagenvorkommen bestehen, folgt
dies sofort aus der Definition von "Nebenabschnitt". Be-
steht N, nur aus A,, wobei A1 nicht atomar, kann A, nur
durch Heranziehung von Aq als Annahmeregel abgeleitet worden
sein. Enthdlt Nk+1 nur An und ist w kein Hauptpfad, so ist
An Prédmisse einer Anwendung einer Annahmeregel, da Pfade der
Ordnung >0 nur so enden konnen.

Sel R eine Annahmeregel, deren Prémisse oder Konklusion einer
bestimmten Anwendung in ein N, (1«£s<k+1) fdllt. Wenn R
schon Glied von A ist, dann ist fiir die Prémisse oder Kon-
klusion der betrachteten Anwendung nichts mehr zu zeigen.

Wenn die Anwendung von R in der Anwendung einer anderen Regel
R' aufgeht, die Glied von A ist, ist wegen Lemma 7.10 nichts
mehr zu zeigen. Einzig librigbleibender Fall ist, daB die
Anwendung von R oder die Anwendung einer Regel R', in der

die Anwendung von R aufgeht, bei Anwendung einer E- oder
B-Regel geldscht wird. Wegen Lemma 7.10 ist es ausreichend,
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nur solche Regeln zu betrachten, die bei Anwendung einer
E- oder B-Regel geldscht werden, also zu zeigen:

(**) Sei R eine Annshmeregel, deren Prémisse oder Konklusion
einer Anwendung in ein Ng (1« s £k+1) fdllt, wobei diese
Anwendung von R bei Anwendung einer E- oder B-Regel ge-

16scht wird. Dann sind alle Kﬁ:Subaussagen von R auch
solche von A oder A.

Wir kénnen uns nun weiterhin die Betrachtung solcher Annahme-
regeln R sparen, die bei Anwendung einer B-Regel geldscht
werden und deren Konklusion (R)2 zu 7w gehort. Denn dann
gehoren die Primissen der Anwendung von R und damit auch

die Pridmissen oder Konklusionen von Regelanwendungen, die

in der Anwendung von R aufgehen, nicht zu 7 , sind also

fir die Behauptung (*) nicht relevant. Da ferner in diesem
Fall (R)2 in ™ auf eine Hauptpridmisse der Anwendung einer
Beseitigungsregel folgt, also auf jeden Fall zu einem Haupt-
abschnitt gehdrt, kann (R)2 nur dann auch zu einem Neben-
abschnitt gehdren, wenn (R)2 Primisse der Anwendung einer
atomaren Grundregel oder einer weiteren Annahmeregel R'

ist. Falls (R)2 atomar ist, ist nichts zu zeigen; falls

(R)g Primisse der Anwendung von R' ist, ist fiir (R)e

nichts mehr zu zeigen, falls man (**) fiir R' beweisen

kann. An Anwendungen von Annahmeregeln R, die bei Anwendung
einer B-Regel geldscht werden, interessieren uns also nur
die, deren Konklusion nicht zu T gehdrt, d.h. von denen
eine Pramisse zu g gehdrt. Es reicht slso aus zu beweisen:

(***) Sei R eine Annahmeregel, deren Prémisse oder Konklu-
sion einer Anwendung in ein Ny (1% s€ k+1) f&llt, wobei
diese Anwendung von R bei Anwendung einer E-Regel ge-
16scht wird, oder deren Primisse einer Anwendung in
ein N, (1<s€ k+1) fillt, wobei diese Anwendung von
R bei Anwendung einer B-Regel geldscht wird.

Wir beweisen (***) durch Induktion iiber der Ordnung von W .
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Sei W Hauptpfad. Dann kommt nur der Fall in Frage, daB R bei

Anwendung einer E-Regel geldscht wird. Wir fiilhren (innerhalb
des Induktionsanfanges) eine Induktion iiber (k+1)-s, wobei

s die Nummer des Nebenabschnittes N, ist, in den die Préd-
misse oder Konklusion der Anwendung von R fallt. Der Fall
(k+1)-s=0, d.h. s=k+1 kann gar nicht auftreten: Denn die
Konklusion der Anwendung der E-Regel, bei der R geldscht
wird, miiBte wegen Lemma 7.11 und Lemma 7.8 zu - gehoren.
Das kann aber nicht sein, da Konklusionen der Anwendung

von E-Regeln nur in Haptabschnitten auftreten kdnnen, auf

N +1 jedoch kein Hauptabschnitt mehr folgt. Sei (k+1)-s>0:

k
Wegen Lemma 7.11 und Lemma 7.8 muB in T die Konklusion

S(Bq,...,Br) der Anwendung einer E-Regel vorkommen, bei

der R geldscht wird._S(Bq,...,Br) muB in einem Hauptabschnitt
Hg+ vorkommen, der aus N, folgt, also s'2 8. Weiterhin ge-
hﬁft S(Bq,...,Bf) zum Einfiihrungsteil von Hg,, ist also

T das Sub-
aussage einer Annahmeregel ist, deren Pramissen oder Kon-

i .
K,-Subaussage eines Aussagenvorkommens von N

klusion einer Anwendung in ein Ng,, mit s''>s' (>s8)
fallen.

Sei ¥ Pfad der Ordnung o>0.
Fall a) R wird bei Anwendung einer E-Regel geldscht. Falls
die Konklusion S(Bq,...,Br) der Anwendung dieser E-Regel

noch zu T~ gehdrt, dann argumentiert man wie vorhin. Falls
sie nicht zu T gehort, dann gehort sie nach Lemma 7.8 zu
einem Pfad T' kleinerer Ordnung, fﬁr den nach Induktions-
voraus:gtzung S(Bq,...,Br) schon KiTSubaussage von A oder
A ist.

Fall b) R wird bei Anwendung einer B-Regel geldscht. Dann
gehort die Konklusion (R)2 der Anwendung von R zu einem
Pfad M der Ordnung o-1. Nach Definition von "Pfad" muB

1) Genauer miiRte man sagen: S(B,,...,B ) ist K%:Subaussage
einer konkreten Regel R', degen Prifissen.oder Konklusion
einer Anwendung zu W gehdren und deren KE:Subaussagen

daher nach Induktionsvoraussetzung Eq-Subaussagen von A
oder A sind.
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in w' dem Aussagenvorkommen (R)2 die Hauptprimisse S(Bq,...,
Br) der B-Regel vorhergehen, aufgrund deren Anwendung R
geloscht wird. Nach Definition von"K;:Subaussage“ sind alle

i _
K -Subaussagen von R auch solche von S(B,,...,B.). Nach

Induktionsvoraussetzung ist nun S(Bq,...,Br) schon K;:Subaus—
sage von /A oder A.’!)
QED

Damit haben wir nachgewiesen, daB Folgen 2511,,_) ZS
e

von Operator-Grundregelsystemen nichtkreativ sind. Der
zweite Hauptpunkt dieses §en ist der Nachweis der Ein-

deutigkeit von Operator-Grundregelsystemen ég . Dazu
nutzen wir aus:

Satz 7.12 S und S' seien n-stellige Operatoren aus {l .
Die Vorderregeln der S-E-Regeln seien mit denen der
S'-E-Regeln identisch (d.h. S und S' heben 'dieselben’
Grundregelsysteme). Dann ist

S(qu---apn) & S'(anﬂ‘spn)
in KQ_ ableitbar.

Beweis Wenn die S-E-Regeln die Gestalt

A,‘(Pq g aPn)%S(Pq yeee 1Pn)

(3) .

A,,(Pq. oo spn):f;’s(pqi e tpn)
haben, dann muB die S'-B-Regel die Gestalt

(&) 64(qu'°°’Pn)=->p§°--§ A‘.,\(pqs'*'QPn)%Pist(qu'°'spn) %P
haben. Aus (3) und (4) ergibt sich, wenn man beliebige
Aussagen A, y..., A flr pyy...yDy und S(Aﬂ,...,An) fir

p einsetzt:

s'(A,l,...,An)}Tgs(Aq,...,An) y

1) Sikehe Anm. S. 117.
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d.h. die Ableitbarkeit von

S’(pqa---gph) = S(Pq,"*spn)

in K, . Die andere Richtung ergibt sich, wenn man von

den S'-E-Regeln und der S-B-Regel ausgeht.
QED

Um daraus die Eindeutigkeit gewinnen zu kdnnen, bendti-
gen wir noch zwei Ersetzungstheoreme, nachdem es in den
Ersetzungstheoremen I und II nur um die Ersetzung von

Regeln (bzw. Regelsystemen) in Regeln (bzw. Regelsystemen)
und nicht von Teilaussagen in Aussagen ging.

Satz 7.13 (Ersetzungstheorem III) O[A] sei eine K,-Aus-
sage, in der an einer Stelle A als Teilaussage vorkommt.
O[B] sei das Ergebnis der Ersetzung dieses Vorkommens von
A in O[A] durch B. Dann gilt: Falls A—{—B, dann

0lAT—#— 0[BI. fa
K—CL

Beweis Induktion iiber rg(0[Al).

Sei rg(O[A])=0. Dann ist O[A] atomar, also O[A] mit A
identisch. Damit ist die Behauptung trivial.

Sei rg(0[A])>0. Dann ist 0O[A] =8(4,,.-.,0" 8,054 ),
wobei S zu (). gehdrender Operator und O'[A] Aussage, in der
A an einer Stelle als Teilaussage vorkommt. (Diese Schreib-
weise soll auch den Fall einschlieBen, daB O'[A] an erster
oder letzter Argumentstelle steht.) Da wegen der Fundiert-
heit der Relation "ist unmittelbare Subaussage von" (vgl.
oben S.100f.) sufgrund der Rangdefinition jede echte
Teilaussage einer Aussage von kleinerem Rang ist als die-
se, gilt rg(0'[A]) < rg(0lA]), und daraus nach Induk-
tionsvoraussetzung:

(5) o'[Al-—o'[B] .

Es seien
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zﬁq(pq,---,pn)'i>S(p4,---,pn)
(6) .
zﬁm(pq,---,pn)-%>S(pq,---,pn)
éq(pq,.-Q,pn);>p;---;zﬁm(pq,---,pn)=;p;8(pq,---,pn)=£>p
die S-Grundregeln. Wir zeigen:
(7) Ai(Aq,...,O'[A],...,ﬁn)*ﬂ-Aj(Aq,...,O‘[B],...,An)

fiir alle i (1<€i<m).
Daraus ergibt sich mit den S5-Grundregeln (6) die Behaup-
tung:

S(Aq,...,O'[A],...,An)-{F“*S(AT,...,O'[B],...,An)

Beweis von (7):

Es ist zu beachten, daB 0'[A] in A. 1(Aqy...,0! [A],...,A )
mehrfach vorkommen kann, so daB man gegebenenfalls mehr—
fache Ersetzungen vornehmen muB.

Jedes Vorkommen von O'[A] in A (A yees,0! [A],...A ), das
unmittelbare Teilaussage dieses Regelsystems ist, 1aBt sich
wegen (5) nach dem Ersetzungstheorem II(Satz 4.5) durch
0'[B] ersetzen.

Falls S kein Junktor ist, braucht nicht jedes Vorkommen

von O'[A] in A. s (A 00.,0 [A],..,A ) unmittelbare Teilaus-
sage von A. (Aq,...,o [A],...A ) zu sein. Ein solches Vor-
kommen ist jedoch echte Tellaussage einer unmittelbaren
Teilaussage C von Dﬁ(Aﬂ,...,O'[A],...An). C ist damit als
Aussage, in der 0'[A] als echte Teilaussage vorkommt, selbst
eine Aussage, in der A als echte Teilsussage vorkommt, wir
konnen also C notieren als 0''[Al. Da weiterhin gilt:
rg(0''[A])L rg(0[A]), erhdlt man mit Induktionsvoraus-
setzung: O''[A]l—F0''[B] , kann also auch in diesem Fall
das Ersetzungstheorem II (Satz 4.5) anwenden.

QED
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Satz 7.14 (Ersetzungstheorem IV) R[A] sei eine konkre-
te K,-Regel, in der an einer Stelle A als Teilaussage
vorkommt. RLB] sei das Ergebnis der Ersetzung dieses Vor-

kommens von A in R[A] durch B. Dann gilt: Falls A7&—~B,
dann R(A]-—plgk—-R[B]. =

e R

Beweis Kommt A in R[A] als unmittelbare Teilaussage vor,
dann folgt die Behauptung aus Satz 4.5. Kommt A in R[A]
als echte Teilaussage einer unmittelbaren Teilaussage C
vor, also C=0[A], dann ergibt sich aus Satz 7.13:

(8) olAJ+-o[B] .

Man wende nun Satz 4.5 unter Benutzung von (8) als Voraus-
setzung an. QED

Damit 148t sich das zweite Hauptresultat dieses §en be-
weisen:

Satz 7.15 ©Seien S,S' Operatoren aus {2 . Die Vorderregeln
der S-E-Regeln seien mit den Vorderregeln der S'-E-Regeln
identisch. Sei R[S] eine konkrete K,-Regel, in der an einer
Stelle S vorkommt. R[S'] gehe aus R[S] durch Ersetzung dieses
Vorkommens von S durch S' hervor. Dann gilt: R[S]—dk—~R[S'].
\n.
Beweis Der in R[S'] durch S' ersetzte Operator S kommt
in R[S] so vor, daB S der zu einem Operat S(A,,--.,A,)
gehdrende Operator ist, wobei S(Aq,...,An) Teilaussage
von R{S] ist. An entsprechender Stelle kommt S'(Aq,...,An)
in R[S'] als Teilaussage vor. Man kann also R[S] als kon-
krete Regel auffassen, in der S(A1,...,An) als Teilaussage
vorkommt, und R[S'] als diejenige konkrete Regel, in der
dieses Vorkommen von S(Aﬂ,...,An) durch S'(Aq,...,An)
ersetzt worden ist. Da nach Batz 7.12 gilt:
S(Aq,...,An):%—usl(ﬂq,...,ﬁn) , folgt mit Satz 7.14 die

Behauptung. -

QED

Damit ist gezeigt, daB Folgen von Operator-Grundregel-
systemen der in § 6 angegebenen Gestalt die in § 5
von uns geforderten beiden Addquatheitsbedingungen er-
fillen.
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§ 8. Die Operatorenvollstindigkeit des Systems AV —

Wir wollen nun zeigen, daB sich jeder Operator S, der
durch die in § 6 entwickelten E- und B-Regeln gegeben
ist, auf drei Standardjunktoren A, Vv, —> , deren Regel-
systeme unten noch anzugeben sind, zuriickfiihren 1&8t,
und zwar in folgendem Sinne:

Satz 8.1 Sei () System von Operatoren Sy++-S, und sei

254)..,) £, methodisch zuldssig fiir Q . Dann gibt es
s

zu jedem n-stelligen Operator S aus () eine Av—> -Formel
F(pl,...,pn), so daB gilt:

S(Pyseeesp VS F(pyseee,p,)

ist in K,,,, ableitbar.

Beweis siehe unten 8, 127f.

D.h.: Jeder Operator aus L ist in Kyvs o durch eine

Av-—> =~Formel explizit definierbar. Aufgrund von Erset-
zungstheorem IV (Satz 7.14) kann man dann jeden von AN, =

verschiedenen Operator in K aus allen Ableitungs-

AN—=> Q.
beziehungen eliminieren. Das Resultat von Satz 8.1 be-

zeichnen wir auch als Operatorenvollsténdiqkeig des

Operatorensystems aAv— im Unterschied zur semantischen
Vollstdndigkeit eines formalen Logikkalkiils (vgl. § 9).

In § 6 sprachen wir schon von der expliziten Definierbar-
keit eines Operators S durch ein Regelsystem, wenn S
als einzige E-Regel
A(pl,...,pn):g;S(pi,...,pn)
hatte, wenn also die S-Grundregeln gleichwertig waren mit
S(pl,...,pn)é%b éipi,...,pn).

Im Unterschied dazu ist in Satz 8.1 von der Definierbar-
keit aller von A,v,—> verschiedenen Operatoren durch

Formeln F(pl,...,pn) und nicht nur durch Regelsysteme

A(pl,...,pn) die Rede, also eine stdrkere Form der Defi-
nierbarkeit behauptet. Da jede Definierbarkeit durch

Formeln zugleich eine durch Regelsysteme ist - denn jede

1) In Analogie zur Rede von der "funktionalen Vollstdndigkeit"
in der klassischen Logik.~ Es ist selbstverstandlich nicht
ausgeschlossen, daBl es neben Av-> noch andere operatoren-
vollstéandige Systeme gibt.
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Formel ist ein spezielles Regelsystem —, wiirde aus Satz
8.1 die explizite Definierbarkeit aller Operatoren durch
Regelsysteme folgen, falls die Junktoren AW, durch Re-
gelsysteme explizit definikrbar wiren. Dies ist jedoch
nicht der Fall. In § 15 (vgl. besonders Satz 15.7) werden
wir zeigen, daB v nicht durch ein Regelsystem explizit
definierbar ist.

Wir geben nun die Regelsysteme fiir die Junktoren AV >
an. Dabei wollen wir eine Ausnahme von der bisherigen

Schreibweise machen und (pif\pz), (pl\xpz), (pl—épz)

statt A&pl,pz), V(pl,pz), ->(p,,p,) schreiben. Die
Grundregelsysteme sollen lauten:
= (A -E) pi,pz::>(p1,«p2)
A -
(A~ -B) P1yP,=>Pi (P AP, =D
p,=(p,v p,)
(v -E) ! 1 2
= py=>(py v py)
(v-B) P4=PiP,=Pi(p, v D,)=p
= (—=-E) P,=pP, =(p,>p,)
> . -
(—>-B) P4=>pP,3pi{p,>p,)3p .

Da A und -> nur einzeilige Systeme von E-Regdn besitzen,
sind nach Satz 6.3 2, und Z_, gleichwertig mit

(A pPs)&Py,P,
bzw.
(py>py)e>p =p,
was nach unseren Vereinbarungen aus § 4 dasselbe ist wie
(pyrpP,) =0p,
(p,~pP,) =>p,

p11p2 @(pi Apz)

bzw.
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(p1—>pP,),py=2P,

pal:%pz —'-ﬂf>(p1_>p2) -
Mit A-B und -»-B sind also gleichwertig die Beseitigungs-
regeln

(1) (py ApPy) =D,
(PyapPy) =P,
und

(2) (py>Py)y Py=>P,

die man aus den {iblichen Formalisierungen des natiirlichen
SchlieBens kennt. Deshalb werden wir stillschweigend

(1) und (2) als a-bzw. —s-Beseitigungsregeln benutzen,
meinen also kiinftig (1) bzw. (2), wenn wir in Ableitungen
A =B bzw. —>-B notieren. (1) und (2) mit A-B bzw.

> =B identifizierend, kdnnen wir auch sagen, daB

£, €,,Z, Systeme von Regeln hichstens 2. Stufe sind.

A, V, =2 heiBen auch Konjunktor, Adjunktor, Subjunktor;
Aussagen (A A B), (A vB), (A—>B) auch Konjungat, Adjungat,
Subjungat. Auf Klammern werden wir verzichten, wenn keine
MiBverst&ndnisse auftreten kdnnen. Ebenso werden wir beil
mehrfachen Konjungaten und Adjungaten auf die Klammerung
verzichten, schreiben also z.B. (A,V A2\IA3)—%(A4A Ac AAL),
da man fiir A und v leicht die Assoziativitdtsgesetze
nachweist.

Als Vorbereitung zum Beweis von Satz 8.1 ordnen wir
jedem nichtleeren System A von (nicht notwendigerweise

konkreten)X,,, o-Regeln eine K -Formel A% zu:

AN-S.Q

X* sei mit X identisch fiir Formeln X,
(Rq,...,RS?>X)* sei ((Rq*h...ARS*)—%X) fiir eine Regel
Rqye--sRg=>X ,
(Rq,...,RS)* sei (Rq*“---“RS*) fiir ein aus den Regeln
Rq""’RS bestehendes Regelsystem.

Wie man sofort sieht, ist A* eine Av>Q -Formel, falls A

ein SYstem von () -Regeln ist.
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Lemma 8.2 Sei R eine K
Dann ist R*® =RPA»,

av-» o —Regel, /3 eine Belegung von R.

Beweis trivial. QED

Lemma 8.3 Sei A nichtleeres System von konkreten K,-Regeln.

Dann gilt: A—l—A*
VS0

Beweis Induktion iiber dem Aufbau von A .
Ist /A Aussage, dann ist A" mit A identisch, die Behaup-

tung also trivial.
Ist A= Ryg.-.4R_ =>A , dann gilt nach Induktionsvoraussetzung:

(%) R; ARy * fiir jedes i (1<£1i<s).
Daraus folgt:

Rq,...,RS—%* Rﬂ*,...,RS*
und daraus unter Verwendung der a-Grundregeln:

(4) R ’...’RSA}_—Rq*A..—}\RS* -

fi
Daraus mit Satz 4.2 und Satz 4.3 (i):
und daraus mit den —>-Grundregeln
*
RyyeeesBg=>A— (R *A...AR*) A , d.h. DAY,
Ist A=R,,...,R_, dann gilt nach Induktionsvoraussetzung:(3),
woraus wieder (4) folgt. (4) besagt Jetzt gerade: A A¥.

QED

Im folgenden Satz beweisen wir die explizite Definierbar-

keit von Junktoren durch Av->-Formeln. Dieses Resultat
wird dann im Beweis von Satz 8.1 als Induktionsanfang

dienen.

Satz 8.4 Z2u jedem n-stelligen Junktor S aus . gibt es
eine Av—> -Formel, so daB
S(pi,...,pn)é:>F(p1,...,pn)

in K4w94L ableitbar ist.
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Beweis S habe die Grundregeln:

Aﬁpi,...,pn)zﬁ;S(pi,...,pn)

-

A'm(p:li'°°_apn) :%S(pls--' spn)
AfPyseeesP ) DP5eees Ayfpyyeee,p ) 2P5S(Pysees,p, ) =Dp .
Wir behaupten, daB wir fir F(pl,...,pn) die Formel

(&4(p1""’pn))‘ Y oeeas V (CmSpi,...,pn))'

wdhlen k&nnen. Dies ist sicherlich eine AvV—s -Formel,
da in einem System von Vorderregeln der E-Regeln eines
Junktors kein Operator auftreten darf. Wir miissen nun

zeigen, daB flr alle KAU_bJLuAussagen A ,...,An

1
S(A,l,...,An)<;>(A,‘(A1,...,An)}‘ NoeeeV (&M(Ai,...,An))*

K -ableitbar ist.

AY-—>_
Wenn wir fiir feste Al""’An die Aussage (ZgﬂAi,...,An))*
mit A’ (1£ i< m) abkiirzen, miissen wir also zeigen:

(5)  S(Ay,e.a ) —— A%y v ALK ,

KAV"-')IL
wobel der Nachweis von (5) unabhingig von der Wahl der

Ai""’An sein mun.
Beweis von (5)

Richtung |—: Aus den v-E-Regeln ergibt sich (verallgemei-

nert fir mehrfache Adjungate):
(6) Ai*F‘*&f\a’.,_vﬁm* flir jedes 1 (1 4%1i<=m).

Aus Lemma 8.3 ergibt sich:

IN
'—l
I
3
.

(7) Ai(A,l,...,An)F/_\J flir jedes i (1

Aus (6) und (7):

IN
'.-I
IA
3

ﬁLLA1"“’An) F_Q«*V--.V'Qm* fiir jedes i (1
Daraus mit S-Beseitigung:
S(Aia“-sAn)]’_&,‘*V...vﬁM‘* .

Richtung — : Aus Lemma 8.3 ergibt sich

AN A Ay, een,A) flir jedes i (14i4m).
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Daraus mit S-Einfiihrung:
(8) ﬁ5¥F-S(A1,...,An) flir jedes 1 (1£i<m).
Aus der v-B-Regel ergibt sich (verallgemeinert filir mehr-

fache Adjungate):

€
V...V AW\*

(9) APDS(A vy A D5eees 2SR, 0e,A )5 A,
}—S(A,l,...,An).
Aus (8) und (9) folgt mit Satz 4.1:
AEV. . ovDT —S(Ay,.en,A ).

Dieser Bewels ist offensichtlich unabhdngig von der Wahl
der A, ..« A .
1 n QED

Jetzt kbnnen wir Satz 8.1 beweisen:

Bewels von Satz 8.1

Wir flihren Induktion iliber i, wobeil S; der i-te Operator
aus L., d.h. wir zeigen fir jedes i (1<£i<4X):

Wenn flr jedes j (1£ j« i) Sj durch eine AaAy>-Formel
explizit definierbar ist, dann auch Sy

Da S

8.4 nachgewlesen.

1 ein Junktor ist, ist der Induktionsanfang mit Satz

Wir nehmen also nun an, daB i>1 ist. Wir miissen eine

A v-> =Formel Fi(pj""’pn) angeben, so daB

Si(pi,...,pnhgéFi(pi,...,pn)
in KAV&;JL ableitbar ist.
2@£habe wie Ublich die Gestalt:
Aﬁpi,...,pn) #DSi(pi,...,pn)

(10) .
A-M(p,l,.l.,pn) F—%Si(p,l,...,pn)
a&(pi,...,pn)é>p;...;Am(pi,...,pn);pp;si(pl,...,pn):égp .
Da 221?"” é&wfﬁr ). methodisch zuldssig ist, koOnnen in
jedem Regelsystem ﬁ%(pj,...,pn) (14 s £ m) h8chstens
Cperatoren Sj mit j<i auftreten. Nach Induktionsvor-
aussetzung gibt es nun flr jedes solche Sj eine AvV-= -For-

mel Fj(pi”“’pn)’ so daB

Sj (pl,oo. ,pn)@ Fj(pi’..' ,pn)
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in Kavs o ableitbar ist.

Unter sukzessiver Anwendung unserer Ersetzungstheoreme

kann man also alle Sj (1£j<i) aus jedem

(1< s<m) eliminieren, also fiir jedes s
]

Ag(pl,...,pn)
(1<£s542m) ein

Regelsystem Zgﬁpi,...,pn) angeben, in dem auBer A, v,

keine Operatoren vorkommen und flir das
&épl,...,pn) = Agpl,...,pn)

in K., o @ableitbar ist.

Aufgrund dessen ist (10) gleichwertig mit dem System

&jpl,...,pn) %ési(pi,...,pn)

(11) .
&491,---J§H %;Si(pl,...,pn)

KA(pi!"'"pn)%p;“‘ ; A‘W\(pj""?pn)%p;Si(pfl,ott’pn) %p 9

wobei jetzt Ks(pl,...,pn) (1 £4s=Zm) nur

Operatoren enthdlt.

Analog zum Bewels von Satz 8.4 bilden wir jetzt die

AV— <Formel

(Ry(pyreeesp))*V eeev (Bulpyyenesp )0

AV

an

und kdnnen wie im Bewels von Satz 8.4 zeigen, daB diese

Formel die gewlinschte Eigenschaft hat, daB also flir alle

KAy o —Aussagen Agsece,Al

o ©
Si(Al,...,An)4=:§>(A4(A1,... A veeov (A(A

in KAW%JL ableitbar ist.

QED

1!""}

An))‘

Aufgrund der Operatorenvollstandigkeit des Systems Av-—>

ergibt sich die Eliminierbarkeit aller von A v, —
verschiedenen Operatoren in Kpves ot
Satz 8.5 Sei R konkrete K, v no—-Regel. Sei R diejenige

Koy -Regel, die aus R dadurch hervorgeht, daB man in

R sukzessive jedes Vorkommen eines nicht mit A, Vv

oder — begin-

nenden Operats S(Ai""’An) durch die entsprechende nach
Satz 8.1 existierende Aussage F(A1’°°"An) ersetzt, bis

kein von A v, verschiedener Operator mehr auftritt.

Dann gilt: R——ﬁk_~§ .
K.I\\l’—)_n_
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Beweis Ergibt sich durch mehrfache Anwendung von Satz

8.4 und den Ersetzungstheoremen. Man muB sich vorher

allerdings klar machen, daB die in der Formulierung des

Satzes gegebene Kennzeichnung von R eindeutig ist, daB

e€s also auf die Reihenfolge der Ersetzungen nicht ankommt.
QED

Mithilfe von Satz 8.5 13Bt sich die Einbettbarkeit wvon

Ko 1in K,,, beweisen. Umgekehrt 148t sich K> in K

N>
einbetten.

Satz 8.6
(i) Seien Ryy«..,R_ konkrete K -Regeln, A K q—Aussage.

ﬁl""’ X selen entsprechende K, v > -Regeln wie in
Satz 8.5. Dann gilt:
= o L=
Ryseees Ry F—A gedew.  Rp,e.o,ROF—A

. . A >
(Einbettung von K, in Kas -

(ii) Seien Ryse-+,R konkrete K,,  -Regeln, A K,  -Aus—

N>
sage. Dann gilt:

Ri,...’Ran—‘A gcdcw. Ri’.‘.’R ‘__*A
,w> M).D_
(Einbettung von K., in KhVQJL).
Beweis

(i) Zundchst gilt

(12) Rl,...,Rn}K;A g.d.w. Ry ,...,R hr-=-A .

o AV -
Die Richtung von links nach rechts ist trivisl, die von

n

rechts nach links folgt aus der Nichtkreativitit von 25 )
..,?%Jéi é;réﬁ, da A, v,—> nicht in RyseessR A vor-
kommen k&nnen, es sei denn, s oder v oder — gehort
schon zu Q_ ,

Aus (12) folgt trivialerweise

(13) Ryjeee Ry }——mA gedew. Ri,...,RnF=—~—A ,

i’\\f—-b__ﬂ_
da es fldr die Deduktlonsstarke eines Kalkilils unwesentlich

ist, in welcher Reihenfolge man seine Grundregeln for-

muliert. Da Av-> Junktoren sind, ist ZNE 2 Zs50-., 2
fir Avs methodisch zuldssig, K,W__u:L
finiert. Mit Satz 8.5 folgt aus (13):

S
e
also 51nnvoll de-—
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© o o
R ,.;-,R }"—A g-d.w. R ,O..,R |—\A -
1 n’' K, 1 nK"\V-)..Q__
o
Da Rl,...,ﬁn,i hdchstens AV, = an Operatoren enthal-

ten, folgt hieraus mit der Nichtkreativitdt von

Sy E, 2., 2

[&

< <
R- ,...,R ;——A g-d.w- ﬁ ,..-,R l A y
1 n'kK 1 n KM_}

d.h. die Behauptung.
(ii) Die Richtung von links nach rechts ist trivial, die
von rechts nach links folgt aus der Nidjhtkreativitét
von 2312”=21>r241)'“;é§1’ da Ry,...,R ,A hSchstens A v, -
an Operatoren enthalten.

QED

K,y 1st nun ein Kalkiil, dessen nichtatomare Grundregeln
hSéchstens von 2. Stufe sind, wenn man beachtet, daB wir
als A-B-Regeln

plf\ p2 = le

p12\ Ps = Ps
und als —>-B-Regel

p’l%p2’p1? p2
benutzen (s.o. S. 124 ).

Damit ist Kyv—s Jedoch noch kein Kalkilil im Sinne des

in § 2 definierten GENTZENschen Kalkiilbegriffs. Denn

K kann erstens atomare Grundregeln von hdherer als

AV
2. ;iufe enthalten, zweitens erlaubt der Deduktionsbe-
griff von K, _., die Heranziehung und L8schung von
Regeln beliebiger Stufe. Wir definieren nun einen Kal-
kil Kg,,, der ein Kalkiil im GENTZENschen Sinne und mit

Kav-> gleichwertig ist:

KX, sel ein Kalkill im Sinne von § 2, der dasselbe
Vokabular (d.h. Atome, Objektvariablen, Formeln, Aussagen)
wie K,,_s hat. Die Grundregeln von Ky seien:

1. alle nichtatomaren Grundregeln von Khvﬁ y
2. alle Regeln der Form (R}i‘ =(R),*, falls R atomare
Grundregel wvon }‘(‘.N,_3 (* ist dabei zu verstehen wie oben

S. 124 definiert).
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K} heiBe auch Kalkiil der positiven Logik iiber K.l)

Die Gleichwertigkeit von Ky mit K., wird in folgendem
Satz formuliert:

Satz 8.7

(i) Flir alle konkreten K, —Regeln Ryse..yR_ und K
Aussagen A gilt:

AV-> T

R—]_""$Rn KAVi A g.d..w. Rl*,...,Rn*I—K*L—‘A'
. AN —>
(Einbettung von K, in K% _ ).

(ii) Fir alle K&, -Aussagen Agyeee,A A gilt:

A,l,...,An}W*—A g.d.w. Ai,...,An}T&‘A

AV AV

(Einbettung von Kg_ in Ky )

Beweis Die Lange einer Ableitung sei die Anzahl der in ihr
auftretenden Aussagenvorkommen.

(i) Richtung von links nach rechts:

Induktion ilber der Lange von K, ,-Ableitungen .

a) T hat Linge 1, also die Gestalt R_E_ , wobei R atomare
Anfangsregel oder herangezogene Regel O. Stufe. Da X
und K32,
0. Stufe gilt: R*=R, und ferner A*=A, gilt die Behaup-

tung.

AV—
dieselben Anfangsregeln haben bzw. fiir Regeln

b) wendet im letzten Schritt eine Grundregel R der Stufe
=1 an. £Rq*""Rn} seien die Annshmen, von denen T ab-
hingt, A unterstes Aussagenvorkommen von || . Falls R eine
Operator-Grundregel ist, folgt die Behauptung sofort aus
der Induktionsvoraussetzung, da alle nichtatomaren Grundre-

geln von K,, . auch KX, . -Grundregeln sind. ( Prémissen

und Konklusionen der Anwendung solcher Regeln sowie An-
nahmen, die dabei geloscht werden, sind immer Aussagen B,

fiir die gilt: B=B*.) Falls R eine atomare Grundregel ist,
die mit Belegung /3 angewendet wurde, d.h. R°=R’,...,R% =>4,

Pl

1) Genauer miiBte man von "positiver intuitionistischer Logik"
oder "positiver Minimallogik" sprechen, im Unterschied zur
"positiven klassischen Logik", in welch letzterer z.B. die
Peirce-sche Formel ((p—aq%—>p5—>p ableitbar wdre. Die einfache
Bezeichnung "positive ILogik" erscheint jedoch dadurch gerecht-
fertigt, daB die klassische positive Logik eigentlich einen
abgeleiteten Status hat, insofern sie ein Formalismus zur
Ableitung der negationsfreien klassisch wahren Aussagen (bzw.
klassisch allgemeingultigen Aussageformen) ist.
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so muB schon

RyyeeesR ,(R ) }—MA(R ), fir alle i (1€i<m)
gelten, wobei dafiir eine kiirzere Ableitung als TT vorliegt.
(Zur Mitteilung der Vorderregeln von Rﬁ wurden hochge-
stellte Indizes verwendet, da tiefgestellt Indizes schon
verbraucht sind.) Mit Induktionsvoraussetzung ergibt sich
daraus:

i . : :
Ry*yeesR *(RT),* )-m(a )o*  fiir alle i (1£i<m).

Daraus mit —=-E:
Ry *yeee R Mg (RY) ¢ —(RT),*  fiir alle i (1<2i<m),
n RIS 2
was dasselbe ist wie

Ri*,...,Rn-*}Ff (RY)* fiir alle 4 (1<1i<m).
A=
Baraus mit A -E:

1 m
R * L B R ‘ R ‘ - w R ‘
1% s R WE2:£__) A'jﬁLA (R™)
/3

Daraus ergibt sich durch Anwendung der zu R korrespon-
dierenden Grundregel (R),* =>(R),* unter derselben Be-

legung 4 die Behauptung. (Man beachte R*> = R%A*, Lemma
8.2.)

¢) Tl zieht im letzten Schritt eine konkrete Regel RJ

(1< j<n) der Stufe =1 als Annahme heran, wobei {Rq,...,Rnk
wieder die Menge der Annahmen sei, von denen || abhingt

und A das unterste Aussagenvorkommen von Il .

Sei Rj?fqu,...,Rm:;>A. Dann muB3 schon gelten:

RyseeesRy (Rl),1 !—‘(R ), fir alle i (1<i<m),
Av—>
wobei dafiir kiirzere Ableitungen als 7T vorliegen.

Daraus nach Induktionsvorraussetzung:
i i . . .
Ri',...,Rn',(R )1‘ﬁ?:*~(R )2* fiir alle i (14£i<m).
Daraus mit -—>-=E:

Ry*,eee, Ry l———(R ) '->(R )o* flr alle i ,(1<€i<€m),
A\.r-;;
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was dasselbe ist wie

Ry*5eeeyRy *Fﬁ—"r{R ). fiir 8lle I (1 i €m).
) ) f\\d—)
Daraus mit A-E:

Rl‘,--., }—_—'(R ) -

)\\r—-

Daraus mit der RJ zugeordneten Aussage Rjt_E(Rj)it_;At

und mit —=-B:

Dies ist die Behauptung, da Rj‘ in Ri*,...,Rn‘ schon vor-

kommt.

Richtung von rechts nach links:

Induktion liber der ILdnge von K%, .-Ableitungen 1,
a) I hat Iinge 1. Analog zu Fall a) der anderen Richtung
zu behandeln.

b) T wendet im letzten Schritt eine Grundregel der Stufe
=1 an. {Rq*,...,Rn*§ seien die Annshmen, von denen T ab-
hédngt, A* unterstes Aussagenvorkommen von || . Falls es
sich um eine Operator-Grundregel handelt, folgt die Be-
hauptung aus der Induktionsvoraussetzung, da alle Operator-
Grundregeln von K7, . auch K,,.-Grundregeln sind. Falls es
sich um eine Grundregel der Gestalt (R)ﬂ*;;(R)g* handelt,
die mit Belegung /3 angewendet wurde, so gilt schon

Ra*yeeesR hr~v(R)1 , wobei dafiir eine kiirzere Ablei-
AV

tung als TT vorliegt.
Daraus mit Induktionsvoraussetzung:

qg--'aR /—\(R) /3* -

J"\Uv—;‘:
(Man beachte, daB (R),*? = (R),/A* und (R),P*=(r),’*).

Daraus mit Lemma 8.3:

R,],...,Rn/?{——(R),]/% ’

AV —=
und darsus durch Anwendung der K,/.»—-Grundregel R:
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R ’OCO,R F(R)ﬁ'
1 n 'K, 2
was wegen AEEA*EE(R)2*ﬁ§5(R)2ﬁ*;E(R)gﬂszu beweisen war.

c) Konkrete Regeln der Stufe = 1 kdnnen in K  -Ableitungen
nicht als Annshme herangezogen werden.

(ii)Die K,._,-Aussagen sind mit den K} _, -Aussagen iden-

tisch. Weiterhin gilt fiir K ~Aussagen A: A*=A.

Av—>

Also folgt die Behauptung aus (i), wenn man K}

r->—Aussagen

AL,eee,A fir R,,...,R_ einsetzt,
1 n 1 n QED

Aus Satz 8.6 und Satz 8.3 erhdlt man:

Satz 8.8
(1) Seien R,,...,R konkrete Kyo-Regeln, A Ky-Aussage.
Dann gilt:
[+ <2 o
R,l,...,Rn}—K——A g.d.w. Ri-,...,Rn*}’W—A-
R AV =3

a
(Einbettung von K, in K%, "R;® " dabei zu lesen als "(ﬁﬁ'h").

(ii) Seien A, ,...,A,,A K? -Aussagen. Dann gilt:
1 YL AN
A, ,eea A P‘“—‘A .d.w. A yeae,A F“__”A
120 P W 9 17 0 W o
(Einbettung von K¥. in K., .).
QED

Satz 8.8 driickt die vorl&ufige Quintessenz unserer Bemi-
hungen aus. Wir waren ausgegangen von einer Verallgemei-
nerung des GENTZENschen Kalkililbegriffs, indem wir nicht
nur Regeln zweiter, sondern beliebig hoher Stufe betrach-
teten, indem wir also die Heranziehung und L&schung von
Regeln und nicht nur von Aussagen zulieBen. Mithilfe
dieses verallgemeinerten Kalklilbegriffs haben wir ein
Schema zur Bedeutungsfestlegung beliebiger Aussagenopera-
toren Uber Grumkalkiilen K angegeben. Satz 8.8 zeigt nun,
daB sich ein Kalkil K, der atomare Grundregeln belie-
biger Stufe und Operatoren eines beliebigen Systems {0
enthdlt, in den Kalkil KR, einbetten 14Bt, der Regeln
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h8chstens 2. Stufe und nur die Standardjunktoren NV
enthdlt. Satz 8.8 zeigt auch umgekehrt, daB sich der ele-~
mentarere Kalkiil KAvs auch in K, einbetten 1&Bt, falls
Ll die Operatoren AV,> enthdlt, so daB K, und K&
in diesem Falle gleichwertig sind.

Wir konnen jetzt die ganze Idee von Regeln beliebig hoher
Stufe und von beliebigen Operatoren wieder vergessen, da

wir alle Ableitungsbeziehungen von K, auch in K} aus-

AN
driicken kdnnen. Dies macht nicht unseren ganzen An;th '
nachtraglich iliberfliissig. Denn die Einbettung von K, in
K> nach Satz 8.8 zeigt gerade, daB die Behandlung der
drei Junktoren s v,— in der iiblichen (intuitionistischen)

positiven Logik keine willkiirliche Einschrankung auf drei

spezielle Aussagenoperatoren darstellt, sondern alle Ope-
ratoren mitumfaBt, die sonst noch durch das in § 6 ange-
gebene allgemeine Schema fiir Operator-Grundregelsysteme
charakterisierbar wiren. Wir haben also - im Rahmen un-
seres regellogischen Ansatzes -~ eine Begriindung dafiir ge-
liefert, daB men sich in der positiven Logik auf die Stan-
dardjunktoren beschrénken kann.

Zum Zwecke eines solchen Beweises der Operatorenvollstdn-
digkeit von av->, dessen wichtigste Voraussetzung ja ein
allgemeines Schema fiir Operator-Grundregeln ist, scheint
keine andere Moglichkeit zu bestehen, als zu Kalkiilen mit
Regeln beliebig hoher Stufe iiberzugehen. Es ist das Ver-
dienst VON KUTSCHERAs, diese These 1968 erstmals ausgear-
beitet zu haben (vgl. dort S. 14-16). Obwohl sich VON
KUTSCHERAs Arbeit in wesentlichen Punkten von der vorlie-
genden unterscheidet - so geht VON KUTSCHERA im AnschluB
an LORENZEN von einer Schichtung von Metakalkiilen aus,
wghrend wir den Grundkalkiil um Regeln beliebiger Stufe er-
weitert haben -, haben wir uns beim Beweis der Operatoren-
vollstédndigkeit von Av-> eng an VON KUTSCHERA angeschlossen.
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PRAWITZ hat 1979 einen Beweis dafiir skizziert, daB avs |
ein vollstédndiges Operatorensystem fiir die intuitioni-
stische Junktorenlogik darstellt. ( L steht darin fiir
"das Falsche"; wir schrénken uns im folgenden auf den
Teil der PRAWITZschen Ausfiihrungen ein, der fiir die posi-
tive Logik von Relevanz ist.) Dabei glaubt PRAWITZ mit
Regeln hochstens 2. Stufe, wie sie im Kalkiil des natir-
lichen SchlieBens vorhanden sind, auszukommen. Ich stelle
seinen Ansatz in unserer Symbolik dar: PRAWITZ geht wie
wir von einem System von E-Regeln

Ba(PrsesesDy) =>5(Dyseesyby)

(14) . . .

Am(P/I’loo,pn) és(pqgo..,pn)

aus, wobei er fiir Ai(p't""’pn) (1 41i4m) nur Regeln
hochstens 1. Stufe zuldBt, so deB die E-Regeln nicht
iiber die 2. Stufe hinausgehen. (Vgl. PRAWITZ 1979, S.
34f.) Wihrend unser Schema einer B-Regel

A‘q(qu-"QPn)@pEAm(an'°'apn)=%p;s(pqs---epn)=f;‘>l3
um eine Stufe hoher ist als die E-Regeln, gibt PRAWITZ
als Schema fiir B-Regeln an (PRAWITZ 1979, S. 37):

(15) (Aq (Pq yeee !pn))i-%p;"' 3 (Am(Pq’ sels spn))+‘—'-I>P§S(p1a cee sPn)

=p .
Dabei sei (Ai(Pﬂ"“'pn))+Ei i*""’Rii , falls
Ai(P’I’...’pn)ERi/‘,.."Rik ( ﬁiﬁm)o Das SChem& (15)

ist offensichtlich von héchstens 2. Stufe, da die R;?
(1<€Jj<€k) immer Formeln (d.h. von O. Stufe) sind. (1%)
ist nun unter Bezugnahme auf die Operation * una *
wieder unter Bezugnahme auf die Operation * definiert.

* war jedoch mit Hilfe der Junktoren A,—> definiert
worden (s. 0. S. 124). Will men also Eigenschaften des
aus (14) und (15) bestehenden Grundregelschemas nachwei-
sen, so muB man Regeln fiir A und —> schon voraussetzen.
Insofern ist das sus (14) und (15) bestehende Schema
nur dann ein Schema fiir beliebige Operatoren, wenn man
Ny > nicht zu den Operatoren z#&hlt, sondern anderswoher
schon zur Verfiligung hat.
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Der Rickgriff auf A ist dabei allerdings nicht wesent-
lich. Denn man kann A -Regeln aus dem Schema (14), (15)
gewinnen, ohne A-Regeln schon vorauszusetzen: Zu der

A -E-Regel p,q=>paq gehdrt nach (15) als aA-B-Regel:

(16) (p,q) =r;prg=>r .

Nun ist (p,q)+ gerade p*,q* , und dies ist wiederum p,q.
Also ist (16) identisch mit der von uns angegebenen A-
B-Regel. Man braucht in diesem Falle eben von * nur zu
wissen, daB flir Varisble p gilt: p*=p; der Teil der De-
finition von *, der auf A zuriickgreift, spielt keine
Rolle.

Anders ist dies bei — . Versucht man, mit (15) aus der
— ~-E-Regel p=>q=>p->q eine ->-B-Regel zu erhalten,
8o ergibt sich:

(17) (p=>q)*=>rip—=q>r .

(p:;.q)+ ist gerade (p=q)*. Die Definition von * greift
nun in diesem letzten Fall effektiv auf —-> zurlick; es
ist (p=>q)*=p-=>q . Setzt man dies in (17) ein, so er-
hdlt man:

(18) (p->q)=>r;p->q=>r .

Dies ist jedoch eine Regel, die nach Satz 4.3(ii) schon
unabhidngig von —>-Regeln ableitbar ist, die man also
nicht als Bedeutungsregel fiir —> ansprechen kann. Die
->-B-Regel p,p->q=>q 188t sich aus (18) jedenfalls
nicht gewinnen. Entgegen der Meinung von PRAWITZ 1979
("The usual elimination rules ... for A and — have a
slightly different form, which is easily seen to be de-
ductively equivalent to the one given here" [S. 38oben])
ergeben sich die —-Grundregeln nicht aus dem Schemsa

(14), (15).

Da (15) auf —> Bezug nimmt und auBerdem die —>-Grundregeln
im PRAWITZschen Vollstandigkeitsbeweis schon benutzt
werden, kann man den PRAWITZschen Beweis nur so verste-
hen: Unabhidngig von irgendeinem allgemeinen Schema wird
ein spezielles Regelsystem filir —> angesetzt. Anschlies-
send erweitert man dies um Regelsysteme fiir Operatoren,
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die dem allgemeinen Schema (14), (15) geniigen. Von Opera-
toren, die durch diesem Schema gehorchende Regelsysteme
charakterisiert werden, zeigt man dann, daB sie durch

Ayv ,— definierbar sind. Die Beschrénkung suf Regeln
hdchstens 2. Stufe wird also erkauft durch eine ausge-
zeichnete Stellung des Junktors —> . Bei uns ist die
Situation allerdings in gewisser Weise &hnlich: Wir

konnten zwar alle Operatorenregeln, einschlieflich der
Regeln fiir — , als Fall eines allgemeinen Schemas
auffassen, muBten dafiir jedoch auf einen = -Begriff
zuriickgreifen, den man auch als Begriff einer linksiterier-
ten (materialen) Implikation mit Einfiihrungs- und Besei-
tigungsregeln beschreiben kann (s. o. S. 53f.). Das neue,
das wir gegeniiber dem Vollsténdigkeitsbeweis von PRAWITZ
bieten, besteht also im wesentlichen in einem Explikations-
vorschlag fiir diesen vorausgesetzten Implikationsbegriff.
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§ 9, Formale positive Logik

Bis jetzt sind wir von einem Grundkalkiil K ausgegangen
und haben diesen durch Hinzufiligung von Operator-Grundre-
geln zu einem Kalklil Kg erweitert. Von letzterem konnten

wir in § 8 zeigen, daB er sich in einen Kalkiil K& » den
Kalkiil der positiven Junktorenlogik iUber K, einbetten
lagt. K&, 1ist nun ebenso wie K, ein materialer Logik-

kalkiil, insofern er vom Vokabular und den Grundregeln
eines willkilirlich gewdhlten Grundkalkalkiils K ausgeht
(wobei die Grundregeln A=X von K in K%, die Form
A¥*=>X* annehmen) und diesen nur durch operatorenlogische
Regeln erweitert. Aufgabe eines Kalklls der formalen

Logik wdre es, die Herleitung genau derjenigen Ableitungs-—
beziehungen zu erlauben, die unabhd&ngig von jeweils betrach-
teten Grundkalkililen K, also fur jedes K in Kg, ableit-
bar sind. Nun ist es so, daB verschiedene Grundkalkiile
verschiedene Vokabulare haben k&nnen; zwei Grundkalkiile,
deren Aussagenmengen disjunkt sind, haben von vornherein
keine Ableitungsbeziehung gemeinsam. Aufgabe eines Logik-

kalklils kann also nur sein, schematische Ableitungsbezie-

hungen herzuleiten, die erst dann, wenn man sie in gewis-

ser Weise liber einem Grundkalkiil K interpretiert, zu

Ableitungsbeziehungen von Kf ., werden,

Dazu gehen wir aus von einem speziellen Grundkalkiil,

den wir L nennen wollen {(da wir K weiter als Variable
fiir beliebige Grundkalkilile brauchen): L habe als Atom
nur +, besitze keine Objektvariablen, und seine Aussagen
sollen mit seinen Ausdriicken 2zusammenfallen. Grundre-—

geln habe L keine. L-Aussagen, die die Gestalt  ++...++
n mal
haben, wollen wir auch Schemabuchstaben nennen. Wir
bilden nun den Kalkil Lg%
Uber L und nennen LY auch Kalkil der positiven formalen
Logik. Statt L schreiben wir der Kiirze halber P.
Wie man sieht, ist P bis auf Notationsunterschiede iden-
tisch mit dem positiv-junktorenlogischen Teil des Kal-

kiils des natiirlichen SchlieBens NI von GENTZEN 1935.

der positiven Junktorenlogik
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Sei K ein beliebiger Grundkalkiil. Eine Interpretation

Uber K sei eine Funktion k , die jedem Schemabuchstaben
eine K-Aussage zuordnet. Sei A eine P-Aussage, K eine
Interpretation iiber K. Dann sei A¥ diejenige K&
Aussage, die man aus A erhdlt, wenn man jedes Vorkom-
men eines Schemabuchstabens B in A durch ®(B) ersetzt.
1""’An’A
heipt P-allgemeingliltig, wenn flir jedes K und fir jede
Interpretation X iber K gilt: Ai&,...,An“FR;—AAK.

AN —=

Eine P-Regel Al,...,An=>A flir P-Aussagen A

Die Rechtfertigung, P als Kalklil der positiven formalen

Logik aufzufassen, liefert folgender Satz:

Satz 9.1 Fir alle P-Aussagen Aj,...,An,A gilt

Ai,...,Ankﬁﬁ genau dann, wenn die P-Regel Ai,...,Anﬂ%A

P-allgemeingliltig ist.

Beweis Die Richtung von rechts nach links ist trivial,
da L selbst ein Grundkalkiil ist. Man wahle fiir k einfach
die identische Abbildung.

Die Richtung von links nach rechts ist eine leichte In-
duktion iiber dem Aufbau einer P-Ableitung 1] von A aus
AjgyeessA . Man beachte, daB alle P-Grundregeln auch

K%, -Grundregeln flir jedes K sind und daB alle in T
auftretenden Schemabuchstaben keine Verdnderung erfahren
kdnnen, da P keine atomaren Grundregeln enthélt._wﬂgeht
also flir jedes K durch Substitution von K-Aussagen fir
Schemabuchstaben in eine K§ . —-Ableitung T von aA¥

aus Alm,...,An“ iber.
QED

Satz 9.1, den wir als "regellogischen Vollstadndigkeitssatz"
bezeichnen, konnte man als Analogon zu iiblichen semantischen
Vollsténdigkeitssdtzen ansehen: So wie dort auf Belegungen
mit Wahrheitswerten, bezieht sich hier der Begriff der All-
gemeingililtigkeit auf Interpretationen liber Grundkalkiilen.
Allerdings muB3 man sich dann dariber im klaren sein, dal der
Begriff der Allgemeingiiltigkeit im uUblichen semantischen Sin-
ne vom Begriff der Ableitbarkeit grundverschieden ist, wah-
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rend bei uns die Allgemeingiiltigkeit selbst iiber einen
Ableitbarkeitsbegriff definiert ist, also schon 'inten-
sional' sehr eng mit der Ableitbarkeit zusammenh&ngt.
Das spiegelt sich in der Trivialitdt des Beweises

von Satz 9.1 wieder.
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§ 10. Erweiterte positive Logik: Nullstellige Operatoren

In § 6 hatten wir Operatoren als Zeichen eingefiihrt, die
es erlauben sollten, den gemeinsamen Gehalt von Regel-
systemen Ay e A, ~auszudrlicken. Dabei haben wir bis
jetzt noch die Einschrénkung gemacht, daBf diese Regel-
systeme nicht leer sein sollten. Dementsprechend haben
wir nur Operatoren der Stellenzahl =1 betrachtet, da

in diesen Regelsystemen - weil es sich um <} -Regeln
handelt - mindestens eine Aussagenvariable vorkommen
muBte. Von dieser Einschré@nkung wollen wir uns jetzt
frei machen, indem wir zulassen, daB in A, ..., A,, ein
(oder mehrere oder alle) Systeme leer sind, und entspre-
chend O-stellige Operatoren, die dann zugleich Aussagen
sind, zulassen.

Wir erweitern zunidchst das Vokabular von K,: Q. darf
nullstellige Operatoren enthalten. Weiterhin legen wir
zusdtzlich fest: nullstellige Operatoren sind K,-Aussagen
und auch K,-Formeln. ) -Regeln sind jetzt solche Regeln,
die aus K,~Formeln der Gestalt p oder S(pl""’pn)

fir einen n-stelligen Operator S (n> 1) oder S fiir

einen O-stelligen Operator S aufgebaut sind.

Bei dem S-Grundregelsystem, wonach S-Operate entsprechend
§ 6 den gemeinsamen Gehalt von - jetzt auch mdglicherweise

leeren - Systemen von 2. -Regeln A, , ..., A, aus-

driicken sollen, unterscheiden wir 3 (bzw. 5) Fdlle:

1. Kein A; (14 1<£m) ist leer.

a) Falls dann Pqsese-,p, die insgesamt in A, ..., A .
vorkommenden Variablen sind, lauten die S-Grundregeln
wie in § 6 begriindet:

&in,...,pn) :bs(pj,...,pn)
(1) .

-

&Jpl,...,pn) ﬁ;S(pj,...,pn)

Bpyseeesp ) DD50 5 APy eeesp ) =P3S(Pysenn,p, ) oD
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b) Es kann aber auch der Fall eintreten, daB in A, ... A,
keine Variablen vorkommen, falls ndmlich diese Systeme von
{l -Regeln nur aus O-stelligen Operatoren zusammengesetzt
sind. Dann kommt man analog zu (1) zum Regelsystem flr
einen O-stelligen Operator S:

A, = S
(2) :
A, = &

Ay=>pi ... Du=pj S=p.

2. Einige, aber nicht alle A, (14i< m) sind leer.

a) Pqs--+)P, seien die insgesamt in A,,... A, Vvor-
kommenden Variablen. DaB ein n-stelliger Operator gemdB
§ 6 den gemeinsamen Gehalt von A,y
soll, bedeutet, daB

Angi,...,An)F~R fir alle i mit 12i<m g.d.w.
S(Agye00yA )R

., Aw, ausdricken

fir alle Aussagen Al""’An und konkreten Regeln R. (Vgl.
oben S. 8%). Falls &JAi,...,An) (141i4m) leer ist,
ist AgAj,...,An)#—R (d.h. -R) offensichtlich gleichwer-
tig mit Al;?hik—R, da A,=>A, in K, ableitbar ist.

Wir ersetzen also einfach jedes leere Regelsystem

durch P,=>P4 und haben damit den vbrliegenden Fall auf
Fall 1a) =zurlckgefiihrt.

b) Wenn in A, ,...,A,, keine Variablen vorkommen,

dann kommt mindestens ein O-stelliger Operator S' vor. Wir
ten eine zu A, ..., A, gleichwertige Folge wvon
Systemen, wenn wir jedes leere System Ai, (1«1i4m)

durch S'=>S' ersetzen. Damit haben wir diesen Fall auf
Fall 1b) zurlickgefihrt.

3. Alle A; (1 £i<m) sind leer. Der gemeinsame Gehalt von

ALkann dann nur von einem O-stelligen Operator S ausge-
drickt werden, fir den gilt:

R genau dann, wenn SR .

erhal-
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Dies ist offensichtlich dann erfiillt, wenn man fiir

S als einzige Grundregel die Anfangsregel

(3) S

annimmt. Wenn man will, kann man diese Regel als Spezial-
fall von (2) ansehen, indem man in (2) alle Vorderregeln
der E-Regeln wegstreicht und beachtet, daBR die entsprechen-
de B-Regel pP;S3p in jedem Kalklil K, ableitbar ist
(falls S zu Q. gehdrt). Deshalb wollen wir die Regel (3)
auch als S-E-Regel bezeichnen, zu der es allerdings keine
S-B-Regel gibt.

Wir konnen also annehmen, daB die Grundregeln fiir einen
Operator S entweder die Gestalt (1) mit nichtleeren
Ailpqyseee,p,) (1€1 <m) haben ~ falls S die Stellen-
zahl >0 hat -~ oder - falls S die Stellenzahl 0 hat -

die Gestalt (2) mit nichtleeren A. (1 <i <m) oder die
Gestalt (3) hat. Nur im Fall (3) ist ein O-stelliger
Operator S auch Junktor. Im Fall (2) miissen ja die nicht-
leeren Systeme A; von Q2 -Regeln, weil sie keine Variab-
len enthalten, von S verschiedene Operatoren S' enthal-
ten.

Da im Fall (3) S keine unmittelbaren Subaussagen hat,
ist fuir S kein Rang definiert. Wir setzen daher fest:
O-stellige Junktoren (die zugleich Aussagen sind) sollen
Rang 1 haben.

Wir vereinbaren nun, daf die Notation (1) den Fall (2)
einschlieBt, daB also insbesondere die Schreibweise
S(pj,...,pn) den Fall, wo S O-stellig ist, miteinbe-
zieht. Man kann sich leicht davon iiberzeugen, daB alle
Resultate von § 7 richtig bleiben, wenn man alle derar-
tigen Notationen in diesem Sinne deutet. Der Sonder-—

fall O-stelliger Junktoren spielt fiir den Normalisierungs-
satz und das sich daraus ergebende Subaussagenprinzip
keine Rolle, da es flir solche Junktoren gar keine B-Regel

1) Beim Beweis des SBubaussa inzi j

; ) genprinzips kann zwar jetzt
der Fall eintreten, daf der erste Nebenabschnitt % des
betrachteten Pfades T nur aus einer Aussage S bes%eht, die
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theoreme III und IV mit geringfligigen Modifikationen,
so daB auch das Kriterium der Eindeutigkeit (Satz 7.15)
im vorliegenden Fall erfullt ist.

Die Resultate von § 8 llbertragen sich, wenn wir einige
Anderungen vornehmen. Das System der Standardjunktoren,
auf die sich alle anderen Operatoren zuriickflihren lassen,
muB jetzt um einen O-stelligen Junktor Y erweitert wer-
den, ist also jetzt das System av->Y . Das Regelsystem Z
fliir den O-stelligen Junktor Y soll aus der Anfangsregel
£y (¥-E) Y

bestehen, eine B-Regel fiir ¥ ist, wie oben angedeutet,

{iberfliissig. In Analogie zu Satz 8.1 beweisen wir dann:

Satz 10.1 Sei () System von Operatoren 81...St :
531""’254 sei methodisch zuléssig fiir ) . Dann

gibt es zu jedem n-stelligen Operator S aus 2 (n=0)
eine av-»Y -Formel F(Pqy+++sPy). so daB

8(p19'°'9pn) @F(pq':”'apn)

in Kaysyq @8bleitbar ist. (Man beachte, da8 im Fall n=0
dies als S«>F gelesen werden muB.)

Beweis Zundchst gilt das Analogon von Satz 8.4: Zu Jjedem
n-stelligen Junktor S aus {2 (n 20) gibt es eine av->Y -
Formel F(p4y«-+sP,)y 80 daB S(pjyee«yDP )EDF(PgyeeesPy)
in K,y 8bleitbar ist.

Denn falls S ein O-stelliger Junktor ist, gilt offensicht-
lich S-4~Y , wir ktnnen also Y fiir F wdhlen. Falls S
ein n-stelliger Junktor (n=1) ist, argumentieren wir wie
im Beweis von Satz 8.4.

Dieses Resultat als Induktionsanfang benutzend, ergibt
sich die Behauptung wie in § 8 (vgl. oben S. 127f.).

QED

nicht durch Heranziehung einer Annahmeregel, sondern durch
Anwendung der S-E-Regel (falls S O-stelliger Junktor) ge-
wonnen worden ist. Dies ist jedoch unproblematisch, da dann
S als Konklusion der Anwendung einer E-Regel zugleich zum
Einfiihrungsteil des auf N, folgenden Hauptabschnittes H
gehdrt und damit Subaussage der ersten Aussage des daraaf
folgenden Nebenabschnittes N, ist.
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Die ibrigen Resultate aus § 8 {libertragen sich ebenso
auf den vorliegenden Fall. Sei K§ _, erkldrt wie Kg_,
auf S. 130f., nur daf jetzt noch die Y-Grundregel
Y
hinzukommt. K2

Y
Logik iiber K. Sei R wieder die zu einer konkreten K,~Regel

heiBe Kalkilil der erweiterten positiven

R existierende gleichwertige K,, .,y -Regel, in der gemdB
Satz 10.1 sukzessive jedes Vorkommen eines von Ay —> Y ver-
schiedenen Operators eliminiert worden ist (vgl. dazu Satz

8.5). Dann gilt die Einbettbarkeit von K, in Kp

Av-3Y
und von Kg_.y in K,vn (vgl. Satz 8.8), wobei R* fiir
Regeln R wie in § 8 (vgl. S. 124 ) zu verstehen sei:

Satz 10.2
(i) Seien Ryy.+.,R_konkrete K,-Regeln, A K,-Aussage.
Dann gilt:

2 o j=]
R,,eee,R_}—A .dew. R, *,...,R *b——A* |
1 ] n K._Q g 1 ? ? n K:;.__)Y

(ii) Seien AgsevssA A Kb y=Aussagen. Dann gilt:
AjyecesA A  g.dew. A ,.i..,A b——A .
1’ 'n KA’\:—)Y 1’ ’’n Kw—a‘u}_
QED

Ein entsprechendes System der formalen Logik 1&Bt sich
ebenfalls angeben. EP unterscheide sich von P dadurch,
daB es in seinem Vokabular den O-stelligen Junktor Y und
unter seinen Grundregeln die Anfangsregel

v

hat. EP heipe Kalkiil der formalen erweiterten positiven
Logik. Wie in § 9 der Begriff der P-Allgemeingliltigkeit
laBt sich der Begriff der EP-Allgemeingliltigkeit definie-

ren und beweisen:

Satz 10.3 Filr alle EP-Aussagen Al""’An’A gilt
Als---sAnF§§*A genau dann, wenn die EP-Regel
Ai,...,An:>A EP-allgemeingliltig ist.

QED
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Der Junktor Y bietet keine wesentlichen neuen Ausdrucks-
m&glichkeiten. Deshalb 188t man ihn {blicherweise auch weg
und beschrédnkt sich in der positiven formalen Logik auf das
System P. Man kodnnte sogar meinen, schon Av-> sei ein
vollstdndiges Operatorensystem flir Kalkilile K, , wobel Q.
O-stellige Operatoren enthalten darf, denn jeder in _Q
vorkommende O-stellige Junktor S (und damit auch Y )
sei durch p->p definierbar. Es gilt in diesem Fall ja:

(4) S& p>p 1ist flir jedes K in K ableitbar.

Damit wiirde allerdings die Behauptung von Satz 10.1 abge-
schwdcht, nach der
S F

fiir eine Aussage F, die keine Variablen enthdlt, ableit-

bar ist. Wenn man diese Abschwdchung hinnimmt, also S
gemdB (4) durch p-sp definiert ansieht, dann 1&B8t sich
Satz 10.2 (jetzt bezogen auf K% _, statt K2_, ) nicht
mehr ohne weiteres formulieren. Denn es gibt nicht mehr
unbedingt zu jeder konkreten K,-Regel R eine gleichwertige
Kav— —-Regel R .Sei z.B. S ein in.Q,iuftretender O-stelli-
ger Junktor, d.h. eine Aussage. Als S miBte man gemal

(4) wdhlen: A—>A flir eine beliebige K-Aussage A. Das
setzt voraus, daB eine solche Aussage existiert. Um also

R zu R definieren zu konnen, miiten wir voraussetzen, dabB
die Aussagenmenge eines Grundkalkiils K nicht leer ist.

Diese Voraussetzung haben wir bis jetzt nicht gemacht.

Man konnte einfach in Erwdgung ziehen, eine solche Voraus-
setzung anzunehmen. Es gibt jedoch gute Griinde dafiir,

Y als eigenstindigen O-stelligen Junktor in der positi-
ven Logik zur Verfiligung zu haben. Ein solcher Grund ist,
daB sich fiir EP, jedoch nicht fiir P der CRAIGsche Inter-
polationssatz uneingeschrénkt beweisen 1#B8t. In P gibt es
fiir kﬁAf>A (wobei A beliebige P-Aussage) keine Inter-
polante, d.h. keine P-Aussage B mit |3B und BfpA—>4,
so dafl alle in B vorkommenden Schemabuchstaben auch in der
leeren Prémissenmenge und in A->A vorkommen. Denn es gibt
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keine P-Aussage, die keinen Schemabuchstaben enthidlt. In
EP ist Y eine Interpolante zu FEpA—>A  (fiir eine

EP-Aussage A), da sowohl }Eﬁf{ als auch\Y}E?Af>A gilt

und weiterhin Y eine Aussage ohne Schemabuchstaben
ist.
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Kapitel 3: Logiken mit Negation

§ 11. Kalkiile mit Widerlegungsregeln

Gelegentlich findet sich in der Literatur der Versuch,
die Negation -— 2zu definieren durch

PS> P>A

wobei A als nullstelliger Operator behandelt wird, der
keine E-Regel und die Regel

A=p ("ex falso quodlibet")

als B-Regel hat (so z.B. bei PRAWITZ 1979, ZUCKER/
TRAGESSER 1978). Das ist in unserem, durch § 6 abgesteck-
ten Rshmen nicht méglich. Ein Operat S(Aq,...,An) soll
bei uns immer den Gehalt eines oder mehrer Regelsysteme
ausdriicken. Wir hatten zwar in § 10 unseren Ansatz erwei-
tert, indem wir leere Regelsysteme und O-stellige
Operatoren zuliefen. Dabeil konnten wir jedoch nur den
Junktor Y deuten, der eine E-Regel

N

ohne Vorderregeln hat. Damit sind unsere Moglichkeiten er-
schopfty einem Junktor ganz ohne E-Regeln kdnnen wir
keine Deutung geben.

Man kommt zu obiger _A -Grundregel und damit auch zur
intuitionistischen Logik, wenn man in unserem Schema (7)
aus § 6 die Einschré@nkung m=1 wegliBt und dementspre-
chend in (8) aus § 6 auch ein Operator-Grundregelsystem
ohne E-Regeln zulaRt. Das hieflle, daB Operate nicht nur den
gemeinsamen Gehalt eines oder mehrerer, sondern auch den

von O Regelsystemen ausdriicken konnen. Der Begriff des
gemeinsamen Gehaltes von O Regelsystemen 1aBt sich zwar
technisch leicht als Grenzfall des Begriffs fiir beliebig
viele Regelsysteme bilden, er entbehrt jedoch der philo-
sophischen Plausibilitdt. Verbal miilRte man vom "Gehalt
von keinem Regelsystem" sprechen. "Gehalt" scheint jedoch
ein sinnvoller philosophischer Begriff nur als "Gehalt

von etwas" zu sein, und nur dem Grenzfall, wo dieses "et-
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was" ein leeres Regelsystem ist, kann man noch einige Plau-
sibilitdt abgewinnen. Im Rahmen unseres philosophischen
Ansatzes, der auf dem Begriff des Gehaltes aufbaut, missen
wir also darauf verzichten, die intuitionistische Logik

als Grenzfall der positiven Logik zu behandeln.

Auch der Ansatz bei LORENZEN (1955) sté8t auf Schwierigkei-
ten. LORENZEN definiert —1A durch A A. Nur versteht er
hier A als Variable fiir A -Aussagen, wobei eine atoma-

re Aussage B eine A-Aussage ist, falls fiir jedes atomare

C die Regel B=C zuldssig ist. Das setzt voraus, dafB
LORENZEN nur solche Grundkalkiile betrachtet, die mindestens
eine A-Aussage enthalten. Doch selbst wenn man dies zu-
gesteht, ist p=3 A kein Regelsystem zur Bedeutungsfest-
legung von — in unserem Sinne, da es keine {Q.-Regel ist,
sondern mit A eine K-Objektvariable enthidlt.

Wenn wir Operatoren im Sinne von § 6 deuten wollen als
Zeichen, die den Gehalt von (im Grenzfall leeren) Regel-
systemen ausdriicken, dann miissen wir auch fiir die Nega-
tion — eines oder mehrere Regelsysteme angeben, deren
Gehalt durch — ausgedriickt. wird. Das scheint uns im An-
schluB an VON KUTSCHERA (1969) nur so mdglich zu sein,

daB wir den Kalkiilbegriff von Kapitel 1 derart erweitern,
daB nicht nur das Begriinden, sondern auch das Widerlegen

von Aussagen umfaBt wird. Kalkiile sollen also neben Regeln,
mit denen man Aussagen begriinden kann, auch Regeln ent-
halten, mit denen man Aussagen widerlegen kann. Die Begriin-
dung eines Negats —A soll so auf die Widerlegung von A
zuriickgefiihrt werden.

Dabei steht die Annahme im Hintergrund, daf es zwei Arten
von Urteilen gibt, nimlich Behauptungen und Bestreitungen,

und dafl das Begriinden von Aussagen (das wir paradigmatisch
als Ableiten in Kalkiilen verstehen) ein Argumentieren fiir
Behauptungen ist, dem ein Widerlegen von Aussagen als
Argumentieren filir Bestreitungen an die Seite gestellt wer-
den soll. Um dies technisch zu handhaben, wollen wir neben
Aussagen A Zeichen ~A behandeln, die als Primissen und
Konklusionen von Regelanwendungen auftreten konnen. ~A soll
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also in unseren Kalkiilen die Bestreitung einer Aussage
repriasentieren, so wie eine Aussage A die Behauptung von
A reprdsentiert, derart, daB eine Ableitung von ~ A eine
Widerlegung von A darstellt, so wie eine Ableitung von

A eine Begriundung von A darstellt. Dem grundsidtzlichen
Unterschied zwischen Behauptungen und Bestreitungen (den
man auch als pragmatischen Unterschied bezeichnen kdnnte)
entspricht in unserer Notation, daB ~ nicht Bestandteil
einer Aussage ist, sondern immer nur als ZduBerstes Zeichen
auftreten kann. Insbesondere sind Iterationen wie ~~A
sinnlos.q)

Da die Verwendung des Zeichens "~" im Regel- und Kalkiil-
begriff es erlaubt, bestimmte Ableitungen als Widerlegungen
zu lesen, sprechen wir oft lax auch von "~ " als formalem
Widerlegungsbegriff und bezeichnen fiir "~ " charakteri-
stische Regeln auch als "Eigenschaften" eines formalen
Widerlegungsbegriffs. So nennen wir die im folgenden defi-
nierten Kalkiile auch "Kalkiile mit Widerlegungsbegriff".
Exakter miifte man in jedem Fall zwischen Bestreitung einer
Aussage und dem Argumentieren fiir Bestreitungen, d.h.
Widerlegen unterscheiden, worauf wir jedoch verzichten.

Technisch gesehen unterscheiden wir A und ~A dadurch,

daB das Zeichen "~ " in den Regelbegriff, nicht Jjedoch

in den Aussagenbegriff eingeht. Genauer fassen wir nicht nur
jede Formel X, sondern mit X auch ~ X als Regel O. Stufe
auf. "Konkrete Regel O. Stufe" wird damit zum Oberbegriff
fur Aussagen und Zeichen der Gestalt ~ A, fiir die wir

keine eigene Bezeichnung einfiihren.

Unsere um einen formalen Widerlegungsbegriff erweiterten
Kalkiile, die wir K nennen wollen, sollen sich also im
Formel- und Aussagenbegriff von den in § % betrachteten

1) Ein anderer Weg, der nicht von der Unterscheidung Be-
haupten/Bestreiten ausgeht, sondern den Begriff einer Ab-
surditdt als Ausgangspunkt nimmt, wird in 18 skizziert.
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Kalkiilen nicht unterscheiden, jedoch folgenden Regelbegriff
haben:

1) Jede Formel ist eine Regel O. Stufe.

2) Fir jede Formel X ist ~X eine Regel 0. Stufe.

3) Sind Rys+--yB, Regeln hiochstens m-ter Stufe, wobei
mindestens ein Ry (12i4n) von m-ter Stufe ist, und ist
R Regel O. Stufe, so ist qu...fanng eine Regel
(m+1)-ter Stufe, wobei an den mit x markierten Stellen
m Punkte stehen sollen. R heiflt dann auch Hinterregel
dieser Regel (m+1)-ter Stufe.

Den Ableitungsbegriff konnen wir von S. 50f. iibernehmen,
wenn wir in der dortigen Definition immer "Aussage" durch
"konkrete Regel 0. Stufe" ersetzen. Abgeleitet werden
kiinftig also immer konkrete Regeln O. Stufe. Eine Ablei-
tung von ~ A aus konkreten Regeln Rq,...,Rn kann man

als ﬁ-Widerlegung von A aus Rq""!Rn ansehen, so wie
man eine Ableitung von A aus Rq,...,Rn als K-Begriindung
von A aus Rq'°"!Rn ansehen kann.

Wir wollen fiir konkrete Regeln O. Stufe neue Buchstaben
einfiihren, nédmlich U,V,W, evtl. mit Indizes, im Unter-
schied zu solchen konkreten Regeln O. Stufe, die zugleich
Aussagen sind, und die wir weiter mit A, B, C,... bezeich-
nen.

Da der Ausdruck "konkrete Regel 0. Stufe" zu umstdndlich
ist, fihren wir im AnschluB an VON KUTSCHERA (1969) dafiir
"R-Aussage'" als Abkiirzung ein. R-Aussagen sind damit nach
unseren Definitionen keine Aussagen, sondern Regeln. Die-

se Abkirzung wurde deshalb gewdhlt, weil R-Aussagen in Ab-
ieitungen die Rolle spielen, die vorher Aussagen spielten.
Entsprechend reden wir auch von "R-Aussagenvorkommen",
"K-R-Aussagen" etc. Inhaltlich entspricht "R-Aussage"

dem Begriff des "Urteils" als Oberbegriff von "Behauptungen"
und "Bestreitungen".
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Fir eine Regel 0. Stufe R sei R definiert durch
R sei ~yR, falls R Formel ist,
R sei X, falls R die Gestalt ~ X fiir eine Formel X hat.

Als ﬁ;Grundregeln wollen wir nicht beliebige ﬁ—Regeln ZUu-
lassen. Wir'wollen vielmehr durch eine Addquatheitsbedin-
gung sichergestellt wissen, daB man eine ﬁ—Ableitung von
~ A wirklich als "Widerlegung" von A in einem intuitiv be-
friedigenden Sinne ansehen kann. Ohne eine solche Bedin-
gung konnte man neben ~ weitere Sonderzeichen in den Re-
gelbegriff mit hineinnehmen, ohne daB man sagen konnte, daB
gerade v 1in bevorzugter Weise einen Widerlegungsbegriff
reprasentierte.

Als solche Addquatheitsbedingung wollen wir fordern: Fiir
alle i-Aussagen A, B so0ll das Prinzip der "reductio ad
absurdum"

ASB;A=SAB=> A

in K ableitbar sein. Die "reductio" scheint uns ein Prin-
zip zu sein, das man intuitiv von einem Widerlegungsbe-
griff verlangt und das auch in den meisten Logiksystemen

- etwa in der Form als Aussagenschema ((a—=b) A (a=—b))>—a -
akzeptiert wird. Weitere Forderungen wie etwa das "ex con-
tradictione quodlibet" und das "tertium non datur" wollen
wir zundchst nicht stellen, da sie uns intuitiv bei weitem
nicht so plausibel erscheinen wie die "reductio". Auf die
"reductio" wollen wir jedoch nicht verzichten. In § 14,
16, 17 werden wir dann stdrkere Anforderungen mit einbe-
ziehen.q)

Mit der Ablehnung, die intuitionistische Iogik als Grenz-
fall der positiven Logik zu behandeln, haben wir die Mog-
lichkeit aufgegeben, mit rein semantischen Argumenten

eine Logik (n8mlich die intuitionistische) vor anderen aus-
zuzeichnen. Mit der Wahl des Bestreitungszeichens ~ als

1) Wir unterscheiden uns also vom Ansatz bei VON KUTSCHERA
(1969) dadurch, daR wir an den Widerlegungsbegriff mit der
"reductio ad absurdum" eine Adiquatheitsbedingung stellen
wahrend VON KUTSCHERA einen beliebigen Widerlegungsbegrif}
zulaBt. Ferner haben wir uns mit der Wahl der "reductio" wvon

vornherein auf einen indirekten Widerlegungsbegriff festge-
legt. Vgl. S. 4159.
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in den Regelbegriff eingehenden Grundzeichens haben wir
die Frage nach der Auszeichnung der 'richtigen' Logik

auf die Wahl der Regeln verschoben, die fiir ~/ charakte-
ristisch sind. Welche Regeln nun das Widerlegen von Aus-
sagen sinnvollerweise bestimmen, ist ein weiterfiihrendes
philosophisches Problem, das hier nicht mehr behandelt
werden kann. Daher ist die exemplarische Behandlung be-
stimmter Widerlegungsregeln in den folgenden §en in gewis-
ser Weise willkiirlich und orientiert sich nur daran, daB
sie den Negationsregeln bestimmter 'Standardlogiken', wie
sie etwa PRAWITZ (1965) behandelt, entsprechen. Deshalb
konnen wir auch nicht ausschlieBen, daR man einen Widerle-
gungsbegriff sinnvoll einfiihren kann, der noch schwédcher
als der durch die "reductio ad absurdum" charakterisierte
ist.

Als Beispiel fiir einen Kalkiil mit Widerlegungsbegriff
fihren wir an: ﬁq enthalte +,0 als Atome und a,b als
Aussagenvariable, wobei alle K,-Ausdrucksformen bzw.
-Ausdriicke auch -Formeln bzw. ~Aussagen seien. Die

o

Grundregeln von K,1 seien:

R,1 0

R, a=5~ab =>ao
ZE\’.5 a =»nrao
R4 a=>b;~b=>n~a

Wir miissen zeigen, daB in %1 die "reductio ad absurdum"
gilt, also fiur beliebige Eq-Aussagen A, B gilt:

A=»B;A=> ~Bl—~A .
1
DaB dies erfiillt ist, zeigt folgendes Ableitungsschema:

Al @ [A]T

A=k — —~ —
R,

~ A

@ Re
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Als Beispiel fiir eine ﬁq—Ableitungsbeziehung beweisen

wir: fﬁ:ﬁv+ .

iH—
4
Ry, —— (»[HA—
~ 40 R +
Lﬂ?\a_ >
R + 0 ~ %0
4 ~
(*—),Rs ~ T

Aus § 4 ilbertrdgt sich bis Satz 4.4 alles auf den vor-
liegenden Fall. Satz 4.5 konnen wir zundchst in folgender
Form ilibernehmen:

Satz 11.1 Sei U R-Aussage, © System konkreter Regeln.
Sei AlU] System konkreter Regeln, in dem an einer Stelle
U als Komponente oder Hinterregel einer Komponente irgend-
eines Grades vorkommt. Sei Al ©] das Resultat der Erset-
zung dieses Vorkommens von U in  A[U] durch © . Dann
gilt: Wenn U~© , dann AUl ALO]T.

Reweis Wie Beweis von Satz 4.5.

GED

Satz 11.1 erlaubt jedoch nur Ersetzungen ganzer R-Aussagen,
die Komponente oder Hinterregel einer Komponente eines Re-
gelsystems sind. Sie erlaubt z.B. in ['=>~C die Ersetzung
von ~C durch © , falls ~C—4+& , nicht jedoch die
Ersetzung von C durch D, falls C—{—D. Um auch eine solche
Ersetzbarkeit formulieren zu konnen, definieren wir, was

es jetzt heiBlt, unmittelbare Teilaussage einer konkreten
K-Regel R zu sein:

A heiBt unmittelbare Teilaussage von R, falls A oder ~A
Komponente oder Hinterregel einer Komponente irgendeines
Grades von R ist.
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Mit dieser Definition ergibt sich:

Satz 11.2 Sei AlA] System konkreter Regeln, in dem an
einer Stelle die Aussage A als unmittelbare Teilaussage
vorkommt. Sei AIB] das Resultat der Ersetzung dieses Vor-
kommens von A in AI[A] durch B. Dann gilt: Wenn A——B,
dann ALATH+—ALB] .

Beweis Wenn A selbst Komponente oder Hinterformel einer
Komponente von A[A] ist, folgt die Behauptung aus Satz
11.1. Falls A als Teil einer R-Aussage ~A auftritt,
benutzen wir, daf aus A-{+B und der Giltigkeit der "reduc-
tio ad absurdum" folgt: ~A—i—~B. Hieraus folgt durch Er-
setzung von ~A durch ~/B gemdR Satz 11.7 die Behauptung.

QED

Was wir allerdings im Gegensatz zu Satz 4.5 nicht kOSnnen,
ist die Ersetzung einer beliebigen unmittelbaren Teilaus-
sage durch ein beliebiges Regelsystem, da wir einem Aus-
druck ~ (& keine sinnvolle Interpretation geben kdnnen
auBer in dem Fall, wo @ eine Aussage ist.
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frd

§ 12. Operatorenlogische Erweiterung von K

Wir wollen nun wie in Kap. 2 unsere Kalkiile K operatoren-
logisch erweitern. Wie in § 6 motiviert, soll ein n-stel-
liger Operator S dazu dienen, den gemeinsamen Gehalt von
Regelsystemen Aq(pﬁ,...,pn),...,i&m(pq,...,pn) auszu-
dricken, wobei dies jetzt natiirlich Regelsysteme im er-
weiterten Sinne sind, also A, enthalten diirfen. Dabei
wollen wir uns wie in § 5 - § 9 auf =21-stellige
Operatoren beschrédnken. Die Erweiterung um O-stellige
Operatoren 188t sich denn leicht bewerkstelligen, wie

wir in § 10 gesehen haben.

Es soll also in ﬁ; fir alle ﬁ;rﬁussagen und alle konkre-
ten ﬁn—Regeln R gelten:

(1)d 83 (AqyeesA DR fiir alle i mit 1<i=n
god'w. S(Aﬂ,ooc’An)l’—"R .

Dies ist offenbar genau dann erfiillt, wenn folgende
Regeln ableitbar sind:

Aq(Pr]"-'spn)%S(P.qs'°°tpn)
SE .
(2) ’
A (pq’-o-,_pn) :%S(p,l,coc’pn)
A/}(p19°'°9p )%pa"'s A (P/;y--ij )-—;p,S(p ,...,p )=§p
ﬂq(pqg°'-sp )%Nps-'-s A (Pz]a--"P )'—';PNP S(pqs-"ap )
=~p .
D.h. es gilt dss Analogon zu Satz 6.2. Im Unterschied
zu (8) aus § 6 sind jetzt in (2) also zwei B-Regeln no-
tig, was daraus resultiert, daB die Hinterregel von R
aus (1) die Gestalt ~A haben kann. (Man beachte, da8
~JA nie fiir eine Aussagenvarisble p eingesetzt werden

darf.) Ein Grundregelsystem der Gestalt (2) bezeichnen wir
auch mit Z.s .

53

Weiterhin gilt analog zu Satz 6.3;

Satz 12.1 K, enthalte ein System Eis von nichtatomaren
Grundregeln der Gestalt

A(Pq’-'-QP ):%'S(Pq;-”,:p )
A(P1s°--sp )=>D; S(an-°-$P ) =>p

A(Pqyeeeypy)=> ~P;8(Pqyee-yp ) SAp
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)

Ez_sei'der Kalkiil, der aus En. durch Ersetzung von =
durch

entsteht. Dann gilt:

s

(i) 8(Pqyes-sPy) => A(Dqy---4P,) ist Kq-ableitbar.
(11) A(pqye-+sPy)=>D;8(Dg9e43Py) =P und
A(PyyesesPy)=> ~P;8(DyyeeeyDy)=>p sind
Kg-ableitbar.
Beweis Wie Beweis von Satz 6.3.
QED
Damit kOnnen wir wieder stillschweigend die Regeln

S(Pq yo-- tPn) %’&(Pq g ’Pn)
als S-B-Regeln benutzen, falls g; als einzige E-Regel

A(an“‘spn) @S(qu"‘aPn)

hat. Wobei es jedoch filir metalogische Untersuchungen wei-
terhin zweckmd@Big bleibt, von der allgemeinen Form (2)
auszugehen.

Auch wenn die S-Grundregeln in diesem Falle durch

S(Pq&‘*’spn) = A(an°"apn)

wiedergegeben werden ktnnen, kann man nicht wie in § 6

ohne weiteres von "expliziter Definierbarkeit" von S spre-
chen, jedenfalls dann nicht, wenn man sn explizite Defi-
nitionen die Forderung der Eliminierbarkeit stellt. Denn

wie oben (S. 156 ) bemerkt, gilt in Kalkiilen mit Widerlegungs-—
begriff nicht uneingeschrinkt die Ersetzbarkeit von Aus-
sagen durch Systeme konkreter Regeln, falls vor Aussagen
ein Widerlegungszeichen rv steht: In rvS(Aq,...,An)

188t sich z.B. nicht ohne weiteres S(Aq,...,An) durch

das Regelsystem &(Aq,...,An) ersetzen. Diese Tatsache
hdngt auch davon ab, daB wir zundchst nur die "reductio

ad absurdum" als Kennzeichen des Widerlegungsbegriffes
haben. In der in § 14 eingefiihrten Verschirfung, in der auch
das "ex contradictione quodlibet" zur Verfigung steht,

ist r\-'S(ﬁx,],...,ﬂLn) gleichwertig mit dem System
S(Aq,...,An)%Aq,,S(Aq,...,An)%NA,l (das Doppelkomma
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trennt dabei die Komponenten des Systems), so daB wir
auf diesem Umweg S dann doch eliminieren kdnnen. (Vgl.
dazu Satz 15.1.)

Mit der Wahl von (2) zum Schema fiir Operator-Grundregel-
systeme ist jedoch noch nicht garantiert, daB unsere
Addquatheitsbedingung fiir ~ , die Gliltigkeit der "reduc-
tio ad absurdum", in um solche Grundregelsysteme erweiterten
Kalkiilen erfiillt ist. Deshalb wollen wir in ﬁn. auller

551 y+++) s, noch die Q-Regel

(RA) P=>q;P>~q=>~D

als zusdtzliche nichtatomare Grundregel hinzunehmen. Die
Widerlegung auch einer komplexen Aussage soll also nur durch
RA gegeben sein. Damit entscheiden wir uns fiir einen indi-
rekten Widerlegungsbegriff, wonach eine Aussage schon dann
als widerlegt z&hlt, wenn sich aus ihr irgendein Wider-
spruch ableiten 18Bt. Im Gegensatz dazu stiunde ein direkter
Widerlegungsbegriff, nach dem die Widerlegung einer nicht-
atomaren Aussage A von bestimmten Forderungen an die Be-
griindbarkeit bzwl Widerlegbarkeit von Subaussagen von A
abhéngt.ﬂ) Ein solcher Widerlegungsbegriff liegt z.B. den
logischen Systemen von NELSON (1949), ACKERMANN (1950)

oder FITCH (1952) 2) zugrunde. VON KUTSCHERA (1969) hat ein
entsprechendes System von Widerlegungsregeln fiir belie-
bige n-stellige Operatoren angegeben. In unserem semanti-
schen Rahmen, der auf dem Begriff des gemeinsamen Gehaltes
von Regelsystemen aufbaut, lassen sich solche Widerlegungs-
regeln jedoch nicht interpretieren.

KQ_ hat also als nichtatomare Grundregeln: RA sowie
.2& ;--»,-55& . Damit hat auch K4 sowie ﬁg_eine nicht-
atomare Grundregel, namlich RA.°

1) Die Bezeichnungen "direkt" und "indirekt" in diesem
Zusammenhang entnehme ich VON KUTSCHERA (1969).

2) Vgl. PRAWITZ (1965), S. 96f.

%) Mit RA meinen wir eine nichtatomare Grundregel. Wenn wir
dagegen von der Gliltigkeit von "reductio ad absurdum" spre-
chen, meinen wir die Gliltigkeit von Ableitungsbeziehungen
im Grundkalkiil K, n8mlich die Ableitbarkeit von
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Wir missen nun zeigen, daB die Kriterien von § 5, Nicht-
kreativit&t und Eindeutigkeit, auch fiir EQ, erfullt sind.
Dazu sind einige Modifikationen gegeniiber § 7 ndtig,

da wir es nicht mehr nur mit Operator-Grundregelsystemen,
sondern zudem mit der Regel RA zu tun haben.

Die Definitionen vom Beginn des §en 7 nehmen jetzt folgen-
de Gestalt an:

Wir iibernehmen die Definitionen von "Teilaussage",
"ﬁﬁfSubaussage" und "ﬁifSubaussage", wobei wir fir
"unmittelbare Teilaussage einer konkreten Regel R" den
neuen, oben S.155 definierten, Sinn zugrundelegen, sie
ferner wie folgt fiir R-Aussagen erweitern:

Eine R-Aussage der Gestalt ~A heifit Ko~ bzw. Kj-Subaus-
sage einer konkreten Regel R, falls A ﬁg; bzw. KQTSubaus—
sage von R ist.

Offensicht%ich ist fiir R-Aussagen U,V dquivalent:
U ist ﬁinubaussage von V
U ist Ki-Subaussage von V
U ist ﬁ$78ubaussage von V
U ist K.-Subaussage von V.

Damit fallen unter den Begriff wvon ﬁi;Subaussagen nicht
nur Aussagen, sondern auch R—Aussagen..Wir sparen uns Jje-
doch die umstdndliche Redeweise von "i&rg—Subaussagen".
Flir die Subaussagenbeziehung zwischen zwei R-Aussagen ist
es also unwesetlich, ob man Widerlegungszeichen ~ weg-
1aBt oder hinzufligt. Das entspricht unserer Auffassung,
daB ~ kein konstituierender Bestandteil einer Aussage
ist.

Weéhrend die Subaussagenbeziehung zwischen einer Aussage A
und ~A symmetrisch ist, wollen wir sicherstellen, daR
der Rang von ~A griBer ist als der von A. Deshalb miissen
wir die Rangdefinition etwas anders formulieren:

A3B;A>~B=>~A fiir alle atomaren Aussagen A,B. Dabei ist
die Glltigkeit von "reductio ad absurdum” im Grundkalkiil ¥
gleichwertig mit der Ableitbarkeit von RA in Kg (jeg8ch

nicht gleichwertig mit der Ableitbarkeit von RA in K 11
QL nichtleer). o, v Telle
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rg(A)=0 falls A atomare Aussage
rg(~A)=rg(A)+1 flir beliebige Aussagen A
r8(Ryy -+ s Ry > U)=max {rg(Rq), ..., re(Ry),ra(U)]
rg(é;)=max{?g(R4),...,rg(Rk)K , falls A die Glieder
R, 5.+ R, hat

rg(S(Aqyeeeshy))=max {rg( Aq(Ayyeeesh )yeee,tg8CA J(Agyeeeyh N4,

falls die S-E-Regeln lauten:

Aq(qu"'sPD) 25)8(13'/]$'°°1Pn)

ﬁm(an'°'$Pn) ::?S(P,Io'-- Qpn) .

Um den Normalisierungssatz formulieren und mit dessen

Hilfe ein Subaussagenprinzip beweisen zu kbnnen, brauchen
wir wieder den Begriff des Segmentes. Diesen Begriff er-
weitern wir so, daBl er sich nicht nur auf Nebenprimissen
der Anwendung von B-Regeln bezieht, sondern auch auf rechte
Pr8missen solcher RA-Anwendungen, bei denen die rechte Pra-
misse mit der Konklusion gestaltgleich ist. Wir definieren
also:

Eine RA-Anwendung der Form

W[A] = WAl

A -
(ﬂRA_————mm———ﬂ___jL
~A
heifle identische RA-Anwendung (genauer: RA-Anwendung,
in der rechte Pridmisse und Konklusion identische Gestalt
haben).

Ein Segment ist ein Abschnitt Ujs+.-,U0, eines Fadens

- wobel n=1 zugelassen wird; dann besteht das Segment nur
aus U,| -, 5o daBl gilt:

1) U,1 ist nicht Konklusion der Anwendung einer B-Regel
oder einer identischen RA-Anwendung.

2) Flir jedes i mit 12 i<4n ist Ui Nebenprémisse der An-
wendung einer B-Regel oder rechte Prédmisse einer identi-
schen RA-Anwendung.
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3) UIl ist nicht Nebenpridmisse der Anwendung einer B-Regel
und nicht rechte Prédmisse einer identischen RA—Anwendung.q)

Ein Segment besteht jetzt natiirlich aus Vorkommen einer
R-Aussage, die nicht notwendigerweise eine Aussage sein
mull.

Wir wollen ein Segment in folgenden beiden Fillen als
maximal bezeichnen:

1. wenn es mit der Konklusion einer Anwendung einer E-Regel
beginnt und mit der Hauptpridmisse einer Anwendung einer
B-Regel endet;

2. wenn es mit der Konklusion einer Anwendung von RA be-
ginnt und mit einer Prédmisse einer Anwendung von RA endet.

Wenn wir zwischen beiden Fdllen differenzieren wollen, spre-
chen wir von maximalen Segmenten der ersten oder zweiten
Art. Maximale Segmente im Sinne von § 7 sind jetzt gerade
die maximalen Segmente der ersten Art. Aufgrund der Defini-
tion von "Segment" ist sichergestellt, daB maximale Segmen-
te 2. Art immer mit der Konklusion bzw. Primisse einer
nichtidentischen RA-Anwendung beginnen bzw. enden.

1)Diese Modifikation des Begriffs des Segmentes geggnﬁber
PRAWITZ (1965) ist eine direkte Folge davon, daB wir den
Begriff der Widerlegung und nicht den der Absurditat als
Grundbegriff haben. Daraus werden sich im Beweis des Nor-
malisierungssatzes weitere Komplikationen gegeniiber PRAWITZ
(1965) ergeben. Z.B. ilibersieht dies die Darstellun% der
PRAWITZschen Normalisierungsresultate bei DUMMETT .1977).
DUMMETT benutzt einerseits — statt A als Grundzeichen,
libernimmt andererseits nur die PRAWITZschen Reduktionsver-
fahren, die auf _A als Grundbegriff zugeschnitten sind.
S50 ware z.B.

A A

C —C
-D

nach den bei DUMMETT angegebenen Definitionen eine nicht-
reduzierbare und damit normale Ableitung von ~1D aus C,A,7A
in der Minimallogik. Andererseits gilt fir sie nicht das
Teilformelprinzip, obwohl DUMMETT dessen Gultigkeit an-
nimmt (vgl. DUMMETT 1977, S. 161). - Auf die Notwendigkeit
solcher Modifikationen gegeniiber PRAWITZ (1965) haben mich
zum Teil C. Grob und D. Bressler hingewiesen.
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Lemma 12.2 Jede Kj-Ableitung von U aus A 1&Bt sich in
eine ﬁﬁ;Ableitung von U aus A umformen, die keine maxima-
len Segmente enthidlt.

Beweis || sei die betrachtete Ableitung. Wie im Beweis
von Lemma 7.6 flihren wir wieder Paarinduktion iiber <§(WNIR(NY>
wobei f(Wj der groBte Rang eines in T vorkommenden
maximalen Segmentes und liﬁjdie Summe der Langen der in
Tr vorkommenden maximalen Segmente vom Rang g(ﬂj ist.
y(ﬁ? sei O, wenn [| kein maximales Segment enthalt.
Wenn g(W}:OA"enthélt T xeine maximalen Segmente (da es
keine maximalen Segmente vom Rang O gibt), so daB der In-
duktionsanfang erfiillt ist. -
Sei g{ﬁj}O. Wir wihlen in [ ein solches maximales Seg-
ment & vom Rang f(ﬂv , fUir das gilt:
1. Das R-Aussagenvorkommen unmittelbar unter dem untersten
R-Aussagenvorkommen von ¢ ist nicht das oberste R-Aussagen-
vorkommen eines weiteren maximalen Segments vom Rang y(ﬁ).
2. Pir zlle maximalen Segmente G, vom Rang ftﬁ)ﬁber 0”
gilt: Unmittelbar unter dem untersten R-Aussagenvorkommen
von 6% steht das oberste R-Aussagenvorkommen eines
weiteren maximalen Segments vom Rang f)GT) .
3. Neben dem untersten R-Aussagenvorkommen von ¢ steht
kein R-Aussagenvorkommen, iiber dem sich ein maximales Seg-
ment vom Rang f(ﬁj befindet oder das zu einem maximalen
Segment vom Rang f(ﬂ? gehort.

Ein solches Segment 6 1&Bt sich immer finden. (Dies sieht
man auf shnliche Weise ein wie im Beweis von Lemma 7.6.)

Offensichtlich stimmen diese Bedingungen fur die Wehl von
6" mit denen im Beweis von Lemma 7.6 (S. 106 ) liberein,
falls G ein maximales Segment erster Art ist, da Konklu-

sionen der Anwendung von B-Regeln nie oberste Glieder eines
Segments sein konnen und Pridmissen der Anwendung von E- )

. . . " 1
Regeln nie unterste Glieder eines Segments sein konnen.

1) Auch diese kompliziertere Wahl von o~ ist eine Kon-
sequenz davon, daB wir einen Widerlegungsbegriff statt
der Absurditdt zum Grundbegriff gewdhlt haben.
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Fell a) ¢ hat Linge 1. Ist &’maximales Segment erster
Art, konnen wir die Argumentation aus dem Reweis von Lemma

7.6 (8.106f.) iibernehmen. Ist ¢° maximeles Segment 2. Art,
dann hat ¢° die Gestalt ~B und tritt in folgender Form

in T auf:

(] Al— AN B — (D Al— o e @[ Al—
[A= []3 HA U[Js]g [A]A
-+ ' * - ]
-f_
+ ‘.
i (0 RA ¢ ~C
» o
(2)RA B
~ A

Dieses Ableitungsstiick formen wir um zu:

w[Al— W[A]—

Pt

UJ[A]T

) RA

~ A

Durch diese Umformung verschwindet o . Nach Wahl von &
kommt in der mit T  markierten Ableitung kein maximales

-+
—+

Segment vom Rang ¢(T)vor, ebenso kann jetzt B nicht zu

einem maximslen Segment wvom Rang'ffﬁ)gehﬁren, da rg(B)< rg(~B).
Ist ||’ die umgeformte Ableitung, so gilt also: o (T") < ¢ (TT)
oder es gilt: ?(ﬂ”):f(ﬁj und A () <(T) - In beiden

Fallen kann man die Induktionsvoraussetzung anwenden,
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Fall b) o* hat Lange >1. Ist G  maximales Segment erster
Art, das mit der Konklusion der Anwendung einer B-Regel
endet, argumentieren wir wie im Beweis von Lemma 7.6
(8.108f.). Ist o' maximales Segment 2. Art, das mit der
Konklusion der Anwendung einer B-Regel endet und das aus
Vorkommen von ~F besteht, dann ist das letzte Vorkommen
von ~F in G zugleich rechte Pr8misse einer Anwendung von
RA. G tritt in [ also so auf:

- @le] ;v - of6]: Gle]t
w[é]; WA, A AN SR, | Ji
: "- -
- NS-B N e e - Cn i
(2RA il ~T

~ G

Dies formen wir so um:

w6]= L‘I)[G—'J ) el (\M][,G]: o [G—J: (“*I)IG—J:
E {m+a) [.54 (Aﬂm,,\\ﬂ ': - (v La‘\muﬁ,...,h“)] , :
* ~F - ) '
() RA N v o o (aRA ~F i’
CGl—— (mea)5-B - ~ e SCAL 5 A)
()RA — i ~ G
~ (e

.

(Im Gegensatz zum Fall meximaler Segmente 1. Art ist die

Reduktion etwas komplizierter, da in der mit :f bezeich-

Az
,.f.—

neten Ableitung die Annahme G vorkommen kann, die in einer
eigenen Anwendung von RA noch gelSscht werden muB.)

Nach Wahl von ¢° kann das unmittelbar unter dem letzten R-Aus-
sagenvorkommen ~F von &  stehende R-Aussagenvorkommen ~G
nicht zu einem maximalen Segment vom Rang f(ﬁ? gehoren, so

daB es unwesentlich ist, daB das Segment, zu dem ~G ge-

bhort, sufgespalten wird in mehrere Segmente, die auBerdem
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jeweils um zwel Glieder langer sind. 1(W0 sinkt durch
diese Umformung, ¢(T)Dbleibt gleich, also ist die Induk-
tionsvoraussetzung anwendbar. (Hier wirkt sich die erwei-
terte Definition von "Segment" aus, wonach das unterste
Vorkommen von ~G mit dem unmittelbar dariliberstehenden
Vorkommen von ~G zu demselben Segment gehdrt, da die
unterste RA-Anwendung eine identische RA-Anwendung ist.
Hitte man es bei der Definition von "Segment" aus § 7
belassen, wirden durch die Umformung zwei neue maximale Segmen-
te zweiter Art entstehen, die aus jeweils zwei Vorkommen von
~' G bestehen und mit der rechten Pramisse der untersten
RA-Anwendung enden. Dies wiirde die Induktionsvoraussetzung
unanwendbar machen, falls rg(th):;jv(ﬂ), was nicht aus-
geschlossen ist, wenn ~ G in der urspriinglichen Ableitung
zu keinem maximalen Segment geharte.)

Falls © mit der Konklusion einer identischen RA-Anwendung
endet, besteht © aus R-Aussagenvorkommen der Gestalt ~F,
kann also nur maximales Segment zweiter Art sein. o tritt

in I demmach so auf:

(2)£G‘ — (1 TF]———" (2 ][G':"-—* w Fl—wm @4[@ -
+ . .
+
+
+ L - .
* RA + ~F
(BRA— T ~F

~ G-
Dieses Ableitungsstiick formen wir um zu:

W G]—

G
+
i
4
-+ ” R
G . F uLé] -
i ' 2
%‘ ‘T
O RA -
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Durch diese Umformgng wird ¢ verkiirzt. Da nach Wahl von

o in der mit % markierten Ableitung kein maximales
Segment vom Rang fzjﬁ) vorkommt, ferner wegen rg(F) <L rg(~vF)

F in der neuen Ableitung nicht zu einem maximalen Segment vom
Rang .pfﬁ)gehﬁren kann, koénnen wir wieder die Induktions-
voraussetzung anwenden.

QED

Eine ﬁéfﬂbleitung heif3t wieder normal, wenn sie keine

maximalen Segmente und keine redundanten Anwendungen von
B-Regeln enthdlt.

Unter diesen Begriff der Normalitit fallen immer noch
Ableitungen, die in dem Sinne "unschon" sind, als sie
Uberfliissige Regelanwendungen enthalten. So ist z.B.
folgende Ableitung normal:

W A— ~A—
A ~ A
OLAl—  (4RA
A
@)mz— (2) RA
(NRA ——

~ A

~A

~ A

obwohl doch offensichtlich alle RA-Anwendungen
iiberfliissig sind, man die Ableitung also ersetzen
kann durch

roh —

~ A

»

Men konnte den Normalitdtsbegriff verschirfen, indem man

z.B. identische RA-Anwendungen nicht mehr zuldBt, deren rech-
te Prédmisse von keiner Annahme abhangt, die bei dieser
Anwendung geldscht werden kdnnte. Wir verzichten jedoch

auf solche und andere Verscharfungen, da bei uns der Nor-
malisierungssatz ausschlieBlich dazu dient, das Subaus-
sagenprinzip und damit die Nichtkreativitit zu beweisen,q)

1) In anderen Kontexten sind solche Probleme natiirlich
sehr wichtig, z.B. bel der Frage nach der intensionalen
Identitdt von Ableitungen.
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Satz 12.% (Normalisierungssatz) Jede iﬁ;ﬂbleitung von U
aus [\ 148t sich in eine normale ﬁifkbleitung von U aus
A umformen.

Beweis Die im Beweis von Lemma 7.5 beschriebene Konstruk-
tion erzeugt keine neuen maximalen Segmente. QED

Die Definition von"Pfad" (oben S. 109f.) &ndern
wir so ab, daB ein Pfad auch bei der linken Pridmisse einer
RA-Anwendung endet:

Ein Pfad in einer normalen Ableitung m ist eine Folge
Uqa"'&Un von R-Aussagenvorkommen &aus TT , fir die gilt:
1) U, ist ein oberstes R-Aussagenvorkommen in il , das
nicht durch Heranziehung einer Annahme zustandegekommen
ist, die spater bei Anwendung einer B-Regel wieder geldscht
wird.

2) Fiir alle i (14i<«n) ist U; nicht Prémisse einer Anwen-
dung einer Annashmeregel, die spiter bei Anwendung einer B-
Regel wieder geldscht wird, und nicht linke Prémisse einer
RA-Anwendung,und entweder

2a) U; ist nicht Heuptpré&misse einer Anwendung einer B-
Regel,und U, , ist das unmittelbar unter U, stehende
R-Aussagenvorkommen, oder

2b) U; ist Hauptprémisse einer Anwendung einer B-Regel,
und U; , ist eines der R-Aussagenvorkommen, die Konklusion
einer Anwendung einer solchen Annshmeregel sind, die bei
der vorliegenden Anwendung der B-Regel geldscht wird.
(Solche R-Aussagenvorkommen existieren bei normalen Ablei-
tungen immer, da diese keine redundanten Anwendungen von
B-Regeln enthalten.)

3) U, ist Prémisse der Anwendung einer Annahmeregel, die
spater bei Anwendung einer B-Regel wieder geldscht wird,
oder U, ist linke Prédmisse einer Anwendung von RA, oder

Un ist das unterste R-Aussagenvorkommen von -ﬂ-.

Lemma 7.8 gilt dann auch in diesem Fall.
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An der Definition von"Nebenabschnitt'" und "Hauptabschnitt"
(8. 112 ) Zndern wir nichts (abgesehen davon, daB wir sie
Jetzt auf R-Aussagenvorkommen statt auf Aussagenvorkommen
beziehen). Das bedeutet, daB in Hauptabschnitten auch
Pramissen und Konklusionen von Anwendungen von RA und nicht
nur von Operator-Grundregeln vorkommen k&nnen. Aus diesem
Grunde konnen wir Lemma 7.9 nicht ibernehmen, sondern for-
mulieren stattdessen folgendes etwas modifiziertes Lemma:

Lemma 12.4 Sei H Hauptabschnitt eines Pfades in einer
normalen E&—Ableitung. Sei oy ey Om die Folge der
Segmente, aus denen H besteht. Dann gibt es ein "minimales
Segment" 0, (1£1¢n), so daB gilt:

(i) Flir jedes J mit 1 £j«i ist 03 Hauptprémisse einer
Anwendung einer B-Regel und G?ﬁ ist ﬁi;Subaussage von 03
und rg(@hd )‘drg(G? ).

(ii) Falls i#n, ist 6; Prémisse einer Anwendung einer E-Regel
oder Primisse einer Anwendung von RA.

(iii) Flr jedes j mit i< j<n ist 6; Prémisse einer An-
wendung einer E-Regel und 0} ist ﬁﬁeSubaussage von GEM .

Cuyere, S heiflt auch Beseitigungsteil, ¢

auch Einfiihrungsteil von H.

qQ,

Ara ) 77 ) T

Beweis Alle 6} , die Hauptprimissen der Anwendung von
B-Regeln sind, gehen in H allen Gk, die Prdmissen der Anwen-
dung von E-Regeln oder von RA sind, voran. Denn sonst gdébe
es ein (% (14 j<n), so daB G, Prémisse einer Anwendung

einer E-Regel oder von RA ist, S5+ Jedoch Hauptprémisse ei-
ner Anwendung einer B-Regel ist. Gj+s wire dann (ds S

als Operat nicht Konklusion einer RA-Anwendung sein kann)
maximales Segment im Widerspruch zur Normalitidt der Ab-
leitung.

0; sel das erste Segment in H, das nicht mehr Hauptpramis se
einer Anwendung einer B-Regel ist. C; erfiillt dann (ii).

Sel nun i< j<n. Ist f?é rechte Primisse einer RA-Anwendung,
ergibt sich ein Widerspruch: G- kann weder Konklusion einer
RA-Anwendung (Normalitdt!) noch einer Anwendung einer E-Regel
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(da G% aus Gliedern der Gestalt ~A besteht) sein.
SchlieBlich kann 63 wegen i< j auch nicht Konklusion einer
Anwendung einer Annahmeregel sein, die spdter bei Anwen-
dung einer B-Regel wieder geldscht wird, da dann GgﬂHaupt—

priamisse einer Anwendung einer B-Regel sein miiBte. ba
wegeném:n nach Definition von "Pfad" 6, nicht linke
Prdmisse einer RA-Anwendung sein kann, muB E% Pramisse
einer Anwendung einer E-Regel sein. (Als Nebenpramissen
von Anwendungen von B-Regeln kommen Segmente nicht in
Frage, da sie nach Definition nicht mit solchen Nebenpri-
missen enden konnen.) - Die Behauptungen iiber Subaussagen
und Range sind trivial. QED

Mit Lemma 12.4 ist wie in Lemma 7.9 gesichert, daB jede
R-Aussage eines Hauptabschnittes H Subaussage der ersten
oder letzten R-Aussage von H ist. Nur daB bei Lemma 7.9
noch zuséatzlich galt, daB das minimale Segment 0;  sowohl
Subaussage der ersten als auch der letzten Aussage von H
war. Damit 1aBt sich, da Lemma 7.10 und 7.11 weiter giltig
bleiben, der Beweis des Subaussagenprinzips aus § 7 im
wesentlichen auf den vorliegenden Fall {ibertragen.

Satz 12.5 Sei || eine iéfAbleitung von U aus A fir

beliebiges i (1£ i< £). Dann 1#Bt sich [T in eine Ka-
Ableitung T' von U aus A umformen, so daB jede in m'
vorkommende nichtatomare R—Aussage.iéfSubaussage von A

oder U ist.

Beweis Wie in § 7 kann man beweisen, daB eine nach Satz 12.3
zu || existierende normale Ableitung 7T' die Bedingung
erfiillt. Wir geben nur die Stellen an, an denen der Beweis
von Satz 7.2 (vgl. oben S. 114-118) wesentlich mo-

difiziert werden muB.

Zu zeigen ist, daB alle in Nebenabschnitten vorkommenden
nichtatomaren R-Aussagen ﬁﬁ;Subaussagen von ‘ﬁ oder U
sind. Gegenﬁbér dem Beweis von Satz 7.2 ist dabei zu
beachten, daB jetzt
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1. eine zusatzliche Mdglichkeit besteht, Annahmen zu
ldschen, ndmlich bei RA-Anwendungen,

2. daB Pfade der Ordnung >0 mit Aussagenvorkommen enden
konnen, die nicht Prémisse der Anwendung einer herange-
zogenen Regel sind, namlich mit linken Pr&dmissen von
RA-Anwendungen.

Ad 1: Angenommen, das erste R-Aussagenvorkommen B des
betrachteten Pfades T wird bei einer RA-Anwendung geldscht,
deren Konklusion ~B lautet. Falls B atomar, ist nichts

zu zeigen. Falls B nichtatomar und Primisse der Anwendung
einer herangezogenen Regel, ist die Behauptung schon durch
den Beweis von Satz 7.2 gesichert. Wir brauchen also nur
noch den Fall zu betrachten, dal B das einzige R-Aussagen-
vorkommen des ersten Nebenabschnittes N, von w ist, also
zugleich das erste R-Aussagenvorkommen des ersten Haupt-
sbschnittes H, von W . Wegen rg(~B)>rg(B) kann ~B

nach Lemma 12.4 nicht (etwa als Konklusion einer identischen
RA-Anwendung) zum Beseitigungsteil von H,I gehdren. Also
kann ~vB nur a) zum Einfiihrungsteil von H, oder b) zu
einem Hauptabschnitt Ht von W mit t>1 oder ¢) zu einem
Hauptabschnitt eines Pfades kleinerer Ordnung als T ge-
horen, In den Fdllen a), b) ist ~B und damit auch B Sub-
aussage einer R-Aussage, die in einem Nebenabschnitt N

von 7 mit s>1 vorkommt, so daB man die Induktionsvor-
aussetzung bezliglich (k+1)-s [k+1: Zashl der Nebenab-
schnitte von v] anwenden kann. Im Fall c¢) ist ~B und

damit B Subaussage einer R-Aussage eines Nebenabschnittes
eines Pfades kleinerer Ordnung als 7 , so daB man die
Induktionsvoraussetzung beziiglich der Pfadordnung anwenden
kann.

(Hier zeigt sich, wie wichtig die Behauptung rg(6}1 ) é.rg(s})
in Lemma 12.4 (i) ist. Sie wird noch nicht davon impliziert,
dal Oy, Subaussage von 03 ist, denn z.B. ist nach unse-
ren Definitionen ~B Subaussage von B (vgl. S.160).

Ad 2: Das letzte R-Aussagenvorkommen des betrachteten
Pfades 1 sei die linke Prdmisse C einer RA-Anwendung. Dann
steht neben C die zu einem Pfad niedrigerer Ordnung gehdrende



- 172 -

R-Aussage ~C. Da C dieselben %i~8ubaussagen wie ~C hat,
folgt die Behauptung aus der Induktionsvoraussetzung be-
ziiglich der Ordnung der Pfade.

QED

Daraus folgt analog zu Satz 7.3 die Nichtkreativitit von
Folgen von Operator-Grundregelsystemen:

Satz 12.6 Sei R konkrete Regel, in der S; nicht vorkommt.

Falls |}=—R, dann }=—R.
K:;, ? KE:I QED

Satz 12.7 Sei R konkrete atomare Regel. Falls Fﬁ—-R,

dann FEF"R.

Beweis Durch ¢-fache Anwendung von Satz 12.5 folgt aus
hf—"R R. Wir beweisen nun durch Induktion iiber der
Lange von%ﬁo—Ableltungen LR y daBl fir beliebige atomare
Regeln R gilt: Wenn hqu dann }?—R.

Wendet [ im letzten Schritt eine atomare Grundregel oder
atomare Annahmeregel oder RA mit atomaren Primissen an, so
ergibt sich die Behauptung sofort durch Anwendung der
Induktionsvoraussetzung auf die Ableitungen der Pramissen
dieser Anwendung und daraus, daB "reductio ad absurdum"in
K gilt . Andere Fdlle konnen nicht auftreten bzw. sind
trivial: Wirde (| im letzten Schritt eine nichtatomare
Annahmeregel anwenden, wire R nichtatomar. Wiirde | im
letzten Schritt RA mit nichtatomarer linker Pramisse
S(Aq,...,ﬂ ) (8 aus L ) anwenden, ergibe sich durch Be-
trachtung der Ableitung T dieser Pridmisse folgender Wider-
spruch.Tr konnte im letzten Schritt weder eine atomare
Grundregel noch eine atomare Annahmeregel (da S(Aq,...,An)
nichtatomar) noch eine nichtatomare Annahmeregel (da R
sonst nichtatomar ware) noch RA anwenden (da Konklusionen
von RA-Anwendungen immer mit ~ Dbeginnen).

QFD
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Damit kénnen wir das Kriterium der Nichtkreativitat fiir
K, als erfiillt ansehen.

Fir das Kriterium der Eindeutigkeit sind keine aufwendigen
neuen Beweise zu filhren. Wie man ndmlich leidt nachpriift,
gelten Satz 7.12 bis 7.15 auch im vorliegenden Fall. Denn
die Bewelise dieser Sdétze benutzen das Ersetzungstheorem II
(Satz 4.5) nur soweit, als es sich auf die Ersetzung von
Aussagen durch Aussagen bezieht. Diese ist nach Satz 11.2
auch in Kalkiilen mit Widerlegungsbegriff mdglich.
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§ 13. Operatorenvollsténdigkeit des Systems Av->—.
Minimallogik.

So wie sich in § 8 die Operatorenvollstdndigkeit des
Systems Av—> fiir die dort betrachteten Kalkiile K, zei-
gen lieB, kOnnen wir jetzt die Operatorenvollsténdigkeit
von AV ->— filr Kalkiile ﬁn_ beweisen. Die Regelsysteme
2 %é‘ﬁ_, fiir Ay, - sind jetzt gegeben durch:
(A E) P43P2'2>(P1/\P2)
P11Po>D;5(Pya Do) =P

(A-3)
P4sPp=>nP3(Dg A Pp)>~D

Py =(pq v Do)
A\
) P1=>PiPp2D; (P4 v Py) > P
P4=>~P;Po=>nP; (Dgv Do) D

(=€) P4=>P, =(p,>D5)
(- 3)2( P4=>DPo3P; (P> Ps) 5P
P4 Pp2nP; (D4 —>D5)5>~p

>

~P4 P35 (‘lpq) =P

-
) ~vP=>rP; (D) => D .

{Q‘\ E) Npq@("lpq)
= Vli,unterschelden sich von 2, £, £ aus § 8 nur
durch die zusdtzliche B-Regel. Fur die Klammerung der Junk-
toren vereinbaren wir dasselbe wie in § 8 (vgl. oben S.

124 ). AuBerdem soll gelten, daB -7 stdrker bindet als

die anderen Junktoren. Wegen Satz 12.1 kdnnen wir a-B,
~>-B, 1-B ersetzen durch:

(AHE){ (P4A Do) =D,
(P42 D) =D5

(—>-3) (P’l “?Pg)qu =Ps

(m-2) (P4 )=> Dy .
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Wenn wir von A-B, --B, -~-B reden, meinen wir also fort-
an stillschweigend diese vereinfachten Regeln. Da wir

im folgenden Kalkiile betrachten, in denen alle 4 Regel-
systeme %;\ EV'Ef 'g vorkommen, kSnnen wir auf die zusatz-

=\ 1

liche v -B-Regel
P4=~ P;Po=>~ D3 (DgV Po)AD
verzichten, denn diese Regel ist aus der anderen v-B-Regel

P4=>P;Po,=D;(Pyv Py) =D
zusammen mit den —1-Regeln
~P4==> P9
Pq =~ Py
ableitbar. Damit nehmen die A-, v-, »>-Grundregeln diesel-
~ ~ d o~
be Form wie in § 8 an. Wenn wir von =2, 2, & Z,
reden, meinen wir von jetzt an also (verkiirzt notiert):

]

=, P12Poe> P A Po

P4 =2>PqvDPs
v Ps =Py vDPo
P4=DP;iPo=PijPy vPp P
Zs P P> PP

Zum Beweis der Operatorenvollsténdigkeit ordnen wir wie

in § 8 jedem nichtleeren System A von X,,,_ o -Regeln eine
Ky o ~Formel AF gurch folgende Bestimmungen zu:

X* sei mit X identisch filir Formeln X

(~X)* sei X filir Formeln X

_(Rq,...,Rs =R)* sei ((Rq*n...mRs*)~>R*) fiir eine Regel

(Rqa'°'aRs)* sei (Rq*h...hRs*) fiir ein aus den Regeln
Rqa"'vRs bestehendes Regelsystem .
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Lemma 8.2 gilt netiirlich auch im vorliegenden Fall. Im
Beweis von Lemma 8.3 muB zusitzlich nur noch der Fall
beriicksichtigt werden, daB A die Gestalt ~A hat. In
diesem Fall gilt mit den —-Grundregeln sofort die Be-

hauptung ~A ——l— —A. Der Beweis von Satz 8.4 kann
K!N“)". Bt S

sofort libernommen werden und damit auch der von Satz 8.1:

Satz 13.1 Sei (). System von Operatoren 81.....SL und
251 ‘és methodisch zuldssig fiir 0 . Dann gibt es zu
Jedem n—stelllgen Operator 8 aus () eine av>—-Formel
F(pq,...,pn), so daB gilt:

S5(PqseeesPy) & F(Dyye-vspy)

ist in ﬁhw%1£L ableitbar.

QED

Sei nun K%, wieder als Kalkiil im Sinne von § 2 (aller-
dings jetzt mit Widerlegungsbegriff) verstanden, der das-
selbe Vokabular und dieselben nichtatomaren Grundregeln
wie imﬁ§1 hat, und statt atomarer Grundregeln R von
im9_1 Regeln (R)q* ép(R)E* (vgl. oben S. 130 ). K,.\‘,,_,,_|
erlaubt also nur die Heranziehung und Ldschung von R-Aus-
sagen, nicht von konkreten Regeln hdherer Stufe. R sei
wieder die konkrete ﬁNP91—Regel, die aus einer konkreten
E“ﬁp,iL—Regel dadurch hervorgeht, dal man jedes Vorkommen
eines nicht mit »A,v,—>, beginnenden Operats S(Aq,...,An)
durch die entsprechende nach Satz 13.1 existierende Aus-
sage F(Aﬂ,...,An) ersetzt, bis kein von &A,v, =2, 0 ver-
schiedener Operator mehr auftritt. Dann gilt analog zu
Satz 8.6 bis Satz 8.8: |

Satz 13.2
(i) Seien Rqy.--4R, konkrete ﬁnrRegeln, U EA:R-Aussage.
Dann gilt:
-] e [
Rq’too’Rn l’r-.:U god.w. R,]’...’Rn}:;-‘U -
(ii) Seien Riy...,R  konkrete K -Regeln, U K,, ;- —-R-Aus-

sage. Dann gilt:

R’]g--O,R |——U g.d.w. Rq,--.,R l'_——‘U -

,-w-r; . ,I\V -

AN~
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Beweis wie der von Satz 8.6.

QED

Satz 13.3
(i) Fir alle konkreten ﬁhw%ﬂuRegeln RyyeeeyRy und Koo -
R-Aussagen U gilt:

R,«l,-o-’Rn IV——U g-dow. .R/I*,...’Rn* }T*U* ™

Ef\\t"})—l AV>7
(ii) Fir alle Kiv>o-R-Aussagen U,,...,U ,U gilt:
UsyeooyU < U g.d.owe Uyyeeo,U |=——TU .
v T D e L R P

Beweis

(i) Zusdtzlich zu den im Beweis von Satz 8.7 behandelten
Fdllen miissen noch die —-Grundregeln und RA beriicksichtigt
werden, aullerdem ist die Anwendung von Regeln O. Stufe neu
zu behandeln.

Richtung von links nach rechts: Bei der Anwendung einer
Regel 0. Stufe ist zu beachten, daB aus R=U bzw. RﬁEEU
folgt: R*=U* bzw. R** = U*. Falls die betrachtete K, _ -
Ableitung ]| von U aus Ryy.-+yR  im letzten Schritt —-E

n
anwendet, hat U die Gestalt -—A. Nach Induktionsvorausset-
zung gibt es eine E:vaﬁ1~ﬂbleitung von (~A)* aus Rq*s-°'aRn*°

Da U*= (HA)*= 1A=(~ A)*, ist dies gerade die gesuchte
Ableitung. Falls || im letzten Schritt —-B anwendet, hat
U die Gestalt ~A. Nach Induktionsvoraussetzung gibt es
eine ﬁxwa_lwAbleitung von (—A)* aus R *yeeeyRy*. Da U*=

= (~A)*Z1A=(1A)*, ist dies gerade die gesuchte Ableitung.
Falls I| im letzten Schritt RA anwendet, hat U die Gestalt

~ A, und es gibt nach Induktionsvoraussetzung ﬁ:vapj—ﬂb-
leituﬁgen von C* und von (~C)* aus R *y«ee R *,A*  flir
eine K, v, —Aussage C. Nach Anwendung von —-B auf die
Konklusion =1C (= (~C)* ) der letzteren Ableitung er-

hdlt man E:waﬂ-Ableitungen von C und ~C aus R *,...,R * A*
und daraus mit RA eine K}, -Ableitung von ~A aus Rq*,...,

R *. Daraus mit — -E die gesuchte ﬁ;haﬂ—Ableitung von A
(= U*) aus R *yaeeyB .
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Richtung von rechts nach links: Wir zeigen: Wenn

Ry*yeeeyRp* fm;— U , danmn

Kivs
R,}’oa.’Rn . U ’
AV ~
durch Induktion {iber der ILinge von Kivso —Ableitungen.jr.
Daraus folgt mit U* F:———~U die Behauptung.

AN D=
Wendet eine betrachtete ﬁxvaq-Ableitung ‘W‘ von U aus
Rq*,...,Rn* im letzten Schritt eine Rege} 0. Stufe an,
so ist U = R;* bzw. USR** (fiir atomare Kiv>— —Anfangsregel
R*, wobei R atomare ﬁﬁw,j—Anfangsregel). Dann ist,RiEFII
oder 7R, = U bzln_. R?=U oder 4R*=U. Durch Anwendung
von R, bzw. R in K, _ und evtl. ggfendung von —1-E
ergibt sich die Behauptung. Wendet || im letzten Schritt
eine — -Grundregel oder RA an, so folgt die Behauptung
sofort durch Anwendung der Induktionsvoraussetzung. Wenn
T im letzten Schritt eine sonstige Regel anwendet, ist U

Aussage; man argumentiert wie im Beweis von Satz 8.7.
(ii) folgt aus (i) wie bei Satz 8.7.

QED
Satz 13.4

(i) Seien Rq,...,Rn konkrete ﬁQ—Regeln, U KQTR-Aussage.
Dann gilt:

R’I’..‘,Rn J"E-I—LU g.dow« ﬁ’]*’...'ﬁn* R’* -Lo]—* -
.. . ~ AV -2 —
(ii) Seien UjyeeeyU U KXy ,4-R-Aussagen. Dann gilt:

U,I,...,UDTU g-dewe  Upyeen,U fz—U .

AV __3__’ KAV"’E"_‘. o

Beweis BSatz 13.2 und Satz 13.3.
QED
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Dieses Resultat 18Bt sich noch etwas verschérfen. Zu-
ndchst kdnnen wir die zu ﬁ;hyl gehorende Regel RA erset-
zen durch

(RA-) P=Q4P =1Q => 1D

wie sich sofort unter Verwendung der — -Regeln

ergibt. Weiterhin 1#Bt sich sogar vdllig auf den in § 11
eingefiihrten formalen Widerlegungsbegriff und damit ins-
besondere suf die -— -Grundregeln verzichten: Sei ﬁxﬁﬁ
der Kalkiil, der sich von ﬁgg_\ folgendermaBen unter-
scheidet:

1. ﬁitﬁ hat zwar in seinem Vokabular den Junktor —,
jedoch kein Operator-Grundregelsystem fir —.

2. i:;a enthdlt RA—- statt RA als Grundregel.

3. KxX, hat keinen formalen Widerlegungsbigriff. D.h.
in K* ~Regeln kann kein " ~" vorkommen, K3J, hat einen
Regel- und Ableitungsbegriff wie in § 2 definiert.

(Man beachte, dal atomare Grundregeln A=>X vnrxﬁl:f,\\,__}.qI
schon in K%,,. die Gestalt A¥ =>X* annahmen, aus
ihnen also "~ " eliminiert wurde.)

DaB der Junktor "—" innerhalb von iii@ die Rolle, die

"~ " in i:wyjhatte, mitiibernehmen kann, zeigt folgender

Satz:

Satz 13.5 Seien U,,...,U,,U ﬁ:quﬂ—R-Aussagen.
Dann gilt:

U,I,.‘.,Un.}u—";__U g-d.w. uq*,--o,Un*}—:-—'U* .

Ki#
AV =27 AN =2

Beweis Richtung von rechts nach links: Sei T eine
K3Js=Ableitung von U* aus U,*,...,U *. Indem wir in T
jede Anwendung von RA-—:

CﬂfA]—; Al

5 - B

) 1A7
1A
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ersetzen durch

U\EA}‘;:' kﬂ[A}~;:

j’) ~ R
~ A

‘1ﬁ

(ﬂ’RA —
—1-E

: s
erhalten wir eine ﬁxw>;Ableitung von U* aus Uﬂ*""’Un* .
Da ferner fir beliebige Aussagen A gilt: ~A—TA,

deh. ~A—f—— (~A)*, folgt die Behauptung. fwn

AV
Fiir die Richtung von links nach rechts fiihren wir eine

Induktion iiber der Lange von K* -Ableitungen ” .

AV -2

Hat Tr—Lénge 1, zieht also im letzten Schritt eine Annahme
U; heran, hat I die Gestalt:

U, ——

+“ W

A

Dem entspricht eine %::€>~Ableitung
¥

i.u,,
1

Falls || im letzten Schritt eine A=y V=4->-Grundregel
anwendet, wenden wir die Induktionsvoraussetzung einfach

auf die Ableitungen der Pridmissen dieser Regelanwendungen

an, da die A-, v -, >-Grundregeln in beiden Kalkiilen iden-
tisch sind. Dasselbe gilt fiir Anwendungen von Regeln

A¥ =X*, falls A=>X Grundregel von K ist, da diese Re-

geln ebenfallls in beiden Kalkiilen vorkommen,

Zu behandeln ist also nur noch der Fall, daB 1 im letz-

ten Schritt eine — -Grundregel oder RA anwendet. Falls I die
— —-B-Regel anwendet::
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[
\

L DA
~A )

ergibt sich aus der Induktionsvoraussetzung, bezogen auf

die Ableitung der Prémisse dieser Anwendung von —-B, so-
fort die Behauptung, da (—A)*= qA=(~A)*.

—
[Py

Ist im letzten Schritt die — -E-Regel verwendet:
{
}
I
{
!
1

- ZZA
A

ergibt sich analog die Behauptung.
Benutzt TT im letzten Schritt RA:

() [A] T Ca) [A] T

-

*

O RA 5

~ A
dann erh&lt man nach Induktionsvoraussetzung, bezogen
auf die Ableitungen der Prémissen B und — B, Kr* —~Ablei-

tungen von B und — B und damit eine Kivs—Ableitung:
WA —~ LA
L)
(0 RA b
—A
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Zusammen mit Satz 13.4 folgt dann:

Satz 13.6
Si) Seien R,,...,R  konkrete K,-Regeln, U
Ko-R-Aussage. Dann gilt:

o Q o
R,},--Q’Rn}“ﬁ,:‘[} g.d.w- R’I*,...’RH*WU* -

MY —=

(ii) Seien Aq,...,An,A -ﬁ:;%—Aussagen. Dann gilt:
A,l’...’An‘-ﬁ;rA g.d-w- Aq,onc,An}mﬁ -

AN -2 W=7 QED

ﬁ:ga wollen wir im AnschluBR an die Bezeichnung von I.
JOHANSSON als Kalkiil der Minimallogik iiber X bezeichnen.
Satz 1%.6 besagt, daB dieser Kalkiil gleichwertig mit einer
beliebigen operatorenlogischen Erweiterung ﬁﬂ_von ¥ ist,
falls O die Operatoren ~ ,v,-» — enthadlt. Dies ist in-
sofern bemerkenswert, als K** gar keinen formalen Wider-

AN —
legungsbegriff mehr enthilt. Der in KAv%wx mittels
eines formalen Widerlegungsbegriffes definierte Junktor
1 kann die Funktion des Widerlegungsbegriffs selbst

iibernehmen.

Entsprechend § 9 kOnnen wir wieder einen formalen Kalkil
angeben, der die Aussageschemata ableitbar macht, die
durch Interpretation in einem beliebigen ﬁ::% ableitbar
sind. Wir gehen dazu von einem Kalkiil T aus, der sich
von dem in § 9 sangegebenen Kalkiil I dadurch unterschei-
det, daBl er

1. a und b als fwAussagevariablen hat,

2. einen formalen Widerlegungsbegriff hat,

3. a=»bja=>~b Z»~a als Grundregel hat.

T ist demit ein Kalkiil im Sinne von § 411. Wir bilden nun
iﬁ;ﬁ. Diesen Kalkilil kiirzen wir mit M ab und nennen ihn
Kalkiil der formalen Minimallogik. M ist mit dem von JO-
HANSSON angegebenen Kalkiil der Minimallogik gleichwertig.
AuBer den Grundregeln fiir A ,v,—> enthdlt er nur die Regel
RA-. (Eigentlich tritt in M noch die Regel (a->b) s (a—--b)=>1a
auf, die von der I~Grundregel a=>b;a=>~b=>~a herriihrt.
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Da sie jedoch mit RA-, ableitbar ist, kdnnen wir sie weg-
lassen.) Wahlt man die {ibliche Notation fiir Regeln, wie

sie von GENTZEN 1935 und PRAWITZ 1965 her geldufig ist, dann
hat M also die Regeln:

P aq pPAQq PAQ
PAQ P q
[p] [q]
P q T T PYQqQ
Pva pva T
(p]
q p P>q
pP—>q q
(p] [p]
Q m!
TP

Wie in § 9 definieren wir eine Interpretation iiber £

als Funktion x, die jedem Schemabuchstaben (d.h. Jjeder
fFAussage) eine'f—Aussage zuordnet. R*® fiir eine konkrete
M-Regel R ist also die Kﬁ:ﬁ—Regel, die aus R durch Erset-
zen jedes Schemabuchstabens A durch w(A) entsteht. Eine
konkrete M-Regel Aq,...,A =A fir M—Aussagen Aq,...,A A
heiflt H—allgemelngultlg, wenn fiir jedes K und jede Inter-
pretation X {iber K gilt:

AYyee,A® A" .
1’ ’ Kh\{)

Wie in § 9 ist M in folgendem Sinne regellogisch vollsténdig:
Satz 13.7 Fir alle M-Aussagen Aq,...,An,A gilt
Aq,...,AnkﬁA genau dsnn, wenn die Regel Aq,...,A
M-allgemeingiiltig ist.

n=>4

QED
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In unserer regellogischen Deutung der Minimallogik

zeigt sich librigens ganz klar, daB RA—, keine — -Grund-
regel, insbesondere also keine — -E-Regdl ist. RA—

drickt vielmehr als Ersatz von RA eine Eigenschaft un-
seres formalen Widerlegungsbegriffes aus. —-Grundregeln
treten in der Minimallogik gar nicht auf. Fir unsere
Deutung ist es also nicht verwunderlich, daB RA— aus

dem Schema von E- und B-Regeln herausfdllt - was an Kal-
kiilen des natilirlichen SchlieBens bisweilen bem#ngelt wird.
Das Analoge wird im folgenden §en liber das "ex contra-
dictione quodlibet" der intuitionistischen Logik zu sagen
sein.



_"]85_

§ 14. "Ex contradictione quodlibet" und intuitionistische

Logik

In § 11 hatten wir Kalkiile K mit formalem Widerlegungs-
begriff definiert. Um diesen Widerlegungsbegriff nicht der
Willkir zu lberlassen, d.h. um die Rede von einem Widerle-
gungsbegriff zu rechtfertigen, hatten wir als Addquatheits-
bedingung verlangt: In K soll das Prinzip der "reductio

ad asbsurdum" gelten, d.h. fiir alle ﬁ;Aussagen A, B soll

in K ableitbar sein: A=>B;A=~B<~A . Dementsprechend
hatten wir bei der operatorenlogischen Erweiterung von

e

K zu ﬁﬂ_ die Regel
(RA) P=q;pP=>~q=~D

als Grundregel angesetzt. In diesem §en wollen wir unter-
suchen, was sich ergibt, wenn man nicht nur die "reductio
ad absurdum", sondern auch das "ex contradictione quod-
libet" als Addquatheitsbedingung fiir einen formalen Wider-
legungsbegriff ansieht. Dieser Standpunkt soll als der
intuitionistische bezeichnet werden, weil die meisten In-
tuitionisten das "ex contradictione quodlibet" als we-
sentliches Gesetz der intuitionistischen Logik ansehen.q)

Wir betrachten also in diesem §en Grundkalkiile mit for-
malem Widerlegungsbegriff, in denen fiir alle Aussagen
A, B die Regeln

A=>B;A=>~Bis A
A, ~A =B

ableitbar sind. Wir sagen auch: Im Grundkalkiil gilt "reduc-

1)Genz einig ist man sich allerdings nicht darin, wie sehr
das "ex contradictione quodlibet" fiir die intuitionistische
Logik wesentlich ist. JOHANSSON bezeichnet z.B. die Minimal-
logik als einen - wenn auch "reduzierten" - "intuitionisti-
schen Formalismus" (Titel der Arbeit von 19%7). Ebenso ge-
steht HEYTING (1956, S. 106) dem Minimalkalkiil das Recht zu,
sich "intuitionistisch"” zu nennen, obwohl er selbst seiner-
zeit erstmals "die formalen Regeln der intuitionistischen
Logik" (HEYTING 1930) einschlieBlich des "ex contradictione
quodlibet" aufgestellt hatte (vgl. such GUPTA 1979, S. 143).
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tio ad absurdum" und "ex contradictione quodlibet".q) Grund-

ot . . o . . . B
kalkiile, in denen dies erfiillt ist, wollen wir mit K
bezeichnen.

Die Operator-Grundregelsysteme, um die wir % zZu ig_ er-
weitern, sind dieselben wie in § 12. Jedoch werden wir,
um die GlUltigkeit des "ex contradictione quodlibet™ auch
fir die operatorenlogisch erweiterten Kalkiile zu sichern,
als weitere nichtatomare Grundregel zu %;L hinzunehmen:

(ECQ) Py ~P =>q .

%;L hat also an nichtatomaren Grundregeln die Operator-
Grundregelsysteme aus § 12, ferner RA und ECQ. Da %;L
gegeniiber ﬁﬂ_mit ECQ eine zusd@tzliche nichtatomare Grund-
regel hat, muB nachgewiesen werden, daB auch jetzt die in
§ 5 genannten Adiquatheitskriterien (Nichtkreativitat und
Eindeutigkeit) erfiillt sind. Wie in § 12 miissen wir iiber-
prifen, ob und wie die Sdtze aus § 7 in diesem Fall fest-
gehalten werden kOnnen. Wir beweisen zunichst:

Lemma 14.1 Jede ﬁéyAbleitung ' von U sus [7 148t sich
in eine solche Ableitung von U aus [” umformen, in der

alle Konklusionen von Anwendungen von ECQ atomar sind.

Beweis Unter dem Rang einer ECQ-Anwendung in | verstehen
wir den Rang der Konklusion dieser ECQ-Anwendung. Wir
fihren nun Paarinduktion iiber <y >, wobei y der maxi-
male Rang von ECQ-Anwendungen in || ist und S die Zahl
der ECQ-Anwendungen dieses maximalen Ranges in || .

Falls y=0, ist die Behauptung erfiillt. Falls y>0 , wiah-
len wir in T eine solche ECQ-Anwendung vom Rang Yy ,so
daB iiber dieser ECQ-Anwendung keine weitere ECQ-Anwendung
vom Rang y sich befindet. (Eine solche ECQ-Anwendung
188t sich immer finden.) Sie muB folgende Gestalt

haben:

DNeben der Ableitbarkeit von A, ~A =>B  auch noch die
von A,~A=~B eigens zu fordern, ist nicht notwendig,
da sie sich sus der Gililtigkeit der "reductio ad sbsurdum"
ergibt.
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R ~D
Ec
® SL*“M_-‘-;A,\)
wobei der Rang von S(Aq""’An) gerade y ist. Sei nun
R(pq,...,pn) eine der S-E-Regeln. R(pﬁ,...,pn) besitze
V Vorderregeln. Dann ersetzen wir obiges Ableitungs-
stlick durch:

3 b ~3

BLQ byo, RA —— * e . o EQbpRA *
ok (mﬂ---:“uﬂ«.a,z (Rmﬂ.__,,«m\,‘fv'l
SCAY, oo AL

"ECQ bzw. RA" soll dabei bedeuten: "Es werde ECQ bzw. RA

angewandt, je nachdem (R(Aq”"’An))ﬂ i (1<€i<V¥) eine
Ll |

Aussage ist oder die Gestalt ~F fiir eine Aussage F hat."

Die Anwendungen von ECQ sind jetzt alle von kleinerem
Rang als vorhin. War die betrachtete ECQ-Anwendung die
einzige ECQ-Anwendung maximalen Ranges, dann sinkt p
durch die Umformung. War sie nicht die einzige, so tritt
nach der Umformung eine ECQ-Anwendung maximalen Ranges
weniger auf, da nach Wshl der ECQ-Anwendung in den (jetzt
mehrfach suftretenden) Ableitungen von B und ~3B keine
ECQ-Anwendung meximalen Ranges vorkommt. Es bleibt dann
also y gleich, wdhrend § sinkt. In beiden Féllen konnen
wir die Induktionsvorasussetzung anwenden.

QED

Statt von ECQ-Anwendungen mit atomarer Konklusion sprechen
wir auch von atomaren ECQ-Anwendungen.

Die erweiterte Definition von "Segment" iibernehmen wir aus
§ 12 (s.o0. 5. 161f.).

In die Definition von "maximal" (vgl. oben S. 162 ) beziehen
wir jetzt ECQ-Anwendungen mit ein:
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Ein Segment heilt in folgenden FiZllen maximsal:

1. Es beginnt mit der Konklusion einer Anwendung einer
E-Regel oder der Konklusion einer Anwendung von ECQ,

und es endet mit der Hauptprdmisse einer Anwendung einer
B-Regel.

2. Es beginnt mit der Konklusion einer Anwendung von

RA und endet mit einer Prémisse einer Anwendung von RA
oder ECQ.,1

Wir sprechen auch hier von maximalen Segmenten der ersten
und der zweiten Art.

Lemma 14 2 Jede K -Ableitung von U aus A 1Bt sich in
eine anAbleltung von U aus A umformen, die keine maxi-
malen Segmente enthalt.

Beweis Wegen Lemma 14.1 kdnnen wir vorsussetzen, daB eine
ﬁl-Ableltung T nur estomare ECQ-Anwendungen enthilt.
Daher enthalt 1B keine maximalen Segmente erster Art,

die mit Konklusionen von ECQ-Anwendungen beginnen. In

1 treten also an maximalen Segmenten erster Art nur
solche im Sinne von § 12 (und § 7) auf.

Wir fihren den Beweis wie den von Lemma 12.2, miissen

Jetzt nur die zusdtzlichen Fdlle bericksichtigen, in
denen ECQ-Anwendungen bei maximalen Segmenten zweiter
Art ins Spiel kommen.

Zu Fall a) Zu behandeln ist noch: Das im Beweis von

Lemma 12.2 gewdhlte maximale Segment ¢ hat ILdnge 1
und ist ein maximales Segment zweiter Art, das mit der
Konklusion einer RA-Anwendung beginnt und einer Pramisse
einer ECQ-Anwendung endet. G tritt denn in folgender
Form in Tr-auf, wobei o' gerade aus der R-Aussage ~A
besteht :

1) Man kann den folgenden Normalisierungssatz auch dann bewei-
sen, wenn man auBerdem solche Segmente als maximal ansieht,

die mit der Konklusion einer ECQ-Anwendung beginnen und elner
Prédmisse einer Anwendung von RA oder ECQ enden. Fiir den Be-
weis des Subaussagenprinzips, um den es uns in dieser Arbeit
alleine geht, ist die Ausweltung des Normallslerungssatzes

auf diesen Fall jedoch nicht ndtig, weshalb wir sie unter-
lassen. (Vgl. oben S. 167)



A - 1 I

+ YAl X @l A1 :
+ . !
+ .
+ Q) RA
A ~A

BQ

Dieses Ableitungsstiick formen wir um zu:

+ +
. +
+ +
+ +
A A
B o
Feg—— "B

0" verschwindet durch die Umformung. Da rg(A)<rg(~A)
ist, kann durch die Umformung mit A kein neues maximales
Segment vom Rang f(ﬂjentstehen. AuBerdem kann nach Wahl
von 6 in dem mit r bezeichneten Ableitungsstiick kein

N
maximales Segment vom Rang f(ﬁj vorkommen, so daB ein
mehrfaches Auftreten von t die Zshl der maximalen Seg-

++

.}-
mente vom Eangjﬂﬂjnicht vergroBert. Die Zahl der maximalen
Segmente vom Rang Sﬂjf)verringert sich also, so daB wir
die Induktionsvoraussetzung anwenden kdnnen.

Zu Fall b) Hier ist noch zu behandeln, daB ¢  maximales
Segment zweiter Art der Ldnge >1 ist, das mit der Kon-
klusion einer (nichtidentischen) RA-Anwendung beginnt

und der rechten Prémisse einer ECQ-Anwendung endet. ¢’
kann dabei b1) mit der Konklusion der Anwendung einer B-

Regel enden, oder b2) mit der Konklusion einer identischen
RA-Anwendung enden.
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Ad b1) ¢ tritt in folgender Form auf, wobei ¢  aus
Vorkommen von ~F besteht:

. +
— ! : N
= o o Wy A e -@}[&M@M..‘}A“ﬂ: N
= T T s
— ~ t e e s [ A -
- *5-B - ]AQ
_.F
~F
&
G-
Wir nehmen folgende Umformung wvor:
= ap (A M]E . E ‘
a A S Gl .. - (4}[QW\LA’[]"‘}AV\ﬂ' +
- - . i
EQRQ——— = A ) +
(N $-R & S(A'”‘ i)
6__

Dadurch wird o gekiirzt. Da G als atomar angenommen wer-—
den kann, kann G als Konklusion einer ECQ-Anwendung zu
keinem maximalen Segment gehoren, so dafl die Verldngerung

des Segments, zu dem G gehdrt, nicht schadet. Daher ist
die Induktionsvoraussetzung anwendbar.

Ad b2) <o tritt in folgender Form auf, wobei & aus
Vorkommen von ~A besteht:

(A [A]“E" (1}[A]——}&—

| 1

A ~ A
(DRA —— A
) s
_:]’g '
Dies formen wir um’ zu:

B

L))

RS TN

B

B .
Da dadurch &’gekﬁrzt wird, ferner nach Wshl von ¢'in der
mit — markierten Ableitung kein maximales Segment vom
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Rang f(ﬁ)auftreten kann, weiterhin rg(A)<rg(~A) ist,
kann men die Induktionsvoraussetzung anwenden.

QED

Wir nennen eine Ableitung normal, wenn sie keine maxima-
len Segmente, keine redundanten Anwendungen von B-Regeln
und keine nichtatomaren ECQ-Anwendungen enthilt.

Satz 14.3 (Normalisierungssatz) Jede ﬁﬁfAbleitung I
von U aus /\ 14Bt sich in eine normale Ableitung von U
aus O umformen.

Beweis Die im Beweis von Lemma 14.2 angegebene Konstruktion
erzeugt keine nichtatomaren ECQ-Anwendungen, die im Beweis
von Lemma 7.5 angegebene Konstruktion keine maximalen Seg-
mente. Also kann man die Beweiskonstruktionen der Lemmata
4.1, 14.2, 7.5 in dieser Reihenfolge anwenden.

QED
Fir einen spdteren Zweck (vgl. § 15) beweisen wir noch:
Satz 14.4 Sei || eine normale %Q;Ableitung eines Operats

S(Aq,...,ﬂn) (ohne Annshmen). Dann wendet [ im letzten
Schritt eine S-E-Regel an.

Beweis Induktion iiber dem Aufbau von | .

In [ haben alle ECQ-Anwendungen atomare Konklusion. Opera-
te kommen also als Konklusionen von ECQ-Anwendungen nicht
in Frage. Da Operate auch nicht Konklusionen von RA-Anwen-
dungen sein konnen, kann im letzten Schritt von || nur eine
Operator-Grundregel angewendet worden sein.

Falls es sich dabei um eine B-Regel handelt, ist die
Ableitung Tr'der Hauptpramisse C dieser Anwendung der
B-Regel eine normale Ableitung eines Operats, die von kei-
nen Annahmen abh&ngt (weil sonst auch'ﬂhvon Annshmen abhan-
gen wirde). Nach Induktionsvoraussetzung gilt also, daB

T im letzten Schritt eine E-Regel anwendet. Daraus er-
gibt sich ein Widerspruch zur Normalitit von | , weil
die Aussage C Konklusion der Anwendung einer E-Regel und
Hauptprémisse der Anwendung einer B-Regel widre, also ein
maximales Segment erster Art bilden wlirde. In'Tr kann

also im letzten Schritt keine B-Regel angewendet worden
sein. Also kommt nur eine E-Regel in Frage.

QED
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So wie wir in § 12 die Definition von "Pfad" so verindert
hatten, daeB ein Pfad immer bei der linken Pramisse einer
Anwendung von RA -endete, so wollen wir jetzt auBerdem ver-
langen, dafl ein Pfad auch beédl der linken Pramisse einer An-
wendung von ECQ endet. "Pfad" soll also jetzt die Defini-

tion haben, die sich aus der von S.168 - ergibt, wenn wir
dort iiberall "RA" durch "RA oder ECQ" ersetzen. An der
Definition von "Haupt-" und "Nebenabschnitt" andern wir

wie in § 12 nichts.
Anstelle von Lemma 12.4 ergibt sich, indem man "RA" durch
"RA oder ECQ" ersetzt:

Lemma 14.5 Seili H Hauptabschnitt eines Pfades in einer nor-

malen Eifﬂbleitung. Sei ¢,,...,6, die Folge der Segmente,
aus denen H besteht. Dann gibt es ein "minimales Segment"

0y, (1€£1i<n), so daB gilt:

(i) Flir jedes J mit 1£j<i 1ist (%“Eauptprémisse einer An-
wendung einer B-Regel und O0j,, ist Ké;Subaussage von 03 R
ferner ist rg0§+4 )airg(Gz D

(ii) Falls i#n, ist O, Primisse einer Anwendung einer E-Regel
oder Pramisse einer Anwendung von RA oder ECQ.

(iii) TFir Jjedes J mit i< j«n ist 5} Primisse einer An-
wendung einer E-Regel und G; ist ﬁ378ubaussage von f%a
o

T

Chyr»)0; heiBt auch Beseitigungsteil,

1 Gq{.rq 1rr)

auch Einfihrungsteil von H.

Beweis (entspricht fast wortlich dem Beweis von Lemma 12.4)
Alle GB , die Hauptprédmissen der Anwendung von B-Regeln

sind, gehen in H allen % , die Pridmissen der Anwendung von
E-Regeln oder Pramissen der Anwendung von RA oder ECQ sind,
voran. Denn sonst gébe es ein &% , so daB Gé Primisse einer
Anwendung einer E-Regel oder Prdmisse einer Anwendung von RA
oder ECQ ist,(%;ﬂjedoch Hauptpramisse einer Anwendung einer B-
Regel ist. GEM +4 8ls Operat nicht Konklusion

einer RA-Anwendung sein kann) maximales Segment im Widerspruch

widre dann (da o,

zur Normalitat der Ableitung.

0% sei das erste Segment in H, das nicht mehr Hauptprimisse
einer Anwendung einer B-Regel ist. (; erfiillt dann die
Klausel (ii).
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Sei nun 1i«J«n. Ist 63 rechte Pramisse einer RA- oder
ECQ-Anwendung, ergibt sich ein Widerspruch: O} kann

weder Konklusion einer RA-Anwendung sein (Normalitat!)

noch von ECQ oder einer E-Regel (da 03 aus Gliedern der
Gestalt ~ A besteht) sein. SchlieBlich kann G} wegen

i«<J eauch nicht Konklusion einer Anwendung einer Annahmere-
gel sein, die spadter bel Anwendung einer B-Regel wieder
geldscht wird, da dann G}A Hauptprdmisse einer Anwendung
einer B-Regel sein miiRte.

Da wegen j« n nach Definition von "Pfad" C§ nicht linke
Pramisse einer ECQ- oder RA-Anwendung sein kann, mufl 03
Pramisse einer Anwendung einer E-Regel sein.

Die Behsuptungen iliber Subaussagen und Range sind trivial.

QED

Daraus ergibt sich wie in § 12 das Subaussagenprinzip:

Satz 14.6 Sei || eine %irﬁbleitung von U aus [\ fiir be-
liebiges i (1<1i<£). Dann 148t sich ||  in eine Ki-Ablei-
tung 1| von U aus A umformen, so daB jede in |I' vor-
kommende nichtatomare R-Aussage Eéfsubaussage von A oder
U ist.

Beweis Zusdtzlich zum Beweis von Satz 12.5 ist nur der
Fall zu berilicksichtigen, daB ein Pfad mit der linken Pri-
misse C einer Anwendung von ECQ endet. Dann steht neben

C die R-Aussage ~C, die zu einem Pfad niedrigerer
Ordnung gehdrt. Da C dieselben'ﬁﬁ;Subaussagen wie ~C
hat, folgt die Behauptung aus der Induktionsvoraussetzung
bezlglich der Ordnung der Pfade. 1)

QED

1) Es sei noch angemerkt, daR sich in dem Fall, wo i
keine Anwendungen atomarer Grundregeln enthdlt, das Subaus-
sagenprinzip so verschdrfen 1&8Rt, daB nicht nur Jede nicht-
atomare, sondern Uberhaupt jede R-Aussage inTr EﬁySubaus—
sage von A oder U ist.
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Damit ergibt sich die Nichtkreativitidt:
Satz 14.7 Sei R konkrete ﬁ%yﬁegel,

kommt. Falls }—ﬁ-rﬁ, denn f=—R .
o K

in der Si nicht vor-

QED
Satz 14.8 Sei R konkrete atomare K ,~Regel. Falls F-——*R
?

dann }ﬁ—R. '

Beweis Zusdtzlich zum Bgreis von Satz 12.7 ist zu beriick-
sichtigen, daB in einer ﬁgyAbleitung T von R alle ECQ-
Anwendungen als atomar angenommen werden diirfen, also

eine nichtatomare linke Pridmisse einer ECQ-Anwendung selbst
nicht Konklusion einer ECQ-Anwendung sein kann.

QED

Fiir den Nachweis des Kriteriums der Eindeutigkeit ist wie
in § 12 nichts neues zu beweisen.

Die Resultate von § 1% lassen sich sofort auf den vorlie-
genden Fall iibertragen, was nicht mehr im elnzelnen durch-
gegangen werden soll. Man erhédlt einen Kalkiil Khvé,, der
definiert ist wie K:;9 , auBerdem jedoch noch die Grund-
regel

(ECQ-) PyP =4

hat. Er heiBe auch Kalkiil der intuitionistischen TLogik

ot
iiber K. Er ist, falls Ay.~»,71 in -0 vorkommen, gleichstark
mit ﬁn_(vgl- Satz 13.6):

Satz 14.9

(i) Seien R4ye--,R, konkrete K -Regeln, U Kn-R-Aussage.
Dann gilt:

Rq,...,Bnkﬁ:U g.d.w. Ro*y... By H,—;;—m .

i'\\r')

=

(ii) Seien Agyeeeshp, A KX *,-Aussagen. Dann gilt:

A—q,o--,A *T‘:—A g.d.w. ,l’...’A \'—/‘A -
AN AV-S1g

QED
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Einen Kalkiil der formalen intuitionistischen Logik erhal-
ten wir wie folgt: I sei der Kalkiil L aus § 13, erwei-
tert um die zusdtzliche Grundregel

(1) a,~e b

nit %FAussagenvariablen a,b. T ist damit ein Grundkalkiil,
in dem "reductio ad absurdum" und "ex contradictione quod-
libet" gelten, wie wir es verlangt haben. Den Kalkiil fﬁﬁa
bezeichnen wir als Kalkiil der formalen intuitionisti-
schen Logik und kiirzen ihn mit I ab. Da in I ECQ— als
Grundregel vorkommt, lassen wir die von (1) herriihrende und
mit ECQ-~ ableitbare Grundregel aa~ —a=>b weg. Damit

hat I die {ibliche Gestalt eines Kalkiils des natiirlichen
SchlieRens fiir die intuitionistische Junktorenlogik. In
GENTZENscher Notation hat I die auf S. 183 angegebenen
Regeln, erweitert um:

P P
q .
Interpretationen iiber K und die I-Allgemeingliltigkeit von

konkreten I-Regeln definieren wir wie in § 13, indem wir
dort I statt M und K statt K schreiben. Dann gilt:

Satz 14.10 Fir I-Aussagen Ag,...,A A gilt Ay,...,A |54
genau dann, wenn die Regel AjseceyA =A I-allgemeingiiltig

ist. @ED

Wie schon oben (8. 184) bemerkt, findet die gelegentlich
konstatierte Unplausibilitdt, die die Regeln RA- und ECQ-
haben, wenn man sie als E- und B-Regeln fiir — auffaBt, im
Rahmen unseres Ansatzes eine Erklirung. I hat wie M gar
keine E-~ und B-Regeln fiir — , in Satz 13.5 wurde vielmehr
gezeigt, daB diese iiberfliissig sind. Die Regeln RA— und
ECQ — dricken Addquatheitsbedingungen sus, die man an den
formalen Widerlegungsbegriff stellt, haben also eine andere
Funktion als E~ und B-Regeln. Das sieht man jedoch nur
deshaldb ein, weil zun8chst streng zwischen formalem Wi-
derlegungsbegriff ~ und dem Junktor — unterschieden
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und erst nachtrdglich gezeigt wurde, daB man auch — die
Rolle von ~s 2zuweisen kann. Ich sehe nicht, wie man die
Negationsregeln von I direkt - d.h. ohne Umweg iiber einen
formalen Widerlegungsbegriff - verstdndlich machen konnte.
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§ 15. v ist nicht explizit definierbar

Gilt in einem Kalkil K, ohne Widerlegungsbegriff fiir
einen Operator S aus () fiir Aussagen Agyeeeyh

(1) S(hyyeeesh ) A= Ald yeee,d),

so gilt aufgrund von Satz 4.5 auch
PES(A,I,...,AH)]—M—— LA ey )]

fiir ein System konkreter K,-Regeln fﬁ[S(Aq,...,An)],

n

in dem an einer Stelle S(Aq,...,An) als unmittelbare
Teilaussage vorkommt.Dies erlaubt es, falls fir alle
Operatoren S aus {L und fiir alle Aq""sAn eine Behaup-
tung der Gestalt (1) gilt, aus Ky-Regeln sukzessive alle

Operatoren zu eliminieren. Deshalb ist es berechtigt, Ope-

ratoren S mit nur einer E-Regel

A(p’]!“"’pn):%S(pq""$Pn).

als explizit definierbar zu bezeichnen, da in diesem Fall

das System der S-Grundregeln wiedergegeben werden kann durch

(2) S(qu"'QPn)é:\? A(an"ﬂpn) ’

wodurch die Erfiillung von (1) garasntiert ist.

Ein gleichwertiges Analogon zu Satz 4.5 haben wir in Kal-
killen mit Widerlegungsbegriff nicht, da hier z.B. A in

~ A als unmittelbare Teilaussage vorkommt, die Ersetzung
von A in ~A durch ein Regelsystem jedoch keinen Sinn
macht. Mithilfe des folgenden Satzes 1d4Bt sich trotzdem
ein Eliminierbarkeitsresultat erzielen.

Satz 15.1 Sei Ko Kalkill im Sinne von § 14. Sei

ML~ 8(A yee34 )] ein System konkreter Ko-Regeln, in
dem nJS(Aq,...,An) als Komponente oder Hinterregel einer
Komponente irgendeines Grades vorkommt. Dann gilt

MO~ S(Agyee- ,An)]}%“ F‘CS(A,I,...,AH)%-A,I, 3 S(Aqyeaeydb )=>a, .
L

(Dabei trenne das Doppelkomma die beiden Glieder des aus
den Regeln 8(A;,...,4 ) =4, und S(A seeeyh )>~NA, De-
stehenden Regelsystems. )
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Beweis Mit RA und ECQ 1i8t sich ableiten:
NS(AgyeeeyAl) —— S(A yeeesh) 2 ST COPRRIIY WO L7 U

Daraus mit Satz 11.1 die Behauptung.

QED

Damit 1&Bt sich eine Aussage S(Aq,...,An), fir die (1)
gilt, und die in !_'[S(A,],...,An)] als unmittelbare Teil-
aussage vorkommt, an dieser Stelle durch Zs(Aq,...,An)
eliminieren: Falls vor S(Aq,...,An) kein ~ steht, wende
man sofort Satz 11.1 an; falls vor S(Aq,...,An) ein ~
steht, ersetze man zunichst ﬂJS(Aq,...,An) durch
S(Aq,...,An)-é;Aq,,S(Aq,...,An):%>mJAq gemall Satz 15.1
und denn mit Satz 11.1 diese beiden Vorkommen von
S(Aq,...,An) dgrch zﬁ(Aq,...,An). Damit gilt auch hier,
daB aus einem K ;-Regelsystem alle Operatoren eliminierbar
sind, falls alle Grundregelsysteme flir Operatoren aus (.
auf die Form (2) gebracht werden konnen. Es ist also berech-
tigt, in diesem Falle (2) als "Explizitdefinition" zu be-
zeichnen und von der expliziten Definierbarkeit wvon
Operatoren zu reden. Allerdings gilt dies noch nicht fiir
die in § 11 - § 13 behandelten Systeme, in denen nur RA
als Widerlegungsregel zur Verfiigung steht. Denn der Beweis
von Satz 15.1 benutzt wesentlich ECQ.

In § 8 wurde gezeigt, daB sich alle Operatoren zuriickfiihren
lassen auf die Stendardjunktoren A,V - . In § 13 wurde
nach Hinzunshme eines formalen Widerlegungsbegriffshdie
Zuruckfihrbarkeit auf A WV, =, gezeigt. Da in K
ableitbar ist:

l\\[‘-—b""l

P AQ &>D,Q
(3)< P —>a&>p=q
P & VD,
sind A,— — Jeweils durch ein Regelsystem explizit definier-
bar. Konnte man etwas Analoges auch von V zeigen, dann
widren letzlich slle Operatoren durch Regelsysteme explizit
definierbar, mehrzeilige Systeme von E-Regeln also iiber-
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fliissig. DaB dies nicht der Fall ist, zeigt unten Satz
15.5. Dieses flir die intuitionistische ILogik formulier-
te Resultat gilt entsprechend auch fiir die schwacheren
Systeme der Minimallogik und der positiven Logik.

Wir beweisen dabei mit unseren Hilfsmitteln noch ein-
mal etwas, was seit WAJSBERG 1938 und McKINSEY 1939
langst bekannt ist.

Eln Kalkiil K heifle formal entscheidbar, wenn fiir jede
K-Aussage A gilt: }ﬁﬁﬂ oder hf*fVA.

Es ist dabei nicht gesagt, dal entweder f-A oder
Fﬁ*fVA gllt Wir lassen also zu, daB k~—A und FVf”A
gilt, also K inkonsistent ist.

Der Begriff der formalen Entscheidbarkeit wird in § 17
im Rahmen einer Deutung der klassischen Logik noch eine
wichtige Rolle spielen. '

Lemma 15.2 Es gibt kein System von $-Regeln Alp),
so daB fiir jedes K gilt: A(p) ist in §¢ genau
dann ableitbar, wenn K formal entscheidbar ist.

(Zum Begriff der ¢ -Regel: Siehe S. 71f.)

Beweis Angenommen, es giibe ein solches Regelsystem A(p).
Sei f der in § 14 betrachtete Grundkalkiil. T gehe aus i
dadurch hervor, daB men A(2) (d.h. das aus _A(p) durch
Substitution der L-Aussagenvarlablen a fir die L¢-Aussagen-
variable p entstehende Regelsystem) als Grundregeln zu L
hinzufiigt. Dann wire A(p) in Iﬂ¢ ableitbar, also T

nach Voraussetzung formal entscheidbar. Sei nun A belie-
bige L'-Aussage. Dann miiBte [—-A oder FﬂrNA gelten.

Selhﬂ‘elne L'—Ableltung von A. Daraus erhilt man eine
K—Ableltung einer beliebigen K—Aussage, falls K Kalkiil
ist, fiir den A(p) in Ky ableitbar ist: Denn alle f'
Grundregeln sind dann in % ableitbar, so daB man nur L'
Aussagen durch ﬁQAussagen interpretieren muB. Analog er-
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h&dlt man aus einer f'~Ab1eitung von ~A elne K-Ableitung
von ~B fir belleblge K~Aussagen B, falls K Kalkil ist,
fir den A(p) in K@ ableltbar ist. Wir hdtten also: Fir
Jedes K fir das A(p) in K¢ ableitbar ist, und fir alle
K-Aussagen B gilt F?—B, oder fiir alle solchen X und K-Aus-
sagen B giltzkﬁw-NB.

Nach Voraussetzung wurde also fiir alle formal entscheid-
baren X und fiir a%le K~Aussagen B gelten: P?f'B' oder

fiir alle solchen K und K-Aussagen B: hfva. Kalkiile ¥
konnten also nur in dem trivialen Sinne formal entscheid-
bar sein,daB fiir alle Aussagen A gilt Fz;—A, oder fir
alle Aussagen A gllt}"“”VA

Dies ist ein offen81chtllcher Widerspruch, wenn wir z.B.
den Kalkiil E} betrachten mit +,++ als einzigen Aussagen,
a,b als Aussagenvariablen und den Grundregeln:

+
~ o+
a=bj;a=>~b=3 ~a

a,va =D .

L )

ﬁq ist offensichtlich formal entscheidbar, jedoch ist
weder ++ noch ~+ in ﬁq ableitbar.

QED

%
Lemma 15.3 Die Regel pv —p ist genau dann K -ab-

AV

o=
leitbar, wenn K,,  _ formal entscheidbar ist.

Beweis Sei A beliebige ghw%j—Aussage. Sei Av— A
%AWaﬁ—ableitbar. Nach BSatz 14.4 und dem Normalisierungs-
satz gibt es dann eine Ableitung von Av — A, die im letz-
ten Schritt eine V-E-Regel anwendet. Diese Anwendung hat
A oder =—A zur Prémisse, also gibt es eine Ableitung von
A oder von —A. Im zweiten Fall gibt es dann, wieder nach
Satz 14.4, auch eine Ableitung von ~A. Also gilt

F—A oder |- ~A.

Sei umgekehrt [—A oder |—~A. In beiden Féllen folgt
mit v-E und —1-E: Av A,

QED
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Lemma 15.4 Wenn K formal entscheidbar ist, dann auch
7~

K

AN—PT*

Beweis Wir zeigen durch Induktion iiber rg(A), daB fiir be-
liebige %Awaj-Aussagen A gilt: hf*—A oder ~NA
N

-~ W=y

Falls rg(A)=0, ist A atomar, die Behauptung also nach

Vorasussetzung erfiillt.

Sei rg(A)> 0.

Sei A=B AC, dann gilt nach Induktionsvoraussetzung:
B oder +~B

und —C oder F~C .

Falls |B und }C, folgt FBAC mit A-E.

Falls |-~B oder ~~C, folgt -~BAC mit a-B und RA.

Sei A=BvC, dann gilt nach Induktionsvoraussetzung:
B oder B

und | C oder [|aC .

Falls -B oder |C, folgt FB vC mit v-E.

Falls |~B und |~C, folgt VBV C wegen ~B,~Cl~B vC.

Letzteres zeigt folgende Ableitung:

O] R)}— ~B— W[ C— ~c—
R ~% [ ] C. ~C

RA 5 LFS @[2vq]

~ N C, [ B\f I BV C..
@[ By c) QAL
Bve ~ By
(2 RA
e ~ Ry C 1)

1)Diese Ableitung, die nach unseren Definitionen normal ist,
zeigt librigens deutlich, wie sinnvoll die Erweiterung des
Begriffs "Segment" in § 12 (S. 161f.) war. Hitte man

es bei der Definition sus § 7 (S. 104) belassen, dann
beséle diese Ableitung zwei maximale Segmente zweiter Art,
die aus jeweils drei Vorkommen von ~ Bv(C bestehen. Diese
Segmente wilirden sich nicht eliminieren lassen.
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Sei A =B-—>C, denn gilt nach Induktionsvoraussetzung:
B oder k~B

und +C oder F~C .

Falls - ~B, denn +B->C mit ECQ und —=~E.

Falls }C, dann }B-C mit —>-E.

Falls B und F~C, dann F~B->C mit ->~B und RA.

Sei A= B, dann gilt nach Induktionsvorasussetzung:
B oder |-~B.
Falls | B, dann -~—B mit —4-B und RA.

Falls F~B, dann +-B mit —-E.
QED

Satz 15.5 Es gibt kein A->—1-Regelsystem A(p,q), so daB
fir Jjedes K das Regelsystem

pv q & AN(p,q)

in K sbleitbar ist.
AY-2 —

Beweis Angenommen, es gibe ein solches Regelsystem. Dann
ist jedenfalls auch

Pv —p &> A(P,P)
in %hwﬁ_1 ableitbar. Da A(p,—p) hdchstens A > an
Operatoren enth&lt, diese weiterhin nach (3) explizit de-
finierbar sind, konnte man unter sukzessiver Anwendung
von Satz 15.1 und Sstz 11.1 diese Operatoren aus A(p, — D)
eliminieren. Es gébe elso ein System A'(p) von ¢—Regeln,
so daBl fir jedes K

pVp &> A'(p)
in ﬁhq - ableitbar 1st. Damit wdre wegen Lemma 15.3
A'(p) genau dann in KAV:TW ableitbar, wenn Knv—aﬁ
£ormal entscheidbar ist. Wegen der Nlchtkreat1v1tét von
ﬁnwehl ist nun &_(p) genau dann in Kﬁvﬁyj ableitbar,
wenn A'(p) in K¢ ableitbar wire. Weiterhin ist wegen

—

Satz 14.8 und Lemma 15 4 anﬁj genau dann formal ent-
scheidbar, wenn schon K formal eﬁtscheldbar ist. Also wire
A'(p) genau dann in K¢ ableitbar, wenn K formal entscheid-
bar ist, im Widerspruch zu Lemma 15.2.

QED
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Daraus folgt natiirlich auch, daB es kein é—Regelsystem

A(p,q) gidbt, so daB fiir jedes K
P va <> A(p,q)

in K,y -, @ableitbar ist. v ist also ein nicht explizit
definierbarer Junktor (und zwar von den wegen der Opera-
torenvollstdndigkeit ausreichenden Junktoren Ay, = 71 der
einzige). Dieses Ergebnis zeigt auch, daB es fiir unseren
Begriff der Definierbarkeit von Operatoren durch Regel-
systeme kein Analogon des Definierbarkeitssatzes von
BETH geben kann. Denn sonst miiBte man aus der impliziten
Definierbarkeit von v ~ "implizit definierbar" jetzt ver-
standen im Sinne der Behauptung von Satz 7.12 - auf die
explizite Definierbarkeit von Vv schlieBen kdnnen. Vv ist
Jedoch nach Satz 7.12 implizit definierbar, wegen Satz
15.5 Jjedoch nicht explizit definierbar.

Die folgenden beiden Sdtze zeigen, daB Satz 15.5 in ent-
sprechender Weise auch fiir Minimallogik und positive ILogik
gilt.

Satz 15.6 Es gibt kein A ->— -Regelsystem A(p,q), so daB
fiir Jjedes K das Regelsystem

P vq &> Alp,q)

in K ableitbar ist.

A D —y

Beweis TFolgt aus Satz 15.4, da man Grundkalkiile K auch
als Grundkalkiile K auffassen kann und dann K
Teilsystem von K

s  €in

AN -2 ist.

QED

Satz 15.7 Es gibt kein A>-Regelsystem A(p,q), so daf fiir jedes
K das Regelsystem

pvq&E>A(p,q)

in X,,, @&bleitbar ist.

Beweis Es gebe ein solches Regelsystem. Dann ist insbe-
sondere flir die I~Aussagen +,++ (L aus § 9) das System

(4) + V++ EN(+,++)
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Lay->—8bleitbar. Dann ist jedoch fiir jedes K und belie-
bige K, -Aussagen A, B das System |

-_‘?-1

A vB &= A(A,B)

in Emraj ableitbar: Da alls L, , -Grundregeln auch
Kay»- —Grundregeln sind, braucht man in einer L, -Ab-
leitung von (4) die I-Aussagen +, ++ nur durch A, B

zu interpretieren. Damit ergibt sich ein Widerspruch zu

Satz 15.5.
QED

Wie oben S. 95 schon bemerkt, wiirde sich y allerdings
definieren lassen, hatte man Regeln mit Variablenbindung
fiir Aussagenvariable (und damit Quantoren hdherer Stufe)
zur Verfiigung.
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§ 16. Symmetrische "reductio ad absurdum" und klassi-
sche ILogik

Nachdem wir in § 12 - 13 die Minimallogik gedeutet hatten als
operatorenlogische Erweiterung von Kalkiilen mit formalem
Widerlegungsbegriff, wobei die Gililtigkeit der "reductio

ad absurdum" Addquatheitsbedingung fiir den formalen Wi-
derlegungsbegriff war, gelangten wir in § 14 zur intui-
tionistischen Iogik, indem wir die Gliltigkeit des "ex
contradictione quodlibet" als weitere Addquatheitsbedin-

gung verlangten., In diesem §en wollen wir untersuchen,

ob man durch weitere Verschiarfungen des Widerlegungsbe-

griffs eine Logik erhdlt, die der iliblichen klassischen

Iogik entSpricht.q) Man konnte z.B. versuchen, die klassi-
sche Logik als solche Logik zu charakterisieren, die im
Gegensatz zur Minimallogik sich bzgl. Begriindungs- und
Widerlegungsbegriff symmetrisch verhdlt. So wie wir in

§ 11 mit dem Prinzip der "reductio ad absurdum" verlang-
ten, daB man eine Aussage A widerlegen kann, indem man

aus ihr einen beliebigen Widerspruch ableitet:

A =B;A=>~B=MA

konnten wir entsprechend verlangen, dal man eine Aussage
A begriinden kann, indem man aus ihrer Widerlegung ‘YA
einen beliebigen Widerspruch ableitet:

NA 2B MA=>~B DA L D)

Wir betrachten also Grundkalkiile mit formalem Widerlegungs-
begriff, in denen diese beiden Regeln fiir beliebige Aus-

1) Wir wollen keine Systeme untersuchen, die 'zwischen' intui-
tionistischer und klassischer Logik liegen. Wie UMEZAWA (1955)
gezeigt hat, gibt es unendlich viele Systeme in aufsteigender
Stdrke, die alle stdrker als die intuitionistische, jedoch
schwidcher als die klassische Logik sind. Ein einfaches Bei-
spiel fir ein solches Zwischensystem ist das System 1, er-
weitert um die Anfangsregel -ipv-aap. Einen Uberblick iiber
diese sogenannten "intermedidren Logiken" gibt RAUTENBERG
(1979), S. 288ff.

2) Wie schon in der Einleitung (S. 25f. ) vermerkt, geben wir
keine Argumente fiir oder gegen einen solchen Begriindungs-
und Widerlegungsbegriff an, sondern entwickeln ein logisches
System unter der Annahme elnes derartigen Begriindungs- und
Widerlegungsbegriffes.
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sagen A, B ableitbar sind. Wir sagen dann auch, daB das
Prinzip der symmetrischen "reductio ad absurdum" in den
Kalkiilen gilt. Solche Kalkiile seien durchgéngig mit

R bezeichnet.

Da wir jetzt die symmetrische "reductio ad absurdum" als
Addquatheitsbedingung fiir den Widerlegungsbegriff ver-
stehen, miissen entsprechende nichtatomare Grundregeln
sauch in den operatorenlogisch erweiterten Kalkiilen ﬁJL
vorkommen. Dies seien die Regeln

(RA) P =>Q;P=>~Qq=>nD
(RR) ~D =Qq; ~P=>~QqQ=>D .

ﬁJL habe also an nichtatomaren Grundregeln Operator-Grund-
regelsysteme der in § 12 angegebenen Gestalt, auBerdem
RA und RA .

DaB die Hinzunahme von RA gegeniiber § 14 eine Verschiar-
fung darstellt, obwohl doch ECQ nicht mehr auftritt, liegt
daran, daB ECQ sus RA ableitbar ist, aber nicht umgekehrt.

Fiir beliebige Kalkiile ﬁil das Kriterium der Nichtkreativi-
tdt nachzuweisen,scheitert jedoch. Nachweisen kdnnen wir es
ersfgnur fiir solche Kalkiile ﬁﬂ_, deren Operator-Grund-
regelsysteme jeweils nur eine einzige E-Regel haben.

D.h. die Operatoren aus () miissen explizit definierbar

sein, ihre Grundregeln kann mann nach Satz 12.1 ansetzen

mit:
2)
S(pq,- ..‘pn)® A(pqgo- .,Pn) .

Sei im folgenden Q!  System Sq...Si von Operatoren, die
in diesem Sinne explizit definierbar und deren Grundre-
gelsysteme fiir Q' methodisch zuldssig sind. Dann wollen
wir fir ﬁﬁj das Kriterium der Nichtkreativitat nach-
weisen. Warum sich der Nachweis fiir Kalkiile ﬁJL mit
beliebigem Q. und flir < methodisch zuldssigen Opera-
tor-Grundregelsystemen nicht fllhren 1aRt, zeigt sich un-
ten daran, daB das wichtige Lemma 16.2 nicht fiir Opera-
tor-Grundregelsysteme mit mehr als einer E-Regel beweis-
bar ist.

1) Vgl. dazu jedoch den Anhang.

2) DaB man in diesem Falle von "expliziter Definierbarkeit"
sprechen kann, ist durch die Bemerkungen zu Beginn von § 15,
insbesondere Satz 15.1, gerechtfertigt.

vor-
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Lemma 16.1 Flir jeden Operator S aus ', der durch das

Grundregelsystem

S(p/p""spn)@Rq(pqs""Pn)s---sRv(p/’g---;pﬁ)

gegeben ist, ist in ﬁnj ohne Benutzung von RA ableitbar:

(Rﬂpqs"°spn)) 1 ’ (Ri(an"°$Pn))2 T#””S(qu'°-apn)

fir alle i mit 1£1i<y.
(Das Zeichen = wurde oben S.

153 erkliart.)
Beweis Aufgrund der S-B-Regeln gilt filir beliebige Aus-
sagen Aq,...,An:

S(Aqi'°°’An)a (Ri(A'l""’An))’t k—‘ (Ri(A’i""'An))Q
Da triviaslerweise gilt:

S(Aq,n.o’An)’ (Ri(Aq’...’An))q L] (Ri(Aq’...’An)JE

\—' (Ri(A/‘ E B QAn))z

folgt mit RA:

(Ri(A’]”"’An))’] ’ (Ri(A’I"..’An))E }‘NS(Aq""aﬂn)

d.h. die Behauptung.

QED

Im Nachweis des Kriteriums der Nichtkreativitat schlieBen
wir uns an § 14 an, da wir unsere Regel RA 3hnlich behan-
deln kodnnen wie dort ECQ. Demgemdfl beweisen wir analog

zu Lemma 14,1:

Lemma 16.2 Jede Ri-Ableitung || von U aus /M 148t sich
in eine solche Ableitung von U aus [° umformen, in der
alle Konklusionen von Anwendungen von RA atomar sind.

Beweis Ahnlich zum Beweis von Lemma 4.1 verstehen wir
unter dem Rang einer RA-Anwendung in 1 den Rang der
Konklusion dieser RA-Anwendung. Wir fiilhren Paarinduktion
iiber <¥1éf>,WQbei ¥ der maximale Rang von RA-Anwendungen
in T ist und & die Zahl der RA-Anwendungen dieses maxi-
malen Ranges in | . Falls y=0, ist die Behauptung erfiillt.
Falls y>0 , wdhlen wir in T eine solche RA-Anwendung

vom Rang 5) , 50 daB iiber dieser RA-Anwendung keine weitere
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Anwendung hat folgende Gestalt:

OLIVEITNN W)

N.S LA;“,.

@) RE ®

SN

O~ SCAL L., AL]

.
L
~3%

Sy B

wobei der Rang von S(A,],...,An) gerade y ist. Sei nun

S(Pgs-+esPp)ESR D yseeesDy) y cney Ry(Dqgee-ypy)

SCa,, o AL

das S-Grundregelsystem. Sei R (1<i<») eine Abkiirzung
fiir Ri(Aq""’An)' Dann ersetzen wir obiges Ableitungs-

stick durch:

+ “ + +
: + . :
(v4n) [(’k)“)_’? ] i‘ UM][(RA‘)A 1 i (v+4) [(?V)»t ] 4 (\"H\l[ (R)i),‘] :
1 e (e —
olwny 17 el@r) | Y [{Rf)i]i Ry
4 ¥ +
+ L 4
S +
(A?, --,AJ ~s(h,“.‘..,h_\) NS(AA:_,?A‘J S U A)
R4 3 -3 T B -
Q ?E‘ s 0 @ o(v)b;:r ®
(rRI) RA ('R"'
‘A 2 V)g_
) S-E

5 LA"]" ‘) A’A\
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4
Dabei seien GFT

&.,_+

+
(R) »
N (14 1i% vy) die nach Lemma 16.1

+
NSU\H'"!A\.)
existierenden und von RA-Anwendungen freien Ableitungen

von fJS(Aq,...,An) aus(Ri)q und 33{52. Da fiir alle i
(14 12y) (Ri)2 von kleinerem Range als S(Aq,...,An) ist,

PV T7 SR W) J—
weiterhin nach Voraussetzung in ~StAy-. AW und
~SCAy- k) :

—_ x .
"“&w“kdvon vornherein keine RA-Anwendungen maxi-
malen Rangéggvorkamen, kommt in dem umgeformten Stilick eine

RE-Anwendung vom Rang y weniger vor. Falls &=1 war, sinkt

also # » sonst bleibt ¥ gleich und § sinkt.
QED

Dieses Lemma 1#Bt sich nicht fiir Operatoren mit einem

System von E-Regeln beweisen, wieman am

v veranschaulichen kann. Flir den Junktor
vV kann man analog zu Lemma 16.1 beweisen, daR

mehrzeiligen
Beispiel von

(1) ~Py~ Q=D VQ

ableitbar ist (vgl. den Beweis von Lemma 15.4). Sei jedoch
A, VA, Konklusion einer RE-Anwendung:

[~ A v a,] @~ A ov A

2 o~ AA\FAL

NAAV M

(4}‘{; 3 — ~R
WV Ay

Bei einer Umformung analog zu der im Beweis von Lemma 16.2
erhielte man:

N +
3
QI N . wi~r1
+
~ Prl J; NAL +
1._
N ¥
iad AAVP‘,’ o~ P"\VAL
:.P7 [V
(M RA 5
lb\‘"\
V-F
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oder
+ +
+ +
NA»\ + ~ A‘\ +
+ +
l~ a3y wival o
4 I
th\:hl- MA‘\VAL
— 3 ~3
() RA
A
v-E *
A,\ v P*z,
wobei wieder R r die aufgrund (1) existierende
oy
~A
+
~ A Ay
Ableitung von ~VALV A, aus ~A, und ~A, sei.

Im ersten Fall erhalten wir eine Ableitung von Aﬂ~fA2 aus

der Annahme ~A,, im zweiten Fall eine aus der Annahme ~A L,
in keinem Fall also eine Ableitung von A,v A, ohne zusédtz-
liche Annahme. Dies liegt daran, daB in der mit

+ -+

markierten Ableitung zwei mit ~v beginnende konkrefg Re-
geln Gqu und NAE) als Annahmen auftreten, von denen nur
eine bei RA-Anwendung zu l8schen ist. Allgemein kdnnen so
bei mehreren S-E-Regeln auch mehrere konkrete Regeln der

Gestalt ~A als Annahmen in [  auftreten, widhrend im

1
+

Falle einzeiliger E-~Regeln héchstens eine Regel der Ge-
stalt ~ A (ndmlich (R])5 , falls (R{)5> Aussage ist)

in §  auftreten kann, die bei Anwendung von RA

.F,
+

wieder geldscht wird.

DaB die Nichtbeweisbarkeit von Lemma 16.2 fiir XKalkiile ﬁJL,
deren Operatoren mehrzeilige Systeme von E-Regeln haben,
nicht nur an unserer Unfahigkeit liegt, wird am SchluB
dieses §en gezeigt, wo wir ein Gegenbeispiel angeben.
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Statt von RA-Anwendungen mit atomarer Konklusion sprechen
wir wieder von atomaren RA-Anwendungen.

Analog zu § 14 nennen wir ein Segment in folgenden F&dllen
maximal:

1. Es beginnt mit der Konklusion einer Anwendung einer E-Regel
oder der Konklusion einer Anwendung von RA, und es endet

mit der Hauptpriamisse einer Anwendung einer B-Regel.

2. Es beginnt mit der Konklusion einer Anwendung von RA

und endet mit einer Pramisse einer Anwendung von RA oder FI.q)

Lemma 16.% Jede Ri-Ableitung von U aus I 138t sich in
eine solche ﬁéfAbleitung von U aus [ ' umformen, die keine
maximalen Segmente enthalt.

Beweis (analog zum Beweis von Lemma 14.2) '

Wegen Lemma 16.2 koénnen wir voraussetzen, daB eine ﬁé~Ahlei—
tung T nur stomare RA-Anwendungen enthdlt. Dsher enthdlt
T keine maximalen Segmente erster Art, die mit Konklusio-
nen von RA-Anwendungen beginnen. In—ﬂ“treten also an
maximalen Segmenten erster Art nur solche im Sinne von § 12
auf. Wir fiilhren den Beweis wie den von Lemma 12.2, miissen
jetzt nur die zusidtzlichen Fdlle beriicksichtigen, in denen
RE-Anwendungen bei maximalen Segmenten zweiter Art ins
Spiel kommen.

Zu Fall a) Zu behandeln ist noch: Das im Beweis von Lemma
12.2 gewdhlte Segment ¢ hat Lidnge 1 und ist ein maximales
Segment zweiter Art, das mit der Konklusion einer RA-Anwen-
dung beginnt und der rechten Primisse einer RA-Anwendung
endet. © ©besteht also aus einem einzigen R-Aussagenvor-
kommen ~B und tritt in TT in folgender Form auf:

1) Wie schon in § 14, so ist auch hier eine erweiterte
Definition von "maximal'" nicht notig, da es uns nur um

den Beweis von Normalisierungssatz und Subaussagenprinzip
geht, obwohl sie fiir die Charakterisierung von Beweisen, die
"keine Umwege" machen, natirlich sinnvoll ware.
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(ZjZNA]"“‘ MmN R (2N~ A[— ML R1— ~ R——
A [ag ek et v
h . . ;
1
+

c ~c

}; a RA

— ~3

(0RA

Dieses Ableitungsstiick formen wir um zu:

QUE“A]:JQ (ﬂ&“&}*“

~A
+ Y
+ 4
+ +
+
N A} —— T e A —
- o o
1Y RA ~C
A
Dabei verschwindet o° . Da nach Wahl von & in I
+
+
kein maximales Segment vom Rang ¢(T) auftreten kann,
dndert ein mehrfaches Auftreten von j nichts an der
e
4+

Zahl der maximalen Segmente vom Rang p(T). Da ferner
rg(R) < rg(~B), sinkt die Anzahl der maximalen Segmente
vom Rang YUD’ so dafl man die Induktionsvoraussetzung an-
wenden kann.

Zu Fall b) Hier ist noch zu behandeln, daB o maximales
Segment zweiter Art der Ldnge >1 ist, das mit der Kon-
klusion einer (nichtidentischen) RA-Anwendung beginnt

und der rechten Pradmisse einer RA-Anwendung endet. G kann
dabei b1) mit der Konklusion einer Anwendung einer B-Regel

enden, oder b2) mit der Konklusion einer identischen RA-
Anwendung enden.

Ad b1) ¢ tritt in folgender Form auf, wobei ¢ aus Vor-
kommen von ~F besteht (die Anwendung der S-B-Regel ist
dabeil von einfacherer Gestalt als sonst, da S nur eine
E-Regel hat):
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‘ +

a6l
_ o [, A 4
_ , N
— ' +
= WS “F SOy LA
_ + ~TF
(RA
G-
Dies formen wir um zu:
— ' i
“ LMQ: ol 6l (3)E\'Ga :
= oA, 8 !
— ‘ +
. - ‘l‘-
(ARA ¥ ~E +
_ G ¢ A
5 A Aw
@S5 - - G ~F—
& RA ~6

Bei dieser Umformung wird ¢~ gekiirzt. Weiterhin kommt
nach Wahl von ¢ in der mit

ERENE

bezeichneten Ableitung kein maximales Segment vom Rang
ffﬁ7vor; auBerdem ist das neu entstehende zweigliedrige
Segment aus Vorkommen von G nicht maximal, da es mit der

Konklusion einer RA-Anwendung beginnt. Also 1iBt sich die
Induktionsvoraussetzung anwenden.

Ad b2) 6 tritt in folgender Form auf, wobei ' aus Vorkommen
von ~ A besteht:

@[~ )

€ [A]T G}[N gl ':"B"‘ & [A] T @A ):N B] _‘Té-

:p-HHHbZOI

M RA ~hA
— ~A
(21RA
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Dies formen wir um zu:
€] [ Bl:g 0 [M:Bl:g

(1)):"‘ E] *—-?—D

RRRERY
AL

) A - A

¥

Da dadurch 6 gekiirzt wﬁrd, ferner nach Wahl von ¢  in
der mit =

-

markierten Ableitung kein maximales Segment vom
Rang p(J7) suftreten kann, weiterhin rg(A)<rg(~A) ist,
kann man die Induktionsvoraussetzung anwenden.

QED

Wir nennen eine Ableitung normal, wenn sie keine maximalen
Segmente, keine redundanten Anwendungen von B-Regeln und
keine nichtatomaren RA-Anwendungen enth&dlt.

Satz 16.4 Jede Ri-Ableitung von U aus A 148t sich in eine
normale ﬁ;-ﬂbleitung von U aus A umformen.

Beweis Lemma 16.2, Lemma 16.3, Lemma 7.5.
QED

Hieraus 1aBt sich ebenso wie in § 14 beweisen, daB jede
normale Ableitung eines Operats sich in eine solche umformen
1aBt, die im letzten Schritt eine E-Regel verwendet. Satz
14.4 ist also kein Charakteristikum der intuitionistischen
Logik. Allerdings haben wir auch Jjetzt nur eine eingeschrink-
te klassische Logik zur Verfiigung, in der Junktoren wie v ,
die mehrere E-Regeln haben, fehlen. In einer vollen klas-
sischen Logik gilt Satz 14.4 bekanntlich nicht. (Vgl. auch
unten Satz 16.12 und die deran anschlieBenden Bemerkungen,
sowie § 17.)
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Aus dem Normalisierungssatz 1d4Bt sich wie in § 14 das
Subaussagenprinzip gewinnen, indem man RA so behandelt
wie dort ECQ. Der Beweis soll nicht in Einzelheiten
durchgefiihrt werden, da er fast nur Wiederholung wdre.
Der Fall, daB bei RA-Anwendungen Annshmen der Gestalt

~A geldscht werden kénnen, spielt keine wesentliche Rol-
le, weil wir ja nach Lemma 16.2 normale Ableitungen kon-
struieren konnen, in denen A atomar istT)Als Endresultat
erhalten wir Nichtkreativitdt und Konservativitat:

Satz 16.5 Sei R konkrete ﬁ;-Regel, in der 5 nicht vor-
kommt. Fslls (=R, dann F="5—R .
V\ Toll K _.ﬂ_.' é ED
Satz 16.6 ©Sei R konkrete atomare ﬁm-Regel. Falls ¥?f_m“3’
__QJ
dann FTS”-R. QED

Das Kriterium der Eindeutigkeit gilt fiir K, , da es
schon filir die Systeme Ka_und Kn. galt.

Geht man nochmals den Beweis der Definierbarkeit belie-
biger Operatoren durch die Standardjunktoren A v, —» —
(Satz 8.1 bzw. 13.1) durch, so sieht man, daB der Junktor
v nur dann bendtigt wird, wenn ein Operator mit mehr
als einer einzigen E-Regel vorliegt. Da solche Operato-
ren jetzt gar nicht in Betracht kommen, kommt man mit
den Junktoren A ->— aus. Weiterhin 188t sich wegen der
Ableitbarkeit von

VP& P

auf den formelen Widerlegungsbegriff verzichten, wie in

1)Ubrigens gilt auch hier die oben S. 193 Anm. angedeutete
Verschérfﬁng des Bubaussagenprinzips, wonach im Falle einer
normalen Ki-Ableitung von U aus A , die keine Anwen-
dungen atomarer Grundregeln enthédlt, alle in [ auftre-

tenden R-Aussagen Subaussagen von U oder von Regeln aus
A sind. Die Loschung einer atomaren R-Aussage ~A bei
RE-Anwendung fiihrt ja immer zu einer Aussage 4, und ~A
zahlt nach unseren Definitionen als Subaussage von A.
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§ 13 gezeigt (Satz 13.5); somit erhalten wir einen Kalkiil
R+% , der ein Kalkiil im Sinne von § 2 ohne formslen Wi-
derlegungsbegriff ist und an Grundregeln besitzt:

1. A" = X* fiir jede R-Grundregel A=>X,

2. die Regelsysteme gh und %Eb (in der Version von S. 175),
3. die Regeln:

(RA-) P=5>Q;P =>q =P
(RA-) —P=>q; 1 P=>—q =>p .

Fir ﬁx; gilt analog zu Satz 13.4 und 14.9:

Satz 16.7
(i) Seien Rqy++-4R konkrete ﬁ;;Regeln, U Ky-R-Aussage.
Dann gilt:
[#]
Rq,..-,Rn!-_EE—U g.d.w. ﬁ/l*,...,Rn*}A%—ﬁ* -
_n_l

o
KA-»

(ii) Seien AgyeceyA yA ﬁ;;—Aussagen. Dann gilt:

A’I’...‘AI]_IWA g-d.w- Aq,.-c,AnFR—’ﬁA -
A=z Q!

QED
ﬁﬁ;,heiﬁe der Kalkiil der klassischen a»>—-Logik iiber ﬁ.q)
Einen entsprechenden Kalkiil der formalen Iogik erhalten
wir, wenn wir den Kalkiil I aus § 13 erweitern um die
‘Grundregel

K!\—)

~a =2b; va=s~b =8 .

Dieser Kalkiil, den wir mit i bezeichnen, hat also als
einzige Grundregeln

a =>bja—=~b =>~a
(2)
~a =b; va=nAb =8 .

Aufgrund dieser Grundregeln ist er trivialerweise ein
Kalkil, in dem die symmetrische "reductio ad absurdum"

1) Wir sprechen von a>—-Logik, da der Junktor — zu den
Grundzeichen gehdrt. Trotzdem kommt — bei ﬁ;; nicht
als Index vor, da die — -Regein RA-, und RA— keine
Operator~-Grundregeln sind.
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gilt, also ein Kalkiil der in diesem §en betrachteten
Art. Den Kalkiil L** , abgekiirzt durch C', bezeichnen
wie als Kalkiil der formalen klassischen r>—-Logik. Da

in C' RA— und RA— als Regeln vorkommen, kOnnen wir
wieder die von (2) herriihrenden C'-Grundregeln

(a=b)a(a—>-b)=> =
(wa—=>b)a(wa—=>"b) =>a

weglassen. C' ist damit identisch mit den {iblichen Kal-
kiilen des natiirlichen SchlieBens fiir die auf den Junk-
toren A,» - aufbauende klassische Logik. In GENTZENscher
Notetion hat C' die auf S. 183 angegebenen Regeln mit
Ausnahme der v-Regeln, jedoch erweitert um:

[Apl [=p]

q -4

1)
9] .

Wie gewohnt bilden wir den Begriff der CtAllgemeingiiltig-
keit:

Eine konkrete C'-Regel Aq,...,An z;A fir C'-Aussagen

AjyeeesA yA heiBt C'-sllgemeingiiltig, wenn fiir jedes R

und jede Interpretation Kk i#iber K gilt: A{i...,Aﬁ‘Pﬁ;:A%.
A=

1) Es ist nicht so, daR sich die oben fir ﬁnJ bewiesenen
Satze ohne weiteres auf das System der formalen Logik

C' lbertragen. Da — jetzt die Rolle des Widerlegungsbe-
griffes libernimmt, jedoch — A im Gegensatz zu ~ A bei ato-
marem A nicht als atomar zaéhlt, gilt z.B. statt des un-
eingeschrinkten Subaussagenprinzips fiir C' nur: Jede
J'=Ableitung von A aus Aq,...,A 1dBt sich in eine Ableitung
von A aus Aq,...,A umformen, d¥e neben Teilaussagen von
AA,y...,A_ 'nur Augsagen der Gestalt — B mit atomarem B
enthalt, wbbei B Teilaussage von AyA.y...,A . Fiir die for-
male Minimallogik und intuitionistische Log%k M bzw. I
gelten dagegen uneingeschrinkte Teilformelprinzipien. Vgl.
dazu PRAWITZ 1965.
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Satz 16.8 Fiir alle C'-Aussagen AjgyeeyhA A gilt
Aq,...,AanTA gensu dann, wenn die Regel Aq,...,An=>A
C'-allgemeingiiltig ist. QED

C' 18Bt sich noch reduzieren, wie der folgende Satz zeigt:
Satz 16.9 Fir jedes R ist

P>q<>(pr—gq)
in R, ableitbar.

Bewels Seien A,B beliebige ﬁkﬁﬁ-Aussagen.
(i) Wir Zeigen: A ->Bl— <(Ax—B) :

UI{A A 3} ' (1 [Fs A ﬂ'.?)l P
A A -13 A A “\3
LEN) A—y‘g—-.——-— AR ——
A AR 3
>3 - -3
% ~ X}
WRA :
~ (Ah‘-\;@)
—I-£
A (ArAR)

(ii) Wir zeigen: —(AA-B)HA->B :

A~ —
(] A] E "L (AA-R)

) Al— - —— —[(Ap4R)———

A 3 (A B)

A-E G eR

™, A A ~} ~ (A A B)

(MRA
®
(y—=>-F

A>3
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Wegen Satz 16.9 1aBt sich eine ﬁwéﬁ~Ableitung N von U
aus [\ durch eine Ableitung T[' wvon U' aus A' ersetzen, wo-
bei in U', A' nur noch A~ an Operatoren vorkommen.

Wegen der Nichtkreativitat konnen Wir-“ﬂ in eine Ableitung

von U' aus A umformen, in der keine -—>-Regeln angewandt
A . . R fa

werden. Also kann man Kké_jals gleichwertig mit Krﬁ auf-

fassen.

Sei nun ﬁ:* das den Junktor —> nicht enthaltende System,
das aus %x; dadurch entsteht, daf man

1. die —=>-E- und-B-Regeln wegliaBt und

2. in den Grundregeln der Gestalt A¥=>X*, die ja noch das
Zeichen -—> enthalten kdnnen, —> gemdR Satz 16.9 suk-
zessive eliminiert.

Dann ist auch ﬁ:; mit ﬁﬁ* gleichwertig:

Satz 16.10 Fiir alle Kii-Aussagen A,,...,A ,A gilt:

+

+ +

A,I,...,An}—ﬁ—ﬂ—ﬂ gedew. AT o.M \R“A ,
A A

+

n ?

nation von —> aus Aq,...,An,A gema Satz 16.9 bedeute.

wobeil Aq+,...,A AT das Ergebnis der sukzessiven Elimi-

Beweis
Die Richtung von rechts nach links ergibt sich daraus,
daB fiir beliebige Aussagen B gilt: B —{—B" .

S
Die Richtung von links nach rechts ergibt sich durch
leichte Induktion iliber der Lange von ﬁ;;-Ableitungen.
Durch Modifikation des Beweises von Satz 16.9 folgt nam-
lich, daB die Regeln p=>q=>-1(pa—q) und
ﬁ(pm—ﬂ)gP%q in K,f* ableitbar sind und so die —>-~
Grundregeln ersetzen konnen.

QED

Das mit ﬁﬁ:a gleichwertige System ﬁg* heiBe klassische
A= -Logik iiber K. I%**, auch C'' genannt, heiBe formale
klassische A1 -Logik.
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Wieder kOnnen wir einen Begriff der C''-Allgemeingliltig-
keit definieren: Eine konkrete C''-Regel Aq,...,AnzéA
fir C''-Aussagen A ,...,A ,A heillt C''-allgemeingiiltig,

wenn fiir jedes K und jede Interpretation k iiber e gilt:
W
A.,]H‘,...‘Ank }-T\—A -

KE*
Satz 16.11 Fur alle C''-Aussagen Aq,...,An,A gilt
Aq,...,AnFETTA genau dann, wenn die Regel A,,...,A =>A
C''-allgemeingiltig ist. QED

Analog zu Satz 16.9 188t sich auch A durch —> definie-
ren, d.h. DPAqde>—(P->1q) in ﬁhﬂaj ableiten.
Dementsprechend kann man Systeme ﬁ:; der klassischen
->+-Logik iiber K und i:; der formalen klassischen —»—-Logik
definieren.

Zum AbschluB dieses §en wollen wir noch zeigen, daB sich
Lemma 16.2 prinzipiell nicht fiir beliebige Kalkiile ﬁgl,

die auch mehrzeilige Systeme von Operator-Einfiihrungs-
regeln enthalten, beweisen 18R%.

Satz 16.12 Falls fiir jedes Operatorensystem L mit fiir

{2 methodisch zuldssigen Grundregelsystemen gilt:

(i) Die Folge der Grundregelsysteme ist nichtkreativ,

(ii) Fiir jedes R 148t sich jede iérAbleitung eines Operats
S8(A y--+,A ) in eine ﬁi7ﬁbleitung von S(Aq,...,An) umformen,

die im letzten Schritt eine S-E-Regel verwendet,
dann gilt:

Jedes ﬁ ist formal entscheidbar.

Beweis Sei A beliebige K-Aussage. Es gilt:
(3) ~AvaAFE— ~A
' Kv-r
(#) AV b A
(5) ~hbE—A
v
Wie sich leicht mithilfe von RA, RA ableiten 1dB8t. Wir

betrachten folgende sich daraus ergebende ﬁvj—Ableitung
von Av—A:
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(“‘)[""’AV“I.P;]
~ Ava A
) ——— oo ]
~ A ~ Avnh
(5) ——— (3)
A ~ A
@) RA
Av~ A

Wegen (ii) kann man hieraus wie im Beweis von Iemma
15.3 folgern, daB |=——A oder [TNA .
Daraus mit (i): b=~A ' oder l—~A. (Denn A war als atomar
gewdhlt. ) ¢ K

QED
Wirde nun Lemma 16.2 fiir beliebige ﬁn_gelten, dann
konnte man (i) und (ii) (letzteres analog zu Satz
14.4) beweisen. Also wire jeder Grundkalkiil K formal
entscheidbar. Dies ist jedoch nicht der Fall. Z.B. gilt
in unserem Kalkiil ﬁ, der nur die Grundregeln

a =2>bj;a=>~rb = ~a
~a =bjva=> ~b =>a

hat, offenbar fiir eine i—Aussage A weder FETA noch
ITTNA' L ist also nicht formal entscheidbar.
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§ 17. Klassische Iogik als Logik iiber formal entscheid-
baren Grundkalkiilen

Wir hatten versucht, die klassische Logik als solche

Logik zu interpretieren, die gegeniiber der Minimallogik
hinsichtlich Begriindungs- und Widerlegungsbegriff sym-
metrisch ist, in der also RA und RA den Widerlegungs-
begriff charakterisieren. Auf diese Weise konnten wir
formale Logikkalkiile C', C'' definieren, die iiblichen
klassischen Logikkalkiilen ohne Vv entsprechen. Wir konn-
ten jedoch nur operatorenlogische Erweiterungen von Grund-
kalkiilen um explizit definierbare Operatoren zulassen,
insbesondere gab es bei uns keine v-Regeln. Man kdnnte

sich damit zufrieden geben, indem man etwa sagt: Die
klassische Logik ist eben nur die Logik explizit defi-
nierbarer Operatoren; in der klassischen Logik gibt es
kein 'echtes' v ; wenn man in der klassischen Logik von
A v B spricht, dann meint man immer —(qA~—B).

Nun wollen wir jedoch versuchen, auch Operatoren mit
mehreren E-Regeln und damit insbesondere Vv innerhalb
einer klassischen Logik zuzulassen. Es wird sich dann

zwar nachher zeigen, daB Av B durch 9 (A A+B) definier-
bar ist; dies ist aber dann ein beweisbéres Resultat

im Gegensatz zum obigen Verstindnis des klassischen v ,
das Av B von vornherein als 1A v 1B) versteht. Da dies
im Rahmen von § 16 nicht moglich warq), und wir weiter-
hin auf die durch RA und RA beschriebene Symmetrie von Be-
weis- und Widerlegungsbegriff nicht verzichten wollen,
werden wir elne Verscharfung von RA und entsprechende
Grundkalkiile K suchen derart, daB dann fir beliebige opera-
torenlogisch erweiterte Kalkile K;L das Kriterium der
Nichtkreativitatgilt. Als solche Verscharfung schlagen

wir die formale Entscheidbarkeit vor.

55 5 3 ¥ 35

1) Vgl. dazu jedoch den Anhang.
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Wir wollen also jetzt nur solehe Grundkalkiile R
betrachten, die formal entscheidbar sind, die wir dann
auch ﬁ nennen. Dazu reicht es auch schon aus, Grundkalkiile
K aus § 14 zu behandeln, da in solchen Grundkalkiilen -
falls sie formal entscheidbar sind - die symmetrische
"reductio ad absurdum" gilt:

Satz 17.1 Sei K ein Kalkiil im Sinne von § 14, der zu-
Eem formal entscheidbar ist. Dann gilt fiir beliebige
K-Aussagen A, B: ~A=>B; ~A=>AB ]—ﬁ—a.

Beweis Wenn h?ﬂk, dann ist die Behauptung trivialerweise
erfiillt; wenn IT~A, dann ergibt sich die Behauptung

daraus, daf in K das "ex contradictione quodlibet" gilt.
QED

Der Unterschied von % zu bisher betrachteten Grundkalkiilen
K, ﬁ, R liegt darin, daB dort die Giiltigkeit von "ex contra-
dictione quodlibet" und "reductio ad absurdum" durch
Regeln beschrieben werden konnte, die in den entsprechen-
den Grundkalkﬁlen ableitbar sein sollten. Wegen Lemma

15.2 ist die formale Entscheidbarkeit jedoch keine Ei-
genschaft eines Kalkiils, die man ausdriicken kdnnte durch
die Ableitbarkeit eines Regelsystems in diesem Kalkiil.
Insbesondere 188t sich die formale Entscheidbarkeit

nicht erzwingen, indem man einfach ein gewisses Regel-
system zu den Grundregeln eines Kalkiils % hinzunimmt,

im Unterschied zu "ex contradictione quodlibet" und
"reductio ad absurdum", deren Gliltigkeit man durch Hin-
zunahme von

a, ~a =>b
a=>b;a=>~b >~ a
~a =b; ~ra=>~b=>a
zu den Grundregeln eines Kalkiils garantieren kann.
Einen vorgegebenen Kalkiil in geeigneter Weise so zu er-

weitern, daB er formal entscheidbar wird, ist kein tri-
viales Unterfangen, In vielen Fdllen ist dies auch un-



- 224 -

moglich, wie sich mithilfe des GSdelschen Unvollstan-
digkeitssatzes zeigen 1aBt. Dies hat seine Vor- und
Nachteile: Vorteile beim Beweis der Nichtkreativitat,
Nachteile beim Nachweis der Allgemeingiiltigkeit formal
ableitbarer Aussagen und Regeln.

Zundchst kénnen wir bei der operatorenlogischen Erwei-
terung von % zu ﬁﬂ_ - bei der jetzt matiirlich im Ge-
gensatz zu § 16 wieder beliebige Operatoren zugelassen
sind, also z.B. auch v - darauf verzichten, auBer RA

und ECQ neue nichtatomare Grundregeln hinzuzufiigen,

die der Jjetzt zusdtzlich geforderten formalen Entscheid-
barkeit entsprechen. Denn nach Lemma 15.4 und der Ope-
ratorenvollstandigkeit von Av—>— 1ist EJL dann for-

mal entscheldbar, wenn K formal entscheidbar ist. Fermer
ist RA 1n.KqL ableitbar, wenn ¥ formal entscheidbar

ist (vgl. Satz 17.1). Fir §4Lkonnen wir also denjenigen
Kalkiil wdhlen, der an nichtatomaren Grundregén neben
den Operator-Grundregelsystemen nur RA und ECQ hat.

ﬁn, ist also mit einem in § 14 betrachteten Kalkiil K
identisch, nur daB8 der Grundkalkiil K die zusatzliche
Eigenschaft der formalen Entscheidbarkeit hat. Dies be-
deutet insbesondere, dal wir den ganzen Nachweis der
Nichtkreativitdt aus § 14 iibernehmen kdnnen, da die K
nur spezielle intuitionistische Kalkiile sind. Ebenso gel-
ten die S&tze zur Operatorenvollstiéndigkeit aus § 14.
Wir haben also:

))

Satz 17.2 Sei R konkrete K -Regel, in der Si nicht vor-

kommt. Falls }—ﬁETHR’ dann Fﬁf;:R‘
* % QED

Satz 17.3 BSei R konkrete atomare ﬁn:Regel. Falls _}ﬁ—~R,

dann |5—R.
K QED
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Die Blldung des Kalkuls Kﬁwﬁ sei so verstanden wie in

§ 14 K:;a enthdlt keinen formalen Widerlegungsbegriff,

statt RA und ECQ sind RA— und ECQ— Grundregeln,

ferner nehmen alle Grundregeln R von K in Khv) die Ge-
stalt (R),* =(R),* an. In R*%_
hung und Loschung von Aussagen erlaubt, nicht von kon-

ist nur die Heranzie-

kreten Regeln hoherer Stufe.

Kii; heiBe der Kalkiil der klassischen av>--Logik iiber K.

>

Satz 17.4
—_——iee— = N
(1) Seien Ry9+-.,R konkrete K,-Regeln, U K,-R-Aussage.

Dann gilt:
Rq'ota,Rn}’s’—U g-dUW¢ R’!*’.’.’Rn* }—R*TU* -
K__n_ AN
A

(ii) Seien AjseeeyA A KU -Aussagen. Dann gilt:

1’.--,AnE_—A g.d-WC Aq,l.o’An¥,\_ﬁ—‘A -

;\v—p m.'-)—u‘}_

QED

o
Nun lassen sich v und - innerhalb von ﬁNW9*1 defi-

nieren:

Satz 17.5 Fir jedes % ist in %Avﬂﬂ ableitbar:
(1) P—>q <> ~(pa=—q)

(ii) Pv 3 & (=pamaq) .

Beweis (i) Nach Satz 17.1 ist in ﬁhw%_1 RL ableitbar,

also ist (i) mit Satz 16.9 bewiesen.
A
(ii) Seien A, B K, . -Aussagen:

n _._E. " '
WAl —

([ MT ._\_B:’.%

RA [ R}—
2 ®
(1) ->-E >-£ AvR
(Wv-3 AP A>3 AV
A >R

Darsus mit (i) die Behauptung.
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"&": Zundchst erhdlt man mit den v-Grundregeln und RA:
1) ~Av B ~A
(2) ~Av Bl ~B.

Damit ergibt sich die Ableitung:

o[~ AR ———— Wl Av )

~ANE ~ AV
(1 2)———
n-E —m
A e 5 — (A AAD)
A-E _ —'\(*'IA!\-\%)
A A A} —1-%
(4)_'R_R ~ VAAAD
AV
QED

Mit diesem Satz 13Bt sich analog zu Satz 16.10 zeligen,
da8 der Kalkiil Ri?, der klassischen Av->— -Iogik iiber R
gleichwertig istAmit dem Kalkgl KX* der klassischen

AT -Logik lber K. Dabei sei K** als deg oben S. 219
definierte Kalkiil verstanden, indem man K als Grundkalkiil
im S%gne von § 16 auffaBt, was wegen Satz 17.1 berechtigt
ist.

=

1) KX* ist ein Kalkiil mit RA- als Grundregel. Wirde man
%t* aus %;ﬁa hervorgehen lassen wie in § 16 K** aus
ﬁ;;, indem man die V- und->-Grundregeln weglieBe

und ferner in jeder Grundregel der Gestalt A* = X*

das Zeichen —> mithilfe von Satz 17.5 (i) ersetzen wiirde
durch A und =1 , denn hitte R** nur ECQ— statt RA—
als Grundregel. RA— lieBe sich dabei such nicht sus
einer formalen Entscheidbarkeit von ﬁx* herleiten,

dann letztere ergibt sich erst aus Satz 17.6, zu dessen
Beweis man schon RE— bendtigt.
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Satz 17.6 Sei K** der Kalkiil der klassischen A -Logik

)
iber K. Sei ' die wegen Satz 17.5 und den Ersetzungstheoremen
existierende Funktion, die allen ﬁhwaﬂ—ﬂussagen B eine

2
K, -Aussage B" zuordnet, so daB gilt: B —+—B" .

AN STy

Dann gilt fiir alle KM__> Aussagen Aq,...,An,A:

+ + +
Agyeneshy ¥E;£;A gedewe A T ..o, A0 Pﬁ:;“ﬂ .
A M

Insbesondere 1st K** formal entscheidbar in dem Sinne,
daB fir alle K**-Aussagen A gilt:

F?;*—‘A oder }—u-—wA .
R¥e Qe
Beweis Ahnlich wie Beweis von Satz 16.10.

QED

Mit C bezeichnen wir den Kalkiil C' aus § 16, erweitert um
die v-Grundregeln. C heiBle Kalkiil der formalen klassi-

schen w->-Logik. C ist nach Satz 17.5 gleichstark wie
die in § 16 angegebenen Kalkiile C' und C''. Denn da der
Beweis von Satz 17.5 nur RA Dbenutzt, nicht jedoch expli-
zit die formale Entscheidbarkeit, und da C RA als Grund-
regel hat, 14Bt sich Satz 17.5 auch fiir C beweisen.

Wir definieren nun den Begriff der C-Allgemeingililtigkeit:
Eine konkrete C-Regel A ,...,A =A fir C—Aussagen
Aqye-eysd ,A heillt C—allgemelngultlg, wenn fir Jjedes K
und jede Interpretation &  iiber K gilt:

K
A,{‘;...,An”' ﬁrA .

K!\\‘—‘)
Wir wollen zeigen:

Satz 17.7 Fir C-Aussagen Agyeaeyh 4A gilt
Ajyeee A fsA genau dann, wenn die Regel A, ,...,A =>A
C-allgemeingiiltig ist.

Dazu genligt es zu zeigen:

Satz 17.8 fiir C''-Aussagen Aggeeeyh ,A gilt
Aq,...,Ank671A genau dann, wenn die Regel Aq,...,An==>A
C-allgemeingiiltig ist.
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Beweis von Satz 17.7 aus Satz 17.8 Sei + die in Satz

17.6 genannte Funktion +, die fhwaﬁ—Aussagen ﬁNj~Aussagen
- A
zuordnet, so daB fir alle Rhwaj—Aussagen B gilt:
B———B" . Dann gilt mit Satz 17.4 (ii):
WAy

(3) B-—%:-B+ . (Man beachte, daR ﬁhweﬁ—ﬂussagen und

R:ﬁa—Aussgggn dieselben Aussagen sind.) Weiterhin gilt

nach der Bemerkung von S. 227 (Mitte), wonach sich
Satz 17.5 auch filir C beweisen 1dBt, filir C-Aussagen
Aq,...,An,A entsprechend Satz 17.6:

(4) Agseensh bgh gedow. A T, oA Yiem AT

AuBerdem gilt fiir beliebige C-Aussagen A und Inter-
pretationen  {ber R:

(5) Ak—+—;:_~A+!'(- ,

da K sich nur suf die atomaren Aussagen bezieht.
Daher gilt fir C-Aussagen Agyeceyh HA

Ayseeevhy ok
g.d.w. A1+,...,An+FETTA+ (wegen (4))
g.d.w. A, e ya T AT G-allgemeingiiltig ist

(nach Satz 17.8)
g.d.w. fir jedes K und Jjede Interpretation K :
+K

p ,...,An+k }1;::*—A+K (Definition vo@
KXeo C-Allgemeingliltigkeit)

A

6\\ .
g.d.w. fir jedes K und jede Interpretation K

A1K+,...,An%+ FEF::*-AK+ (wegen (5))

AND
A
g.d.w. fliir jedes K und jede Interpretation X

AN Rl (mit (3))
g.d.w. Aq""$An = A C-allgemeingiiltig ist.
QED

Beim nun folgenden Beweis von Satz 17.8 miissen wir
beachten, daB die Behsuptung des Satzes nicht mit der
von Satz 16.11 zusammenfdllt. Der Begriff der C''<All-
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gemeingiiltigkeit aus § 16 ist von der C-Allgemeingiil-
tigkeit streng zu unterscheiden, selbst wenn letztere
auf C''-Aussagen bezogen wird. In der Definition der
C''-Allgemeingliltigkeit bezogen wir uns auf alle Grund-
kalkiile ﬁ in der Deflnltlon der C-Allgemeingiiltigkeit
auf alle Grundkalkiile K, d.h. auf die Grundkalkiile ﬁ,
die zudem formal entscheidbar sind. Es ist zwar trivial,
daB alle C''-allgemeingililtigen Regeln auch C-allgemein-
gliltig sind, da die formale Entscheidbarkeit eine zusdtz-
lich von Grundkalklilen verlangte Eigenschaft ist. Des-
halb folgt die Richtung von links nach rechts von Satz
17.8 sofort aus Satz 16.M . Dagegen ist umgekehrt nicht
unmittelbar einsichtig, daB alle C-allgemeingiiltigen Re-
geln Aq,..., =>A auch C"~allgeme1ngult1g sind, da
die Klasse der Grundkalkiile K eine echte Teilklasse der
Klasse der Grundkalkiile K ist. Erst wenn wir Satz 17. 8
bewiesen heben, werden wir mit Satz 16.11 nachtrédglich

schlieBen konnen, daB C- und C''-Allgemeingliltigkeit zu-
sammenfallen.

Der folgende Beweis der Richtung von rechts nach links
von Satz 178 ist relativ aufwendig. Wir werden ihn mit
Hilfe eines Tableauverfahrens beweisen, das eine enge
Verwandtschaft zu Vollstiandigkeitssdtzen flir die klassi-
sche Junktorenlogik, zaw.B. bei SMULLYAN 1968,hat. Das
Problem des Beweises liegt darin: Bei allen entsprechen-
den Sdtzen bisher (Satz 9.1, 13.7, 14.10, 16.8, 16.11)
war der formale Logikkalkiil selbst ein Kalkiil, dessen
Grundkalkiil L bzw. I bzw. L bzw. L zu den Kalkiilen
gehorte, auf die sich der Begriff der Allgemeingiiltig-
keit bezog. So war z.B. der Kalkiil I der formalen intui-
tlonlstlschen Logik selbst ein Kalkiil Lhwﬁ iber einem
Grundkalkil L, in dem "reductio ad absurdum" und "ex
contradictione quodlibet" galten. C ist jedoch nicht
formal entscheidbar, also kein Kalkiil der klassischen
av>-Togik liber formal entscheidbarem Grundkalkiil. Man kann
demnach den verlangten Beweis nicht (wie z.B. den Beweis
von Satz 9.1) einfach fiihren, indem man auf C-Ableitun-
gen die identische Interpretation anwendet.
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Lemma 17.9 Fir beliebige ﬁ:*—Aussagen A, B gilt in Rx*:
(i) =~—AF—A
(ii) Wemn F—=(AAB) , dann}t—A oder B .

Beweis (l)uﬁfﬁﬂ A A
1A

5T “1“1/-\
() RA
A
(ii) Wenn IW‘ —(A A B)
M
dann |—Q—£‘— (4= A B) mit (i)
dann Fﬁg:—-ﬁAw/ﬂB mit Satz 17.6
AN
dann Fﬁfﬁ——ﬂﬂv'ﬂB mit Satz 17.4 (ii)
AN-2— '
dann  |fopr——TA oder |x— —B mit Satz 14.4
K;\\r-a—\ Rh\f"}—l (
dann | ——A oder |z—— B mit Satz 17.4 (ii)
Rx* K= und Satz 17.6.

QED

Wir geben nun Regeln an zur Konstruktion von Tableaus
T zu ﬁ:*—Aussagen oder auch zu C''-Aussagen. Fiur

die exakte Definition eines Tableaus verweisen wir

auf SMULLYAN 1968 S. 24. Anschaulich gesprochen, ist
ein Tableau filir eine Aussage A ein sich nach unten ver-
zweigender Baum, an dessen Spitze A steht und an dessen

Knotenpunkten weitere Aussagen stehen. Man entwickelt

ein Tableau flir A, indem man A hinschreibt und nach
folgenden Entwicklungsregeln einen Baum konstruiert:

AAB *::> A,-:\B

I)

11)

(& 7 B) = (& xB)
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IIT) . :
~(A A B) - ~(A 1 B)
& c
—B
v)

A i£;> -4

C

B>y

Diese Regeln sind so zu lesen:

I) Hat men einen mit C endenden Zweig konstruiert, in

dem an einer Stelle A » B vorkommt, dann darf man ihn ver-
zweigen in einen Zweig, in dem A auf C folgt, und in einen
Zweig, in dem B auf C folgt. Wir sagen auch, daB A umi B
durch Anwendung eines Entwicklungssehrittes auf A A B zu-
standekommen.

IT) Hat man einen mit C endenden Zweig konstruiert, in
dem an einer Stelle —(A s~ B) vorkommt, so darf man ihn
um A verldngern. Wir sagen auch, daB —A durch Anwendung
eines Entwicklungsschrittes auf —(A A B) zustandekommt.
ITTI), IV) analog.

Flir atomsre Aussagen werden keine Entwicklungsschritte
definiert.

Ein Tablesu 3 fiir A besteht entweder aus A selber cder ist
das Resultat der sukzessiven Anwendung beliebig vieler
Entwicklungsschritte, susgehend von A.

Daf eine Aussage A in einem Tableau(itgggg bzw. unter B
steht, bedeutet, daB es einen Zweig in 'T’gibt, in dem

A und B (nicht notwendigerweise unmittelbar) iiber- bzw.
untereinander stehen.

Ein Zweig eines Tableaus £ heiBRt geschlossen, wenn er

A und — A enthilt fiir atomares A.
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Ein Zweig heiBRt vollstdndig,

1. wenn er geschlossen ist, oder

2. wenn er zu jedem seiner Aussagenvorkommen A A B auch

ein darunterstehendes Aussagenvorkommen A oder B enthilt,
zu jedem seiner Aussagenvorkommen =—(A A B) auch darunter-
stehende Aussagenvorkommen —A und B und zu jedem seiner
Aussagenvorkommen —— A auch ein darunterstehendes Vorkom-
men A enthdlt.

Ein vollstandiger, aber nichtgeschlossener Zweig heiBt
offen.

Ein Tableau heiBRt geschlossen bzw. Vollstdndig, wenn

alle seine Zweige geschlossen bzw. vollstindig sind. Ein
Tableau heiBt offen, wenn es vollstdndig ist, Jjedoch einen
offenen Zweig besitzt.

Offensichtlich kann man in endlich vielen Schritten zu
einer Aussage A ein vollstdndiges Tableau konstruieren.

Beispiel fiir ein vollstindiges geschlossenes Tableau fiir
—(—~(AAB)A (AAB)) bei atomaren A, B:

!
R T) od B2 A —> 171 (ApR)

]
R%E)MQ- .7 —> AnR

VRN
Regt TV onf 2.3 —> A )
‘ |
Rept Whank ¥4 —= TWUAE) (A & Rogg. WY o=f T.A

J
Raps. 1) of T.5 — A -1l35 e— R W) ol T 5

Lemma 17.10 Sei T ein vollstdndiges Tableau fiir eine
ﬁ;‘—Aussage A mit }%;*—A. Dann enthalt jeder Zweig von

5" mindestens eine ﬁ;*—ableitbare Aussage der Gestalt
B oder ~B, wobei B atomar.
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Beweis Sei i vollstandiger Zweig von S . Falls 3' ge-
schlossen ist, enth&lt er Aussagen B und B fiir eine atoma-
re Aussage B.Nach Satz 17.6 gilt nun: }—«-*B oder F-—ﬂB.
Damit ist in diesem Fall die Behauptung bewiesen.

Sei § offen. Wir nennen ein Stiick ¢ von § auch Anfang
von § , wenn {' mit einer Aussage C von { auch alle in

¢ unter C stehenden Aussagen enthilt.

Wir zeigen durch Induktion iiber der Isnge von Anfingen

3" von 3
(*) Falls A an der Spitze von S' steht und es gllt}~———A

dann enthilt 3' eine K**—ableltbare Aussage der Gestalt
B oder —1 B fiir atomares B.

Daraus folgt fiir ¢ =3' die Behauptung des Satzes.
Beweis von (*):
Besteht ' nur aus A, denn ist (*) erfiillt, ds A dann we-
gen der Offenheit wvon 3 von der Gestalt B oder — B sein
muB fir atomares B.
$' habe ILdnge >1. An der Spitze von $! stehe eine Aussage
CqyACpe Dann steht unter C;, AC, ein C; (i=1,2), wobei
mit }—C, ~C, auch F—C; gilt. Da C, an der Spitze eines
Anfanges §" von ¢ von kleinerer Linge als (' steht, er-
gibt die Induktlonsvoraussetzung die Behauptung.
Falls an der Spitze von ? j(cﬂ”‘CE) steht, steht an der
Spitze eines Anfanges $" von 3'--10,t und an der Spitze eines
anderen Anfanges S' von § —C,, wobei 3" %" von klei-
nerer Lange als 3" sind. Ds nach Lemma 17.9 mit}ﬂﬁ(ch 02)
auch}--ﬁC,1 oder }*‘102 gilt, ergibt sich die Behauptung
durch Anwendung der Induktionsvoraussetzung auf S“ bzw.gnl ’
je nachdem ob ~—C, oder ~—C, gilt.
Analog der Fall, wo an der Spitze von ' 44C steht.

QED
Eine Art Umkehrung von Lemma 17.10 stellt Lemma 17.11 dar,

das wir allerdings fiir C'' formulieren:

Lemma 17.11 Sei T Tableau fiir eine C''-Aussage A. Die Zwei-
ge von 7 seien von links nach rechts durchnummeriert, ihre

Anzahl sei — . Fur jedes i (1< 1 27) sei Bi eine beliebige

Aussage des i-ten Zweiges von 7° . Dann gilt: _Bq,...,BT A .

C
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Beweis Sei 7T Tableau fiir A. Die Tableaus

B bzw. B und D

heifen unmittelbare Teiltableaus von 3, wenn J~

die Gestalt A bzw. A
l 7N
B B D

L} L LI
-

hat. Als Teiltableaus von 3 definieren wir 7T selber

und die Teiltableaus von unmittelbaren Teiltableaus von
3.

Wir beweisen die Behauptung des Lemmas, indem wir induk-
tiv fiir alle Teiltableaus J' von 73 =zeigen:

(*) ©Sei T+ die Zahl der Zweige eines Teiltableaus T'von 3
mit B als oberster Aussage. B; sei eine beliebige Aus-

sage des i-ten Zweiges von T' (1<41i <7'). Dann gilt
Bq,...,BT, ok B', wobei B' mit B identisch oder B' in

T {iber B steht.

Aus (*) ergibt sich sofort die Behauptung, wenn man fir
' 5 selbst einsetazt.

Nachweis von (*): 7' bestehe nur aus der Aussage B,
hat also nur einen einzigen Zweig, der nur aus B besteht.
Dann ist nur B}ETTB zu zeigen. (trivial)

Ebenso trivial ist der Fall, in dem B zu Bpye-es By
gehort.

"' habe nun die Gestalt: B

/N
L F

t

wobel B nicht zu Bq,...,Br,gehﬁrt. Dann kommen D und E
durch Anwendung eines Entwicklungsschrittes auf eine
Aussage D A E zustande, die mit B identisch ist oder iiber
B steht. Gehoren D und E zu Bq,...,Brl, dann gilt wegen
D,EFD nE auch B,,...,B. D AE.
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Gehort D nicht zu Bq,...,Br., und ist T die Anzahl der
Zweige des Teiltableaus D

so ist B, (1£1i<7") eine Aussage des i-ten Zweiges die-
ses Teiltableaus. Nehmen wir an, wir hdtten (*) fiir un-
mittelbare Teiltableaus von ' schon bewiesen, so ergibt
sich: Bjye..yBgu=D' , wobei D' mit D identisch ist oder
D' in 7 iiber D steht. Argumentiert man analog fir das
Teiltableau F

so erhdlt men auch B,,, y.s.4Bg F—E' , wobei E' mit
E identisch ist oder E' in 7 iiber E steht. Falls
D'=D und E'=E, ergibt sich Bq,...,BT.}—DAE .
wobei DA E mit B identisch ist oder in 7T iiber B steht.
Falls D' in 7%7iiber D oder E' in 7T {iiber E steht,
erhdlt men B,,...,B;, D' bzw. B,,...,B; —E', wobei
D' bzw. E' mit B identisch ist oder in 7T iiber B steht.

Ganz entsprechend argumentiert man, wenn T' die Gestalt
? hat.
D

-

QED

Lemma 17.12 Sei ¥ ein geschlossenes Tableau fiir eine
C''-Aussage A. Dann gilt: A.

okl
Beweis Sei T die(von links nach rechts gezdhlte) An-
zahl der Zweige von J . Im i-ten Zweig (14i<7)
kommt wegen der Geschlossenheit von T” sowohl Bi als
auch —1B; vor fir eine atomare Aussage B;-

Nach Lemma 17.11 gilt:

BysBpyeesyBe }—CT.A und
ﬁB/I'BB’...’B-C C'lA -

Daraus erhdlt man:
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(&) Byyeres B A
(Denn aus Bﬂ,Bg,...,BTF~A und Bq,B2,...,Bt;1Ak~1A
folgt mit RA—: ]32,...,Bt,-ﬂtAl—-—“tZB,i und daraus
mit "'lB,l,Bg,...,Br’—A: Be,...,BI,'jf.-}-—A .
Daraus mit Bg,...,BT,~1AFr1A und RA- die
Behauptung (6).)

Auf dieselbe Weise erhdlt man:
(7) -ng,BB,...,BI:F—A )
wenn man von
Bq,~182,B3,...,BE - A und
-7B1,~1BE,B5,...,BC.F-A ausgeht.
Aus (6) und (7) erhdlt man
(8)  Bzye..yB A4 .

Die ganze bisherige Argumentation fiir —ﬂBa statt B3
durchfiihrend, erhdlt man

(9) __‘BB’B-’:I-’...’BE !'—_‘_‘A.
und aus (8), (9)
ByyeeayBo—A .

Iteriert man dies, so erhdlt man schlieBlich: (A,

d.h. die Behauptung.
QED

Lemma 17.1% Sei A eine C-allgemeingiiltige C''-Aussage.
Dann gibt es kein offenes Tableau fir A.

Beweis g sei ein offener Zweig eines Tableaus 3 fiir

A. Byy...,B  seien die in S vorkommenden Aussagen

der Gestalt B oder — B fiir atomares B. (Solche Aussagen
existieren, da { vollsténdig.) Wir bilden nun den Kal-

kil K, der nur DiyeseyD als Aussagen und a,b als Aus-

n
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sagenvariable hat, wobei D,=B, sei, falls B, atomar,
und DiEEB sei, falls BiEFﬁB. R habe als Grundregeln:

a =>bja=~Db =>~a
b, ~b =1

sowie fiir jedes i (1 <€i<n):

~ Dy , falls D; = B.

i und

Damit ist K offensichtlich formal entscheidbar, ferner
ist K konsistent, d.h. es gilt nicht: Fﬁ-Di und
Fﬁ—vai fiir ein i. (Dies folgt sus der Offenheit von § <)

Damit gilt fir kein Bi: B«

x5
Das steht im Widerspruch zu Lemma 17.10 wenn man A statt
als C''-Aussage als ﬁ}*~Aussage und dementsprechend T~
als Tableau iiber ﬁx*-Aussagen auffaflt. Denn es gilt

}7q:ﬂ~A wegen der C-Allgemeingiiltigkeit von A.
¥+
g QED

Satz 17.14 Alle C-allgemeingiiltigen C''-Aussagen
sind C''-ableitbar.

Beweis ©Sei A eine C-allgemeingiiltige C''-Aussage.

Dann gibt es nach Lemma 17.1% kein offenes Tableau

fiir A. D.h. (nach Definition): es gibt kein Tableau

fir A, das vollsténdig ist, aber einen offenen Zweig
besitzt. Also besitzen alle vollstdndigen Tableaus fiir
A keinen offenen Zweig, sind also geschlossen. Also gilt

nach Lemma 17.12: h;rA.

QED
Die Richtung von rechts nach links von Satz 17.8 ergibt

sich dann sofort aus dem folgenden Lemma:

Lemma 17.15 Seien AjyeeeyA yA C''-Aussagen.
(1) Aqyeeesh fomiA g.d.w.l-cm-—\(AqA.../\AnA—xA) .

(ii) Die Regel AgyeeeyA  =>A 1ist C-allgemeingiiltig
genau denn, wenn die Aussage (AjA...AA AA) C-

allgemeingiiltig ist.
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Beweis
(i) Von links nach rechts:

Aqa...A.AnA*mAFETT*“TA mit A-Regeln

A Nese hA.A*ﬂA}*ﬁj— A mit A-Regeln und
1 n C A A A
FERRERT N

Daraus mit RA-—:

l_a j(A,I Ne o a A AnA_—TA)

Von rechts nach links:
Aq,...,AngwAl——Aqn...A A ATA (wk n-E)

Daraus mit der Vorsaussetzung F*-ﬂ(Aqn...fonA—WA)
und FEA-, die Behauptung
Aq’o-o,A \—'A -

(ii) Nach Definition von C-Allgemeingililtigkeit geniigt
es zu zeigen: Fiir jedes K und jede Interpretation X iiber
K gilt:

A,I ,o--, I—_—_‘A 8-d-w- . '_'\(A:JAOQOA A;Aﬁﬂl‘(’)

:\\"“ﬂ’ AN =2
Dazu kann man den Beweis von (i) ubernehmen, denn die
dort benutzte Regel RA- kommt in jedem KJ,W —> Vvor und

RA— 1ist in jedem Khvﬁ ableitbar (vgl. Satz 17.1).
QED

Satz 17.16 FEine konkrete C''-Regel Aﬁ""’An_=%’A ist
C-allgemeingliltig g.d.w. sie C''-allgemeingiiltig ist.

Beweis Satz 16.11 und Satz 17.8 .
QED

Damit haben wir in § 16 und § 17 zwei verschiedene Deu-
tungen desselben a— -~-Formalismus C'' der klassischen
'Junktorenlogik geliefert. In § 16 haben wir C'' charak-
terisiert als Formalismus zur Erfassung der C''-allgemein-
gultigen C''-Regeln A,,...,A =>A, in § 17 els Formelismus
zur Erfassung der C-allgemeingliltigen C''-Regén. Beide
Begriffe der Allgemeingliltigkeit sind nach Satz 17.16

im Hinblick eauf C''-Regeln gleichwertig. Der Begriff der
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C-Allgemeingiiltigkeit 188t sich jedoch im Gegensatz 2zu
dem der C''-Allgemeingiiltigkeit auch auf C-Aussagen be-
ziehen. Dementsprechend haben wir mit Satz 17.7 Jjetzt
eine Deutung der vollen klassischen av>—1-Logik, im Ge-
gensatz zu § 16, wo wir nur die as-und A+ -Logik deu-
ten konnten. Der Begriff der C-Allgemeingiiltigkeit hat
einen weiteren Anwendungsbereich als der der C'- oder
C''-Allgemeingiltigkeit, insofern er auch filir Aussagen
definiert ist, die v enthalten. In der Deutung des
klassischen V unterscheiden sich die Ansdtze von § 16
und § 17; man konnte sie etwa so schlagwortartig zusam-
menfassen:
§ 16: In der klassischen Logik gibt es keine Operatoren
mit mehrzeiligen E-Regeln. Alle Operatoren sind explizit
definierbar. Insbesondere ist Av B von vornherein (d.h.
intensional) mit —(— AA—B) gleichwertig. Dementspre-
chend geniigt es, die klassische Logik als Logik liber
solchen Grundkalkiilen zu charakterisieren, die beszliglich
Begrindung und Widerlegung symmetrisch sind, in denen
also die symmetrische "reductio ad absurdum" gilt.
§ 17: In der klassischen Iogik lassen sich Operatoren
genauso durch Regelsysteme festlegen wie z.B. in der
intuitionistischen Logik. Deshalb ist zundchst (d.h.
intensional) v ein eigenstiéndiger Junktor. A v B
148t sich nur nachtréglich (d.h. extensional) als mit
— (—1AA—B) gleichwertig erweisen. Dementsprechend
mul manq) aber die klassische Logik auch schirfer als
Logik iiber solchen Grundkalkiilen charakterisieren, die
sogar formal entscheidbar sind.

Gegen die in diesem Sen vorgetragene Auffassung der
klassischen Iogik als einer Logik iliber formal entscheid-
barenAGrundkalkﬁlen § kénnte man einwenden: DaB fiir

Jjede ﬁ-Aussage A gilt: th. oder lﬁrawﬂ, kann man auch

formulieren als: Jede Aussage ist wahr oder falsch. Dann
kann man aber auch Junktoren sofort als Wahrheitsfunk-
tionen auffassen, so wie es in der ilblichen Wahrheitsta-
fel-Semantik der Junktorenlogik geschieht.

1) Vgl. allerdings dazu den Anhang.
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Dies ist jedoch fiir uns kein Einwand: DaB Junktoren iiber
einem formal entscheidbaren Bereich von Grundaussagen
auch als Wahrheitsfunktionen deutbar sind, ist unbestrit-
ten. Doch dies ist ein ganz anderer semantischer Ansatz.
Worum es uns in § 16 - § 17 dagegen ging, war ein Ver-
gleich von klassischer und nichtklassischer (d.h. posi-
tiver, Minimal- und intuitionistischer) Logik im Rahmen
desselben Ansatzes. Nur auf solche Weise ist ein echter
Vergleich verschiedener Logiken mdglich, nicht durch das
Nebeneinanderstellen verschiedener semantischer Konzep-
tionen zu verschiedenen Logiken.

Einen gewissen Vorteil hat auBerdem die in § 16 und § 17
vorgetragene Deutung der klassischen Logik gegeniiber der
wahrheitsfunktionalen Interpretation. Der Junktor —> wird
bei uns weiterhin so verstanden, daB A->B soviel besagt
wie: B ist aus der Annahme A ableitbar. In der klassi-
schen Logik ist diese "ErschlieBungsdeutung" von A->B
gleichwertig mit -1(Aa -1 B) (Satz 16.9). Dies ist bei
uns ein beweisbares Resultat. In der Wahrheitstafelin-
terpretation setzt man dagegen von vornherein —> als
bestimmte Wahrheitsfunktion an mit nur recht schwacher
inhaltlicher Motivation. DaB A->B und —(Arn— B)
dieselben Wahrheitstafeln haben, erscheint daher nur
als Konsequenz einer willkiirlichen Festsetzung. Halt
men die "ErschlieBungsdeutung” von —> fiir plausib-
ler als die wahrheitsfunktionale Deutung, so erscheint
unsere Interpretation - zumindest was die Auffassung
der Subjunktion angeht - einen Pluspunkt zu haben.
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§ 18. Absurditiét als Grundbegriff

Aufgrund unseres Ansatzes war es nicht mdglich, Operato-
ren ganz ohne E-Regeln zuzulassen und so etwa einen Junk-
tor A zu charakterisieren, auf den sich dann die Negation
— zuriickfilhren 1dB8t. (Vgl. Einleitung und § 11). Des-
halb hatten wir einen formalen Widerlegungsbegriff ~
eingefihrt und die Negation gedeutet durch die Regeln

1 p<& ~p. ~gehorte dabei nicht zum Vokabular eines Grund-
kalkiils, sondern ging in den Regelbegriff mit ein, indem
wir definierten: Fiir jede Formel X ist ~X eine Regel O.
Stufe.

Entsprechend hatten wir statt ~v auch den Begriff einer
Absurditdt als Grundlage - etwa notiert durch # -ein-
fiihren und dann einen O-stelligen Junktor A deuten kdnnen
durch die Regeln A<>4. In diesem Falle hitte A eine
E-Regel gehabt, nidmlich #=>A. %# hatte man dabei wieder

als Zeichen auffassen miissen, das in die Definition des
Regelbegriffs, nicht jedoch des Aussagenbegriffs, eingeht.

Die Klauseln 1) und 2) der Definition von S. 152 hatten
dann lauten miissen:

1) Jede Formel ist eine Regel O. Stufe.

2) # ist eine Regel O. Stufe.

Wir wollen kurz skizzieren, was sich in diesem Falle erge-
ben wiirde.

Vom Technischen her wiirde alles erheblich einfacher werden.
Im Falle der Minimallogik hatten wir fiir ﬁf keine Addquat-

heitsbedingung angeben miissen. Das Prinzip der "reductio

ad absurdum" miiBten wir Jjetzt - falls wir einen Widerspruch
B, ~B durch # interpretieren und ansonsten ~A durch A=}
deuten - notieren durch

A=DH A4

Dies ist jedoch fiir beliebige Aussagen A ableitbar. Damit
widren die gegeniiber § 7 erheblich komplizierteren Begriffs-
bildungen von § 12 (z.B. die erweiterte Definition von
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"Segment") liberfliissig, der Beweis des Normalisierungs-
satzes lieRe sich fast wdrtlich asus § 7 iibernehmen. Wie
in § 13 lieBe sich zeigen, daB av—=A ein vollstdndiges

System von Junktoren ist.

Ebenso leicht wdren die Normalisierungssitze aus § 14
und § 16 zu beweisen. An die Stelle von ECQ und RA wiir-
den Jjetzt die Regeln treten:

# =7

und

p=># ==k =>p .

Im Gegensatz zu ECQ und RA reicht es bei diesen Regeln
aus, wenn sie in den Grundkalkiilen ableitbar sind; sie
brauchen nicht eigens als nichtstomare Grundregeln formu-
liert werden. Denn entsprechend Lemma 14.1 und Lemma 16.2
kann men sich auf Anwendungen solcher Regeln mit atomarer
Konklusion beschrdnken. Nur daB jetzt - im Gegensatz zu
ECQ und RA - gar keine nichtatomaren Primissen mehr vorkom-
men kdnnen. Die Ableitbarkeit dieser Regeln im Grundkalkiil
ubertridgt sich also auf den_operatoreniogisch erweiterten
Kalkiil. Dementsprechend widren in § 14 und § 16 gar keine
neuen Normalisierungsbeweise mehr zu fithren, da keine
neuen nichtatomaren Grundregeln hinzuk&men.

Auch § 17 wiirde nicht komplizierter. Den Begriff der forma-
len Entscheidbarkeit miiBte man fassen als |-A oder A|—i .
Weiterhin wdre zu beachten, daf man nicht mit A~ und A
sondern nur mit - und A als Standardjunktoren eine voll-
stédndige klassische Logik erhilt.

‘DaB wir trotzdem den wesentlich komplizierter zu handhaben-
den Widerlegungsbegriff ~ statt :# als Grundbegriff gewdhlt
haben, hat seinen Grund darin, daB es uns fiir ﬁ: an in-
tuitiver Plausibilitédt fehlt. Wenn wir sagen "A ist wider-
legt", so erscheint es als sehr gekiinstelt, dies zu iiber-
setzen als "Aus A kann man die Absurditit ableiten". Umge-
kehrt erscheint uns vielmehr die Absurditit als ein ab-
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geleiteter Begriff, insofern man "A ist absurd" deuten
kann als "aus A ergibt sich ein Widerspruch, d.h. 148t
sich eine Aussage sowohl begriinden als auch widerlegen".
Auch wenn man die Widerlegung einer Aussage A als Schei-
tern von Begrﬁndungsversuchen fiir A auffaBt, ist es nicht
sehr plausibel, dieses Scheitern mit dem Zeichen ¥ zu
symbolisieren und von der Ableitbarkeit des "Scheiterns"
aus A zu reden. Denn damit wiirde man den Begriff des Schei-
terns verselbstidndigen; Regeln wie # == p wirden Jjetzt
aufgrund der formalen Fassung des Widerlegungsbegriffes
ableitbar, ohne daB klar widre, was das "Scheitern"
bedeutet, wenn keine Aussage genannt wird, auf die es be-
zogen ist.

Nichtsdestoweniger benutzen die meisten Intuitionisten
die Absurditédt als Grundbegriff, was jedoch nicht verwun-
dert: Denn da fiir 4 keine RA entsprechende Bedingung
vonndéten ist, kann man (wie oben S. 153) fragen, was
gerade ¥ auszeichnet vor irgendwelchen anderen Zeichen,
die man in die Definition des Regelbegriffs aufnehmen
konnte. Und wenn man dann die Angabe von Regeln als Ad-
dquatheitsbedingungen fiir 3 verlangt, wird man leicht
auf die Regel #=>p als einzig sinnvolle Adsquatheits-
bedingung gefiihrt, da die klassische Absurdititsregel in
der Formulierung

P =i =D
(im Gegensatz zur klassischen Widerlegungsregel ﬁIs die man
als symmetrisches Gegenstiick zu RA auffassen kann1 )
nicht sehr plausibel ist. Man hitte so von vornherein die

intuitionistische Logik als einzig verniinftiges System
der Logik gerechtfertigt.

Da aber Zweifel an der Voraussetzung berechtigt sind, daB
der Widerlegungsbegriff sich adaquat auf den Absurditdts-
begriff zuriickfiihren 1a8t, ist es sinnvoller, den Wider-
legungsbegriff als Grundbegriff zu wihlen und damit auch

1) Jedenfalls, wenn man Begrindungs- und Widerlegungsbegriff
flir unabhdngig hdlt.
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andere logische Systeme als das intuitionistische in die
Uberlegungen miteinzubeziehen. Nur so wird ein angemesse-
ner Vergleich der verschiedenen logischen Systeme mog-

lich.
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Anhang. Konsequenzen eines modglichen Resultats von N. TENNANT

PRAWITZ (1965) bezieht sich in seinem Normalisierungssatz
fiir die klassische Quantorenlogik 1. Stufe auf ein einge-
schranktes System der klassischen Logik, das weder v
noch J als Grundzeichen hat und damit auch keine v-
und J-Grundregeln. Dies auf die Logik n~-stelliger Aussagen-
operatoren iibertragend, haben wir in § 16 den Normalisie-
rungssatz fiir Xalkiile KA. bewiesen, wobei die Junktoren
aus ' explizit definierbar sein, also jeweils nur eine
einzige E-Regel enthalten sollten. Um einen Normalisie-
rungssatz flir die klassische Logik mit beliebigen Opera-
toren zur Verfligung zu haben, setzten wir in § 17 die

formale Entscheidbarkeit der betrachteten Grundkalkiile
voraus.

TENNANT (1980) hat nun den Versuch gemacht, einen Norma-
lisierungssatz und daraus ein Teilformelprinzip fiir die
volle klassische Quantorenlogik 1. Stufe einschlieBlich der
V- und 3J-Regeln zu beweisen. Dieser Versuch ist nicht
ganz geglickt. TENNANTs Beweis enth#lt eine Unkorrektheit,
die bis Jjetzt nicht behoben ist. Da aber nicht unwahr-
scheinlich ist, daB sich TENNANTs Beweis reparieren 1aRt,
ist es sinnvoll, kurz die Konsequenzen zu erliutern, die
sich daraus fiir die Resultate aus § 16 und § 17 dieser
Arbeit ergiben.

Ein Beweis des Normalisierungssatzes fiir die volle klassi-
sche Quantorenlogik wiirde sich leicht auf Kalkiile RJL mit
beliebigen Systemen L von Operatoren ilbertragen lassen,
wobei ﬁil RA als Grundregel hdtte und nicht formal
entscheidbar sein brauchte. Daraus wiirde sich Subaussagen-
prinzip und damit Nichtkreativitdt ergeben. § 16 wire
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also in diesem Sinne umzuschreiben.q) Entgegen der Be-
merkung von S. 214 (unten) wilirde das Analogon von Satz 14.4
nicht mehr gelten, es wlirde also z.B. nicht aus

}ﬁéfv'B folgen: hf—A oder }E(-B. Dies ergibt sich durch
o n
Kontraposition aus Satz 16.12.

Bezeichnet man eine konkrete C-Regel Aq,...,Ahf%>A fir
C—Aussggen AjyecayA A als 5;allgemeingﬁ}tig, wenn fiir
jedes K und jede Interpretation k iber K gilt:

Aq“{...,An“ };::AR' , S0 erhielte man - stdrker als Satz
16.8: nvs

(*) Fir alle C-Aussagen Apyeeeshp b gilt Ajyeeesh oA
genau dann, wenn die Regel Aq,...,An=§>A C-allge-
meingililtig ist.

Die Untersuchungen des § 17 hatten wir dadurch motiviert,
daB wir in § 16 den Normalisierungssatz nur fiir einge-
schrankte Systeme von Operatoren beweisen konnten. Diese
Motivation wiirde Jetzt wegfallen. Damit wiirden die Unter-
suchungen dieses §en jedoch nicht {iberfliissig. Denn aus
Satz 17.7 und dem neuen Resultat (*) wiirde sich ergeben:
Eine konkrete C-Regel Aq,...,An:ébA ist genau dann C-
allgemeingiiltig, wenn sie C-allgemeingiiltig ist.

Dieses Resultat wdre bemerkenswert. Denn es wiirde zeigen,
daB es bezliglich der Allgemeingililtigkeit von Regeln des
formalen Logikkalkiils C keinen Unterschied macht, ob man
sie Uber formal entscheidbaren Grundkalkiilen oder iiber dem

1) Wirde man statt RA die Regeln DIL: p=>q;~p=>Q 2xq
und ECQ, die zusammen mit RA gleichwertig sind, als Grund-
regeln wahlen, konnte man schon leicht einen Normalisie-
rungssatz flir die volle klassische Logik beweisen. (Vgl.
TENNANT 1978, S. 94-98) Da sich aus diesem Beweis jedoch
ein Teilformelprinzip nur fiir die Junktorenlogik und nicht
auch fiir die Quantorenlogik ergibt und wir bei unseren
Untersuchungen die mdgliche quantorenlogische Verallgemei-
nerung der Resultate im Auge haben, gehen wir darauf nicht
weiter ein.
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(sehr viel groReren) Bereich der Kalkiile, in denen

die symmetrische "reductio ad absurdum" gilt, interpre-
tiert. Es wiirde sich - jedenfalls fiir die Junktorenlogik -
zeigen, daB die sich h#ufig findende Charakterisierung
der klassischen Logik als Logik liber entscheidbaren Be-
reichen (Stichwort: "Wahrheitsdefinitheit") unnotig stark
ist, daB man vielmehr die klassische Logik schwacher deu-
ten kann als Logik, deren Widerlegungsbegriff die symme-
trische "reductio ad absurdum" zugrundeliegt.

Zusatz (Mai 1981): Inzwischen hat mir Prof. PRAWITZ einen
auf Vorschlagen seines Schiilers L. C. PEREIRA basierenden
Beweis des Normalisierungssatzes filir die volle klassische
Quantorenlogik 1. Stufe mitgeteilt. Die Beweisidee ist
einfacher als die von TENNANT und beruht wesentlich darauf,
permutative Reduktionen auf alle mehrgliedrigen Segmente

anzuwenden, die mit Hauptprdmissen von Anwendungen von
B-Regeln enden, nicht nur auf solche, die maximal sind
(vgl. PRAWITZ 1971, S. 253f.). PRAWITZ/MALMNAS hatten
1968 schon als Resultat benutzt, daB man aus normalen
Ableitungen der eingeschridnkten klassischen Logik nor-
male Ableitungen der vollen klassischen Logik gewinnen
kann ("by an obvious transformation", wie sie sagten
[dort S. 222]), gaben jedoch keinen direkten Beweis des
Normalisierungssatzes fiir die volle klassische Logik an.
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