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Die Grundlagen mathematischer Beweise.
Philosophisch-logische Uberlegungen

PETER SCHROEDER-HEISTER

1 Mathematische Logik und Beweistheorie

Traditionell wird die mathematische Logik aufgeteilt in vier Teilgebiete: Mo-
delltheorie, Mengenlehre, Rekursionstheorie und Beweistheorie, so im mafigeb-
lichen Handbook of Mathematical Logic (Barwise, 1977) oder bei den grofien
Konferenzen des Gebiets, etwa dem jéhrlich stattfindenden Furopean Sum-
mer Meeting der Association for Symbolic Logic. Dabei wird die Beweistheorie
héufig mit konstruktiver Mathematik assoziiert: im genannten Handbook lautet
der entsprechende Abschnitt: ,, Proof Theory and Constructive Mathematics*.
Letztere Assoziation hat nicht nur damit zu tun, dass sich die Beweistheorie
primér mit der Formalisierung von Beweisen in der konstruktiven Mathematik
beschéftigt, sondern vor allem damit, dass sie in ihren eigenen mathemati-
schen Methoden oft versucht, konstruktiv vorzugehen. ,, Konstruktiv® bedeutet
hier insbesondere die Einschrankung des Verfahrens indirekter Beweise. So ver-
langt man hiufig, dass Existenzaussagen direkt durch Angabe einer erfiillen-
den Instanz nachgewiesen werden und Disjunktionsbehauptungen A;V Ay durch
Nachweis der Giiltigkeit eines der Disjunkte A;. Das tertium non datur AV —A
als universelles Prinzip wird damit problematisch, da man nicht mehr davon
ausgehen kann, dass fiir jede Behauptung A entweder ein Beweis von A oder
von —A existiert (d.h. konstruktiv: gefunden werden kann). Ein entsprechendes
Problem stellt die universelle Giiltigkeit des duplex negatio affirmat ——A— A
dar. Der Zusammenhang zwischen Beweistheorie und konstruktiven Methoden
hat dazu gefiihrt, dass die Beweistheorie inzwischen ein sehr viel dominanteres
Gebiet der mathematischen Logik geworden ist als sie es zum Zeitpunkt des
Erscheinens des Handbook noch war. Das hat damit zu tun, dass sie inzwi-
schen in breitem Mafle in der Informatik angewendet wird. Die Informatik hat
naturgeméf ein enges Verhéltnis zu konstruktiven Methoden, ist sie doch die
Wissenschaft vom Rechnen und seiner Realisierung auf Rechnern.

2 Warum Beweistheorie in der Mathematik?

In der Mathematik fithrt man Beweise. Wie kommt es nun aber zum Interesse
an einer Theorie der Beweise? Weshalb steigt man hier auf eine Meta-Ebene
und macht Beweise selbst zu Gegenstdnden? Wenn es ausschlieBlich um philo-
sophische Erorterungen ginge, dann wire dies zumindest verstidndlich: Philo-
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sophen interessieren sich fiir alles — warum nicht auch fiir Beweise, zumal Be-
weise vom philosophischen Standpunkt aus kein x-beliebiger Gegenstand sind,
sondern einen signifikanten erkenntnistheoretischen Status haben: Durch ma-
thematische Beweise erkennen und vermitteln wir, dass Behauptungen wahr
sind. Beweise sind nichts anderes als deduktive Argumente fiir Behauptungen.
Eine philosophische Beweistheorie ist ein Zweig der Argumentationstheorie.
Die Beweistheorie hat das Licht der Welt jedoch als mathematische Theorie
erblickt, nicht als deduktionsbezogener Teil einer philosophischen Argumenta-
tions- und Erkenntnistheorie. Um das zu verstehen, muss man auf die Grund-
lagenkrise der Mathematik zu Beginn des 20. Jahrhunderts zuriickgehen und
zu David Hilberts Versuch, diese mit Hilfe der ,Beweistheorie“ (das war der
von ihm vorgeschlagene Terminus) zu iiberwinden.

2.1 Die Grundlagenkrise

Die Grundlagenkrise Anfang des 20. Jahrhunderts wurde durch das Auftreten
von Widerspriichen bei der Verwendung vermeintlich plausibler Begriffsbildun-
gen hervorgerufen. Die bekannteste ist die Russellsche Antinomie der Menge
aller Mengen, die nicht Element von sich selbst sind. Ist diese Menge — sie sei
R genannt — ein Element von sich selbst, dann gehort sie nach Definition der
Menge R nicht zu R. Ist sie jedoch kein Element von sich selbst, dann gehort
sie nach Definition der Menge R zu R. Das heifit, dass gilt:

R € R genau dann, wenn R ¢ R.

Aus dieser Aquivalenz ergibt sich mit sehr elementaren logischen Mitteln so-
wohl R € R als auch R ¢ R, d.h. ein Widerspruch. Ernst Zermelo hatte diese
Antinomie schon vor Bertrand Russell entdeckt, allerdings ebenso wenig wie
Hilbert und die anderen Gottinger Mathematiker die Signifikanz dieses Wider-
spruchs gesehen und sie vielmehr als Randphénomen verstanden (siehe Thiel,
1996). Erst Russell war es, der ihre Sprengkraft erkannte. Gottlob Frege, der in
seinen Grundgesetzen der Arithmetik (1893/1903) eine Begriindung der Mathe-
matik auf logischer Grundlage vorgelegt hatte, sah sofort, dass die Russellsche
Antinomie explosive Kraft hatte und schrieb im Nachwort seiner Grundgesetze
der Arithmetik:

Einem wissenschaftlichen Schriftsteller kann kaum etwas Unerwiinsch-
teres begegnen, als dass ihm nach Vollendung einer Arbeit eine der
Grundlagen seines Baues erschiittert wird.

In diese Lage wurde ich durch einen Brief des Herrn Bertrand Rus-
sell versetzt, als der Druck dieses Bandes sich seinem Ende néherte.
Es handelt sich um mein Grundgesetz (V). [...]

Solatium miseris, socios habuisse malorum. Dieser Trost, wenn es
einer ist, steht auch mir zur Seite; denn Alle, die von Begriffsumféingen,
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Klassen, Mengen [Fufinote: Auch die Systeme der Herrn R. Dede-
kind gehoren hierher.] in ihren Beweisen Gebrauch gemacht haben,
sind in derselben Lage. Es handelt sich hierbei nicht um meine Be-
griindungsweise im Besonderen, sondern um die Moglichkeit einer
logischen Begriindung der Arithmetik iiberhaupt. (Frege, 1893/1903,
Bd. IT (1903), S. 253)

Frege sah auch sofort, dass grundlegende Anderungen am logischen und ma-
thematischen Begriffsapparat notwendig seien, um dem Antinomie-Problem zu
entkommen. Welche Anderungen man hier vornehmen sollte, ist keinesfalls of-
fensichtlich. Hier gehen die Meinungen bis heute auseinander. Daher ist die
Bezeichnung ,, Grundlagenkrise®“ fiir das, was sich im Zusammenhang und im
Gefolge der Antinomien Anfang des 20. Jahrhunderts abspielte, keinesfalls ver-
fehlt. Auch wenn Hilbert nicht der philosophisch-logischen Begriindung der
Mathematik im Sinne Freges (dem , Logizismus“) nahestand. sah er die Not-
wendigkeit eines neuartigen Grundlagenprogramms fiir die Mathematik. Die
fundamentale Grundidee seines Programms war, Beweise als syntaktische Ge-
genstinde zum Gegenstand logischer und mathematischer Uberlegungen zu
machen.

2.2 Beweise als Gegenstinde

Schon bei Frege findet sich ein sehr priiziser Beweisbegriff. In seinem logischen
System gibt Frege erstmals genaue Axiome und Regeln an und hat eine klaren
Vorstellung davon, wie formales Deduzieren vonstatten geht. Um die Ablei-
tungen in seiner Begriffsschrift (Frege, 1879) oder in seinen Grundgesetzen
der Arithmetik (Frege, 1893/1903) vom heutigen Standpunkt aus zu verste-
hen, wird man allenfalls von gewissen Eigenarten der Notation, etwa ihrem
zweidimensionalen Charakter, abstrahieren. Davon abgesehen kann man die
Deduktionen in diesen Texten vom heutigen Standpunkt aus als syntaktisch
hinreichend spezifizierte Beweise in der Logik erster oder hoherer Stufe anse-
hen, die modernen Anspriichen voll geniigen. Anders als heute werden aller-
dings die Axiome, die Frege in seinen Deduktionen annimmt, als einsichtige
Prinzipien verstanden — ganz entsprechend der Euklidischen oder Aristoteli-
schen Auffassung von Axiomen. Insofern beginnen Ableitungen bei Frege bei
den Axiomen als wahren Aussagen und schreiten zu wahren Aussagen fort. Ei-
ne Notwendigkeit, Beweise einschliefSlich ihrer Axiome und Beweisregeln zum
formalen Gegenstand zu machen, bestand fiir Frege nicht.

Die Russellsche Antinomie zeigte jedoch, wie sehr man sich tduschen kann auch
bei vermeintlich einsichtigen Prinzipien. In diesem Zusammenhang diskutiert
dann Frege auch die Wahrheit seiner Axiome und die Grenzen von deren Plau-
sibilitdt. Schon im Vorwort zum ersten Band der Grundgesetze hatte Frege die
Stelle vorhergesehen, an der sich Probleme ergeben kénnten, und an der sie
sich dann zehn Jahre spéter ergeben haben:
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Ich habe Alles zusammengestellt, was die Beurtheilung erleichtern
kann, ob die Schlussketten biindig und die Widerlager fest sind.
Wenn etwa jemand etwas fehlerhaft finden sollte, muss er genau
angeben koénnen, wo der Fehler seiner Meinung nach steckt: in den
Grundgesetzen, in den Definitionen, in den Regeln oder ihrer An-
wendung an einer bestimmten Stelle. Wenn man Alles in Ordnung
findet, so kennt man damit die Grundlagen genau, auf denen jeder
einzelne Lehrsatz beruht. Ein Streit kann hierbei, soviel ich sehe, nur
um mein Grundgesetz der Werthverldufe (V) entbrennen, das von
den Logikern vielleicht noch nicht eigens ausgesprochen ist, obwohl
man danach denkt, z.B. wenn man von Begriffsumfingen redet. Ich
halte es fiir rein logisch. Jedenfalls ist hiermit die Stelle bezeichnet,
wo die Entscheidung fallen muss. (Frege, 1893/1903, Bd. I (1893),
S. VII)

Im Nachwort zum zweiten Band der Grundgesetze (2003) versucht Frege sogar,
das Grundgesetz V in geeigneter Weise einzuschrianken, ein Reparaturversuch,
der erst 30 Jahre spéter von Willard Van Orman Quine als unzulénglich nachge-
wiesen wurde (Quine, 1955). Dies ist in gewisser Weise ein beweistheoretisches
Vorgehen: Wir untersuchen Axiome auf ihre Konsequenzen hin und modifizie-
ren sie in geeigneter Weise, wenn diese Konsequenzen problematisch sind. Die
Auffassung von Axiomen als einsichtigen wahren Aussagen ist damit allerdings
in Frage gestellt.

Die Beweistheorie im Sinne Hilberts — man vergleiche vor allem dessen grund-
legenden Aufsatz ,Neubegriindung der Mathematik® (Hilbert, 1922) — geht
sehr viel weiter. Hier wird der gesamte Deduktionsapparat einschlieflich Axio-
men und Schlussregeln als eine formale Konstruktion aufgefasst und darauthin
untersucht, ob er zu Widerspriichen fithren kann. Es geht also nicht mehr um
die Giiltigkeit oder Ungiiltigkeit einzelner Axiome, sondern um den Dedukti-
onsapparat als Ganzen. Hilberts Versuch der Auflésung der Grundlagenkrise
bestand darin, mathematische Beweismethoden insgesamt zum Gegenstand zu
machen und auf ihre Konsistenz hin zu iiberpriifen, wobei diese Methoden bei
dieser Vergegenstéandlichung selbst wieder mathematische Entitéiten werden,
die mit mathematischen Methoden untersucht werden konnen.

Damit es nicht zum Zirkel wird, mathematische Methoden mit mathematischen
Methoden zu untersuchen und so zu rechtfertigen, muss man die Beweisverfah-
ren, die Gegenstand der Untersuchung sind, unterscheiden von den Beweisver-
fahren, in denen sich diese Untersuchung vollzieht. Hilbert unterscheidet ent-
sprechend Mathematik von ,Metamathematik“. Metamathematische Resultate
sollen die Beweismethoden der Mathematik rechtfertigen, indem sie diese als
widerspruchsfrei nachweisen. Letzteres kann nur dann gelingen, wenn die Me-
tamathematik selbst nicht derselben Rechtfertigung bedarf.

Hier bestand Hilberts Losung darin, die Metamathematik auf Methoden zu
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beschrianken, die nicht, wie in der mengentheoretischen Mathematik, potentiell
zu Widerspriichen fithren kénnen. Unproblematisch sind hier finite Methoden,
d.h. Verfahren, die nicht {iber die elementare Manipulation von Symbolen und
damit zusammenhingende elementare Induktionsverfahren hinausgehen. Das
Programm bestand somit darin, in einer Metamathematik, die finite Hilfsmittel
benutzt, sich die Schlussweisen der ,eigentlichen‘ Mathematik mit ihren nichtfi-
niten Methoden zum Gegenstand zu machen und nachzuweisen, dass bestimmte
nichtfinite Verfahren insofern unkritisch sind, als sie keine Widerspriiche wie
die Russellsche Antinomie produzieren. Idealerweise wiirde die Metamathema-
tik mit ihren finiten Methoden also z.B. die Widerspruchsfreiheit eines méchti-
gen nichtfiniten mengentheoretischen Systems, in dem man etwa die Analysis
formalisieren kann, demonstrieren.

Bekanntlich ist dieses Hilbertprogramm* schon 1931 am Goédelschen Unvoll-
stindigkeitssatz gescheitert (Godel, 1931). Godel konnte am Beispiel eines For-
malismus der Principia Mathematica zeigen, dass die in einem solchen For-
malismus kodifizierten Beweisprinzipien alleine nicht ausreichen, um seine Wi-
derspruchsfreiheit zu zeigen, ein Resultat, das auf die Peano-Arithmatik und
sogar gewisse Teilsysteme der Peano-Arithmetik iibertragbhar ist. Wenn es einen
Widerspruchsfreiheitsbeweis der Peano-Arithmetik gibt, so muss er Methoden
benutzen, die nicht in der Peano-Arithmatik selbst formalisierbar sind. Die-
ses Resultat zeigte, dass die Idee einer Unterscheidung zwischen Mathematik
einerseits und einer die Mathematik rechtfertigenden, aber mit schwécheren
Methoden ausgestatteten Metamathematik, zum Scheitern verurteilt war.

Das Scheitern des Hilbertprogramms bedeutete nicht, dass die Mathematik in
ihrer Grundlagenkrise gefangen geblieben ist. Es bedeutet nur, dass die von Hil-
bert intendierte reduktionistische Grundlegung der Mathematik nicht gelungen
ist. Die mengentheoretischen und typentheoretischen Systeme, in denen sich
moderne Mathematik widerspruchsfrei betreiben ldsst, sind begrifflich diffe-
renzierter als Ansétze, die auf naiver’ Komprehension beruhen und haben sich
unbeschadet weiterer Grundlagendiskussionen bewihrt. Die Zuriickfithrung auf
feste finite Grundlagen haben eher einer Untersuchung der relativen Stirke von
mathematischen Formalismen Platz gemacht, d.h. dem Problem der Riickfiih-
rung von Systemen auf andere, die nicht notwendigerweise in einem erkenntnis-
theoretischen Sinn elementarer sind. So liegen z.B. Widerspruchsfreiheitsbewei-
se fiir die Peano-Arithmetik und fiir Teilsysteme der Analysis vor, die geeignete
transfinite Induktionsprinzipien verwenden. Solche Beweise liefern keine ,Letzt-
begriindung’ fiir ein System, sagen jedoch etwas iiber die Ausdrucksstéirke von
Systemen relativ zueinander aus und erlauben es zum Beispiel, solche Teilsy-
steme der Analysis nach der Stérke der in ihnen vorhandenen Induktionsprin-
zipien zu klassifizieren. In diesem Sinne hat sich die Beweistheorie auch ohne
das Hilbertprogramm mit profunden Resultaten weiterentwickelt, die teilweise
fiir konstruktive Mathematik und Informatik von unmittelbarer Relevanz sind.

121



Peter Schroeder-Heister

2.3 ,Allgemeine‘ Beweistheorie und ,beweistheoretische’ Semantik

Parallel zu dieser Entwicklung und teilweise in Interaktion mit ihr hat sich
die ,allgemeine Beweistheorie* entwickelt. Diese interessiert sich fiir Beweise als
fundamentale Entitédten der Mathematik und anderer Wissenschaften und Kon-
texte unabhingig davon, zu welchem Zweck man die Beweise verwendet, wie
stark Beweissysteme sind, usw. Das Problem der Widerspruchsfreiheit, das die
Hilbertsche Beweistheorie pragte, steht also nicht im Vordergrund. Natiirlich ist
es auch fiir Beweise an sich wichtig, welche Stérke sie haben und ob sie mogli-
cherweise Widerspriiche produzieren. Aber das Problem der Stérke formaler
Systeme und ihrer Widerspruchsfreiheit ist nicht die leitendende Fragestellung
fiir die allgemeine Beweistheorie, der sich ihre Methoden unterordnen. Man
konnte sagen, dass es der allgemeinen Beweistheorie nicht in erster Linie um
das Resultat von Beweisen geht, d.h. um die Behauptungen, die von Bewei-
se bewiesen werden und bewiesen werden kénnen, sondern um die Form von
Beweisen als solchen, d.h. als Entitéten, die Begriindungen fiir Behauptungen
repréasentieren. Philosophisch gesprochen geht es in der allgemeinen Beweis-
theorie um den ,intensionalen‘ Aspekt von Beweisen, hingegen in der an der
logischen Stérke von Systemen interessierten Beweistheorie — manchmal auch
als reduktive Beweistheorie bezeichnet — um deren ,extensionalen‘ Aspekt.

Die allgemeine Beweistheorie wurde begriindet durch Gerhard Gentzens ,, Un-
tersuchungen iiber das logische Schlieflen® (Gentzen, 1934/35). In dieser Ar-
beit entwickelt und begriindet Gentzen den Kalkil des natiirlichen Schlieffens
als einen Logikkalkiil, der dem wirklichen Schlieflen, d.h. insbesondere dem
Schlieflen in der mathematischen Praxis besonders nahe kommt. Gleichzeitig
entwickelt Gentzen den Sequenzenkalkiil, der fiir bestimmte beweistheoretische
Untersuchungen besonders geeignet ist. Gentzen selbst muss sowohl als Vertre-
ter der allgemeinen als auch der reduktiven Beweistheorie angesehen werden.
Er hat mit der Vorlage von Widerspruchsfreiheitsbeweisen fiir die Arithmetik
fundamentale Beitrége zur Weiterentwicklung des Hilbertschen beweistheore-
tischen Programms und damit zur reduktiven Beweistheorie geliefert. Die von
ihm entwickelten Kalkiile und Methoden zur Gewinnung von Theorem iiber Be-
weise haben Signifikanz fiir beide Programme. Dies gilt insbesondere fiir seine
Methode der Schnittelimination fiir Sequenzenkalkiile, die die Zuldssigkeit be-
stimmter Transitivitdtseigenschaften beinhaltet. Diese Methode ist sowohl fun-
damental fiir die reduktive Beweistheorie als auch fiir das Studium der Struktur
von Beweisen, d.h. die allgemeine Beweistheorie.

Den Terminus ,allgemeine Beweistheorie“ hat Dag Prawitz 1971 eingefiihrt
(Prawitz, 1971, 1973), nachdem dieser schon 1965 in seiner Monographie Na-
tural Deduction die erste systematische Untersuchung von Gentzen’s Kalkiil
des natiirlichen SchlieBens vorgelegt hatte (Prawitz, 1965). Zur gleichen Zeit
und mit dhnlicher Zielrichtung hatte Georg Kreisel (1971) eine Modifikation
des beweistheoretischen Programms der Hilberttradition hin zu einem Studi-
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um von Beweisen als zentralen Untersuchungsgegenstinden und nicht nur als
Werkzeugen zum Studium von Ableitbarkeit und Konsequenz vorgeschlagen.
Philosophischerseits war Michael Dummett (1975) dabei, sein Programm einer
verifikationistischen Bedeutungstheorie zu entwickeln, was in der Folge in enger
Auseinandersetzung mit Prawitz und den Prawitzschen Konzeptionen einer all-
gemeinen Beweistheorie geschah. Ebenfalls ungefdhr gleichzeitig entstand Per
Martin-Lof’s Typentheorie (Martin-Lof, 1984; Sommaruga, 2000), die auf eng
verwandten logischen Grundlagen aufbaute und auf eine Neubegriindung der
Mathematik als Alternative zur Mengentheorie und zu den typentheoretischen
Ansétzen Freges und Russells zielte.

Fiir diese Ansétze ist in neuerer Zeit vom Autor der Terminus ,,beweistheo-
retische Semantik“ vorgeschlagen worden (Schroeder-Heister, 2012/2018). Der
Grund fiir die Wahl dieses Terminus bestand darin, einerseits die grundsétzli-
che Verwandtschaft mit der Tradition der philosophischen Semantik im Sinne
von Rudolf Carnap und Alfred Tarski (vgl. Stegmiiller, 1968) zu betonen, an-
dererseits jedoch den Terminus ,,Semantik“ nicht der von diesen Semantikern
begriindeten Richtung, die man als ,denotationelle Semantik“ bezeichen kann,
zu iiberlassen. Philosophisch gehért die allgemeine Beweistheorie und die be-
weistheoretische Semantik zur Gebrauchstheorie der Bedeutung, d.h. im weite-
sten Sinne zu der in der Sprachphilosophie vor allem von Ludwig Wittgenstein
propagierten Theorie, wonach sich die Bedeutung von Worten und anderen
Sprachbestandteilen im Gebrauch, den man von diesen macht, niederschliagt
(Wittgenstein, 1958).

Man kann sagen, dass allgemeine Beweistheorie eine Beweistheorie aus phi-
losophischem Interesse ist, d.h. aus Interesse an Beweisen an sich. Das heif3t
nicht, dass nicht auch mathematische Methoden ins Spiel kommen, wenn man
dieses Interesse verfolgt. Im Gegenteil: Die Anwendung mathematischer Me-
thoden auf Beweise, die geeignet syntaktisch kodifiziert sind, liefert grundle-
gende philosophische Einsichten. Hierzu gehéren insbesondere die Einsichten
iiber die Identitdt von Beweisen. Damit soll nicht gesagt sein, dass das The-
ma der Beweisidentitdt das zentrale Thema der allgemeinen Beweistheorie ist,
nicht einmal, dass sehr weit diskutiert wird. Es ist aber ein Thema, das in der
allgemeinen Beweistheorie zentral sein sollte und zudem eines, bei dem man
vom philosophischen Standpunkt aus viel iiber die Beweise lernen kann. Daher
soll dieser Gesichtspunkt das Thema des folgenden systematischen Teils dieser
Abhandlung sein.

3 Die Identitit von Beweisen

Von dem Philosophen W.V.0O. Quine stammt das dictum ,no entity without
identity“. Dahinter steht die sprachphilosophische These, dass wir, wenn wir
einen Gegenstand von einem anderen Gegenstand abgrenzen wollen, ein Iden-
titdtskriterium bendtigen, das uns von Gegenstdnden a und b sagt, ob es sich
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um verschiedene Gegenstéinde handelt, oder ob es sich vielleicht nur um einen
einzigen Gegenstand handelt, auf den wir einmal mit ,,a“ und einmal mit ,,b“
Bezug nehmen. Ubertragen auf mathematische Beweise, die ja mit sprachlichen
Mitteln beschriebene syntaktische Strukturen sind, heifit das, dass wir ein Kri-
terium benotigen, das uns von syntaktisch verschiedenen Beweisen D und D’
sagt, ob D und D’ inhaltlich derselbe Beweis sind oder nicht.

Ganz abgesehen von dem philosophischen Individuationsproblem, nach dem
wir ohne Identitatskriterium gar nicht von einer abgrenzbaren Entitdt reden
konnten, ist es mathematisch einfach interessant zu sehen, ob zwei Beweise,
die prima facie verschieden aussehen, im wesentlichen ,derselbe‘ Beweis sind.
Mathematiker haben héufig eine sehr starke und héufig auch tibereinstimmende
Intuition dariiber, ob zwei Beweise auf derselben Beweisidee beruhen.

Der Begriff der Beweisidee ist derzeit einer prézisen Behandlung noch nicht
zuginglich. Wir beschrinken uns hier auf ganz einfache Beweise, die mit lo-
gisch sehr elementaren Mitteln formuliert sind. Genauer gesagt, betrachten wir
formale Beweise, die nur mit Mitteln der Konjunktion A formuliert sind, d.h.
Beweise, in denen nur Aussagen vorkommen, die allenfalls konjunktiv verkniipft
sind. Fiir diese Logik haben wir nur drei Beweisregeln, eine Einfithrungsregel
und zwei Beseitigungsregeln. Die Einfithrungsregel

A B
ANB

A (1)

- . Dy Dy . .
ermoglicht es, aus Beweisen 4 Voo A und g von B einen Beweis

D1 Dy
A B
arg M

von AN B zu erzeugen. Der Ausdruck rechts neben dem Ableitungsstrich be-
zeichnet die angewendete Regel (,, I fiir engl. ,introduction®). Die Beseitigungs-
regeln fiir die Konjunktion lauten

ANB ANB
T B 5 2 (2)
und ermoglichen uns, aus einem Beweis Ay/f p von AN B Beweise
D D
A 2 B B AANB AEs

von A und von B zuriickzugewinnen. Wie wir unten sehen werden, ist es wichtig,
die beiden A-Beseitigungsregeln (,E“ wie engl. ,elimination®) terminologisch
durch einen Index (,,1¢ bzw. ,,2“) zu unterscheiden. Die Regel mit Index 1 greift
die linke Komponente der Konjunktion heraus, die Regel mit Index 2 die rechte.
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Mathematisch gesehen kann man die Einfithrungsregel fiir die Konjunktion als
Paarbildung fiir Beweise und die Beseitigungsregeln als die Projektion eines
Paars auf die linke bzw. rechte Komponente auffassen. Dieser sehr elementare
Rahmen der Konjunktionslogik reicht schon aus, zentrale Probleme, Resultate
und Schwierigkeiten im Zusammenhang mit der Frage nach der Identitidt von
Beweisen aufzuzeigen.

Offenbar gibt es zwei Extreme zur Beantwortung der Frage nach der Identitét
von Beweisen, die gleichermaflen inadédquat sind. Das eine Extrem bestiinde
darin, Beweise D und D’ als identisch anzusehen, wenn sie als syntaktische Ob-
jekte identisch sind. Dieses Kriterium entspricht offenbar nicht unserer Vorstel-
lung von Identitdt von Beweisen, weil es zu eng ist. Alle syntaktisch verschie-
denen Beweise einer Aussage miissten dann auch als ,inhaltlich® verschieden
angesehen werden. Die Identitdt von Beweisen wire insofern trivialisiert, als
sie auf die Identitdt der syntaktischen Gestalt zuriickgefithrt wire. Das andere
Extrem bestiinde darin, Beweise D und D’ als identisch anzusehen, wenn sie
Beweise derselben Behauptung A sind. Dieses Kriterium ist zu weit. Da danach
alle syntaktisch verschiedenen Beweise einer beweisbaren Aussage A identifi-
ziert werden konnten, hiitte jede beweisbare Aussage A nur einen einzigen Be-
weis. Die Identédt von Beweisen wire hier in umgekehrter Richtung trivialisiert
und auf die Beweisbarkeit einer Aussage zuriickgefiihrt. Tatséchlich interessiert
es uns in vielen Bereichen nur, ob A beweisbar ist oder nicht — so z.B. in der
reduktiven Beweistheorie, in der man sich etwa fragt, ob in einer Theorie ein
Widerspruch ,A und nicht-A‘ beweisbar ist. In der allgemeinen Beweistheorie
hat man aber die Vorstellung, dass das Studium der Beweise iiber das Studium
der Beweisbarkeit hinausgeht, und das heifit insbesondere, dass es (grundsétz-
lich, obzwar vielleicht nicht in jedem Einzelfall) mehr als einen Beweis einer
Aussage geben kann.

Es geht also darum, eine Aquivalenzrelation auf dem Bereich syntaktisch spezi-
fizierter Beweise zu finden, die unserer Vorstellung von Identitéit von Beweisen
nahekommt, und die weder die syntaktische Identitit ist, bei der jeder syntak-
tische Beweis zu einer einelementigen Aquivalenzklasse gehort, noch die univer-
selle Identitéit ist, die alle syntaktischen Beweise (einer gegebenen Aussage) in
einer einzigen Aquivalenzklasse zusammenfasst. Wenn D und D’ Beweise von
A sind, wollen wir also eine nichttriviale Aquivalenzrelation D = D’ definie-
ren, die unserer Vorstellung, dass D und D’ denselben Beweis von A darstellen,
moglichst nahe kommt.

Um unsere Terminologie nochmals klarzustellen: Wenn wir von der Identitat
von Beweisen D und D’ reden und dies durch D = D’ mithilfe des Identitéts-
szeichens ,=* ausdriicken, dann ist damit immer die zu explizierende Aqui-
valenzrelation zwischen Beweisen, die wir ,Identitit von Beweisen“ nennen,
gemeint. Wenn wir die syntaktische Identitdt von Beweisen meinen, sagen wir

das immer ausdriicklich, benutzen aber dafiir niemals das Identitéitsszeichen.

Wenn D ein Beweis von A ist, notieren wir das hiufig in der Form D. Der

A
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Ausdruck . bezeichnet dann dasselbe wie D — das darunterstehende A dient

nur dazu, die bewiesene Aussage kenntlich zu machen, und bedeutet nicht etwa
eine zusétzliche Erweiterung von D.

3.1 Der Redundanzansatz

Eine Moglichkeit, die Identitédt zwischen Beweisen zu definieren, besteht darin,
innerhalb von Beweisen bestimmte Redundanzen zu erkennen und Verfahren
zu beschreiben, diese Redundanzen zu eliminieren. Ein Beweis D wire dann als
identisch mit einem Beweis D’ anzusehen, wenn D’ aus D durch Elimination
solcher Redundanzen entsteht. Der prominente Fall solcher Redundanzen liegt
dann vor, wenn in einem Beweis im Kalkiil des natiirlichen Schlieflens eine
Aussage erst eingefithrt und dann wieder beseitigt wird. Diese Situation kann
man sich in Analogie zu algebraischen Operationen wie folgt klar machen.

In der Algebra haben wir es hdufig mit Strukturen zu tun, in denen wir zu einer
Operation eine Umkehroperation haben, wie etwa bei Gruppen. Nehmen wir
z.B. die ganzen Zahlen. Wenn wir zu einer Zahl a die Zahl b erst hinzuaddieren
und dann wieder abziehen, erhalten wir dasselbe a wieder zuriick:

(a+b)—b=a

Auf der Ebene der Beweise im natiirlichen Schlieflen liegt eine dhnliche Situati-
on vor, insofern die Beseitigungsregeln die Umkehrungen der Einfithrungsregeln
sind. Im hier betrachteten Konjunktionskalkiil sind dies die Regeln (1) und (2).

Analog zum Beispiel von Addition und Subtraktion heben sich Einfithrung

und Beseitigung auf. Betrachten wir ndmlich die Einfithrung einer Konjunktion

gefolgt von deren Beseitigung, indem wir von gegebenen Beweisen Dy und Dy

fiir A und B ausgehen, diese per A-Einfithrung zu einer Konjunktion verkniipfen
und letztere per A-Elimination wieder beseitigen:

D1 Dy

— N
AQB NE;

Dann handelt es sich hier offensichtlich um eine Redundanz, da wir vor Anwen-
dung der Einfithrungsregel die Aussage A schon bewiesen hatten, ndmlich als
deren linke Pramisse. Nach dem Redundanzkriterium werden wollen wir zwei
Beweise, bei denen einer nur eine redundante Form des anderen ist, identifizie-
ren. Wir postulieren also folgende Identitét:

D, Dy

A B Dy

ANB AAE{T - oA )
A 1
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Entsprechend postulieren wir folgende Identitét, bei der wir die erste Projektion
durch die zweite ersetzen:

Dy D,

A B Dy

T M = g (5)
B NEs

Diese postulierten Identitdten Bezeichnen wir auch als ,Reduktionen®, da sie
die Redundanz eines Beweises reduzieren. Da (4) und (5) normalerweise im-
mer postuliert werden, nennen wir diese Identitdten auch Standardreduktionen
fiir die Konjunktion (spéter kommt noch eine weitere Standardreduktion hin-
zu). Entsprechende Standardreduktionen kann man fiir alle anderen logischen
Zeichen und auch fiir viele nichtlogische Operationen definieren.

Man kann diese Reduktionen auch algebraisch formulieren, wenn wir Beweisre-
geln als Funktionen I, F, E5 auffassen, die gegebene Beweise in neue iiberfiithren.
Die A-Einfiithrungsregel generiert dann aus zwei Beweisen D und Dj, fiir A bzw.
B einen neuen Beweis I(D1, Ds) fiir denen Konjunktion, wihrend die Beseiti-
gungsregeln aus einem Beweis D fiir eine Konjunktion A A B Beweise E;(D)
und E3(D) fir A bzw. B generieren. Die Standardreduktionen (4) und (5)
gehen dann iiber in die Identitdten

Ei(I(D1,D2)) =D, E5(I(D1,D2)) = Do (6)

Die Standardreduktionen fiir die Konjunktion kann man verallgemeinern. Of-
fensichtlich fallen sie unter die allgemeine Form

D
A D
A

' (7)
A

Im Fall (4) entspricht dem Z der Beweis 21)417 und im Fall (5) entspricht der

Aussage A die Aussage B und dem Beweis Z der Beweis D2. Alle anderen

Bestandteile dieser Beweise werden in (7) durch die Piinktchen reprisentiert.

Die Idee hinter (7) ist folgende: Wir sehen davon ab, welche moglichen Be-
weisschritte zwischen dem oberen und dem unteren A verwendet sein moégen

und fokussieren nur auf die Situation, in der wir von einem Beweis D von A
ausgehen und darauf aufbauend in nicht ndher spezifizierter Weise wieder zu A
gelangen. Da die Schritte, die ausgehend von Z erneut zu A fithren, redundant

sind, konnen wir den verldngerten Beweis von A mit dem Ausgangsbeweis von
A identifizieren. Wir bezeichnen diese Idenfikation als die allgemeine Redun-
danzreduktion. Wie gerade erldutert, sind die Standardreduktionen (4) und (5)
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Spezialfille davon, in denen man eine spezifische Form der Redundanz, ndmlich
der Einfithrung gefolgt von einer Beseitigung betrachtet.

Die allgemeine Form der Redundanzbeseitigung hat jedoch leider unerwiinschte
Konsequenzen. Betrachten wir dazu folgende Situation, in der wir zwei beliebige
gegebene Beweise D und D, einer Aussage A benutzen, um daraus folgenden
Beweis fiir A zu konstruieren:

Dy Do

A A

e (8)

A

Hier spielt es keine Rolle, ob die A-Elimination als linke oder rechte Projek-
tion aufgefasst wird, da die allgemeine Redundanzreduktion unabhingig von
den verwendeten Regeln ist. Bei (8) bestehen offenbar zwei Moglichkeiten zur
Anwendung der allgemeinen Redundanzreduktion. Wenn wir das untere A mit
dem linken oberen A identifizieren, so erhalten wir die Identitét

D1 Do
A A _ D
ANA A 9)
A

Wenn wir das untere A mit dem rechten oberen A identifizieren, so erhalten
wir

D1 Do
A A D,
— = 1
ANA A (10)
A

Aus den Identitéiten (9) und (10) erhalten wir sofort

Dy Doy

A A

Da Dy und D, beliebige Beweise fiir A sind, erlaubt die allgemeine Redundanz-
reduktion also die Identifikation beliebiger Beweise derselben Aussage A.

Damit wird die Identitdt von Beweisen zur universalen Relation, d.h. zu einer
der beiden Trivialisierungen der intendierten Aquivalenzrelation. Der Redun-
danzansatz fiir die Identitét scheitert also. Man beachte, dass dieses Resultat
nicht auf den Standardreduktionen beruht. Je nachdem, ob der Eliminations-
schritt in (8) als linke oder rechte Projektion aufgefasst wird, ist (9) oder (10)
eine Standardreduktion. Das spielt aber keine Rolle, da die Standardreduktio-
nen Instanzen der allgemeinen Redundanzreduktion sind. Wenn wir also die
Einfiihrungs- und Beseitigungsregeln (1) und (2) fiir die Konjunktion anneh-
men, dann trivialisiert die allgemeine Redundanzreduktion die Identitdt von
Beweisen (vgl. auch Schroeder-Heister & Tranchini, 2017).
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Ein Beispiel

Die Betrachtung von Konjunkionen AAA mag spitzfindig erscheinen. Daher
sei die Situation hier nochmals an einem Beispiel erldutert. Wir betrachten
den Satz von Euklid, dass es unendlich viele Primzahlen gibt, und bezeichnen
ihn mit Poo. Ferner betrachten wir zwei Beweise dieses Satzes, die auf vollig
verschiedenen Konzeptionen aufbauen, z.B. den zahlentheoretischen Beweis von
Euklid, hier bezeichnet mit D gyiii4, und den Beweis von Euler, der elementare
Analysis benutzt, hier bezeichnet mit Dgyjer (vgl. Aigner & Ziegler, 2002).
Wenn wir diese beiden Beweise wie folgt konjunktiv verkniipfen

Druktiac  DEuter
Poo Poo
Poo A Poo

dann haben wir zwar eine Verdopplung der Behauptung Poo, aber gleichzeitig
behalten wir die Information sowohl aus dem Euklidischen als auch auch aus
dem FEulerschein Beweis. Wir bilden sozusagen aus beiden Beweisen ein Paar
von Beweisen, das beide umfasst. Es geht keine Beweisinformation verloren.

Aus diesem Paar konnen wir entweder durch rechte oder durch linke Projekti-
on wieder den jeweiligen Beweis zuriickgewinnen: Durch linke Projektion den
Euklidischen Beweis:

Dreukiia  DEuler
Poo Poo _ Dgukiid

Poo A Poo N Poo
Poo

und durch rechte Projektion den Eulerschen Beweis

Dguktid  DEuier
Poo Poo DEuler
Poo N Poo N2 Pco
Poo

Die Art der Projektion (links oder rechts) sagt uns, welchen Beweis wir zuriicker-
halten. Wir kénnen natiirlich die Art der Projektion ignorieren und damit auf
die Beweisinformation verzichten. Das heifit, dass wir den Beweis

DEuklid DEuler
Poo A Poo
Poco

einfach als eine Struktur auffassen, bei der Poo am Ende steht, wie auch immer
wir die dariiberstehende Konjunktion gewonnen haben. Dagegen spricht nichts.
Wir miissen uns nur damit abfinden, dass der so erreichte Beweis zwar dassel-
be beweist, namlich Poo, dass aber weder die Beweisinformation aus D gyriiq
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noch die aus D gy, weiter zur Verfiigung steht, nachdem wir davon abgesehen
haben, den letzten Schritt von (11) eindeutig entweder als linke oder als rech-
te Projektion aufzufassen. Wir haben aufgrund unseres Beweises weiterhin das
Recht, Poo zu behaupten, da dies am Ende unseres Beweises steht. Wir kénnen
diesen Beweis aber weder mit D gyriiq noch mit D gy, identifizieren, was noch
moglich war, als der Ubergang zu Poo als Projektion aufgefasst worden war. Im
Fall (11) haben wir auf dem Umweg iiber Poo A Poo sozusagen unser ,Gepéck’
in Form von Beweisinformation ,weggeworfen‘, auch wenn die Legitimitdt der
Behauptung Poo davon nicht tangiert ist. Wir haben also durch den Umweg
nicht einfach Redundanz im Sinne von zusétzlicher unnétiger Information ge-
schaffen, sondern haben umgekehrt Information vernichtet, was uns hindert,
den erreichten Beweis mit einem der Ursprungsbeweise zu identifizieren.

Aus der Sprachphilosophie bietet sich folgende Analogie an: So wie ein Beweis
eine Weise ist, wie uns die Wahrheit einer Behauptung gegeben ist, ist eine
Kennzeichnung eine Weise, wie uns ein Gegenstand gegeben ist. Z.B. ist uns
nach dem berithmten Beispiel von Frege (1892) die Venus einmal als Abend-
stern und einmal als Morgenstern gegeben. Beide Kennzeichnungen der Venus
kann ich zu einem Paar zusammenfassen, bestehend aus der Venus, gegeben als
Abendstern, und der Venus, gegeben als Morgenstern. Und aus diesem Paar
kann ich die jeweilige Charakterisierung: Venus gegeben als Morgenstern bzw.
Venus gegeben als Abendstern wieder zuriickgewinnen. Ich kann aber auch die-
se Information wegwerfen und mich einfach auf die Venus als Objekt beziehen,
durch welche Kennzeichnung auch immer ich dieses Objekt kennengelernt habe.
Das macht den Bezug auf die Venus nicht erkenntnistheoretisch minderwertig,
da der Bezug auf die Venus ja hergestellt ist. Trotzdem ist gewisse Information
verloren gegangen. Die Tatsache, dass ich von der Weise des Gegebenseins der
Venus abgesehen habe, erlaubt es mir nicht, diese Weisen zu identifizieren, d.h.
die Eigenschaften ,,morgens als hellster Stern sichtbar® und ,, abends als hellster
Stern sichtbar® als identisch anzusehen.

3.2 Harmonie statt Redundanzreduktion

Die Standardreduktionen alleine trivialisieren nachweisbar nicht die Identitét
von Beweisen. Insofern liegt es nahe, sie zur Definition der Beweisidentitét
heranzuziehen. Philosophisch muss man sich dann natiirlich fragen, was die
Standardreduktionen auszeichnet iiber die Tatsache hinaus, dass sie Félle der
allgemeinen Redundanzreduktion sind, also Redundanz in Beweisen reduzieren.

Hier kommt der Begriff der Harmonie ins Spiel, mit dem man die Beziehung
zwischen Einfithrungs- und Beseitigungsregeln hiufig charakterisiert (der Ter-
minus geht auf Dummett zuriick, vgl. auch Schroeder-Heister, 2016; Tranchini,
2016). Betrachten wir wieder den Fall der Konjunktion. Hier ist es so, dass
die Bedingungen der Einfiihrungsregel iibereinstimmen mit den Konsequenzen
der Beseitigungsregeln. Die Bedingungen der Einfithrungsregel fiir AAB ist das
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Paar, bestehend aus A und B, und die Konsequenzen der Beseitigungsregeln
sind ebenso dieses Paar, das man durch linke und rechte Projektion erhlt.

Wenn man entsprechend (3) von den Bedingungen der Einfithrungsregel zu den
Konsequenzen der Beseitigungsregel iibergeht, indem man zuerst eine Konjunk-
tion einfithrt und sie dann wieder beseitigt, dann ist das ein Schritt von einer
Aussage A zu ihrem harmonischen Gegenstiick, von einem Bestandteil der Be-
dingung der Einfiihrungsregel zu einem Bestandteil der Konklusion der Besei-
tigungsregeln. Man gewinnt nicht nur deshalb keine neue Information, weil es
sich beidesmal um dieselbe Aussage A handelt, sondern weil man die komple-
mentéren Schritte von Einfithrungs- und Beseitigungsregel verwendet, die sich
entsprechend der Harmonie zwischen beiden Regeln aufheben.

Man erhélt auf diese Weise zugleich noch eine dazu duale Schrittfolge. Dass
die Bedingungen der Einfithrungsregel iibereinstimmen mit den Konsequenzen
der Beseitigungsregeln bedeutet auch, dass man nichts verliert, wenn man eine
Beseitigungsregel anwendet, d.h. dass man aus Anwendungen der Beseitigungs-
regeln auf AAB, d.h. beim Ubergang zu den Konsequenzen von AAB, wieder
per Einfithrungsregel zu AAB zuriick kann. Das entspricht der Reduktion

D D

AMNB ANB D

A BA?EQ - AAB (12)
ANB

die ebenfalls eine Standardreduktionen ist. Algebraisch entspricht dies der Glei-
chung

I(Ey(D), E2(D)) =D (13)

Die Idee ist also die, dass man aufgrund aufgrund der Ubereinstimmung der
Bedingungen der Einfithrung mit den Konsequenzen der Beseitigung Paare von
sich aufhebenden, komplett symmetrischen Schritten hat, die eine spezifische
Beziehung von Redundanzbeseitigung ausmachen. Die Standardreduktionen
fiir die Konjunktion (unter Einbeziehung von (12)) driicken die Komplemen-
taritdt der Schritte Einfiithrung-Beseitigung bzw. Beseitigung-Einfiihrung aus,
und es ist diese spezifische Form der Redundanzbeseitigung, die den nichttri-
vialisierenden Standardreduktionen zugrunde liegt. Das steht im Gegensatz zur
allgemeinen Redundanzreduktion (7), bei der zwischen den identifizierten Vor-
kommen einer Aussage A ein unspezifizierter Beweisabschnitt liegen kann und
nicht nur ein Paar komlementérer Regeln. Man kann zeigen, dass die Standar-
dreduktionen (4),(5),(12) maximal sind in dem Sinne, dass man keine weiteren
Identitéiten postulieren kann, ohne den Identitétsbegriff zu trivialisieren (Dosen
& Petrié, 2001). Dieses Maximalitétsresultat wird hiufig als Auszeichnung der
Standardreduktionen als Basis des Identitétsbegriffs verstanden.

Es ist natiirlich keine philosophische Notwendigkeit, die Identitédt von Beweisen
auf den Harmoniebegriff zu griinden, d.h. auf Symmetrieeigenschaften zwischen
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Einfithrungsregeln und Beseitigungsregeln fiir logische Zeichen. Auch das gera-
de erwdhnte Maximalitétsresultat zwingt einen nicht dazu. Es kénnte ja anders-
artige postulierte Mengen von Identititen geben, die ebenfalls maximal sind.
Aber die Harmonieprinzipien erscheinen derzeit als der einzige plausible Weg,
eine Motivation fiir die Standardreduktionen zu geben, welche die allgemeine
Redundanzreduktion, die ja zu weit geht, einschrénkt.

Fiir weitere Diskussion der Identitédt von Beweisen vom mathematisch-logischen
und philosophischen Standpunkt vgl. Dosen (2003) und de Castro Alves (2018).

3.3 Die Annotation von Beweisen

Wenn man einen Beweis vollzieht, dann rechtfertigt man seine Schritte, indem
man angibt, welchen Schritt man gerade anwendet. In unserem einfachen Fall
der Konjunktion haben wir z.B. die Bezeichnung der verwendeten Regel neben
den Schlussstrich geschrieben. Hiufig findet man die Auffassung, dass diese An-
notationen ein metasprachlicher Zusatz sind, d.h. ausschlief$lich der Erlduterung
dienen und dem eigentlichen Beweisschritt inhaltlich nichts hinzufiigen.

Diese Auffassung ist vom Standpunkt der Beweisidentitéit falsch, jedenfalls in
ihrer allgemeinen Form. In den meisten Fillen ist natiirlich offensichtlich, wel-
che Regel angewendet worden ist, einfach weil aufgrund der syntaktischen Form
der verwendeten Aussagen nur eine einzige Regel in Frage kommt. Bei der A-
Einfiihrungsregel ist dies immer der Fall, da eine Konstellation

D, Dy
A B
ANB

nur die Anwendung der A-Einfithrungsregel sein kann, welche Form auch immer
A und B haben. Bei den Beseitigungsregeln ist das jedoch nicht immer klar.
Wenn wir eine Beseitigungsregel auf die Aussage AANA anwenden:

ANA
A

dann kann dies, da die rechte und linke Komponente von AAA identisch sind,
sowohl Anwendung der rechten Projektion AE; als auch der linken Projektion
AFE3 sein. Um hier Klarheit zu schaffen notieren wir obigen Schritt entweder

oder

Die so erfolgte Annotation ist somit Bestandteil des Beweises. Wir kénnen uns
der Entscheidung zwischen AFE; und AFEy nicht enthalten. Ansonsten miissten
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wir sowohl
Dy D
A A _ D
ANA A
A
als auch
D1 Dy
A A _ D
ANA A
A

als Identititen akzeptieren und damit die Identifizierung beliebiger Beweise Dy
und Dy von A. Das war genau die bei der allgemeinen Redundanzreduktion
vorgefundene Situation, in der die verwendete Regel keine Rolle spielte.

Hat man einmal eingesehen, dass die Annotation der verwendeten Regel zum
Beweis selbst gehort, dann kann man die Notation entsprechend modifizieren,
indem man die Regelanwendung in die bewiesene Behauptung steckt. Den Be-
weisschritt

A ANE;

miisste man etwa notieren als
ANA

EliA

Nun wird natiirlich die Pramisse AAA selbst wieder annotiert sein mit einer
Annotation t. Insofern wiirde man dann schreiben:

t: ANA
El(t) T A

Da auf diese Weise in einer Annotation alle Annotationen der dariibergehenden
Beweisschritte enthalten sind, kodiert die Annotation einer bewiesenen Aussage
den Beweis dieser Aussage. Die Notwendigkeit, die Annotation eines Beweises
zum Bestandteil dieses Beweises selbst zu machen, fiihrt somit zur Idee, mit
einer bewiesen Aussage eine Kodierung ihres Beweises mitzufithren. Bewiesen
wird also ,eigentlich nicht die Aussage A, sondern eine Behauptung ¢ : A, wobei
t fiir den Beweis selbst steht.

Hier kann man jetzt wieder die in Abschnitt 3.1 erwdhnte funktionale Auffas-
sung von Beweisschritten zur Geltung bringen und die Annotation FEi(t) als
Funktion auffassen, die auf ¢ angewendet wird, und dabei bestimmte Gleichun-
gen postulieren, die den Standardreduktionen entsprechen. In unserem Fall der
Konjunktion sind dies die Gleichungen (6) und (13).

Diese Auffassung fiirt zur Grundidee konstruktiver Typentheorien, da die Be-
hauptung t : A, die jetzt die jeigentliche’ Behauptung in einem Beweis darstellt
gegeniiber der bloflen Aussage A, strukturverwandt ist mit der Behauptung,
dass ein Objekt ¢ den Typ A hat oder zur Menge A gehort. Auf dieses Ver-
wantschaft kann hier nicht niher eingegangen werden. Sie liegt insbesondere
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der Martin-Lofschen Typentheorie zugrunde, die in neuester Zeit durch die ho-
motopietheoretische Interpretation Wladimir Wojewodskis in der allgemeinen
Mathematik in den Vordergrund geriickt wurde (Sommaruga, 2000; The Uni-
valent Foundations Program, 2013). Die Motivation fiir diese Konzeption ist in
der Regel eine andere als diejenige, die wir hier gegeben haben. Unser philo-
sophischer Beweggrund dafiir war, dass Annotationen von Beweisen zu den zu
beweisenden Behauptungen gehoren und damit Kodierungen von Beweisen in
natiirlicher Weise Bestandteil bewiesener Behauptungen werden.

Hiufig wird die Auffassung, dass eine bewiesene Behauptung A ,eigentlich® die
Struktur ¢ : A hat, wobei t eine Kodierung ihres Beweises ist, als Argument
dafiir bzw. dagegen angesehen, dass bestimmte Beweise identifiziert werden
konnen. Das ist jedoch nur partiell schliissig. Die Standardreduktionen kann
man so nicht begriinden. Die Situation (3), in der Beseitigung auf Einfiihrung
folgt, wiirde ja jetzt notiert als

D, D,
t1:A t3:B
I(t1,t2): ANB
Ei(I(ty,t2)): A

Um hier ¢; : Aund Ey(I(t1,t2)) : A identifizieren zu kénnen, miissten wir schon
die Identitat
E(I(t1,t2)) =t

und damit eine der Identitéiten (6) voraussetzen, die aber gerade durch die
Standardreduktion motiviert sind. Aber auch wenn wir auf diese Weise keine
Begriindung der Standardreduktionen erhalten, gewinnen wir eine Ablehnung
der allgemeinen Redundanzreduktion (7). Diese wiirde ja jetzt verlangen, dass
man in der Situation

t: A

t': A

die Behauptungen ¢ : A und ¢ : A identifizieren kann, und das ist im allge-
meinen nicht méglich, wenn es keinen Grund fiir die Annahme ¢ = ¢ gibt.
Einen solchen Grund kann es aber fiir unspezifizierte ¢ und ¢ nicht geben. Die
universelle Annahme ¢ = t' driickt ja aus, dass sich beliebige Beweise von A
identifizieren lassen, was gerade die Trivialisierung der Beweisidentitét ist, die
wir nicht intendieren. Insofern haben wir, wenn wir die Idee von Beweisanno-
tationen als Beweisbestandteil akzeptieren, ein Argument gegen die allgemei-
ne Redundanzreduktion, das anders als Abschnitt 3.1 nicht auf Reduktionen
selbst, sondern nur auf die Identifizierbarkeit von Behauptungen Bezug nimmt.
Zur Rechtfertigung der Standardreduktionen als konstitutiver Grundlage von
Beweisidentitét bleibt es dabei, dass die Harmonie von Einfithrungs- und Be-
seitigungsregeln die Basis bildet.

134



Mathematische Beweise

4 Fazit und Ausblick

Warum ist unser Resultat nicht in jeder Hinsicht befriedigend? Wir haben fiir
den sehr beschriankten Rahmen der Konjunktionslogik gezeigt, dass die allge-
meine Redundanzreduktion nicht als Identitdtskriterium fiir Beweise taugt, da
sie zur Trivialisierung des Begriffs der Beweisidentitét fithrt. Da die Konjunk-
tionslogik normalerweise in jedem logischen System zur Verfiigung steht, hat
dieses Resultat eine grofie Reichweite.

Der Vorteil und des allgemeinen Redundanzkriteriums hétte darin gelegen, dass
seine Formulierung davon unabhingig ist, welchen logischen Rahmen man ver-
wendet und welche Beweisregeln man zur Verfiigung hat. Die Redundanzidee
nur im Zusammhang mit der Harmonie von Einfiihrungs- und Beseitigungsre-
geln zuzulassen, bedeutet eine signifikante Einschrédnkung: Ein entsprechendes
Identitétskriterium steht nur fiir Beweissysteme zur Verfiigung, die ausschlief3-
lich auf harmonischen Regeln aufbauen. Das ist sicherlich in der (konstrukti-
ven) Aussagen- und Pridikatenlogik der Fall. In konstruktiven Typentheorien
versucht man ebenfalls, eine solche Konzeption durchzuziehen. Aber miissen
Beweissysteme immer so strukturiert sein?

Der in diesem Sinne aporetische Charakter unserer Uberlegungen zeigt auch,
wie weit die Beweistheorie noch entfernt ist von der Behandlung ,echter' Be-
weise in der Mathematik, und wie sie noch weiter entfernt ist von der Explika-
tion der Begriffs der ,Idee‘, die hinter einem Beweis steckt. Letzteres ist, was
Mathematiker in erster Linie interessiert, wenn sie Beweise vergleichen. Die
Beweistheorie tastet sich also nur langsam an die wirklichen Probleme heran.
Andererseits muss man der Beweistheorie zugute halten, dass sie iiberhaupt
erst einmal einen préizisen syntaktischen Begriff von ,Beweis‘ entwickelt hat,
in dem sich konkrete mathematische Beweise formulieren lassen. Neuere be-
weistheoretische Forschungen zu den Grundlagen mathematischer Begriffsbil-
dung und mathematischen Schlieflens zeigen eine verstirkte Zusammenarbeit
zwischen mathematischer Logik und mathematischer Praxis und geben damit
Anlass zur Hoffnung auf Fortschritt.
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