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Stochastische Uberlagerung
mit Hilfe der Mischungsverteilung.

Schatzung linearer (Panel-)Modelle auf Basis anonymisierter Daten

GERD RONNING!
(Stand: 18. Mirz 2009 - Version 49)

Zusammenfassung

Die Arbeit betrachtet die Auswirkungen von additiver und multiplikativer Uberlagerung
mit MeBfehlern auf die Schiitzung linearer Modelle. Dabei erfolgt diese Uberlagerung ge-
plant mit dem Ziel der Anonymsierung von Mikrodaten. Im Mittelpunkt steht die Uber-
lagerung mittels einer (bimodalen) Mischungsverteilung. Die Arbeit analysiert sowohl den
Fall von anonymisierten Querschnittsdaten als auch von anonymisierten Paneldaten. Die
Auswirkungen der Autokorrelation des Regressors werden ausfiihrlich dargestellt, insbe-
sondere fiir den Fall "kurzer” Panels. Neben dem naiven Panelschéitzer ("Within-Schétzer”)
werden auch Varianten der Instrumentvariablen(IV)-Schitzung betrachtet.

Summary

The paper considers the effect of additive and multiplicative measurement errors on the
estimation of linear models. We assume that such measurement errors have been applied to
the micro data by purpose in order to protect them against re-identification. In particular
measurement errors with a bimodal mixture distribution are analyzed. First the case of
cross-section data is assumed. Then for panel data both the "naive’ estimator ("within
estimator”, fixed effects estimator) and IV estimators are considered. In particular the
effect of autocorrelation of regressors in short panels is discussed.

"Wirtschaftswissenschaftliche ~ Fakultdt, Universitit Tiibingen, D-72074 Tiibingen. email:
gerd.ronning@uni-tuebingen.de. Ausarbeitung im Rahmen des Projektes "Wirtschaftsstatistische Pa-
neldaten und faktische Anonymisierung ” , das vom Bundesministerium fiir Bildung und Forschung
finanziell geférdert wurde. Ich danke Elena Biewen, Robert Jung, Sandra Nolte, Winfried Pohlmeier,
Martin Rosemann, Hans Schneeweifl und Andy Tremayne fiir hilfreiche Kommentare und Hinweise.
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1 Einleitung

Diese Arbeit beschiftigt sich mit speziellen Aspekten der stochastischen Uberlagerung, die
als Anonymisierungsmethode zur Sicherstellung der faktischen Anonymitit von Mikroda-
ten eingesetzt wird.? Insbesondere soll der Zusammenhang zwischen der Uberlagerung
mittels einer Mischungsverteilung einerseits und der Uberlagerung nach dem sogenannten
"Hohne-Verfahren” im Einzelnen dargestellt werden. Wir gehen dabei auch auf die Auswir-
kungen auf die Beziehung zwischen verschiedenen Merkmalen sowie auf die Analyse von
Verhéltniszahlen ein. Die Auswirkungen auf die Schéitzung linearer Modelle wird eingehend
untersucht. Dabei wird zunéchst nur der Fall von Querschnittsdaten betrachtet. In den
letzten Kapiteln werden erginzende Uberlegungen fiir Paneldaten angestellt. Insbesondere
werden die Auswirkungen von "kurzen Panels” untersucht.

2 Eindimensionale Mischungsverteilungen

2.1 Stetige Verteilung

Es seien V; und V5 zwei stetige Zufallsvarible mit Dichtefunktionen fi(v) und fa(v) sowie
Erwartungswerten p; und Varianzen 01-2 fir ¢ = 1,2. Wir sagen, eine Zufallsvariable U
entstamme einer (diskreten) Mischung der Verteilungen von V; und V3, falls ihre Dichte-
funktion durch

glu) = afi(u) + (1 — a) fa(u) , O<a<l (2-1)

gegeben ist, wobei bis auf weiteres unerheblich ist, ob die beiden Ausgangsvariablen V;
und V3 stochastisch unabhéngig sind oder nicht (siehe unten).

Gedanklich kann man sich die Mischungsverteilung auch wie folgt vorstellen: Es gibt zwei
(bzw. allgemeiner k - siche unten) Zusténde, die jeweils mit Wahrscheinlichkeit «; auftreten
und die sich gegenseitig ausschliefende Ereignisse darstellen. Fiir jeden Zustand gibt es
eine Verteilung der Zufallsvariablen U. Je nachdem welcher Zustand eintritt, wird der Wert
der Zufallsvariablen U aus der betreffenden Verteilung generiert.? Diese Modellvorstellung
nutzt man aus, um Zufallszahlen aus Mischungsverteilungen zu erzeugen.

Symbolisch schreiben wir die "Mischung” auch wie folgt:
U ~ OéFl(el) + (1—0[) F2(02) ,

wobei F;(0;) die Verteilungsfunktion von V; bezeichnet und 6; deren Parametervektor. Im
Fall der Normalverteilung schreiben wir

U ~ aN(u,oi) + (1-a)N(u, 03) (2-2)

Fiir den Erwartungswert von U ergibt sich unter Verwendung von (2-1) direkt

EU] = am+ (I-a)p . (2-3)

2Siche Ronning et al (2005).
3Siche z.B. McLachlan und Peel (2000 section 1.4 "Interpretation of Mixture Models”).
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Ferner ergibt sich fiir den Erwartungswert der quadrierten Zufallsvariablen
EU’] = aBE[V{] + (1 - a) B[]

Daraus folgt fiir die Varianz von U?

ViUl = [EU? - (E[U)?
= aBVH + (1 - ) EVZ] — [am + (1 - a)u)
= a(o}+pd) + (1—a)(@3+4d) — [am+(1-au) (2-4)

= aoi+(1—a)os+a(l—a)ud+ (1 —a)aud —2a(1 — a)uipe

= aot + (1 - a)od +a(l — a)(u — p2)*

Die letzte Zeile zeigt, dafl nicht die absolute Grofie der beiden Parameter 1 und peo, son-
dern nur deren Differenz relevant ist. Im iibrigen unterscheidet sich dies Ergebnis von dem,
das man bekommt, wenn man die Varianz der Summe aus V; und V5 bestimmt.® Dort
wiirde auch von Bedeutung sein, ob die beiden Zufallsvariablen stochastisch unabhéingig
sind oder nicht !

2.2 Diskrete Verteilung

Fiir diesen Fall gelten dieselben Formeln wie im Fall von zwei stetigen Zufallsvariablen.
Allerdings ist die Interpretation jetzt etwas anders. Dazu unterstellen wir, daf3 fiir V; und
V5 folgende Verteilungen gegeben sein sollen:

vo— 1 mit Wahrscheinlichkeit 0.5 v, — 2 mit Wahrscheinlichkeit 0.5
L= 3  mit Wahrscheinlichkeit 0.5 A 4 mit Wahrscheinlichkeit 0.5

Man beachte, dafi die aus der Mischung von zwei bin&dren Zufallsvariablen resultierende
Zufallsvariable Y nun die vier verschiedenen Werte 1 , 2 , 3 und 4 annehmen kann. Alle
vier Werte werden jeweils mit Wahrscheinlichkeit 1/4 realisiert, wenn o = 0.5 gilt.

2.3 Beliebig viele stetige (oder diskrete) Zufallsvariable

Fiir eine beliebig grofle Zahl k von Zufallsvariablen lautet die Formel fiir die Dichtefunktion

k

g(u) = Z a; fi(u) , 0<oa; <1lund Z o =1, (2-5)

=1 )

und fiir Erwartungswert und Varianz erhalten wir

k
EU] = > aipm (2-6)
=1

“Im folgenden wird V[U] und o2 gleichgesetzt. Davon zu unterscheiden ist der spiter eingefiihrte

Mischungsverteilungs-Parameter o2,.

VarlVi + Vo] = Var[Vi] + Var[Va] + 2cov[Vi, Va).
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3 Mehrdimensionale Mischungsverteilungen

Es sei V; ein r-dimensionaler Zufallsvektor mit (gemeinsamer) Dichtefunktion

fi(vi, ..., vri)

sowie Erwartungsvektor

M1
12
B = :
Hr—1
Hri
und Kovarianzmatrix
0115 012; Olr—1, O1lri
021; 0922 02r—1, O2rq
¥, =
Or—1,1i Or—1,2i Or—1r—14 Or—1,ri
Orlg Or2i Orr—1,i Orrg

Wir sagen, der r-dimensionale Zufallsvektor U sei durch eine diskrete Mischung von k&
verschiedenen r-dimensionalen Verteilungen erzeugt worden, wenn die (gemeinsame) Dich-
tefunktion fiir diesen Zufallsvektor durch

k
glur,ug,. . up) = > o filu,ug,. .., up) (3-1)
i=1

gegeben ist.

Symbolisch schreiben wir - speziell im Fall der Normalverteilung - fiir die Mischung:

k
U ~ > N, )
=1

Fiir den r-dimensionalen Vektor der Erwartungswerte des Zufallsvektors U ist fiir jedes j
das Integral

ElU;] = /.../ujg(ul,...yj coo ) duy . oduy . dug

SEine Vereinfachung wie in Zeile 5 von Formel (2-4) fiir den Spezialfall von zwei Mischungskomponenten
ist nicht moglich.
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zu bestimmen.” Der Einfachheit halber betrachten wir die erste Komponente, d.h. j = 1
und schreiben fiir das Integral

E[U] = /ul{//.../g(ul,...uj...ur)durdur_l...dug}dul

g1(u1)

= / uy g1(u1) duy

Andererseits 148t sich unter Verwendung der Definition (3-1) fiir die gemeinsame Dichte-
funktion schreiben:

E[U] = ﬁ: o /u1 {/// filug, ... uy) durdur_l...dug}dul

i=1
fir(u1)

= S =/ uy fir(ur) duy

= Zle Qi 14

Dabei bezeichnet f;; die Randdichte der Zufallsvariablen V;1, d.h. der jeweils ersten Kom-
ponente bei den Zufallsvektoren V;. Daraus folgt

k
BU] = ) am (3-2)

Fiir die Kovarianzmatrix des Zufallsvektors U 148t sich unter Verwendung der Definition
cow[U] = E[UU] - E[U] E[U]

auBerdem das folgende Ergebnis herleiten:® ?

k k k !
covlU] = Y i (B + pip) — (Z aim) (Z oam) (3-3)

=1

"Siehe z.B. die Definition bei Graybill, Introduction to Matrices with Applications in Statistics. 1969.
Kap. 10.4.
8Man beachte, dafl

E[U?] E[UWU2] ... E[ULU]
) E[U\U:] E[U3] ... E[U:Uy)
E[UU] = ) ) ) )
E[UxU1] ... E[U}
und beispielsweise
E[U1U2] = 012 + pip2

gilt.
9Aus (3-3) folgt, daB8 das (t,s)-Element der Kovarianz-Matrix (3-3) wie folgt aussicht:

cov(ug, us) ZOQ oi(t,s) + ui(t)pi(s (Z i (t > (Z aiui(s)> .

Dabei ist (¢, s) das (t, s)-Element aus Matrix 3; und p;(t) das ¢-Element aus dem Vektor p,. In der
Uberlagerung zwecks Anonymisierung duerften die o;(t, s) alle gleich Null sein, ausserdem ist“ a; =0.5,1=
1,2 und p;(t) = +p in der additiven Uberlagerung bzw. p;(t) = 14§ in der multiplikativen Uberlagerung.



Man beachte, dafl auch bei Nullkorrelation in den Ausgangsverteilungen eine von Null
verschiedene Korrelation erzeugt wird, sofern nicht alle Elemente des Mittelwertvektors
fiir alle r Merkmale gleich Null ist. Daf3 bei unterschiedlichen Mittelwerten eine von Null
verschiedenen Korrelation erzeugt wird, zeigt auch die Graphik 3/1. Man konnte dieses

Bild auch als Streudiagramm mit zwei "schwergewichtigen” Ausreifiern interpretieren, die
die Korrelation erzeugen.

GAUSS  Sun Aug 26 17:46:21 2007
MISCHUNG VON ZWEI BIVARIATEN NORMALVERTEILUNGEN

mu_1=(2,-3),mue_2=(—3,2),sig_1=sig_2=(1,1),rho_1=rho_2=0

f(,x"v)a.o5 0.06 0.07 0.08

4 001002003 0.04

Abbildung 3/1: Mischung von zwei bivariaten Normalverteilungen

Falls man unterstellt, dafl alle Kk Komponenten der Mischungsverteilung von U die gleiche
Korrelation aufweisen, ist - beispielsweise fiir den Fall r = 4 - die Kovarianzmatrix durch

1 o0j o0 0
1 0 o 2 /
o= 2| Y i — 21 =0)T + oiue 3-4
J J 0j 0 1 o ][( QJ) Qj ] (3-4)
p oj o0 1

gegeben, wobei p; der Korrelationsparameter ist und ¢ den Einsvektor bezeichnet. Man
beachte, dafl dieser Parameter nicht beliebig negativ werden kann. Es mufl

1
— < p; <1
r—1 e =

gelten, damit die obige Matrix positiv definit ist.

Dann ergibt sich fiir die additive Uberlagerung

cov(u,us) = 3, e (pi(t)i(s)) — (3, aim(t)g (X; ipi(s))

= 054" + (=)") = (0.51 — 0.5p)
= n

und fiir die multiplikative Uberlagerung
covfun,s) = il

t
= 05((1+9)
- 5

Jpi(s)) — (Ziaim(t)) (X, cvipui(s))
24 (1-6)%) = (0.5(1+6)+0.5(1—6)%)

Dies bedeutet, dafl auch in diesem speziellen Fall durch die Mischungsverteilung eine positive Korrelation
erzeugt wird.
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Falls wir unterstellen, daf alle involvierten Mischungsverteilungen von der Struktur (3-4)
sind, dann ergibt sich fiir die Kovarianzmatrix von U

k k !
cov[U] = Z o; (07 [1—0)T + 0ie] + pypf) — (Z o ui> (Z Q; lh)

= (3-5)

4 Die Logarithmische Normalverteilung als Mischungsver-
teilung

4.1 Eindimensionale Verteilung

Es sei Y eine normalverteilte Zufallsvariable mit E[Y] = p, und V]Y] = 05, dh Y ~
N (py, 05). Dann sagen wir, X := exp (Y) sei lognormalverteilt und schreiben

X ~ Lipy, 02) (4-1)

Die Dichtefunktion ist gegeben durch

/(@) = { ”ylf)ﬁ e {-gy loa@-mP} o>0 (4-2)

, sonst

und fiir Erwartungswert und Varianz gilt:
2

E[X] = exp (jy + %) (4-3)

VIX] = exp(2py + 0y) (exp (0;) = 1) = exp (241 +203) — exp (2py +0,)  (4-4)

Man beachte bei der Schreibweise in (4-1), daB8 j, und 05 nicht Erwartungswert und
Varianz der Verteilung sind, sondern daf diese durch (4-3) und (4-4) gegeben sind. Ferner
kann man zeigen, dafl der Modalwert, also das Maximum der Dichtefunktion durch

h = exp (uy — o) (4-5)

gegeben ist, und daf fiir den Median bzw. Zentralwert
Bp— (4-6)
gilt.

Bei der multiplikativen Uberlagerung, die in dieser Arbeit eine wichtige Rolle spielt (siche
insbesondere Kapitel 7), wird gefordert, daf die betrachtete Uberlagerungsvariable Ei-
wartungswert 1 besitzen soll. Hier soll kurz die sich daraus ergebende Parametrisierung
dargestellt werden. Dabei verwenden wir eine etwas andere Symbolik.

Die erwihnte Forderung bedeutet, dafl

0.2
po=exp Qpy + 5t =1
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oder auch
&
Hy = _?
gelten mufl. Da andererseits die Varianz als
of = uj (exp{oy} —1)

geschrieben werden kann, erhalten wir wegen der hier geforderten Eigenschaft des Erwar-
tungswertes

exp{az} = 1+ o2
oder
JS = In(1 + ¢2) (4-7)

und damit auch wegen der Beziehung zwischen der oben angegebenen Beziehung zwischen
2
py und oy

1
py = —5 W+ %) (4-8)

Diese beiden Formeln kénnen benutzt werden, um fiir gegebene Varianz der Uberlagerungs-
variablen X die Parameter der zugrundeliegenden Normalverteilung fiir Y zu bestimmen.

4.2 Multivariate Verteilung

Die multivariate Logarithmische Normalverteilung (Lognormalverteilung) wird beispiels-
weise bei S.J. Press (Applied Multivariate Analysis, 1972 , Kap. 6.4) behandelt. Sie wird
durch den Vektor g und die (positiv definite) Matrix 3 charakterisiert.

Fiir die gemeinsame Dichtefunktion des r-dimensionalen Vektors ergibt sich

Flon .. v) = ! exp{—;logv—u)’zl (bgv—m}

(27m)"/? (det(Z)Y? H Vs

Dabei ist
log(v1)
logv = :
log(v)
Fiir die Erwartungswerte gilt
2
E[Vs] = exp {us 025}

und fiir die Kovarianzen ergibt sich

2 2
o, + o}

U§+U?
2

+ pstgsat} — exp {Ms + ue + 5

cov[Vs,Vi] = exp {us + e+

Daraus folgt speziell fiir die Varianzen (¢ = s)

var[Vs] = exp{2us + 202} — exp{2pus + 02}
= exp{2pus + 02} (exp{c?} — 1)
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Demnach haben die Erwartungswerte und Varianzen im multivariaten Fall dieselbe Struk-
tur wie im univariaten Fall.

Auflerdem ist erwidhnenswert, dafl die Kovarianzen und damit die Korrelationskoeffizienten
gleich Null sind, wenn die Parameter p;; = 0 gesetzt werden. Andererseits impliziert
die Parameterkonstellation p;s = 1 nicht, daf§ die lognormalverteilten Zufallsvariablen
'perfekte’ Korrelation aufweisen. Denn fiir p;s = 1 ergibt sich

O'2+G'2 02+02
coolVi, Vi) = exp{ps + m + Z5% + oo b — exp{ps + e+ ZHEY
2 o2
= exp {,us + %} exp {,ut + Tt} (exp{osor} — 1)

Die Korrelation wére gleich 1, wenn dieser Ausdruck gleich dem Produkt der Strandard-
abweichungen wiére. Jedoch ist dieser durch einen zwar sehr dhnlich aussehenden, aber
abweichenden Ausdruck gegeben:

Vol = ewfu+ % ew{u+ T} Viewat - Deio) - 1

Damit die Korrelation stets kleiner oder gleich 1 ist, mufl demnach der zuerst gegebene
Ausdruck grofler sein als der zweite, bzw. es muf3

(expl{osory —1) > lexp{os) — 1) (exp o} — 1)

gelten. Fiir den Fall o, = oy ist dies offensichtlich der Fall.'® Anders gesagt bedeutet dies,
dafl die Korrelation nie gleich 1 sein kann!!

4.3 Eindimensionale Mischungsverteilung basierend auf der Lognormal-
verteilung

FEine eindimensionale Mischungsverteilung, deren zwei Komponenten lognormalverteilt
sind, ergibt sich aus der allgemeinen Formel (2-1) unter Verwendung der speziellen Formel
(4-2) fiir die Dichtefunktion der Lognormalverteilung. Ein Beispiel findet sich in Abbildung
4/2, rechte Seite. Dabei sind die Parameter wie folgt gewiihlt:!

p1 = —0.2957,0% = 0,1452, pp = 0, 6688, 03 = 0, 0488,
d.h. die beiden Komponenten haben die folgenden Erwartungswerte:
E[Vi] = exp{—0,2231} = 0,80 , E[V3] =exp{0,6932} = 2,00

Dies 143t sich optisch aus der Abbildung verifizieren. Man beachte, dafl diese Mischungs-
verteilung stets nur positive Werte annimmt!

Fiir die multiplikative Uberlagerung, bei der diese Mischungsverteilung eingesetzt werden
soll, wird verlangt, dafl der Erwartungswert dieser Verteilung gleich 1 ist. Formaler soll

gelten:
2

O'% 0‘2
0.5 exp {Hl + 2} + 05 eXp{MQ + 2} -1

10Beweis fiir den allgemeinen Fall ?7?
"Djeses Beispiel verwendet auch Ronning (2005). Siehe FuBinote Seite 77.
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Abbildung 4/2: Mischung von zwei Logarithmischen Normalverteilungen

Dies liefle sich am einfachsten dadurch erreichen, daffl man
_ 2 _ _ 2
pr = —01/2 = und py = —o03/2

setzt. Allerdings ist die resultierende Mischungsverteilung eingipflig und damit fiir unsere
Zwecke wertlos.

Fine unter vielen Varianten, die zu einer bimodalen Verteilung fithren, ist wie folgt: Wir
setzen

0} = 03 = o2, g% ein beliebiger positiver Wert

und schreiben die obige Bedingung als
0.5 - exp{0?/2} (exp{m} + exp{ue}) = 1
Sodann wéahlen wir zwei positive Zahlen ¢ und d mit der Restriktion ¢ + d < 2 und setzen
pr = log(c) und pg = log(d).
Dann 148t sich die Bedingung wie folgt schreiben:
c+d = 2-exp{—02/2}
Daraus bestimmen wir den Wert fiir 02 wie folgt:
0% =2 (log(2) — log(c + d))

Allerdings ist die Restriktion, dafl ¢ und d positiv und in der Summe kleiner als 2 sein
sollen, vermutlich eine starke Restriktion. Numerische Beispiele dazu sind geplant.
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4.4 Bezug zur Mischungsverteilung basierend auf Normalverteilungen

Fiir die Mischungsverteilung mit lognomalverteilten Komponenten gilt geméf (2-1) und
(4-2)

(log(w) — p2)* }

b (log(@) —m)? SRS S
o) = o an p{ }”1 e p{ 203

2 a%
(4-9)

Es soll die daraus resultierende Verteilung fiir die Zufallsvariable Y = log(X) bestimmt
werden. Wir wenden den Transformationssatz fiir stetige Verteilungen an, der in allgemei-
ner Form wie folgt lautet:

Fiir die Dichte der Zufallsvariablen Y = h(X) gilt

¢y(y) = Ya(v() V'Y

wobei v(y) = h~1(y) die Umkehrfunktion von h und 1, (z) die Dichtefunktion
von X ist.

In unserem Fall gilt Y = log(X), d.h. h(x) = log(z) und damit v(y) = exp(y) bzw.
v'(y) = exp(y) = exp(log(x)) = z. Wir erhalten also
¢(y) = Y(exp(z)) x

Anders gesagt: Die Dichtefunktion von X ist mit z zu multiplizieren, auflerdem tritt an
die Stelle von z jetzt exp(y). Damit erhalten wir fiir die Zufallsvariable Y = log(z) den
folgenden Ausdruck:

(log(exp(y)) — p1)?

o(y) T <a1 exp{ 5 } + (1704)# exp{ 3
ro1 V27 207 roy2Tm 205

1 (y—m)? } 1 { (y — p2)? }
a———expy———5— + (1 —a) —— exp ——5—
o1V2m p{ 207 ( )02\/27r P 202

Dies ist jedoch exakt die Formel fiir die Mischung von zwei Normalverteilungen mit Er-
wartungswert
EY] = am + (1—a)us . (4-11)

Demnach 148t sich die Mischung von logarithmischen Normalverteilungen durch Loga-
rithmierung in eine Mischung von Normalverteilungen {iberfithren, allerdings mit einem
Erwartungswert, der von der jeweiligen Parameterkonstellation abhéngt (und nicht au-
tomatisch den Wert Null annimmt'?, wenn die Mischung der logarithmischen Nor-
malverteilungen den Erwartungswert Eins hat!!) Beispielsweise ergibt sich bei der oben
gewiahlten Methode zur Festlegung der Parameter als Erwartungswert

ElY] = alog(c) + (1 — ) log(d)
Der Erwartungswert ist nur dann Null, wenn (o = 0.5 und)

d=1/c

12Das gilt iibrigens auch bereits fiir die Beziehung zwischen Normalverteilung und logarithmischer Nor-
malverteilung selbst (ohne Mischung)!

(log(exp(y)) — p2)? })

(4-10)
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gilt, also z.B. ¢ = 3/2 und d = 2/3.

Wahlt man andererseits - ausgehend von der Mischung von zwei Normalverteilungen - die
(multiplikative) Spezifikation a la Hohne, d.h. (e = 0.5 und)

p =148 , pp=1-6 , o2 :52—}—0? )
dann ergibt sich fiir die Mischung der logarithmischen Normalverteilungen

6%+ o2 52—|—0§}

E[X]=0.5 exp{1+5+ 2

} + 0.5exp{1—5+

Dieser Ausdruck kann, weil die Varianz o2 beliebig gewihlt werden kann, auch beliebige
Werte annehmen!

Entsprechend erhalten wir fiir die additive Spezifikation, d.h. (o = 0.5 und)
p=pn o, pp=—p 0 =g tal

als Erwartungswert

2 2 2 2
E[X]=0.5 exp{u n W} 05 exp{—u n “;JE}

4.4.1 Inkonsistenz der additiven Mischung mit der multiplikativen Mischung

Ich méchte kurz den Effekt der (additiven) Uberlagerung der logarithmierten Werte auf
die Situation bei den antilogarithmierten Werten beschreiben und zeigen, dafl nicht auf
eine multiplikative Mischung der antilogarithmierten Variablen geschlossen werden kann.

Ich unterstelle, daf§ ein Merkmal y logarithmiert wird, d.h. ich betrachte
Y =logX |,

und dafl dieses (logarithmierte) Merkmal additiv mit einer Mischungsverteilung (Hohne-
verfahren) iiberlagert wird. Das bedeutet, daB die Dichte fiir die Uberlagerungsvariable U
durch

f(u) =0.5N(p,0?) + 0.5 N(—p,0?)

gegeben ist, also die Mischung von zwei Normalverteilungen.
Fiir die antilogarithmierte Uberlagerungsvarible
W =exp(U)

gilt, dafl sie logarithmisch normalverteilt ist mit Erwartungswert einer Mischung von zwei
Lognormalverteilungen, d.h. mit

o? o?
E[W]=0.5exp (u + 2) + 0.5 exp (—,u + 2)

Man beachte, dafl die beiden Komponenten der Mischungsverteilung so gewahlt sind, dafl
der Erwartungswert von U gleich Null ist. Was aber folgt fiir den Erwartungswert von W?
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Wir nehmen konkret an, dal wie im Projekt p = 0.11 und o = 0.03 gewéhlt wurde. Dann
ergibt sich aus obiger Formel

0.09

E[W] = 0.5 exp <0.11 + 2) + 0.5 exp (—0.11 + — 2.8606 .

0.09)  2.5472 n 3.1740
2 )/ 2 2
Wenn man also statt

Yo=Y +U

die multiplikative Variante X = exp(Y*) bzw.
X=X-W

betrachtet, dann ist bei obigem Verfahren nicht gewé#hrleistet, dal der Erwartungswert
von W gleich 1 ist, wie dies fiir eine (unverzerrte) multiplikative Uberlagerung verlangt
wird. Anders gesagt, es ist nicht sinnvoll, bei diesem Verfahren auch die Originalvariablen
(= antilogarithmierten Werte) als sinnvolle multiplikative Uberlagerung zu interpretieren.

Auf das Problem, sowohl fiir additive als auch fiir multiplikative Uberlagerung eine sinn-
volle Parametrisierung anzugeben, gehe ich in Abschnitt 4.3 ausfiihrlich ein. Dort wird
eine Methode vorgeschlagen, die identische Varianz in beiden Mischungskomponenten (wie
oben in der Methode) unterstellt. Dann ergibt sich folgende Gleichung:

- =In(2) — In(exp(su1) + exp(2))

aus der die beiden Erwartungswerte iterativ zu bestimmen wéiren. Dabei miifite noch
zusétzlich unterstellt werden, dafl

H1 = —pH2

gilt, d.h. die Gleichung, die fiir ;41 (bei gegebenem o2) oder fiir o2 (bei gegebenem 1) zu

l6sen ist, lautet
2

5= In(2) — In(exp(p1) + exp(—p1))

bzw.
0? =2[In(2) — In {exp(u1) + exp(—p1)}]

Um zu untersuchen , ob dafiir immer eine Losung existiert, betrachten wir zunéichst die
Ableitung von In {exp(u1) + exp(—p1)} nach pg, d.h.13

do? 1 >0 p1r >0

an In {exp(u1) + exp(—pu)} = Toxp(ay) £ oxp(—pn)] {exp(u1) — exp(—p1)} z 8 //ﬁ z 8

d.h. diese Funktion hat ein Minimum bei g1 = 0. Dieses Minimum ergibt sich als
lim0 In{exp(p1) +exp(—p1)} = In{l+1} = In(2)
H1i—

Demnach ergibt sich fiir die obige Funktion o2 stets ein negativer Wert oder , anders
gesagt, es gibt keine zulédssige Loung.

13Es wird ausgenutzt, dafl

{exp(p1) — exp(—p1)} = {eXp(“l) B #}

exp(p1)

grofer/kleiner als Null ist, wenn p; grofer /kleiner als Null ist.
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5 Stochastische Uberlagerung durch Mischungsverteilungen

Bei der stochastischen Uberlagerung hat die Mischungsverteilung die Aufgabe, die Anony-
misierung in der Weise zu verstirken, dafl moglichst wenige Realisationen den Originalwert
- anndhernd - unverdndert lassen. Anders gesagt: Die anonymisierten Werte sollten nicht
in der Nihe der Originalwerte liegen. Deshalb sollten im Fall der additiven Uberlagerung
die Realisationen der Uberlagerungsvariablen moglichst weit entfernt vom Wert Null lie-
gen (siehe auch Abbildung 5/1), im Fall der multiplikativen Uberlagerung méoglichst weit
entfernt vom Wert Eins.' Dies li8t sich am besten bzw. einfachsten mit dem in Abschnitt
2.1 betrachteten Spezialfall von zwei (stetigen) Mischungskomponenten (d.h. k = 2) er-
reichen. Andererseits wird man zum Zwecke der Anonymisierung beide Mischungskom-
ponenten symmetrisch wéhlen, insbesondere die Gewichte und die Varianzen gleich grof3
wéhlen.

1 f(w) N
Originalwert von x
| > X, U
Elul =0
1 f(w)
| > X, U
Elu] =

Abbildung 5/1: (Additive) Uberlagerung mittels Mischungsverteilung
Wir behandeln zunéchst - ausfiihrlich - den eindimensionalen Fall und dann eher kursorisch

den mehrdimensionalen Fall. In beiden Fillen wird zunéchst die additive und dann die
multiplikative Uberlagerung betrachtet.

5.1 Eindimensionaler Fall

Im folgenden beschreiben wir die speziellen Parametrisierungen im Fall der Uberlagerung
und wenden dann die Ergebnisse aus Abschnitt 2.1 an, um die ersten und zweiten Momente

"Die Idee der Uberlagerung mittels Mischungsverteilung und insbesondere der multiplikativen Uberla-
gerung wurde ebenfalls von Massell, Zayatz und Funk (2006) vorgeschlagen. Diese Autoren verwenden eine
”gesplittete Dreiecksverteilung”, was einer Mischungsverteilung entspricht, bei der zwei deutlich separierte,
symmetrisch um 1 positionierte, Intervalle positive Wahrscheinlichkeits-Masse besitzen.
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zu bestimmen.

5.1.1 Additive Uberlagerung

Im Fall der additiven Uberlagerung wihlen wir'®
H1 = fim , B2 = —fim (5-1)
und
o = o2 = o2 (5-2)
sowie
1
ap = 0z = 5 (5-3)

und
VU = om+ b s

d.h. 02 = 02, + p2, in der alternativen Schreibweise.

5.1.2 Multiplikative Uberlagerung

Im Fall der multiplikativen Uberlagerung wihlen wir die alternative Spezifikation
pr1=1+0m, po=1—0nm (5-4)

fir die Erwartungswerte. Im Ubrigen werden die Spezifikationen des additiven Falls bei-
behalten: Fiir die Varianzen gilt (5-2) und fir die Gewichte gilt (5-3).

Dann ergibt sich aus den allgemeinen Formeln (2-3) und (2-4)
EU] = 1

und
ViU = o2 + 6

d.h. 02 = 02, + 62, in der alternativen Schreibweise.

5.2 Mehrdimensionaler Fall

Entsprechend dem Vorgehen im Abschnitt 5.1 beschreiben wir auch fiir mehdimensionale
Verteilungen die speziellen Parametrisierungen im Fall der Uberlagerung und wenden dann
die Ergebnisse aus Abschnitt 3 an, um die ersten und zweiten Momente zu bestimmen.
Auch hier beschrinken wir uns auf den Fall von k = 2 Mischungskomponenten.

15Der Index ”m” steht fiir Mischung und bezeichnet Parameter, die die einzelnen Komponenten der
Mischungsverteilung charakterisieren, wenn sie fiir alle Mischungskomponenten identisch gewéhlt werden.
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5.2.1 Additive Uberlagerung

Im Fall der additiven Uberlagerung wihlen wir

My = Py s o = —fhy, (5-5)

wobei p nicht notwendigerweise identische Erwartungswerte fiir alle » Komponenten be-
sitzt. Ferner soll

¥ =3 =3, (5-6)
sowie ]

a = ay = g (5-7)
gelten.

Dann ergibt sich aus den allgemeinen Formeln (3-2) und (3-3)

E[U] = o0
und
covlU] = Ty + ppby, - (5-8)
Man beachte, daf} die spezielle Parametrisierung der Mischungsverteilung mit p; = —py =

W, eine "Vergroferung” der Kovarianzmatrix bewirkt!

5.2.2 Multiplikative Uberlagerung

Im Fall der multiplikativen Uberlagerung wihlen wir die alternative Spezifikation
By =0+ 0m, po=1t—0n (5-9)

fiir die Erwartungswerte, wobei d,, nicht notwendigerweise identische Werte fiir alle r
Komponenten besitzt. Im Ubrigen werden die Spezifikationen des additiven Falls beibe-
halten: Fiir die Varianzen gilt (5-2) und fiir die Gewichte gilt (5-3).

Dann ergibt sich aus den allgemeinen Formeln (2-3) und (2-4)
E[U] = .

und
cov[U] = X, + 6,0, . (5-10)

Falls alle Komponenten von d,, identisch sind, d.h. falls
Om = Omt (5-11)
gilt, ergibt sich fiir die Kovarianzmatrix die spezielle Form
cov[U] = X, + 62,0

Falls wir weiterhin noch
I (5-12)

verlangen, erhalten wir
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Dieses spezielle Ergebnis wird uns spéter bei der Betrachtung des Hohne-Verfahrens wieder
begegnen. Siehe insbesondere Abschnitt 6.2. Aber auch hier sollte bereits die Bemerkung
gemacht werden, dafl die Mischungsverteilung mit zwei Komponenten, die mittels des Pa-
rameters d,, symmetrische Zu- und Abschlige erzeugt, dazu fiithrt, dafl die r Komponenten
miteinander korreliert sind. Denn man kann die Kovarianzmatrix auch wie folgt schreiben:

cov[U] = (02,4 02) (1—p) I + pud))
Dabei steht p fiir den zuvor abgeleiteten Korrelationskoeffizienten
_ o
ro= o2 + 62,

Wohlgemerkt: Obwohl die Verteilungen der einzelnen Mischungskomponenten skalare Ko-
varianzmatrix besitzen, weist die Mischungsverteilung selbst positive Korrelation aus. Sie-
he (5-12) in Verbindung mit (5-2).

6 Das Hohne-Verfahren

Das Verfahren, das Jorg Hohne vorgeschlagen hat, ist vor allem mit der Absicht entwickelt
worden, bei der Uberlagerung von verschiedenen Merkmalen deren Beziehung zueinan-
der, insbesondere das proportionale Verhéltnis, einigermafien zu erhalten. Hier geht es vor
allem um die formale Darstellung des Verfahrens und um die Frage, ob dies Verfahren mit
einer Mischungsverteilung dquivalent ist bzw. inwiefern es sich davon unterscheidet.

Wir betrachten zunéchst das "Hohne-Verfahren” fiir ein einziges Merkmal, dann aber auch
fiir mehrere Merkmale gemeinsam.

6.1 Ein einziges Merkmal
6.1.1 Additiver Fall
Wir betrachten das Modell

U = uD+e | (6-1)

wobei y ein Parameter mit beliebigem Wert ist. Fiir die diskrete Zufallsvariable D gilt

D — +1 mit Wahrscheinlichkeit « (6-2)
o —1 mit Wahrscheinlichkeit 1 — o )
und die stetige Zufallsvariable ¢ ist wie folgt spezifiziert:
Ele] =0 , V] = o2 (6-3)

wobei die Annahme der Normalverteilung iiblicherweise hinzutritt. Ferner wird angenom-
men, daf} D und € stochastisch unabhéngig sind.

Erwartungswert und Varianz von D sind durch

E[D] = 2a—1 , V[D] = 4a(1-q)



6.1 FEin einziges Merkmal 17

gegeben. Wenn a = 1/2 gilt, ist der Erwartungswert gleich 0 und die Varianz gleich 1.
AuBlerdem ist die Wahrscheinlichkeitsdichtefunktion von D durch

hd) = ar (1-a)7 (6-4)
fir de {+1, —1} gegeben.
Fiir Erwartungswert und Varianz von U gemif} (6-1) ergibt sich dann

EU] = pQa-1) (6-5)

sowie

VU] = p*VID] + VU] = 4a(1—a)u® + o> . (6-6)
Insbesondere erhalten wir fiir den "symmetrischen” Fall, d.h. wenn a = 1/2 gilt,
EUl =0 , V[U = +0o2

was dem Resultat fiir die Mischungsverteilung entspricht, wenn dort ebenfalls der "sym-
metrische” Fall betrachtet wird.

6.1.2 Multiplikativer Fall

Im Fall der multiplikativen Uberlagerung verwenden wir statt (6-1) den Ansatz
U = (146D) +c¢ (6-7)
und erhalten in diesem Fall fiir Erwartungswert und Varianz
EU] = 146Q2a-1) (6-8)

sowie

VU = & VD] + VU] = 4a(1—a)d* + o> . (6-9)

Fir « =1 — a = 1/2 erhalten wir das Resultat
EU =1 , VU] =& +d%

was dem Resultat fiir die Mischungsverteilung (im multiplikativen Fall) entspricht, wenn
dort ebenfalls der "symmetrische” Fall betrachtet wird.

6.1.3 Dichtefunktion im H6hne-Ansatz

Obwohl die Gleichheit der ersten und zweiten Momente dafiir spricht, dafl Mischungsvertei-
lung und Hohne-Verfahren dquivalent sind, ist dies erst nachgewiesen, wenn die Gleichheit
der Dichtefunktionen gezeigt ist. Dazu gehen wir wie folgt vor: Wir betrachten zunéchst
die bedingte Dichte von U gegeben D , multiplizieren diese Dichte mit der Randdichte von
D, um die gemeinsame Dichte zu bestimmen und "integrieren” dann die Zufallsvariable D
aus, um die Randdichte von U zu erhalten. Dabei ist in diesem Fall allerdings wegen der
Diskretheit von D eine Summation vorzunehmen. Wir unterstellen im folgenden zusétzlich

e ~ N(0,02) . (6-10)
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Additiver Fall: Fiir gegebenes D ist U in (6-1) normalverteilt, d.h.
UD=d ~ N(ud,o?)

wobei IV die Dichtefunktion der Normalverteilung symbolisieren soll. Fiir die gemeinsame
Dichte von U und D erhalten wir dann

g(u,d) = h(d) N(ud, o?)

mit h(d) aus (6-4). Dann erhalten wir die Randdichte von U durch folgende Formel:

fw) = Y gwd = Y aF (1-a)F  Npd,dd)
de {+1,-1} de {+1,-1}
oder
flu) = aN(u,o?) + (1—a)N(u, o) . (6-11)

Dies entspricht exakt der Dichte der Mischungsverteilung in (2-2), allerdings fiir den Spe-
zialfall identischer Varianzen.

Multiplikativer Fall: Fiir gegebenes D ist U in (6-7) normalverteilt, d.h.
UD=d ~ N1+ §d, o?)
Wie im addtiven Fall erhalten wir fiir die gemeinsame Dichte von U und D dann
g(u,d) = h(d)-N(1+dd, o?)

mit h(d) aus (6-4)und fiir die Randdichte von U ergibt sich

fw) = Y gwd = Y aT(1-a)F -N1+4d,0?)
de {+1,-1} de {+1,-1}
oder
flu = aNA+d6,65) + (1—-a)N1-6,0%) . (6-12)

Dies entspricht exakt der Dichte der Mischungsverteilung in (2-2), allerdings fiir den Spe-
zialfall identischer Varianzen.

6.2 Mehrere Merkmale gemeinsam

Hohne hat vorgeschlagen, alle Merkmale mit demselben (multiplikativen) Zu- bzw. Ab-
schlag 0 zu versehen und dann bei den einzelnen Merkmalen noch eine (merkmals-spezifi-
sche) Uberlagerung durchzufithren. Dahinter steht die Idee, dal damit die proportionalen
Beziehungen zwischen den einzelnen Merkmalen bzw. die daraus erzeugten Verhiltnis-
zahlen annihernd gleich bleiben.'® Dies soll im Folgenden dargestellt werden, sodann soll
nachgewiesen werden, da8 auch in diesem Fall Aquivalenz zum statistischen Modell der
Mischungsverteilung besteht.

Da Hohnes Vorschlag nur die multiplikative Alternative betrachtet, werden wir uns im
Text auf diese Variante beschrinken. AAbschnitt 6.3 stellt erginzend auch die additive
Variante kurz dar, weil sie in Abschnitt 9 ebenfalls benétigt wird.

Darauf werden wir in Abschnitt 8 niher eingehen.
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6.2.1 Formale Darstellung des Verfahrens

Es wird der r-dimensionale Vektor U betrachtet, fiir dessen j-te Komponente gelten soll:
Uy = (1406D)+¢ ,j=1,...,r, (6-13)

Fiir alle »r Komponenten gemeinsam kann man das auch schreiben als
U = (1+46éD)t + ¢ , (6-14)

wobei & ein Parameter mit beliebigem Wert ist. Genau wie in Abschnitt 6.1.1 ist die
diskrete Zufallsvariable D durch

D — +1 mit Wahrscheinlichkeit «
o —1 mit Wahrscheinlichkeit 1 — «

gegeben (siehe (6-2)) und der r-dimensionale stetige Zufallsvektor € ist entsprechend (6-3)
spezifiziert:
Ele] = 0 , covle] = o021 (6-15)

£

wobei die Annahme der Normalverteilung iiblicherweise hinzutritt. Genau wie in Abschnitt
6.1.1 wird die stochastische Unabhéngigkeit von D und € unterstellt.

Fiir den Erwartungswert der Zufallskomponente U; aus dem Zufallsvektors U ergibt sich
(wie im Fall der Betrachtung eines einzigen Merkmals)

EU] = 14+36R2a-1) , j=1,...,r (6-16)

oder auch kompakter
EU = (1+4+dR2a—-1)) . (6-17)

Im ’symmetrischen’ Fall (o« = 1/2)ergibt sich

E[U] = .

Bei der Bestimmung der Kovarianzmatrix ist folgende Beobachtung wesentlich: Da alle r
Komponenten die Zufallsvariable D enthalten, sind die Komponenten von U miteinander
korreliert, selbst wenn die Komponenten

varepsilon; des Zufallsvektors & unkorreliert sind!! Um die Kovarianz zu bestimmen, be-
trachten wir zundchst den Erwartungswert des Produktes U;U;. Dafiir erhalten wirl”

EplE.plUi Uj] |D] = Ep[(14+6D)*] = Ep[l+2§D+6°D* = 1+ 25(2a — 1) + 6
und fiir die Kovarianz selbst erhalten wir
cov[U;U;] = 1+ 25Qa—1)+8* — (1+62a—1))* = 6 -6*(2a—-1)* > 0.

Diese Kovarianz ist also gleich Null nur fiir « = 0 bzw. o = 1, d.h. wenn nur eine ein-
zige Mischungskomponente verwendet wird. Ansonsten ist diese Kovarianz (und damit
auch die entsprechende Korrelation) stets positiv! Im hier besonders interessierenden
'symmetrischen’ Fall (o = 1/2) ist die Kovarianz gleich §2.

"Wir verwenden
E[D’] = V[D] 4 (E[D])® = 4a(1 —a) + (2a —1)*> =1
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Fiir die Varianz von Uj gilt ferner (siche die Ergebnisse in Abschnitt 6.1.2)
VIU;] = 4a(l—a)é* + o2
und speziell fiir den symmetrischen Fall( & =1 — a = 1/2) erhalten wir
VU] = 6% + o2

Damit erhalten wir in diesem speziellen Fall fiir den Korrelationskoeflizienten eine beson-
ders einfache Struktur:

corrlU; Uj| = L fall _1
P 82402 o aTy

Die durch das Verfahren erzeugte Korrelation ist also umso grofler, je grofler der gemein-
same Zuschlag 6 und je kleiner die Uberlagerungsvarianz o2 ist!

Als Kovarianzmatrix erhalten wir aus obigen Ergebnissen (beispielsweise fiir » = 4 Merk-
male)

da(l —a)s? +02 62 —-62(2a—1)2 §%2—-6%(2a—1)2 2

e (2a — 1)2
o] = | £ -0 Ra-17 da(l—a)® o2 60— 820 - 1) 2(20 — 1)?
= 52 — 52(204 — 1)2 52 — 52(205 _ 1)2 40[(1 o a)52 + 0_82 52 — (52(205 —1)2

62 —6822a—1)2 %2 -5%2a—-1)2 62 —-6%2a—1)? 4a(l —a)d?+ o2

52 -6
52 =6

die sich im ’symmetrischen’ Fall auf die einfache Form
cov[U] = 021 + 6*u = (02+6%) (1—p)I + put) (6-18)
reduziert, wobei p fiir den zuvor abgeleiteten Korrelationskoeffizienten

52

S

steht. Man beachte, dafl diese Korrelation stets positiv ist!

6.2.2 Ableitung der Dichtefunktion

Wir konnen festhalten, dafl sich fiir Erwartungswert und Varianz unter bestimmten Be-
dingungen dieselben Resultate ergeben wie bei der Mischungsverteilung: In beiden Féllen
gilt

E[U] = + und cov[U] = o2 + 6*u/ (6-19)
Dabei wird dieses Ergebnis in der Mischungsverteilung erreicht, wenn fiir die Mittelwert-

vektoren und die Kovarianzmatrizen in allen Mischungskomponenten folgende sehr spezi-
elle Annahme getroffen wird:

p; =0 und X; = 0’1 (6-20)
und der ’symmetrische Fall’
1
“© T 3

sowohl bei der Mischungsverteilung als auch im Hohneverfahren unterstellt wird.
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Es bleibt zu priifen, ob auch im mehrdimensionalen Fall die Dichtefunktion des Hohnever-
fahren mit der Definition der Mischungsverteilung geméf (3-1) iibereinstimmt. Bei dieser
Analyse gehen wir wie im eindimensionalen Fall vor. Siehe dazu Abschnitt 6.1.3. Wieder
beschréinken wir uns auf den hier relevanten Fall der multiplikativen Uberlagerung.

Wir betrachten zunéchst die bedingte Dichte von U gegeben D , multiplizieren diese Dichte
mit der Randdichte von D, um die gemeinsame Dichte zu bestimmen und "integrieren”
dann die Zufallsvariable D aus, um die Randdichte von U zu erhalten. Dabei unterstellen
wir im folgenden wieder zusétzlich Normalverteilung;:

e ~ N(0,5%T) . (6-21)

Fiir gegebenes D ist U in (6-14) normalverteilt, d.h.
U|(D=d) ~ N((1 +6d)e, o2I)
Fiir die gemeinsame Dichte von U und D ergibt sich
glu,d) = h(d) N1+ dd)e, o2T)
mit A(d) aus (6-4)und fiir die Randdichte von U ergibt sich

fu) = Y ogud) = Y T (1-a)T - N(L+dd)e, o)
de {+1,-1} de{+1,-1}

oder
fu) = aN(1+ 0, + (1—a) N1 = d)e, o21) . (6-22)

Dies entspricht exakt der Dichte der Mischungsverteilung in (3-1), allerdings fiir den Spe-
zialfall identischer (skalarer) Kovarianzmatrizen.

6.3 Die (spezielle) Hohne-Spezifikation im additiven Fall

In Abschnitt 6.2 haben wir nur die multiplikative Variante des "speziellen” Hohne-Verfahrens
betrachtet. Hier ergéinzen wir diese Ergebnisse fiir den ”additiven” Fall:

U = upuDe+ e | (6-23)

wobei p ein Parameter mit beliebigem Wert ist. Genau wie in Abschnitt 6.2 ist die diskrete
Zufallsvariable D durch

D - +1  mit Wahrscheinlichkeit o
o —1 mit Wahrscheinlichkeit 1 — «

gegeben (siehe (6-2)) und der r-dimensionale stetige Zufallsvektor € ist entsprechend (6-3)
spezifiziert:
Ele] = 0 , covle] = o021 (6-24)

£

wobei die Annahme der Normalverteilung iiblicherweise hinzutritt. Genau wie in Abschnitt
6.2 wird die stochastische Unabhéngigkeit von D und € unterstellt.

Im symmetrischen Fall ergibt sich fiir den additiven Fall

E[Ul = 0
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und
cov[U] = o1 + p*u = (062442 (1—p)I + pid) (6-25)
wobei
2
T

gilt. Man beachte, daf diese Korrelation stets positiv ist!

6.4 Flexible Hohne-Spezifikation

Im den folgenden Kapiteln werden wir die spezielle Hohne-Spezifikation (6-13) bzw. (6-14),
die einen identischen Zuschlag ¢ fiir alle » = K Merkmale (bei ausschlieBlicher Uberlage-
rung der Regressoren bzw. r = K + 1 bei zusiitzlicher Uberlagerung auch der abhingigen
Variablen) fordert, betrachten, die wir hier fiir einen bestimmten Beobachtungspunkt i
wie folgt schreiben:

u(i) = (1+0D6)e + eli) , i=1,....,n. (6-26)

wobei die stochastischen Spezifikationen der Zufallsvariablen D und des Zufallsvektors €
fiir jedes 7 durch (6-2) und (6-3) gegeben sind.

Im Gegensatz dazu geht die "flexiblere” Spezifikation davon aus, daB fiir jedes der r = K
(bzw. r = K+1) Merkmale das Vorzeichen des Zuschlags, nicht aber der Zuschlag selbst
tiber die Merkmale variiert wird. Dies schreiben wir als

u(i = (+6DE) + eli) , i=1,....,n. (6-27)

wobei D jetzt ein r-dimensionaler Zufallsvektor ist, dessen Komponenten jeweils die Spe-
zifikation (6-2) erfiillen und die stochastisch voneinander unabhéngig sind. Man kann zei-
gen, dafl Erwartungswerte und Varianzen dieser Spezifikation denen von (6-26) bzw. (6-14)
entsprechen. Dagegen sind alle Kovarianzen gleich Null.: Insbesondere gilt fiir den "sym-
metrischen” Fall

Eluj] = 1, Viuj] = 6* + o2

£

covluj,uy] = 0 fiir allej, k, j # k

Die stochastischen Eigenschaften dieser Spezifikation werden in den beiden folgenden Un-
terabschnitten beschrieben! Insbesondere wird gezeigt, dafl in diesem Fall keine Aquivalenz
zu einer Mischungsverteilung besteht.

6.4.1 Multiplikativer Fall

Die "flexible” Variante von (6-26) wird hier ohne den Beobachtungs-Index (i) geschrieben:
U = (+6D)+e . i=1,...,n. (6-28)

Dabei ist D jetzt ein r-dimensionaler Zufallsvektor, dessen Komponenten jeweils die Spe-
zifikation (6-2) erfiillen und die stochastisch voneinander unabhéngig sind. Um die Ei-
genschaften der dadurch implizierten Verteilung sowie der ersten und zweiten Momente
abzuleiten, gehe ich wie in den Abschnitten 6.2.1 und 6.2.2 vor.
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Da die einzelnen Komponenten von U wegen der Struktur
Uj=1+0D; +¢;

voneinander stochastisch unabhéngig sind und fiir die Varianz von U;

Var[U;] = 6*Var[D;] + o2
gilt, ergibt sich fiir Erwartungswert und Kovarianzmatrix

EUl=(1+02a-1)t , covo[U]= (4a(l —a)s*+02) I. (6-29)
Im ”symmetrischen” Fall, also fiir « = 0, 5, erhalten wir
E[Ul=¢ , cov[Ul=(*+0c)I

Diese Ergebnisse entsprechen fiir Erwartungswerte und Varianzen, aber nicht fiir Kova-
rianzen den Ergebnissen der spezielleren Hohne-Spezifikation (6-26). Der grundlegende
Unterschied ist, dafl bei der "flexiblen” Spezifikation alle Komponenten unkorreliert sind.

Fiir die Ableitung der Dichtefunktion von U gehen wir wie folgt vor: Wir betrachten
zunéichst die bedingte Dichte von U gegeben der Vektor (!!) D , multiplizieren diese Dichte
mit der Randdichte von D, um die gemeinsame Dichte zu bestimmen und "integrieren”
dann den Zufallsvektor D aus, um die Randdichte von U zu erhalten. Dabei unterstellen
wir im folgenden wieder zusétzlich Normalverteilung;:

e ~ N(0,c%T) . (6-30)

Fiir gegebenen Vektor D ist jede Komponente von U in (6-28) normalverteilt. Zunéchst
gilt:
UjlDj ~ N(1+4d; ,0?)

Allerdings gilt wegen der stochastischen Unabhéngigkeit der einzelnen D; auch
Uj|Dj,Dk,]€ 75'] ~ N(l + (5d] , 0'3)

AuBerdem sind wegen der stochastischen Unabhéngigkeit der €; die einzelnen U; (gegeben
D) stochastisch voneinander unabhégig (bedingte Unabhéngigkeit). Dann kénnen wir fiir
die multivariate bedingte Verteilung von U gegeben D schreiben:

U1|D1 T
: ~ N@+6D,o2T) = T[] N(1+6D;02)
U,| D, j=1

Dabei bezeichnet N; die eindimensionale Dichte der Normalverteilung.

AuBlerdem gilt wegen der stochastischen Unabhéngigkeit der Komponenten von D
h(d) = h(dy)- ... -h(d,)

Demnach ergibt sich fiir die gemeinsame Dichte von U und D

1+d; 1-d;

glu,d) = h(d)-N@+dd), o) = ﬁa 7 (1 —a) 2 - N1+dd;,02)
j=1
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Um die Randdichte des Vektors U zu bestimmen, miissen die einzelnen Komponenten
von D ’heraussummiert’ werden. Allerdings bedeutet dies, dafl alle moglichen Ereignisse
von D betrachtet werden miissen. Ich illustriere dies fiir den einfachsten Fall von r = 2
Merkmalen: In diesem Fall sind fiir den Vektor (D1, D2) folgende Ereignisse méglich:

{(+17+1) ) (+17 _1) ) (_17+1) ) <_17 _1)}
Dann erhalten wir bei Summation iiber diese Ereignisse

1+d 1—d;

flu = Z Ha2 (1 - «) 7

d1,d2€{+1 —1} 7j=1

N(1 + dd; , 02)

= {aN{1+6,02)+aN(1+06,03)}{aN1+6502)+(1—a)N(1-602)} x

x{(1-—a)N(1-602)+aN(1+602)}{(1-a)N(1—-602)+(1—a)N(1-1002)}

Es ist evident, daf} dies nicht der allgemeinen Formel der Mischungsverteilung in Abschnitt
3 entspricht.

Die allgemeine Formulierung der Dichtefunktion lautet demnach

fu) = 3 [[o="(t-a)=" - N1+48d,0%) . (631

didaydy € {+1, -1} j=1

6.4.2 Additiver Fall

Im additiven Fall schreiben wir die "flexible” Spezifikation als
u = uD+¢e . i=1,...,n. (6-32)

Dabei ist D jetzt ein r-dimensionaler Zufallsvektor, dessen Komponenten jeweils die Spe-
zifikation (6-2) erfiillen und die stochastisch voneinander unabhéngig sind.

Im symmetrischen Fall ergibt sich fiir den additiven Fall
E[U] = o0

und

cov[U] = (p? + o) 1. (6-33)

Auch hier wird wieder aus der skalaren Kovarianzmatrix deutlich, daf3 die flexible Spe-
zifikation nicht mit einer Mioschungsverteilung vereinbar ist, weil bei letzterer stets die
Kovarianzen ungleich Null sind.

7 Anonymisierung mittels stochastischer Uberlagerung

Im folgenden bezeichnet Y die originale Variable und Y* die anonymisierte Variable, ent-
sprechend bezeichnen Y und Y® die betreffenden Vektoren im multivariaten Fall. Im
folgenden gehen wir davon aus, daf} alle Zufallsvariablen stetig sind.
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Es soll gelten

EY] = p, sowie VY] = 05 (7-1)
bzw. im multivariaten Fall fiir k-dimensionalen Vektor Y
ElY] = p, sowie cov[Y] = 3, (7-2)
7.1 Additive Uberlagerung
Im eindimensionalen Fall gilt
Yye =Y + U (7-3)

wobei U eine stetige Zufallsvariable mit Erwartungswert 0 und Varianz o2 > 0 ist. Im
multivariaten Fall erhalten wir

Y = Y + U (7-4)
wobei der Zufallsvektor U Erwartungswert 0 und Kovarianzmatrix cov[U] besitzt.
Fiir Erwartungswert und Varianz bzw. Kovarianzmatrix ergibt sich
EY* = py und VY] = O'; + o2 (eindimensional)

und

ElY'] = p, und cov[Y?] = cov[Y] + cov[U] (mehrdimensional)
Falls die Uberlagerung mittels der Mischungsverteilung aus Abschnitt 5.1.1 (bzw. mit
dem Hohne-Verfahren) erfolgt, ergibt sich - im eindimensionalen Fall - fiir die Varianz der

iiberlagerten Variablen
VY] = o) + oo + 1z, (7-5)

wobei p,, und o2, die Parameter aus der Mischungsverteilung sind, siehe (5-1).
Im multivariaten Fall ergibt sich aus (5-8) als Kovarianzmatrix der iiberlagerten Variablen
cov[Y? = cov[Y] + By + Bk, s (7-6)

wobei p,,, und X, die Parameter aus der Mischungsverteilung bezeichnen. Siehe Abschnitt
5.2.1.

7.2 Multiplikative Uberlagerung in univariaten Verteilungen

Ublicherweise wird man bei der multiplikativen Uberlagerung unterstellen, dafl sowohl die
zu iiberlagernde Variable Y als auch die Uberlagerun gsvariable U nichtnegativ sind, um
zu garantieren, daf} die anonymisierte Variable Y* ebenfalls nichtnegativ ist. Dieser Aspekt
wird hier nicht im Einzelnen beriicksichtigt.

Fiir den eindimensionalen Fall ergibt sich hier

Y* = YU (7-7)
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wobei U eine positive stetige Zufallsvariable mit Erwartungswert 1 und Varianz o2 > 0
ist, die stochastisch unabhéngig von Y erzeugt wird. Alternativ kénnte man schreiben:

E[UlY] = 1 und V[UlY] = o2.

Es ergibt sich aus (7-7)fiir den bedingten Erwartungswert
EYYYy] = 1-Y
und damit fiir den unbedingten Erwartungswert

EY®] =y

Ferner erhalten wir fiir die bedingte Varianz

VIYYy] = Y V[UlY] = Y202

u

und damit fiir die unbedingte Varianz!'®

V[Ye = 05 + o2 (,u?/ + 05) . (7-8)

Falls die Uberlagerung mittels der Mischungsverteilung aus Abschnitt 5.1.2 (bzw. mit
dem Hohne-Verfahren) erfolgt, ergibt sich - im eindimensionalen Fall - fiir die Varianz der
iiberlagerten Variablen

ViY? = 05 + (U,Qn + 5%) (uz + 05) (7-9)

wobei d,, der Mittelwertparameter und o2, der Varianzparameter aus der Mischungsver-
teilung sind, siehe (5-4) und (5-2).

7.3 Multiplikative Uberlagerung in multivariaten Verteilungen

Im multivariaten Fall sind der sogenannte “skalare’ bzw. "konstante” Fall und der Fall der
"eigentlichen multiplikativen” Uberlagerung zu unterscheiden. Im ersten Fall werden alle
Komponenten des Merkmals-Vektors mit demselben Faktor multiplikativ iiberlagert.
Dies hat den Vorteil, dal bei der Bildung von Quotienten dieser Faktor tendenziell (siehe
jedoch Genaueres in Abschnitt 8) eliminiert wird, d.h. da8 die Quotienten durch diese Art
der multiplikativen Uberlagerung nicht veréindert werden!! Formal ergibt sich in diesem
Fall

Y* = UY (konstante multiplikative Uberlagerung) (7-10)

Dabei soll fiir die (nichtnegative) Storvariable U gelten:

E[UIY] = 1 und V[U]Y] = o2.

18Fs wird die Formel fiir bedingte und unbedingte Varianzen verwendet:

VIY*] = EA{VIY'IY]} + V{E[Y"|Y]}
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Im Fall der eigentlichen multiplikativen Uberlagerung erhalten wir dagegen
Y* = UoY (eigentliche multiplikative Uberlagerung) (7-11)
wobei U ein positiver Zufalls-Vektor mit
E[U] = ¢ und cov[U] eine beliebige positiv definite Matrix
ist und ® das Hadamard-Produkt bezeichnet.!”
Es sind aber auch allgemeine Spezifikationen denkbar.

e Beispielsweise lassen sich anonymisierte Variablen als Linearkombinationen von iiber-
lagerten Originalvariablen bilden:

UnYr +UppYa + ... + Uy, Y,
UY = | UaYr +UxYs + ...+ UsY,

UnY1 +UpYs +...+ Uy Y,
betrachten, wobei U eine nichtnegative (r x r) Zufalls-Matrix ist.
e Schliellich kann man auch noch
YVi=Uoy (7-12)

betrachten, wobei die Zufalls-Matrizen ) und U identische Dimensionen besitzen.
Wir bezeichnen dies als variablenspezifische multiplikative Uberlagerung bei Matri-
zen.

7.3.1 Uberlagerung mit Hilfe eines konstanten Faktors

Im "konstanten” Fall ergibt sich aus (7-10) fiir den bedingten Erwartungswert
E[lYY] = 1-Y
und damit fiir den unbedingten Erwartungswert
EYY = n,
Ferner erhalten wir fiir die bedingte Varianz-Kovarianz-Matrix folgendes: Fiir die Varianz
der einzelnen Komponenten ergibt sich entsprechend dem univariaten Fall
VIYAY] = o2Y fir alle k

sowie
coolY, VY] = olY;Y firalle jkj#k .

Insgesamt gilt also fiir die bedingte Kovarianzmatrix

cou[YY] = oYY’

19Siehe Marshall und Olkin (1979 Seite 257-8) fiir einige Eigenschaften des Hadamard-Produktes.
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Zur Berechnung der unbedingten Kovarianzmatrix verwenden wir die Formel fiir bedingte
Erwartungswerte und Kovarianzen und erhalten

cov[Y? = Elcov[YYY]] + cov[E[Y*|Y]] = 02E[YY'] + cov[Y]
= o2 {cov[Y] + oy by} + cov[Y] (7-13)
mit
ol = o2, + &%

Man beachte die Entsprechung zu (7-8) fiir den eindimensionalen Fall.

7.3.2 Uberlagerung mit Hilfe unkorrelierter Stérvariablen

Eine komplexere Formel ergibt sich fiir den Fall der "eigentlichen multiplikativen” Uberla-
gerung. Dabei spielt offensichtlich auch die Annahme iiber die Varianzen und Kovarianzen
von U eine Rolle. Wir untersuchen zunéchst den einfachsten Fall, in dem alle Uy, identische
Varianz o2 besitzen und miteinander unkorreliert sind.

Aus (7-11) ergibt sich fiir den bedingten Erwartungswert
E[YY] = 1-Y
und damit fiir den unbedingten Erwartungswert
EY] = p,
Ferner erhalten wir fiir die bedingte Varianz-Kovarianz-Matrix folgendes: Fiir die Varianz
der einzelnen Komponenten ergibt sich entsprechend dem univariaten Fall
VIYilY] = o2Y7 fiir alle k
sowie
co[Y, YIIY] = cov[U; Yy, UpYi|Y] = covlU;,Ug]Y; Yy = Ofiir alle j,kj # k

weil die U; unkorreliert sind. Insgesamt gilt also fiir die bedingte Kovarianzmatrix eine
Diagonalmatrix (im Unterschied zum konstanten Fallll):

Y3

Y
Yk2

Zur Berechnung der unbedingten Kovarianzmatrix verwenden wir wieder

cov[Y?] = Elcov[Y* Y]] + cov[E[Y?Y]]
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und erhalten in diesem Fall
Y12

&
cov[Y? = o2FE + cov[Y]
Yk2—1

2 2
Ty(2) + Fy(2)

2 2
Ty(k—1) T Hy(k-1) ) ,
Tytky T Hyr)
+ cov|Y] (7-14)
mit

2

2 2
Uu_am+5m

Man beachte auch hier die Entsprechung zu (7-8) im eindimensionalen Fall.

Demnach stimmen die Varianzen des "eigentlichen” Falls mit den Varianzen des "konstan-
ten” Falls {iberein, nicht aber die Kovarianzen. Fiir diese 148t sich eine Abschitzung wie
folgt vornehmen: Falls alle  Merkmale positiv miteinander korreliert sind und alle Er-
wartungswerte positiv sind (was bei nichtnegativen Merkmalen automatisch der Fall ist),
ergeben sich fiir den eigentlichen Fall kleinere Kovarianzen als im konstanten Fall. Man
vergleiche (7-13) mit (7-14). Wegen der identischen Varianzen bedeutet dies eine geringere
Korrelation im Fall der ”eigentlichen” Uberlagerung.

7.3.3 Uberlagerung mit Hilfe von korrelierten Stérvariablen

Wir untersuchen nun den spéter interessierenden Fall, daf8 die Storvariablen U; des Zufalls-
vektors U miteinander korreliert sind. Die Kovarianzmatrix insgesamt soll jetzt allgemein
durch cov[U] gegeben sein. Dies betrifft insbesondere die Uberlagerung mit Hilfe einer
Mischungsverteilung, auf die wir im folgenden Abschnitt 7.3.4 eingehen, was dann jedoch
eine spezielle Struktur der Kovarianzmatrix zur Folge hat.

Wieder gilt fiir den unbedingten Erwartungswert
ElY'] = p,
Ferner erhalten wir fiir die bedingte Varianz-Kovarianz-Matrix wegen
VIYilY] = o2Y7 fir alle k
sowie
cov[Y, Vi'IY] = cov[U; Y, UpYi|Y] = cov[U;, U] Y; Yy fiir alle 5,k j # k
und somit fiir die bedingte Kovarianzmatrix insgesamt:

cov[YY] = cov[Ul ® YY'
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Zur Berechnung der unbedingten Kovarianzmatrix verwenden wir wieder
cov[Y? = Elcov[Y*Y]] + cov[E[Y?[Y]]
und erhalten in diesem Fall

cov[Y? = cov[U] ® E[YY'] + cov[Y]
= cov[U] © (cov[Y] + p,m) + cov[Y] . (7-15)

7.3.4 Uberlagerung mit Hilfe der Mischungsverteilung

Wir haben in Abschnitt 5.2 und speziell fiir multiplikative Uberlagerung im Unterabschnitt
5.2.2 festgestellt, dal die Annahme der Unkorreliertheit nicht mit der Mischungsverteilung
vertriglich ist, wenn man sie wie dort beschrieben fiir die Uberlagerung einsetzt. Deshalb
miissen wir, wenn wir eine Mischungsverteilug fiir die stochastische Uberlagerung unterstel-
len, die Annahme aufgeben, daf die Uberlagerungsfaktoren miteinander unkorreliert sind.
Andererseits interessiert uns vor allem die Auswirkung der speziellen Parametrisierung,
die wir als Hohneverfahren bezeichnen: Alle Merkmale werden mit demselben Zuschlag
versehen, d.h. gemé&f (6-13) soll gelten:

Ui = 140D +¢; ,j=1,...,r,
Ferner sollen die Storterme ¢; den “klassischen” Annahmen geniigen:
Ele] = 0 , covle] = o021

Siehe dazu (6-3). Dies fiithrt zu folgender Kovarianzmatrix:

1
cov[U] = 21 + 6%u/ = P (A=p)I + pu),
wobei p durch
52
P 62 + o2

gegeben ist. Siehe (6-18). Demnach gilt fiir Varianzen und Kovarianzen:
VIU;] =02+ 6% und cov[U;,Up] =6 . (7-16)

Dies entspricht der speziellen multiplikativen Uberlagerung, wie sie in Abschnitt 5.2.2
beschrieben wurde.? Fiir diesen speziellen Fall wollen wir deshalb im folgenden Erwar-
tungsvektor und Kovarianzmatrix des Vektors Y¢ bestimmen.

Es gilt wieder
Yy = UY; ,j=1,...,r,
Deshalb ergibt sich aus (7-11)fiir den bedingten Erwartungswert
E[YY] = 1-Y

und damit fiir den unbedingten Erwartungswert

BIY'] =

29Dort wurden die etwas abweichenden Bezeichnungen o2, und §,, gewéhlt.



7.4 Korrelation bei multiplikativer Uberlagerung 31

Ferner erhalten wir fiir die bedingte Varianz-Kovarianz-Matrix folgendes: Fiir die bedingte
Varianz der einzelnen Komponenten ergibt sich

VIY;[Y] = VI[U;]- Y} fiir alle j
und fiir die bedingten Kovarianzen erhalten wir
coo[ Y VY] = cov[U; Yy, UpYi|Y] = covlU;,Ux] - Y; Yy, fiir alle j,k j # k&,
Insgesamt ergibt sich also fiir die bedingte Kovarianzmatrix :

cov[YY] = co[U 0 YY = (021 +8u)oYY

Zur Berechnung der unbedingten Kovarianzmatrix verwenden wir wieder
cov[Y?] = Elcov[Y* Y]] + cov[E[Y?Y]]
und erhalten in diesem Fall
cov[Y¥ = (021 4+ 6*w') © (cov[Y] + pym;) + covlY] (7-17)

Alternativ kénnte man in dieser Formel die Parameter o2, und §,, verwenden. Die Ent-
sprechung zu (7-8) im eindimensionalen Fall ist hier nur noch bedingt gegeben.

7.3.5 Zusammenfassung

Die Ergebnisse der Unterabschnitte von Abschnitt 7.3 lassen sich wie folgt zusammen-
fassen: In allen drei Féllen wird auch mittels Y% der Mittelwertvektor erwartungstreu
geschétzt. Fiir die Kovarianzmatrix von Y ergibt sich in allen Féllen eine Kovarianz-
matrix mit additiver Struktur: Zu der Kovarianzmatrix cov[Y] wird eine zweite Matrix
addiert, in der die ersten und zweiten Momente von Y sowie die Parameter der Uberlage-
rungsvariablen eine Rolle spielen, d.h. es tritt eine zweite positiv semi-definite Matrix zu
der Matrix cov[Y] hinzu, was den (unterschiedlich grofien) Effizienzverlust charakterisiert.

7.4 Korrelation bei multiplikativer Uberlagerung

Es soll nun die Auswirkung der Uberlagerung auf den Korrelationskoeffeizienten einge-
hender untersucht werden. Dabei konzentrieren wir uns auf die Resultate aus Abschnitt
7.3.4, in dem Mischungsverteilungen vom Héhne-Typ verwendet werden. Insbesondere ist
hier die daraus resultierende Formel (7-17) fiir die Kovarianzmatrix relevant. Aus dieser
Formel ergibt sich (unter der Annahme konstanter Korrelation p fiir alle Paare)
VIY] = (0% + 02) (of + i) + of
covlY{, Y] = 6% (pojor + pjuk) + pojo (7-18)
sowie
p(1+ 8% ojor + 0% pj
\/{((52 + o2) (JJQ- + M?) + 032-} {(62 + 02) (0} + pi) + of}
(7-19)

corr[Y;', Yi'] =
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Aus dieser Formel folgt, dafl die Korrelation von Yy und Y}? eine monotone Beziehung
zur Korrelation der entsprechenden Originalvariablen aufweist: Je grofler der Wert des
Korrelationskoeflizienten p auf der Skala zwischen -1 und +1 ist, desto grofler ist auch
der Wert des Korrelationskoeffizienten fiir die iiberlagerten Variablen. Allerdings ist im
Fall p = 0 (Originalvariablen unkorreliert) die Korrelation der iiberlagerten Variablen im
Allgemeinen ungleich Null und héngt von den Vorzeichen der beiden Erwartungswerte u;
und gy ab. Setzt man andererseits den Z#hlerausdruck von (7-19) gleich Null, so ergibt
sich daraus
6% 11

po= - (14 62)0j0%

d.h. die Orginalvariablen werden nur dann ebenfalls Null-Korrelation aufweisen, wenn
mindestens einer der Erwartungswerte identisch Null ist, was sicher ein singuléres Ereignis
ist.

Aus der Formel (7-19) sieht man auch, da8 nur die Verdnderung des Verhiltnisses der
Erwartungswerte und Varianzen fiir die Korrelation der anonymisierten Variablen eine
Rolle spielt. Denn man kann dafiir auch schreiben:

p(l + 52)73"716 + 62

\/{(52 +02) (2 +1) + 2} {@ + 02 (i + 1) + 42}
(7-20)

corr [Y]“ , Y7 =

mit
g5
Hj

Falls p; > 0 gilt, bezeichnet man «y; als Variationskoeffizienten.

Vi =

Da es fiir das Vorzeichen der Korrelation nur auf den Zahler ankommt, kénnen wir schrei-
ben:
% p

SRR sy oj O

= pt >0,

d.h. es héngt nur von J sowie y; und ~y; ab, ob beide Korrelationskoeffizienten das gleiche
oder unterschiedliche Vorzeichen besitzen. Da § in der Anonymisierungspraxis stets kleiner
als 1 und iiblicherweise einen Wert von etwa 0,10 aufweist (und damit §2 = 0,01 gilt), ist
die Abweichung im Vorzeichen zwischen den beiden Korrelationskoeffizienten allerdings in
der Praxis nicht sehr hiufig!

Ferner ergeben sich interessante Resultate fiir die Félle, da3 die Orginalvariablen exakt
positiv bzw. exakt negativ korreliert sind. Im Fall p = 1 erhalten wir aus (7-19)

(1 + 6% ojor + 62 pj g

\/{<62 +02) (o2 + 2) + o2} {0 + 02) (o} + 13) + oF}
(7-21)

corr[Y, Yillp=1 =

und im Fall p = —1
0% pj . — (1 + 6%) ajop

\/{(62 +02) (02 + 2) + o2} {0 + 02) (o} + 13) + o3}
(7-22)

corrYf, Yilpm1 =



33

Vor allem die Formel (7-22) besagt, dal die Korrelation der iiberlagerten Variablen durch-
aus positiv sein kann, obwohl die Orginalvariablen eine exakte negative Korrelation auf-
weisen! Dies wird tendenziell dann der Fall sein, wenn die Erwartungswerte im Verhéltnis
zu den Standardabweichungen grof} sind.

Ferner wird bei exakter positiver Korrelation der Orginalvariablen die Korrelation der
iiberlagerten Variablen stets kleiner als 1 sein. Dies sieht man deutlicher, wenn man

HE = O [Lj und oy = fBo;
setzt und dann die rechte Seite von (7-21) wie folgt schreibt:
(1—%—(52)50]2 +52a,u§

\/{<1 + 02+ oo + (02 + 022} {1+ 92 + o2 Be? + (8 + o))

Fiir a = 8 = 1 ist unmitelbar zu sehen, daf fiir 02 > 0 der Ausdruck kleiner als 1 ist.?!

8 EinfluB der Uberlagerung auf Quotienten

8.1 Einleitende Bemerkungen

Das Verfahren, das Hohne vorschlug, soll die - sinnvolle - gemeinsame Anonymisierung
mehrerer Merkmale ermdglichen. Das bedeutet insbesondere, dafi die (proportionale) Be-
ziehung zwischen verschiedenen Merkmalen nicht zu sehr verédndert wird. Statistisch gese-
hen bedeutet dies, dal der Erwartungswert der Zufallsvariablen

Y]
Z = = mitW{¥a>0}=1
Y,

nicht zu sehr vom Erwartungswert der Zufallsvariablen

Y[l
Z* = L mitW{yy>0}=1
Y3

abweicht.?2

Dabei ist zu beachten, dafl ganz allgemein der Erwartungswert von Z nicht gleich dem
Verhiltnis der Erwartungswerte der beiden Zufallsvariablen ist, d.h. es gilt ganz allgemein

EYi]
EY:]

Blz] #

und nur im Fall der stochastischen Unabhingigkeit von Y; und Y5 148t sich der Er-
wartungswert wie folgt schreiben:

plz] - EMIE|y]|

21 Beweis fiir den allgemeinen Fall steht noch aus!
22Man kénnte auch die stérkere Forderung aufstellen, daf8 die Verteilung von Z nicht zu sehr von der
Verteilung von Z¢ abweichen soll.
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was allerdings meist auch nicht sehr gut analysierbar ist.?3

Allerdings 18t sich - fiir den allgemeinen Fall - folgende Approximation angeben:2*

EYi]
(E[Y2])?

Demnach ist der Erwartungswert von Z nur annihernd gleich dem Verhéltnis der beiden
merkmals-spezifischen Erwartungswerte! Die Abweichung héingt einerseits davon ab, ob die
beiden Merkmale miteinander korreliert sind. Man beachte, dafl dieser Term mit negativem
Vorzeichen eingeht. Das bedeutet, daf} eine positive Korrelation sich reduzierend auf den
Erwartungswert von Z auswirkt. Falls die Korrelation Null ist, fallt der zweite Term auf
der rechten Seite weg! Auflerdem sind Gréflenordnung von Erwartungswert und Varianz
der Nenner-Variablen Y3 fiir das Ausmafl der Abweichung verantwortlich!

Y] EY; 1
. B cov[Y1,Ys] +

Byl > Ev) ~ Emay

V[Ya] (8-1)

Wir haben in Abschnitt 6 gezeigt, dal der Ansatz von Hohne mit der Verwendung der
Mischungsverteilung dquivalent ist. Deshalb werde ich im folgenden die Formulierung aus
dem genannten Abschnitt bei der Beantwortung der Frage verwenden, welche Beziehung
zwischen Z und Z° bei stochastischer Uberlagerung mit einer Mischungsverteilung besteht,
weil sie anschaulicher ist als die direkte Darstellung der Mischungsverteilung in den Ab-
schnitten 2 und 3. Dabei betrachten wir im folgenden nur den fiir unser Projekt relevanten
Fall der multiplikativen Uberlagerung.

8.2 Das Verhiltnis von Y; zu Y, bei multiplikativer Uberlagerung

Im Folgenden betrachten wir die beiden Zufallsvariablen bzw. Merkmale Y7 und Ys, die
jeweils multiplikativ mit den Faktoren

Uj = (1 + 5]'Dj) +¢g , 7g=1L2 (8—2)
tiberlagert werden, d.h. die anonymisierten Variablen sind durch

gegeben.

Der Vorschlag von Hohne, der bereits im ersten Anonymisierungsprojekt realisiert wurde??,
lduft darauf hinaus, daf3 die folgenden Restriktionen eingefiithrt werden:

5 = 6y = 6 (8-4)

und
Dy = Dy mit Wahrscheinlichkeit 1 . (8-5)

23Von Nutzen ist oft die Jensensche Ungleichung, nach der ganz allgemein fiir eine nichtnegative Zufalls-
variable W gilt:

Siehe z.B. Mood Graybill Boes 1974 S. 72.

2Mood Graybill Boes (1974 S. 181). Eine umfassende Analyse der Verteilung von Quotienten liefert das
Buch von Springer(1979). Diesen Hinweis verdanke ich Robert Jung.

?5Siche Ronning et al (2005).
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Dann ergibt sich fiir das Verhéltnis der anonymisierten Variablen

Y- ((1 + (5D) + 61)
Y'Q' ((1 + (5D) + 62)

ZQ

Fiir den Erwartungswert eines Verhéltnisses von Zufallsvariablen, in dem Fall von

Yi-((1 + D) + 1)
Yo ((1 4+ 0D) + &3) ’

ist, wie oben gezeigt, die Analyse komplex. Wir beschrénken uns im folgenden auf den Fall,
dafl Y7 und Y5 stochastisch unabhéngig sind. Da jedoch die Zufallsvariable D im Zéahler und
Nenner von (8-6) steht, sind auch unter dieser Unabhéngigkeitsannahme die beiden Terme
nicht stochastisch unabhéngig. Jedoch kénnen wir den bedingten Erwartungswert fiir
gegebenes D wie folgt bestimmen:

E[zD] = EW]-((1+D)E {YQ (e (151)) - 52)}
— EW]-((1+ 5D))E[;2] -E[((l _ 51;) _ 52)] . (87)

Fiir den zweiten und dritten Erwartungswert auf der rechten Seite kann man folgende
Approximation angeben?S:

1 1 1
E {YQ] ~ v T EmaE

sowie

1 1 1
E [((1 + 0D) + 52)] ~ 1 oD) + (1 + 6D)3 o2

Dabei hingt die Verzerrung vom Erwartungswert sowie von der Varianz der jeweiligen
Zufallsvariablen ab! Bei der Variablen Y3 ist dies eine empirische Frage; die Storvariable €
wird im allgemeinen bei der Anonymisierung nur eine kleine Varianz aufweisen, was eine
nur unbedeutende Verzerrung impliziert.

Fiir den Erwartungswert in (8-7) ergibt sich damit

S 1 1 1 1
E[Z% D] ~ (1 + §D)E[Y1] (E[YQ] + (ED/ZD?’V[YQ]) <(1 +oD) + EIE af)

Dafiir konnen wir in grober Approximation auch schreiben: .
E[Z*D] ~ (1 + 6D)E[Y1] (E[1Y2]> <(1 +1(5D)> + R
_ ggjj IR, (8-9)
wobei im allgemeinen fiir den Restterm
R = +0D)E0) (g oy e M s oy + e s e

26Sjehe Mood Graybill Boes 1974 S. 181 sowie Formel (8-1) weiter oben. Man beachte, dafl wir im Zghler
des Ausdrucks die Konstante 1 stehen haben. Somit ist die Kovarianz zwischen Y> und 1 gleich Null!

2

O¢

)
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unabhéngig davon , ob D =1 oder D = —1 gilt, die Ungleichung
R >0

gelten wird, d.h. der berechnete bedingte Erwartungswert von Z¢ wird im allgemeinen das

Verhéltnis

BN

E[Y?]
iberschétzen. Andererseits kiirzt sich der Faktor (1 + dD) umso exakter heraus (und
spielt in R keine Rolle), je kleiner die Uberlagerungs(rest)varianz o2 gewihlt wird. Siehe

(8-7).

Wenn sich der Faktor (1 + dD) herauskiirzt, dann ist der bedingte Erwartungswert
E[Z%|D] nicht mehr von D abhingig, d.h. dann ist der bedingte Erwartungswert mit
dem unbedingten Erwartungswert E[Z?] identisch. Die hier prisentierten Uberlegungen
gelten jedoch nur fiir den Fall, dafl Y7 und Y5 stochastisch unabhéngig sind. In der Simu-
lationsstudie, die im folgenden Unterabschnitt prasentiert wird, werden wir auch den Fall
betrachten, dafl die beiden Variablen korreliert sind.

8.3 Simulationsergebnisse

In diesem Abschnitt sollen die zuvor theoretisch analysierten Sachverhalte durch einige
numerische - simulierte - Beispiele illustriert werden. Dazu betrachte ich zwei Zufallsvaria-
ble X und Y sowie deren Verhéltnis Z. Ferner betrachte ich die multiplikativ {iberlagerten
Variablen X% und Y* sowie das daraus resultierende Verhéltnis Z®. Siehe dazu die Aus-
fiihrungen in Abschnitt 8.1.

Fiir die beiden Ausgangsvariablen nehme ich eine gemeinsame Normalverteilung wie folgt

<X> [(MI> < - p%%)]
~ N 5 2
Y fy POy Oy oy
Zwecks Anonymisierung werden diese beiden Variablen wie folgt iiberlagert:

X% = (146D+¢e,) X
Y = (1+6D+¢gy)Y

mit

€z
<6y > ~ N(O,UEQI)

Die beiden Annahmen der Normalverteilung sind insofern problematisch, als dadurch nicht
garantiert ist, dafl (a) die Ausgangsvariablen stets nichtnegativ und (b) die Uberlagerungen
stets positiv sind. Ich habe dies dadurch vermieden, daf} ich die Erwartungswerte p, und
fy relativ grofl gewdhlt habe.?”

In den folgenden Beispielen wurde stets

6=0.10 und o.=0.03

gewihlt. Dabei werden drei verschiedene Ausgangsszenarios zugrunde gelegt:

?"Eine formal bessere Losung wiire, sowohl fiir die Ausgangsvariablen als auch fiir die Uberlagerungs-
Rest“e Lognormalverteilungen zu verwenden. Dabei sollten die Ausgangsvariablen im Intervall [0, c0) und
die Uberlagerungen im Intervall [(—(1 + §D), co) variieren.
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Tabelle 8.1: Simulationsergebnisse

e lm [elal e [ F [ » [ & ] 3 [ [ = [ b
Szenario A

10.00 | 10.00 | 2.00 | 2.00 | -0.999 | -0.5914 | -0.5836 | 1.0000 | 1.0961 | 0.0454 | 1.0959 | 0.0453 | 0.0780

10.00 | 10.00 | 2.00 | 2.00 | 0.000 0.1948 0.1933 | 1.0000 | 1.0385 | 0.0335 | 1.0391 | 0.0337 | 0.0400

10.00 | 10.00 | 2.00 | 2.00 | 0.999 | 0.9810 | 0.9806 | 1.0000 | 1.0001 | 0.0010 | 1.0010 | 0.0039 | 0.0000
Szenario B

25.00 | 25.00 | 2.00 | 2.00 | -0.999 | 0.2039 | 0.2212 | 1.0000 | 1.0152 | 0.0130 | 1.0177 | 0.0142 | 0.0128

25.00 | 25.00 | 2.00 | 2.00 | 0.000 0.5757 0.5732 | 1.0000 | 1.0071 | 0.0111 | 1.0074 | 0.0123 | 0.0064

25.00 | 25.00 | 2.00 | 2.00 | 0.999 | 0.9475 | 0.9464 | 1.0000 | 1.0000 | 0.0004 | 1.0021 | 0.0045 | 0.0000
Szenario C

10.00 | 20.00 | 2.00 | 4.00 | -0.999 | -0.5914 | -0.6022 | 0.5000 | 0.5461 | 0.0266 | 0.5461 | 0.0264 | 0.0340

10.00 | 20.00 | 2.00 | 4.00 | 0.000 0.1948 0.2072 | 0.5000 | 0.5257 | 0.0160 | 0.5268 | 0.0160 | 0.0200

10.00 | 20.00 | 2.00 | 4.00 | 0.999 | 0.9810 | 0.9804 | 0.5000 | 0.5001 | 0.0006 | 0.5011 | 0.0020 | 0.0000

Bemerkungen

p® gibt den theoretischen Korrelationskeoffizienten gemaf (7-19) an.

% gibt den empirischen Korrelationskoeffizienten iiber alle Wiederholungen gemittelt an.

Z gibt den geschitzten Wert von Z iiber alle Wiederholungen gemittelt an.

oz gibt die entsprechende Standardabweichung an.

z® gibt den geschétzten Wert von Z* {iber alle Wiederholungen gemittelt an.

oza gibt die entsprechende Standardabweichung an.

"bias” gibt die Summe aus dem zweiten und dritten Summanden auf der rechten Seite von (8-1) an.

A g = py o af,, Variationskoeffizienten klein

2

B py=py; o5 = 05, Variationskoeffizienten sehr klein

. 52 2
Cﬂ$<uy7ax<0-y7

Fiir alle drei Szenarios wurde die Korrelation wie folgt variiert: p ¢ {—0.999, 0, +0.999}
AlleBeispiele wurden mit n = 100 Beobachtungen und 50 Wiederholungen simuliert. Die
Ergebnisse sind in der Tabelle 8.1 zusammengefaft.2®

Als erstes féllt auf, dafl bei allen drei Szenarios die Korrelation p® der iiberlagerten Va-
riablen stark von derjenigen fiir die Originalvariablen abweicht. Dies ist in Szenario B
besonders deutlich; dort ergibt sich ein deutlich positiver Wert fiir p%, wahrend fiir die
Originalvariablen p = —0.999 gilt! Wenn p positiv ist, nimmt die Diskrepanz ab, ist aber
immer noch deutlich sichtbar. Im tibrigen werden die Ergebnisse fiir p® durch das empiri-
sche Mafl r* bestétigt. Bemerkenswert ist die Gleichheit von p® in den Szenarios A und C.
Hier wirkt sich aus, daf} die Variationskoeffizienten fiir X und Y in beiden Fillen identisch
sind. Aus (7-19) ergibt sich, daf§ dann das Maf§ p* konstant bleibt.

Wesentlich ist ferner die Beobachtung, dafl bereits der aus den Originalvariablen gebildete
Quotient Z eine Verzerrung aufweist, die dann stérker ist, wenn die Originalvariablen sehr
hohe negative Korrelation aufweisen. Diese Verzerrung wird durch die Bias-Formel (8-1)
sehr gut abgebildet. Beziiglich des aus den {iberlagerten Variablen erzeugten Quotienten
ergibt sich, dafl dieser kaum von dem Quotienten, der aus den Originalvariablen gebildet
wird, abweicht. Dies gilt praktisch unabhéngig davon, wie grof§ die Diskrepanz zwischen
den Korrelationskoeffizienten p und p® ist. Die urspriingliche Motivation fiir die Verwen-
dung des "Hohne”-Verfahrens wird dadurch insoweit "legitimiert”, dafl der Quotienten-Bias

28 Alle Ergebnisse wurden mit den GAUSS-Programmen QUOTO1.prg, QUOT02.prg und QUOTO03.prg
(Laptop Ronning, Februar 2007) erzeugt.
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der anonymisierten Variablen mit dem der Originalvariablen harmoniert. Andere Aus-
wirkungen, vor allem die stark abweichende Korrelation sowie die Konsequenzen fiir die
Schitzung von linearen Modellen (siehe dazu den folgenden Abschnitt), sind allerdings
ebenfalls zu bewerten.

9 Schitzung linearer Modelle aus Querschnittsdaten

9.1 Einleitung

Im Folgenden soll untersucht werden, wie sich fehlerbehaftete Variablen auf die Schétzung
von linearen Modellen auswirken. Gegeniiber der bisherigen Literatur neu ist die Annahme
von kontemporér korrelierten Fehler- bzw. Uberlagerungsvariablen.

Wir betrachten das (klassische) multiple lineare Regressionsmodell, das wir wie folgt schrei-
ben:

y = B+ X8 +n (9-1)

Dabei ist ¢ ein Einsvektor und X eine (n x K)-Matrix, d.h. wir haben n Beobachtungen
(im Querschnitt) und K (echte) Regressoren. Fiir die ersten und zweiten Momente von n
soll gelten:

E[n] = 0 und covln] = a,% I (9-2)

Der OLS-Schétzer des Vektors 3 lautet
B = (XMX)'XMy =8+ (XMX) ' XM (9-3)

und seine Kovarianzmatrix ist durch

A

covlB] = o (X'M,X)"

(9-4)

gegeben. Dabei ist die idempotente Matrix M, durch
1
M, = I, - =
n
gegeben.

Im folgenden sollen die Auswirkungen einer additiven bzw. multiplikativen Uberlagerung
der Regressormatrix X sowie des Vektors y auf die Schiatzung des Parametervektors 8 un-
tersucht werden. Dabei beschrénken wir uns auf die Auswirkungen auf den naiven Schéitzer

' = (XYM, X)) X¥M,y? (9-5)
Fiir den Fall unkorrelierter Fehlervariablen kénnen wir auf Ergebnisse aus Rosemann
(2006) zuriickgreifen. Dies gilt vor allem fiir den bisher wenig behandelten multiplikati-
ven Fall. Fiir additive Uberlagerung sind die Ergebnisse ohnehin seit lingerem bekannt
und kénnen in jedem Okonometrie-Lehrbuch nachgelesen werden. Beim Fall der korre-
lierten Fehlervariablen interessiert vor allem die spezielle Uberlagerungsstruktur, die wir
im Hohne-Verfahren betrachtet haben (siehe Abschnitt 6.2) und die wir im folgenden mit
einer flexibleren Spezifikation vergleichen. Allerdings ist diese Spezifikation , die im einzel-
nen weiter unten dargestellt wird, nicht dquivalent zu einer Mischungsverteilung im Sinne
von Abschnitt 3.
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Im Fall der additiven Uberlagerung gilt

y*=y+u und X* =X+ U (9-6)
im Fall der multiplikativen Uberlagerung gilt

y" =y©®u und X =X0oU (9-7)

Dabei ist u ein Zufallsvektor und U eine Zufallsmatrix. Man beachte, dafl im Gegensatz
zu den Abschnitten 1 bis 7 hier eine andere Symbolik verwendet wird.?’ Fiir (9-7) kénnen
wir auch schreiben:

y'=you, und (x{,...,x%) = (x10uy,...,xx O ug), (9-8)
womit die separate Uberlagerung jedes Regressor x; besonders gut analysiert werden
kann. Es wird sich allerdings herausstellen, dafl eine zeilenweise d.h. beobachtungspunkt-
spezifische Darstellung mehr weiterhilft, indem wir (9-6) wie folgt schreiben:

)" = () u(l),y2) - u2),....yn—1) -uln — 1), y(n) - u(n))
und (9-9)
(X4 = (x™1), ..., x"K)) = (x(1) ® u(l), ... ,x(n) ® uln)),

Dabei bezeichnet der Index in eckigen Klammern einen bestimmten Beobachtungspunkt.
Der Vektor x(i) ist K-dimensional und steht - gestiirzt - fiir die i-te Zeile (!) der Matrix
X. Auch die Vektoren u(i) sind K-dimensional und stehen - gestiirzt - fiir die i-te Zeile
der Matrix U.

In bestimmten Fiéllen benotigen wir noch eine zusétzliche Darstellung fiir die ”gemein-
same” (multiplikative) Uberlagerung von Regressoren und Regressand: Dabei enthalten
die einzelnen Zufallsvektoren K Elemente, wenn nur die Regressoren iiberlagert werden
und K + 1 Elemente, wenn zusétzlich die abhéingige Variable iiberlagert wird. Dies soll
durch die Bezeichnungen u, und u, kenntlich machen, die im letzteren Fall gemeinsam
den (K + 1)—dimensionalen Vektor u bilden:

()

u =

Uy

9.2 Additive Uberlagerung im linearen Regressionsmodell

9.2.1 Allgemeine Bemerkungen

Obwohl die Ergebnisse fiir den Fall der additiven Uberlagerung seit langem bekannt sind,
sollen sie hier der Vollstdndigkeit und auch zum Vergleich mit den Ergebnissen fiir den
multiplikativen Fall kurz vorgestellt werden. Dabei nehme ich wiederholt Bezug auf Er-
gebnisse in Rosemann (2006), ohne dies an allen Stellen ausdriicklich kenntlich zu machen.
Auch iibergehe ich die einzelnen Annahmen, unter denen diese (asymptotischen) Ergeb-
nisse abgeleitet werden. Des 6fteren wird von der Annahme Gebrauch gemacht, dafl

1
plim ~X'MX = Q (9-10)

2°In Abschnitt 3 haben wir U als Zufallsvektor eingefiihrt. Jetzt miissen wir die Uberlagerung fiir alle
n Beobachtungen modellieren, deshalb die gednderte Symbolik.
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eine feste und regulire d.h. invertierbare Matrix ist. Damit weiche ich von der iiblichen An-
nahme ab, die die Momentenmatrix X’X betrachtet, wie dies auch Rosemann (2006) tut.
Der Unterschied besteht allerdings nur darin, dafl ich statt der Originalwerte die Abwei-
chungen vom Mittel betrachte, also zentrierte Momente statt der unzentrierten Momente.

9.2.2 AusschlieBliche Uberlagerung der Regressoren

Im Fall der ausschlieBlichen (additiven) Uberlagerung der Regressoren (d.h.y® = y) erhal-
ten wir

pim8” = (cov[u] + Q7' QB (9-11)
wobei cov[u] durch (7-6) gegeben ist. Der "naive” Schétzer "unter’schiitzt also in diesem
all den wahren Wert derart, dafl die Norm von plimﬁa kleiner ist als die von 3.3 Dies
entspricht dem bekannten Ergebnis im Fall der Einfachregression.

Vorausgesetzt dal Q und cov[u] bekannt sind oder konsistent geschiitzt werden kénnen,
148t sich aus diesem Ergebnis ein konsistenter "Korrektur-Schétzer” wie folgt definieren:
~a, korr

3 Q" (cov[u] + Q) B

Dabei ist Ba durch (9-5) gegeben. Im Fall der Anonymisierung ist allerdings nur die Re-
gressormatrix X bekannt, die Matrix Q also unbekannt. Da jedoch

1
plim —X*M,X?* = covx] + covfu] = Q + cov[u]
n

gilt, kann man - fiir bekannte Kovarianzmatrix cov[u] - folgende operationale Form des
Korrekturschétzers verwenden:

~a, korr

1 1 5

= (Xa’MLXa — cov[u]) (Xa'MLXa> g . (9-12)
n n

was der Formel (16.77) bei Rosemann (2006) entspricht.

Es wird im Einzelnen noch zu untersuchen sein, wie sich die beiden unterschiedlichen
Kovarianzmatrizen, die aus der "speziellen” bzw. "flexiblen” Spezifikation folgen, auf die

Inkonsistenz des "naiven” Schétzers auswirken. Fiir den speziellen Fall erhalten wir aus
Abschnitt 6.3

covfu] = oI + pPu = Ugﬁ((l—p)l + pud)

wobei p durch
12
W2+ o2

gegeben ist. Man beachte, dafl diese Korrelation stets positiv sein wird!

p =

Dagegen gilt im Fall der "flexiblen” Spezifikation
covfu] = (u?+02)1

Siehe (6-29) fiir den "symmetrischen’ Spezialfall (o« = 0,5). In diesem Fall besteht also
keine Korrelation zwischen den einzelnen Komponenten!

30Man kann zeigen, daf8 die Eigenwerte von (A+B) " 'A | A und B positiv definit, stets kleiner als 1 sind,
was zu einer "Schrumpfung” (englisch “shrinkage”) des Vektors x fithrt, d.h. |[(A + B) *Ax| < |x]
Siehe z.B. Ronning(1977). Fiir entsprechende Ergebnisse beziiglich der Matrix (A+B) ™' ® A siche Marshall
und Olkin (1979 S. ).
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9.2.3 Gemeinsame Uberlagerung aller Variablen

Derselbe Wahrscheinlichkeitsgrenzwert ergibt sich, wenn auch die abhéingige Variable (ad-
ditiv) iiberlagert wird und zwischen den Uberlagerungsvariablen keine Korrelation be-
steht.3! Rosemann (2006) betrachtet jedoch auch den Fall, in dem Korrelation zwischen
dem Vektor u, und der Uberlagerung u, fiir die abhéngige Variable besteht. Dieser Fall
wird in der Lehrbuchliteratur als nicht sehr bedeutsam angesehen. Im Fall der Uberla-
gerung durch multivariate Mischungsverteilungen ist er allerdings wichtig, weil gerade im
‘speziellen” Hohneverfahren diese Korrelation besteht, wie bereits oben demonstriert. In
diesem Fall ergibt sich folgender Wahrscheinlichkeitsgrenzwert:

plim3" = (cov[u] + Q)71 (QB + cov[ug,uy)) (9-13)

Dabei ist cov[ug, uy| ein Vektor, der die Kovarianzen von u, mit u, enthélt. Im "speziellen”
Fall hat dieser Vektor folgende Struktur:

covfug,u,] = p’e . (9-14)

Siehe Abschnitt 6.3. Dagegen ist im Fall der "Flexiblen” Spezifikation dieser Vektor gleich
dem Nullvektor. Konsequenz dieses Ergebnisses ist, dafi sich unterschiedliche Verzerrungen
fiir beide Spezifikationen ergeben.

Fiir den Fall, da3 Korrelation zwischen den Meffehlern der Regressoren und des Regres-
sanden bestehen, ergibt sich aus (9-13) folgender Korrekturschitzer:
~a, korr

3 Q" {(covlu] + Q) B" — covluu,] |

Dabei ist 3" durch (9-5) gegeben. Entsprechend (9-12) erhalten wir in diesem Fall als
operationalen Korrekturschéitzer

~a,korr 1 -1 1 ~a
I¢] K = (Xa’MLXa — cov[u]) <Xa’MLXaﬁ + cov[um,uy]> , (9-15)

n n

was Formel (16.81) bei Rosemann (2006) entspricht, wobei dieser noch ausnutzt, daf3
1 - 1
7xa/Man ,6(1 — *Xa,MLya
n n

gilt.

Abschlielend sei zur Vollstandigkeit vermerkt, dafl sich nur im Fall, dal ausschlief3lich
die abhingige Variable (additiv) iiberlagert wird, eine konsistente Schétzung ergibt!
Siehe z.B. Rosemann (2006 Seite 158-163). Auf Spezialfiille, in denen einzelne Regresso-
ren iiberlagert werden, gehe ich nicht ein. Auch wird die nicht unwichtige Schitzung der
Restvarianz bzw. der Kovarianzmatrix des naiven Schétzers nicht behandelt.

9.3 Multiplikative Uberlagerung im linearen Regressionsmodell
9.3.1 Allgemeine Bemerkungen

Wir unterstellen, dafl die einzelnen n Beobachtungspunkte stochastisch unabhéngig von-
einander iiberlagert werden, bzw. dafy die MeBfehler zwar "kontemporir” (= beobachtungs-
punktspezifisch) korreliert sein kénnen, nicht aber iiber verschiedene Beobachtungspunkte

3! Allerdings steigt die Varianz des Schétzers.
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hinweg.3? In diesem Fall ist die spezielle Formulierung der multiplikativen Uberlagerung
der Regressormatrix aus (9-8) besonders geeignet:

(X9 = (x™(1), ... ,x¥K)) = (x(1) ® u(l), ... ,x(n) ® u(n)),

Die obige Annahme kann dann wie folgt prézisiert werden: Die n Zufallsvektoren

sind stochastisch voneinander unabhéngig. Dabei enthalten die einzelnen Zufallsvektoren
K Elemente, wenn nur die Regressoren iiberlagert werden und K + 1 Elemente, wenn
zusétzlich die abhéngige Variable iiberlagert wird. Dies werden wir durch die Symbolik
u, und u, kenntlich machen, die im letzteren Fall gemeinsam den (K + 1)—dimensionalen

V (3kt or u blld(fn.
( )
u —
Y

Bei Rosemann (2006) wird im Einzelnen ausgefiihrt, wie die Wahrscheinlichkeitsgrenzwerte
im Fall der multiplikativen Uberlagerung abgeleitet werden. Allerdings ist zu beachten, dafl
im Gegensatz zu Rosemann (2006) in dieser Arbeit ein Absolutglied (siehe (9-1))
explizit beriicksichtigt wird, wodurch sich die Ergebnisse deutlich veréindern. Deshalb
sollen die - modifizierten - Beweise im Folgende ebenfalls geliefert werden.3?

9.3.2 AusschlieBliche Uberlagerung der Regressoren

Im Fall der ausschlieBlichen Uberlagerung der Regressoren betrachten wir
~a

g = (XYMXY) ' XYM,y .

Die Matrix X*M, X% /n enthiilt die empirischen zentrierten zweiten Momente der
multiplikativ {iberlagerten Regressoren und tendiert deshalb gegen die Kovarianzmatrix
einer bestimmten Zeile von X% tendiert, die wir oben mit

x¥ (i) = x(i) © ui) ,i=1,...,n,
bezeichnet haben.

Wir verwenden nun die Formel (7-15), die in der hier verwendeten Symbolik (mit x(i)® u(s)
statt Y* =Y © U) zu folgendem Ergebnis fiihrt:

cov[x*(i)] = cov[u(i)] ® (cov[x(i)] + E[x(i)] E[x(i)]) + cov[x(i)

Wegen der identischen Verteilung iiber alle n Stichprobenpunkte kann man dann auch
schreiben:

cov[x?] = cov[u] ® (cov[x] + p,pl) + cov[x] . (9-16)

32Diese Annahme wird natiirlich auch bei der additiven Uberlagerung gemacht, wurde dort aber nicht
speziell problematisiwert.

33Giehe Lin (1986) und Hwang(1989) fiir den Beweis im Fall nicht zentrierter Momente. Die vor allem bei
Hwang (1989) verwendete Beweistechnik ist hier nicht anwendbar, weil der Operator M, das arithmtische
Mittel iiber alle n Stichprobenpunkte fordert. Siehe jedoch Abschnitt 9.3.4, der unter expliziter Beachtung
des Absolutglieds den Wahrscheinlichkeitsgrenzwert fiir den Gesamtvektor (8o, 3’)’ bestimmt.
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Unter Beachtung von (9-10) ergibt sich daraus

1
plim EXEJ"MLXa = covfu] ® (Q+ pyu,) + Q

Wir benétigen ferner die Matrix

!/

1 1 1
SX*My = XYM, (for + XB + ) = —X¥M, (X8 + n)

Wegen
1 1
plim —X*M,X = Q und plim—X*M,n = 0
n n

erhalten wir
1 1
plim ﬁXa’MLy = plim ﬁXa/ML Lo + XB+m = QpF

und damit R .
pimB = (covfu] © (Q + p,pz) + Q) QB, (9-17)
wobei Q durch (9-10) gegeben ist.

9.3.3 Gemeinsame Uberlagerung aller Variablen

Im Fall der zusitzlichen Uberlagerung auch der abhingigen Variablen lautet der Schiitzer

g = (XYMXY) T XYM,y°.
Somit ist der Wahrscheinlichkeits-Grenzwert des Vektors
1 a/ a
—X*M,y
n
zu bestimmen. Da dieser Vektor die empirischen Kovarianzen zwischen ¥}, = @i - w
und y¢ = y; - u;y enthilt, tendieren die einzelnen Elemente dieses Vektors gegen die

entsprechenden theoretischen Kovarianzen, die im folgenden zu bestimmen sind. Dabei
verwenden wir die Modellannahme

K
Yi = BO+Z/BEQSZ€+T]Z 7i:17""n7
/=1

die dquivalent zu (9-1) ist.

Wir verwenden wieder die Formel (7-15) fiir die Kovarianz, die wir hier - unter Vernach-
lassigung des Beobachtungsindex ¢ - wie folgt schreiben:

wl(B) = mie[ (3) | (5)]eoma[ (5) | (3)]:

Fiir die bedingte Kovarianz ergibt sich

% K
cov[ <$§ > I <37k ) ] = zpycovlug,uy] = Tp (ﬂo+z Bexg+n) covfug, uy)

Y ) —
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und fiir den Vektor der bedingten Erwartungswerte erhalten wir
GH G-
y | y y

Der Erwartungswert der bedingten Kovarianzmatrix ergibt

K K
Elak (Bo + Y Beae + n) covlug, uyll = (Bopk + Y Be(Oke + i pre)) covlug, uy]
=1 =1

und fiir die Kovarianz des Vektors der bedingten Erwartungswerte erhalten wir

K

K
cov [y, y] = covlzk, Bo] + covlry, Y Brad + covlzr,n] = D Brow
=1 =1

Wenn wir die Ergebnisse fiir alle K Elemente gemeinsam schreiben, so erhalten wir fiir
den Vektor der Ergebnisse aus dem ersten Ausdruck

{Bop, + (Q+ p,pl)B} © covlug, uy]

und der Vektor, der aus dem zweiten Ergebnis folgt, lautet

QB

Damit erhalten wir folgenden Wahrscheinlichkeitsgrenzwert fiir den "naiven” Schétzer im
Fall der gemeinsamen Uberlagerung aller Variablen:34

plimB* = (covfux] © {Q + p,ph} + Q)7 (QB + {Bos, + (Q+ postl,) B} @(CO’U[I;rauy])
9-18

wobei cov[uy] die (nxn)-Kovarianzmatrix der Uberlagerungsvariablen aus uy und cov[uy, u,]

den n-dimensionalen Vektor der Kovarianzen zwischen den Elementen aus ux und u, be-

zeichnet. Konsistenz ist demnach nur dann gegeben, wenn beide gerade erwahnten Aus-

driicke gleich der Nullmatrix bzw. gleich dem Nullvektor sind. Insbesondere muf; die Ko-

varianzmatrix cov|uy| eine Nullmatrix sein, d.h. auch die Diagonalelemente (= Varianzen)

miissen gleich Null sein!

Im Fall der Hohneiiberlagerung gilt

cov[u,] = O‘%I + 620 (9-19)
und
- §2¢ fiir die spezielle Spezifikation
covfug, uy] = { 0 fiir die flexible Spezifikation (9-20)

9.3.4 Alternativer Beweis fiir (9-18)

Es soll gezeigt werden, dafl auch mit der Beweis-Methode von Lin(1989) der Wahrschein-
lichkeitsgrenzwert fiir den "naiven” Schétzer bei gemeinsamer multiplikativer Uberlagerung
aller Variablen abgeleitet werden kann. Siehe dazu Abschnitt 9.3.3.

34Siehe auch den alternativen Beweis in Abschnitt 9.3.4.
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Es wird unterstellt, daf die i-te Zeile der Regressormatrix X bzw X?# durch den Spalten-
vektor

1 1
T2 _ Tl 1
x(1) = = ( o ) und x%(i) = = ( <, )
TiK x?K

gegeben ist und der korrespondierende Uberlagerungsvektor u, folgende Gestalt hat:

1

o= |- ()

UKy

Damit wird dem Absolutglied bzw. dem Einsvektor in der Regressormatrix X Rechnung
getragen.

Es gilt
I/nX2X2 = 1/n Y0 x2(i) x2(i)
i

I
—_
~
3
i ‘\13
£l

und fiir den Erwartungswert ergibt sich

et - (1 )
mit
P o= Blifn X, xali) Gali)] = coulx] + p s
und
M = Eu(i)uy(i)] = covlugx| + ¢t/

Unter Verwendung der Formel fiir die Invertierung einer zerlegten Matrix®> erhalten wir
ferner

—1 _ _
( VA ) _ <1+u;(P©M—uxu;) 'y —pL(POM - ppl) 1)
p, POM ~(POM — p ) p, (POM — ppfy)~"

35 Allgemein gilt fiir die regulire Matrix
A A
A=
( Ao A ) ’

Al _ [ AD(I+ALDAnAL) —A['ARDTY)
- -D'AAG D!

die Formel

I’Illt D= A.22 — A21A;11A12.
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Ferner gilt

1/nX¥y2 = 1/n
= 1/n

2
2
= 1/n )
= 1/n X

2

= 1/n

und fiir den Erwartungswert ergibt sich in diesem Fall

Bo + w8 >

E[1/nX?y2] = < {Bopy, + (cov[xa] + py ) B} © covluax,u,]

wobei
Elugy (i) uy;] = covluax,uy] + ¢

verwendet wurde.

Damit ergibt sich fiir den naiven Schétzer bei Beschrinkung auf den K — 1-dimensionalen
Vektor 3:

plimB" = —(POM - pp,) p, - (Bo + w,B)
+ (P OM — ppi) ! {Bopy + (covlxa] + p,ply) B} © {covluax,uy] + ¢}

= (POM — popy)~" (covlxa] B+ {Bope + (covlxa] + p,py) B} © covluax, uy])

Wenn wir weiter beachten, dafl

POM — pp; (covlxa + pgp py) © (covfuxe + ) — pop;

= cov[uxz] (cov[x2] + p, pl,) + cov[xa] ,

dann konnen wir schreiben:
plimB" = (cov[uxe) (covlxa] + pr, prl,) + covlx2]) ™" (cov[x2]B + {Boss, + (covxa] + popl) B} © covluax, uy)).

Dieser Ausdruck ist dquivalent mit der Formel (9-18) in Abschnitt 9.3. Dabei ist zu beach-
ten, dafl cov[xa] = Q , cov[uax| = covux] und cov[uax,u,y] = coviuk,u,] im Abschnitt
9.3.

9.4 Korrekturschitzer

Vorausgesetzt dal Q und cov[u] bekannt sind oder konsistent geschétzt werden kénnen,
1483t sich aus dem Ergebnis (9-17) fiir den Fall der ausschlieBlichen (multiplikativer) Uber-
lagerung der Regressoren ein konsistenter "Korrektur-Schéitzer” wie folgt definieren:

~a, korr

3 = Q7' (cov[u] ® (Q + ppl) + Q) B
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Im Fall der Anonymisierung ist allerdings nur die Regressormatrix X¢ bekannt, die Matrix
Q also unbekannt. Da jedoch im multiplikativen Fall

1
plim EXZ"’MLX"Jl = covu]l ® Q
(siehe Hwang 1986) und somit3®
: 1 a/ a
plim EX M, X? + cov|u] = Q
und auferdem .
pim-X*M,;y = Qg
n

(siehe oben bzw. bei Hwang 1986) gilt, erhalten wir fiir den Fall, daf nur die Regressoren
(multiplikativ) iiberlagert sind, einen konsistenten Korrektur-Schitzer als

~a , korr

3 = (X¥M,X® = covfu]) T X¥Myy (9-21)
was der Formel (16.105) bei Rosemann (2006) entspricht.?”

Die Ableitung eines Korrekturschiitzers im Fall der gemeinsamen (multiplikativen)
Uberlagerung ist komplizierter, weil eine direkte Auflésung nach @ nicht méglich ist.
Siehe (9-18). Allerdings liafit sich iiber den bei Rosemann (2006) fiir diesen Fall abgeleiteten
Schétzer des Gesamtvektors (einschlielich Absolutglied) unter Verwendung der Methoden
aus Abschnitt 9.3.4 eine explizite Losung angeben! Dies wird hier nicht ausgefiihrt.

10 Schitzung linearer Modelle aus Paneldaten

10.1 Allgemeines
10.1.1 Uberlagerungsstrategien

Im Fall von Paneldaten treten an die Stelle von r verschiedenen Merkmalen bzw. Zufalls-
variablen
YiaY2>' "7}/;“*1’}/1”

im Querschnitt die 7" - r Variablen Y}; bzw. ausfiihrlich

Yiu Yo ... Y, Yy,
Yor Yoo ... Yo, Yo
Yri Yo ... Yr,o1 Yo

fiir r Merkmale in T' Zeitpunkten. Diese Zufallsvariablen lassen sich auch als T" verschiedene
r-dimensionale Zufallsvektoren

YiYe...,. Y7 1, Y7

36Das Symbol + bezeichnet die "Hadamard-Division”.
3"Dieser Korrekturschétzer ist auch giiltig, wenn die abhingige Variable ebenfalls iierlagert wird, deren
Uberlagerungsvariable aber nicht mit den Uberlagerungen der Regressoren korreliert ist.
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interpretieren.

Es stellt sich die Frage, in welcher Weise die Uberlagerung nun vorgenommen werden soll.
Wir beschrinken uns hier auf die Spezifikation®®

Ui = 1+ 6D + g5 ("alle Merkmale und Zeitpunkte gemeinsam”) ,  (10-1)

die den multiplikativen Fall betrifft. Wir werden jedoch auch kurz auf den entsprechenden
additiven Fall eingehen.

10.1.2 Das einfache lineare Panelmodell

Entsprechend dem Vorgehen von Bigrn (1996) (und abweichend von der Darstellung im
Abschnitt 9.3 fiir Querschnittsdaten betrachten wir hier das einfache Regressionsmodell

vie = o+ By +mp i=1,...,nt=1,...T (10-2)
mit einem einzigen Regressor.

Wir werden zunéichst wieder die ausschlieBliche Uberlagerung der Regressoren (in die-
sem Fall des einen Regressors) betrachten und spéter dann untersuchen, was sich éndert,
wenn z und y gemeinsam {iberlagert werden oder nur y iiberlagert wird. Siehe dazu die
Abschnitte 11-45, 10.4.7, 10.4.8 und 10.4.10. Wie wir in den vorhergehenden Kapiteln ge-
sehen haben, hat dies im Querschnitt sowohl bei additiver als auch im multiplikativer
Uberlagerung Auswirkung auf die Verzerrung der Koeffizienten-Schitzung, im letzten Fall
allerdings nur bei Korrelation der Uberlagerungsvariablen. Allerdings miissen wir dafiir zu
allererst die Uberlagerung von Paneldaten (Abschnitt 10.2) darstellen. Dabei werden wir
uns wieder auf die multiplikative Uberlagerung und dort auf die "spezielle” Héhne-Variante
konzentrieren. Ferner werden wir in Abschnitt 10.3 das einfache lineare Panelmodell mit
Individualeffekten einfiihren.

10.2 Uberlagerung von Paneldaten
10.2.1 Symbolik

Bei gemeinsamer Betrachtung von r Merkmalen im Fall von Paneldaten bendtigen wir
folgende Symbolik:

viey t=1,...,n, t=1,....T, j=1,...,r (10-3)

38Denkbar sind folgende Varianten:

Uy = 1464Dj + €5t alle Merkmale und Zeitpunkte getrennt
Uy = 14+6D; + €j alle Merkmale getrennt

Uy = 146D¢ + €5t alle Zeitpunkte getrennt

Uy = 146D + €5 alle Merkmale und Zeitpunkte gemeinsam

Weitere Varianten, in denen 6 und D nicht identisch behandelt werden, sind denkbar. Die Effekte der
einzelnen Uberlagerungsvarianten hidngen auch davon ab, ob man eine Zeitreihenstruktur unterlegt, bei-
spielsweise einen r-dimensionalen autoregressiven Prozef3.
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bezeichnet das Merkmal? y; fiir Beobachtungseinheit 7 im Zeitpunkt ¢, wobei insgesamt

r Merkmale betrachtet werden.

10.2.2 Additive Uberlagerung

Wenn wir die additive Entsprechung zu (10-1) fiir die Uberlagerung verwenden, d.h.
wit; = Yi; + puDi + €y, (10-4)
so ergibt sich fiir die anonymisierten Merkmale
Yig = Wiy + vy = yity + pDi + iy (10-5)

Dabei soll €;:; konstante Varianz besitzten, ferner sollen alle (itj)—Kombinationen unkor-
reliert sein:

E[gitj] = 0 izl,...,n,
var(e;] = o? t=1,...,T, (10-6)
COU[€itj,€hsk] = 07 /L?éh7t7ésﬂ.77ék jzl,...,’f'.

Gleichwohl wird iiber die Zufallsvariable D; Korrelation sowohl iiber die Merkmale als
auch iiber die Zeitpunkte erzeugt bzw. diese Korrelation wird verstarkt, soweit die Ori-
ginalvariablen zeitliche Korrelation aufweisen. Entsprechend dem Vorgehen in Abschnitt
7 (Anonymisierung mittels stochastischer Uberlagerung) fiir Querschnittsdaten a8t sich
zeigen, dafl

var[yftj] = UtQj + u? + o2 (10-7)
und
ajk+u2 falls i=h,t=s,j#k
covlYiiis Ynhsk) = ow + p? falls i=ht#s j=k (10-8)
0 falls i#£h

fiir alle (7, k,t, s)—Kombinationen gilt. Dies entspricht (7-6) im Abschnitt 7 (Anonymi-
sierung mittels stochastischer Uberlagerung) fiir Querschnittsdaten. In (10-7) wird jetzt
zugelassen, dafl die Varianz fiir Merkmal j iber die Zeit hin variiert und in (10-8) bezeich-
net o, die (kontemporére) Kovarianz zwischen den Merkmalen j und k, wéhrend oy die
Kovarianz zwischen den Zeitpunkten ¢ und s fiir das j-te Merkmal bezeichnet.

Durch die Art der Uberlagerung ist jetzt zugelassen, dafl — fiir eine bestimmte Beobach-
tungseinheit ¢ — Korrelation auch iiber verschiedene Zeitpunkte ("Wellen”) hinweg besteht,
selbst wenn die zeitliche Korrelation der Originalvariablen gleich Null ist, d.h. falls 45 = 0.
Formal gilt

. 2
ik T falls i=h,t=s,j+#k
V(@3 + 12 +02) (03 + 12 +02)

corrlyi; Ynsk) = Tts + 412 falls i=h,t#s, j=4k (10-9)
V(012 +02) (0% + 12 +02)

0 falls i#£h

\
Man beachte, dal dabei unterstellt wird, dafl zwischen den einzelnen Beobachtungsein-
heiten keine Korrelation, beispielsweise in Form von Cluster-Effekten, besteht. Das wurde
aber beim Querschnittsfall auch so unterstellt.

3%Das Symbol y steht hier fiir jedes beliebige Merkmal und nicht fiir die abhéingige Variable. Dies ent-
spricht dem Vorgehen im Abschnitt 7.
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10.2.3 Multiplikative Uberlagerung

Im multiplikativen Fall verwenden wir statt (10-5) die Spezifikation
Yi; = Vit (1 + dD; + eirj) (10-10)
Dabei soll ;;; wieder (10-6) erfiillen.

Wegen der Symmetrie beziiglich der Merkmalskomponente j einerseits und der Zeitkompo-
nente t andererseits kann man auch hier die Ergebnisse der Auswirkung der stochastischen
Uberlagerung in Anlehnung an Abschnitt 7 (Anonymisierung mittels stochastischer Uber-
lagerung) fiir Querschnittsdaten ableiten. Dabei beschriinken wir uns auf die Uberlagerung
mithilfe der Mischungsverteilung, wie sie Abschnitt 7.3.4 (spezielle Hohne-Spezifikation)
betrachtet wurde.

Es 148t sich zeigen, dafl

var[yftj] = O't] (52 + 0 )(U?j + u?j) (10-11)
und
ok + 0% (o + puejue) falls i=h,t=sj#k
covlYiyis Yhsk] = Ots + 0% (015 + pajpsy) falls i=h,t#£s j=k (10-12)

0 falls 1#£h

gilt. Dabei bezeichnet j;; den Erwartungswert fiir Merkmal j im Zeitpunkt ¢. Varianzen
und Kovarianzen entsprechen exakt der Struktur, wie sie in (7-17) fiir Querschnittsdaten
angegeben wurde. Neben die Merkmalskomponenten tritt allerdings nun die Zeitkompo-
nente.

Fiir die Korrelation zwischen den Variablen als auch zwischen den einzelnen Zeitpunkten
erhalten wir jetzt folgende Formel:

9y + 8 (Gjutiing i) falls i=h,t=s,j#£k
\/{Uty +(82+02)( otj +“t1)}{otj +(6%2 +02) (Utj +“tj)}

corrYiiis Ynhse) = Tta + 8% (Ttatitejpts;) falls i=h,t#s,j=k
\/{Uty 52 +02 UtJ +“tj)}{atj + (62 +02) (Utj +“tj)}

0 falls i#£h
(10-13)
Ebenso wie beim additiven Fall wird auch hier unterstellt, dafl zwischen den einzelnen
Beobachtungseinheiten keine Korrelation, beispielsweise in Form von Cluster-Effekten, be-
steht. Das wurde aber auch so beim Querschnittsfall unterstellt. Es geht ja darum heraus-
zuarbeiten, welche zusitzliche Wirkung beziiglich Korrelation die Uberlagerung hat.

10.3 Das einfache lineare Panelmodell mit Individualeffekten
10.3.1 Feste Individualeffekte

Das einfache lineare Panelmodell mit festen Individualeffekten schreiben wir wie folgt:

n
Yit = a—l—ﬁxit—f—ZThWht—l—mt ,i=1,...,n,t=1,...T (10-14)
h=1
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wobel

1 fallsi=nh
Whe = { 0 sonst

die individuenspezifische Dummyvariable im Zeitpunkt ¢ ist und 75, den entsprechenden
Effekt bezeichnet. Aus Griinden der Identifikation setzen wir
a = 0
In Matrixschreibweise erhalten wir dann
y = x84+ W7t + 19 (10-15)

wobei x ein Vektor und [ ein Skalar ist. Die Matrix W enthélt die individuenspezifischen
Dummyvariablen.*® Als sogenannter "Within-Schiitzer” (oder auch “fixed effects estima-
tor”) ergibt sich die Teilschétzung nach der Kleinstquadrate-Methode:

X (I-WW'W)"'W) y Sty o (@i — Tie) (Yit — Yia)

Pw = x' (I - W(WW)~TW) x = Zthl S (o — Ti0)? (10-16)

mit
1 & 1 &
Tie = T ;xit y Yie = T ;yit

Dieser Schiitzer hat die iiblichen “guten” Eigenschaften des klassischen Regressionsmodells!

10.3.2 Stochastische Individualeffekte

Wenn wir statt der festen Effekte zufillige Effekte annehmen, dann erhalten wir

yir = o+ Bry + 7+ ,i=1,...,n,t=1,...T (10-17)
wobei die 7; nun Zufallsvariable sind. Weil daraus

Yie = O+ Tie B + T + 7o
und
Vit — Tie = (Tt — Tie) B +1it — Tje

folgt, spielt der individuenspezifische (zufillige) Effekt bei der Schétzung mittels ,@W keine
Rolle:

s e i (@i — Tie) {(@ie — Tia) B+ (it — Thia)}

Bw (10-18)
Sty S (@i — Tie)?
d.h. BW ist ein konsistenter Schitzer.4!
Im Abschnitt 10.6wird gezeigt, dafl die Varianz dieses Schétzers durch
. o2 o2
var[By] = —a— = u : (10-19)
(x' My x) Z?:l Doy (Tt — Tie)?

gegeben ist. Man beachte, dafi die Varianz der Individualeffekte in dieser Formel nicht
auftaucht.

10F{ir eine exakte Beschreibung siche die Ergebnisse fiir das multiple Regressionsmodell in Abschnitt
10.6.

41Siche beispielsweise Wooldridge (2002, Kap. 10.5.5), wo der allgemeinere Fall einer verallgemeinerten
Schitzung behandelt wird. Wooldridge (2002 Kap. 10.7.2) geht auch darauf ein, da§ die "Robustheit ge-
geniiber der Korrelation von 7; und dem Regressor” dann problematisch ist, wenn man den Effekt von
zeitlich nur wenig variierenden Regressoren schitzen will.
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10.4 Schitzung des linearen Panelmodells aus anonymisierten Daten
10.4.1 Der naive Panelschitzer

Im Fall von anonymisierten Daten verwenden wir statt (10-16) den folgenden "naiven”
Schétzer (Within-Schétzer, FE-Schétzer):

go — XI-WWW)IW) yo oy i (= T (0 — Uie)
v x* (I - W(WW)~IW) x? 23:1 Ylim (2 — T%)?

(10-20)
mit

1 & 1 &
Eaio = T Z x;,‘lt ’ yaio = T Z y;lt
t=1

10.4.2 Additive Mef3fehler allgemein

Bigrn (1996 Kapitel 10.2.2) betrachtet ein lineares Panelmodel, in dem die Regressorvaria-
ble z latent ist und nur die meBfehlerbehaftete Variable 2% betrachtet werden kann*?, und
leitet den Wahrscheinlichkeitsgrenzwert des naiven Panelschitzers (10-20) bei additiver
Uberlagerung ab. Das Fehlermodell lautet*3

Tig = Tit T Ut
Dann ergibt sich fiir den Wahrscheinlichkeitsgrenzwert*4

. T = =
plim % Doim1 2o (5 — T%) (Yit — Vi)

. T —
plim % Dot Die (T — T )?

plim -2 S0 S (i — Tie + it — Tie) (Tt — Tie) B+ 0it — Tija)

plim % Zthl Yo (@it — Tie + wit — Uie))?

“2Aus Griinden der Einheitlichkeit bleibe ich auch hier bei der Symbolik des Anonymisierungsfalls,
verwende also x statt z* und z® statt z, also ein "Fehler-in-den-Variablen-Modell” vorliegt.

43 Aus Griinden der Einheitlichkeit bleibe ich auch hier bei der Symbolik des Anonymisierungsfalls,
verwende also x statt ™ und z% statt x.

4Tch betrachte ausschlieBlich den Grenzwert fiir n — oco. Deshalb schreibe ich im folgenden oftmals nur
plim statt plim

n—oo "
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Da x,u und 7 gemi Annahme miteinander unkorreliert sind, ergibt sich®®

plim T%T Zthl i (@i — Tie)* 3
plim ,%T 23:1 > i1 (@it — Tie)? + plim T%T 23:1 > i (Uit — ia)?

= B (10-21)

plim, . 3 =

mit

Dabei 148t sich unter Zuhilfenahme der Ergebnisse aus Fufinote 45 auch fiir ), eine expli-
zite Form angeben, sofern man einen bestimmten Prozef$ fiir x; unterstellt. Sofern alle x;
stochastisch voneinander unabhingig sind, ergibt sich demnach

Qa: = (1 - ;) O‘i

2

plim, . * = ——2%—08 ,
o G

und damit

d.h. der Schétzer ist inkonsistent, genau wie im Fall der Querschnittsdaten.

In Abschnitt 11 wird der Fall betrachtet, dafl die Regressorvariable durch einen autoregres-
siven ProzeB erzeugt wird. Insbesondere im Fall der multiplikativen Uberlagerung ergeben
sich dann fiir kleinen Beobachtungsumfang T Ergebnisse, die dramatisch von den asym-
ptotischen Ergebnissen abweichen. Aus den dort abgeleiteten Ergebnissen ergeben sich im
Panelfall deutlich andere Werte fiir ., wenn der Regressor autokorreliert ist und 7" klein
ist.

10.4.3 Allgemeine multiplikative Uberlagerung des Regressors

Im Fall der allgemeinen multiplikativen Uberlagerung des Regressors im Fall von Panel-

daten verwenden wir
x?t = Tit Uit)
Dann ergibt sich fiir die Berechnung der Abweichung vom Mittelwert

e
Lie = TUie

45Siehe Bigrn (1996 Formel (10-59), Symbolik leicht verindert)). Dabei wird ausgenutzt, daf

ZZ(Uit —Tie)® = ZZ(Uit —u)? - T Z(ﬂi- —5)2

und

gilt. Damit erhalten wir

n

T n T n 2
1 _ 1 _ ! o o2
Plim 77 2 2 (e = e)® = plim 77 DD fu — )" = plim 77 7D (e =) = 0w =

t=1 i=1
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und
a —a —_—
Tit — Tie =  Tit Uit — TUje
wobei
o 1
TUje = = g it Ust
T t

Unter Verwendung der obigen Ergebnisse kann man den naiven Panelschitzer wie folgt
schreiben:

T _ _
B‘% _ thl Z?zl(xgt - xai-)(yz’t - yi.)
— = A
> =1 Z?:l(‘rgt —T%)?
T __ _
Doim1 D (Tit Uit — TWie) (Yit — i)
ZtT:1 Yoy (i ug — Tl )
St Soiey (o wir — Thie) (@it — Tia) B+ Mt — Thia)
E?:l Yoi (wit g — Wi-)Q
ZtT:1 E?:l {(zit uit — TUje)(Tit — Tie) B + (Tit wit — Tlie)(Mit — Tie) }
Sy Sl (i — T )’

(10-22)

Zur Bestimmung des Wahrscheinlichkeitsgrenzwertes dieses Schéitzers sind jeweils die den
empirischen Momenten entsprechenden theoretischen Momente zu bestimmen, denn bei
Berechnung des "plim” erhalten wir

%23:1 e + A}

plim(5yy) = 1T (w (10-23)
wobei
N, = B(Xay —Xu)(X; — X)) (10-24)
Ay = EB[(Xpup — Xu) (0 — 7)) (10-25)
U, = E[(Xwu — Xu)?] (10-26)

gilt. Dabei sind die arithmetischen Mittel iiber alle T' Zeitpunkte zu interpretieren. Bei-
spielsweise gilt

— 1
Xu = th:Xt’U,t

Wegen der Grenzwertbildung N — oo und der Annahme identischer Verteilung fiir alle IV
Beobachtungseinheiten wird der Beobachtungsindex 7 unterdriickt.

Wir erhalten

sowie
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weil 7; stochastisch unabhéngig von X; und u; ist. Auflerdem erhalten wir

1
U, = (1 - T) (02 + o (o2 + p2))

Damit ergibt sich fiir den Wahrscheinlichkeitsgrenzwert von B“ bei ausschlieflicher Uber-
lagerung des Regressor mit der multiplikativen "speziellen” Hohne-Variante folgender Aus-
druck: )

oz 3

oy + og(0F + 13)

plim(5f,) = (10-27)

Demnach verschwindet der Bias bei der allgemeinen multiplikativen Uberlagerung nur
dann, wenn
02 =0

gilt.

10.4.4 Allgemeine multiplikative Uberlagerung beider (aller) Variablen

Falls auch die abhéngige Variable y nach dem Hohneverfahren multiplikativ iiberlagert
wird, gilt fiir diese iiberlagerte Variable*6

Yy = Yit Uity
= upylo + By + 7 + Nit)
= (a + 73) Uity + Wity (B xir + Mit)

wobei jetzt u;t, anzeigt, daf es sich um die Stoérvariable fiir die Uberlagerung von y handelt.
Fiir den Mittelwert erhalten wir

Yhe = (@ + Ti) Uiey + B TUiey + U;,
wobei 1
TUjey = T zt: Tit Uite
und )
UNiey = T zt: Wity Nit

Dann erhalten wir fiir die Abweichung vom Mittelwert

Uit — Y%e = (a + 75) (Uity - ﬂz’.y) + (@it Uty — Wi.y) B + (Uity Nit — Wi.y)

Um den Wahrscheinlichkeitsgrenzwert von B{fV zu bestimmen, ist der Grenzwert des Zéhlers
von (10-20), d.h.

T n

. 1 _ —
phmn—»oo ﬁ Z Z(x'?t - xgo)(yg‘/ - yaio) )
t=1 i=1

16Wieder unterstellen wir, da8 das lineare Modell mit stochastischen Effekten gilt. Siche Abschnitt
10.3.2. Dabei soll keine Korrelation zwischen diesem Effekt und dem Regressor = bestehen. Eine Verletzung
dieser Annahme wird in Abschnitt 10.11 behandelt.
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Tabelle 10.2: Erlauterungen zum Grenzwert (10-28)

Summanden von yj, — y%;, T — Ty = Tit Uity — TUjeg

(o + 75) (Uity — Tiey) 0

(@it Uity — TUjey) O 0

(Uity it — WT);ay,) 0

Hinweis: In den einzelnen Zellen wird der jeweilige Grenzwert angegeben.

neu zu bestimmen, wihrend fiir den Nenner die Ergebnisse aus dem Abschnitt 10.4.3 {iber-
nommen werden kénnen. Dabei verwenden wir jetzt fiir die Uberlagerung von z ebenfalls
die Symbolik wu;, fiir die hier relevante Storvariable und schreiben deshalb (10-35) und
daraus folgende Ergebnis wie folgt:

a
Ty = Tt Uitz
—a _
Tie = TUjeg
und
a —a —_—
Tip — Tig = Tt Uite — TUjex
wobei
o 1
TUjez - = § Tit Uity
T t

gilt. Im Folgenden wird alternativ die Annahme benutzt, dal (a) u;, und wsy, fir alle
und ¢ unkorreliert sind bzw. (b) daff die Korrelation ungleich Null ist.

Es werden nun die einzelnen Terme zur Berechnung des Grenzwertes des Zihlers von
(10-20), d.h. von

T n
. 1 _ —
phmn—»oo ﬁ Z Z(xgt - x?o)(y?t - yaio) ’ (10'28)
t=1 i=1

systematisch dargestellt. Siehe dazu Tabelle 10.2.

Eine Analyse der einzelnen Kombinationen, die sich als Produkte der einzelnen Summan-
den ergeben, zeigt, dafl nur die Kombination in der zweiten Zeile, die zum Ausdruck

(@it Wity — TUiey) (Tit Wity — Tljez) B

fithrt, einen von Null verschiedenen Grenzwert ergibt.?” Unter Verwendung der Formel fiir
die Kovarianz von Produkten von Zufallsvariablen®® erhalten wir

plim S zT:Zn:(x“ —T8) (Yo —yTe) = { (1 + %) os B Oupu, =0,
T t=1 i=1 H e e (1 + %) (03 + quuy(aa% +13))8 Tuguy 7 0

4"Dabei wird unterstellt, da$ der Effekt 7 und der Regressor « unkorreliert sind.
48 Die Kovarianz fiir die Produkte UX und WZ unter der Annahme, daB U und W stochastisch unab-
hingig voneinander sowie von X und Z sind und beide Zufallsvariable Erwartungswert 1 haben, lautet

covlUX ,WZ] = cov[X,Z] + cov[U W] (cov[X, Z] + E[X]|E[Z])

Dabei gilt in diesem Fall X = Z sowie cov[U, W] = 0 bzw. cov[U, W] # 0.
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Damit ergibt sich fiir den Wahrscheinlichkeitsgrenzwert von 3¢ bei allgemeiner multipli-
kativer Uberlagerung sowohl des Regressors als auch der abhingigen Variablen folgendes:
Im Fall der Unkorreliertheit der Fehler gilt

03 8

plim(J3fy) =
W 02 + 02 (02 + pl)

(10-29)

d.h. die zusiitzliche Uberlagerung der abhiingigen Variablen veréindert den Bias nicht ge-
geniiber der alleinigen Uberlagerung des Regressors. Dagegen ergibt sich im Fall der Kor-
reliertheit der Fehler

N R PONC R T
v of + op(0F + p3)

(10-30)

10.4.5 Meffehler mit Faktorstruktur

Bigrn (1996 Kapitel 10.3) betrachtet aulerdem ein lineares Panelmodel, in dem er fiir das
Fehler-Modell eine Varianz-Komponenten-Struktur (error components structure) wie folgt
unterstellt:

Ty = Ty + T+ O + i (10-31)

Fiir den naiven Panelschitzer ergibt sich unter der Annahme, daf} alle x; identisch und
unabhéngig verteilt sind, bei dieser Fehler-Struktur der folgende Wahrscheinlichkeitsgrenz-
wert:

3 (10-32)

R 1—4)o2
phmn—»oo ﬂa = )O—x(

(1-7
(1—%)o2 +a?§ + (1= %)o?
Bemerkenswert ist, dafy durch die Bildung von Abweichungen vom individuenspezifischen
Mittelwert der Effekt 7 bei der Schétzung keine Rolle spielt, im Gegensatz zum zeit-
spezifischen Effekt ¢,. Man beachte auch den engen Zusammenhang mit der additiven
Uberlagerung & la Hohne in (10-5), wo der zeitspezifische Effekt entfillt. Wir werden spé-
ter sehen, daf deshalb bei der additiven Uberlagerung der Bias des naiven Panelschitzers
nur von o2, nicht aber vom Parameter p abhingt. Siehe dazu Abschnitt 11-45. Entspre-
chende Ergebnisse fiir den multiplikativen Fall werden in den Abschnitten 10.4.7 sowie
10.4.8 besprochen. Dort beeinfluit allerdings auch der Zuschlagsparameter (§) den Bias
der Schéatzung.

10.4.6 Additive Uberlagerung a la Héhne

Bei der additiven Uberlagerung der Regressoren & la Hohne verwenden wir im Panelfall
die Spezifikation (10-5), d.h.

ry = i + pDi + e
und erhalten wegen

j?o = Tie + pDi + Eie

und
Tip — Tie = Tit — Tie T Eit — Eie
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als Wahrscheinlichkeitsgrenzwert des "naiven” Panelschétzers

) A (1—%)o? o2
lim, .. 3° = - % , 10-33
plim, oo (1—%)0‘%—{-(1—%)0‘36 U%—l—agﬂ ( )

d.h. der Bias héngt nur von der Varianz des Restterms ¢, nicht aber von der Gréenordnung
des Zuschlag-Parameters p ab! Da der (quadrierte) Zuschlagsparameter deutlich grofier ist
als die Varianz o2, verringert sich der Bias gegeniiber der Schitzung im Querschnittsfall

(siehe Abschnitt 9.2) betréchtlich. Auch absolut gesehen wird der Bias duflerst gering sein,
weil das Verhéltnis o, /0. meist sehr grof} sein wird.

Falls auch die abhéngige Variable iiberlagert wird, erhalten wir entsprechend der obigen
Analyse

x?t - f?o = Zit — Tie + Eitz — Eiex
und

Yit — Y% = Yit — Yie T Eity — Eiey
wobei die beiden Uberlagerungsvariablen nun angeben, ob sie zu z oder y gehéren. Wie in
Abschnitt 9.2 ausfithrlich dargestellt, gilt gemifi Annahme (!!)

covleg,ey) = 0

Demnach erhalten wir fiir den naiven Panelschétzer®?

) . (1-3)o28 + (1— ) covles, &y o’ 3
a = R -34
plimy, o0 (1-F)o2+(1—7) o2 o2 + o2 . (10-34)

Dies entspricht der Formel (10-33) fiir den Fall, daf nur der Regressor (additiv) iiberlagert
wird. Demnach ist derselbe Korrekturschiatzer auch hier verwendbar. Man beachte, dafl
dieses Ergebnis deutlich von dem im Fall von Querschnittsdaten abweicht. Dort ergab sich
eine zusitzliche Verzerrung bei Uberlagerung beider Variablen, sofern die beiden Fehler -
infolge Verwendung der Mischungsverteilung - miteinander korreliert sind! Siehe Abschnitt
9.2.

10.4.7 Multiplikative H6hne-Uberlagerung des Regressors

Im Fall der multiplikativen Uberlagerung des Regressors im Fall von Paneldaten verwenden
wir statt (10-5) die Spezifikation (10-10), d.h.

iy = xig (1 + 0D; + ei)

“Hier wird die folgende Zerlegung verwendet: Fiir beliebige Zufallsvariablen A;z;; mit cov[Aitj, Aitk] =
K, j # k gilt

n

Z Z()\ltw - gioac)()\ity - gioy) = Z Z()\ztac - g:c)()\ity - gy) - T Z(giox - g:c)(gioy - gy)

t=1 i=1 i=1

und
COV[Eiez,Ciny] =

Nl =

gilt. Damit erhalten wir

n

.1 _ _
pllm ﬁ Z (Abt(ll' - Siox)(Aity - 5ioy) = K-

t=1 i=1

Nl =

Allerdings ist im obigen Fall die Kovarianz gleich Null!
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die direkt aus (10-1) folgt. Dann ergibt sich fiir die Berechnung der Abweichung vom
Mittelwert

T, = (1 + 0D;) Tie + TEie
und
xy — Thge = (1 + 0D;) (xit — Tje) + Tit€it — TEie (10-35)
wobei 1
TEje = T Z Tit Eit
t

Im Gegensatz zur additiven Uberlagerung verschwindet also der Zuschlagsparameter (0)
in diesem Fall nicht! Er wird also auch bei der Bestimmung des Bias eine Rolle spielen.
Dies soll im folgenden abgeleitet werden.

Unter Verwendung der obigen Ergebnisse kann man den naiven Panelschéitzer wie folgt
schreiben:

T _ _
B‘%V _ Zt:l 2?21(55% - xai-)(yit - yio)
= = =
D i1 Z?ﬂ(f’??t —T%)?

S+ 0Dy) (i — Tie) + Tir€it — Toie) (Yit — Tia)
ST (1 + 6Dy (zi — Tie) + Tireir — Teie)’

Zf:l S (1 4 D) (it — Tie) + itcit — TEie)((Tit — Tie) B + Nit — Tlia)
S S (1 + 6D3) (i — Tie) + it it — TEia)”
S {0+ 6D) (@i = Ta)’ B+ (1 + 6D) (zie — Taa) (it — )}
POHARD S {(1 +0D;)? (zit — Tie)? + 2(1 +0D;) (vit — Tie) (Titcit — Teie) + (Titir — ﬁz‘-)Q}
N S {(wien — TEie) (@i — Tio) B + (Wit it — Tia) it — i)}
Sy, {(1 +0D;)? (xit — Tie)? + 2(1 + 6D;) (it — Tie) (Titeit — TEie) + (Titir — Tsi.)Q}
(10-36)

Zur Bestimmung des Wahrscheinlichkeitsgrenzwertes dieses Schéitzers sind jeweils die den
empirischen Momenten entsprechenden theoretischen Momente zu bestimmen, denn bei
Berechnung des "plim” erhalten wir

%23:1 {Ar + B} %Z?ﬂ {Ty + A}

(i) = T P+ T+ Wy 5300 {4 T, + Wy} 10-37)
wobei
A, = E[(1+6D)(X;— X)?0] (10-38)
By = E[(1+6D)(X;—X) (n —17)] (10-39)
Iy = El(Xe—Xe)) (X — X)p] (10-40)
Ay = E[(Xer - ]) (m )l (10-41)
d =  E[1+46D)*(X;—X)? (10-42)
U, = E[(Xe - X?])Q] (10-44)
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gilt. Dabei sind die arithmetischen Mittel iiber alle T Zeitpunkte zu interpretieren. Bei-
spielsweise gilt

— 1
Xe = T;tht

Wegen der Grenzwertbildung N — oo und der Annahme identischer Verteilung fiir alle NV
Beobachtungseinheiten wird der Beobachtungsindex ¢ unterdriickt.

Unter Beachtung der Bemerkungen in Unterabschnitt 10.4.2 ergibt sich fiir die einzelnen
Ausdriicke folgendes: Wegen der Unabhéngigkeit von D und X; erhalten wir fiir (10-38)

1
At = (1— T) J?Cﬁ,
wobei wir E[D] = 0 verwendet haben (symmetrischer Fall). Da X; und 7; unabhéngig

sind, gilt fiir (10-39)
Bt =0

In (10-40) ist die Kovarianz zwischen X;e; und X; zu bestimmen. Wegen der stochastischen
Unabhéingigkeit dieser beiden Zufallsvariablen sowie wegen E|ey| = 0 ergibt sich

E [(tht — E) (Xt - Y)} =0
Fiir (10-41) ergibt sich
At =0 ’

weil 7, stochastisch unabhéngig von X; und &4 ist. In (10-42) kann wieder die Unabhén-
gigkeit zwischen D und X; ausgenutzt werden. Weil

E[(1+6D)} = 1 4 &

gilt, erhalten wir

1

Fiir (10-43) erhalten wir
Ht =0

Vergleiche dazu die Berechnung zu (10-39) oben. Auflerdem kann wieder die Unabhin-
gigkeit zwischen D und X; ausgenutzt werden. In (10-44) schliellich ist die Varianz des
Produktes X; e; zu bestimmen. Deshalb erhalten wir

1
v (1= g) e+ )

Damit ergibt sich fiir den Wahrscheinlichkeitsgrenzwert von 32 bei ausschlieBlicher Uber-
lagerung des Regressor mit der multiplikativen ”speziellen” Hohne-Variante folgender Aus-
druck: ,

oz 3

(1+6%) 07 + 02(0F + p3)

plim(3f,) = (10-45)
Demnach verschwindet der Bias bei der multiplikativen Uberlagerung nur dann, wenn
sowohl der Zuschlag als auch die Restkomponente nicht auf die Variable X einwirken, d.h.
wenn

6 =20 und o2 =0

gilt.



10.4 Schétzung des linearen Panelmodells aus anonymisierten Daten 61

10.4.8 Multiplikative H6hne-Uberlagerung beider (aller) Variablen

Falls auch die abhéngige Variable y nach dem Hohneverfahren multiplikativ iiberlagert
wird, gilt fiir diese iiberlagerte Variable®”

vy = vy (1 + 0D; + eiry)
(1 + 6D; + Eity)(a + Bz + 1 + nit)
= (1 + 0D;) (o + ) + (1 4+ 0D:)(Bxir + i) + (o + 75) €ity + ity (B it + Mit)

wobei jetzt ;4 anzeigt, daf es sich um die Stoérvariable fiir die Uberlagerung von  handelt.
Fiir den Mittelwert erhalten wir

Y = (1 +6Dj)(a+7)+ (1 + 6D;) (BTie + Mia) + (0 + 7)) Einy + 3 TCiay + M6
wobei )

TEiey = T ; LTit Eita
und )

ENjey = T zt: Eity it

Dann erhalten wir fiir die Abweichung vom Mittelwert

Vit — Y% = (1 4+ 06D;) (it — Tie) B + (1 + 0D;) (it — Mie) + (@ + 7)) (City — Eiey)
+ (Tit€ity — TEiey) B + (5ity it — Wi.y) (10-46)

Um den Wahrscheinlichkeitsgrenzwert von Bgv zu bestimmen, ist der Grenzwert des Zahlers
von (10-20), d.h.

n

T
ZZ($Z€ _j?o)(ygf _Wio) >

t=1 i=1

3[-

plim,,

unter Verwendung von (10-35) und (10-46) neu zu bestimmen, wihrend fiir den Nenner
die Ergebnisse aus dem Abschnitt 10.4.7 {ibernommen werden kénnen. Dabei verwenden
wir jetzt fiir die Uberlagerung von z ebenfalls die Symbolik €4, fiir die hier relevante
Storvariable und schreiben deshalb (10-35) und daraus folgende Ergebnis wie folgt:

xy = xy (1 4+ 6D; + €ita)
Ty = (1 + 0Di) Tie + TEiea
und
xy — Tow = (1 + 0D;) (it — Tie) + TitEitx — Tiex (10-47)
wobei )
TEiex = Z Tit Eita
t

*0Wieder unterstellen wir, da8 das lineare Modell mit stochastischen Effekten gilt. Siche Abschnitt
10.3.2. Dabei soll keine Korrelation zwischen diesem Effekt und dem Regressor = bestehen. Eine Verletzung
dieser Annahme wird in Abschnitt 10.11 behandelt.
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Tabelle 10.3: Erlauterungen zum Grenzwert (10-48)

Summanden von x§, — T4,
Summanden von yf, — y%, | (1 + 0D;) (it — Tie) Tit Eite — TCiex
(1 + 0D;) (zir — Tia) B .3 0
(1 + 5D7«) (77ity - ﬁioy) 0 0
(@ + 73) (City — Eiey) 0 0
(it €it — TEie) B 0 0
(Ezty it — ﬁzoy) 0 0
Hinweis: In den einzelnen Zellen wird der jeweilige Grenzwert angegeben.

gilt. Im Folgenden wird die bisher nicht ausdriicklich formulierte Annahme benutzt, daf3
€itz Und €54y fiir alle ¢ und ¢ unkorreliert sind. Siehe jedoch auch die ergénzenden Bemer-
kungen in Unterabschnitt 10.4.9 fiir den Fall der Korrelation.

Es werden jetzt die einzelnen Terme zur Berechnung des Grenzwertes des Zihlers von
(10-20), d.h. von

n

T
. 1 —
phmnﬂoo n7T ; - 1 yzt Y zo) ’ (10'48)
=1 1=

unter Verwendung von (10-47) und (10-46) systematisch dargestellt. Siehe dazu Tabelle
10.3.

Eine Analyse der einzelnen Kombinationen, die sich als Produkte der einzelnen Summan-
den ergeben, zeigt, dafl nur die Kombination in der linken oberen Zelle, die zum Ausdruck

(1 + (5D7,)2 (l‘it — fi.)2 J6]

fiihrt, einen von Null verschiedenen Grenzwert ergibt. Wie bereits in Unterabschnitt 10.4.7
gezeigt, erhalten wir

phmn%o% > ((146D;)? (@n—T)) B = &8 = (1+482) <1 + ;) o2

i

Damit ergibt sich fiir den Wahrscheinlichkeitsgrenzwert von B“ bei Uberlagerung sowohl
des Regressors als auch der abhéngigen Variablen mit der multiplikativen ”speziellen”
Hohne-Variante folgender Ausdruck:

1+ 6%)o2p

10-49
A+ 02 + o2 (02 ¥ 2) (10-49)

plim(Bfy) =

Ein Vergleich mit dem in (10-45) gegebenen Grenzwert bei ausschlieBlicher Uberlagerung
des Regressors zeigt, daf die zusitzliche Uberlagerung der abhiingigen Variablen den Bias
um den Faktor 1+ 62 erhoht. Auch in diesem Fall verschwindet der Bias nur dann, wenn
sowohl der Zuschlag als auch die Restkomponente nicht auf die Variable X einwirken, d.h.
wenn

6=20 und o2 =0

gilt.
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Tabelle 10.4: Erlduterungen zum Grenzwert (10-48 fiir den Fall der Korrelation von e,
und €;4y)

Summanden von ¥, — T{,
Summanden von y¢, — y%, | (1 + 0D;) (zit — Tie) Tit €ite — ZTEiex
(1 + 5Dz) (.%’it — Ti.) I6] d,3 0
(1 + 0D5) (nity — Tiey) 0 0
(a + Ti) (Eity - gioy) 0 0
(it it — T€ie) B 0 Q0
(gity mit — Wi.y) 0 0
Hinweis: In den einzelnen Zellen wird der jeweilige Grenzwert angegeben.

10.4.9 Eine allgemeinere Form der Hohne-Uberlagerung

Es soll hier kurz das Ergebnis aus dem vergangenen Unterabschnitt um die folgende Va-
riante ergénzt werden:

Die Storvariablen ¢, und ¢, sind kontemporér miteinander korreliert.

Dazu betrachten wir nochmals die Tabelle reflabeltabelle-01 aus Abschnitt 10.4.8, die hier
nochmals dargestellt wird.

Die Fehlervariablen aus der Hohne-Spezifikation spielen in den letzten drei Zeilen gemein-
sam mit der zweiten Spalte eine Rolle. Allerdings ist die dritte Zeile wegen der unterstellten
Unabhéngigkeit des Effektes T sowie die fiinfte Zeile wegen der unterstellten Unabhéngig-
keit von 1 wiederum nicht relevant. Zu untersuchen ist allein der folgende Ausdriicke:

Q = Bl(Xew - Xea)(Xiey — Xe,)6) (10-50)

Weil die beiden Fehlervariablen den Erwartungswert Null besitzen, ergibt sich unmittelbar

o = (1)@ (10-51)

wobei )z, die Kovarioanz zwischen &;, und &5, bezeichnet. Demnach erhalten wir als
Wahrscheinlichkeitsgrenzwertes des naiven Panelschitzers statt (10-49) nun

1+ 52) U:% + Azy (033 +M:%)

lim(B) =
P = 902 + 022 + )

3. (10-52)

Wenn § = 0 gesetzt wird, entspricht dieses Ergebnis dem fiir die allgemeine Uberlagerung
in Abschnitt 10.4.4. Siehe insbesondere (10-30).

10.4.10 Multiplikative Uberlagerung der abhiingigen Variablen

Der Vollsténdigkeit halber sei noch angemerkt, daB sich bei ausschlieSlicher Uberlagerung
der abh#ngigen Variablen keine Verzerrung ergibt. Dies sieht man beispielsweise dadurch,
dafl man die Tabelle in Abschnitt 10.4.8 wie folgt modifiziert: Es gibt nur eine Spalte, und
zwar mit dem Summanden x;; — T;e, der jeweils mit den Zeilenausdriicken beziiglich der
abhéngigen Variablen zu kombinieren ist. Der einzige von Null verschiedenen Grenzwert
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2

ergibt sich fiir die oberste Zeile mit A; = 023. Da auch der Nenner von B{fV gegen oy

strebt, erhalten wir als Grenzwert insgesamt

10.5 Korrekturschitzer
10.5.1 Additive Hohne-Uberlagerung

Im Fall der additiven Hohne-Uberlagerung gilt fiir den Wahrscheinlichkeitsgrenzwert des
Panelschétzers

. (1— %)o? o2
lim ¢ = i = - :
plithy, oo (1—%)U%+(1—%)ogﬁ a%—i—agﬁ

Siehe (10-33) in Abschnitt 10.4.6.
Ein Korrekturschétzer 148t sich wie folgt konstruieren: Wegen (7-5) gilt
var[z’] = o + p* + o2

Weil aufer o2 alle GréBen bekannt sind bzw. geschiitzt werden kénnen, erhalten wir den
Korrekturschétzer

A varlzd] — 2 — Lo? .
6a,korr — /[\] H T € ﬂ{%{/ (10_53)

var[z®] — p? — o2

wobei var[z?] eine (konsistente) Schitzung von wvar[z?] ist. In der Korrekturschitzung
taucht also auch der Parameter p auf, der durch

— —a

He = T

geschéitzt werden sollte.

10.5.2 Multiplikative Héhne-Uberlagerung

Unter der Annahme, da dem Datennutzer die Parameter der stochastischen Uberlage-
rung, also 6 und o2, bekannt sind, kénnen aus den zuvor abgeleiteten Ergebnissen Kor-
rekturschétzer fiir die einzelnen Situationen abgeleitet werden. Ich beschrdnke mich hier
beispielhaft auf die Situation, in der sowohl z als als auch y multiplikativ mit dem spe-
ziellen Hohne-Verfahren iiberlagert werden. Das entsprechende Ergebnis fiir den "naiven”
Panelschiitzer zeigt (10-49). Daraus erhalten wir bei Auflosung nach 3 folgenden Korrek-
turschétzer: e -

(1+6%) 02 + 02 (02 + fia")

Ba,kor‘r _ Al BI%V ) (10_54)
" (1 + 8202
Dabei ergibt sich unter Verwendung von (10-11) folgende Schiitzung fiir o2:
Y 2 _ (52 2\ a2
0-2 — Sfﬂ ( + UE)x , (10_55)

T 1468402
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wobel )
—a _ a
x Y zt: Z Tt
K
und

s2. = anzt:zz:(acft—x“)Q

verwendet werden sollten. Ferner sollte

— —a

benutzt werden.

Fin entsprechendes Ergebnis fiir den Korrekturschétzer im Fall mehrerer Regressoren fin-
det sich in Abschnitt10.10.

10.6 Analyse fiir mehrere Regressoren
10.6.1 Allgemeines

Wir betrachten hier das multiple Panelmodell mit stochastischen Individiualeffekten und
mit K Regressoren und einem Absolutglied®!

K
v = o+ > Bk + 1o+ e i=1...,nt=1,...T , (10-56)
k=1

das zum einfachen Modell aus Abschnitt 10.3.2 korrespondiert. Fiir Mittelwert und Ab-
weichung vom Mittelwert ergibt sich in diesem Fall

K
Uie = & + > Tiek Br + 7o + Thia
k=1

und

=

Yit. — Yie = Z (Titk — Tiok) Be + Mit — Tie
k=1

Im folgenden verwenden wir auch die kompakte Schreibweise dieses Modells:
y = at+XB8+71+1n (10-57)

Dabei hat die Regressormatrix folgende Struktur:

X(n - 1)
X(n)

5!Dies entspricht der Formel (10-17) im Fall der Einfachregression.
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Der Index in eckigen Klammern bezeichnet einen bestimmten Beobachtungspunkt ¢. Fiir
jede der n verschiedenen (T x K)-Matrizen X (i) gilt

X(@) = (x(i) %) ... xg_1(i) xg(i) ) , i=1,....,n ,
wobei der T-dimensionale Vektor xy (i) durch
Lilk
Li2k
Xk<Z> = , k=1,....K ,

TiT—1,k
TiTk

gegeben ist. Fiir die Matrix X2 gilt die entsprechende Symbolik.

Entsprechend schreiben wir den nT-dimensionalen Vektor y wie folgt:

yin—1)
y(n)

Dabei ist jeweils der n-dimensionale Vektor y (i) durch
Yi1
Yi2
y@) = :

Yir-1
YiT

gegeben.

Da der individuenspezifische Effekt nur von ¢ abhéingt, ergibt sich fiir den Zufallsvektor 7
die folgende Form:

T = : mit 7() = 7 ep

10.6.2 Der Schitzer

Die Matrix W im Panelmodell mit fixen Effekten (siehe Abschnitt 10.3.1) hat folgende
Struktur:
W = In K LT



10.6 Analyse fiir mehrere Regressoren 67

Daraus ergibt sich die idempotente Matrix

1
My = I, —W(WIW)fl W = I, ® <IT - TLT LIT>

und fiir den "within”-Schétzer der Originaldaten ergibt sich
Bw = X'MyX)'X'Myy . (10-58)

Dieser Schitzer ist erwartungstreul!

10.6.3 Eine rechentechnisch attraktivere Darstellung des Schitzers

Da die Matrix NT x NT-Matrix Myy relativ viel Speicherplatz bendtigt, soll hier kurz eine
alternative Darstellung prisentiert werden, die ohne diese Matrix auskommt. Zunéchst ist
zu beachten, daf fiir die Matrix My X folgendes gilt:?2

(IT — %LT L/T) X<1>
(Ir — 7erep) X(2)
My X =

(Ir — 7 erer) X(n—1)
(Ir = 7 erep) X(n)

Ferner ergibt sich fiir die quadratische Form von X’ My, X der Ausdruck
= 1
X/ MW X = Z X/<Z> (IT — T LT L&w> X<Z>
i=1
Entsprechend gilt fiir X' My, y der Ausdruck
) 1 .
XMy = 3 X0 (1 gerds) .
Somit ergibt sich fiir den Schétzer alternativ zu (10-58) der Ausdruck
n 1 -1 n 1
By = (Z X' i) (IT - T uT) X<z‘>) S XG) (IT L Lér> yii) . (10-59)
i=1 =1

Eine entsprechende Darstellung des "naiven” Panelschétzers bei anonymisierten Daten wird
in den Abschnitten 10.7 und 10.8 verwendet.

10.6.4 Kovarianzmatrix des Schitzers

Um die Kovarianzmatrix des Schétzers angeben zu kénnen, miissen wir zunéchst die Ko-
varianzmatrix des Storterms 7 + m aus (10-57) angeben:

cov[T +n] = cov[n] + covit] = I, ® (03 It + oZurdly)

52Dieser Zusamenhang wird in den Abschnitten 10.7 und 10.8 ausgenutzt.
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Ferner konnen wir fiir den Schétzer schreiben:
Bw = B+ XMyX)'X'My(r+n) ,

woraus die zuvor behauptete Erwartungstreue/Unverzerrtheit unmittelbar folgt. (Die Re-
gressoren werden dabei als fix betrachtet; bedingte Betrachtung!)

Daraus erhalten wir die Kovarianzmatrix des Schétzers wie folgt:
colBy] = (X'My X)X My E[(m+n) (r+0)| My X (X' My X)~' . (10-60)

wobei cov[r +n] = E[(T +n) (7 +n)'] gilt. Demnach erhalten wir fiir den "mittleren”
Ausdruck My E[(T +n) (T +n)| Mw:

MW (In &® (072) IT + (772. LT L/T)) MW = 0'727 MW

und damit R
cov[By] = o (X'MyX)"" . (10-61)

Man beachte, dafl die Varianz des individuenspezifischen Effektes in dieser Formel nicht
mehr auftaucht.

Fiir den Spezialfall nur eines Regressors, den wir in Abschnitt 10.3 betrachten, erhalten
wir daraus

A 2 o2
= — 1T = . 10-62

10.6.5 Eine alternative Ableitung des "Within’-Schétzers

Das STATA-Handbuch zur statistischen Analyse von Paneldaten®? schléigt folgendes Schiitz-
verfahren fiir die "Within’-Schétzung vor: Es soll eine Kleinstquadrateschétzung der Para-
meter 0 aus dem folgenden Ansatz bestimmt werden:

K

yit—yio+§oo = Zﬁk(xitk_fiok"i_iotk)+?+77it_ﬁiok+ﬁ.ok) izla"-vnat:17"'
k=1

Dabei gilt
- 11
Yoo = ET ; ; Yit

d.h. J,e gibt das 'Gesamtmittel’ (grand mean) fiir y an. Entsprechend sind die Gesamt-
mittelwerte fiir den Storterm 1 und die Regressoren xj definiert. Ferner gilt

_ 1
T:n;’ri

Wir unterstellen ein Absolutglied und damit

zi1 = 1 fur alle 4 und ¢

53GSiehe STATA-Handbuch (STATA release 8 Cross-Sectional Time Series. Routine XTREG, S. 207.
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und damit ergibt sich fiir (10-63)

K

it = Tie + Yoo = Bt + DBk (Titk — Tiek + Task) + T + (it — Tiay + Taek)
k=2

(10-64)

Im Folgenden wird gezeigt, dafl dies dquivalent zur Schitzung der (-Kopeffizienten ge-
méf (10-58) ist. Wir geben ferner an, wie daraus eine Schéitzung fiir das Absolutglied 3;
gewonnen werden kann.

Wir betrachten zunichst die Matrix

1 1 1
A=(1,Ip — <In ® T I/,T> + (n tnth, @ T LT L'T) (10-65)

Wie man nachpriifen kann, ist diese Matrix symmetrisch idempotent und erfiillt

A, @tr) = (tn®ep) (10-66)

sowie®*

1
M,A = In®<IT—TLTLIT) = My (10-67)

Bei Pramultiplikation des Vektors y mit A ergibt sich

Yle lT ?oo tr
Yoe LT Yoo LT

Ay =y - ° + " )
yno L7 joo Lt

d.h. es ergibt sich die linke Seite von (10-63) als Vektor.

Ich benutze deshalb nun die Matrix A fiir eine zu (10-63) dquivalente kompakte Darstel-
lung, die sich durch Pramultiplikation von (10-57) mit A ergibt:

Ay = AXB + AT + An (10-68)
Wegen der Struktur der Matrix X bei Vorhandensein eines Absolutglieds
X = (tn®ur, Xo)
ergibt sich unter Beachtung der Ergebnisse fiir A oben

Ay = [Bi(tn®er) + AXoBy + AT + An (10-69)

Der Kleinstquadrateschétzer fiir 85 148t sich nun als Teilschédtzung wie folgt schreiben:

N

By = ((AXy)M,AX,) ' (AXy)M,Ay
= (X5 My Xo) ™' X5 My y

54Der Tn-dimensionale Vektor ¢ ist durch
t = (m®er)
definiert.
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wobei M, A = My verwendet wurde. Dies ist aber genau der in (10-58) gegebene Schét-
zer.

Zur zusatzlichen Schiatzung des Absolutglieds (37 kann man die alternative Form der Teil-
schiitzung verwenden.?® Sie lautet

pr = ((AL),AL)_l (Av) (Ay - AXy 32)
— (XpAXe) ' X} (Ay - AXafy)

= % v (y - X232>

X

- 7 - %3 (10-70)

wobei X der (K — 1)-dimensionale Vektor der Gesamtmittelwerte (grand means) fiir die
einzelnen Regressoren ist.

10.7 AusschlieBliche Uberlagerung der Regressoren

Der "naive” Panelschitzer fiir anonymisierte Regressoren (und Originalwerte der abhéingi-
gen Variablen y) ist durch

By = X¥MpyX3) 1X¥Myy . (10-71)

oder auch durch

n -1 on
By = (Z X2/ (4) (IT — %LT L’T> xa<¢>> > X) (IT —~ %LT L’T> y2 (i) -
=1 =1
(10-72)

gegeben, wobei die zweite Form in Abschnitt 10.6.3 erldutert wurde.

Wir untersuchen zunéchst die Struktur von My, X?. Unter Verwendung der Ergebnisse
von oben erhalten wir

55Siche beispielsweise Greene (3. Auflage) Formel (6-24). Beachte: Der Tn-dimensionale Vektor ¢ ist
durch

t = (tm®er)

definiert.
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und fiir die quadratische Form von X2 My, X2 ergibt sich

X2 My X2 =

= T, X (IT - Lup L’T) X2 (4)

(<@ —/:T;"<i->)2 B (<) —xgm) (<340 " Kgan) e (<t - T (xi ) - X im)
_ zn: (x5 (i) —x3(i9))" (x200) — xT(ie)) (x5 (i) — x5 (i) (x5 i) — x5 (i9))" (x (i) — X% (i)
i=1 . : . .
(x5 i) = x% (i) (x¢ () — x5 (i0)  (xh (i) — x%(i9) (x8() —x3(i®)) ... (x5 () — x5 (i)
(a8 (Lgn —)1(771-1)27 ) (x4 —Fi-l)(j;’tz —2177-,.2) (zf1 —Ei-lg gI?tK _EM(;
n T i — 2%e2) (2 — 2%e2 o — %02 oo (2ho —2%e2) (B — %6
DY
i=1 t=1 : .
(zfiltK — 2% ek) (zf41 — 2%01) (I?tK — 2% ek) (2 — 2% ;02) (IgtK - zTi-K)2

wobei die K-dimensionalen Vektoren der individuen-spezifischen Mittelwerte wie folgt de-
finiert sind:

a
. Lt
x4
Xilie) = murdpxify = = 3| T
T T :
t=1 .
a
Liti

Ich greife nun auf die Ergebnisse aus Abschnitt 10.4.7 zuriick, in dem die Uberlagerung
eines einzigen Regressors betrachtet wurde. Daraus ergibt sich bei Uberlagerung mittels
(10-1) fiir den k-ten Regressor

ziy, = Ty (1 4+ 0Dy + i)
und
%k = (1 + 0D;) Tier, + TEiek
wobei
TEiek — % zt: Titk Eitk

gilt. Fiir die Abweichung vom Mittelwert ergibt sich daraus
i — %k = (1 + 0D;) (Titk — Tiek) + Titk Eitk — TEiek (10-73)

Wie bereits in Abschnitt 10.4.7 bemerkt, verschwindet im Gegensatz zur additiven Uberla-
gerung der Zuschlagsparameter (0) in diesem Fall nicht! Ich habe im erwdhnten Abschnitt
auch bereits gezeigt, dafl

, 1 &<, . 1
pltn, oo > (ha ~ 7 = (1 1) (04 #)F + 02 (oF + )

i=1
(10-74)
gilt. Siehe die Ergebnisse zu (10-42) bis (10-44). Allerdings schreiben wir dieses Ergebnis
jetzt fiir den k-ten Regressor mit Varianz a,% und Erwartungswert pg.

Zusétzlich bendtigen wir jetzt ein ein Ergebnis fiir

n

. 1 . —
phmnﬂoo E Z (x?tk: - x?ok) (x?th - x?oh) .k 7é h
i=1
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Entsprechend dem Vorgehen im erwiéhnten Abschnitt zerlegen wir wieder den Summen-
ausdruck:

Yoy (@hy — Thy) (@5, — Thp)

= Y {1 4D;) (iuk — Tiek) + (in€itk — TEink)} {(1 +0D;) (Tith — Tion) + (Tith€ith — TEien)}

Sy {(1+6D:)? (@itk — Tiok)(Tith — Tien) + (Tith€itk — TEiok) (Tith€ith — TEien)}
+ Y {1+ 0D;) (zitk — Tiek) (Tith€ith — T€ion) + (14 6D;) (Titk — Tiek) (Tith€ith — TEien)}

Aus dieser Zerlegung erkennt man, dafl

: 1 ¢ _ _ 1
Pl - 3 ot~ 7o) 0~ ) = (1 7)) @ w07
1=

gilt, wobei oy die Kovarianz der Regressoren k und h bezeichnet. Man beachte insbe-
sondere, dafl im Gegensatz zu (10-44) hier statt der Varianz von X,y die Kovarianz
zwischen X;pe und Xypeq, betrachtet wird, die Null ist.

Damit erhalten wir insgesamt

li 1 li 1 1
2% = X2 My, X2 nwkfzxﬂn@f;q%%mn
n n =

(1 +§2)o'f +o’§ (a‘% +,u?) (1 + %) o012 (1 + 6%) o1k
1 (1 + 6% oo (1 +62)0§ +o’§ (o‘% +u§) (1 + 6% ook
= [
(-7)
1+ 82 ox1 1+ 82) o ce (4 6ok 402 (ok + k)

(10-76)

Inm Gegensatz zur additiven Uberlagerung stehen hier nicht zwei Matrizen additiv ne-
beneinander. Bemerkenswert ist, dafl die Diagonalelemente stiarker erhoht werden als die
Nichtdiagonalelemente!

Um den Wahrscheinlichkeitsgrenzwert fiir den "naiven” Panelschétzer zu bestimmen, be-
notigen wir ferner

Dazu betrachten wir

X2 My y = S X)) (Ir — Ferdy) y(i)

4(i) — X509))’ (v(i) — ¥{ie)
| G4 ) () - Ftie))
=1
(x§(i) — xT (i)  (y (i) — y(ie))
, Ex?ﬂ - Uc‘lm; Eyz‘t - Z/i.;
- Tho — T%e2) (Yit — Yie
R

(7§ — T%ekc) (Yit — Tie)



10.7 AusschlieBliche Uberlagerung der Regressoren 73

Auch hier konnen die Ergebnisse aus Abschnitt 10.4.7 sowie zusétzlich aus 10.6.1 verwendet
werden. Fiir jeweils ein Element aus dem zuvor bestimmten Vektor ergibt sich

St Yt (@ — T%ek) (Wit — Vi)
= YL S {4000 @i = Tion) + wnion — 7)) (Siy @ion = Tian) B + e~ i) |
= YL Y+ 0D Sy (@in — Tien) (Titk — Tiek) S

+ S S (U 6Dy (wak — Tiek) (i — Thia)

SED SriD S {Ethl {(@itk etk — TEiak)(Tith — fi.h)ﬁh}}

T n — _
+ Zt:l Zi:l {(xl-tk Eitk — xeiok)(nit - 7720)}

Eine Analyse der einzelnen Summanden entsprechend Abschnitt 10.4.7 ergibt, daf} nur
der erste Summand zu einem von Null verschiedenen Grenzwert fithrt, d.h. fiir bestimtes
k ergibt sich

‘ 1 n K B 1 K
plimy, oo Z (1 + 6D3) > (@itn — Tien) (Titk — Tiok) Bn = (1 - T) > ok B
i=1 h=1 h=1
Demnach gilt

Zthl O1h Bh
Zthl o2h Bh

1 .
plim, . — X*Myy = (1 — ) : (10-77)
n

L
> he1 OKh Bh

Fiir den Wahrscheinlichkeitsgrenzwert des naiven Panelschétzers (10-58) ergibt sich dann
aus (10-76) und (10-77)

plim, ., 8%= (plim,_ . <X My X2)"" plim Lxa' My, y

n—oo n

-1 SKE_ oinBh

(14620t + 02 (oF +43) (1 + 6%) 012 (1 + %) o1y, SKY oo 5
(1 + 6200 (1 +620d+02 (3 +u3) ... (1 + 82 oax .
(1 + 8 oxy (1 + 6% ok o 80k + 02 (% + ik :

‘ ( ) KL ok B

(10-78)
Wie auch im Fall eines einzigen Regressors ist dieser Schéitzer nur dann konsistent, wenn
sowohl § = 0 als auch o2 = 0 gilt, d.h. wenn sowohl der Zuschlag ¢ als auch die Restiiber-
lagerung durch e entfillt.
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10.8 Gemeinsame Uberlagerung aller Variablen

Falls alle Variablen iiberlagert wird (und das wird der Normalfall sein), ist auch die ab-
héngige Variable y in die Anonymisierung einbezogen. Wie in Abschnitt 10.4.8 bereits fiir
einen einzigen Regressor ausgefiihrt, gilt dann fiir die anonymisierte abh#ngige Variable

v = yi (1 4+ 0D; + eiry)
= (1 + 0D; + €iy)(C ey Buitn + i + Mit)
= (1 + 6D) 7+ (1 + 0D) (0, B ith +Mit) + Ti ity + ity Sy Br Tin + Mit)

wobei jetzt ;1 anzeigt, dafi es sich um die Stoérvariable fiir die Uberlagerung von y handelt.
Fiir den Mittelwert erhalten wir

K K
Yhie = (L4 0Dj)mi+ (1 + 5Dz‘)(z BnTieh + Mis) + Tigi'y"‘z OnTEiehy + ETie
h=1 h=1
wobei )
TEjeky = T Z Titk Eity
t
und ]
iy = T Z Eity Mit
t

Dann erhalten wir fiir die Abweichung vom Mittelwert

Yie = Y. = (1 4+ 6Dy) Z Tith — Tien) Bn + (1 + 0D;) (it — i) + Ti (€ity — Eiey)
h—1
K
+ Z Bn (Tith €ity — TEishy) + (City Mit — EThiey)
h=1
(10-79)

Um den Wahrscheinlichkeitsgrenzwert fiir den "naiven” Panelschétzer zu bestimmen, be-
notigen wir bei “zusétzlicher” Uberlagerung der abhéngigen Variablen

1
plim - X2 My y?

n—oo

Dazu betrachten wir

X' My y2 = S XA (Ir — Ferdy) y2(3)

3
—~
4
=e
—
~
~
|
=
—
~
[
~
~—
—~
<
o
—
~
<
|
<<‘
—~
~
]
~
~—

=1
(x§ (i) — xT(ie)) (y2(i) — y(is))
- ((1’%%1 —Wz'-l))((yft —%.))
T — %e2) (Ys; — Y%ie
— 3 2 2:
=1 t=1

(@i = T%ek) (Ui = Y%ia)
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Im folgenden werden die einzelnen Terme zur Berechnung des Grenzwertes von

phmnﬂoo T ZZ ztk zok yzt _Wio) ’

t=1 i=1

unter Verwendung von (10-73) und (10-79) systematisch dargestellt.

Summanden von x§, — T§,
Summanden von Y — y%e (1+6D;) (Tik — Tiak) Titk itk — TEiek
1+ 6D3) Sory (@ien — Taen) B | (1 — %) (1+62) S0y orn Bn 0
( + 6D;) (it — Tia) 0 0
Ti (Eity — Eiey) 0 0
Zthl /Bh (xith Eity — Tgiohy) 0 0
(gity Nit — @i.y) 0 0
Hinweis: In den einzelnen Zellen wird der jeweilige Grenzwert angegeben.

Eine Analyse analog zu der in Abschnitt 10.4.8 zeigt, daf§ ausschliefllich das linke oberste
Element einen von Null verschiedenen Grenzwert aufweist. Wir erhalten demnach

K
Z}kzl O1h ﬁh
Y he1 021 Bn
1

1 .
plim, .. — X* My y* = (1 - T> (1 + 6 : (10-80)
n

o
Zh:1 oKk B

und fiir den naiven Panelschétzer (10-58) ergibt sich in diesem Fall

plim,, , go = (plimn_}w % X&' My, Xa)71 plim,, , % X&' My, y2
K
-1 2h=1 %1h Ph
(14820} +02 (o3 +13) (1 + 6% o1z (1 + 6%)ouy, SK o B
(1 + 6%) oo (1+52)o'§+cr? (U§+H§) (1 + 6% ook
=1+ ‘
(1 + 6% ok (14 6%)oks (1+62)a%(+cr§ (o%#»u%() ® :
> h=1°Kn Bn

(10-81)
d.h. genau wie im Fall nur eines Regressors verindert sich bei zusitzlicher Uberlagerung
der abhingigen Variablen der Wahrscheinlichkeitsgrenzwert um den Faktor (14 42). Siehe
Abschnitt 10.4.8.

10.9 Eine alternative Schreibweise

Zur Konstruktion eines Korrekturschétzers ist es niitzlich, die zuvor abgeleiteten Grenz-
werte anders darzustellen. Dazu definieren wir zunéchst

2
01 J12 ... O1K
2
0921 g5 ... 02K
cov[x] = ; )
2

OK1 OK2 ... Of
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Dann kénnen wir fir (10-76) schreiben:

of + pf
plim,, %Xa/ My X® = (1+6%) cov[x] + o2 7%+ 1
R+ 1k
(10-82)
Entsprechend ergeben sich aus (10-78) und (10-81)
plim,,_, %Xa’ Mwyy = covlx|pB (10-83)

bzw.

plim,, % X My y* = (14 6%) cov[x] B (10-84)

g(glr% ri}lamit fiir den naiven Schétzer im Fall der ausschlieflichen Uberlagerung der Regres-

2, 2 —1
o1 +Huy

2 2

plim . 5 5 o5 + py
n—oo By = (14 06%)cov[x] + of . cov[x] B (10-85)

oh + uk
bzw. bei Uberlagerung aller Variablen
0% + "L% 2 2 o
plim ca _ Ug R 10-86
n—oo B = cov[x] + 152y cov[x] B (10-86)
ok +nk

Aus diesen Formeln lassen sich Korrekturschéitzer bestimmen. Dafiir sind wieder geeigne-
te Schétzer fiir die Mittelwerte und Varianzen sowie Kovarianzen der Regressorvariablen
abzuleiten. Dies wird im folgenden Unterabschnitt fiir den Fall der gemeinsamen Uberla-
gerung aller Variablen im Detail dargestellt.

10.10 Korrekturschitzer

Die Ergebnisse aus Abschnitt 10.9 lassen sich zur Konstruktion eines - konsistenten -
Korrekturschitzers verwenden: Aus (10-86) ergibt sich direkt

2 2
o1+ K .
~a,korr o2 o5 + us

Bw = cov[x] | covx] + 1—1—78(52 B(II/V
ok + b

(10-87)
fiir den Fall der gemeinsamen Uberlagerung aller Variablen.?¢ Allerdings sind Erwartungs-
werte, Varianzen und Kovarianzen der Orginalvariablen des Vektors x nicht bekannt. Sie

kénnen aber wie folgt aus den Schiitzungen der Originalvariablen bestimmt werden:%”

*Entsprechend 148t sich aus (10-85) der Korrekturschitzer fiir den Fall der Uberlagerung nur der Re-
gressoren bestimmen. Wir gehen darauf hier nicht weiter ein.
57Siehe auch die entsprechenden Ergebnisse fiir den Fall eines einzigen Regressors in Abschnitt 10.5.
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Aus (7-17) ergibt sich der Zusammenhang zwischen der Kovarianzmatrix eines multiplika-
tiv iiberlagerten Zufallsvektors und der Kovarianzmatrix des entsprechenden Vektors der
”Originalvariablen. Dies schreiben wir hier wie folgt:

o — — o —

cov[xa] = (02 + 6%u) ® <cov[x] + ﬁ;ﬁ\x/) + covlx]
= (021 + 8w + ) © m + (021 + *u) © pop,’ (10-88)
wobei das Symbol ~ andeutet, dafl es sich hier um Schétzungen handelt.

Bei Auflgsung nach cov[x] ergibt sich daraus

CE)\[X] = {c@] — (021 + &) @ ﬁ;ﬁ;/} = (2T + (1 + 6H)u)
— 1 1
= Jecov[x?] — (021 + &*u) © pom, p © < I+ w — 1 ) ,
{ ) = ) } 02 + 1+ 42 1+52( )

wobel = in der ersten Zeile die Hadamard-Division bezeichnet. In der zweiten Zeile wurde
das entsprechende Hadamard-Produkt gebildet.

Man beachte, daf sich daraus im Spezialfall nur eines einzigen Regressors x die Formel
(10-54) aus Abschnitt 10.5 ergibt, d.h.

5 s2. — (6% + U?)E‘ﬂ
e 14 62 + o2

Dabei soll ,
¢ = T ; ; x5
und
S2a = % zt: Zz: (2% — z)?
gelten.

Im obigen multiplen Regressionsmodell sind aulerdem die Kovarianzen aus c@[x\a] nach
der iiblichen Formel fiir empirische Momente zu bestimmen. Der unbekannte Vektor .,
sollte durch den entsprechenden Vektor der arithmetischen Mittel der anonymisierten Va-
riablen geschétzt werden, d.h.

Da bei Anonymisierung ¢ und o2 bekannt sind, 148t sich der Korrekturschitzer (10-87)
nun berechnen.
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10.11 Korrelation des Regressors mit dem individuenspezifischen Effekt

Bekanntlich reagiert der in (10-16) gegebene Within-Schétzer nicht auf eine mogliche Kor-
relation zwischen Regressor x;; und Effekt 7;, da der Effekt in der Schéatzformel gar nicht
auftaucht. Siehe dazu die dquivalente Formulierung des Schétzers in (10-18). Dies gilt aller-
dings natiirlich nur fiir den Fall nicht anonymisierter Variablen. Deshalb ist im Folgenden
zu untersuchen, ob sich dieses Ergebnis &ndert, wenn stochastisch {iberlagerte Variablen in
der "naiven” Within-Schéitzung (10-20) verwendet werden. Dabei werden wir - fiir additive
und multiplikative Variante - zun&chst den allgemeinen” Fall betrachten und dann Fol-
gerungen fiir den speziellen Fall der Uberlagerung mittels Mischungsverteilung (spezielle
Hohne-Spezifikation) anstellen.

10.11.1 Additiver Fall

In Abschnitt 10.4.2 habe ich den Bias fiir den Fall abgeleitet, dal nur der Regressor additiv
iiberlagert wird, d.h. dafl

Ty o= T+ Uit
und damit
Tjy = Tie + Tiex
und
l‘;'lt - f?o = Xit — Tie T Uitz — Ujex

gilt. Zusétzlich soll nun y additiv iiberlagert sein, d.h. es soll ebenfalls
Yie = Yit + Uity = @ + Bxy + T 4+ i + Uigy

und damit
Tie = o+ BTie + Ti + Mio + Uiey
sowie
Uit — Uin = B(Tit — Tie) + Nit — Tje + Uity — Uiey

gelten. Damit ist klar, dafl der Ausdruck
(.%'?t - f7,@0) (y;,lt - y?o)

den stochastischen Effekt 7; nicht enthélt und damit die méglicherweise vorhandene Korre-
lation zwischen x und 7 die Bestimmung des Bias nicht beriihrt. Daf} sich die Reststreuung
durch die Hinzuftigung von w;,, erhoht hat, wirkt sich bekanntlich nicht auf die Bestim-
munng des Grenzwertes aus. Wir erhalten also denselben Wahrscheinlichkeitsgrenzwert
wie in Abschnitt 10.4.2 (siehe (10-21)), den wir jetzt wie folgt schreiben:

. ; (1-7)oi %
1 a — = [ 10—90

2

+ verwenden.

wobei wir jetzt fiir die Varianz von u;,, das Symbol 73 anstelle von o
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Falls die beiden Fehlervariablen korreliert sind, ergibt sich entsprechend Abschnitt 9.2
(siehe (9-13)) allerdings ein anderer Grenzwert:

(1-7)o2 (1= 7)oy

. 0
plim, . 3% = (17%)%2#(17%)%%5 T D)2

— 0—:% ﬁ + Yy
oz +73 oz +73

Dabei bezeichnet 7,, die Kovarianz zwischen u, und u,.

Allerdings ist diese Aussage nicht allgemein giiltig: Wir wissen, da8 die gemeinsame Uber-
lagerung mittels der Mischungsverteilung geméifl der speziellen Hohne-Spezifikation Kor-
relation zwischen den Fehlern u, und u, bedingt, nicht aber zwischen den "Restfehlern” e,
und £, und dafl der gemeinsame Faktor D, der diese Korrelation bewirkt, durch die Diffe-
renzenbildung aus den Ausdriicken w;r; — Ujer Und Uity — Ujey herausfillt. Deshalb ergibt
sich in diesem speziellen Fall kein zusétzlicher Effekt auf den Bias durch die Korrelation
der Fehlervariablen.

Zusammenfassend kann festgestellt werden, dafl im additiven Fall der naive Panelschétzer
(10-20) durch die mogliche Korrelation zwischen Regressor = und stochastischem (indivi-
duenspezifischen) Effekt 7; (d.h. o, # 0) niemals beeinfluit wird. Dagegen ergibt sich bei
Korrelation der Fehlervariablen (d.h. ., # 0) ein Effekt, sofern die "allgemeine” Uberla-
gerung verwendet wird, nicht aber im speziellen Hohnefall.

10.11.2 Multiplikativer Fall

Wir beginnen auch hier mit der "allgemeinen” Betrachtung , d.h. wir unterstellen

a a
Ty = T Ui und  yh = yi Uity
mit
2 2 .
Viuitz] = vz und  Viugy] = v, sowie covluzuy] = 7ay
und erhalten
a —a —
LTit — Lo = Tt Uity — TUjex
sowie
Y — Ui = (@ + 7)) (Wity — Uiey) + B (Tit Uity — TlUiey) + (Mit Uity — Tljey)

Man beachte, da8 fiir den Fall ~,, # 0 die beiden Uberlagerungsvariablen Uitz und gy
miteinander korreliert sind. Im folgenden soll auflerdem zugelassen sein, dafl = und 7
korreliert sind. Die entsprechende Kovarianz bezeichnen wir mit .

Zur Bestimmung des Wahrscheinlichkeitsgrenzwert von

T . J—
% % i1 i (@ — T%) (Y5 — Y %)
11 ~7T —
T 2at=1 2uim (T — T%)?
benétigen wir die relevanten Ausdriicke fiir Zahler und Nenner, die im folgenden abgeleitet

werden. Dabei wird der Faktor 1/7" sowie die Summation iiber alle ¢ unterdriickt, weil der
Grenzwert fiir n — oo betrachtet wird.

By =
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n

1
Z a(wit Uity — mioac) (uity - ﬂioy) - (1 - T) A [y 'me (10'91)
i=1

SN

plim

n—0o0

Beweis:Fiir das entsprechende theoretische Moment gilt (unter Vernachlissigung des Pa-
rameters «)

E[(Xi Uy — X Uy) (Uyt - 7y] = (1 - %) Mz Yoy
Zur Herleitung wird auf Abschnitt B.1 in Appendix B verwiesen.ll

, 1 & - 7 1)\?
plim,,_, - z; Ti (Tit Uite — TlUiez) (UWity — Tiey) = (1 — T) Orz Vay (10-92)
1=
Beweis: Fiir das entsprechende theoretische Moment gilt
— — 2
Elr(XyUpy — XUp) (Uy — Uyl = (1 = %) 0ra Yay

Zur Herleitung wird auf Abschnitt B.1 in Appendix B verwiesen.ll

n

. 1 _ - 1
phmn—>oo ; Zl /3 (xit WUitx — xuiox) (xit Uty — xuioy) = (1 - T) ﬁ (0320 + Yoy (MCQC + 0920))
1=
(10-93)
Beweis: In diesem Fall gilt fiir das theoretische Moment (ohne Beriicksichtigung von [3)
E(XeUp — XUy) (XeUy — XU,] = (1 = %) 02 + o (12 + 02)

Zur Herleitung wird auf Abschnitt B.1 in Appendix B verwiesen.ll

n

1
n—oo > (@it tite — Tlhieg) (it Uity — Thiey) = 0 (10-94)
i=1

plim

Beweis: In diesem Fall folgt das Resultat unmittelbar aus der Tatsache, dafl

En|X,U:, U] = 0
gilt. B
Ferner gilt
1; ln a _=a\2 _ 1_1 2 20 2 2 10-95
plim,, n Z(‘rlt xio) - T (Uz + /Yx(o-z + :U’z)) ) ( )

i=1
was aus der allgemeinen Formel fiir die Varianz des Produktes der stochastisch unabhén-
gigen Zufallsvariablen X und U, folgt.

Demnach erhalten wir als Wahrscheinlichkeitsgrenzwert fiir den "naiven” Within-Schétzer
mitc=1-1/n:
CQ g Yoy + ¢’ Org Yoy + Cﬁ(ag + ’ny(ﬂi + 0’%)) + 0
clof + 7307 + u3))
U%ﬁ + {a,ux + COrp + (N?x + U%)ﬁ)} Vay

— 1 -
T T 202+ 12 (10-96)

plim, . By =
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Formel (10-96) zeigt, daf im Fall einer multiplikativen Uberlagerung die Schiitzung von
B durch die mogliche Korrelation zwischen Regressor z und stochastischem (individuen-
spezifischen) Effekt 7; (d.h. o, # 0) tiberhaupt nur dann beeinflufit werden kann, wenn
die beiden Fehlervariablen miteinander korreliert sind, d.h. wenn ~,, # 0 gilt. Dann hat
iibrigens auch das Absolutglied « einen Effekt auf die Schitzung von (3. Bemerkenswert
ist auch der Effekt des Faktors ¢ = 1 — 1/7T auf die Kovarianz o,,: Fiir (sehr) kleines T'
wird der Effekt der Kovarianz (deutlich) reduziert!>®

Allerdings mufl genau wie im additiven Fall (Abschnitt 10.11.1) auch hier eine Ergénzung
beziiglich der (multiplikativen) Uberlagerung mittels der speziellen Hohne-Spezifikation
(Mischungsverteilung) erfolgen: Aus dem Studium der Tabelle 10.3 erkennt man, dafl der
Effekt 7; in den Ausdriicken

(a + Ti) (Ez‘ty — ?i.y) (1 + 5Di) (xit — fi.)

(o + 75) (€ity — Ciey) (Tit Cite — TCiex)
auf den Regressor x "trifft”. Da allerdings in beiden Féllen der Restfehler e;1, allein bzw.
gemeinsam mit &, involviert ist und diese beiden Fehler gem&fl Annahme unkorreliert
sind, bleiben auch im Fall o, # 0 die Ergebnisse aus Tabelle 10.3 giiltig, d.h. es gilt
weiterhin (10-49).

11 Schitzung linearer Panelmodelle bei “kleinem” T'

11.1 Einleitung

Panel-Mikro-Daten sind iiblicherweise zwar fiir viele Untersuchungseinheiten (Haushal-
te, Firmen) verfiighar, allerdings meistens nur fiir eine begrenzte Anzahl von Zeitpunk-
ten/Perioden, die oftmals auch als "Wellen” bezeichnet werden. In diesem Kapitel sollen
die Auswirkungen dieser Konstellation auf die Schétzung linearer Panelmodelle untersucht
werden. Dabei ist von besonderer Relevanz, ob die Regressorvariablen autokorreliert sind.
Die Effekte der Autokorrelation verstédrken sich in gewisser Weise, wenn die Regtressoren
fehleriiberlagert /-behaftet sind. Die Darstellung in diesem Kapitel beschrénkt sich auf das
lineare Modell mit einem einzigen Regressor (Lineare Einfachregression) und betrachtet
auch nur den Fall - wichtigen - Spezialfall, dafl die Regressorvariable X; einem autoregres-
siven Prozef} erster Ordnung (AR(1)-Proze$}) folgt.

Um die Auswirkungen im Detail zu studieren, hat es sich als vorteilhaft herausgestellt,
zunéchst nur den Fall einer eindimensionalen Zeitreihe bzw. ein Fanelmodell fiir eine ein-
zige Untersuchungseinheit (N = 1) zu untersuchen. Insbesonbdere soll die Schitzung der
(unbedingten) Varianz dieses Prozesses analysiert werden, also

1 I
s5? = T > (- m)?
t=1
sowie deren Aquivalent fiir fehleriiberlagerte Variablen,
1 Z
I Y e

58Der Effekt einer kleinen Anzahl von Wellen T wird systematisch im folgenden Kapitel 11 behandelt.
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wobei sowohl additive als auch multiplikative Uberlagerung studiert werden sollen. Wie
noch im einzelnen zu zeigen sein wird, spielt das Verhéltnis dieser beiden Varianzen sowie
das Verhiltnis der betreffenden Erwartungswerte

E[S?]
E[S?]

eine wichtige Rolle bei der Ableitung der Verzerrung, die sich fiir kleines 7' (= Umfang
der Zeitreihe bzw. im Panelfall Anzahl der Wellen) ergibt.

Falls man im Panelfall analog zu den obigen Varianzen die "individuellen ” Varianzen mit

1 X
SEo= ) (@i — i)
t=1
sowie deren “anonymisiertes Aquivalent” mit
1 X
S = (-7
t=1

bezeichnet, dann sieht man, daf3 diese Varianzen im bereits ausfiihrlich in Kapitel 10
studierten Within-Schétzer Sy (siehe (10-16)) und mehr noch im "naiven” Schétzer fiir
anonymisierte Daten

G = T D@l T (0 — V)
Zthl Dim (@ — T%)?
(siehe (10-20)) im folgenden Sinne eine Rolle: Falls N (= Anzahl der Untersuchungsein-

heiten im Panelfall) geniigend grof ist, gilt fiir den Wahrscheinlichkeitsgrenzwertes dieses
Schétzers®

E[S?]
E[SZ]
wobei vorausgesetzt ist, dafl der Regressor x exogen ist und demnach die Kovarianz zwi-
schen Regressor und Gleichungsfehler fiir N — oo gegen Null strebt. Da E[S?] und E[S2]
den Effekt kleiner Anzahl Wellen beriicksichtigen, erhalten wir damit ein wichtiges Ergeb-
nis beziiglich des "naiven” Panelschétzers Btc/bv fiir "kleines” T'. Allerdings werden dabei zwei
wichtige Annahmen gemacht, die die Allgemeingiiltigkeit des Ergebnisses einschrénken:

8

pth—»oo ﬁ‘c/LV

59Dabei wird unterstellt, daB fiir alle i,7 = 1,..., N, der Erwartungswert der Zufallsvariablen bzw.
Schatzfunktion
T
1 _
I SIE .
t=1
durch
E[S]] = E[S”]
gegeben ist und daB fiir die Varianz von
1 X
Syo= > 8
N =
gilt:
VIs?] V1s?]
V[S3 = —= = —
(53] = =

In diesem Fall konvergiert S im quadratischen Mittel gegen E[S?]. Dabei ist die genaue Form von V[S?]
unerheblich! Entsprechendes ist fiir die Schéitzung der Varianz beziiglich der anonymisierten Daten zu
unterstellen.
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e Alle N Regressorvariablen folgen demselben AR(1)-Prozef.

e Nur die Regressorvariable ist fehleriiberlagert oder die Fehleriiberlagerung der ab-
hangigen Variablen ist unkorreliert mit den Uberlagerungen der Regressoren.

Die erste Annahme wird in der Empirie stets nur approximativ erfiillt sein. Gleichwohl
vermittelt dieses Ergebnis wichtige Einsichten in das Verhalten von Panelschitzern bei
kleinem T'. Wesdentlicher sind die présentierten Ergebnisse im Fall der fehlerbehafteten
Regressoren: zumindest fiir den Fall der multiplikativen Uberlagerung scheinen diese Er-
gebnisse bisher noch nicht in der Literatur publiziert worden sein.

Der Fall der Korrelation der Uberlagerungsvariablen, der ebenfalls hier per Annahme aus-
geschlossen ist, fiihrt zu Ergebnissen, die bisher nicht analytisch abgeleitet wurden, sondern
in dieser Arbeit nur durch Simulationsergebnisse illustriert werden.

Die Untersuchung der Eigenschaften des naiven Panelschéitzers fiir kleines 7' diente vor
allem dem Ziel, die Korrekturschétzers, die sich aus den asymptotischen Ergebnissen fiir
den verzerrten naiven Schitzer ableiten lassen, zu verbessern. Eine Alternative stellt der
Instrumentvariablen-Schétzer (IV-Schétzer) dar, der zumindest asymptotisch konsi-
stent ist. Allerdings werden wir sehen, daf§ auch dieser Schétzer fiir kleines T (starke??7?)
Verzerrungen aufweist und demnach diesem Schétzansatz (bzw. der Klasse der GMM-
Scxhétzers insgesamt) nicht die Bedeutung bei der Analyse von Panel-Mikrodaten zu-
kommt, die ihr im allgemeinen in der Literatur zugemessen wird.

11.2 Autoregressiver Prozef3 erster Ordnung
11.2.1 Terminologie

Wir unterstellen fiir die Zufallsvariable X; einen autoregressiven Prozef} erster Ordnung
(AR(1)-ProzeB, den wir wie folgt schreiben:

Xt = £0o + ,OXt_l + Wt (11—1)
mit
Elw] =0 und Varlw] = o2
und
ol < 1
Dann gilt%
Po
ElX;] =
S
2
o
var[Xy] = —%=
cov[ Xy, Xi—1] = poar[Xy]
und demnach
corr[ X, Xee1] = p

50Giehe dazu beliebiges Buch iiber Zeitreihenanalyse.



84 11 SCHATZUNG LINEARER PANELMODELLE BEI "KLEINEM” T

Allgemeiner gilt
cov[Xp, Xs] = ptlvar[X]

und demnach
corr| Xy, Xs] = p't_s|

Die Auto-Kovarianzen werden wie iiblich abkiirzend mit

Y = cov[Xy, Xivr] = cov[ Xy, X o]
bezeichnet, d.h. vg steht fiir die Varianz von Xj.
Im folgenden soll untersucht werden, wie sich die geschitzte Varianz

2 1 d B
s? = Z X; — (11-2)

t=1

verhilt, wenn X; einem AR(1)-Prozef folgt. Dabei ist aus Sicht der Analyse von Panelda-
ten vor allem die Situation bei kleinem 7" von Interesse.

11.2.2 Die Schiitzfunktion S? bei endlichem (kleinem) T
Um den Erwartungswert von S? zu bestimmen, schreiben wir diese zuniichst wie folgt:
T — J—
s? = Z Xy =’ + (X = p)? = 20X - WX -} ,  (11-3)

wobei E[X;] = p gilt. Fiir die einzelnen Summanden soll (unter Vernachlissigung des
Faktors 2 und des Minuszeichens) der Erwartungswert bestimmt werden. Fiir den ersten
Summanden erhalten wir unmittelbar

Z (Xy — p) ] = %Tvar[Xt] = Y (11-4)

Fiir den zweiten Summanden greifen wir auf das Ergebnis von Hamilton (1994 S. 187)
zuriick:!

T o~
B [% D1 (X — N)Q]
2
= (1) (T +2(T - Dy +2(T =202 +2(T —3)y3+... +2- 2979 +2 - 1yp_1 }
(11-5)
Fiir die Bestimmung des Erwartungswertes des dritten Summanden nutzen wir aus, dafl

Y (X - X ) = AL - YL X - A
= (%)2Zf:1 S X - w)(Xs — )

51Dieses Ergebnis findet sich auch bei Box, Jenkins und Reinsel (1994) Abschnitt 2.1.5, in der Form:

V[X]_¥’<1+2:§:j(1—;)pk>7

wobei pi den k-ten Autokorrelationskoeffizienten angibt.
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gilt. Somit erhalten wir fiir den Erwartungswert die Summe aller Elemente aus der Auto-
Kovarianzmatrix, multipliziert mit einem Faktor:

B[+ $L (X - mX - p)

11-6)
) (
= (M) {Tyw+2T - Dm+2(T - 2)72+...2-2yr_2 + 2 1371}

Wegen der Gleichheit von (11-6) und (11-5) ergibt sich deshalb fiir den Erwartungswert
von S? der folgende Ausdruck:

E[S*] = 4 — ¢y, T) (11-7)

mit

1 2
6 1) = () T+ 60— D+ 6T = 2t 222 )

N T-1 2

0

= =|1+2 E - = . -

T ( + (1 T) pk> (11-8)
k=1

Zu diesem Ergebnis sind folgende Bemerkungen zu machen:

1. Der Bias-Term 1 geht fiir T — oo gegen Null, d.h. S? ist asymptotisch erwartungs-
treu.6?

2. Falls alle Auto-Kovarianzen positiv sind, weist die Schiatzung fiir endliches T' einen
negativen Bias auf. Dagegen ist, falls die Autokovarianzen unterschiedliches Vorzei-
chen besitzen, iiber die Richtung des Bias keine allgemein-giiltige Aussage moglich.
Siehe jedoch die Aussagen weiter unten zum Spezialfall des AR(1)-Prozesses.

3. Im hier betrachteten AR(1)-Prozef gilt
Y = Yop ,T=12...,T-2T—-1.
Demnach hat die Bias-Funktion in diesem speziellen Fall folgende Form:

by, T) = % (T+2T—1)p" +2T—2)p*+...2-2p7 242171} .
(11-9)

4. Falls alle Autokovarianzen/-korrelationen gleich Null sind, d.h. im AR(1)-Proze8
p = 0 gesetzt wird, ergibt sich

1
E[S2] — <1 - T> 03) < 03) = V[Xy] fallsy, =0,7>0.

5. Bigrn (1996 Kap. 10.5.2 Formeln (10-195) bis (10-197)) erhélt genau dieselbe Bias-
funktion in einem Modell, in dem die Mef}fehler autokorreliert sind und der stocha-
stische Prozef fiir die Regressorvariable x unspezifiziert bleibt.

52Dariiberhinaus ist S? auch ein konsistenter Schiitzer. Siehe z.B. **Anderson (1971) Kapitel 8.
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Tabelle 11.1: Werte der Biasfunktion (v, T) fiir AR(1)-Proze8.

Anzahl Wellen (T)

p 3 4 5 10 30 20 100 500

-0.90000 || 0.11333 | 0.02387 | 0.04225 | 0.00851 | 0.00228 | 0.00125 | 0.00058 | 0.00011
-0.50000 || 0.16667 | 0.10937 | 0.08500 | 0.03777 | 0.01160 | 0.00684 | 0.00338 | 0.00067
-0.10000 [| 0.29111 | 0.21487 | 0.17025 | 0.08347 | 0.02746 | 0.01643 | 0.00820 | 0.00164

0.00000 || 0.33333 | 0.25000 | 0.20000 | 0.10000 | 0.03333 | 0.02000 | 0.01000 | 0.00200

0.10000 || 0.38000 | 0.29013 | 0.23457 | 0.11975 | 0.04047 | 0.02435 | 0.01220 | 0.00244
0.50000 || 0.61111 | 0.51562 | 0.44500 | 0.26004 | 0.09556 | 0.05840 | 0.02960 | 0.00598
0.90000 || 0.91333 | 0.88113 | 0.85153 | 0.72762 | 0.44181 | 0.30837 | 0.17200 | 0.03728

Hinweis: o2 = 1 — p? und damit yo = 1 fiir jedes p.

Die Tabelle 11.1 zeigt fiir typische Werte von T" und p den resultierenden Wert der
Biasfunktion (v, T) fiir den speziellen aber auch besonders wichtigen Fall des AR(1)-
Prozesses. Dabei wurde aus Griinden der Vergleichbarkeit 02 = 1 — p? und damit vo = 1
gesetzt.%3 Damit geben die Werte in der Tabelle jeweils den Bias beziiglich des wahren Pa-
rameterwertes 79 = 1 an. Deutlich zu erkennen ist die weit stirkere Verzerrung fiir grofies
positives p. Beachtlich ist auch, daf sich im Fall des hier betrachteten AR(1)-Prozesses
auch fiir negatives p stets ein positiver Wert der Biasfunktion ergibt, d.h. auch in diesem
Fall ergibt sich eine negative Verzerrung von S2. Allerdings ergibt sich laut Tabelle fiir
den Fall des AR(1)-Prozesses stets E[S?] > 0.54

11.3 Der AR(1)-Prozef bei additiver und multiplikativer Uberlagerung
11.3.1 Allgemeines

Es sollen nun die Auswirkungen der additiven bzw. multiplikativen Uberlagerung auf das
stochastische Modell, d.h. den (beobachtbaren) AR(1)-Proze8}, wie auch auf die Schitzung
der Parameter untersucht werden.> Wir betrachten demnach weiterhin das Modell (11-1)
und zusétzlich die beiden Anonymisierungsvarianten

Xy = Xy + U , ElUdXy) =0, (11-10)

oder
X = Xy U , EU|X] =1 (11-11)

Dann erhalten wir fiir den (bedingten) Erwartungswert von X}
EX!X,] = X,

und fiir den unbedingten Erwartungswert unter Verwendung der Ergebnisse aus Abschnitt

11.2.1

Elx) = -2

L=p

53Um den Bias fiir ein beliebiges o2 zu bestimmen, ist der jeweilige Wert der Tabelle mit dem Faktor
02/(1 — p*) zu multiplizieren. Beispielsweise ergibt sich fiir T = 4 und p = 0.90 sowie 62 = 1.00 ein Wert
von 0.88113/0.19 = 4.63750 .

540b dies fiir beliebigen autoregressiven bzw. linearen stochastischen PerozeB gilt, ist damit noch nicht
gesagt!

55Siehe dazu vor allem die Arbeit von Staudenmayer und Buonaccorsi(2005), die allerdings nur additive
MeBfehler betrachten.
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Dies gilt sowohl fiir den additiven als auch fiir den multiplikativen Fall. Dagegen erge-
ben sich Unterschiede bei den zweiten Momenten, die in den folgenden beiden Unter-
Abschnitten behandelt werden sollen.

11.3.2 Additive Uberlagerung

Fiir additive Uberlagerung ergibt sich als Varianz von X{* wegen der unterstellten stocha-
stischen Unabhéngigkeit von X; und U,

var( Xy = wvar[Xy + varlUi] (11-12)

mit var[X;] aus Abschnitt 11.2.1. Bedeutsam ist im Zeitreihenzusammenhang auch die
Betrachtung der Auto-Kovarianzen. Es gilt

cou[ X7, XY = cov[Xy, Xg] + cov[U,Us] = cov[Xy, Xs] , t#s, (11-13)

weil bzw. sofern die U; keine zeitliche Korrelation aufweisen. Damit erhalten wir unter
Verwendung der Ergebnisse aus Abschnitt 11.2.1 fiir die Autokorrelation der additiv {iber-
lagerten Variablen X

cov[ Xy, X] Y _
corr[ X, X2 = 7var[Xf]s = P p‘t sl t#s, (11-14)

u

Das bedeutet, daf§ die Autokorrelation umso stirker geddmpft (d.h. gegen den Wert Null
verzerrt) wird, je groBer die Fehlervarianz o2 gewihlt wird.

11.3.3 Multiplikative Uberlagerung

Im multiplikativen Fall erhalten wir fiir die Varianz das bekannte Ergebnis (siehe (7-8))
var[X}] = wvar[Xy] + var[Uy] (var[Xy] + (E[X4)?) (11-15)

mit E[X¢] und var[X;] aus Abschnitt 11.2.1, d.h. wir erhalten

Po ? ol
var[X{] =y + 0'3 <'70 + (1_p> ) y Yo = 1 _wp2
Fiir die Autokovarianzen gilt wie im additiven Fall
cou[ X7, XY = cov[ Xy, X (11-16)
sowie®”
cov[ Xy, X2 = cov[Xy, Xs| . (11-17)

56Wegen der stochastischen Unabhingigkeit von X, und Us fiir alle ¢ und s gilt beispielsweise fiir s = t—1:

E[X. Ui X, 1Ui1] — E[XyUE[X,-1Ui1] = E[X: X, 1] — E[X/]E[X,_1].

5"Die folgende Formel wird bei der Diskussion der Instrumentvariablen-Schétzung eine Rolle spielen.
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Demnach erhalten wir dhnlich wie im additiven Fall das Ergebnis, dafl die Autokorrelation
in der anonymisierten Zeitreihe gegen Null verzerrt ist:

X, X
corr[ X, X2 = covl X, X = L plisl it

var[ X{ n\?
Yo + o5 (0 + <1>
—p

(11-18)

Speziell fiir die Autokorrelation erster Ordnung ergibt sich

cov[ Xy, Xy1] _ 70
var| X} 02 P
Y + 02 |y + <1>
—p

11.3.4 Multiplikative Uberlagerung mit Faktorstruktur

corr[ X3, X 4] =

(11-19)

Falls die Uberlagerung von X; nach der Idee von Hohne durchgefithrt wird, lautet das
Fehlermodell (sieche Abschnitt 6.1.2)

Uy = 14+ 6D + ¢ (11—20)
mit
D - +1  mit Wahrscheinlichkeit 1/2
| =1 mit Wahrscheinlichkeit 1/2
und

Eled] =0 , Vig] = o2

Man beachte, dafl diese Formulierung fiir eine einzige Zeitreihe gilt, der Panelaspekt also
ausgeblendet ist, bzw. N = 1 gesetzt ist und dafl die Zufallsvariable D fiir die gesamte
Zeitreihe, also fiir alle T' Beobachtungspunkte, nur ein einziges Mal "gezogen” wird!

Fiir Erwartungswert und Varianz gilt
ElUy] = 1 und V[U] = 6 + o2
Ferner ergibt sich fiir die (Auto-)Kovarianz
colUp, U] = V[D] = 6 #0, , t#s, (11-21)

d.h. die die Uberlagerungsvariablen sind nun zeitlich korreliert, wobei die Autokorrelation
konstant ist.

Damit erhalten wir fiir die Varianz und (Auto-)Kovarianz® der multiplikativ iiberlagerten
Variablen X}

2
VIX{] = 2 + (6° + of) (70 + <1’fp> ) 0= (11-22)

58Fiir die Berechnung der Kovarianz verwenden wir:
E[X:Us X Us] = Ex[ Xt X By [UUs]] = (1 + VEL X Xs] , t#s,

sowie

E[X,U)] EIX,Us] = E[X)] E[X]
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sowie
cou[ X}, X2 = (14 0*)E[X:X,] — E[X] E[X,]
= cov[ Xy, Xi 1] + 62 B[ X1 X,

= Yot + 2 {A+p+ ...+ o ) po pe + (02 + 2)}
2
= yp"” S'+52{(1+p+ ) £l S)<'yo+< p> )}

(11-23)
und fiir die Autokorrelation ergibt sich ( fiir ¢ # s) demnach
cov[ X, X9
XCL X(l — S
COTT[ to s] ’UCLT[Xta]
(11-24)

2 2
=4 @ {0 (4 ()7 )

Yo + (02 + o2) (’YO T (1[?/))2)

mit 9 = 02 /(1 — p?). Speziell fiir die Autokorrelation erster Ordnung erhalten wir
2) A 2
Yop + 6 { = +p('yo+(1”°p) )}
Po ?
o + (6 + o) <% T (1_p> )

2
(1+0%) po + 07 <(1@p))
_ . (11-25)

(L + 0%+ 02 + (52+0)<1’00p>

corr[ X, X =

Diese Formel zeigt, dafl vor allem fiir klein gewihlte Varianz o2 die additive Konstante

#(:2)
L—p

in Zéhler und Nenner dafiir sorgt, dal die Autokorrelation der iiberlagerten Zeitreihe
tendentiell gegen 1 strebt. Dies gilt besonders fiir grofies pg und p — +1.

Fiir X; und ¢ > s 148t sich unter Verwendung von (11-1) schreiben:

X po + pXi—1+we
po+ p(po + pXi—2+wi-1) +wi

po+ p(po+ p(po+ pXi—z+wi—2)+wi—1)+w

(1+p++pt75 1) +P(t sX +Zt51p.wt7j
Wegen der unterstellten Unabhéngigkeit von we und X, fiir k < ¢ erhalten wir ( fiir ¢ # s)

EXeXs] = (I+p+...+p 7 Hpo E[X] + p" Y EIX]]
= A+p+. 407 popa + p" V(02 + p2)

2
= (I+p+...+p & ”0 +pt7 (% + (1 p) )
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Im Gegensatz zur allgemeinen Uberlagerung ist die Autokorrelation auch fiir den Fall p = 0
nicht gleich Null, denn wegen den zeitkonstanten Faktors ergibt sich insbesondere fiir die
Autokorrelation erster Ordnung

* g

XX
COTT‘[ t t—l] (1 4+ 62 + O’?)O'(% + (52 + ag)p%

# 0 firp=0.

Andererseits gilt ganz allgemein im Fall der multiplikativen Hohne-Uberlagerung®?

cov[ Xy, X2 = cov[Xy, Xs| . (11-26)

11.4 Schitzung der Varianz bei additiver und multiplikativer Uberlage-
rung

Wir nehmen nun an, daf§ nur anonymisierte Daten zur Verfiigung stehen und verwenden
an Stelle der Schitzfunktion S? nun

T

1 -

S2 = TE (X¢ — Xa)? (11-27)
t=1

Weiterhin soll gelten, dafl die Variable X; durch einen AR(1)-Prozef} erzeugt wird.

11.4.1 Additive Uberlagerung

Im additiven Fall erhalten wir™
B[SZ = > B(Xf — X9
= E[S? + (1-%)o2 (11-28)

= % — ¢(v.T) + (1= 7)oy

Dies Ergebnis ist wie folgt zu interpretieren: Mit der "naiven” Varianzschitzung S2 wird der
Erwartungswert von S? systematisch iiberschitzt. Andererseits wissen wir aus obiger
Analyse, dal zumindest bei positiver Autokorrelation die wahre Varianz ~yy systematisch
unterschétzt wird. Demnach 148t sich iiber die Richtung der Verzerrung nichts allgemein
Giiltiges sagen. Man beachte jedoch, daf fiir bestimmte Parameter-Konstellationen die
Bias-Funktion (v, T") in Tabelle 11.1 dargestellt wird.

Im Fall p = 0 ergibt sich aus obiger Formel

B = (1= )@+ o

59Die folgende Formel wird bei der Diskussion der Instrumentvariablen-Schiitzung eine Rolle spielen.
70 :
Es gilt

B[} XL, W - U7

B[} L, W - EU?| + B[ £, @ - EUi)?]
~ 28 L L (U - BUDW@. - BU.)]

2
2 o o
= Out 7 - 27
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11.4.2 Multiplikative Uberlagerung

Im Fall der multiplikativen Uberlagerung ist der Erwartungswert von

T

1 & 1 1 <& ’
s2 = d (X - X0 = T > (XtUt - TZ XSUS>
t=1 s=1

t=1

T
zu bestimmen. Weil E[X,U;] = E[X;] = p, gilt, erweitern wir den obigen Ausdruck wie
folgt:

2 2
FYL (- XL x0T = FEL (XU - e+ = 3 XL XU

2
- S (XU = ) + 4 S (4 500 XU — )
—2 % Z;:l (XtUt - :U’JJ) (% 23:1 XUs — Ma:)

2
- % Z?:l (XtUt - 'ur)2 + % (Zz:l (XsUs - /'La:))
~ 273 S S (XU — ) (XUs — 1)

Fiir den ersten Summanden erhalten wir

T 2
E[= E (XeUp — )] = =Toar[ XUyl = v + 05 | v + < >
T pt T 1—0p

Fiir den zweiten Summanden ergibt sich zunéchst
2
E |:1}2 (Zzzl (XsUs - /L:v)) :|

= % <ZZ:1 var[XUs] + zgzl 25:1,3#' cov[XSUS,Xs/US,)
= (X0 verlXUd + S Y e covlXe, X))
wobei das Ergebnis in der dritten Zeile ausnutzt, daf bei multiplikativer Uberlagerung
cov[XUs, Xo Uy = cov[Xs, Xo]

gilt. Siehe (11-16). Damit erhalten wir
2
E |:{1}2 (Zle (XSUS - /~L:c)> :|

2
= %(’YO +0’3 <’Y(] + <1Tp> >> + %(2(7’—1)")/1+2(T—2>72+...2~2"}/T_2—|-2~1")/T_1)

Fiir den dritten Summanden ergibt sich (unter Vernachlissigung des Faktors -2)
E[% Z;tr:l Zzzl (XtUt - ﬂr) (XsUs - ,ux)]

= gr Y var[ XU + £ YL Zstl,s;ét cov[ Xy, X

2
= %(70 + o (70 + <1p_0p> >> + = 20 - +2(T = 2)2+...2- 2972+ 2 Iyp-1}
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Da wie bei den Originalvariablen(siche Abschnitt 11.2.2) die Erwartungswerte des zwei-
ten und dritten Summanden (bis auf den Faktor -2) identisch sind, ergibt sich fiir den
Erwartungswert der "naiven” Varianzschitzung bei multplikativer Uberlagerung;:

2 2
2 Po 1 2 Po
%—i_au(%—i_(l—P)) T<%+0u<%+(1—P> ))

1
~ 73 20T - )y +2(T - 2)y2+...2-2y7 o+ 2-1yp_1}  (11-29)

E[S;]

oder auch

E[SH =10 + x1(70, 00, 0, 02) — x2(705 P05 p, 02, T) — x3(71,72, - - - y7—1,T) (11-30)

mit
Po ?
Xl(VOaPO,Pa 0121,) = 0'5 (70 + (1 —,0> )
Po 2
x2(10: p0,ps 05, T) = 7 (70 +on |0+ <1 - p)
xs(v1:725-- 11, T) = {20 =) +2(T —2)724...2- 2yp_2 + 2 1yp_1}

Zu diesem Ergebnis sind folgende Bemerkungen zu machen:

1. Die Bias-Terme Yo und x3 gehen fiir T' — oo gegen Null. Da jedoch der Bias-
Term Y7 nicht diese Eigenschaft besitzt, ist S? nicht asymptotisch erwartungstreu,
sondern wird wegen yi > 0 systematisch tiberschéitzt. Diese Aussage 1483t allerdings
die Effekte der Bias-Terme yo und x3 unberiicksichtigt.

2. Der Bias-Term Y3 ist stets positiv. Da er mit negativem Vorzeichen eingeht, wird
dadurch also die von x; verursachte Uberschitzung gemildert. Wegen

1 po \? 0
— — 1 — = 2 -2
X1 — X2 ( T) oy (’Yo+ (1—p> ) T

ist zu vermuten, dafl der gemeinsame Effekt vermutlich einen positiven Bias erzeugt.

3. Falls alle Auto-Kovarianzen positiv sind, ergibt sich fiir endliches T" ein negativer
Effekt durch den Bias-Term yx3, der ebenfalls mit negativem Vorzeichen eingeht.

4. Uber die Richtung des Bias insgesamt liBt sich also auch bei durchweg postiven Au-
tokovarianzen keine allgemein-giiltige Aussage machen, wihrend sich fiir die Schétz-
funktion S? in diesem Fall ein negativer Bias ergibt!

5. Im hier betrachteten AR(1)-Prozef gilt
Yo = e T =1,2,...,T—2T—1.
Demnach hat die Bias-Funktion x3 in diesem speziellen Fall folgende Form:

0 _ _
xs(v, T) = 75 {2T - )p' +2(T —2)p* +...2-2p" 2 +2-1p" 1} . (11-31)

und fiir p > 0 gilt also stets xy3 > 0.
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Tabelle 11.2: Werte der Biasfunktion x(v,T") fir AR(1)-Proze8.

Anzahl Wellen (T')

p 3] 4] 5 | 10 | 30 | 50 | 100 | 500

0y =0.10 und pg =0

-0.90000 || -0.10667 | -0.01637 | -0.03425 | 0.00049 | 0.00738 | 0.00855 | 0.00932 | 0.00987
-0.50000 || -0.16000 | -0.10187 | -0.07700 | -0.02877 | -0.00194 | 0.00296 | 0.00652 | 0.00931
-0.10000 || -0.28444 | -0.20737 | -0.16225 | -0.07447 | -0.01779 | -0.00663 | 0.00170 | 0.00834
0.00000 || -0.32667 | -0.24250 | -0.19200 | -0.09100 | -0.02367 | -0.01020 | -0.00010 | 0.00798
0.10000 || -0.37333 | -0.28263 | -0.22657 | -0.11075 | -0.03080 | -0.01455 | -0.00230 | 0.00754
0.50000 || -0.60444 | -0.50812 | -0.43700 | -0.25104 | -0.08589 | -0.04860 | -0.01970 | 0.00400
0.90000 || -0.90667 | -0.87363 | -0.84353 | -0.71862 | -0.43214 | -0.29857 | -0.16210 | -0.02730

oy = 0.50 und py =0

-0.90000 || 0.05333 | 0.16363 | 0.15775 | 0.21649 | 0.23938 | 0.24375 | 0.24692 | 0.24939
-0.50000 || 0.00000 | 0.07812 | 0.11500 | 0.18723 | 0.23006 | 0.23816 | 0.24412 | 0.24883
-0.10000 || -0.12444 | -0.02737 | 0.02975 | 0.14153 | 0.21421 | 0.22857 | 0.23930 | 0.24786
0.00000 || -0.16667 | -0.06250 | 0.00000 | 0.12500 | 0.20833 | 0.22500 | 0.23750 | 0.24750
0.10000 || -0.21333 | -0.10263 | -0.03457 | 0.10525 | 0.20120 | 0.22065 | 0.23530 | 0.24706
0.50000 || -0.44444 | -0.32813 | -0.24500 | -0.03504 | 0.14611 | 0.18660 | 0.21790 | 0.24352
0.90000 || -0.74667 | -0.69363 | -0.65153 | -0.50262 | -0.20014 | -0.06337 | 0.07550 | 0.21222

oy =1.00 und pg =0

-0.90000 || 0.55333 | 0.72613 | 0.75775 | 0.89149 | 0.96438 | 0.97875 | 0.98942 | 0.99789
-0.50000 || 0.50000 | 0.64062 | 0.71500 | 0.86223 | 0.95506 | 0.97316 | 0.98662 | 0.99733
-0.10000 || 0.37556 | 0.53512 | 0.62975 | 0.81653 | 0.93921 | 0.96357 | 0.98180 | 0.99636
0.00000 | 0.33333 | 0.50000 | 0.60000 | 0.80000 | 0.93333 | 0.96000 | 0.98000 | 0.99600
0.10000 | 0.28667 | 0.45987 | 0.56543 | 0.78025 | 0.92620 | 0.95565 | 0.97780 | 0.99556
0.50000 || 0.05556 | 0.23437 | 0.35500 | 0.63996 | 0.87111 | 0.92160 | 0.96040 | 0.99202
0.90000 || -0.24667 | -0.13113 | -0.05153 | 0.17238 | 0.52486 | 0.67163 | 0.81800 | 0.96072

Hinweis: 02 =1 — p? und damit vy = 1 fiir jedes p.

6. Fiir den Fall p = 0 erhalten wir aus (11-29)

B2 = (1 7) (0 + ok o2 + ).

7. Falls keine Uberlagerung vorliegt, d.h. ag = 0 gilt, ergibt sich wegen xy1 = 0, xo+x3 =
9 fiir die Schitzfunktion S? fiir beliebiges o

B[S = B[S

Eine der Tabelle 11.1 entsprechende Tabellierung der Biasfunktion beziiglich S? ist pro-
blematisch, weil nun zusitzlich die Uberlagerungsvarianz ¢2 und der Parameter py des
AR(1)-Prozesses beriicksichtigt werden miissen. Die Tabelle 11.2 zeigt alternativ Werte
fir o, = 0.10 , 0, = 0.50und o, = 1.00 sowie jeweils pg = 0. Wie bei den Originaldaten
gilt 02 = 1 — p? und damit v = 1. Siehe Tabelle 11.1. Man beachte, da8 fiir kleine Uber-
lagerungsvarianz die Verzerrung von S2 der von S? sehr dhnlich ist, was natiirlich nicht
itberraschend ist. Je groBer die Uberlagerungsvarianz gewihlt wird, desto 6fter ergibt sich
ein positiver Bias, im Gegensatz zur Verzerrung von S2, die immer negativ ist.
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11.4.3 Multiplikative Uberlagerung mit Faktorstruktur

Wir wollen nun eine den vorhergehenden Unterabschnitten entsprechende Analyse des
Bias bei kleinem T fiir die multiplikative Uberlagerung & la Hohne vornehmen. Es wird
sich allerdings kein dhnlich einfaches Resultat ergeben. Zunéchst versammeln wir hier die
Ergebnisse fiir erste und zweite Momente, die in Abschnitt 11.3.4 abgeleitet wurden, wobei
hier ausschliefllich der Fall des AR(1)-Prozesses unterstellt wird: Aus (11-22) und (11-23)
erhalten wir

)
EX}] =
(X7 -
2 2 Po ? oz
var[X{] = o + (6% 4+ 02) [0 + <1_p) ;0 = 1_‘”p2
1% Po ?

cov[X{, X5 = 0 + ‘52{(1+p+.--+p”1)1_0p + o (70 * (1—/)) >}
(11-32)

Im folgenden verwenden wir fiir die (Auto-)Kovarianz in (11-32) die abkiirzende Schreib-

weise
H _ a a
Yits = cov[X{, X

Genau wie in Abschnitt 11.4.2 untersuchen wir den Erwartungswert der einzelnen Sum-
manden der Varianz S2: Fiir den ersten Summanden erhalten wir

1 o 2 1 a 2, 2 po )
E[ Z(XtUt—Mz)] = TTUC”’[Xt] =% + (6" +02) {10 + < >

T I=»

Fiir den zweiten Summanden ergibt sich zunéchst

1 T 2
E T2 (Zs:l (XUs — Hm)>

1 T a T T 0 va
= 4 (Zs:l var[ X7 + Y21 Dyt srs cov[XS,Xs,)

Damit erhalten wir

B (S0 (X0~ )|

2
- % <w 0240 (70 (1) ))

+%(2(T—1)7{{+2(T—2)V2H+---2'27¥72+2'177&[*1)

Da, wie in Abschnitt 11.3.4 gezeigt, der Erwartungswert des dritten Summanden bis auf
den Faktor (-2) mit dem zweiten Summanden identisch ist, erhalten wir fiir den Fall der
Hohneiiberlagerung

2 2
E[S;] = v+ (0°+02) <’YO + (1[?[)) ) - % (70 + (6% 4 02) (70+ (1/1)) ))

1
- 73 20 - D +2T -2y +...2- 2, +2- 1} (11-33)
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oder auch
E[Sg] =7 + X{I(707p07p76703) - XIZLI(fYOapOapv(S?Ug)?T) - X?I){<71H77§77’y’111{717T)
(11-34)
mit
£0 2
X{I(VOaPO,PaéaU?)) = (52+O'§) (70 + <1_p> )
Po 2

x5 (10, po, p. 6,02),T) = %(’Yo + (62 +02) (’Yo+ <1_p) ))

g Ao T) = {20 =D +2(T —2)y +...2- 29, +2- 17 }

Man beachte, dal wegen der komplexen Struktur der Autokovarianzen ' (siehe (11-
23)) jetzt vor allem der Biasterm xI! eine komplizierte Struktur aufweist, die wegen der
vielen eingehenden Parameter (v, po, p, 0, T') schwierig zu analysieren ist. Siehe jedoch die
Simulationsergebnisse sowie die abgebildeten Autokorrelationsfunktionen fiir diese Anony-
misierungsvariante in Abschnitt 11.5.4.

11.5 Relevanz der Ergebnisse fiir das Regressionsmodell

Die bisher in diesem Abschnitt gewonnenen Ergebnisse zeigen, daf8 die multiplikative Uber-
lagerung einen starken "finite sample bias” aufweist, wahrend sich im Fall der additiven
Uberlagerung diese Effekte nicht ergeben.”t Fiir die Anonymisierung spielt jedoch die
multiplikative Uberlagerung die deutlich wichtigere Rolle. Andererseits sollte die Relevanz
multiplikativer Fehlerstruktur auch bei empirischen Daten nicht unterschitzt werden!

11.5.1 Parameterschitzung

Die in den vorhergehenden Unterabschnitten gewonnenen Ergebnisse erhalten zusétzliche
Relevanz, wenn man sich verdeutlicht, daf§ die Schiatzung des Steigungskoeffizienten 8 im
linearen Regressionsmodell

vy = Po + Bz + (11-35)

sowohl bei additiver als auch bei multiplikativer Uberlagerung asymptotisch maBgeblich

durch den Faktor
var[X]

var| X}

beeinfluit wird und dafl wegen var[X;] < var[X}] der wahre Parameterwert systematisch
gegen Null verzerrt ist.”?

Bei der Schitzung des Parameters kommen die beiden oben betrachteten Schéitzfunktionen
ins Spiel, denn sowohl fiir Querschnittsdaten (siehe Abschnitt 9.3.3) als auch fiir Panelda-

"!Cheang und Reinsel (2000) betrachten ein Modell mit autokorrelierten Stérterm statt mit einem au-
tokorrelierten Regressor und leiten den Bias des KQ-Schétzers fiir kleines 1" ab.

2Wir vernachlissigen hier den Fall, daB die Uberlagerungsvariablen fiir abhéingige und unabhéngige
Variablen miteinander korreliert sind. Dann gelten andere Ergebnisse. Siehe z.B. Abschnitt 9.3.3.
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ten (siehe Abschnitt 10.4.8) 1d8t sich die "naive” Schitzfunktion als

R S2

pga = 5 (11-36)

darstellen.”

Daraus koénnte man fiir den Erwartungswert

&

[57]
E[S7]

E[pY] = B

folgern. Zwar gilt fiir den Erwartungswert des Verhéltnisses der beiden Varianzschétzer

S? E[S?
(5 - 5

doch diirften in der Tendenz die oben gewonnenen Ergebnisse fiir die Erwartungswerte der
beiden Schiitzfunktionen S? und S? den Effekt beschreiben, der sich bei sehr kleinem T
ergibt. Dies wird in den Simulationen des folgenden Unterabschnitts bestétigt.

Fiir Schitzungen auf der Basis von Paneldaten, d.h. fiir N > 1, wurde bereits im ein-
leitenden Abschnitt 11.1 darauf hingewiesen, dafl fiir N — oo das Verhéltnis der beiden
Varianzen exakt den Bias des "naiven” Panelschétzers bestimmt, sofern bestimmte Annah-
men gemacht werden. Siehe dazu auch Abschnitt 11.7.

Wir prisentieren zunichst Ergebnisse fiir die additive Uberlagerung und die allge-
meine multiplikative Uberlagerung, fiir die in den Abschnitten 11.4.1 und 11.4.2
ausfiihrlich der Bias bei kleinem T hergeleitet wurde. In einem weiteren Unterabschnitt
werden dann Simulationsergebnisse fiir die multiplikative Uberlagerung & la Héhne
vorgestellt.

11.5.2 Simulationsrechnungen fiir additive Uberlagerung

Die in Tabelle 11.5.2 dargestellten Simulationsrechnungen zeigen, daf§ die durch die Fehler-
liberlagerung bedingte Unterschitzung von 3 bei sehr kleinem T' deutlich verstirkt wird,
wenn die Autokorrelation positiv ist (p > 0), was durch das kleine 7" verursachte negative
Verzerrung von S? wiederspiegelt. Im Fall negativer Autokorrelation ergeben sich dagegen
auch fiir sehr kleines T' kaum Abweichungen von den asymptotischen Ergebnissen! Die Ta-
belle gibt fiir p = 0.90 und p = —0.90 jeweils Ergebnisse fiir unterschiedlich grofies T" an.
Dabei wurde ein Simulations-Design gemifl Tabelle 11.3 vorgegeben. Der AR(1)-Prozefl
wurde mit zufilligen Startwert aus der N (po/(1—p1), 02 /(1—p?)-Verteilung erzeugt. Dabei
wurden die ersten 200 Werte des Prozesses nicht verwendet, um die Effekte des Startwertes
auszuschalten.

"Fiir den naiven Schétzer 148t sich schreiben:

o S? Sa
B8 = @5‘*‘ Sgn

wobei Sy, die empirische Kovarianz zwischen dem Gleichungsfehler 7 und dem Regressor x ist. Wegen der
iiblicherweise angenommenen Unabhéngigkeit tendiert der zweite Summand auf der rechten Seite gegen
Null.
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Tabelle 11.3: Simulations-Design bei additiver und multiplikativer Uberlagerung
ADDITIVE UBERLAGERUNG

Anzahl Wiederholungen 200
Anzahl Beobachtungen (7) 10, 30, 50, 100, 500
AR(1) - Parameter py 4.35
AR(1) - Parameter p; +0.9,-0.9
AR(1) - Parameter o2 1.00
Uberlagerungsvarianz 0'3 0.25
Regressionsparameter o 0.00
Regressionsparameter (8 -2.50
Regressionsparameter 0727 0.25
MULTIPLIKATIVE UBERLAGERUNG
Anzahl Wiederholungen 200
Anzahl Beobachtungen (T) 10, 30, 50, 100, 500
AR(1) - Parameter py 4.35
AR(1) - Parameter p; +0.9,-0.9
AR(1) - Parameter o2 1.00
Uberlagerungsvarianz o2 0.01
Uberlagerungsparameter (Hohne) & 0.11
Uberlagerungsvarianz (Hohne) o2 0.03 , 0.20
Regressionsparameter o 0.00
Regressionsparameter (3 -2.50
Regressionsparameter a% 0.25

Die Tabelle 11.4 zeigt deutlich, dafl die asymptotischen Ergebnisse gerade bei sehr kleinem
T wenig zuverldssig sind, wenn positive Autokorrelation gegeben ist, wihrend fiir nega-
tive Autokorrelation kaum Effekte des Beobachtungsumfangs zu beachten sind. ™ Die
Approximation der empirischen Ergebnisse des "naiven” Schitzers Ba durch

B[S?)/E[S3)) - 5

sind erstaunlich gut. Dabei besteht sowohl fiir positive als auch fiir negative Autokorrela-
tion eine (leichte) Tendenz zur Uberschitzung. Wir kommen auf dieses Ergebnis bei der
Konstruktion von Kortrekturschéitzern in Abschnitt 11.6 zuriick. Dort wird der Korrek-
turschétzer

. S2 .

k

ﬁa, orr — ?;ﬁa (11_38)
betrachtet, der den Bias fiir kleines T beriicksichtigt und deshalb dem iiblichen Korrek-
turschétzer, der sich aus der Asymptotik ableiten 14ft, vorzuziehen ist.

"1n der Tabelle 11.4 wird unter "plim 3%” folgender Wert ausgewiesen:

2

fopes 3
o2 + o2

plim B =
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Tabelle 11.4: Simulationsergebnisse bei additiver Uberlagerung

POSITIVE AUTOKORRELATION (p = +0.90)

Beobachtungsumfang T

10 | 30 | 50 | 100 | 500
var[ X = o 5.2632
var[X;] exakt (siche (11-6)) 1.4336 | 2.9378 | 3.6402 | 4.3579 | 5.0669
5% empirisch 1.5120 | 3.0937 | 3.6687 | 4.4564 | 5.0509
var[X&] = yo + o2 5.5132
var[X{] exakt (siehe (11-28)) | 1.6586 | 3.1795 | 3.8852 | 4.6054 | 5.3164
s2 empirisch 1.7679 | 3.3389 | 3.9105 | 4.7053 | 5.2986
var[Xy]/var[X{] asymptotisch 0.9547
var[Xy]/var[X§] exakt 0.8643 | 0.9240 | 0.9369 | 0.9463 | 0.9531
plim 3¢ -2.3866
3 empirisch -2.0638 | -2.2432 | -2.3149 | -2.3511 | -2.3787
(E[S?]/E[S2) - B -2.1608 | -2.3100 | -2.3423 | -2.3658 | -2.3828
NEGATIVE AUTOKORRELATION (p = —0.90)
Beobachtungsumfang 7'
10 30 | 50 | 100 | 500
var[ Xt = o 5.2632
var|[X;] exakt (siehe (11-6)) 5.2184 | 5.2511 | 5.2566 | 5.2601 | 5.2626
5% empirisch 5.5495 | 5.0489 | 5.0161 | 5.1936 | 5.3164
var[X&] = yo + o2 5.5132
var[ X} exakt (siehe (11-28)) | 5.2184 | 5.2511 | 5.2566 | 5.2601 | 5.2626
52 empirisch 5.7523 | 5.3431 | 5.2778 | 5.4435 | 5.5558
var|[X]/var[X]] asymptotisch 0.9804
var[X;] /var[X{] exakt 0.9822 | 0.9810 | 0.9808 | 0.9806 | 0.9805
plim 32 -2.3866
3 empirisch -2.3222 | -2.3315 | -2.3492 | -2.3715 | -2.3865
(E[S?]/E[S?))- B -2.4555 | -2.4525 | -2.4520 | -2.4515 | -2.4513
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11.5.3 Simulationsrechnungen fiir allgemeine multiplikative Uberlagerung

Die Simulationsrechnungen fiir multiplikative Uberlagerung in Tabelle 11.5 zeigen, dafl die
Unterschitzung von (§ bei sehr kleinem T' deutlich verstidrkt wird, wenn die Autokorre-
lation positiv ist (p > 0), was durch das kleine T' verursachte negative Verzerrung von
S? wiederspiegelt. Im Fall negativer Autokorrelation ergeben sich dagegen auch fiir sehr
kleines T' kaum Abweichungen von den asymptotischen Ergebnissen! Die Tabelle 11.5 gibt
fir p = 0.90 und p = —0.90 jeweils Ergebnisse fiir unterschiedlich grofies T" an. Dabei
wurde ein Simulations-Design gemifl Tabelle 11.3 vorgegeben. Der AR(1)-Prozefi wurde
mit zufilligen Startwert aus der N (po/(1— p1),02/(1— p?)-Verteilung erzeugt. Dabei wur-
den die ersten 200 Werte des Prozesses nicht verwendet, um die Effekte des Startwertes
auszuschalten.

Die Tabelle 11.5 zeigt deutlich, dafl die asymptotischen Ergebnisse gerade bei sehr kleinem
T vollkommen irrefithrend sind, wenn positive Autokorrelation gegeben ist, wihrend fiir
negative Autokorrelation kaum Effekte des Beobachtungsumfangs zu beachten sind. ™ Die
Approximation der empirischen Ergebnisse des "naiven” Schétzers B“ durch

E[S*)/E[S3) - B

sind erstaunlich gut. Dabei besteht sowohl fiir positive als auch fiir negative Autokorrela-
tion eine (leichte) Tendenz zur Uberschitzung. Wir kommen auf dieses Ergebnis bei der
Konstruktion von Kortrekturschéitzern in Abschnitt 11.6 zuriick. Dort wird der Korrek-
turschétzer

5a 3 (11-39)
52

betrachtet, der den Bias fiir kleines T beriicksichtigt und deshalb dem iiblichen Korrek-
turschétzer, der sich aus der Asymptotik ableiten 14ft, vorzuziehen ist.

Ba,korr

11.5.4 Simulationsergebnisse fiir Uberlagerung & la Héhne

In Tabelle 11.5 sind fiir hohe positive Autokorrelation der Originalvariablen (p = 0.90)
auch Ergebnisse fiir die multiplikative Uberlagerung & la Hohne dargestellt. Dabei wurde
fiir den Zuschlagsparameter 6 = 0.11 und fiir die Restvarianz alternativ o, = 0.03 und
0: = 0.20 gesetzt.

Die im mittleren Teil der genannten Tabelle dargestellten Schétzergebnisse fiir den "naiven”

Kleinstquadrateschiitzer offenbaren, dafl der Bias (fiir festes ¢) von der Grofienordnung der
Restvarianz o2 abhingt: Wihrend fiir kleine Varianz die Schitzung deutlich weniger ver-
zerrt ist als unter der allgemeinen multiplikativen Uberlagerung (der wahre Parameterwert
ist -2.50), ergibt sich fiir grofe Varianz eine noch deutlich schlechtere Schétzung selbst fiir
sehr grofles T'. Der Wahrscheinlichkeitsgrenzwert fiir 7' — oo des naiven Schétzers weist of-
febar einen deutlichen Bias auf, der vor allem von der Varianz o2 abhiéngt!”® Dies Ergebnis

"In den Tabellen wird unter "plim Ji folgender Wert ausgewiesen:

2 0'2. Yo
plim 3 = — : 8= 3
02 + o%(o% + p2 2
( ) ’70+03(’70+(1p_0p)>

"CFiir T' = 5000 und o2 = 0.03% ergibt sich bei 1000 Wiederholungen ein Schitzwert von -1.8849.




100 11 SCHATZUNG LINEARER PANELMODELLE BEI "KLEINEM” T

Tabelle 11.5: Simulationsergebnisse bei multiplikativer Uberlagerung

y POSITIVE AUTOKORRELATION (p = 40.90)

Beobachtungsumfang T
10 | 3 | 50 | 100 | 500
var[ X = o 5.2632
var[X;] exakt (siehe (11-6)) 1.4336 | 2.9378 | 3.6402 | 4.3579 | 5.0669
s? empirisch 1.7041 | 3.1404 | 3.7368 | 4.2660 | 4.9888
var[X{] = y0 + o2 <’y() + <1p_0p>2> 24.2383
var[ X} exakt (siehe (11-30)) 18.5112 | 21.2805 | 22.2358 | 23.1433 | 24.0041
52 empirisch 21.3175 | 22.5583 | 22.2223 | 23.3901 | 24.1272
var|[X]/var[X{] asymptotisch 0.2171
var[Xy|/var[ X} exakt 0.0774 | 0.1381 | 0.1637 | 0.1883 | 0.2111
plim 3¢ -0.5429
3 empirisch -0.1887 | -0.3346 | -0.4000 | -0.4434 | -0.5192
(E[S?]/E[S?]) - 3 -0.1935 | -0.3453 | -0.4093 | -0.4708 | -0.5278
Multiplikative Hohne-Uberlagerung (§ = 0.11)
(o- = 0.03)
s2 empirisch 3.5887 | 4.8476 | 5.3324 | 6.0742 | 6.8562
3 empirisch -1.1144 | -1.5138 | -1.6090 | -1.7592 | -1.8504
(o = 0.20)
s2 empirisch 82.4701 | 80.2343 | 79.4670 | 79.5217 | 80.5935
3 empirisch (02 =0.20) -0.0663 | —0.0929 | -0.1192 | -0.1320 | -0.1586
] NEGATIVE AUTOKORRELATION (p = —0.90)
Beobachtungsumfang T
10 | 3 | 50 | 100 | 500
var[ X = o 5.2632
var[X;] exakt (siehe (11-6)) 5.2184 | 5.2511 | 5.2566 | 5.2601 | 5.2626
s% empirisch 5.8541 | 5.1251 | 5.4220 | 5.5576 | 5.2712
var[X{] = y0 + o2 (’Yo + <1PTOp>2 5.3682
var[ X} exakt (siehe (11-30)) 5.3129 | 5.3527 | 5.3595 | 5.3641 | 5.3674
52 empirisch 6.1085 | 5.2119 | 5.5255 | 5.6720 | 5.3784
var|[X]/var[X{] asymptotisch 0.9804
var[X;]/var[X{] exakt 0.9822 | 0.9810 | 0.9808 | 0.9806 | 0.9805
plim 3¢ -2.4511
3 empirisch -2.4184 | -2.4471 | -2.4506 | -2.4474 | -2.4501
(E[S?]/E[S?]) - 3 -2.4555 | -2.4525 | -2.4520 | -2.4515 | -2.4513
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Tabelle 11.6: Theoretische Autokorrelation bei multiplikativer Uberlagerung (p = +0.90)

Uberlagerung ot Bemerkungen
Originaldaten 0.90 Y1 = p
allgemein multiplikativ | 0.1954 siehe (11-19)

multiplikativ Hohne 0.9251 | siehe (11-25)(c. = 0.03)
multiplikativ Hohne | 0.2659 | siche (11-25)(0. = 0.20)

ist allerdings nicht konsistent mit den Ergebnissen in Abschnitt 9.2.2 fiir Querschnittsda-
ten, ebenso wenig wie die empirische Varianz auch fiir grofies T' nicht den Ergebnissen
in Abschnitt 7.2 fiir die Varianz einer nach Hohne multiplikativ iiberlagerten Variablen
entspricht.

Denkbar ist, dafl die unterschiedliche Autokorrelation die Ursache ist. Dazu bestimmen
wir die Autokorrelation erster Ordnung aus den beiden Formeln (11-19) und (11-25).
Unter Verwendung der Vorgaben aus Tabelle 11.3 erhalten wir die Ergebnisse, die Tabelle
11.6 prasentiert. Daraus ergibt sich, daf} fiir kleine Hohne-Varianz die Autokorrelation der
anonymisierten Zeitreihe noch erh6ht wird, wiahrend sich fiir grofiere Hohne-Varianz eine
mittelgrofe Autokorrelation erster Ordnung ergibt (y; = 0.29 ). Dieser Wert ist jedoch
noch deutlich gréfer als derjenige fiir die allgemeine Uberlagerung (v1 = 0.19 ) und kann
somit nur unvollstdndig die unterschiedlich starke Verzerrung erkléren, die ja tendentiell
mit wachsender Autokorrelation zunimmt, sofern multiplikative Uberlagerung vorliegt.

GAUSS Fri Nov 16 13:29:52 2007

AUTOKORRELATIONSFUNKTION ORIGINALDATEN (rho=0.90)
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Abbildung 11/1: Autokorrelationsfunktion fiir die Orginaldaten

Ein Blick auf die Formeln (11-18) und ((11-24)) fir die Autokorrelation bei multiplikativer
Uberlagerung macht klar, dafl die Autokorrelationsfunktion bei multiplikativer Uberlage-
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rung eine deutlich andere Gestalt als im (unterstellten bzw. unterliegenden) AR(1)-Prozef
hat, der ja exponentiell abklingt. Dies ist in Abbildung 11/1 fiir den hier speziell betrach-
teten Fall p = 0.90 dargestellt.

Abbildung 11/2 zeigt den Fall der allgemeinen Uberlagerung, ebenfalls fiir p = 0.90. Dar-
aus wird ersichtlich, dafl die Autokorrelationsfunktion ab Lag 1 relativ "flach” verlduft.
Die ungewohnliche, ”"geknickte” Form der der Funktion bedarf noch eines Kommentars:
Durch Simulationen wurde verifiziert, dafl die dargestellte Funktion durch eine geschitzte
Autokorrelationsfunktion mit groflem 1" sehr gut approximiert werden kann!

GAUSS Mon Nov 26 08:44:37 2007

AUTOKORRELATIONSFUNKTION MULTIPLIKATIVE UEBERLAGERUNG (rho=0.90)
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Abbildung 11/2: Autokorrelationsfunktion Allgemeine Uberlagerung

Die beiden restlichen Abbildungen betrachten die multiplikative Hohne-Uberlagerung, wie-
derum fiir den Fall p = 0.90. In Abbildung 11/3 wird der Fall der gréfieren Varianz und in
Abbildung 11/4 der Fall einer besonders kleinen Varianz’’ dargestellt. Die unterschiedliche
vertikale Skala sollte beachtet werden. Im Fall der kleinen Varianz zeigt die Autokorrela-
tionsfunktion ”persistentes” Verhalten, d.h. die Korrelation zwischen entfernter liegenden
Punkten ist fast genau so grof3 wie die zwischen benachbarten Punkten. Dies diirfte die
Ursache fiir die besonders starke Verzerrung des naiven Schétzers (siehe Tabelle 11.5) in
diesem Fall sein. Allerdings ist dies bisher nur eine Vermutung, die nidher analysiert werden
muf.

""Dies ist allerdings die im FAWE-Panel-Projekt gewéhlte Parameter-Konstellation!
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GAUSS Mon Nov 26 08:38:04 2007

AUTOKORRELATIONSFUNKTION MULT.HOEHNE UEBERLAGERUNG (rho=0.90)
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Abbildung 11/3: Autokorrelationsfunktion Hohne-Uberlagerung (. = 0.20)

11.6 Korrekturschatzer fiir endliches T

Der in (11-38) bzw. (11-39) vorgeschlagene Schiitzer ist nicht operational, weil S? Verfiig-
barkeit der Originaldaten unterstellt. Es kénnen jedoch nur die anonymisierten Variablen
verwendet werden. Die in dieser Arbeit sonst dazu ausgenutzten Beziehungen zwischen
asymptotischen Ergebnissen (siehe die Abschnitte iiber Korrekturschitzer) sollten nicht
eingesetzt werden, weil sie den endlichen Beobachtungsumfang unberiicksichtigt lasssen.
Andererseits erfordert die Beriicksichtigung des Bias fiir kleines 1" sowohl im additiven als
auch im multiplikativen Fall die Kenntnis der Parameter, die in die Bias-Funktion einge-
hen. Im Fall des AR(1)-Prozesses ist dies der Parameter p. Auerdem ist die Varianz o2
dieses Prozesses zu bestimmen.

11.6.1 Additive Uberlagerung

Im additiven Fall liefle sich ein Schiitzer fiir 02 = var[X;] 1 wie folgt konstruieren: Weil
var[ XY = var[X;] + o>

gilt und die Fehlervarianz (annahmegeméf) bekannt ist, verwendet man
52 = §2_ o2

u

(11-40)
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GAUSS Mon Nov 26 08:39:57 2007

AUTOKORRELATIONSFUNKTION MULT.HOEHNE UEBERLAGERUNG (rho=0.90)
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Abbildung 11/4: Autokorrelationsfunktion Hohne-Uberlagerung (. = 0.03)

Eine operationale Form des Korrekturschétzers erhélt man also, wenn in (11-38) der Schét-
zer 62 statt S? verwendet wird. Das ergibt dann
— Sz .. S2

Bakorr  — — - 3 (11-41)

52 2 _
0z Sa Ou

Zur Bestimmung von o2 und p sei auf die folgenden Ausfiihrungen fiir die multiplikative
Uberlagerung verwiesen. Daraus wird deutlich, dafl die Konstruktion eines Korrekurschét-
zers im (weniger interessanten) Fall der additiven Uberlagerung deutlich einfacher wire.

11.6.2 Multiplikative Uberlagerung

In diesem Fall 148t sich ein Schitzer fiir 02 = var[X;] wie folgt konstruieren: Weil
var( X = var[Xy] + o2 (var[X;] + (E[Xt])2)

gilt, die Fehlervarianz (annahmegemif}) bekannt ist und E[X;] auch fiir endlichen Beob-
achtungsumfang 7" zuverlissig durch /i, = X¢ geschiitzt werden kann, verwendet man
S2 — 522
~2 a u 'z
= & ulx . 11-42
e 1+ 02 ( )
Eine operationale Form des Korrekturschéitzers erhélt man also, wenn in (11-39) der Schét-
zer 62 statt S? verwendet wird. Das ergibt dann

—

2
IBa,korT — Sa Ba —
&:r

1+ 02)82 .,
( )% 5

) 2 (11-43)
S2 — o2 Xa’
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Wegen

ware

B (11-44)

eine Alternative.”™

Finige - hier nicht présentierte - Simulationsrechnungen zeigen, dafl beide Varianten kei-
ne zufriedenstellenden Ergebnisse produzieren. Dies liegt einerseits daran, dafl nicht ge-
wéhrleistet ist, dal der Nenner immer positiv geschétzt wird. Vor allem aber macht sich
bemerkbar, dal die oben prisentierten Endlichkeitskorrekturen nicht beriicksichtigt sind.
Um diese Korrekturen verwenden zu kénnen, miifiten jedoch Schitzwerte fiir po, p und o2
zur Verfiigung stehen.

Aus (11-16) und (11-18) ist bekannt, da8 fiir die Autokovarianz und Autokorrelation der
multiplikativ {iberlagerten Variablen

covl X{, X3 = covlXy, Xs] = 'ygp|t_s|
sowie
0 var _ cou[Xy X Y0 |t—s|
COTT[Xt,XS] = W = ] B B P
A (w)
gilt.

Aus der ersten Beziehung ergibt sich

cov[Xi, Xi )] = qop
cov[ X X{ o] = 0 p°
cou[ X, X0, ] = 0o

sowie
cov[ X, X{ o]

cov[ X, X2 ] - F ’

was unter der Annahme, dafl die Regressorvariable x einem AR(1)-Proze$ folgt, zur Schét-
zung von 7y und p verwendet werden kann. Dabei kann nach Berechnung von p aus der
ersten Gleichung auch 7y bestimmt werden.” Allerdings diirften auch hier wieder die
MiBachtung der Endlichkeitskorrektur zu Problemen fiihren.

78

Y _ 1 a Y2 _ 1 a\2
X. = 7 Zt:Xt md Xz = o zt:(xt)
"Technisch gesehen sollte zur Schitzung von p die Gleichung
o= =
71
geschétzt werden, wobei 45 die empirische Autokovarianz k-ter Ordnung ist. Sodann ergibt sich ein Wert
fiir o aus

’?ozl}.
p
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11.7 Ein Ausblick auf die Situation bei Paneldaten

Falls mehrere Untersuchungseinheiten iiber die Zeit beobachtet werden und damit Panel-
mikrodaten verfiigbar sind, treten weitere Probleme hinzu. Insbesondere ist nicht klar, wie
die moglicherweise sehr heterogene Autokorrelation bei den verschiedenen Untersuchungs-
einheiten® geschitzt und - wichtiger - welches p insgesamt dann unterstellt werden soll,
wenn ein Korrekturschétzer verwendet werden soll.

Andererseits zeigen die Ergebnisse der vorangehenden Abschnitte, dafl der bisher wenig
untersuchte Fall multiplikativer Meffehler bei kleiner Anzahl von Panel-Wellen (7') zu
stark verzerrten Schitzungen fithrt, was bisher in der Panel-Literatur nicht zur Kenntnis
genommen wurde. Wie bereits im einleitenden Kapitel 11.1 erldutert wurde, kann mit
den fiir den Fall N = 1 abgeleiteten Ergebnissen fiir die Schiitzfunktionen S? und S? die
asymptotische Verzerrung des "Panelschétzers” BW durch

pth—>oo BI%V = [SQ] ﬂ

bestimmt werden, sofern die folgenden Annahmen erfiillt sind:

e Die Anzahl T' der Wellen ist eine feste Zahl.

e Alle N Regressorvariablen folgen demselben AR(1)-Prozefl (und sind damit identisch
verteilt!).8!

e Nur die Regressorvariable ist fehleriiberlagert oder die Fehleriiberlagerung der ab-
hiingigen Variablen ist unkorreliert mit Uberlagerungen der Regressoren.5?

11.7.1 Additive Uberlagerung

Bei additiver Uberlagerung ergibt sich

. ha o 7 — ¢<77 T) _
Pimv—co iy = S T) + (1—7)o2. ’ (11:45)

Diese Formel zeigt, daf die Verzerrung durch 1 dann harmlos ist, wenn keine Meffehler
vorliegen (02 = 0). Solange die Verzerrungsfunktion die Bedingung vo — %(v,T) > 0

u
erfiillt®3, ergibt sich auch fiir kleines T' eine Unterschiitzung von 3.

89Der bei Biorn (1996) untersuchte Fall der Autokorrelation der Meffehler muf sich streng genommen
derselben Frage stellen, doch ist es vermutlich eher akzeptabel, einen identischen AR(1)-Prozef fiir die
Mefifehler aller Unternehmen als fiir die sie beschreibenden Merkmale zu unterstellen.

81Falls man dies als utopische Annahme ablehnt, bleibt immer noch die Tatsache, daf§ fiir das Modell
der Zeitreihenregression von der multiplikativer Uberlagerung starke Effekte auf die Schitzung ausgehen,
sofern T klein ist.

82Genauer: Bisher liegen fiir den Fall korrelierter Mefifehler noch keine Untersuchungsergebnisse vor.

83Giehe dazu die Diskussion in Abschnitt 11.2.2.
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11.7.2 Allgemeine multiplikative Uberlagerung

Bei multiplikativer Uberlagerung ergibt sich

plimNHOOBI‘}V =
; Yo — ¢(7a2T) 3 (11-46)
Y + x1(70, P05 ps0y) — x2(V0,p0,0,05, 1) — x3(v1.72, -5 r—1.T)

Im Gegensatz zur additiven Uberlagerung sind fiir diese Formel keine eindeutigen allge-
meinen Aussagen iiber Richtung und Ausmafl der Verzerrung zu machen. Simulations-
rechnungen zeigen jedoch, dafi die Verzerrung vor allem fiir positive Autokorrelation und
fiir kleines T',T" < 10, erheblich ist ! Allerdings ist auch in diesem - multiplikativen - Fall
die durch kleines T bedingte Verzerrung der Erwartungswerte von S? und S? dann kein
Problem fiir die Schiitzung, wenn keine stochastische Uberlagerung stattfindet (o2 = 0).
Denn auch hier gilt:

plimy_ . By = B[S 6 = B[S 8 = [ fiir beliebiges p =0 .

11.7.3 Multiplikative H6hne-Uberlagerung

Bei multiplikativer Uberlagerung ergibt sich

pthHoo ﬂIL/IV =

el 2 o w(FY’QT) o0 _H T 6
Y + x1 (70, P0,00,) — Xz (70, P0,0505.T) — x3 (M2 571, 1)
(11-47)
mit
o 2
X' (0, po; p,8,02)) = (0*+a2) (70 + <1—p) )
Po 2
x5 (10, po, p. 6,02),T) = %(’Yo + (62 +02) <'YO+ <1_p> ))
X§ (g, T) = {20 =D +2(T -2 +...2- 298, +2- 10}

Siehe Abschnitt 11.4.3.

11.7.4 Korrekturschitzer

Aus den vorhergehenden Ausfithrungen ergibt sich, dafl die in Abschnitt 11.6 gemachten
Ausfithrungen hier wegen der Asymptotik N — oo und festem T ebenfalls relevant sind,
sofern die oben gemachten Annahmen iiber die identische Verteilung fiir alle NV Unterneh-
men und T Zeitpunkte erfiillt sind

Insbesondere zeigt die obige Formel (11-45) fiir additive Uberlagerung, da8 ein einfacher
Korrekturschétzer fiir den Panelfall durch

— 52

ﬁa,korr — a g BI%V (11—48)
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gegeben ist. Wohlgemerkt: Eine Kenntnis der Parameter des autoregressiven Prozesses fiir
die Regressor-Variable(n) ist hier nicht erforderlich!

12 Instrumentvariablen-Schéitzer (IV-Schétzer)

12.1 Allgemeine Vorbemerkungen

Eine Alternative zum Korrekturschéitzer (und zum SIMEX-Schétzer) bietet der IV-Schétzer,
der in diesem Unterabschnitt betrachtet werden soll. Dabei wird weiterhin das einfache
lineare Regressionsmodell

ye = Po + Bxy + me

(siehe (11-35)) mit einem Regressor x, der einem AR(1)-Prozef§ folgt (siehe (11-1)), be-
trachtet.

Wir beschrénken uns auerdem auf den einfachsten Fall der GMM /IV-Schiitzung, in dem
nur eine einzige Instrumentvariable verwendet wird, die fortan mit dem Symbol z
belegt wird. Diese Instrumentvariable soll folgende Eigenschaften haben8*:

Eigenschaft (E1) Die Instrumentvariable z darf nicht stochastisch unabhéngig von der
(meBfehlerfreien) Variablen z sein.

Eigenschaft (E2) Die Instrumentvariable z mufl unkorreliert mit der Mefifehlervariablen
(Uberlagerung) u sein.

Eigenschaft (E3) Die Instrumentvariable z mufl unkorreliert sein mit dem Gleichungs-
fehler 7.

Wir verwenden als IV-Schétzer fiir 8 die Form

ATV CO/U[Z?J] _ Yoz — 2y — 7) i
C D D (T ) B (12-1)

die dem "Within”-Schiitzer nachempfunden ist.%

Dieser Schétzer ist unter den Voraussetzungen (E1) bis (E3) konsistent: Es gilt (bei ad-
ditiver Uberlagerung)
covlz, y] covlz,z| B + cov|z,n]

limglV = == d
plim 5 cov[z, x4 covlz,z] + cov|z,u]

84Giehe beispielsweise Carroll et al (2006 Kapitel 6, S. 129).
8Im Fall der multiplen Regression mit insgesamt K Regressoren sowie K Instrumentvariablen lautet

der Schitzer
v

g = (ZX)”
wobei Z und X zwei (T x K)-Matrizen sind und y ein T-dimensionaler Vektor ist. Einen breiten Uberblick
iiber IV-Schétzer fiir Panelmodelle mit (additiven) Mefifehlern geben Bigrn und Krishnakumar (2008).
Den hier verwendeten Schiitzer untersuchen Sie allerdings nicht. Anderererseits analysieren sie Schitzer,
bei denen Niveaus und Diferenzen von Regressorvariablen miteinander kombiniert werden. Die Autoren
weisen darauf hin, dafl dabei allerdings wegen der geringen Korrelation zwischen Regressor und Instrument
des Problem der "weak instruments” zu beachten ist. Siehe Bigrn und Krishnakumar (2008) S. 336.

1 Z/y
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Wegen (E2) gilt cov[z,u] = 0 und wegen (E3) gilt cov[z,n] = 0. Wenn jedoch (E1) nicht
gilt und damit insbesondere cov|z,z] = 0 gilt, ergibt sich kein sinnvoller Wahrscheinlich-
keitsgrenzwert. Dariiberhinaus kann dieser Schétzer durchaus schlechtere Ergebnisse als
der naive KQ-Schitzer liefern, falls nicht alle drei Voraussetzungen erfiillt sind.36

Bei multiplikativer Uberlagerung ergibt sich ein anderer Ausdruck fiir cov|z,z% und
damit fiir den Wahrscheinlichkeitsgrenzwert von BI V. Wir geben hier zuniichst allgemein
die Kovarianz fiir die Produkte X¢ = UX und dem dem Instrument WZ an, wobei
unterstellt wird, dafl U und W stochastisch unabhéngig voneinander sowie von X und Z
sind und beide Zufallsvariable (U und V') Erwartungswert 1 haben. Dann gilt:

covlUX , WZ] = cov[X,Z] + covlU, W] (cov[X, Z] + E[X]|E[Z])

Da im Fall des IV-Schétzers X* = XU sowie W identisch 1 ist und damit cov[U, W] =0
gilt, erhalten wir bei multiplikativer Uberlagerung
covlz, y] covlz,z| B + cov|z,n]

limglV = =Z=Zd
plim 5 cov[z, x4 cov|z, z

Dieses Ergebnis suggeriert, dal die mogliche Korrelation zwischen Z und U keine Rolle
spielt! Falls jedoch z ebenfalls eine fehlerbehaftete Variable ist und der betreffende Uberla-
gerungsfehler mit dem MeB/Uberlagerungsfehler in % korreliert ist, ergibt sich ein anderes
Bild. Siehe dazu den folgenden Unterabschnitt.

In jiingerer Zeit hat vor allem der Begriff "schwacher” Instrumente eine Rolle in der wissen-
schaftlichen Diskussion gespielt.®” Fiir den hier betrachteten Fall, in dem die Inkonsistenz
der KQ-Schitzers durch die Fehler-Uberlagerung verursacht wird, bedeutet "schwach”, dafl
das Instrument z eine niedrige Korrelation mit der Regressorvariablen x aufweist.

12.2 Die verzogerte Regressorvariable als Instrument

In der Zeitreihenregression wird, falls die Regressorvariable nicht exogen ist, iiblicherweise
die verzogerte Regressorvariable als Instrumentvariable verwendet, d.h. es gilt®®

Zt = Tt—1 -
Diese Wahl ist bei fehlerbehafteten Regressoren nicht méglich; es kann nur
2 = T}y (12-2)

als Instrument verwendet werden. Der entsprechende IV-Schétzer lautet

T a _ 7
pelv = §:2(($t1 x)((yt y)) "symmetrischer IV-Schitzer”
i—o (g — x%)(xf — 2°
Tim @iy — @)@ =@ o T (et = 3 —7) (12-3)
Zthz (xfy — 2%)(2f — 2%) Zthz (zf_y — 2%)(af — 2

86Siche beispielsweise Carroll et al (2006 Kapitel 6).
87Siehe beispielsweise Bound, Jaeger und Baker (1995), Staiger und Stock (1997) sowie Stock, Wright
und Yogo (2002).

88Siche beispielsweise ****
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d.h. dieser Schitzer entspricht dem ’naiven” Schétzer Ba, nur tritt an die Stelle von
(¢ — 2%) nun (2§, — x%). Dabei werden die arithmetischen Mittel jeweils mit allen
T verfiigbaren Beobachtungen gebildet:

1< 1 &
y: ;ytaxa:T;xta (12_4)

Wegen der Verwendung identischer Mittelwerte bezeichnen wir (12-3) als "symmetrische”
Form des I'V-Schétzers.

=l

Allerdings ist diese Formulierung nicht giiltig, wenn die iibliche Konstruktion des IV-
Schétzers verwendet wird. Dann ergibt sich ein Schétzer mit Mittelwerten, die jeweils aus
T — 1 Beobachtungswerten gebildet werden. Der resultierende Schétzer lautet dann

T a —a 77
. o (zd —x -
gtV = %%—2((; 1 al))((y: yi)) "asymmetrischer IV-Schitzer” (12-5)
t=2 Ty — TP)\Ty — T3
mit
;I 1 Z 1 7
— o —a _ a a o a _
y2_T—1;yt , x‘f—T_ltz;rt_l und x%—T_ltz;:rt . (12-6)

Wegen der Verwendung unterschiedlicher Mittelwerte bezeichnen wir (12-5) als "asymme-
trische” Form des IV-Schéitzers.

Dies soll kurz erldutert werden: Wir betrachten zunéchst den allgemeinen Fall der multi-
plen Regression mit insgesamt K Regressoren sowie K Instrumentvariablen. Dann lautet
der naive IV-Schétzer v

B _ (Z’Xa)il Z/y
wobei Z und X zwei ((T'— 1) x K)-Matrizen sind und y ein (7" — 1)-dimensionaler Vektor
ist.8? Wihlt man fiir K = 2 die Matrizen Z und X2 sowie den Vektor y als

1 x5 1 zf Y2
1 x5 1 a5 Y3
X? = , L= Y = )
12, L xp_, Yr—1
1 LL’% 1 ‘T%—l yr

so lautet der Schétzer
ZtT=2 (1'?—1 - (ﬁ stzz 95?—1)) (yt - (ﬁ ZZ:Q ys))
Yo (93?71 - (ﬁ Y, 33?4)) <$? - (ﬁ Y, 93?))

und das entspricht der oben verwendeten Definition des Schétzers. Im folgenden werden
wir stets die “asymmetrische” Form betrachten, sofern nichts anderes vermerkt wird.”

Ba,IV —

89Giehe beispielsweise ******,
9Vor allem bei der Ableitung der Erwartungswerte der Stichprobenfunktionen C' und C, in Abschnitt
12.3 spielt dies eine Rolle. Die Ableitung fiir die symmetrische Form wird in einem Appendix dargestellt.

Siehe Abschnitt C.
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In Abschnitt 10.6.3 wurde der Panelschétzer ("Within”-Schétzer) in Matrizenschreibweise
vorgestellt (siehe (10-61):

Bw = (g X' (i) (IT - %’/T "/T> X<i>> " gX’@') <IT - ;w%) y (i) -

Der dazu korrespondierende "naive” Panelschétzer bei Verwendung fehleriiberlagerter (bzw.
anonymisierter) Daten lautet

n -1y
R 1 1
@ aly; / a/; al;: / a;:
By = (2_) x¥(i) (T - gorep) X <z>> S x0) (1 = perr) ¥
wobei y (i) an die Stelle von y?(i) tritt, sofern nur die Regressoren iiberlagert werden.

Anhand dieser Formel 148t sich nun auch der obige IV-Schétzer auf den Fall von Paneldaten
erweitern. Dafiir betrachten wir zunéchst fiir jedes i die ((T' — 1) x K)-Matrizen X?(i) ,
Z(i) sowie den (T —1)-dimensionalen Vektor y (i) und schreiben dann den "naiven” Panel-
IV-Schétzer als

N LN
Bp = (Z 7/ (i) <1T_1 - Tl—l LT_”’T_I) xa<i>> > Z/) <IT_1 - Tl_le_u/T_1> y (i) -
= = (12-7)

Fiir den Fall K = 1 (nur ein Regressor und kein (!) Absolutglied) 148t sich dafiir explizit
schreiben

Li2 i1 Yi2
i3 i Yi3
X(i) = , L) = : ;¥ = :
T4 x?,TfQ Yi, T—1
Tip Tip_4 Yi,r

und als Schéitzer erhalten wir

N T 1 T 1 T
sa IV D1 Do (mﬁt—l - (ﬁ > 52 95%—1)) (yit - (ﬁ P yis))

a,
b = ;
ZZ‘JL ZtT:Q (xg,t—l - (ﬁ ZST:Q $?,s—1))) (55?1& - (ﬁ ZZ:Z x?s))

(12-8)
wobei sich auch hier die "asymmetrische” Formulierung ergibt. Dabei wird hier unterstellt,
da nur der Regressor x iiberlagert wird, wiahrend y fehlerfrei beobachtet wird. Andernfalls
tritt y§; an die Stelle von y;;.

12.2.1 Additive Uberlagerung;:
Im Fall der additiven Uberlagerung gilt z = x} 1 = x4—1 + w—1. Fir die Kovarianz
zwischen Instrument und Regressor gilt dann

cov[ X7, X =cov[ Xy + Uy, Xom1 +Uiq] = cov[ Xy, Xy—1] + cov|Uy, Up—1]
Auflerdem ergibt sich fiir U; identisch 1

cov[ Xy, Xi ]| = cov[ Xy, Xy1Ui—1] = cov[Xy, Xy—1] + 0 ,
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so daf} im additiven Fall fiir den Wahrscheinlichkeitsgrenzwert gilt:

A covlz, y]
1 a, IV
plim 5 cov|z, x4

covlz,x]B + covlz,n]
cov|z, 2]

cov[ Xy, Xi—1+Us1] B + cov[Xy—1 + Us—1,1]
COU[Xt + Ut y Xt—l + Ut—l]

cov[ Xy, Xy 1] B + cov[Xi—1 4+ Ui—1, 1]
CO’U[Xt,Xt_l] + COU[Ut, Ut—l]

cov[ Xy, Xio1]B + cov[Xi—1,n] + cov[Ui—1, 7]
cov[ Xy, Xi—1] + covUs, Up—1]

Konsistenz ergibt sich also nur fiir den Fall, dafl
covlU,Upi—1] = 0

sowie
cov[Up—1,n =0 und cov[X;—1,n =0

gilt, wobei die beiden letzten Eigenschaften ’harmlos’ sind und insbesondere die letzte
Bedingung gilt, sofern der Regressor streng exogen ist.

12.2.2 Multiplikative Uberlagerung:

Im Fall der multiplikativen Uberlagerung gilt in diesem Fall z; = x| = xp—1u—1. Fiir die
Kovarianz zwischen Instrument und Regressor gilt dann

cov[ X7, Xit 1] = cov|Up Xy, U1 Xi—1] = cov[ Xy, Xy—1]+cov[Us, Up—1] (cov[ Xy, Xi—1] + E[ X E[X—1]) -
AuBlerdem ergibt sich fiir U; identisch 1

cov[ Xy, X{ ] = cov[ Xy, U1 Xp—1] = cov[Xy, Xy—1] + 0
so daf} fiir den Wahrscheinlichkeitsgrenzwert gilt:

i BTV cov|z,y]
plim cov|z, x4

covlz,x]B + covlz,n]
cov|z, x?]

cov[Up Xy, Up—1X4—1] B + covlz,n]
COU[UtXt, Utletfl]

cov[ Xy, Xe—1] B + + cov[ X1 + Ui, 1]
cov[ Xy, Xi—1] + cov[Up, Up—1] (cov[ Xy, Xi—1] + E[X¢E[Xi-1])

cov[ Xy, Xe—1] B + cov[Xi—1,n] + cov[Ui—1, 7]
cov[ Xy, Xi—1] + cov[Us, Up—1] (cov[ Xy, Xi—1] + E[ Xt E[X—1])
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Konsistenz ergibt sich also — genau wie im additiven Fall — nur dann, wenn
covlUy, Ui—1] = 0

sowie
cov[lUi—1,n] =0 und cov[X;—1,n =0

gilt, wobei die beiden letzten Eigenschaften "harmlos’ sind und insbesondere die letzte
Bedingung gilt, sofern der Regressor streng exogen ist.

12.2.3 Multiplikative Uberlagerung mit Faktorstruktur:

Da im Hohne-Fall ebenfalls
cov[ Xy, Ui—1Xi—1] = cov[Xy, Xi_q]

gilt (siehe (11-26), gelten die Ausfithrungen fiir die allgemeine Uberlagerung ebenso in
diesem Fall, mit dem Unterschied, daf} fiir die Hohne-Uberlagerung die Bedingung

cov[Uy,Up—1] = 0

nicht erfiillt ist und damit die Konsistenz des IV-Schétzers in diesem Fall (zumindest fiir
verzogerte Variable X{* ;| als Instrument) ausgeschlossen ist .

12.2.4 Uberpriifung der Eigenschaften (E1), (E2) und (E3)

(E1) Wir priifen nun, ob die Eigenschaft (E1) fiir das durch (12-2) definierten Instrument
gegeben ist, d.h. ob z; = z{_; und z; (also nicht z{) miteinander korreliert sind.

1. Fiir die Korrelation zwischen z; und z; = x¢ ;| erhalten wir im additiven Fall

Y0

a —
R e

2. Im multiplikativen Fall ergibt sich
70

et ()

3. SchlieBlich erhalten wir fiir die Hohne-Uberlagerung (siehe (11-25)

corr[ X, X0yl =

Yo

\/70 <70 + (6% + 02) <70 + (&)2»

In allen drei Féllen wird die Korrelation p der Originalvariablen zwar gedampft, doch
ist vor allem bei starker positiver Korrelation die Eigenschaft (E1) sicher gegeben.

corr[ Xy, Xt 4] =
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(E2) Als nichstes priifen wir, ob die Eigenschaft (E2) gegeben ist, d.h. ob Instrument
z = z¢ ; und Uberlagerungsvariable u; unkorreliert sind. Es ist unmittelbar ein-
sichtig, dal dies gegeben ist, solange u; und wu;_1 keine Korrelation miteinander
aufweisen, also im Fall der additiven wie auch im Fall der ”allgemeinen” multiplika-
tiven Uberlagerung. Dagegen kann im Fall der Hohne-Uberlagerung das Instrument
nicht durch (12-2) gegeben sein!!

Alternativ bietet sich im Fall der additiven Héhne-Uberlagerung, die in (10-4)
beschrieben wird, das Instrument

a a
Zt = Ty — XTp_g = Xp1 — Tt—2 + €1 — Et—2 (12—9)

an, da durch die Differenzenbildung der Faktor D eliminiert wird und geméfi Annah-
me g, T > 0, mit u; unkorreliert ist. Allerdings "leidet” darunter die Forderung,
dafl Instrumentvariable und Regressorvariable hohe Korrelation aufweisen sollen.
Denn es ergibt sich”!

COU[.%?_l - x?—Qv x?] = p(l - p) O—g )

sowie
covlzf | — x5, m) = p(l—po;

d.h. die Kovarianzes des Instrumentes (sowohl mit dem fehlerbehafteten als auch
mit dem wahren Regressor) tendiert gegen Null, wenn p positiv ist (das ist der
okonomisch relevante Fall !) und gegen +1 strebt! Sie hat ein (lokales) Maximum bei
p = +0.50 und steigt fiir negatives p monoton an.

Fiir den Fall der multiplikativen Hohne-Uberlagerung (siche (10-10)) scheint
dagegen kein Instrument zu existieren, das die Forderung (E2) erfiillt. Denn auch ei-
ne multiplikative Verkniipfung von xf_; und x{_, beispielsweise in Form eines Bruchs
eliminiert den problematischen Faktor D nur unvollkommen. Siehe dazu die Diskus-
sion in Abschnitt 8.

Im Fall der Anonymisierung (aber nicht im "normalen” Okonometriebetrieb) bie-
tet sich schlieBlich noch an, eine "zweite” fehlerbehaftete Variable z; = ¥ zu erzeugen,
die hoch mit der durch Hohne-Uberlagerung erzeugten Variablen z¢ korreliert ist."?
Sei beispielsweise

{L’? = Tt Wt

wobei w; eine Zufallsvariable mit Erwartungswert 1 und Varianz o2 ist, die mit allen
anderen Fehlervariablen unkorreliert ist. Dann ergibt sich fiir multiplikativ Hohne-
iberlagertes ¢ = (1 4+ p D + ;) x; die Kovarianz

covlzl, 2] = cov[(1+ pD + &), 20w

= cov[zie, T wy]
2

= UI

91Fiir die Kovarianz ergibt sich im Einzelnen

cov[(xi—1 — Te—2) + (ge-1 — €1-2)) , Tt + pD + &
cov[rs, xe—1] — cov[rt, Ti—2]
p(1—p)oz

cov[zi_1 — x{_o, T¢]

9Diesen Hinweis verdanke ich Martin Rosemann. Allerdings haben auch Lechner und Pohlmeier (2003)
diese Idee bereits im Zusammenhang mit der Verwendung anonymisierter Daten in der Schéitzung 6kono-
metrischer Modelle erwihnt /realisiert.
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wobei die Formel fiir die Kovarianz von Produkten von Zufallsvariablen aus Ab-
schnitt 12.1 verwendet wurde. Offensichtlich ist diese Instrument ein ”starkes”, denn
die Korrelation zwischen z¢ und x? wird nur durch die Fehlervarianzen der beiden
Uberlagerungen reduziert! Genauer: Fiir die Korrelation ergibt sich

2
corr|xy , acg] = Oz

V(@2 + (02 +02) (03 +13)) (0F + 0, (0F + 113))

Etwas ausfiihrlicher geht Abschnitt 12.6 auf diesen Ansatz ein.

(E3) SchlieBlich ist noch die Eigenschaft (E3) fiir das Instrument z; = z{_; zu iiberprii-
fen. Da x;—1 im Verhéltnis zum Gleichungsfehler 7, eine vorherbestimmte Variable
ist und u;—1 gemédB Annahme (bzw. im Fall der Anonymisierung gemifl Konstrukti-
on) mit dem Gleichungsfehler unkorreliert ist, ist die Eigenschaft (E3) in allen drei
Fillen (additive, allgemeine multiplikative und multiplikative Hohne-Uberlagerung)
gegeben.

12.3 Schitzung der Autokovarianz bei additiver und multiplikativer Uber-
lagerung

12.3.1 Allgemeine Bemerkungen

Wenn der im vorhergehenden Unterabschnitt betrachtete IV-Schéitzer B“’I V' in der asym-
metrischen Form (siche (12-3))% verwendet wird, dann wird ein kleines T' ebenfalls
Auswirkungen haben. Allerdings miissen wir jetzt anstelle der Varianzen S? und S2 die
(Auto-)Kovarianzen

Q
I

“

| =
M=

(Xi — Xo)(Xi-1 — X1) (12-10)
=2
sowie
1 & — —
Co = o YK, - XD (1211
=2
mit

1 & 1 &
X{=—— X1, Xo=—— X
1 T—ltZ:; t—1 5 2 T—].tZ:; t

(und entsprechend fiir X und 7) verwenden, denn fiir den "naiven” IV-Schitzer a8t sich
schreiben:

v _ T S (K =X, XD 5 (X - X — 7))
T L, (XP—Xo) (X, - X)) (X - XX~ X))
(12-12)

93Die entsprechenden Ergebnisse fiir die symmetrische Form des IV-Schiitzers werden in Abschnitt ??
behandelt. Eine ausfiihrliche Analyse verschiedener Varianten, die hier als "symmetrisch” bzw. "asymme-
trisch” bezeichnet werden, findet sich beispielsweise bei Anderson (1971) Abschnitt 8.2.1.
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Man beachte, da3 der Wahrscheinlichkeitsgrenzwert von

> (Xpy — X1) (e — 7)o
> (X - XDXP — X3)

gleich Null ist. Ferner kann man ausnutzen, daf
cov[ Xy, X1l = cov[Xy, Xiq]

sowohl im additiven als auch im multiplikativen Fall gilt®* und somit C anstelle der em-
pirischen Kovarianz
a

T
1 — _
71 Z (X — Xo)(X{y — X7)

=2

als Schétzer sinnvoll ist. Somit ergibt sich, dafl

- C
. a7IV _ . _
plim/j = phm—ca 6= Gl

Im folgendes wird zunéchst die Schétzfunktion C' und dann die Schéitzfunktion C, bei
additiver, multiplikativer und Hohne-Uberlagerung untersucht.

12.3.2 Die Schitzfunktion C bei kleinem T
Ahnlich dem Vorgehen in Abschnitt 11.2.2 schreiben wir die Schitzfunktion als
C = #1 S(Xi—ptp—Xo)(Xp1 — p+p— X1)

= 7 Y (K= ) (Xemr =) + 7y iy (K2 = ) (X — pr)
— e Y (X - (X —p) — g S (Xem — ) (X2 — p)

= ﬁ Zthz (Xt — ) (X1 —p) + ﬁ (ZST:Q Z:{/:z (Xs — ) (X1 — p)
i S S (X - ) (Xeer — ) — gty S Sy (K — i) (X — )

= ﬁ ZtT:Q (Xt — ) (X1 — 1) — ﬁ (ZST:Q E;F/:z (Xs — p) (X1 — )

Erwartungswertbildung ergibt fiir den ersten Summanden

Bl Yl (X — (X —p)] = m

fiir den zweiten Summanden (siche dazu auch Abschnitt 11.2.2) erhalten wir?

Bl (1 S0, (X, — ) (Xe 1 — )]

2
= (7)) (T =200 +2{(T = Dm + (T =3+ ...+ 3174+ 2975+ 772} + 77-1]

94 Siehe dazu die folgenden Ausfithrungen in diesem Unterabschnitt.
9 Die Ergebnisse lassen sich am leichtestens verifizieren, wenn man (hier beispielsweise fiir den dritten
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Damit erhalten wir fiir den Erwartungswert der Schitzfunktion C'

EC] = m - (. T) (12-13)
mit
T-2 1 =
C(‘%T) = (T — 1*)2 Yo + m (2 Z (T —k— 1) Yk + 7T1> . (12—14)
k=1

Eine Aussage iiber die Richtung der Verzerrung fiir kleines T' 143t sich direkt fiir positive
Autokorrelation treffen:

E[C] < m fallsy, > Ofirk=1,2,...,7 —1, (12-15)

d.h. die Autokovarianz +; wird durch C unterschétzt, falls alle Autokorrelationen positiv
sind.

Speziell fiir den Fall, dal keine Autokorrelation vorliegt (v, = 0 fiir 7 > 0) ergibt sich
demnach T 9

EC] = ———= <0
und demnach wird der wahre Autokorrelationskoeffizient 7; (= 0) fir endliches (und
insbesondere fiir "kleines”) T' unterschitzt.”6

Fiir den Spezialfall des AR(1)-Prozesses mit Parameter o ergibt sich fiir die Biasfunktion

T-2

7o k T-1
T) = ——— [T-2+2> (T-k-1
C(v0,0,T) 17 + k:l( )"+ o

Die Tabelle 12.7 zeigt ausgewéhlte Werte fiir diese Biasfunktion ((v9,0,T) fir vo = 1.
Man erkennt, dal nur fiir extrem grofies negatives ¢ die Verzerrung positiv ist. Uberdies
ist die Verzerrungen fiir negatives p deutlich geringer.

Ferner wird aus der Tabelle deutlich, dal die durch C geschétzte Autokovarianz v vor
allem fiir kleines T" sehr grofle Verzerrungen aufweist: Beispielsweise lautet fiir 7' =5 und

Summanden) die folgende Tabelle bildet:

Ll l s l

|
([ [ 2[5 [4][5 [ [7Ts[7T [T 1]T]

1 " Y2 Y3 Y4 coo | YT—a | YT-3 | YT-2 | YT-1
2 Yo Y1 Y2 Y3 coo | YT=5 | YT—4 | YT=3 | YT-2
3 al1 Yo T Yo oo | Yr=6 | YT=5 | YT—4 | YT—3
4 Y2 ! Yo 9! coo | yYr=7 | YT=6 | YT-5 | YT-14
S/
T—4 | yr—a | y—5 | Y7—6 | Y7=7 | --- Y1 Y2 3 Ya
T-3||vr-s | vyr-6 | Y7-7 | Y78 | --- Yo it Y2 V3
T—-2|vr-a |vr-5 | YT—6 | YT-7 | --- " Yo k! Y2
T—1| vyr—3 | yr=a | Y7—5 | Y7—6 | - -- Y2 Y1 Yo Y1

Die Tabelle zeigt, dafl beispielsweise 7o insgesamt (T' — 2)—mal auftaucht, dal v1 (7" — 3)—mal unterhalb
der Diagonalen und (7' —1)—mal oberhalb der Diagonalen, insgesamt als 2(7" — 2)-mal auftaucht, schliefflich
dal yr—3 ein und drei mal, insgesamt also vier mal in der Tabelle vorhanden ist.

9Dieses Ergebnis ist seit langem bekannt; siche beispielsweise Anderson (1971) S. 448.
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Tabelle 12.7: Werte der Biasfunktion (7o, ¢, T") fiir AR(1)-Proze8.

Anzahl Wellen (T)

p 3 4 5 10 30 50 100 500

-0.90000 | 0.00250 | -0.07878 | 0.00238 | -0.00274 | 0.00119 | 0.00086 | 0.00048 | 0.00010
-0.50000 || 0.06250 | 0.04167 | 0.05078 | 0.03016 | 0.01083 | 0.00657 | 0.00331 | 0.00067
-0.10000 || 0.20250 | 0.17989 | 0.15238 | 0.08060 | 0.02722 | 0.01635 | 0.00818 | 0.00164

0.00000 || 0.25000 | 0.22222 | 0.18750 | 0.09877 | 0.03329 | 0.01999 | 0.01000 | 0.00200

0.10000 || 0.30250 | 0.26900 | 0.22763 | 0.12041 | 0.04066 | 0.02442 | 0.01222 | 0.00244
0.50000 || 0.56250 | 0.51389 | 0.45703 | 0.27173 | 0.09750 | 0.05914 | 0.02979 | 0.00599
0.90000 [| 0.90250 | 0.88322 | 0.85963 | 0.74226 | 0.45009 | 0.31280 | 0.17345 | 0.03735

Hinweis: o2 = 1 — p? und damit vp = 1 sowie 71 = p fiir jedes p.

p = 0.5 der wahre Wert v; = ygp = 0.50. Die ausgewiesene Verzerrung in der Tabelle zeigt
dann, daf sich fiir den Erwartungswert

E[C] = 0.50 — 0.45703 = 0.04297

ergibt!

12.3.3 Die Schiitzfunktion C, bei kleinem 7: Additive Uberlagerung

Wir schreiben die asymmetrische Form der Schétzfunktion C, als
Co = 79 S0 (Xe+ U — Xo = Un)(Xyo1 + Uy — X1 — Uy)
wobei unterstellt wird, da X durch additive Uberlagerung generiert wird.

Erwartungswertbildung ergibt wegen der Unabhéngigkeit von X; und Ug fiir alle ¢ und s:

T T
B = Blp—y 300 = X)X = X0 + Bl 30— Ua(lies ~ T)
= E[C] - (TT__12)203 (siehe (12-13))
= (0D - et (12-16)

wobei in der zweiten Zeile ausgenutzt wurde, daf?”

B[t Sl ~U2)(Ur 1 - T)
= Pl S (0 (S th) (- (e ST t))
= B[rk £L, U] - Bl £, T1, U0

— T-2 2
=0 = @apa

97Sowohl Hans Schneeweiff als auch Andy Tremayne haben - zeitgleich - auf das bisher verwendete
fehlerhafte Ergebnis hingewiesen, wonach der folgende Erwartungswert gleich Null sein soll!
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gilt. Demnach ist der Erwartungswert von Cy bei additiver Uberlagerung und T > 3 stets
kleiner als der Erwartungswert von C. Damit ist klar, dafl der "naive” IV-Schétzer bei
additiver Uberlagerung nicht konsistent ist. Siehe dazu im Einzelnen Abschnitt 12.4.

Speziell fiir den Fall, daf§ keine Autokorrelation vorliegt, gilt

T -2
) (’)’0—1-03) < 0

E[Cq] (T—ﬁ

und demnach wird der wahre Autokorrelationskoeffizient v, (= 0) stérker als im Fall der
Originaldaten (siehe Abschnitt 12.3.2) unterschitzt.

12.3.4 Die Schiitzfunktion C, bei kleinem T: Multiplikative Uberlagerung

Im Fall der "allgemeinen” multiplikativen Uberlagerung schreiben wir die asymmetrische
Form der Schétzfunktion als

C‘l = ﬁ ZtT:2 (XtUt - ﬁ Zzzz XSUS)(Xt—lUt—l - ﬁ 2522 Xs—lUs—l)
= 7 S (XU — pt i — iy Yy XU (XeaUsot — g4 = 7 S0y X 1Us 1)
= 77 S (XeUr — i) (Xe—1 Uit — pig)

(TE1)2 Yooy Yobmy (XUs = pa)(Xg—1Ug—1 — pi)

Erwartungswertbildung fiir die zwei Summanden ergibt folgendes: Fiir den ersten Sum-
manden erhalten wir wegen (11-16)

Z (XeUp — pg) (X1 Up— 1-%)] = cov[X{, Xi 4] = cov[Xy, Xy 1] = m
—

Fiir den zweiten Summanden ergibt sich

b [(T—ll)Q Sy Sty (X Us — ) (X1 Uy 1 — Mx))
= T Yo var[X U] + S0y Sdg g cov[XsUs, Xy U '_1)
ﬁ 23;21 Uar[XSUS] + 2522 25:2,37&5/ COU[X&XS’—l)

wobei das Ergebnis in der dritten Zeile wieder ausnutzt, dafl bei allgemeiner multiplikativer
Uberlagerung
cov[XUg, XgUg] = cov[ Xy, Xy] falls s # 8

gilt. Siehe (11-16). Damit erhalten wir
(T— 1)2 Zs 2 Z 2(XsUs = i) (X1 Uy 1 — ,Umc):|

2
= ($:1%2 Yo + 012/, (70 + </f)p> )) + (T— 1)2 <2 Z (T_ k— 1) Ve + fYT—l)

|
N
SN

T
= Tz |9

1
Po 2
Y0 + < ) + ('11::12)2’70 + (T— 1 (2 Z (T k_l)’Yk + yr— 1>
) )

1
Nl
Al

[\
Q
<A
3
+
N
)
o
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Diese Einzelergebnisse lassen sich wie folgt zusammenfassen: Fiir den Erwartungswert der
asymmetrischen Form von C, gilt bei allgemeiner multiplikativer Uberlagerung

2
E[Cy] = m1 — {(7,1:__12)2 (05 (’yo + (1p_0p> >> + C(’Y,T)} , (12-17)

wobei ((7,T) durch (12-14) gegeben ist.

12.3.5 Die Schiitzfunktion C, bei kleinem 7: Multiplikative Uberlagerung mit
Faktorstruktur

Die Abschnitt 12.3.4 entsprechende Analyse fiir den Hohnefall hat zu beachten, dafl die
(Auto-)Kovarianzen der iiberlagerten Variablen nicht gleich den (Auto-)Kovarianzen der
Originalvariabeln sind. Siehe dazu auch die Ableitung des Erwartungswertes von S? in Ab-
schnitt 11.4.3; auf die Ergebnisse jenes Abschnittes werden wir uns im Folgenden beziehen,
insbesondere wird die in (11-32) definierte Autokovarianz

2 2
Wy = cov[X{, X8 =50 p' 7 + 6 {(1 to4.. o 1/)_70[) + ptt=2) (70 + < i ) ) }
eine Rolle spielen. Man beachte, da diese "Pseudo”Autokovarianz vom Uberlagerungs-

Parameter 62 abhingt.

Wir starten wieder von der Zerlegung der Schétzfunktion C, in zwei Summanden
Co = ﬁ ZtT:2 (XeUp — pz) (Xe—1Up—1 — piz)

(Tfll)Q Sy by (X Us = ) (X1 Uy -1 — i)

(siehe Abschnitt 12.3.4) und bestimmen nun die Erwartungswerte der einzelnen Summan-
den unter Beachtung der Hohne-Spezifikation X' = (14 6D + &) X;.

Fiir den ersten Summanden erhalten wir wegen (11-32)

T
1
— Z (XeUs — pg) (Xe—1Upq — Mm)] = cov[X{, X{ 4] = ’Y{{

E
T-1 P

Fiir den zweiten Summanden ergibt sich?

B [t S St (Xl = 1) (XU = )|
= (T,ll)2 Zz:_Ql UCZT[XSUS] + 2522 252275765/ COU[XSUS,XS/,1U5/,1

2
- Po
- %+<52+az>(%+(1_p) ))
1

2(T — 2)v{ +2(T = 3)y3" + ...+ 6vp_y + 4703+ 277 o + 7%{—1)

a1y |

9®Bei der Bestimmung der Kovarianzen gilt das Schema aus Fufinote 95.
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Die Einzelergebnisse lassen sich wie folgt zusammenfassen: Fiir den Erwartungswert von C,
(asymmetrische Form) gilt bei multiplikativer Hohne-Uberlagerung (Multiplikative Uber-
lagerung mit Faktorstruktur)

2
Bed = o - {(f_‘f) ((52+03)<70+<1Tp)>>+CH(‘/H752,T)}

(12-18)
wobei ¢ (v 6%, T) durch
T—2
¢T(y",6%,T) = T-12 Y0 (12-19)

1 \2
+ (T—l) [2{(T =2y + (T = 3) v + ... +3 vy +2- s+ o} + 4]

gegeben ist. Dabei deutet das Argument §2 in dieser Funktion darauf hin, da die Bias-
funktion iiber v von diesem Parameter abhéingt.

Zwar erscheint auf den ersten Blick die Struktur dieses Erwartungswertes grofie Ahnlichkeit
mit dem Erwartungswert im Fall der allgemeinen multiplikativen Uberlagerung zu haben,
doch ergeben sich bei ndherem Hinsehen deutliche Unterschiede.

e Da fiir 7' — oo der zweite und dritte Term in (12-18) verschwinden, strebt der IV-
Schitzer im Hohnefall gegen v# # +; und ist deshalb nicht konsistenter Schitzer
der Autokovarianz.

e Fiir den Fall p = 0 gilt
’y,f = 52g3 , k=1,2,... |
d.h. die Pseudo-Auto-Kovarianzen 7,? verschwinden auch fiir ¢ = 0 nicht.

e Fiir kleines T ist die Beschreibung der Verzerrung kompliziert. Siehe jedoch die
Simulationsergebnisse fiir diese Anonymisierungsvariante in Abschnitt 12.5.3.

12.4 Relevanz fiir den I'V-Schitzer
12.4.1 Allgemeine Ausfiihrungen

Entsprechend den Ergebnissen fiir den naiven Panelschétzer B“}V in Abschnitt 11.7 lassen
sich die vorhergehenden Ergebnisse fiir den Erwartungswert der Schatzfunktionen C' und
C, fiir die Ableitung der Wahrscheilichkeitsgrenzwerte des IV-Schétzers nutzen, der bei
Verwendung des verzogerten Regressors als Instrument geméf (12-5) durch

Badv = 2o (@i — T (Y — U
> (@f g — T))(af — T5)

_ Do (i — 7)) (2 — @) 3+ 2o (afy — ) (e — Ma)

> (@f g — T7)(af — 75) > (@f g — Tp)(af — 75)

gegeben ist, wenn die "asymmetrische Form” des Schétzers verwendet wird.
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Wir betrachten nun die Erweiterung des “asymmetrischen” Schétzers fiir den Panelfall.
Dann lautet der obige Schétzer wie folgt (siehe (12-7) und (12-8)):

= (é Z' (i) <1T_1 — T1—1 Lr_1 L’T_1> Xa(i>> N ézl(i) (IT_1 - ﬁLT—l I/T_l) y (i) -

(12-20)

bzw. fiir den Fall K = 2 (nur ein Regressor sowie Absolutglied)

N T 1 T
doiml Dt=2 (xg,t—l - (ﬁ > s=2 x%—l)) (yzt (T T 2us= 2%5))

B?D,IV _
N T a T a
Doim1 D=2 (“‘i,tq - (ﬁ > s=2 xi,sfl>)) (53 (T s= 2 zs))
B Zz]\il EZ:Q (x?,tfl - ﬁid) (yit - )
Zi]\;l Zthz (x?,t—l - Fz‘o1)) (2 — Tie2)
(12-21)
mit
_ 1 _
Xzol < _1Z‘th 1) ’ 102_<T_12xg,t> y Yier = ( _1Zyzt 1)
t=2

Fiir den Wahrscheinlichkeitsgrenzwert dieser Schitzfunktion (mit N — oo sowie T fest)
ergibt sich

plim ﬁa VA plimﬁ Do % > (2,1 — Tie1) (Wit — Tie2)
plim >3, >, (@1 — Ty (afy — f?.2)
thﬁ Dot % i@l — The) (@it — Tie2)

- ’ — B
. a —_
phmﬁZt %Zz (xﬁt—l - Xiol)(x?t B l‘?OZ)
plimﬁ Do % > (iﬂﬁtfl — TH1) (Mt — Tie2)
phmﬁ Et % Zz (.%'thl - f?01)('7"?15 - ffi102)
B plim == Y, & 0 (Tit—1 — Tie1)(Tit — Tie2) 3
- . 1 1 — —
plim 727 > v 22 (2, — Tia) (2 — Ty (12-22)

plim C

plimC|,

plim C

plimCj,

mit C und C, aus (12-10) und (12-11).

Bei dieser Ableitung werden zunéchst die Unkorreliertheit von X;; und 7;; sowie die bereits
weiter oben verwendete Gleichheit der Kovarianz von X7 ; und X; mit der Kovarianz von
Xi,t—l mit Xit7 also

thiz Z o1 X)) (Xt — Xie) = phmTl—lzt: %Z(Xi,tfl — Xio)(Xit — Xio)
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benutzt. Sodann betrachten wir das arithmetische Mittel der N individuellen empirischen
Autokovarianzen:

und

Wegen der angenommenen identischen Verteilung {iber alle N Unternehmen gilt jedoch
E[C] = E[C] sowie E[C,] = E[C,] und damit selbstverstindlich auch plimC = plim C
bzw. plim C, = plim C,. Schlielich konvergieren die beiden Schétzfunktionen C' und C,
im quadratischen Mittel gegen die jeweiligen Erwartungswerte.

Wir benutzen nun die Ergebnisse aus den Abschnitten 12.3.2, 12.3.3 , 12.3.4 sowie 12.3.5,
um fiir additive und multiplikative Uberlagerung die Wahrscheinlichkeitsgrenzwerte des
"asymmetrischen” Panel-IV-Schétzers (12-28) zu bestimmen.

12.4.2 Additive Uberlagerung

Da im Fall der additiven Uberlagerung die beiden Erwartungswerte mit dem Bias ((v,T)
fiir kleines T' behaftet sind, und E[C,] ferner eine weitere Verzerrung aufweist, die von T'
sowie der Uberlagerungsvarianz o2 abhingt, ergibt sich in diesem Fall fiir den Panel-IV-
Schétzer (12-21)

phm]\[_>00 A;},IV _ {’71 - C(’YJT) } ,8 7& 6 (12_23)

N = (g os + ()

T -2 1 =
T = ———— — [ 2 T—-k—-1 -
((~.T) TR T T < ;( ) + T 1)
Siehe (12-13) und (12-14). Dabei nimmt die Biasfunktion ¢ fiir positive Autokorrela-
tion stets nur negative Werte an und verschwindet fiir 7" — oo.

Demnach ist der IV-Panelschétzer bei additiver Fehleriiberlagerung nicht konsistent, sofern
die verzogerte, ebenfalls fehleriiberlagerte Regressorvariable verwendet wird. Fiir grofles
T (dh. {(v,T) — oo) ergibt sich eine Uberschiitzung des wahren Parameter-Wertes.
Dagegen ist fiir kleines T keine eindeutige Aussage iiber die Richtung der Verzerrung
moglich.

Die Konsistenz ist gegeben, sofern keine Fehleriiberlagerung besteht und damit o2 = 0
gilt. Unerheblich ist dabei, die grofl der Wert der Biasfunktion ( ist ! Allerdings ist die

durch den Ausdruck
T-2

verursachte Verzerrung nicht besonders folgenreich: Selbst fiir einen so kleinen Wert wie
T = 4 ergibt sich 2/902 = 0.222 - 62 und fiir T = 10 erhalten wir 0.098 - 02. Falls die
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Tabelle 12.8: Untersuchung der Bedingungen fiir E[C,] = 0 bei additiver Uberlagerung

Uberlagerungsvarianz (o2)
0.01 0.09 0.25 1.00 2.25 4.00

T

3 - - -

4 11 0.5701 | 0.6321 | 0.7661 - - -
5 || 0.3691 | 0.4041 | 0.4751 | 0.8341 -

6 || 0.2681 | 0.2921 | 0.3391 | 0.5671 | 0.9331 -
7 || 0.2111 | 0.2281 | 0.2641 | 0.4321 | 0.6951 -
8 || 0.1741 | 0.1881 | 0.2161 | 0.3501 | 0.5601 | 0.8031
9 || 0.1481 | 0.1601 | 0.1841 | 0.2961 | 0.4711 | 0.6781
10 || 0.1291 | 0.1391 | 0.1601 | 0.2571 | 0.4091 | 0.5911
11 || 0.1141 | 0.1231 | 0.1411 | 0.2271 | 0.3621 | 0.5261
12 || 0.1021 | 0.1111 | 0.1271 | 0.2031 | 0.3251 | 0.4751
13 || 0.0931 | 0.1001 | 0.1151 | 0.1841 | 0.2951 | 0.4341
14 || 0.0851 | 0.0921 | 0.1051 | 0.1691 | 0.2701 | 0.3991
15 || 0.0791 | 0.0851 | 0.0971 | 0.1551 | 0.2501 | 0.3701
20 || 0.0571 | 0.0611 | 0.0701 | 0.1121 | 0.1801 | 0.2711
25 || 0.0441 | 0.0481 | 0.0551 | 0.0881 | 0.1411 | 0.2141
30 || 0.0371 | 0.0391 | 0.0451 | 0.0721 | 0.1161 | 0.1771
40 | 0.0271 | 0.0291 | 0.0331 | 0.0531 | 0.0861 | 0.1311
50 || 0.0211 | 0.0231 | 0.0261 | 0.0421 | 0.0681 | 0.1041

Bemerkung: Die Werte in der Tabelle geben den
jeweiligen Wert von p an.

Uberlagerung also nicht zu grof ist, wird diese Verzerrung nicht ins Gewicht fallen. Man
vergleiche dazu die Simulationsergebnisse in Abschnitt 12.5.1.

Man beachte, dafl der Ausdruck

M- {(TT__12)203 + C(%T)}

durchaus negative Werte annehmen kann. Wenn der Audruck allerdings gleich Null ist,
ist der Wahrscheinlichkeitsgrenzwert nicht definiert. Aufferdem kann es vorkommen, dafl
E[C] > 0 und E[C,] < 0 (oder umgekehrt) gilt, wodurch sich sogar ein Vorzeichenwechsel
im Wahrscheinlichkeitsgrenzwert ergeben kann!

Schwerwiegender ist, dal der Nenner-Ausdruck

> (@t — 7)) — 75)

t

des Panel-IV-Schétzers bei bestimmten Parameter-Konsteallationen beliebig nahe bei Null
sein kann und damit - wegen der dann bestehenden Ausreifier - zu einer sehr unzuverlés-
sigen Schétzung fithren kann.?” Siehe dazu die Simulationsergebnisse in Abschnitt 12.5.1.
Tabelle 12.8 gibt einen Eindruck von denjenigen Parameter-Konstellationen, bei denen der
Nennerausdruck nahe bei Null liegt. Dazu bestimmen wir fiir ausgewdhlte Werte von T’
und verschiedene Werte von o2 diejenigen Werte von p, fiir die bei additiver Uberlagerung
E[C,] = 0 gilt.10

9 Dieses Problem des IV-Schitzers ist natiirlich in der Literatur bekannt. Siehe beispielsweise Carroll et
al (2006), S. 133 sowie Fuller(1987) S 54.
100Die Parameterwerte fiir o und go sind wie folgt: ****(nachtragen!)
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Tabelle 12.9: Die Bedingung E[C,] = 0 bei allgemeiner multiplikativer Uberlagerung

Uberlagerungsvarianz (o2)

T | 0.01 0.09 0.25 1.00 2.25 4.00

3

4 1| 0.5729 | 0.7043, 0.8669

5 || 0.3697 | 0.4116, 0.9637 | 0.5162, 0.8777

6 || 0.2683 | 0.2940, 0.9814 | 0.3493, 0.9439

7 || 0.2104 | 0.2290, 0.9885 | 0.2678, 0.9665 | 0.5075 , 0.8041

8 || 0.1732 | 0.1880 0.2183, 0.9775 | 0.3795 , 0.8884

9 | 0.1474 | 0.1597 0.1847, 0.9838 | 0.3113 , 0.9243

10 || 0.1283 | 0.1389 0.1603, 0.9877 | 0.2659 , 0.9447 | 0.4855, 0.8275

11 || 0.1137 | 0.1230 0.1417 0.2328 , 0.9576 | 0.4064, 0.8799

12 || 0.1021 | 0.1104 0.1271 0.2075 , 0.9663 | 0.3544, 0.9094

13 || 0.0926 | 0.1001 0.1152 0.1873 , 0.9726 | 0.3159, 0.9285 | 0.5452, 0.8159
14 || 0.0848 | 0.0916 0.1054 0.1708 , 0.9773 | 0.2857, 0.9419 | 0.4730, 0.8648
15 || 0.0782 | 0.0845 0.0971 0.1571, 0.9808 | 0.2612, 0.9517 | 0.4237, 0.8935
20 || 0.0563 | 0.0608 0.0698 0.1123 0.1843, 0.9765 | 0.2890, 0.9533
25 || 0.0440 | 0.0475 0.0546 0.0875 0.1431, 0.9861 | 0.2222, 0.9733
30 || 0.0362 | 0.0390 0.0448 0.0718 0.1170, 0.9908 | 0.1811, 0.9826
40 || 0.0266 | 0.0288 0.0330 0.0528 0.0859, 0.9951 | 0.1326, 0.9910
50 || 0.0211 | 0.0228 0.0261 0.0418 0.0679, 0.9970 | 0.1047, 0.9945

Bemerkung: 0. = 1,00 =0
Die Werte in der Tabelle geben den (die) jeweiligen Wert(e) von o an.
In den leeren Feldern existiert kein ge{—1, +1}.

12.4.3 Allgemeine multiplikative Uberlagerung

Im Fall der ”allgemeinen” multiplikativen Uberlagerung erhalten wir als Wahrscheinlich-
keitsgrenzwert fiir den Panel-IV-Schétzer (12-21)

~a, IV mn — ¢, T)

plimy o By = 5 I6]
_ £0
" T) - ( <70 () ))

mit (v, T) aus (12-14). Siehe (12-17). Dabei nimmt die Biasfunktion ¢ fiir positive Auto-
korrelation stets nur positive Werte an und verschwindet fiir T' — oo.

(12-24)

Die fiir den Fall der additiven Uberlagerung geschilderten Probleme, die sich fiir den Fall,
daB der Nenner von (12-24) (annihernd) gleich Null ist, gelten natiirlich auch hier. In
Tabelle 12.9 werden fiir ausgwihlte Parameterwerte die krtischen Werte von ¢ angegeben.
Man beachte, daB fiir gréfere Uberlagerungsvarianz auch mehr als ein Wert “kritisch” sein
kann, wobei alle Werte im positiven Bereich liegen, aber sowohl "geringe” als auch ”starke”
Autokorrelation beschreiben.

12.4.4 Multiplikative Héhne-Uberlagerung

Im Fall der multiplikativen Hohne-Uberlagerung erhalten wir als Wahrscheinlichkeitsgrenz-



126 12 INSTRUMENTVARIABLEN-SCHATZER (IV-SCHATZER)

wert fiir den Panel-IV-Schétzer (12-21)

~ H _ rH/H T

2
ot = e = iz (64 (0 (25)))
(12-25)

mit (7 (vH, T) aus (12-19). Siehe (12-18).

Die fiir den Fall der additiven Uberlagerung geschilderten Probleme, die sich fiir den Fall,
daB der Nenner von (12-25) (anndhernd) gleich Null ist, gelten natiirlich auch hier. Dabei
ist zu beachten, dafl in diesem Fall fiir den Erwartungswert des Nenners, d.h. fiir den
Erwartungswert von Cy

e = moe o { o (e ()
— ¢y T) - % ((52—1—03) <’Yo n (1/?/))2))

gilt. Wegen ;1 = pyo ist sowohl der zweite Summand in der ersten Zeile als auch beide
Summanden in der zweiten Zeile als Bias von 7, zu interpretieren. Auch hier ist zu unter-
suchen, unter welchen Bedingungen dieser Erwartungswert gleich Null ist. Darauf gehen
wir nicht mehr im Einzelnen ein!

12.4.5 Korrektur-IV-Schiitzer bei multiplikativer Uberlagerung

Der Wahrscheinlichkeitsgrenzwert des (naiven) Panel-IV-Schétzers bei allgemeiner multi-
plikativer Uberlagerung weist dieselbe Struktur auf wie der naive Panelschitzer By - Man
vergleiche dazu (C-25) mit Formel (11-45), die hier der Einfachheit halber noch einmal
wiederholt wird:

7 — 1/}('77 T)

plimy_ . 3% = i
> Y — (. T) + (1—F)o2.

. Der entsprechende Korrekturschétzer lautete (siche (11-48))

— 52 .
ﬂ%}korr _ a - 5%
Sz — (1= 7)oz

Entsprechend konstuieren wir nun einen Korrekturschéitzer zu dem Panel-IV-Schétzer:

@m‘ o Sﬁ AIV.a
B = (12-26)

2 w
S2 4+ L (o2 Yo + Po
a T u 1_p

Das Unangenehme an diesem Vorschlag ist, dafl im Gegensatz zum oben présentierten
Korrekturschitzer in diesem Fall nicht nur die Uberlagerungsvarianz 03, sondern auch die
Parameter (0o, 0 und 02 ) des autoregressiven Prozesses bekannt sein oder geschiitzt werden
miissen. In der Realitdt, auch bei anonymisierten Daten, wird damit dasselbe Problem vi-
rulent, das wir bereits bei Konstruktion von Korrekturschéitzern zum naiven Panelschétzer

bei multiplikativer Uberlagerung kennen gelernt haben:'®! Im empirischen Kontext kann

101giehe Abschnitt 11.6.
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Tabelle 12.10: Simulations-Design fiir IV-Schiitzung bei additiver Uberlagerung
[ UBERLAGERUNG mit konstantem 7o ]

Anzahl Wiederholungen 2000

Anzahl Wellen (T") 4,10, 30, 50

Anzahl Beobachtungseinheiten (N) 1,200

AR(1) - Parameter pg 4.35

AR(1) - Parameter p; -0.9,-0.5, -0.1, 0.0, +0.1, +0.5, +0.9
AR(1) - Parameter v = 02 /(1 — 0?) | 1.00

Uberlagerungsvarianz o2 0.1142

Regressionsparameter o 0.00

Regressionsparameter (3 -2.50

Regressionsparameter 072] 1.00

nicht ein identisches ¢ bzw., allgemeiner, ein identischer AR(1)-Proze8, fiir alle N Unter-
nehmen unterstellt werden. Wir haben es also nicht nur mit einem Schétzproblem, sondern
auch mit einem Spezifikationsproblem zu tun.

12.5 Simulationsergebnisse fiir den I'V-Schéitzer
12.5.1 IV-Schiitzung bei additiver Uberlagerung

In diesem Abschnitt untersuchen wir den Panel-1V-Schétzung im Zusammenhang mit der
additiven Uberlagerung, um einen Eindruck von der in Abschnitt 12.4.2 hergeleiteten
Verzerrung zu erhalten. Auflerdem wurde dort bereits auf die Problematik hingewiesen,
die sich durch die Verzerrung fiir endliches T" ergibt: Falls diese Verzerrung zu einem Wert
von anndhernd Null fiir

T-2

ElC)) = m — ¢, T) — m%]

fithrt, ergibt sich - so zumindest unsere Behauptung - eine numerisch bedingte (unendlich)
grofle Varianz fiir den IV-Schétzer.

In Tabelle 12.10 sind die Details des Designs der Simulations-Studie zusammengestellt. Im
Gegensatz zum Design beim KQ-Schétzer in Abschnitt 11.5.2 wurde mehr Wert auf sehr
kleines T' gelegt, auflerdem wurden mehr unterschiedliche Werte fiir o untersucht. Um die
dadurch erzeugte Variation in der Varianz der Regressor-Variablen zu vermeiden, wurde
die Varianz des AR(1)-Prozesses so gewihlt, dafl g fiir alle ¢ konstant bleibt. In den
Simulationen, iiber die in der Tabelle 12.11 berichtet wird, wurde vy = 1.0 gew#hlt. Die
Ergebnisse der Simulationen fiir den in (12-7) bzw. (12-8) gegebenen Panel-IV-Schéitzer
sind in den Tabellen 12.11 zusammengefafit.

Die Tabelle 12.11 berichtet iiber die Panel-1V-Schétzung fiir "grofles” V. In der ersten Spal-
te wird jeweils T angegeben, das fiir unterschiedliche Werte von ¢ die Ergebnisse ausweist.
Die folgenden fiinf Spalten geben einen Hinweis auf die Art der (theoretischen) Verzer-

rung: Der wahre Parameter v; wird gemeinsam mit den beiden Verzerrungskomponenten
¢ und (T —2)o2(T — 1)? und dem Resultat E[C,] =1 — ¢ — (T — 2)02(T — 1)? sowie der
resultierende Wahrscheinlichkeitsgrenzwert plimﬂA[ V' ausgewiesen. Es folgt der Schitzwert
fiir 5. Dieser wird berechnet als arithmetisches Mittel der Schitzwerte aus allen 2000 Si-
mulationsldufen und ist zu vergleichen mit dem Median, der das 50%-Quantil aus diesen

Werten angibt. Die Standardabweichung wurde aus den 2000 Schitzwerten der einzelnen
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Tabelle 12.11: Panel-IV-Schitzung bei additiver Uberlagerung

T 0 Y1 ¢y, T) ﬁai E[C4] plimﬁ‘lv estimate std. dev. min. median max.
4 -0.9000 -0.9000 -0.0788 0.0029 -0.8241 -2.4912 -2.4917 0.0494 -2.6986 -2.4921 -2.2973
4 -0.5000 -0.5000 0.0417 0.0029 -0.5446 -2.4867 -2.4853 0.0733 -2.8090 -2.4858 -2.2295
4 -0.1000 -0.1000 0.1799 0.0029 -0.2828 -2.4745 -2.4723 0.1244 -2.9570 -2.4692 -2.1020
4 0.0000 0.0000 0.2222 0.0029 -0.2251 -2.4679 -2.4711 0.1627 -3.2483 -2.4680 -1.9334
4 0.1000 0.1000 0.2690 0.0029 -0.1719 -2.4580 -2.4662 0.2027 -3.1961 -2.4695 -1.8158
4 0.5000 0.5000 0.5139 0.0029 -0.0168 -2.0696 0.3200 176.2937 -2107.1278 -2.1942 7565.4026
4 0.9000 0.9000 0.8832 0.0029 0.0139 -3.0198 -3.2052 1.9881 -43.0973 -2.9972 2.6374
10 -0.9000 -0.9000 -0.0027 0.0013 -0.8985 -2.4964 -2.4961 0.0275 -2.5933 -2.4958 -2.4097
10 -0.5000 -0.5000 0.0302 0.0013 -0.5314 -2.4940 -2.4947 0.0450 -2.6538 -2.4952 -2.3557
10 -0.1000 -0.1000 0.0806 0.0013 -0.1819 -2.4824 -2.4780 0.1323 -2.9228 -2.4791 -1.9322
10 0.0000 0.0000 0.0988 0.0013 -0.1000 -2.4679 -2.4736 0.2547 -3.6498 -2.4765 -1.2845
10 0.1000 0.1000 0.1204 0.0013 -0.0217 -2.3521 -2.6684 16.6783 -549.4932 -2.4488 163.9280
10 0.5000 0.5000 0.2717 0.0013 0.2270 -2.5141 -2.5123 0.0934 -2.8223 -2.5105 -2.2016
10 0.9000 0.9000 0.7423 0.0013 0.1565 -2.5205 -2.5206 0.0832 -2.7825 -2.5230 -2.2393
30 -0.9000 -0.9000 0.0012 0.0004 -0.9016 -2.4988 -2.4992 0.0156 -2.5503 -2.4989 -2.4378
30 -0.5000 -0.5000 0.0108 0.0004 -0.5113 -2.4979 -2.4988 0.0264 -2.5935 -2.4979 -2.4082
30 -0.1000 -0.1000 0.0272 0.0004 -0.1277 -2.4915 -2.4926 0.1099 -2.9073 -2.4901 -2.1308
30 0.0000 0.0000 0.0333 0.0004 -0.0337 -2.4679 -3.1742 31.5420 -1412.0212 -2.4641 25.4017
30 0.1000 0.1000 0.0407 0.0004 0.0589 -2.5184 -2.5249 0.2427 -3.5637 -2.5301 -1.7208
30 0.5000 0.5000 0.0975 0.0004 0.4021 -2.5027 -2.5015 0.0322 -2.6158 -2.5023 -2.3904
30 0.9000 0.9000 0.4501 0.0004 0.4495 -2.5024 -2.5020 0.0227 -2.5688 -2.5017 -2.4321
50 -0.9000 -0.9000 0.0009 0.0003 -0.9011 -2.4993 -2.4992 0.0116 -2.5389 -2.4994 -2.4625
50 -0.5000 -0.5000 0.0066 0.0003 -0.5068 -2.4987 -2.4976 0.0204 -2.5703 -2.4976 -2.4255
50 -0.1000 -0.1000 0.0163 0.0003 -0.1166 -2.4944 -2.4936 0.0932 -2.7899 -2.4954 -2.1605
50 0.0000 0.0000 0.0200 0.0003 -0.0203 -2.4679 -2.2448 9.1938 -125.8658 -2.4349 361.1547
50 0.1000 0.1000 0.0244 0.0003 0.0753 -2.5086 -2.5090 0.1387 -3.0593 -2.5099 -2.0578
50 0.5000 0.5000 0.0591 0.0003 0.4406 -2.5015 -2.5013 0.0231 -2.5851 -2.5012 -2.4241
50 0.9000 0.9000 0.3128 0.0003 0.5869 -2.5011 -2.5012 0.0148 -2.5480 -2.5016 -2.4558
Bemerkung: Alle Ergebnisse beziehen sich auf den wahren Parameter 8 = —2.50.

Simulationsldufe berechnet. Dazu korrespondieren Minimum und Maximum, die ebenfalls
das Ausmafl der Streuung der Schétzung charakterisieren.

Die Ergebnisse zeigen zum einen, daf8 die durch die additive Uberlagerung erzeugte Ver-
zerrung fiir die meisten untersuchten Parameterkonstellationen praktisch ohne Bedeutung
ist. Man vergleiche dazu die Spalte plimBl V. In den meisten Fillen stimmt der aus den
Simulatioen berechnete Schéitzwert auch gut mit dem theoretischen Wert gemafl Wahr-
scheinlichkeitrsgrenzwert iiberein.

Es gibt jedoch auch eine betrachtliche Anzahl von Féllen, in denen der Schitzwert mit einer
sehr groflen Varianz behaftet ist und demnach als Wert keine Relevanz hat, selbst wenn
der betreffende Wert in der Ndhe des wahren Wertes - 2.50 liegt. Fiir T' = 4 beispielsweise
ergibt sich diese Anomalie bei ¢ = 0.50 und ¢ = 0.90 und fiir 7' = 10 bei ¢ = 0.10. Ein
Blick auf die jeweiligen Werte von E[C,] offenbart, da8 in diesen Féllen die betreffenden
Féllen besonders nahe bei Null liegen. Ferner bestéitigt ein Blick auf die Tabelle 12.8, daf3
fir T = 4 und Uberlagerungsvarianz von 02 = 0.01 der Erwartungswert ungefihr bei
o = 0.57 den Wert Null aufweist. Der entsprechende Wert fiir 7' = 10 lautet o = 0.129.
Dabei ist zu beachten, daB in den Simulationen o2 = 0.1142 = 0.013 gewiihlt wurde.
Demnach ist offensichtlich das bereits in Abschnitt 12.4.2 angesprochene Problem existent:
Fiir bestimmte Bereiche von p, fiir die E[C,] annédhernd Null ist, sind die Schétzungen sehr
unzuverldssig wenn nicht gar unbrauchbar.

Um dieses Problem néher zu untersuchen, wird in den Tabellen 12.12 fiir 7" = 4 und 12.13
fiir T' = 10 fiir unterschiedlich grofles v sowie fiir Werte von g im kritischen Bereich iiber
zusitzliche Simulationsergebnisse berichtet.!%? Fiir T' = 4 ergibt sich im Bereich "positives

1921n den im Folgenden berichteten Simulationen wurde 7o wie folgt variert: Es wurde der Parameter &,
aus der Menge {0.5,0.7,1.0,2.0} vorgegeben und daraus fiir bestimmtes o die Varianz ol = Kf,(l - g2) des
AR(1)-Prozesses bestimmt. Damit gilt fiir jedes o die Beziehung o = 2.
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Tabelle 12.12: Panel-IV-Schitzung bei additiver Uberlagerung - Ergebnisse fiir 7' = 4

Kw = /70 o y1 ¢(v,T) ﬁ(;:lz) ai E[C,.] plimBIV estimate std. dev. min. median max.
0.5000 0.2000 0.0500 0.0802 0.0029 -0.0331 -2.2819 -2.2726 0.5425 -4.6623 -2.2721 -0.0820
0.7000 0.2000 0.0980 0.1572 0.0029 -0.0621 -2.3838 -2.3861 0.3957 -4.2301 -2.3803 -0.6711
1.0000 0.2000 0.2000 0.3209 0.0029 -0.1238 -2.4417 -2.4303 0.2811 -3.5431 -2.4389 -1.0510
2.0000 0.2000 0.8000 1.2836 0.0029 -0.4864 -2.4852 -2.4867 0.1450 -3.0734 -2.4821 -1.7783
0.5000 0.3000 0.0750 0.0946 0.0029 -0.0225 -2.1795 -2.1642 0.8129 -6.2679 -2.1869 2.3736
0.7000 0.3000 0.1470 0.1855 0.0029 -0.0414 -2.3255 -2.3427 0.6399 -7.8699 -2.3114 0.8970
1.0000 0.3000 0.3000 0.3786 0.0029 -0.0814 -2.4113 -2.3973 0.4690 -4.3828 -2.4076 2.7603
2.0000 0.3000 1.2000 1.5142 0.0029 -0.3171 -2.4772 -2.4710 0.3141 -9.1409 -2.4756 3.4850
0.5000 0.4000 0.1000 0.1107 0.0029 -0.0136 -1.9673 -1.6737 28.5578 -274.0506 -1.9846 1201.3271
0.7000 0.4000 0.1960 0.2169 0.0029 -0.0238 -2.1966 -2.2326 4.1672 -83.6942 -2.2091 77.6507
1.0000 0.4000 0.4000 0.4427 0.0029 -0.0456 -2.3415 -2.5084 9.3533 -411.4039 -2.3472 24.5702
2.0000 0.4000 1.6000 1.7707 0.0029 -0.1736 -2.4584 -2.3617 3.1780 -24.2265 -2.4675 121.5913
0.5000 0.5500 0.1375 0.1381 0.0029 -0.0035 -0.4263 -2.3790 75.4800 -2043.1472 -1.5279 1103.8679
0.7000 0.5500 0.2695 0.2707 0.0029 -0.0041 -0.7181 -0.9902 73.8092 -665.8099 -2.0528 2819.5611
1.0000 0.5500 0.5500 0.5524 0.0029 -0.0053 -1.1282 -6.1135 226.7231 -9987.0822 -2.2409 1311.3230
2.0000 0.5500 2.2000 2.2095 0.0029 -0.0124 -1.9172 -0.9170 78.0645 -255.9409 -2.4828 3436.5548
0.5000 0.5750 0.1437 0.1431 0.0029 -0.0022 0.7358 -0.3164 129.4680 -1513.7416 -1.6562 3662.3847
0.7000 0.5750 0.2818 0.2805 0.0029 -0.0016 2.0100 0.5079 104.0616 -1223.2615 -2.2823 4148.8886
1.0000 0.5750 0.5750 0.5724 0.0029 -0.0003 25.1349 -1.5438 112.3559 -2111.2373 -2.5073 4344.0875
2.0000 0.5750 2.3000 2.2895 0.0029 0.0076 -3.4476 -1.2762 38.7139 -207.1781 -2.5034 1524.0109
0.5000 0.6000 0.1500 0.1482 0.0029 -0.0011 4.0032 -0.0416 73.8415 -572.9250 -1.7969 2699.0352
0.7000 0.6000 0.2940 0.2905 0.0029 0.0006 -14.6051 -1.9783 52.5163 -910.4642 -2.4601 1271.2841
1.0000 0.6000 0.6000 0.5929 0.0029 0.0042 -4.2096 2.8960 204.1129 -1040.4897 -2.5619 8825.6519
2.0000 0.6000 2.4000 2.3716 0.0029 0.0256 -2.7825 -2.4575 13.5400 -248.4783 -2.4763 291.7354
0.5000 0.6500 0.1625 0.1589 0.0029 0.0007 -12.3428 3.7981 604.3900 -12290.5900 -2.6320 23879.0225
0.7000 0.6500 0.3185 0.3114 0.0029 0.0042 -4.2149 -0.2181 107.8508 -1480.7130 -2.8729 4255.0709
1.0000 0.6500 0.6500 0.6355 0.0029 0.0116 -3.1225 -2.3476 97.1376 -2279.6583 -2.7482 3245.3277
2.0000 0.6500 2.6000 2.5421 0.0029 0.0551 -2.6311 -5.6873 100.1862 -4317.3386 -2.5753 109.2411
0.5000 0.7000 0.1750 0.1701 0.0029 0.0020 -6.0590 -9.4249 197.2981 -7212.4671 -3.2678 2718.0842
0.7000 0.7000 0.3430 0.3334 0.0029 0.0067 -3.5698 -10.5190 220.0383 -7062.0817 -3.0612 1137.6661
1.0000 0.7000 0.7000 0.6803 0.0029 0.0168 -2.9303 -3.3503 36.3913 -961.3121 -2.8823 382.6526
2.0000 0.7000 2.8000 2.7213 0.0029 0.0758 -2.5953 -3.5239 27.2669 -927.3822 -2.5848 90.8097
0.5000 0.7500 0.1875 0.1819 0.0029 0.0028 -5.1213 -2.5920 72.6750 -786.3934 -3.8336 2198.9430
0.7000 0.7500 0.3675 0.3564 0.0029 0.0082 -3.3836 -3.6552 38.3704 -1326.4063 -3.2086 862.0765
1.0000 0.7500 0.7500 0.7274 0.0029 0.0197 -2.8668 -3.2207 14.3612 -510.2465 -2.8188 128.9106
2.0000 0.7500 3.0000 2.9097 0.0029 0.0874 -2.5826 -2.8258 12.7786 -542.4809 -2.5879 85.6688
0.5000 0.8000 0.2000 0.1942 0.0029 0.0029 -4.9985 -2.1775 105.7082 -1338.5880 -4.0546 3792.2764
0.7000 0.8000 0.3920 0.3807 0.0029 0.0084 -3.3558 -4.2729 19.8844 -599.8657 -3.2939 222.6945
1.0000 0.8000 0.8000 0.7769 0.0029 0.0202 -2.8570 -4.4921 66.1130 -2934.9510 -2.8775 234.0335
2.0000 0.8000 3.2000 3.1076 0.0029 0.0896 -2.5806 -2.5982 1.3063 -22.9965 -2.5743 32.1554
0.5000 0.8500 0.2125 0.2072 0.0029 0.0024 -5.4908 21.9885 1059.0498 -1297.5238 -4.4914 47183.7096
0.7000 0.8500 0.4165 0.4061 0.0029 0.0075 -3.4621 -2.4583 37.4402 -91.2334 -3.3991 1520.3016
1.0000 0.8500 0.8500 0.8288 0.0029 0.0183 -2.8941 -2.8434 12.8523 -199.9107 -2.8872 514.7525
2.0000 0.8500 3.4000 3.3152 0.0029 0.0819 -2.5881 -2.5923 0.9132 -11.3731 -2.5881 25.2449

Bemerkung: Alle Ergebnisse beziehen sich auf den wahren Parameter (3 = 2.50.

grofles” p eine duflerst unzuverlidssige Schitzung, wihrend aus Tabelle 12.11 klar ist, dafl
fiir "kleines positives”’sowie "negatives”p diese Probleme nicht bestehen. Man beachte, dafl
teilweise der Wahrscheinlichkeitsgrenzwert einen positiven Wert ausweist und damit das
Vorzeichen umkehrt! In allen Féllen ist dieses Ergebnis auf die Tatsache zuriickzufiihren,
dafl der Ausdruck im Nenner des Panel-IV-Schétzers in der N#dhe von Null liegt. Die
Ergebnisse fiir 7' = 10 in Tabelle 12.13 zeigen, daf fiir groferes T der kritische Bereich
von o naher bei Null liegt und nicht ein so grofles Intervall einnimmt: Fiir o = 0.05 im
unteren Bereich und o = 0.20 im oberen Bereich sind die Ergebnisse in der Tabelle als
durchaus zufriedenstellend zu bezeichnen, mit Ausnahme des Falls o = 0.05,v9 = 0.01.
Wegen der duflerst geringen Varianz der Regressorvariable wirkt sich hier die additive
Uberlagerung besonders stark aus und fithrt zu einer gréBeren Variation des Schiitzers.

12.5.2 IV-Schiitzung bei allgemeiner multiplikativer Uberlagerung

Die Simulationsergebnisse fiir den Panel-IV-Schitzer bei allgemeiner multiplikativer Uber-
lagerung fafit die Tabelle 12.14 zusammen. Dabei gelten fiir das Simulationsdesign diesel-
ben Daten wie fiir die additive Uberlagerung. Siehe Tabelle 12.10. Insbesondere wurde
die Varianz der Uberlagerung mit 02 = 0.1142 genau wie bei der additiven Uberlagerung
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Tabelle 12.13: Panel-IV-Schitzung bei additiver Uberlagerung - Ergebnisse fiir 7' = 10

Kw = /70 o y1 ¢(v,T) ﬁ(;:lz) 03 E[C,.] plitx\ﬁlv estimate std. dev. min. median max.
0.5000 0.0500 0.0125 0.0273 0.0013 -0.0161 -2.3002 -1.9917 12.7212 -20.0457 -2.3267 559.1388
0.7000 0.0500 0.0245 0.0535 0.0013 -0.0302 -2.3939 -2.4722 1.6780 -41.1877 -2.4080 13.5916
1.0000 0.0500 0.0500 0.1091 0.0013 -0.0604 -2.4469 -2.4324 1.6954 -26.8193 -2.4389 58.6863
2.0000 0.0500 0.2000 0.4364 0.0013 -0.2377 -2.4865 -2.4564 2.0787 -8.1946 -2.4966 89.0441
0.5000 0.1000 0.0250 0.0301 0.0013 -0.0064 -1.9975 2.7029 185.7333 -266.4821 -2.0940 8243.7900
0.7000 0.1000 0.0490 0.0590 0.0013 -0.0113 -2.2156 3.5783 376.9342 -2777.0969 -2.3270 16440.1672
1.0000 0.1000 0.1000 0.1204 0.0013 -0.0217 -2.3521 -14.9792 638.7854 -28432.7572 -2.4185 2177.7277
2.0000 0.1000 0.4000 0.4816 0.0013 -0.0829 -2.4613 -2.1623 16.3090 -100.9811 -2.4858 674.5581
0.5000 0.1250 0.0313 0.0316 0.0013 -0.0017 -0.5595 -2.1789 89.9022 -1475.9449 -2.1948 2416.8242
0.7000 0.1250 0.0612 0.0620 0.0013 -0.0020 -0.9026 -18.6413 1152.4166 -50397.4876 -2.2890 7981.9249
1.0000 0.1250 0.1250 0.1265 0.0013 -0.0028 -1.3389 -2.5858 28.5848 -708.2962 -2.4573 498.4158
2.0000 0.1250 0.5000 0.5059 0.0013 -0.0072 -2.0546 -2.2224 19.9697 -294.9419 -2.4775 723.4143
0.5000 0.1500 0.0375 0.0332 0.0013 0.0030 -3.5687 -3.0439 69.7711 -1000.8711 -2.6845 2124.8894
0.7000 0.1500 0.0735 0.0651 0.0013 0.0071 -2.9508 -7.8494 127.0002 -4135.6457 -2.6681 657.2797
1.0000 0.1500 0.1500 0.1329 0.0013 0.0159 -2.7023 -3.1888 54.6031 -2009.2168 -2.5417 1070.3468
2.0000 0.1500 0.6000 0.5314 0.0013 0.0673 -2.5477 -2.5829 17.2853 -444.4950 -2.4916 503.6825
0.5000 0.2000 0.0500 0.0367 0.0013 0.0121 -2.7660 -3.2310 24.0328 -1044.9392 -2.7141 171.8453
0.7000 0.2000 0.0980 0.0718 0.0013 0.0249 -2.6290 -2.7269 1.8887 -30.3274 -2.6544 20.1048
1.0000 0.2000 0.2000 0.1466 0.0013 0.0521 -2.5616 -2.6050 1.2370 -32.3131 -2.5598 8.3742
2.0000 0.2000 0.8000 0.5864 0.0013 0.2123 -2.5151 -2.5798 3.7868 -166.8395 -2.5092 21.1795
0.5000 0.2500 0.0625 0.0405 0.0013 0.0208 -2.6546 -2.6684 1.2320 -16.1142 -2.6585 42.6204
0.7000 0.2500 0.1225 0.0793 0.0013 0.0419 -2.5766 -2.5979 0.4475 -6.1807 -2.5718 0.6716
1.0000 0.2500 0.2500 0.1619 0.0013 0.0869 -2.5369 -2.5470 0.2791 -3.7644 -2.5415 -0.8561
2.0000 0.2500 1.0000 0.6475 0.0013 0.3513 -2.5091 -2.5115 0.1447 -3.3356 -2.5089 -1.7142

Bemerkung: Alle Ergebnisse beziehen sich auf den wahren Parameter 8 = 2.50.

gewihlt.

Fiir T = 4 sind die ergebnisse in Ordnung, obwohl Tabelle 12.9 fiir Werte von g in der N&-
he von 0.56 Probleme signaisiert. Auch fiir 7" = 10 ergeben sich weitgehend befriedigende
Schétzresultate, nur fiir o = 0.10 sind die Ergebnisse schlechter. Dies riihrt offensichtlich
von der Nahe zum “kritischen” Wert 0.1281 her. Fiir grofleres 17" ergeben sich mehrfach
unbefriedigende Schiitzresultate fiir "grofies” positives p. Dies scheint - wie im additiven
Fall - durch die groe Uberlagerungsvarianz verursacht zu sein, die selbst bei einem E|[C,]
deutlich von Null entfernt dafiir sorgt, dal bestimmte Realisationen des Nenner-Ausdrucks
(= Schitzwerte von E[C,]) in der Néhe von Null liegen und damit die Ausreilerproblema-
tik anstoflen. Andererseits gibt es ja auch Félle in der Tabelle, in denen trotz einem nahe
bei Null liegenden E[C,] die Schitzresultate durchaus akzeptabel sind.

12.5.3 IV-Schiitzung bei multiplikativer Uberlagerung mit Faktorstruktur

Simulationen zu diesem Fall wurden nicht durchgefiihrt. Allerdings zeigt die Analyse in
Abschnitt 12.4.4, daf} sich hier ebenfalls fiir bestimmte Parameterkonstellationen Proble-
me bei der Schétzung ergeben, weil der Nenner des Schétzers einen Wert nahe bei Null
annimmt.

12.6 Ein (fast) optimaler IV-Schitzer

Bei der Uberpriifung der Eigenschaften E1 bis E3 der Instrumentvariablen in Abschnitt ??
wird darauf hingewiesen, dafl im Rahmen der Anonymsierung, nicht aber im "normalen”
Okonometriebetrieb die Moglichkeit besteht, eine "zweite” fehlerbehaftete Variable

b X+ W (additive Uberlagerung
X - W  (multiplikative Uberlagerung
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Tabelle 12.14: Panel-IV-Schétzung bei multiplikativer Uberlagerung
T 0 1 ¢y, T) ﬁaﬁ E[C4] plimBIV estimate std. dev. min. median max.
4 -0.9000 -0.9000 -0.0788 0.0180 -0.8392 -2.4463 -2.4490 0.0608 -2.7567 -2.4474 -2.2496
4 -0.5000 -0.5000 0.0417 0.0272 -0.5688 -2.3806 -2.3809 0.0910 -2.6671 -2.3789 -2.0873
4 -0.1000 -0.1000 0.1799 0.0481 -0.3279 -2.1337 -2.1278 0.1640 -2.6954 -2.1262 -1.4209
4 0.0000 0.0000 0.2222 0.0575 -0.2798 -1.9858 -1.9834 0.2088 -2.7621 -1.9814 -1.1378
4 0.1000 0.1000 0.2690 0.0704 -0.2394 -1.7652 -1.7659 0.2519 -2.6495 -1.7654 -0.5878
4 0.5000 0.5000 0.5139 0.2215 -0.2354 -0.1475 -0.1262 0.3988 -1.2314 -0.1669 2.1384
4 0.9000 0.9000 0.8832 5.4677 -5.4509 0.0077 0.0076 0.0422 -0.1578 0.0080 0.1726
10 -0.9000 -0.9000 -0.0027 0.0080 -0.9053 -2.4779 -2.4779 0.0339 -2.5932 -2.4782 -2.3704
10 -0.5000 -0.5000 0.0302 0.0121 -0.5422 -2.4443 -2.4462 0.0598 -2.6641 -2.4442 -2.2705
10 -0.1000 -0.1000 0.0806 0.0214 -0.2020 -2.2356 -2.2410 0.1812 -2.9056 -2.2491 -1.6459
10 0.0000 0.0000 0.0988 0.0256 -0.1243 -1.9858 -1.9894 0.3316 -4.9401 -1.9936 -0.3355
10 0.1000 0.1000 0.1204 0.0313 -0.0517 -0.9873 -1.7931 46.7308 -1453.2898 -1.0454 494.3697
10 0.5000 0.5000 0.2717 0.0984 0.1298 -4.3954 -4.8263 2.3126 -44.9374 -4.3853 32.3270
10 0.9000 0.9000 0.7423 2.4301 -2.2724 0.1735 0.1897 0.1149 -0.1338 0.1750 1.1658
30 -0.9000 -0.9000 0.0012 0.0027 -0.9039 -2.4925 -2.4924 0.0198 -2.5551 -2.4922 -2.4304
30 -0.5000 -0.5000 0.0108 0.0041 -0.5149 -2.4802 -2.4794 0.0350 -2.5868 -2.4791 -2.3665
30 -0.1000 -0.1000 0.0272 0.0072 -0.1344 -2.3661 -2.3692 0.1625 -3.2011 -2.3658 -1.7710
30 0.0000 0.0000 0.0333 0.0086 -0.0419 -1.9858 -2.0684 8.6398 -335.0462 -1.9796 182.2935
30 0.1000 0.1000 0.0407 0.0105 0.0488 -3.0400 -3.0937 3.8929 -14.6369 -3.0224 140.4798
30 0.5000 0.5000 0.0975 0.0332 0.3693 -2.7246 -2.7343 0.1466 -3.3194 -2.7234 -2.2936
30 0.9000 0.9000 0.4501 0.8192 -0.3693 3.0459 5.0260 101.7905 -528.0309 2.3035 3102.4501
50 -0.9000 -0.9000 0.0009 0.0016 -0.9025 -2.4955 -2.4956 0.0148 -2.5633 -2.4956 -2.4404
50 -0.5000 -0.5000 0.0066 0.0024 -0.5090 -2.4880 -2.4882 0.0289 -2.5829 -2.4884 -2.3897
50 -0.1000 -0.1000 0.0163 0.0043 -0.1207 -2.4104 -2.4153 0.1367 -2.9812 -2.4146 -1.9109
50 0.0000 0.0000 0.0200 0.0052 -0.0252 -1.9858 -1.9123 3.4645 -44.0738 -1.9847 102.2631
50 0.1000 0.1000 0.0244 0.0063 0.0692 -2.7285 -2.7705 0.3316 -4.3304 -2.7436 -1.8029
50 0.5000 0.5000 0.0591 0.0199 0.4209 -2.6183 -2.6241 0.0944 -2.9452 -2.6211 -2.3591
50 0.9000 0.9000 0.3128 0.4919 0.0953 -15.4024 -233.9785 10292.5065 -460231.1005 -3.9894 2588.4932
Bemerkung: Alle Ergebnisse beziehen sich auf den wahren Parameter 8 = —2.50.

mit additiver {iber multiplikativer Uberlagerung zu erzeugen, die hoch mit der zuvor er-
zeugten Variablen X® korreliert ist, wobei andereseits der Fehler W nicht mit dem Fehler
U korreliert sein darf. In diesem Abschnitt sollen die Eigenschaften des betreffenden 1V-
Panelschétzers kurz untersucht werden.

Der IV-Schitzer lautet in diesem Fall

Hab, IV

N T
Zi:1 Zt:Q (951 t

PEL)) (o - (45000))

Zz_ Zt 1 (xzt 1
Zij\il 23;1 (mft -

(
7(1

T
Zsl

o)) (-

b >(yzt Tie)

N T
D1 2ate1 (xgt

o)

) (25

_zzo)

<% 22:1 x?s»

(12-27)

Fiir den Wahrscheinlichkeitsgrenzwert dieser Schitzfunktion (mit N — oo sowie T fest)
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ergibt sich

phmﬁab v phmTZt NZ ( — )(yzt Uie)
phmztzt(zt— bﬁ(?_ﬁzo)
phmTZt NZ ( Tt _ib o) (Tit — xu) 3
plim 737, & 35, (28, — abie) (2, — 7%
N plim £ >, NZ (z f _ibzol)(nzt — Mie)
phmth N > Lfl;t — xbie)(x}, T — 7%4)
phm%zt %Zz (l‘ — ZUb )(xzt - 1'7,0) ﬁ
plim%zt %Zz (acf ab; o)(af — 2%

(12-28)

_ plim% Do % Do (@it — Tie) (@it — Tia) 3
plim &>, + 3, (i — Tie) (vt — Tie)

= p
mit S? aus (11.2.2). Dabei wurde, genau wie in Abschnitt ??, ausgenutzt, daf
1 1 b = - 1 1 - -
plim ——— Zt: N Z (XPp1 = XPia) (Xiy — Xia) = plim Zt: v Z (Xito1— Xie)(Xit — Xie)
gilt. Entsprechend kann man verifizieren, dafl bei Unkorreliertheit von U und W

.1 1 J— —
phmT_litj NZ(th L= XPi) (X5 — X%) = phm—z Z i—1 — Xia)(Xit — Xia)

7

Beide Resultate gemeinsam wurden beim Ubergang von der viertletzten zur drittletzten
Zeile verwendet, was zur Konsistenz des Schétzers fiihrt.

Figene Simulationsrechnungen haben allerdings gezeigt, dafl die Konsistenz oftmals nicht
gegeben ist. Auch hier spielt offensichtlich die Tatsache eine Rolle, daf§ der Nenner des
Schatzers 12-27 fiir kleines 7" und bei Autokorrelation des Regressors nahe an den Wert
Null herankommt. Zur Erinnerung sei nochmals darauf hingewiesen, dafl in diesem Fall
der Erwartungswert des Nenners durch

B’ = 0 — ¢(.T)
(siehe (11-7)) gegeben ist, wobei im Fall des AR(1) Prozesses die Biasfunktion durch
"o _ _
vy T) = o5 {T+2(T-1)p" +2(T -2)p*+...2:2p" 2 +2.1p" 1} .
gegeben ist. Siehe (11-9).

Es soll nun untersucht werden, ob dieser Erwartungswert negativ bzw. gleich Null sein
kann. Dazu ist zunichst zu bemerken, dafl wegen der monotonen Beziehung des Erwar-
tungswertes beziiglich ¢ dieser Ausdruck fiir ¢ — +1 gegen sein Minimum strebt. Wir
untersuchen deshalb E[S?] an der Stelle o = 1. Dann erhalten wir

E[Sg] > 70{1 _ T+2(T—1)+2(T—2)+...+:,%£T—(T—2))+2(T—(T—1))}
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Fiir den Ausdruck im Zéahler des Bruchs in den geschweiften Klammern ergibt sich

T+(T-1)T -2+ (T-1) falls 7' — 1 gerade
T+ (T -1)T-N) =
T+(T-1)T—-(5F2[1+(T-1)]+%) falls T — 1 ungerade

= T2

E[SY > 70{1—T2}:0,

Demnach erhalten wir

T2

womit gezeigt ist, dafl dieser Erwartungswert (zumindest im Fall des AR(1)-Prozesses)
niemals negativ sein wird. Gleichwohl kann die Nenner-Zufallsvariable

N , 1 T ) 1 T
> (ot () ) (- (735

des Schétzers B}ﬂb’lv in (12-27) natiirlich deutlich von diesem Erwartungswert abweichen,

so daB vor allem bei starker Uberlagerung und grofiem positivem o mit Problemen bei
diesem Schétzer zu rechnen ist. Dabei ist auch noch zu unterscheiden, ob die Uberlagerung
in additiver oder in multiplikativer Form stattfindet.!?3

103Dazu sei auch auf die Untersuchungen von Elena Biewen im Rahmen des FAWE-Projektes verwiesen.
**Noch genauer zitieren**
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A Einige niitzliche Matrizen-Resultate

Bei der Analyse der multiplikativen Uberlagerung spielt das Hadamard-Produkt eine wich-
tige Rolle. Ich liste deshalb im folgenden wichtige Eigenschaften auf, die auch Rosemann
(2006) bereits verwendet hat.

Fiir "Hadamard-Produkt von zwei (m x n)-Matrizen A und B gilt

a11b11 a12b12 - a1,n—1b1,n—1 a1nbin
a1b21 a22b22 e a2, p—1b2,n—1 a2nban
AGB — . ) ) ) )
Am—1,10m—-11 @m—120m—12 ... @m—1,n—1bm—1n-1 G@m—1nbm-1n
am,lbm,l am,Qbm,Q e am,,n—lbm,n—l am,nbm,n
(A-1)

d.h. die resultierende Matrix hat ebenfalls m Zeilen und n Spalten. Mit + wird die entspre-
chende elementweise Division bezeichnet. Insbesondere gilt fiir beliebige Rechtecksmatriz

11 ... 11
11 ... 11
A+ A = A =¢t und A GO/ = A . (A-2)
11 ... 11
11 ... 11

und fiir beliebigen Vektor a gilt

1
1
a+a = : = ¢ und a®t = a . (A-3)
1
1
Unmittelbar aus (A-1) folgt!®4
vec(A ©® B) = wec(A) ® vec(B) (A-4)

Fiir m-dimensionale Vektoren a, ¢ und n-dimensionale Vektoren b, d sind manchmal fol-
gende Ergebnisse niitzlich:

aoGb = Db = Dya (A-5)

Dabei sind D, und D, Diagonalmatrizen mit den Elementen des jeweiligen Vektors auf
der Diagonalen. Ferner gilt

(a ®b)(c ®d) = acd © bd (A-6)

In der Arbeit von Lin(1989) ist folgendes Ergebnis von besonderer Bedeutung, das nur
indirekt mit dem Hadamard-Produkt zu tun hat: Fiir eine beliebige (m x n)-Matrix A gilt

A'A = Z (I, ® e;) vec(A")] [(In @ e;) vec(A)]' (A-7)
j=1

104Der pec-Operator stapelt die Spalten einer Matrix iibereinander. vec(A) ergibt einen mn-dimensionalen
Vektor.
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Dabei ist e; ein n-dimensionaler Vektor und bezeichnet die j-te Spalte der Einheitsmatrix

Beweis: Zunéchst schreiben wir die Matrix A wie folgt:

ay
ay
A = mit a;-:(ajl,...,ajn)
ay, 4
ay,
und damit .
A’A = Z aja;-
j=1
Ferner gilt
ai
Al = ( a;,as ... am_1, an ) und wvec(A') =
am
sowie
aj
I, ®e)) vec(A) =(0,...Ih...,0) | a = aj
am

Daraus folgt (A-7).

Fiir die lineare Form A x gilt folgendes Ergebnis: Es sei A eine (m x n)-Matrix und x ein
n-dimensionaler Vektor. Dann 148t sich die Linearform wie folgt darstellen:

Ax = (I, ® x') vec(A') (A-8)
Beweis: Zunéchst gilt
aj x
Ax = :
a . x
X/
X/
I, ® xX =
X/
X/
und damit
x' a;

(L, ® x') vec(A') = : ,

womit (A-8) bewiesen ist.
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B Beweis von Resultaten

Die folgenden Resultate werden in Abschnitt 10.11.2 verwendet.

B.1 Drei Resultate

Wir beweisen im Zusammenhang mit (10-91) und (10-92) in Abschnitt 10.11.2 folgendes
Resultat:

Es seien X;,Y;,U;,V;, i =1,..., n, vier Stichprobenvariablen mit E[X;] = p, , var[X;] =
02, ElYi] = py, E[U;] = pu, E[V;] = 1y, wobei (X;,Y;) fiir alle i, j, k, £ stochastisch unab-
héngig von (Uj, V;) ist und auBlerdem beziiglich der Kovarianzen

o 1= o 1=
colx vl ={ o 20 i) ={ T 1

gilt. Ferner gelte V = 1 > iy Vj sowie XU = 1 >_7_1 X;U;. Dann erhalten wir

2
B = )X - TR0 - 7)) = (1-3) omow (B
E[(X;U; — UX)(V; = V)] ( - > ez Tup (B-2)
E[(X,U; — XU)(X;V; — XV)] = (1 - ) (o2 pupe + owlor + p2))  (B-3)

Um die Ergebnisse (10-91) bis (10-93) in Abschnitt 10.11.2 zu beweisen, ist bei obigen
FErgebnissen der Index ¢ durch den Index t sowie n durch T zu ersetzen. Ferner tritt
die Zufallsvariable 7 mit Erwartungswert 0 an die Stelle der Zufallsvariablen Y mit Er-
wartungswert fi,,. Schlielich ist zu beachten, dal die Zufallsvariablen U und V' jeweils
Erwartungswert 1 besitzen, also gilt p, = p, = 1.

B.2 Hilfsresultate

EXiYUVi] = EXYi[]E[U;V]] (B-4)
Beweis: Dies folgt unmittelbar aus der angenommenen stochastischen Unabhéngigkeit.ll

— 1 n—1

E[Uz V] = 7E[UZ‘/;] + — U (B'5)
n n
Bewelis: B
EU; V] = &Y, E[U; V)]
L BUV] + Ly, B
_ 1 -1
BUV] = —EUV] + " pun (B-6)
Bewelis: L
EUV] = % Zz Zj E[UZVJ]
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Beweis:

Bewels:

Beweis:

Beweis:

Bewelis:

Beweis:

Bewels:

—~1
BUX: V] = —EUNlpe + “—— pa i
ElU;X; V] = %zj E[U; X; V]
= %E[Uzv;],ux + nTil,U/uHU,ua:.
_ 1 —1
EUXV] = gE[Ulvz] Mz + ——— Ug fhu Mo
EUXV] = 5 Y, Y, BlU; X; Vi
= B EUV] + "2y o W
_ -1
ElViUX] = =E[UVilpe + — g fiu o
EVUX] + Y, EViU; X;]
%E[Uz‘/z]ﬂx + 7,“4:(:/111#1).
- -1
EViX;UX] = <=E[UV]EX]] + 7%%%
E[ViX,UX| = + 3. E[ViX,U;Xj]
= %E[Uzvz] [Xﬂ ;1 Nuﬂvﬂ%.
- -1
EUX:VX] = —EUVIEIXY + = pu o o
EU;X;VX)| = 3 E[UiXV;X;]
=  ElUV E[Xf] T s propy, W
_ 1 9 n—1
[UX VX} = EE[Usz] E[Xz] + Hu v Pz
EUXVX] = %, %, BlU:X,V;X)]
= B EV,X]BIXE + T ol
_ 1 1
Y, V,UX] = gE[XiYi]E[Uz‘Vi} + o fy fu p
YV, UX] = L3, E[YVU X;]
= + X, ElYi Xj] E[V; Uj)
= %E[XZYZ] [U:Vi] + %N:cﬂy/‘u,uv.
— 1
EY;UXV] = — EXYEUVI] + " E[UVi] o 1y
n—1 n—1
+ D) E[X;Yi] p po + ( ) Kz Ky Hu Ho
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(B-7)

(B-8)

(B-10)

(B-11)

(B-12)

(B-13)

(B-14)
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Beweis: Im Folgenden sind fiir festes ¢ folgende Fille zu unterscheiden, zu denen jeweils

die Hiufigkeit hinzugefiigt wird:

Fall Haufigkeit
1=7= 1
j=k#1 n—1
1=35#k n—1
i£i 2k (=12 = (n-1) = (n-1)(n—2)
Summe: n?
EY,UXV] = ¥, %, ENU; X, Vil
-5 BE[X;Y;] E[U;Vi]
+ Bt BlUV] ey
+ nT_ZlE[XzY;] M oy
+ %Nx/iyﬂuﬂv
+ (”_ﬂiﬁm Py fr oy B

B.3 Beweise

Unter Verwendung der Hilfsresultate (B-5) bis (B-13) aus Abschnitt B.2 beweisen wir nun

die Resultate aus Abschnitt B.1.



B.3 Beweise

Beweis von (B-1)

E[(Y: = my)(UiXi = UX)(V; = V)]

ElUV;X;Y;] —

EUV;| E

(n—1)?

%ﬁgwmm
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E[U;X;Y;V]

— E[V;Y;UX]| + E[Y,UX V]
— E[U;ViXilpuy + E[UX;V]p,
+EViUX]py — E[UX V]py

E[U;V}] E[X;Y;] — E[U;V] E[X,Y]]

~ B[VY,UX] + E[;UX V]
— ElUVilpapy + EUV]pzpy
+ ViU Xy — E[UX Vg,

[XiY]

— (3 BUVI] + 2 p o) E[XY)]

- (%E[XZYz]E[UZV;] + n7—11 Ha oy /‘U.Uv)
+ (72 EIXGYI] E[UV;] + 5 E[UVi] o gy
n— n—1)2
JE[XE} Mo Py + (Tl) /J/a:,uyuu/iv)
Vil iy )

[UVi] + 2t i i) e iy
[UiVi] e + Q%ilﬁtﬂvﬁhﬂ Hy
[UiVil e + 57 o o phe) fy

Y]
Vi) + ﬂgi/hluv)ffpaxﬂ
Y] EUV] + " g iy o i)
E[X Y| ElUV;] + "5 E[UiVi] i puy
n— n— 2
A BIXG Y] p o + (1) uxuyuuuv)
EEU V]uxuy X
+ (3 BIUVA] + ™52 i) e iy

E + +
SRS ﬁﬁﬁﬂ
535 mmmq

=3 =S =

+ |
—~
SM‘

[U Vil E[X;Y}]
XYmm
- 1 EU; Vil oy

2
) o oo o [y
[U;

! Dj

Hog oy oz [y

— Hupty) (B[XY5] — N:ﬂﬂy)

2 Ouv Oxy n
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Beweis von (B-2)

E(UX; —UX)(V; = V)] = E[UViX;] - E[ViUX]
—ElU;X;V]+ EUXV]

= E[UVip, — BE[VUX]
—ElU;X;V]+ EUXV]

= EUViuz — (5 E[UV] + 1 i o)
— (L EUVi] e + =2 bt o)
+ (3 BUVi| e + ™2 pr o i)

= (1) o

Beweis von (B-3)

E((UX;, ~-UX)(ViX;, - VX)| = E[UViX}] - BUXVX]

~ E[V;X,UX] + E[UX VX]

= E[ViX,] E[X]]
— (+ E[UVi] BIX?] 4+ 2 puy popi2)
— ( BEIUVI] BIX?] + "% i pope)

+ (2 E[UVI E[XZ] + 2 py popi?)

n

oS

SO0

= (1 — %) {E[UZVZ]E[XE] - Muﬂvﬂ%} u

C Ergebnisse fiir fiir symmetrischen I'V-Schétzer

C.1 Einleitung

In Abschnitt 12.2 wird darauf hingewiesen, dafl bei Verwendung der verzogerten Regressor-
Variablen als Instrument zwei verschiedene Formen des Schitzers existieren: die symme-
trische und die asymmetrische Form. Siehe insbesondere (12-3) und (12-5). Da die asym-
metrische Form der Logik des KQ-Schétzers entspricht, wird im Abschnitt 11 nur dieser
betrachtet. In diesem Anhang werden nun die Ergebnisse fiir den "symmetrischen” Schétzer
(12-3), d.h.

T ( a - —
. (@, —x —
gV = 2= (i U ) "symmetrischer IV-Schétzer”

T
_ Do (@f g — ) (2t — T) 3+ Do (Tf_y — %) (m — 1)
Yoy (¢ — 2) (2 — %) Yoy (¢ — 2%) (2 — %)

nachgeliefert.
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C.2 Die Schatzfunktion C bei kleinem T

Ahnlich dem Vorgehen in Abschnitt 11.2.2 schreiben wir die Schétzfunktion als'?®

C = ﬁZ;F:Q(Xt_ﬂ"i_ﬂ_Y)(Xt_l—M+M_Y)

= 7 Yio (Xe = p) (X1 = p) + 75 ST, (X — w)? B
— i T (X —w)(X —p) — 7 s (X1 — p)(X — )

= 2 S (X - (X — )+ (B) S (CL h (X - ) (X — p)
- ﬁ % ZtT:2 ZST:1 (Xt - M)(Xs - M) - ﬁ % Zthz 23:1 (Xt - :U’)(Xs—l - N)

Erwartungswertbildung der vier Summanden ergibt fiir den ersten Summanden
Bl Sl (X — )X —p)] = m
fiir den zweiten Summanden (siehe dazu auch Abschnitt 11.2.2)
Elrty (1) T (S im (X = p)(Xy — )
= (%)2 [Tyo +2{(T =)y + (T = 2)y2+ ... +-3y7r—3 + 2yr—2 + y7-1}]

und fiir die beiden restlichen Summanden!%6

T T
Blriy 4 Yy Yot (Xe — p)(Xs — )]
= 2T+ QT -3+ 2T —5)v2+ ...+ 3yr—2 + Lyp_1]
und identisch dazu

Bl 4 S Yoy (Xeo1 — p)(Xs — )]

[y

‘H

L LT — 1)+ (2T = 3)y1 + (2T = 5)y2 + ... + 3yr—2 + 1y7_1]

S~

105\ an beachte, da dasselbe Symbol C wie in der asymmetrischen Form benutzt wird.
105Tyie Ergebnisse lassen sich am leichtestens verifizieren, wenn man (hier beispielsweise fiir den dritten
Summanden) die folgende Tabelle bildet:

L] | t |
([ T[T [ [T a7 i[7]
1 T Y2 73 Y4 s | YT-3 | YT-2 | YT-1
2 Yo Y1 Y2 V3 | YT—4 | YT-3 | YT-2
3 Y1 Yo gt V2 cee | YT-5 | YT-4 | YT-3
s
T—-3 | vyr-s | y7—6 | Y7=7 | Y7=8 | - .- a1 Y2 Y3
T—2| yr=4 | Y7—5 | Y7—6 | YT—-7 | --- Yo Y1 Y2
T—-1|vr-3 |Yr-4 | Y¥r-5 | Y7—6 | --- gt Yo 7
T Yr—2 | Yr—-3 | Y1-4 | Yr-5 | --- Y2 Y1 Yo

Die Tabelle zeigt, dafl beispielsweise 7o insgesamt (T' — 1)—mal auftaucht, dal v1 (7" — 2)—mal unterhalb
der Diagonalen und (7' — 1)—mal oberhalb der Diagonalen auftaucht, schliefilich dafl yr—_s zwei und drei
mal, insgesamt also fiinf mal in der Tabelle vorhanden ist. Entsprechende Tabellen lassen sich beziiglich
der anderen Summanden bilden.
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Damit erhalten wir fiir den Erwartungswert der Schitzfunktion C folgenden Ausdruck:

12
E[C] = m + <T) [Tvo+2{(T = D)m+ T =2)yv2+...+3v7-3 + 2y7-2 + Y1-1}]
2
TTT -1 (T =D+ 2T =3)n+ 2T = 5)y2 + ... + 5yr—s + 372 + 1y7—1]
= mn + &(.T) (C-15)
mit
1\2
£, T) = (T) Ty +2{(T = )m + (T =2)v2+ ...+ 3vr—3 + 2y7—2 + -1}
2
TT(T-1) (T — 1)y + Q2T = 3)y1+ (2T —5)y2 + ... + 5yr—3 + 3yr—2 + 1yp_1]
-1
2 T—k 27— (2k+1) o
= 7 - - = C-16
Tk:1<T T-1 >7’“ T (C-16)

Eine Aussage iiber die Richtung der Verzerrung fiir kleines 7' 1483t sich mit Hilfe des
folgenden Ergebnisses treffen: Fiir jedes k = 1,2,...,T—1, ergibt sich fiir den Koeffizienten
von g

< 0.

2 (T—k 2T —(2k+1) 2 K(T+1) — T?
T\ T T-1 T T(T-1)
Dabei folgt die Ungleichung aus der Tatsache, dal der Zahler des zweiten Bruchs monoton
in k wichst, jedoch fiir den maximalen Wert k£ = T — 1 negativ ist. Daraus folgt:

ElC] < m fallsy, > O0firk=1,2,...,7—1, (C-17)

d.h. die Autokovarianz v, wird durch C unterschitzt, falls alle Autokorrelationen positiv
sind.

Speziell fiir den Fall, da§ keine Autokorrelation vorliegt (v, = 0 fiir 7 > 0) ergibt sich

demnach

E[C] = —% <0

und demnach wird der wahre Autokorrelationskoeffizient 7; (= 0) fiir endliches (und
insbesondere fiir “kleines”) T' unterschétzt.

Die Tabelle C.1 zeigt ausgewihlte Werte fiir den Bias, der durch die Funktion &(,7)
erzeugt wird. Dabei zeigt diese Tabelle die mit -1 multiplizierten Werte. Man erkennt, dafl
nur fiir extrem grofes negatives p die Verzerrung positiv ist. Uberdies sind die Verzerrungen
fiir negatives p deutlich geringer.

Ferner wird aus der Tabelle deutlich, daf§ die durch C' zu schitzende Autokovarianz 7, vor
allem fiir kleines T sehr grofie Verzerrungen aufweist: Beispielsweise lautet fiir T = 5 und
p = 0.5 der wahre Wert ;1 = vyp = 0.50. Die ausgewiesene Verzerrung in der Tabelle zeigt
dann, daf} sich fiir den Erwartungswert

E[C] = 0.50 — 0.47375 = 0.02625

ergibt!
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Tabelle C.1: Werte der (negativen) Biasfunktion (—1) - &(,T') fiir AR(1)-ProzeS.

Anzahl Wellen (T)

p 3 4 5 10 30 50 100 500
-0.90000 || -0.07667 | 0.00962 | -0.02034 | 0.00278 | 0.00128 | 0.00087 | 0.00048 | 0.00010
-0.50000 || 0.08333 | 0.07813 | 0.05875 | 0.03137 | 0.01087 | 0.00658 | 0.00331 | 0.00067
-0.10000 || 0.27889 | 0.20663 | 0.16446 | 0.08182 | 0.02726 | 0.01636 | 0.00818 | 0.00164

0.00000 || 0.33333 | 0.25000 | 0.20000 | 0.10000 | 0.03333 | 0.02000 | 0.01000 | 0.00200
0.10000 || 0.39000 | 0.29838 | 0.24074 | 0.12167 | 0.04070 | 0.02443 | 0.01222 | 0.00244
0.50000 || 0.63889 | 0.54687 | 0.47375 | 0.27342 | 0.09755 | 0.05915 | 0.02979 | 0.00599
0.90000 || 0.92333 | 0.89538 | 0.86778 | 0.74458 | 0.45027 | 0.31284 | 0.17346 | 0.03735
Hinweis: o2 = 1 — p? und damit vp = 1 sowie 71 = p fiir jedes p.

C.3 Die Schitzfunktion C, bei kleinem T

C.3.1 Additive Uberlagerung

Wir schreiben die Schitzfunktion C, als'®”

Co =

= Y (X + U =X = U)Xy 1+ Uy — X =)

wobei unterstellt wird, da X durch additive Uberlagerung generiert wird.

Erwartungswertbildung ergibt wegen der Unabhéngigkeit von X; und Us fiir alle ¢ und s:

cclE[Cy]

wobei in der zweiten Zeile ausgenutzt wurde, da'®®

B[k Tl

= E[C] —

E [ﬁ Zthz (Ut - (% Zle Us)) (Utfl - (% 25:1 st)ﬂ

T

t=2
T —

§v) — 0

2
(T —1)2"

2

m—Uxmq—Uﬂ

E [ﬁ Y, UtUt—l} + B [

- [ﬁ D=2 D=1 Ut—lUs}

(

1 2 2 2

(siehe (C-15))

t=2

T—1
T2(T—-1) Zs:l Zs’:l USUS’}

- B [ﬁ Dotm2 Do UtUs/}

107Man beachte, da dasselbe Symbol C, wie bei der asymmetrischen Form benutzt wird.
1085owohl Hans Schneeweifl als auch Andy Tremayne haben - zeitgleich - auf das bisher verwendete
fehlerhafte Ergebnis hingewiesen, wonach der folgende Erwartungswert gleich Null sein soll!

T
1 2= X=X+ Bl 30 D)0 =T

(C-18)
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gilt. Demnach ist der Erwartungswert von Cy bei additiver Uberlagerung und T > 3 stets
kleiner als der Erwartungswert von C. Damit ist klar, dafl der "naive” IV-Schétzer bei
additiver Uberlagerung nicht konsistent ist. Siehe dazu im Einzelnen Abschnitt C.4.

Speziell fiir den Fall, daf§ keine Autokorrelation vorliegt, gilt

2
E[C,] = —WTU“ < 0

und demnach wird der wahre Autokorrelationskoeffizient v, (= 0) stérker als im Fall der
Originaldaten (siehe Abschnitt C.2) unterschétzt.

C.3.2 Allgemeine multiplikative Uberlagerung

Im Fall der "allgemeinen” multiplikativen Uberlagerung schreiben wir die Schétzfunktion
als

Cao = 701 Lo (XeUt = 1 20y XoUs) (Xema Ut — 7 3y XsUs)
= ﬁ Z;F:Q (XtUt —pu+p— % Zle XsUs)(Xt—lUt—l e % Z?:l XSUS)

= i Soimy (XeUs — ) (X aUs1 — pra)
+ 7y Y (% >t (XU — ux)) (% S XUy — ux))
— P F Y Y (XU — ) (XU — i)

e S (XUt — ) (XU — i)

—_

Erwartungswertbildung fiir die vier Summanden ergibt folgendes: Fiir den ersten Sum-
manden erhalten wir wegen (11-16)

T
1
71 Z (XeUp — piz) (X—1Up1 — Mw)] = cov[X{, X7 ] = cov[Xy, X¢1] = m
t=2

E

Fiir den zweiten Summanden ergibt sich (wie bei der Analyse von E[S2])

E 7ty S (350 06U~ ) (# 500 (XUs = )|
= % (Zzzl UCLT[XsUs] + ZZ:l 25:1,87&8/ COU[XSU57X5’U5’)
= & (S0 XU+ S S e conlXa X)

wobei das Ergebnis in der dritten Zeile wieder ausnutzt, dafl bei multiplikativer Uberlage-
rung

cov[XUs, XoUg] = cov[Xs, Xy
gilt. Siehe (11-16). Damit erhalten wir

Bty S (F 50 (U = 2) (4 X0 (XoUs — m0) )|

I—0p

2
- ;<%+az(fm+< o ))) b (T = )+ 2T = 295+ ..2- 2975+ 2 1yr 1)
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Fiir den dritten Summanden ergibt sich (unter Vernachlissigung des Minuszeichens)!??

E [ﬁ % f:? Zstl (XtUt - ﬂw)(XsUs - :ux):|

T T T
ﬁ% =2 VIXeUi] + ﬁ% P Zs:l,s;ét cov[ Xy, X

2
= 7 (70 + o2 (70 + (1[?[)) >> + 77 {@T =3+ (2T —5)v2 + ... + 3yr—2 + Lyr—1}

Fiir den vierten Summanden erhalten wir (genau wie bei der Analyse von E[C]) das
identische Resultat:

E [ﬁ % Zlf:? Zstl (thlUtfl - ,U:L")(XSUS - /L:v)

2
= % (70 + oy (’Yo + (f’p) >> + g AT =3 + (2T = 5)v2 + ... +3yr—2 + Iyr_1}

Diese Einzelergebnisse lassen sich wie folgt zusammenfassen: Fiir den Erwartungswert von
C, gilt bei allgemeiner multiplikativer Uberlagerung

2
wu:wl—;G%w(ﬁJ»+mm (19

2
ge) = EC) - ﬁ(w+<??)> < EHo) (C-20

wobei (v, T) durch (C-16) gegeben ist.

C.3.3 Multiplikative Uberlagerung mit Faktorstruktur

Die Abschnitt C.3.2 entsprechende Analyse fiir den Hohnefall hat zu beachten, daf3 die
(Auto-)Kovarianzen der iiberlagerten Variablen nicht gleich den (Auto-)Kovarianzen der

109Dje Ergebnisse der letzten Zeile der folgenden Gleichung lassen sich durch die folgende Tabelle verifi-
zieren:

L] | t |
[ I 2 [ 3 [ 4[5 [...[T-2]T-1 T ]
1 71 V2 V3 Ya || YT-3 Yr—2 Yr—1
2 V[X:Ut) 0%l V2 Y3 | oo | YT-a Yr-3 Yr—2
3 Y VIXeU) | m Y2 ... YT—5 Yr—4a Yr—3
s
T-3 YT-5 YT—6 Yr—-7 | Y78 | --- Y V2 ¥3
T-2 Yr—4 vyr—s | yr—6 | Yr—7 | --. | VIXUd] o Y2
T-1 YT—3 YT —4 Yr—5 | YT—6 | --- T VXU T
T Yr—2 Yr—3 Yr—4 | YT—5 | ... Y2 Y1 V[X.: Ui
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Originalvariabeln sind. Siehe dazu auch die Ableitung des Erwartungswertes von S2 in Ab-
schnitt 11.4.3; auf die Ergebnisse jenes Abschnittes werden wir uns im Folgenden beziehen,
insbesondere wird die in (11-32) definierte Autokovarianz

2 2
W, = cov[Xp, X8) = o pl 8 4 67 {(1 ot e —1p_0p +p7 (70 + <1’fp) ) }

eine Rolle spielen.

Wir starten wieder von der Zerlegung der Schitzfunktion C, in vier Summanden (siehe
Abschnitt C.3.2) und bestimmen nun die Erwartungswert der einzelnen Summanden unter
Beachtung der Hohne-Spezifikation X = (14 0D + ) X.

Fiir den ersten Summanden erhalten wir wegen (11-32)

1

E
T-1

T
Z (XU — pg) (X1 Uy — Mz)] = cov[X{, X ] = A
t—2

Fiir den zweiten Summanden ergibt sich

Bty S (F S0 (U — ) (3 S0 (XU = )|
= (Zle var[ XUy + X0, Zz::l,s;és’ cov[ X Us, Xy Uy

2
Po
= % (’yo+(52+052) <70+ <1_p) )) + 7 T = +2(T -2 +...2- 28, +2- 177 ,)

Fiir den dritten Summanden ergibt sich (unter Vernachlissigung des Minuszeichens)

E [%1 % 231:2 ZZ:I (XtUt - Mx)(XsUs - Nz)}

= ﬁ% 23:2 VIXeUi] + ﬁ% 23:2 Zle,s# cov[X;Ut, X Us]

2
PO
— b @ (o (£25)) b er ot v @ ong )

Fiir den vierten Summanden erhalten wir dasselbe Resultat wie fiir den dritten Summan-
den (siehe auch Abschnitt C.3.2), so daf} eine Darstellung hier iiberfliissig ist.

Die Einzelergebnisse lassen sich wie folgt zusammenfassen: Fiir den Erwartungswert von
C, gilt bei multiplikativer Hohne-Uberlagerung

2
ge) = A - ;(«maz) <70+<1p_0p> ))unH,T) (c-21)
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wobei ¢ (v, T) durch

1 2
) = () AT 0t + (@20 ot od 2t of )]
“TTo1) (2T = 3){" + (2T = 5)73" + ... + 5973 + 375 + 1774
_Jo
T
B 2TZ1 T—k 2T—Ck+1)\ 4 7 c22)
T T T T-1 T T

gegeben ist.

Zwar erscheint auf den ersten Blick die Struktur dieses Erwartungswertes grofie Ahnlichkeit
mit dem Erwartungswert im Fall der allgemeinen multiplikativen Uberlagerung zu haben,
doch ergeben sich bei ndherem Hinsehen deutliche Unterschiede.

e Da fiir 7' — oo der zweite und dritte Term in (C-21) verschwinden, strebt der IV-
Schitzer im Hohnefall gegen vf # ~; und ist deshalb nicht konsistenter Schitzer
der Autokovarianz.!1?

e Fiir den Fall p = 0 gilt
'y,f = 52,9(2) , k=1,2,...
d.h. die Auto-Kovarianzen ’y,f verschwinden auch fiir ¢ = 0 nicht.

e Es fillt auf, daB sich nun F[C] und E[C,) nicht nur durch den Term

% ((524—03) (’Yo + (1p_op>2>>

unterscheiden., was Konsequenzen fiir die Konstruktion eines Korrekturschétzers
hat.

e Fiir kleines 7" ist die Beschreibung der Verzerrung kompliziert.

HOEs gilt
2 2
M= e+’ (—1’-’,9 +o(yo + (—1‘-’1,) ))

2 2
(1+6*)y00+ 03 (1‘%9 + (‘if'g;;)

und

71 =07
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C.4 Relevanz fiir den I'V-Schitzer
C.4.1 Ergebnisse fiir den Panel-IV-Schitzer

Wir betrachten nun die Erweiterung fiir den Panelfall. Dann lautet der obige Schitzer
(symmetrische Form) wie folgt:

pa, IV 2 2 (X — X)) (Yit — Yia)
w S e (X7~ X (X5~ X . (C-23)
DS VHC. A ¢ 6T O NI VI DL G 69 T
Zt Zt (th71 —X?.)(Xi“t - X?o) Zt Zt (X{l,t71 - X?.)(Xft _X;'l-

Wir benutzen nun die Ergebnisse aus den Abschnitten C.2, C.3.1 , C.3.2 sowie C.3.3,
um fiir additive und multiplikative Uberlagerung die Wahrscheinlichkeitsgrenzwerte des
Panel-IV-Schitzers (C-23) zu bestimmen.

Additive Uberlagerung
Im Fall der additiven Uberlagerung erhalten wir

plimy_ filV = — T ED) 5, g (C-24)

o+ ¢y, T) — F
mit
Ty = 3T (T - TSE) g - p
Siehe (C-16) und (C-18). Dabei nimmt die Biasfunktion ¢ fiir positive Autokorrelation

stets nur negative Werte an und verschwindet fiir T' — co. Man beachte, daf also auch bei
additiver Fehleriiberlagerung der Schétzer nicht konsistent ist, selbst wenn 7" grof3 ist !

Man beachte, dafl der Ausdruck

1+ £ T)

durchaus negative Werte annehmen kann, ohne dafl die Konsistenz dadurch beeintriachtigt
wird. Wenn der Audruck allerdings (annéhernd) gleich Null ist, kann die Verzerrung durch
die Funktion £ zu einer duflerst unzuverlissigen Schitzung fiihren, die durch numerischen
Instabilitéat hervorgerufen wird: Da der Nenner (annihernd) gleich Null sein kann, ergibt
sich dadurch eine eher numerisch bedingte hohe Varianz der IV-Schétzung. So 148t sich
beispielsweise zeigen'!!, daB fiir

T=4 und p=0.77200187265876

dieser Ausdruck exakt den Wert Null annimmt. (Der entsprechende Wert fiir 7' = 10 lautet
0 = 0.12867394027791.)12 Da er im Zihler als auch im Nenner auftaucht, ist dann der

HWiRir T = 4 ergibt sich
Mo+ € T) = 5 (260 - 120"~ 20° 12) .

Fiir o = 0.77200187265876 hat die kubische Funktion in der Klammer eine Nullstelle.
112 Auf diese Ergebnisse kommen wir bei der Interpretation der Simulationsergebnisse in Abschnitt 12.5.1
zuriick.



C.4 Relevanz fiir den IV-Schétzer 151

Schétzer bzw. korrekter sein Wahrscheinlichkeitsgrenzwert nicht definiert. Allerdings wird
sich ja bei der Anwendung der IV-Schitzung nie (bzw. nur mit Wahrscheinlichkeit Null)
genau der Wert Null ergeben, sondern ein Wert nahe bei Null, der dann allerdings zu einer
sehr unzuverlissigen Schétzung fithrt. Man vergleiche dazu die Simulationsergebnisse in
Abschnitt 12.5.1.

Allgemeine multiplikative Uberlagerung
Im Fall der ”allgemeinen” multiplikativen Uberlagerung erhalten wir als Wahrscheinlich-
keitsgrenzwert fiir den Panel-IV-Schitzer (C-23)

pth—»oo w - 2
1 2 Po
n o+ EnT) - 7 (% (70 + (1—p> ))

T-1 — 2T —(2k+1
1) = 3 T (T - ) -

Aa, IV 7 + 5(77T) 5 (0_25)

mit

Siehe (C-16) und (C-19). Dabei nimmt die Biasfunktion £ fiir positive Autokorrelation
stets nur negative Werte an und verschwindet fiir T" — oo.

Die fiir den Fall der additiven Uberlagerung geschilderten Probleme, die sich fiir den Fall,
daB der Nenner von (C-25) (ann#hernd) gleich Null ist, gelten natiirlich auch hier. Die
explizite Analyse ist allerdings aufwendiger.

Multiplikative Héhne-Uberlagerung
Im Fall der multiplikativen Hohne-Uberlagerung erhalten wir als Wahrscheinlichkeitsgrenz-
wert fiir den Panel-IV-Schéitzer (C-23)

- ja + £, T
pthHooﬁm’/W = M+ £, T) : 5
reewn - H{ea(n ()
(C-26)
mit
1 2
A1 T) = (T 2{(T -+ (T -2 +...+ 3+ 298, + 471 }]
- 70
“ o [T B! + 27 = 5)% + .+ 51y + 3+ 1] -
2Tk 2 —(2k+D\ g
= 7 2 T T_1 Yk T

Siehe (C-21) und (C-22).

Die fiir den Fall der additiven Uberlagerung geschilderten Probleme, die sich fiir den Fall,
daB der Nenner von (C-26) (annihernd) gleich Null ist, gelten natiirlich auch hier. Die
explizite Analyse ist allerdings deutlich (!) aufwendiger.
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