Kapitel 1

Elektrostatik

1.1 Vorbemerkungen

Im letzten Semester hatten Sie die Newtonsche Gravitationskraft als eine fundamenta-
le Kraft kennengelernt. Sie wirkt zwischen allen massebehafteten Kérpern und ist stets
anziehend.

Das Newtonsche Gravitationsgesetz lautete fiir zwei Korper (Massenpunkte) mit
Massen m; und ma:
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(1.1)

Hierbei sind 7 und 7 Abstandsvektoren, die vom Ursprung eines (z. B. kartesischen)
Koordinatensystems zu den Massenschwerpunkten der beiden Korper 1 und 2 zeigen. Der
Vektor 77 = 1 — 15 ist der Verbindungsvektor zwischen den beiden Massenschwerpunkten,
der von Korper 1 nach Kérper zeigt und r ist dessen Betrag. G = 6.67 - 101! Nm? /kg?
ist die Gravitationskonstante. Die Indizes "1” und ”2” an ﬁg deuten an, dass die Gravi-
tationskraft vom Korper 2 ausgeht und auf Korper 1 wirkt. ﬁg zeigt von my nach mo, ist
also anziehend. P_’S fallt auBerdem quadratisch mit dem Abstand der beiden Korper ab.
Die Eigenschaft ”Masse” eines Korpers ist ein Mafl dafiir, wie stark dieser einen zweiten
Korper anzieht.

Abbildung 1.1: Zur Gravitationskraft zwischen
0 (Koordinatenursprung) zwei Korpern 1 und 2.
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Ganz entsprechend koénnen wir die Kraft ﬁﬁ betrachten, die Korper 1 auf Korper 2
ausiibt. Aus () erkennt man sofort, dass Fig = —F§ gilt. £ und F§ und sind also
entgegengesetzt gleich, was letztlich einen speziellen Fall des 3. Newtonschen Axioms
darstellt.

Die Newtonsche Gravitationskraft ist eine extrem schwache Kraft. Dies erkennen wir auch
ohne Rechnung daran, dass es der Masse der gesamten Erde bedarf, um auf einen Men-
schen eine Kraft von ca. 750 N in Richtung Erdmittelpunkt auszuiiben. Die Gravitations-
kraft ist z. B. fiir die Bewegung der Planeten um die Sonne verantwortlich und sorgt dafiir,
dass Planeten wie die Erde oder auch die Sonne die Gestalt einer Kugel annehmen. Sie ist
aber viel zu schwach, um Materie auf kleineren Skalen ”im Inneren” zusammenzuhalten.
So konnen wir beispielsweise an einen wenige Zentimeter dicken Stahlstab durchaus ein
Gewicht von mehreren Tonnen hidngen, bevor dieser zerbricht. Es muss also zwischen den
Bestandteilen der Materie Kréfte geben, die erheblich starker sind als die Gravitations-
kraft.

Hier stellt sich die Frage, warum wir diese Kréfte nicht ohne weiteres wahrnehmen koénnen,
bzw. warum diese Krifte die Gravitationskraft auf grofen Mafistaben nicht vollig iiber-
decken. Grundsétzlich gibt es zwei mogliche Antworten:

1. die Krafte wirken nur auf sehr kurzen Abstidnden, fallen also wesentlich schneller ab
als die Gravitationskraft

2. die Kréfte fallen zwar langsam ab, "neutralisieren” sich aber in irgend einer Form
auf grofien Skalen.

Beide Formen von Kréften existieren. In spéteren Kursen werden Sie die "starke Kraft”
kennenlernen, die zwischen den Bestandteilen des Atomkerns auf Abstdnden von nur ca.
10~ m wirkt. Ahnliche Eigenschaften hat die ”schwache Kraft”, die z. B. beim radiakti-
ven Zerfall (8-Zerfall) eine Rolle spielt. Sie ist zwar durchaus nicht schwach, wirkt aber
nur auf extrem kleinen Abstdnden. Die elektrostatischen Kréfte, die wir im folgenden
betrachten werden, sind vom zweiten Typ. Sie konnen sowohl abstoflend als auch an-
ziehend sein. Im Allgemeinen sind Koérper makroskopischer Gréfle elektrisch neutral, die
elektrostatischen Kréfte kompensieren sich im Inneren des Korpers.
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1.2 Die Coulomb-Kraft

Wenn wir ein Wolltuch (Katzenfell) an einem Kunststoffstab reiben und Stab
und Wolltuch anschlieSend trennen, so stellen wir fest, dass sich beide anschliefend relativ
stark anziehen. Umgekehrt stoflen sich zwei geriebene Kunstoffstabe ab.

Wir haben hier offensichtlich eine neue Kraft beobachtet (die ”elektrostatische Kraft” oder
die ”Coulomb-Kraft”), die uns hier in Form von ”Reibungselektrizitit” entgegengetreten
ist. Wir konnen jetzt dem Stab bzw. dem Wolltuch ganz in Analogie zu den Massen
bei der Gravitationskraft eine neue Eigenschaft zuschreiben, die ein Maf§ dafiir ist, wie
stark dieser Korper einen anderen anzieht oder abstof3t. Wir nennen diese Eigenschaft die
7elektrische Ladung” (). Die Einheit der elektrischen Ladung ist das ” Coulomb”
(©).

Der Kunststoffstab trage die Ladung @)1, das Wolltuch die Ladung (5. Ganz in Analogie
zum Newtonschen Gravitationsgesetz konnen wir vermuten, dass auch die Coulombkraft
einem Gesetz der Form

<13y

ﬁgoulomb = const. - f(r)- Q1 - Qs - (1.2)
gehorcht. Wir setzen also anﬂ, dass die Coulomb-Kraft in Richtung des Verbindungsvektors
7 zwischen den Massen wirkt, einem uns noch unbekannten Abstandsgesetz f(r) gehorcht
und symmetrisch in den Ladungen @; und Q, aufgebaut ist. F5°"°™P ist so angesetzt,
dass wie beim Gravitationsgesetz FouomP = — Fijeulomb gt q h. das dritte Newtonsche

Axiom weiterhin gilt.

Im Gegensatz zur Gravitationskraft kann die Coulombkraft sowohl anziehend als auch ab-
stoflend sein. Dies konnen wir durch unterschiedliche Vorzeichen der Ladungen ), und Q-
ausdriicken. Ohne Beschrankung der Allgemeinheit kénnen wir die Ladung des Wolltuchs
als positiv ansetzen, die Ladung des Kunststoffstabs als negativ. Zwei gleichnamig gela-
dene Korper (z. B. zwei Kunststoffstibe) stoflen sich ab. ﬁgoulomb muss also in Richtung
7 zeigen, d. h. die Konstante in (([CZ) muss positiv sein. Fiir ungleichnamige Ladungen ist
102 < 0, ﬁgoulomb ist antiparallel zu 7" gerichtet, die beiden Kérper ziehen sich an.

Historisch gesehen war es ein weiter Weg, von der Beobachtung von Phéanomenen wie der
Reibungselektrizitéit zu einem Verstdndnis der Grundbausteine der Materie zu gelangen.
Wir wollen diesen Weg an dieser Stelle nicht nachzeichnen. Heute wissen wir, dass die
Atome aus Elektronen und Atomkernen aufgebaut sind, wobei sich die Atomkerne aus
Neutronen und Protonen zusammensetzen. Neutronen und Protonen setzen sich ihrerseits
aus elementaren Quarks zusammen. Elektronen und Protonen (bzw. die Quarks) sind die
Tréger der elektrischen Ladung. Die Ladung eines Elektrons betrigt —e ~ —1.6022 -
1071 C, die Ladung der Protonen +e ~ +1.6022 - 1071 C. Ein elektrisch neutrales
Atom enthilt eine gleiche Anzahl von Protonen und Elektronen. Ionisiert man ein Atom
(d. h. man entfernt Elektronen), so wird dieses positiv geladen.

Die Reibungselektrizitit konnen wir nun qualitativ wie folgt erklaren: Beim engen Kon-
takt des Wolltuchs mit dem Kunststoffstab treten einige Elektronen aus dem Wolltuch
in den Stab iiber. Bei der Trennung von Stab und Tuch bleiben diese Elektronen im

'Dies muss nicht notwendig so sein. Magnetische Krifte haben beispielsweise eine kompliziertere Form,
aber auch Scheinkrifte wie die Corioliskraft, die wir im letzten Semester kennengelernt haben.
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Stab, dieser trdgt dann eine negative Ladung, wihrend das Tuch positiv geladen wird.
Dass die Elektronen aus dem Tuch in den Stab {ibertraten und nicht umgekehrt kénnen
wir an dieser Stelle noch nicht beweisen. Tatséchlich ist es auch moglich, durch Reiben
eines Porzellanstabs Elektronen in das Tuch iibertreten zu lassen. Ein mit dem Woll-
tuch geriebener Porzellanstab und ein aufgeladener Kunststoffstab ziehen sich an, was die
umgekehrte Aufladung der beiden Stdbe demonstriert.

An dieser Stelle stellt sich die Frage, wie sich die elektrischen Ladungen in einem gege-
benen Material (Kunststoffstab, Metallstab, Gase, Fliissigkeiten usw.) verteilen. In einem
Festkorper wie einem Metall- oder Kunststoffstab sind die Atome auf einem regelméafi-
gen Gitter angeordnet. Elektronen, die sich in der Nédhe der Kerne auf ”inneren Schalen”
befinden, bleiben im allgemeinen fest an die Gitterbausteine gebunden, wahrend sich die
duBeren Elektronen iiber den gesamten Festkorper ausbreiten konnen. In Metallen kénnen
sich diese Elektronen frei bewegen, in Isolatoren dagegen nicht ohne weiteresd.

In Gasen sind stets einige Atome ionisiert. Wie wir im letzten Semester diskutiert ha-
ben, sind die Geschwindigkeiten der Gasatome bzw. -molekiile iiber einen weiten Bereich
verteilt (Maxwellsche Geschwindigkeitsverteilung). Einige dieser Atome besitzen eine ki-
netische Energie, die grof genug ist, um beim Stofl mit einem anderen Gasatom dieses
zu ionisieren. Damit liegen auch in einem insgesamt neutralen Gas einige frei bewegliche
Elektronen bzw. Ionen vor.

Auch in Fliissigkeiten sind einige Atome bzw. Molekiile ionisiert. Insbesondere sind etwa
in Wasser eine Reihe von Salzen (z. B. NaCl) gelost, wobei die Na™-Ionen einfach positiv
(Q = +e), die Cl™-lonen einfach negativ () = —e) geladen sind. Auch das Wasser selbst
spaltet teilweise in H*-Tonen (d. h. einfach positiv geladene Protonen) und OH™-Tonen
auf.

Die freie Beweglichkeit von Elektronen in Metallen kénnen wir leicht experimentell de-
monstrieren.

Beriihren wir ein metallisches ” Braunsches Elektrometer” (s. Abb. [[2)
mit einem geladenen Porzellanstab, so schlagt das drehbar geladene Bléttchen des Elek-
trometers aus.

Drehbares
Blattchen

t++++++++++++

+
: N
geladene + +
Stab + +

+++++++++++++

Braunsches Elektrometer

Abbildung 1.2: Das Braunsche Elektrometer

2Auf genauere Details, wie sich Elektronen in einem Isolator bewegen koénnen, wollen wir hier nicht
eingehen.
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Bei Beriihrung des Elektrometers mit dem Stab treten Elektronen auf den Stab iiber,
so dass das Elektrometer selbst positiv geladen wird. In dem Elektrometer kénnen sich
Elektronen wie in jedem Metall frei ausbreiten, so das die positive Aufladung nicht auf die
Kontaktstelle beschrankt bleibt, sondern sich iiber das gesamte Elektrometer verteilt. Da
sich gleichnamigeﬁ Ladungen abstoflen, dreht sich das Pldttchen. Aus dem selben Grund
ist die positive Ladung auf eine diinne Oberflachenschicht des Metalls beschrankt.

Ganz dhnlich funktioniert das Bléttchenelektroskop (Abb. [[3)). Hier werden durch die
aufgebrachte Ladung zwei leicht biegbare metallische Blattchen voneinander weggespreizt.

Abbildung 1.3: Bléttchenelektroskop

Das Braunsche Elektrometer und das Bléttchenelektroskop lassen sich auch zur quantita-
tiven Bestimmung der aufgebrachten Ladung verwenden. Wir wollen aber an dieser Stelle
auf eine quantitative Auswertung des Ausschlags der Elektrometer verzichten.

Statt dessen zeigen wir noch qualitativ, wie sich das Elektrometer bei Beriihrung mit
verschiedenen, anfénglich ungeladenen Gegensténden verhalt:

e bei Beriithrung mit einem neutralen Kunststoffstab, einem trockenen Holzstab oder
einem Porzellanstab passiert nichts; die Ladungen bleiben auf dem Elektrometer

e bei Berithrung mit einem Metall, einem feuchten Holz oder einem wassergefiillten
Hohlrohr geht der Ausschlag des Elektrometers zuriick, d. h. die Ladungen kénnen
abflieen. Das gleiche gilt, wenn wir die Luft durch einen Bunsenbrenner in der Néahe
des Elektrometers erhitzen, da dann in der Luft zahlreiche freie Ladungen erzeugt
werden.

Dies zeigt nochmals, dass Metalle bzw. der Wasserfilm auf dem Holzstab Ladungen leiten
konnen, gute Isolatoren wie der Kunststoffstab dagegen nicht.

3Das Elektrometer hitte auch beim Aufbringen einer negativen Ladung ausgeschlagen, was wir durch
Beriithrng mit dem Kunststoffstab zeigen.
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Wenn wir mit dem wassergefiillten Rohr ein weiteres, zundchst ungeladenes Elektrometer
beriihren, so schldgt dieses aus. Wir haben also mit dem Rohr Ladungen von einem
Elektrometer zu einem anderen transportiert.

Die Ubertragung von Ladungen auf ein neutrales Objekt demonstrieren wir weiterhin
durch einen mit Graphit iiberzogenen, an einer Schnur héngenden Ball, der vor einer
geladenen Platte hiangt. Der Ball ist zunéchst neutral. Nachdem er die Platte beriihrt
hat, wird er von der Platte abgestofien. Der Ball wird von der Platte abgestoflen, wobei
die abstoflende Kraft offensichtlich in Richtung des Verbindungsvektors zwischen den
Ladungen wirkt, wie wir bei unserem Ansatz ([L2) bereits unterstellt hatten.

Wir wollen nun die Abstandsabhéngigkeit f(r) der elektrostatischen Kraft mittels einer
Balkenwaage genauer untersuchen.

Auf dem Waagearm einer Balkenwaage befindet sich eine geladene Kugel
(Ladung Q1) (s. Abb. [[4). Thr gegeniiber wird in einem bestimmten Abstand r eine
Kugel mit der Ladung @2 angebracht. Auf @); wirkt die Coulombkraft F_’Somomb, die wir
durch Gegengewichte so kompensieren, dass der Abstand r konstant bleibt. Durch die
Gegengewichte ldsst sich F Coulomb (yantitativ messen. Misst man F Coulomb i1 verschiedene
F’Soulomb

Absténde r, so findet man, dass quadratisch mit dem Abstand zwischen den

Ladungen abnimmt.

F

coulomb

mg

Abbildung 1.4: Waage zur Messung des quadratischen Abstandsgesetzes f(r). Fiir
Q1 = Q2 = 0 steht der Balken der Waage waggerecht. Nach Aufladung der beiden Ku-
geln (Abstand: r) wird die Masse m bendtigt, um den Balken wagerecht zu halten Bei
Halbierung des Abstands r wird hierfiir das vierfache Gewicht 4m bendtigt.

Mit diesem experimentellen Ergebnis konnen wir in (L) f(r) = 1/r? setzen. FGoulemb
gehorcht also dem gleichen Abstandsgesetz wie das Newtonsche Gravitationsgesetz.
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Wir erhalten:

~Coulomb __ Ql ) Q2 T
Fi3 = const. o R— (1.3)
Es bleibt noch die Konstante festzulegen.
Im cgs-System wéhlt man: const. = 1, also
FGoulomb Lfbf (Coulomb-Kraft, cgs-System) (1.4a)
r2or
Mit dieser Definition hat die Ladung die Einheit N'/?m.
Im SI-System, das wir stets verwenden wollen, wahlt man: const. = 1/(47ey), also
— 1 . r
FGeulomb — L Qi@ (Coulomb-Kraft, SI-System) (1.4b)

ey 12 71

Hierbei ist ¢y die Influenzkonstante oder elektrische Feldkonstante. Sie hat den

Zahlenwert )

C
= 8.8543- 107" — 1.5
=0 Nm?2 (1.5)
Diese Definition, die das Coulomb als eigenstédndige Einheit einfiihrt, ist im Moment noch
nicht sehr einsichtig. Wir werden aber in den nachfolgenden Abschnitten sehen, dass sie
durchaus Sinn macht.
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1.3 Das Coulombsche Gesetz, elektrostatisches Feld

Zur Einfithrung verschiedener Grundbegriffe betrachten wir zunéchst einmal die Kraft,
die zwischen zwei Ladungen ¢; an der Position 7 und ¢, an der Position 75 wirkt. Aus der
Experimentalphysik ist das Coulombsche Gesetz fiir diese Kraft bekannt. Danach wirkt
auf die Ladung ¢; durch die Wechselwirkung mit der Ladung ¢, die Kraft

q192 71 — T
|7 — 72| |7 — 75|

ﬁl? - k (16)

Dieses Coulombsche Gesetz beinhaltet insbesondere die folgenden Aussagen:

= =
r—r
1 2
()
n
e
O
< =
‘ a4
> I 1
=
F
2
x—Achse

Abbildung 1.5: Kraft auf Ladung 1 von 2

a) Die Stérke der Kraft ist proportional dem Produkt der beteiligten Ladungen: |ﬁ 12| ~
4192-

b) Die Stérke der Kraft ist invers proportional zum Quadrat des Abstandes der beiden
Ladungen: |Fio| ~ |7 — 7572,

c¢) Die Richtung der Kraft ist parallel beziehungsweise antiparallel zum Einheitsvektor
in Richtung der Verbindungslinie von der Position 75 zur Position der Ladung, auf
die die Kraft ausgeiibt wird (7), siehe auch Abbildung 1.1: Fi5 ~ €195 = ==

|71 =75

d) Haben also beide Ladungen das gleiche Vorzeichen (die Proportionalitétskonstante
k im Coulombschen Gesetz ist positiv), so wird die Ladung ¢; durch die Kraft ﬁlz
abgestoBen. Haben die beiden Ladungen unterschiedliches Vorzeichen (sei z. B. ¢
die Ladung eines Elektrons, d. h. ¢g; < 0, und ¢, die Ladung eines Protons, ¢, > 0),
so wird die Ladung ¢; von der Ladung ¢, angezogen.

Das Coulombsche Gesetz ist natiirlich vertrdglich mit den Newtonschen Gesetzen der
Mechanik. So gilt fiir die Kraft, die von der Ladung ¢; auf die Ladung ¢, ausgeiibt wird
(,actio = reactio®)

Fyy = —Fpo. (1.7)
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Das Coulombsche Gesetz stellt eine Beziehung her zwischen mechanischen und elektrosta-
tischen Groflen. Daher kann diese Beziehung benutzt werden, um die Einheiten, in denen
wir die die Ladungen angeben wollen, festzusetzen.

In dem von uns verwendeten SI System setzen wir die Konstante

CQ
k= it £9=8,854...107"% —. 1.8
4dmeg <o ’ N m? (18)
Dabei steht “C” fiir Coulomb, der Einheit, in der Ladungen angegeben werden sollen.
Zwei Ladungen vom Betrag |¢1| = |¢2|] = 1 C im Abstand |7} — 75| = 1 m {iben nach dem
Coulombgesetz ([CH) eine Kraft aus vom Betrag
_ 1 C?
|Flo] = ———; =8,988... 10°N.
4mer m
Betrachtet man N Ladungen, die sich an den Stellen 7, ..., 7y befinden, so gilt nach dem

Superpositionsprinzip fiir die Kraft auf eine Probeladung ¢ am Ort 7

N

o 1 qq 7T
B =Y (19

2 meq [P — A2 [7— 7]

Ziel ist es, eine Messgrofle fiir das Kraftfeld zu finden, das durch die N Ladungen ¢;
an den Positionen 7; erzeugt wird. Der Betrag dieser Kraft ist abhingig von der Grofie
der Probeladung ¢. Ausserdem wird das Einbringen einer Probeladung die Verteilung der
anderen Ladungen und damit das Feld der N Ladungen beeinflussen. Deshalb definiert
man das elektrische Feld E an der Stelle 7

E() = lim ﬁqﬂ (1.10)

—0 q

Die Grenzwertbildung driickt aus, dass die Probeladung ¢ verschwindend klein sein muss,
um die Ladungsverteilung, die das Kraftfeld erzeugt, nicht zu storen.

Das elektrische Feld ist ein Vektorfeld, fiir das die aus der Mechanik bekannten Transfor-
mationseigenschaften gelten. Beispielsweise beschreibt man also die Transformation des
elektrischen Feldes bei einer Drehung des Koordinatensystems durch die Multiplikation
mit der zugehorigen Drehmatrix.

Graphisch darstellen lésst sich das elektrische Feld durch Feldlinien, die folgende Eigen-
schaften besitzen:

a) Die Richtung der Feldlinien gibt die Richtung des E-Feldes an der Position der
Feldlinien an.

b) Die Zahl der Feldlinien durch eine Einheitsflache senkrecht zu ihnen ist ein Maf fiir
den Betrag von E an dieser Stelle.

¢) Da eine positive Probeladung von positiven Punktladungen abgestofien wird, sind
diese positiven Punktladungen Ausgangspunkte von Feldlinien. Entsprechend sind
negative Punktladungen Endpunkte von Feldlinien. Man spricht auch von Quellen
und Senken des elektrischen Feldes.
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Das elektrische Feld von N Punktladungen berechnet sich nach dem Superpositionsprinzip
zu

; F—T;
: 1.11
47?502|T—T1|2 |7 — 7 ( )

Statt diskreter Punktladungen treten oft kontinuierliche Ladungsverteilungen auf. An die
Stelle der Summation tritt nun die Integration iiber die rdumliche Verteilung der La-
dung. Diese bezeichnen wir als Ladungsdichte p(7'), die die Ladung pro Volumen an 7’
im infinitesimalen Volumenelement d37” angibt. Die Ladungsdichte wird also angegeben
in Einheiten von Ladung pro Volumen. Wir erhalten fiir das elektrische Feld einer La-

dungsverteilung;:
. 1 = = =
E- /d3F’ plur) i (1.12)
4reg |7 — 7|2 |7 — 7|

Integriert man die Ladungsdichte iiber ein Volumen V', so erhélt man die Gesamtladung

in diesem Volumen:
[ e -a

\%4

1.3.1 Die Delta-Funktion

Wie ldsst sich die Ladungsdichte von einzelnen Punktladungen mathematisch beschrei-
ben? Man benutzt dafiir die Delta-Funktion, die von Paul Dirac in Analogie zum
Kronecker-Symbol d;; als Verallgemeinerung fiir kontinuierliche Indizes eingefiihrt wurde.
Es ergibt sich fiir die Ladungsdichte von Punktladungen:

ZQZ T _Tz

wobei die 7; die Orte bezeichnen, an denen die einzelnen Punktladungen angebracht sind.

Im folgenden soll auf die wichtigsten Eigenschaften der Delta-Funktion eingegangen wer-
den. Genaugenommen ist sie weder eine Funktion im iiblichen Sinne noch im Riemann-
schen Sinne integrierbar. Sie stellt jedoch ein wichtiges mathematisches Hilfsmittel dar
und wird exakt im Rahmen der Distributionentheorie behandelt.

1. Betrachten wir zunéchst den eindimensionalen Fall. Eine Definitionsgleichung fiir
die Delta-Funktion lautet
b

/dx 0z —xo)f(z) = { g(ﬁco) iillllsstl'ﬁo € [a,b]

2. Man kann sich die Delta-Funktion aus einer Folge von Gauf-Kurven entstanden
denken, deren Halbwertsbreite n immer kleiner wird, der Flacheninhalt jedoch gleich
bleibt (vgl. Figur 1.2):

- 0=t o ().

Der Vorfaktor 1/,/7n ist ein Normierungsfaktor, der dafiir sorgt, dass das Integral
iiber die ganze reelle Achse fiir die jeweilige Gaufl-Kurve immer auf 1 normiert ist.
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Abbildung 1.6: § Funktion als Grenzfall von Gaufi Funktionen (a=4)

3. Ist das Argument der Delta-Funktion eine Funktion y(z), die im betrachteten In-
tervall [a,b] bei x; eine einfache Nullstelle besitzt (d.h. y(z;) = 0,y'(x;) # 0), so

gilt:
o(x — x;)
(y(z)) = Z ’T
i dz Y o
Beispiel: y(z) = 2* — a, mit den Nullstellen 7/, = £+/a. Einsetzen:
dy
d_ = |2x|$1/2 = 2\/6
9 1

4. Im dreidimensionalen Fall gelten
o o | oo fallsT=7"
or )= { 0  sonst.

Stellt man die Vektoren im Argument der Delta-Funktion durch kartesische Koordi-
naten dar, so ergibt sich die Delta-Funktion im 3-dimensionalen Raum als Produkt

6(7"—70) = 6(x — x0) - 6(y — vo) - 6(2 — 20).

Die Darstellung ist etwas komplizierter im Fall von krummlinigen Koordinaten
(u,v,w). In diesem Fall betrachten wir einen Ansatz fiir die Delta-Funktion der
Form:

(7 —710) = D(u,v,w)0(u —ug) - 6(v —vg) - 0(w — wp). (1.13)

Falls 7y im betrachteten Integrationsvolumen V' liegt muss gelten

1 = /dgré(F—Fo)
14

@,y,2) w, v, w)d(u—ug) - (v —vg) - 6w — w
/Vdudfudw 8(u,v,w)r( , U, w)0( 0) - 0( 0) - 6( 0)
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Dabei erhalten wir durch die Anwendung der Substitutionsregel fiir das Volumen-
element d3r im zweiten Teil dieser Gleichung

Iz, y, 2)

D, v, du dv dw

&Pr =dedydz =

die Funktionaldeterminante oder auch Jakobideterminante

Oy Oyx Opt
AN,y 2) _ By vy Ouy
O(u, v, w) Ouz Opz OyZ

Dabei haben wir fiir die Ableitungen die abkiirzende Schreibweise benutzt:

_ Ox

(1.14)

Es ist klar, dass die Gleichung (LI3)) und folgende genau dann erfiillt wird, wenn
wir in dem Ansatz (LI3) einsetzen

I'(u,v,w) = (%'ro)l

Mit dieser Regel ergibt sich zum Beispiel fiir die Delta-Funktion in Kugelkoordinaten

1
73 sin Jg

O — 7o) = 6(r —10)0(9 — V0)0(0 — o).
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1.4 Differentialoperatoren und Integralséitze

Es sollen nun einige mathematische Vorraussetzungen geschaffen werden, die fiir die Be-
schreibung elektrostatischer (und elektrodynamischer) Effekte notwendig sind.

Als Beispiel zur Motivation wollen wir zunéichst die mathematische Beschreibung der
Ladungserhaltung diskutieren: Sei V' ein Volumen mit der Oberfliche O und der Raum-
ladungsdichte o(7). Die Gesamtladung in diesem Volumen V (Q(V')) ist also das Integral
der Ladungsdichte {iber das Volumen V:

QV) = / o(F)dV

|4

Andert sich nun diese Ladung in V mit der Zeit (dQ/dt # 0), so kann dies wegen der
Ladungserhaltung nur so geschehen, dass durch die Oberfliche von V' ein Strom j fliesst.
Ubersetzt in die Sprache der Mathematik bedeutet dies:

%Q(V) = %/g(f')d‘/ = —7{]‘- df (1.15)
1% o

Das letzte Integral ist ein Flachenintegral, das als “Wichter” beobachtet, wieviel La-
dung durch die Oberflache in das Volumen hineinfliesst (der Integrand j-d f muss dann
negativ sein) oder aus diesem herausfliesst (der Integrand ist in diesem Fall positiv, d.h.
jhat eine Komponente parallel zu d f) Bei der Definition des Flachenintegrals sollte also
der Vektor d f senkrecht zur Oberflache stehen und nach aussen weisen.

1.4.1 Das Fliachenintegral

Mit dem Fléchenintegral (auch Flussintegral)

@://T-df (1.16)

F

\/

<V

Abbildung 1.7: Fladchenintegral eines Vektorfeldes
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ZA

z=1

<V

v &

Abbildung 1.8: Parametrisierung der Abbildung des Einheitsquadrates

wird der Fluss von A durch F beschrieben, wobei A ein beliebiges Vektorfeld und F' eine
Fléche im dreidimensionalen Raum sein soll. (s. Abb 1.7). Dabei ist der Betrag von d f ein
infinitesimales Fléachenstiick, dessen Richtung senkrecht zur Fléache steht. Zur Berechnung
von ® muss die Fliache parametrisiert und anschlieend d f bestimmt werden.

a) Analog der Parametrisierung eines Linienintegrals wird auch hier die Fldche F' para-
metrisiert dadurch dass wir die Ortsvektoren, die auf dieser Fliache enden, als Funktion
von 2 Parametern darstellen:

F = {f(u,v); ué€ ug,wa], v € vy, v1]}
Dabei ist die Parametrisierung (7(u,v)) eine Abbildung der ebenen Fliche UV in die
gekriimmte Fliche F im R3.
Beispiele :

1. Sei F ein Einheitsquadrat parallel zur z-y-Ebene durch z = 1 (s. Abb. 1.8), so lautet
die entsprechende Flachenparametrisierung

¢ u € [ug, u]
FD: F: v y 0,
1 v € [vg, v1]

2. Sei Fy die Oberflache einer Kugel mit Radius R, dann lautet die Fléchenpara-

metrisierung
Rsin ) cos ¢
Fy={7=| Rsindsinyp |, 19:[?727:1]
Rcos 4 ’

b) Nachdem wir zunéchst einmal die Fldche parametrisiert haben, wollen wir nun die
Differentialform df bestimmen. Dazu konstruieren wir zunédchst einmal in jedem Punkt
der Fliche 2 linear unabhéngige Vektoren, da und db, die tangential zur Fliache stehen:

or
d_’ — 7 d — 7 — —d
a (u + du,v) — 7(u, v) 5, U
- or
db = T dv) — 7 = —dv.
(u, v + dv) — 7(u,v) 5,4
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Damit ist ~ .

df = +da x db.
Forderung : Das Vorzeichen soll so gewahlt werden, dass d f bei geschlossenen Flachen
nach aussen zeigen soll.

Betrachten wir die Kugelflache: Mit der Parametrisierung nach obigem Beispiel gilt

oF cos ¥ cos
di = 8_190[19 =R | cosvsiny | dI,
—sind
. oF —sinYsin
db = a—d(p:R sindcosy | dy
14 0
B sin? ¥ cos ¢
— df = +R*| sin’Usingp | dddyp
sin ¥ cos ¥
= +R*sinvé,dddy.

blabla Das positive Vorzeichen ergibt sich mit der oben genannten Forderung, dass die
Flachennormale df einer geschlossenen Oberfliche nach aussen weist.

c) Mit diesen Uberlegungen folgt nun fiir das Flichenintegral iiber eine Kugelfliche O
mit einem Vektorfeld A(r) = ar’

™

. 2m
j{A(r_) -df = [ [aRé,R*sinvé.didy
J 00
T 2m
= aR? [sinvdy [ dy
0 o
= 4maR3.

1.4.2 Divergenz

Mit dieser Definition des Flédchenintegrals kénnen wir nun Aussagen machen, an welchen
Stellen ein Vektorfeld A Quellen besitzen muss. Analog zu dem Beispiel, dass das Vek-
torfeld A den Fluss einer Fliissigkeit beschreibt, sagen wir, dass das Vektorfeld Ain all
den Volumina eine Quelle haben muss, aus denen mehr herausfliesst als hineinfliesst. Bei
diesen Volumina ist also das Integral des Vektorfeldes iiber die Oberfliche des Volumens
positiv. Liefert dieses Oberflichenintegral einen negativen Wert, so sagen wir, dass das
Vektorfeld in dem betrachteten Volumen eine Senke besitzt. Um die Quellen (Senken)
genauer zu lokalisieren, betrachten wir eine Folge von Volumina AV, die alle einen Punkt
7o enthalten, und deren Volumen kleiner wird. Dies erlaubt uns die Quellstirke oder Di-
vergenz des Vektorfeldes im Punkte 7 zu definieren als

. 1 . .
O
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wobei das Integral jeweils iiber die Oberfliche von AV zu berechnen ist. Fiir diese Defi-
nition gilt also:

— div A ist eine skalare GrofBe,

— div A(y) > 0 <= A hat Quellen in 7,

div A(7) < 0 <= A hat Senken in 7,

— div A(7) = 0 <= A ist quellenfrei in 7.

Die Definition [T ist natiirlich sehr umsténdlich fiir eine explizite Berechnung der
Quellstarke. Wie wir aber in der folgenden Behauptung sehen, gibt es sehr einfache
Methoden zur Berechnung der Divergenz.

Behauptung: Beschreibt man das Vektorfeld A in kartesichen Koordinaten und kartesi-
schen Einheitsvektoren é;

A = A, +Ae,+ A,  so gilt:
divAd = 9,4, + 9,4, + 9. A,

2\
= [o, | -4
0.

—

= V- A

auch hier haben wir zur Abkiirzung fiir die Ableitungen die Schreibweise von ([LI4)
gewdhlt. Die Schreibweise der Divergenz mit dem Nabla Operator V erinnert an die
Berechnung des Gradienten eines skalaren Feldes u in kartesischen Koordinaten:

0P
gradu = Vu = Oy | u
0.

Beweis: Zum Beweis betrachten wir eine Folge von kubischen Volumina mit dem Punkt
7o in einer Ecke und Seiten gegeben durch die Intervalle [zq,x¢ + Az], [0, y0 + Ay],
[20, 20 + Az] (siehe auch Figur 1.5). Das Volumen dieser Wiirfel ist AV = Ax - Ay - Az

Das Integral des Vektorfeldes A integriert iiber die Oberfliche O dieses Wiirfels lésst sich
aufteilen in die Beitrage iiber die 6 Teilflichen des Wiirfels: F;

/Edsz/%fdfj F;: Oberflachen von V.
i

o
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ZA

Ay

<V

Ax

X
X

Abbildung 1.9: Das Volumen AV zum Berechnung der Divergenz in kartesischen Koordi-
naten

Fiir die Flachen F} und F; (beide parallel zur yz Ebene) gilt nach geeigneter Parametri-
sierung:

/ A-df = /A‘(xﬁm,y, 2) - df+/ A(zo,y,2) - df

L,y " Fy
20+Az yo+Ay zo+Az yo+Ay
= / / Az(xo + Az, y, 2) dydz + / / —Ay(z0,y,2)dydz
20 Yo Z0 Yo
z20+Az yo+Ay
= f f [Az(il?o, Y, z)dxdz + 944 ( TO)A + 5 1 o A" (Ax)
20 Yo

S+ ( — Ax(:po,y,z)ﬂ dy dz

wobei in der letzten Zeile A,(xg + Az, y, z) nach Taylor entwickelt wurde. Da Az < 1
gelten soll, kann die Reihe nach der ersten Ordnung abgebrochen werden.

= / A-df = /aiAm(Fo)Axdydz
x

Fi,F>
0
= &cA (7o) AzAyAz
= QA (7o) AV
g YT

Analog erhilt man die Fléchenintegrale fiir die vier weiteren Flichen. Eingesetzt in die
Definition der Divergenz ([LI1) folgt:

— 1 yo »
divA = Al‘l/HiOA—Vf A(rp) - df
o

1 0 0 0
= Jim Ry (a—x“ 7o) + 5, Aulfo) + 52 Ax(7 >> AV
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Achtung: Diese Darstellung der Divergenz gilt nur in kartesischen Koordinaten!

In Kugelkoordinaten gilt z.B.:

—

mit A = Ay e+ Agey+ Ay e, (1.18)
- 1 0 1 0 1 o
divd = = —(r* — (s . '
v r? or (r*4) + r sin v Ov (sind 45) + r sin &pAp (1.19)

Obwohl also die Divergenz in Kugelkoordinaten recht wiist aussieht, kann es sich als
zweckméflig herausstellen mit ihr zu rechnen.

Beispiel: Als Beispiel fiir die Berechnung der Divergenz in verschiedenen Koordinateni-
systemen betrachten wir die Kraft auf eine Probeladung ¢ = 1 Coulomb an der Position
7, die durch Ladung ¢; = 1 C an der Position in 7] = 0 ausgeiibt wird:

1 qq 7 1 7
dmeg |72 |7 dmeo |73

F=
a) in kartesischen Koordinaten gilt:

F = —1 -z - F —_ 1 K] . F — 1 z
x 3 3 z 3 .
4meg /zg+y2+zg Y 4dmeg /12+y2+zg 4dmeg /12+y2+zg

Mit divF=V-F=2F, +2F,+£F. ist damn

.~ 3(z2 2 2
leFI41 3 _ 3(= +y+z)5 -0,
0 \ Va4 [y ea?

Die letzte Gleichung gilt natiirlich nur fiir Vektoren 7 # 0, da im Fall ¥ = 0 auch der
Nenner identisch 0 wird, die Divergenz von F' ist also in diesem Fall noch nicht definiert.

b) in Kugelkoordinaten gilt:

- 1 1
F=Fé =——¢: Fy=F,=0!
¢ 47r€07"2€ v 4
Mit (CI9) ist also
_ 1 1 0 1
divF = — — (=] =0 1.20
v Aregr? Or (T 7“2) ’ (1.20)

was offensichtlich einfacher zu rechnen ist. Auch hier ist natiirlich der Vorbehalt zu ma-
chen, dass wir nur Vektoren 7 # 0 betrachten; den Fall ¥ = 0 werden wir weiter unten
noch einmal aufgreifen

1.4.3 Der Gaufische Integralsatz

Sei O die Oberflache eines Volumens V' und fT(F') ein Vektorfeld. Der GauBlsche Integralsatz
ist nun eine Umrechnungsbeziehung zwischen Fldchen- und Volumenintegral :

fﬁ-df:/divﬁdv (1.21)

(@] \%4




1.4. DIFFERENTIALOPERATOREN UND INTEGRALSATZE 19

Die linke Seite der Gleichung stellt den Fluss des Vektorfeldes aus der geschlossenen Ober-
fliche O dar, die rechte Seite der Gleichung ist das Volumenintegral iiber die Divergenz
des Vektorfeldes im ganzen Volumen V.

Beweis: Wegen der Linearitéit des Integrals gilt

/div/f(r_’) AV = ZA‘I/im . / divA(7) dV

%4 AV;

wo V in n Teile AV} zerlegt wurde, die das ganze Volumen V' ausschopfen.

Dann folgt bei immer feinerer Zerlegung die Riemannsche-Summe (mit 7; einem Punkt in

Vi)

/leAdV = Alxl/fgoszA(ri) AV;
% (2
cg. LID . 1 ToIFAY. — | XL aF
= &%ZAW?{A de%_/A df:
! o o)

letzteres, da sich die beiden Integrale {iber die gemeinsame Grenzfléche zweier aneinan-
dergrenzender Volumina wegen ihrer antiparallelen Flachennormalen gegenseitig kompen-
sieren. 0

Mit den nun gewonnenen mathematischen Kenntnissen noch einmal zuriick zur Konti-
nuititsgleichung ([LIH), die wir zu Beginn dieses Anschnittes formuliert haben. Wir hat-
ten gesagt, dass die zeitliche Anderung der Ladung in einem Volumen V begleitet sein
muss von einem entsprechenden Strom j durch die Oberfliche des konstanten Volumens

d d - .
G =5 [amav == §5-af =~ [ awjav.
1% 0 1%
wobei wir bei dem letzten Teil dieser Gleichung den Gaufischen Satz angewandt haben.

Da diese Gleichung fiir alle Volumina V' gelten muss, kénnen wir die Integranden der
beiden Volumenintegrale in dieser Beziehung gleich setzen oder auch schreiben

d R
—0(7) + divj = 0. (1.22)

Dies ist die differentielle Form der Kontinuitéitsgleichung, die im iibrigen nicht nur
in der Elektrodynamik eine Rolle spielt.

Mit den oben eingefithrten Werkzeugen lésst sich noch folgende interessante Behauptung
beweisen:

Sei F' ein Vektorfeld mit F = —— 15 = 11 é,, dann ist

dmeq |7]3 4meq 12

divF — 55(7#) | (1.23)
0
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Beweis: Bereits in Gleichung (C20) haben wir gezeigt, dass divFE identisch 0 ist fiir alle
Vektoren 7 # 0. Betrachten wir nun eine Kugel mit Radius R, Volumen V um 7 = 0,
dann ist

— aullscherSatz = - 1 1 . 1
/dideVG Sacherat fF-df: //—érRQSmﬁérdﬁdgp:—

R2 €0
\%4 (@] 0 0

Wobei R = r mit der Begriindung benutzt wurde, dass die Kugeloberfliche in den Auf-
punkt 7 gelegt wird.

Mit der Definition der -Funktion folgt die Behauptung. U

1.4.4 Die Rotation

Abbildung 1.10: Nicht-wirbelfreies Vektorfeld ffl: f ffl -ds # 0

Ahnlich wie bei dem oben definierten Flichenintegral miissen wir auch bei der Berechnung
des Wegintegrals fiir ein Vektorfeld A entlang eines Weges 7 zunéchst einmal den Weg
parametrisieren, in dem wir die Folge von Vektoren, die unseren Weg 7 definieren darstel-
len als Funktion einer Variablen ¢, unter die wir uns zB. die Zeit vorstellen kénnen, die
bei der “Wanderung” entlang des Weges vom Startwert ¢y bis zum Endwert ¢; anwéchst:

7= {F(t); te [to,t]}

Mit dieser Parametrisierung berechnet sich das Wegintegral

//T(f) AP = //T(F(t)) : gdt (1.24)

T to

Solche Linienintegrale sind uns bereits in der Mechanik begegnet, ist zB. A ein Kraftfeld,
so ergibt das Integral in Gleichung (L24) die Arbeit, die in diesem Kraftfeld entlang des
Weges 1 geleistet wird.

Ist das Vektorfeld A charakterisiert durch geschlossene Feldlinien, wie das in Abbil-
dung 1.10 der Fall ist, so sagt man das Vektorfeld A besitzt Wirbel in Anlehnung zB.
an das Stromungsfeld eines Flusses. In diesem Fall ist das Linienintegral des Vektorfeldes
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A entlang des Weges, der durch die Feldlinie bezeichnet ist sicher von 0 verschieden (fiir
die Vektoren A und dr tragen nur die parallelen Komponenten bei).

Dementsprechend definiert man die Wirbelstirke oder Rotation eines Vektorfeldes an
einem Punkt 7 als einen Vektor rotA(7), dessen Projektion in Richtung eines Einheits-
vektors n berechnet werden kann durch

— ]_ —
nrotA(rp) = A111:1[1)0 NG 7{ A-ds (1.25)
s

wobei die Flachen AF' eine Folge von Fliachen bilden, die alle den Punkt 7y enthalten
und deren Fldchennormale in Richtung von n weist. Das Integral in (C2H) ist dann das
Linienintegral iiber den Rand der Fliche AF', wobei der Umlauf entsprechend der “rechten
Hand Regel” so zu fiihren ist, dass die Fldchennormale parallel zu n steht.

Bei der Benutzung von kartesischen Koordinaten kann die Rotation einfach berechnet
werden geméf :

Behauptung:
. o O0x A, 0yA, — 0. A,
rotA(r) =V xAr) =1 0, | x| 4, | =1 0.4, — 0, A,
0, A, 0 A, — 0,A,;

Beweis: den Beweis fithren wir nur fiir die z-Komponente, fiir die anderen Komponenten
ergibt sich der Beweis entsprechend: (V x A), = é,rotA. (é, steht senkrecht auf der y-z-
Ebene). Mit (CZ3) folgt dann

. - . 1 y O
é,rotA = Al%r:a_}g AR, 7{ A-ds

Betrachten wir nun die in Abbildung 1.11 dargestellte Parametrisierung der Fliche AF),,
so ergibt sich

A
Zo+AZ | ®

Ly-AZ |

Y

@ o)
e

Y() = Ay YO*AY

Abbildung 1.11: Parametrisierung der x = xy-Flédche
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2 3 4 1
fﬁ-dg = /Aydy+/Azdz+/Aydy+/Azdz (1.26)
1 2 3 4
2 yo+Ay
mit /Ay dy = / Ay(2o,y, 20 — A2) dy
1 Yyo—Ay
yo+Ay
= / [Ay(xo,y, 2o) dy + (—Az)% - } dy
yo—Ay
4 yo+Ay
und/ Ay dy = — / Ay(2o,y, 20 + A2) dy
3 Yo—Ay
yo+Ay
= / {Ay(xo,y, 2,) dy + (Az)% +.. } dy.
Yo—Ay

Analoges gilt fiir die Wege 2 nach 3 und 4 nach 1, wobei die Taylorentwicklung stets nach
dem linearen Glied abgebrochen wurde.

f 121"' d§ — [Ay(xoaya ZO) dy —+ (—Az)% — Ay(xo,y,zo> dy -+ Azaa‘/42:| dy
Y Y

3 1
+ / A, dz—l—/ A,dz = (—% + 8AZ) 4AyAz

0z oy
4
R 4AyAz (0A, 0A,
= &V-A= A}PLIZHHO AF,, ( Jy 0z >

Der Beweis fiir die y- und 2- Komponente folgt auf die gleiche Weise.

Achtung:
Auch die Rotation sieht in anderen Koordinaten anders aus und muss entsprechend ab-
gedndert werden!

1.4.5 Der Stokessche Integralsatz

Ahnlich wie der GauBsche Integralsatz ein Volumen- in ein Flichenintegral umwandelt,
verbindet der Stokessche Integralsatz Flichen- und Linienintegrale:

fg.dg:/mtg.df (1.27)

T F

Es sei 7 der Rand der Fliache F'; d f und der Umlaufsinn von 7 sind einander im Sinne
einer Rechtsschraube zugeordnet.
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Abbildung 1.12: Zerlegung einer gekriimmten Flédche in kleine Fldchenelemente AF;

Beweis: Wir denken uns F' in kleine Flidchenstiicke AF; zerlegt, also gilt (s. Abb. 1.12):

/ roud -df =y / votA - df

F v AF;

Man léasst nun die Flachenstiicke AF; immer kleiner werden, das bedeutet, dass die Wir-
belstérke rot A in diesen Fldchenelementen AF; konstant gesetzt werden kann. Also lésst
sich das Integral als Riemann-Summe schreiben:

AF;—0

Z/ rotA(F) -df = lim Zﬁl rot A(7) AF,
i N i
: 1 T =
= g Yargy f s
letzteres gilt nach der Definition der Rotation nach Glg (CZ3).

Beachtet man nun, dass sich an allen Grenzlinien zwischen 2 Fldchen AF; die Linien-
integrale wegen der gegenldufigen Integrationsrichtung wegheben, so verbleibt nur das
Linienintegral iiber den &usseren Rand der Gesamtfliche F'. Damit ist ([C27) bewiesen.

Mit der Definition der Rotation und dem Stokesschen Satz kann man nun auf einfache
Weise nachweisen ob Kraftfelder konservativ sind.

Sei A(F) wirbelfrei <= V x A(7) = 0
:fﬁ)-dé’:/rotg-dl}?:O

F

Dabei ist F' eine beliebige Fléche und 7 der orientierte Rand dieser Flache. Wéhle nun
zwei Punkte P; und P, auf dem Rand 7. Sei der Weg W, der Integrationsweg W1=P;, — P,
und Wyo=P, — Pj, wobei beide Weg in gleicher Richtung durchlaufen werden sollen wie
entlang durch das Wegintegral {iber die geschlossene Kurve 7 vorgegeben (siehe Abbildung
1.13). Dann gilt:

fg-dgz/ﬁ-dﬂ/ff-dgz//f-d;— / A.ds.

T P,Wy Py,W3 P,y Py,—Ws
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Abbildung 1.13: Zur Wegunabhéngigkeit des Integrales iiber A

Das Minuszeichen in der letzten Gleichung erhalten wir durch Umkehrung des Weges
W5. Wir haben also gezeigt, dass bei wirbelfreien Feldern das Linienintegral vom Punkt
Py zum Punkt P, unabhéngig ist vom Weg den wir dabei wihlen (Beachte, dass der
Beweis giiltig ist fiir alle Flachen F', d.h. fiir alle geschlossenen Wege 7). Hiangt der Wert
des Linienintegrals aber nur von den Endpunkten ab, so konnen wir eine Funktion ¢
bestimmen mit:

7 A-di = —[B(Py) — ®(P))] = — /Pqu) = /P2gradq)(,r)dﬁ (1.28)

Damit haben wir also gezeigt, dass sich jedes wirbelfreie Vektorfeld A als negativer Gra-
dient eines Skalarfeldes darstellen lésst:

A(F) = —grad®(7) . (1.29)

Das Minuszeichen in dieser Beziehung ist natiirlich nur eine Frage der Konvention. Kraft-
felder A, die die Bedingung ([C29)) erfiillen werden in der Mechanik “konservative Kraft-
felder” genannt, weil bei der Bewegung eines Teilchens in einem solchen Kraftfeld die
Energie erhalten bleibt.

Zur Vervollstandigung wiederholen wir an dieser Stelle die wichtigsten Eigenschaften des
Gradient Operators:

1. Mit dem Gradient Operator kénnen wir das Differential d® umschreiben: d® =
grade - dr.

2. grad®(rp) lasst sich als Vektor interpretieren, der am Punkt 7 in die Richtung weist,
in der das skalare Feld ® am stérksten ansteigt. Die Lange dieses Vektors entspricht
dem Betrag dieses stérksten Anstiegs.

3. In der kartesischen Darstellung kann man den Gradienten berechnen als
Oy

gradd =Vo = [ 9, | ®
0.
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Behauptung:
Wir wollen nun zeigen, dass aus der Definition 1) die Eigenschaften 2) und 3) folgen:

Beweis:
Es gilt: d®(r) = ®(7+ dr) — O(7).
Taylorentwicklung bis zur zweiten Ordnung liefert

do(r) = grad® - dr

= o)+ a—CDdx + a—(I)aly + a—(I)dz — O(7)

Ox oy 0z
0d/0x dx 0d/0x
= ov/oy |- | dy | =|| 90®/0y - |dF] - cos o
0P /0= dz 0P /0=

wobei der Winkel o der Winkel zwischen den Vektoren V® und d7 ist. Damit ist klar,
dass der Anstieg von @, d.h. d® genau dann maximal ist, wenn der Vektor d7 in Richtung
von grad® weist. Damit ist der Beweis erbracht.

Zweimaliges Anwenden des Nabla-Operators fiihrt auf den Laplace-Operator A:

=

div - grad®(F) = V - VO(7) = AD(7)

(1.30)

2 2 2
an (220

2’ Oy?’ 922
Achtung!

Wie bei dem Nabla-Operator muss auch der Laplace-Operator nach Wahl des Koordina-
tensystems angepasst werden !

1.4.6 Eindeutigkeitssatz

Zerlegungssatz, Eindeutigkeitssatz

Sei /T(f') ein Vektorfeld, das mit geniigend hoher Ordnung im Unendlichen verschwindet.
der Zerlegungssatz sagt nun: A(7) ldsst sich in einen rotationsfreien (longitudinalen) Teil
A,(7) und einen divergenzfreien (transversalen) Teil A4(7) Teil zerlegen, wobei gilt:

D F) = A7) + A4(7) (1.31)

(
2) VxA(F)=0; V- A7) =0 (1.32)
Der Eindeutigkeitssatz besagt, dass jedes Vektorfeld eindeutig bestimmt ist, wenn seine

Divergenz ([LI7) und seine Rotation (LZ0) fiir jeden Raumpunkt 7 bekannt ist. Auf den
Beweis des Zerlegungssatzes und des Eindeutigkeitssatzes soll hier verzichtet werden.
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1.4.7 Zusammenfassung

Wir fassen noch einmal die wichtigsten Ergebnisse zusammen:

vA: Aussage iiber die Quelldichte von A

1) di
2.) [ VAd*r = § Adf: GauBscher Integralsatz
v o)

3.) rotA : Aussage iiber das Wirbelverhalten von A

4) [V x Adf = § Ads: Stokescher Integralsatz
F T

5.) VxA=0<= A=V < A lisst sich als Gradientenfeld darstellen

-,

6.) Ein Vektorfeld ist eindeutig charakterisiert durch seine Quelldichte (divA) und die
Wirbelstérke (rotA).
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1.5 Die Grundgleichungen des elektrostatischen Fel-
des

Im letzten Abschnitt haben wir gesehen, dass ein Vektorfeld, wie zB. das elektrische Feld
E, charakterisiert ist durch seine Quellen und Wirbel. In diesem Abschnitt wollen wir
nun die entsprechenden Feldgleichungen diskutieren fiir den Fall der Elektrostatik, das
bedeutet: fiir den Fall, dass das elektrische Feld durch eine statische, zeitunabhéngige
Ladungsverteilung p(7) generiert wird . Wir nehmen also an, dass es keine Strome gibt.
In diesem Fall ist das elektrische Feld charakterisiert durch die folgenden Feldgleichungen:

()

€0

a) div E

b) rot E =0

c) E=—grad ®(7) mit ¢(F) = o= [ 2T %
Sie sollen im folgenden erlautert werden.

zu a)

(i) Befinde sich bei ¥ = 0 eine Punktladung, dann erzeugt sie, wie wir bereits im
Abschnit 1.1 gesehen haben, das elektrische Feld

_ 1 r
E(P) = .
() 4dreg 1 r3

Fiir dieses elektrische Feld gilt nach Gleichung (CZ3)

(ii) Betrachten wir nun eine Punktladung ¢;, die sich nicht notwendigerweise im Ur-
sprung, sondern an der Stelle 7; befindet, dann gilt entsprechend nach einer Ver-
schiebung des Koordinatensystems

€0

(iii) Befinden sich schlielich mehrere Punktladungen ¢; an den verschiedenen Stellen 77},
so gilt

div E=Y" %5(?- 7)) = pi_ﬁ_
- 0 0
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Zur Interpretation: Betrachten wir das Volumenintegral der Divergenz des elektrischen
Feldes iiber ein endliches Volumen V' mit einer Oberfliche O(V')

/d3F div E = /d%f@

QV)

€o

= fﬁdf

o)

Das Volumenintegral {iber die Divergenz gibt also anschaulich die Zahl der auslaufenden
vermindert um die Zahl der einlaufenden Feldlinien an. Die in V' befindliche Ladung Q(V),
beziehungsweise p, bezeichnet also bis auf den Faktor 1/¢y die Quellen bzw. die Senken

des elektrischen Feldes.

Zu C)
Es gilt

l

/

1

=

v (1.33)

S

r—
— . /‘3’

Dies konnen wir leicht nachvollziehen, wenn wir in kartesischen Koordinaten fiir die x-

Komponente schreiben

1 0 1
(vlf—F’l)x S0 Ja— -yt ()

_ 1 2(x —a')
2 o=@ -y G-
(F =",

R

Entsprechendes gilt natiirlich auch fiir die y- und z-Komponente. Damit erhélt man fiir
das elektrische Feld

. (P (7= )

I

r—r

=/
— _v/dB,F/ B(T_),\
7= |

= —Vo(n).

zu b)
Kann man aber nun das elektrische Feld als Gradienten eines Skalarfeldes ® darstellen.
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so gilt:

rotE = —rot grad®
— —VxVd
0,0, — 0,0,
= 0.0, — 0,0, | ®
0,0y — 040y
g
wobei wir in der zweitletzten Zeile Rotation und Gradient in kartesischer Darstellung
benutzt haben.

Fiir die explizite Berechnung des elektrischen Feldes aus einer vorgegebenen Ladungsver-
teilung betrachten wir nun den wichtigen Spezialfall, dass die Ladungsverteilung kugel-
symmetrisch ist: Sei also p(7) symmetrisch gegeniiber einer Drehung um den Koordina-
tenursprung. Die Ladungsverteilung p hiangt also nur vom Betrag von 7 ab. Durch diese
Ladungsverteilung ist keine Raumrichtung ausgezeichnet. Deshalb kann es auch fiir das
elektrische Feld keine ausgezeichnete Richtung geben und es gilt

E(R) = B(7) - ..

Wie 148t sich E(|7]) aus der Ladungsverteilung p(|7]) bestimmen, ohne den ,, Umweg® {iber
die Berechnung des Potentials ® zu nehmen?

Zum einen gilt bei der Integration iiber die Oberfldche einer Kugel mit dem Radius r
§ Baf= B am,
Kugel

zum anderen gilt nach dem Satz von Gaufl und den Feldgleichungen

fﬁidf = /divEd3F

\%
1 / 3
= — - [ p0)dT
€0
1%
Q)
€o '
Daraus erhilt man das elektrische Feld
= 1 Q)
E = — .
B = =3

Wie das Ergebnis zeigt, ist das von p erzeugte Feld im Abstand r vom Koordinatenur-
sprung identisch mit dem Punktladung Q(V), die sich im Ursprung befindet. Die Ladung
Q(V) is gerade die gesamte Ladung, die sich in der Kugel vom Radius r befindet.

Dieses Ergebnis entspricht dem Resultat bei der Berechnung der Gravitationsanziehung
einer ausgedehnten kugelsymmetrischen Massenverteilung. Auch dort haben wir gesehen,
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dass diese Anziehung identisch ist mit der Anziehung durch eine entsprechende Punkt-
masse im Koordinatenursprung.

Die Poisson-Gleichung

Wie wir gesehen haben sind die Quellen des E-Feldes durch die Ladungsverteilung p
gegeben und das elektrostatische Feld lisst sich als Gradient eines Skalarfeldes schreiben.
Zusammengefasst ergibt dies:

divE:V-E:V-(—ng):—Agb:gﬁ.
0

Die Beziehung

A¢ = —@ (1.34)

wird als Poisson-Gleichung bezeichnet. In ladungsfreien Raumbereichen (p = 0) geht sie

iiber in die Laplace-Gleichung

1.5.1 Bedeutung des elektrostatischen Potentials und Energie-
inhalt des elektrischen Feldes

Um die Bedeutung des Skalarfeldes ® zu erldutern, berechnen wir die mechanische Arbeit,
die aufgebracht werden muss, um eine Probeladung ¢ von @ nach b zu bringen:

b
W = / Fds
b
= / ds Definition von E

b
/ v

b
= q- / d® Definition des grad

(a)).

Die aufzubringende Arbeit ist also nur von den Endpunkten der Verschiebung, nicht aber
von dem zuriickgelegten Weg abhéngig. ¢ - ¢(7) gibt die potentielle Energie einer Ladung
¢ in einem Feld E an der Position 7 an.

Il
S

+e<

= q-(¥(

Das Potential ® ist vergleichbar (bis auf die Ladung der Probeladung) mit dem bereits
bekannten mechanischen Potential des konservativen Kraftfeldes.

Energieinhalt des elektrischen Feldes
Wir betrachten eine Verteilung von N Ladungen ¢;, die sich an den Stellen 7; befinden.
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Wie grof} ist die Energie, die aufgebracht werden muss, um die Ladungen zu plazieren?
Zur Beantwortung dieser Frage machen wir ein Gedankenexperiment und bringen die
einzelnen Ladungen in der Reihenfolge ihrer Nummerierung an ihre Positionen.

Sei W die benstigte Arbeit, um ¢; aus dem Unendlichen nach 7 = 7] zu transportieren.
Da der Raum bisher ladungsfrei ist, also noch kein E-Feld vorhanden ist, kann man die
Ladung kréftefrei verschieben, und somit gilt W; = 0. Ist aber die Ladung ¢; an der
Position 77 so ergibt sich ein elektrostatisches Potential

1 il
o = .
l(f) 47T€0|F—F1|

Um die Ladung ¢, im Feld der Ladung ¢; nach 75 zu bringen, ben6tigt man die Arbeit

Wy = g (P1(r2) — ©1(7 — 00))
= g2- (I)l(":é)a

wobei wir das Potential so normieren, dass es fiir ¥ — oo verschwindet. Fiir die weiteren
Ladungen ergibt sich

L B
471'80 ‘773 — ’172‘

W3 = (s- (@1(7?3) + @Q(Fg)) mit @2(7?3) =

Somit erhélt man die Gesamtenergie, die man aufwéanden mufl, um alle N Ladungen zu
plazieren:

W= > W

- — 1 dk
- 2 (;4mo|ﬁ—fk|>

1 [« 0 1
-3 (Z% (ngom_m))*é'
-3 (qu <Z47T150|rfrk\>>+%'

_ li 1 a9k
2 r 471'80‘7:;—’1?]{"

i#k

| —
=2

Beim Ubergang von diskreten Ladungen zur einer stetigen Ladungsverteilung p wird die
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Summation durch eine Integration ersetzt:

1 s 1 (™)
w o= = [ &7 | & -
2/ T/ " dme P — 7| p7)
= 2(7)
1 [ .
= 5 [ oo
_ _‘Z_O/d?’mq»¢

= —%0 (A@-¢+(V<I>)2d3f)+%/(V¢>)2d3F

= ——7{ (Ve)gdf +-2 /(V¢)2d3F

o)

- s

:OfiirV—>R3

Beim Ubergang von der zweiten zur dritten Zeile wurde die Poissongleichung [[34] ange-
wandt. Beim Ubergang von der vorletzten zur letzten Zeile wurde benutzt, dass

V- (¢V9) = 6Ad + (V9)?

ist und dann der Satz von Gaufl benutzt. Der erste Summand der letzten Zeile verschwin-

det, da

1 1
¢~ —furr — oo und ng:ggbw—
r or 72

Fiir das Produkt von beiden gilt
1 - 1
¢ Vor~— und ¢ -Vodf ~—.
r r
Fiir r — oo verschwindet der letzte Ausdruck. Man erhilt also

wo= 2 [(Ve)d

- 5| B (1.35)
Daraus folgt fiir die Energiedichte, also der Energieinhalt des elektrischen Feldes pro

Volumen: B
w=eoE?/2 . (1.36)



1.6. LADUNGEN IN METALLEN; INFLUENZ 33
1.6 Ladungen in Metallen; Influenz

In diesem Abschnitt wollen wir zunéchst betrachten, wie sich Ladungen in geladenen me-
tallischenf] Objekten anordnen und welche allgemeinen Aussagen sich iiber das elektrische
Feld an der Oberfliche von Metallen treffen lassen. Wir werden danach untersuchen, wie
sich anfanglich ungeladene Metalle in der Ndhe von Ladungen verhalten.

1.6.1 Massiver geladener metallischer Korper

Als erstes Beispiel betrachten wir einen metallischen Korper (z. B. eine Kugel), der
zunachst ungeladen ist, und auf den wir dann Elektronen aufbringentl. Wie wir wissen,
stoflen sich gleichnamige Ladungen ab. Die zusétzlichen Elektronen werden also bestrebt
sein, sich moglichst weit voneinander zu entfernen. Dies gelingt dadurch, dass sie sich in
einer diinnen Schicht in der Nidhe der Oberfliche ansammeln. Man kann zeigen, dass die
Dicke dieser Schicht nur wenige Atomlagen betrégt.

Wie ordnen sich die Ladungen innerhalb der Oberflichenschicht an? Auch hier sto-
Ben sich die Ladungen ab. Im Fall einer Kugel lisst sich bereits aus Symmetriegriinden
erraten, dass sich die Ladungen homogen iiber die Oberflache verteilen werden. Fiir allge-
meinere Geometrien miissen wir das elektrische Feld betrachten, das durch die Ladungen
erzeugt wird. Solange dieses eine Komponente E] parallel zur Oberfliche hat, wirken
Krifte auf die Ladungen, die diese verschieben. Eine stabile Anordnung wird erst dann
erreicht, wenn E|| verschwindet, d. h. das elektrische Feld senkrecht zur Oberfliche
steht. Aus dem gleichen Grund ist ersichtlich, dass das Innere des Metalls feldfrei
sein muss. Wire E im Inneren ungleich null, wiirden sich die Ladungen wiederum solange
bewegen, bis verschwindet.

Wir demonstrieren das Ergebnis, dass E senkrecht auf geladenen Metalloberflichen steht,
durch Abbildung der Feldlinien um das in Abb. [LT4 gezeigte Objekt im mit Weizengries
gefiillten Olbad (s. Abb. [LTH):

Man erkennt, dass die Feldlinien an der Rundung und der Spitze Ecken besonders dicht
liegen. Entsprechend ist hier die auch Ladungsdichte am hochsten.

Wir stellen nun die geladene Spitze vor eine ebene metallische Platte, die entgegengesetzt
geladen ist. Auch im Gesamtsystem Spitze/Platte stehen die Feldlinien senkrecht auf den
Metalloberflachen. wobei die Feldiiberhthung an der Spitze klar zu erkennen ist (Abb.
[CTH). An solchen Spitzen kann die Feldstérke sogar derart grofl werden, dass Elektronen
aus dem Metall an die Luft bzw. ins Vakuum austreten kénnen. Diese ”Feldemission”
wird beispielsweise eingesetzt, um einen Strahl freier Elektronen im Elektronenmikroskop
Zu erzeugen.

Wir haben bislang implizit angenommen, dass wir sehr viele Elektronen auf das Metall
aufgebracht haben, d. h. wir kiimmerten uns nicht um die Quantisierung der Ladung in

‘Etwas allgemeiner konnen wir von ”Leitern” sprechen und damit alle Materialien zusammenfassen, in
denen sich Ladungstriger frei bewegen kénnen. Dies schlieffit auch Materialien wie sog. Halbleiter oder
Halbmetalle ein.

SWir kénnten auch Elektronen entfernen und damit, etwas schlampig ausgedriickt, positive Ladungen
”aufbringen”.
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(a) (b)

Abbildung 1.14: Feldlinien um ein metallisches Objekt. (a) Schematische Darstellung des
Objekts. (b) Abbildung der Feldlinien im Objekte

Abbildung 1.15:  Feldlinien zwischen ei-
ner metallischen geladenen Spitze und ei-
ner entgegengesetzt geladenen metallischen
Platte.

Vielfachen der Elementarladung e. Was wére passiert, wenn wir nur sehr wenige Elektro-
nen (z. B. nur eines) aufgebracht héitten? Auch dann hétten sich die bereits im Metall
befindlichen 10?* Elektronen so lange von der Zusatzladung wegbewegt, bis das elektrische
Feld wiederum senkrecht auf der Oberfliche gestanden wire. An einem gegebenen Ort der
Oberflache kompensieren die (positiven) Ladungen der Gitterionen nicht mehr vollstéandig
die Ladung der jetzt dichter gepackten Elektronen. Die Ladung des zusétzlichen Elektrons
wurde gewissermaflen kontinuierlich iiber die Oberfliche ”verteilt”.
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1.6.2 Geladener metallischer Hohlraum

Ganz analog zum Inneren eines massiven Leiters verschwindet das elektrische Feld auch
im Inneren eines metallischen Hohlraums (solange sich in diesem keine Zusatzladungen
befinden). Feldlinien, die iiber den Hohlraum hinweg zu Ladungen an einer anderen Stelle

des Hohlraum fithren wiirden, wiirden wiederum zu einer Verschiebung der Ladungen im
Metall fiihren.

Feldfreie metallische Kammern werden oft ”Faradaykéafig” oder ” Abschirmkam-
mern” genannt (Faraday hatte die Feldfreiheit mittels eines Kéfigs demonstriert). Man
verwendet Abschirmkammern oft, um Messungen durchzufiihren, die gegen elektrische
Storfelder sehr empfindlich sind. Wie sich metallische Hohlrdume bei Anwesenheit duflerer
Ladungen verhalten, werden wir weiter unten (Abb. [[20]) darstellen.

Wir demonstrieren die Feldfreiheit metallischer Hohlrdume in mehreren Versuchen:

1. Elektrometer im Faradaykéfig:

Ein Braunsches Elektrometer steht auf einer geladenen Metallplatte und zeigt einen
Ausschlag. Stellt man jetzt einen Kifig auf die Platte, so geht der Ausschlag auf null
zuriick. Dagegen schlédgt ein weiteres Elektrometer aus, das auf der Auflenseite des
Kifigs angebracht ist (s. Abb. [LTH) Trennt man jetzt Kéfig und platte, so verbleiben
Ladungen auf der Platte wie auf dem Kifig, beide Elektrometer schlagen aus.

+F +/,
+H +/+ +++++++HF+H+++H++
+H H+ + +
+ +
+ + +
+/tHT + +
+/F H* + +
+ |+
+ + M
+ + +
+++++++++++++ + +
+ + + +
+ +
+ + + +
+ + I +
+++++++++H+H+++ + I
i i N ¥
++++++ A+

Abbildung 1.16: Zum Prinzip des Faraday-Kéfigs. Die 4" Zeichen kennzeichnen symbo-
lisch die Ladungsverteilung. Deren Zahl ist wie auch in den nachfolgenden Zeich-
nungen rein willkiirlich.

2. Darstellung der Feldlinien um verschieden geformte geschlossen verbundene Dréhte:
Ring, Viereck, Stern
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In allen Féllen bleibt das Innere der Korper feldfrei. Auflen stehen die Feldlinien
senkrecht auf dem Metall, wobei die Feldlinien an den Ecken besonders dicht liegen

(Abb. [CT7).

Abbildung 1.17: Feldlinien um verschieden geformte Hohlrdume.

Die Feldfreiheit metallischer Hohlriume werden beim Van-de-Graaf-Generator (Abb.
[CIX) ausgenutzt. Uber eines Spitze S1 wird auf ein endlos umlaufendes Gummiband
Ladung aufgespriiht. Die Spitze S2 leitet diese Ladung auf die Innenflache einer metalli-
schen Kugel. Von dort flieit die Ladung sofort auf die Auflenfliche der Kugel, das Innere
bleibt (weitgehend) feldfrei. Man kann die Kugel so lange aufladen, bis die elektrische
Feldstéarke an der Kugeloberfliche einen kritischen Wert {iberschreitet, oberhalb dem die
aufgebrachten Ladungen durch das umgebende Medium (im Versuch: Luft) abflielen kann
(Funkenschlag). In Luft betriigt die kritische Feldstirkd] ca. 2 - 106V /m.

Mit Van-de-Graaf-Generatoren konnen elektrische Spannungen (Potenzialdifferenzen) im
Megavoltbereich erzeut werden. Mit diesen Spannungen koénnen dann elektrische gelade-
nen Teilchen auf entsprechend hohe Energien beschleunigt werden.

Abb. [[T9zeigt zwei Personen, die durch einen van-de-Graaf Generator aufgeladen wurden.
An den Haaren erkennt man wiederum, dass sich gleichnamige Ladungen abstoflen.

In einem weiteren Versuch bringen wir im Olbad eine Punktladung ins Zentrum eines
neutralen, elektrisch isolierten Rings (Abb.[L20). Es gehen Feldlinien von der Punktladung
radial zum Ring, wie man es entsprechend des Gaufischen Satzes auch erwarten kann.
Die Feldlinien treten scheinbar durch den Ring hindurch und setzen sich auflerhalb des
Rings in radialer Richtung fort. Da der Ring selbst elektrisch neutral ist, muss dies nach
dem Gauflschen Satz erwartet werden. In einem Kugelvolumen (bzw. in 2 Dimensionen:
Kreis), das den Ring mit einschliet, ist nach wie vor die Punktladung enthalten. Die von
ihr ausgehenden Feldlinien durchdringen auch das Kugelvolumen. Auf der anderen Seite
sollte im Leitermaterial selbst kein Feld vorliegen. Diesen scheinbaren Widerspruch kléren
wir im néchsten Abschnitt.

1.6.3 Influenz

Wir betrachten zunéchst eine Punktladung vor einer ungeladenen, von der Aulenwelt
elektrisch isolierten, Metallplatte. Die Platte sei unendlich ausgedehnt. Ohne Anwesen-
heit der Metallplatte gehen von der (als positiv angenommenen) Punktladung in radialer

6Man bezeichnet eine Potenzialdifferenz ¢(7,) — ¢(r;) als Spannung und gibt dieser im SI-System die
Einheit Volt (V). Das elektrische Feld, das sich als —V berechnet, hat entsprechend die Einheit V/m.
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- Abbildung 1.18: Das Prinzip des van-de-Graaf Generators

Abbildung 1.19: FElektrische Aufladung am van-de-Graaf Generator. Quelle:
http://www.ph.ed.ac.uk/scifun/Activities/FunPhysics/vandg.html

Richtung Feldlinien aus. Diese wiirden eine in die Ndhe gebrachte Metallplatte unter
schiefen Winkeln schneiden (Abb. [C2I(a)), was zu einem Feld im Inneren des Leiters
fiihren wiirde und ebenfalls die Bedingung verletzt, dass das elektrische Feld senkrecht
auf der Metalloberfliche steht. In der Platte bewegen sich daher Elektronen so auf die
der Punktladung zugewandten Seite zu, dass, wie in Abb. [[ZI(b) schematisch angedeu-
tet, beide Bedingung erfiillt werden. Da die Platte insgesamt neutral ist, entsteht auf der
gegeniiberliegenden Seite ein Unterschuss an negativen Ladungen, diese Plattenseite wird
positiv aufgeladen. Auch von diesen Ladungen gehen wiederum Feldlinien aus. Man kann
die Platte zusétzlich mit einer elektrisch leitenden Verbindung zur Erde (einer Erdung)
versehen. Die Erde stellt letztlich ein Ladungsreservoir dar, aus dem Elektronen in die
Platte nachstromen, so dass die positive Ladung auf der Riickseite der Platte kompensiert

wird (Abb. [CZI(c)).
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Abbildung 1.20: Feldlinien um eine Punkt-
ladung, die von einem elektrisch neutralen
metallischen Ring umschlossen ist.

A
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Abbildung 1.21: Influenz: Punktladung vor einer metallischen Platte: (a) Platte noch nicht
vorhanden; (b) ungeerdete, insgesamt elektrisch neutrale Platte; (c) geerdete Platte.

Das elektrische Feld zwischen der Platte und der Punktladung ldsst sich quantitativ mit
der Methode der ”Spiegelladungen” bestimmen, wie im Theorieteil vorgefiithrt wird. Die
Methode wird auch eingesetzt, um auch allgemeinere Feldverteilungen, etwa von mehreren
Punktladungen, zu berechnen.
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1.7 Randwertprobleme

Wir haben gesehen, dass sich aus einer gegebenen Ladungsverteilung p(7’) das elektro-
statische Potential ¢(7) mit

=\ 1 p(f”) 3 =/
o) = o [

7 — 7

berechnen 148t. Hierbei muBl p(7”) allerdings fiir alle ¥' im Universum bekannt sein.

In der Regel ist die Ladungsverteilung aber nur in einem begrenzten Volumen V' bekannt.
Ist ausserdem noch eine Information iiber Eigenschaften des Potentials auf der Oberfliche
dieses Volumens gegeben, so spricht man von einem Randwertproblem der Elektrostatik.
Je nach der vorgegebenen Information iiber das Potential auf der Grenzflache oder Rand-
flache des Volumens unterscheidet man zwei Félle:

1. Neben der Ladungsverteilung im Volumen V' ist auch der Wert des Potentials auf
dem Rand vorgegeben. Dies bezeichnet man als das Dirichletsche Randwertproblem.

2. Ist dagegen neben der Ladungsverteilung in V' die Komponente des Potentialgra-
dienten, die senkrecht zur Oberfliche steht bekannt, bezeichnet man dies als von
Neumannsches Randwertproblem. In diesem Fall ist also auf der Oberflache von V
die Komponente des elektrischen Feldes (E = —grad®) vorgegeben, die senkrecht
zu dieser Oberflache steht.

Ziel dieser Randwertprobleme ist es aus den vorgegebenen Informationen (Ladungsdichte
in V plus Information iiber den Rand) das Potential ¢ und damit das elektrische Feld
im gesamten Volumen V zu bestimmen. Weiter unten in diesem Paragraphen werden
wir zeigen, dass die gerade definierten Randwertprobleme (Dirichlet und v. Neumann)
eindeutige Losungen besitzen.

1.7.1 Beispiele, Spiegelladungsmethode

Zunéchst soll aber ein Beispiel fiir das Randwertproblem von Dirichlet betrachtet werden.
Mit Hilfe der sogenannten Spiegelladungsmethode werden wir ein Potential finden, fiir das
gilt:

Poisson Gleichung Ag(T) = —%p(r_') : fir alle 7" aus V/
Randbedingung  ¢(7') = ¢panq(7’)  fiir alle 7' des Randes (1.37)

Als Beispiel betrachten wir eine Punktladung ¢, die sich an der Stelle Zy = (¢, 0,0)
befindet (Abb. [L22) In der y-z-Ebene befindet sich eine unendlich weit ausgedehnte Me-
tallplatte vernachléssigharer Dicke. Diese Metallplatte sei geerdet, also gilt ¢ = 0 auf der
Platte. Das betrachtete Volumen V' ist also der Raum mit x > 0 und als Randbedingung
geben wir vor, dass das Potential auf dem Rand (d.h. auf der Metallplatte und fir 77 — o)
gleich 0 wird.

Um den Potentialverlauf im ganzen rechten Halbraum und die auf der Metallplatte in-
duzierte Ladung zu bestimmen, greifen wir auf die Spiegelladungsmethode zuriick und
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Abbildung 1.22: Beispiel fiir die Losung eines Randwertproblems mit Hilfe einer Spiegel-
ladung

behaupten, dass das Dirichletsche Randwertproblem gel6st ist, wenn wir der Ladung ¢
eine Spiegelladung mit der Ladung —¢q an der Position —Z gegeniiberstellen (siehe auch
Abb. [CZA). Zu zeigen ist also, dass die Gleichungen (L37) erfiillt werden durch den Ansatz

fiir das Potential

1 q q
o) = e T3l = (=70)]
Der zweite Term entspricht dem Beitrag der Spiegelladung in —y. Zu tiberpriifen ist nun,
ob A¢(7) = —%qé (7" — &) fiir alle 7 im rechten Halbraum erfiillt ist. Dazu betrachten wir
zunéchst einmal

Al @@ (i) @)

= = —And(r—oy). 1.38
[~ Tl F— T ool (1.58)
Damit ergibt sich direkt
S . . 1 L
Ap(F) = ——qd(F—Ty) — —(—q)o(7 + &)
2 & ’
=0 im rechten Halbraum
1
= —gﬂ(f)~

Die Poisson-Gleichung ist also erfiillt. Betrachten wir jetzt das Verhalten von ¢ auf dem
Rand, also auf der Metallplatte (die Randbedingung fiir ¥ — oo ist sicher erfiillt). Auf
der Metallplatte bei x = 0 aber gilt

0

L 1 q 1 q
olr=1 Y ! T
. TEQ 0 To TEY 0 —X0
y|—1 0 v |- 0
z 0 z 0
1 q 1 q

dmeg (/a2 + y2 + 22 ~ dmeg Vad+y?+ 22

= 0.
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Damit ist auch die Randbedingung erfiillt. Mit der Spiegelladungsmethode ist es uns also
gelungen, einen Potentialverlauf zu finden, der die Bedingungen erfiillt. Allgemein besteht
diese Methode darin, Ladungen ausserhalb des betrachteten Bereiches so zu bestimmen,
dass sie zusammen mit den vorgegebenen Ladungen innerhalb des betrachteten Bereiches
ein Potential erzeugen, das die Randbedingungen erfiillt.

Durch das Vorhandensein der Ladung ¢ in xp werden in die Metallplatte Ladungen indu-
ziert. Ist also g positiv, so werden Elektronen in der Metallplatte durch die Coulombwech-
selwirkung in die Ndhe der Ladung ¢ gezogen. Da diese Ladungstriger in der Metallplatte
frei beweglich sind und die Platte geerdet ist, konnen Elektronen zuflieen. Es entsteht
also eine induzierte negative Ladung in der Metallplatte. Die Effekte dieser induzierten
Ladung werden durch die Spiegelladung dargestellt. Um uns von diesem Sachverhalt zu
iiberzeugen, berechnen wir nun das elektrische Feld in der Nédhe der Trennflache:

E=-V¢ firi= 0,9, 2),

fiir die einzelnen Komponenten:

B, = _% ¢
1 0 q q
- _477506_y<\/($—900)2+y2+22_\/(x+x0)2—|—y2+22>
B 1 2yq 1 2yq
T dme \/(x—x0)2+y2+z23 4eg \/(x+:c0)2+y2+223
=0 1 2yq 1 2yq
T T Rt i Wea Ryt 2
= 0

Genau so gilt auch
E.=0

Hétte das elektrische Feld eine Komponente parallel zur Metalloberfliche, so wiirden die
frei beweglichen Ladungstriger in der Metallflache sich diesen Kraftkomponenten entspre-
chend bewegen. Fiir die x-Komponente gilt aber im rechten Halbraum:

0
B, = —2¢
_ 1 q(z — xo) 1 q(z + o)
4dmeg \/(:p—xo)2+y2+z23 dreg \/(x+x0)2+y2+223
2=0 1 2qx

- 3
4meq /:c(2)+y2+z2

Da aber im linken Halbraum das elektrische Feld gleich Null ist enden diese Feldlinien
senkrecht auf der Metallwand. In der Wand gibt es also Quellen beziehungsweise Sen-
ken des elektrischen Feldes. Diese Quellen und Senken sind die diskutierten induzierten
Ladungen.
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Abbildung 1.23: Zur Berechnung der induzierten Flédchenladung

Wie grof3 ist nun diese Oberflichenladung o7

Um diese zu berechnen, wihlen wir ein Volumenelement, AV (siehe auch Abb. [CZ3),
welches aus der Metallplatte ein infinitesimales Fliachenstiick herausschneidet und eine
Fliache AF parallel zur Metallfliche besitzt. Da es ein elektrisches Feld nur senkrecht zur
rechten Fliche AF' dieses Voulmenelementes gibt, gilt

7{ Edf = / div E d*F
O(AV) AV

— / @d:&;
AV €0
AF .o

€0

—

= o(n) = ji(AVE df - A—

_ —AF 2q0 ’
47‘(‘60 T3+ n

wobei n = /y?+ 22 den Abstand vom Ursprung bezeichnet. Man erkennt, dass die
Flachenladungsdichte ¢ im Ursprung ein Maximum besitzt.

Als letztes soll die Gesamtladung berechnet werden, die in die Metallplatte induziert wird:

QR = 77 ) dnndp
: O/d@/ Vet

Die induzierte Ladung ist betragsméiﬁlg gleich der Punktladung und auf der Wand ,,ver-
teilt”.
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1.7.2 Eindeutigkeit der Lésung des Randwertproblems

In diesem Abschnitt soll gezeigt werden, dass ein Potential ¢, das eine Losung des Rand-
wertproblems von Dirichlet darstellt, stets eindeutig bestimmt ist. Bei der Losung des
v.Neumannschen Randwertproblems ist das Potential bis auf eine ortsunabhéngige Kon-
stante bestimmt.

Wie bereits zu Beginn dieses Paragraphen gesagt wurde, ist bei einem v.Neumannschen
Problem die Normalenableitung des Potentials gegeben. Damit gelten fiir diese Randwert-
probleme folgende Bestimmungsgleichungen:

i) Ag = —%p(f") firreV
ii) 0¢/0n = —E -, f ist dabei der Normalenvektor auf dem Rand von V.

Haben wir nun ein Potential gefunden, das diese Anforderungen erfiillt, so werden wir
zeigen, dass dieses Potential bis auf eine Konstante eindeutig ist. Da aber eine Konstante
im Potential, das daraus berechnete Feld nicht beeinfluit (£ = —grad¢), ist das E-Feld

eindeutig bestimmt.

Beweis: Seien ¢; und ¢y zwei Losungen eines Dirichletschen oder v.Neumannschen Rand-
wertproblems. Wir definieren u = ¢; — ¢». Nach Voraussetzung gilt dann:

Au:Agbl—Agbg:—@—i—@:O, fiir alle 7 € V.
€o €o

Betrachten wir nun das Integral

=0

Diese letzte Gleichung gilt im Fall des Dirichletschen Randwertproblems, da dann ja nach
Voraussetzung u = ¢; — ¢9 fiir alle Punkte auf dem Rand verschwindet also auch das
Integral iiber uVu gleich 0 wird. Im Fall des v.Neumannschen Randwertproblems gilt
aber fiir alle Randpunkte von V'

da Vudf = audf:[

on  On

991 6%}
on

(Beachte: auf der rechten Seite dieser Gleichung stehen keine Vektoren) und damit ver-
schwindet das Integral der Funktion uVu integriert {iber die Oberflache von V' ebenfalls.
Wir haben also in beiden Féllen gezeigt, daf3

/(6u)2 d*F =0
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Daraus folgt Vu = 0 fiir alle 7 in V. Also ist u = const.

Im Fall des Dirichlet-Problems wird diese Konstante 0, da ja u auf dem Rand bereits den
konstanten Wert 0 annimmt. OJ
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1.8 Versuche zur Influenz

Zur Influenz von Ladungen in Metallen zeigen wir mehrere Versuche:

e Wir bringen einen geladenen, an einer Schnur héngenden Ball in die Néhe einer un-
geladenen Platte (vgl. auch Abschnitt [[2). Es entwickeln sich Feldlinien in Analogie
zur Abb. [LZI(b). Die resultierende attraktive Kraft zwischen Platte und Ball fiihrt
zu einer Anziehung des Balls.

e Bringt man einen (negativ) geladenen Stab in die Néhe eines ungeladenen Braun-
schen Elektrometers, so schlégt dieses bereits aus, bevor der Stab das Elektrometer
beriihrt (vgl. Abb. [L24]). Es sammeln sich im Elektrometer Elektronen in Stabnéhe
an. Dadurch wird der Rest des insgesamt neutralen Elektrometers positiv geladen.
Diesen Effekt hatten wir in Abschnitt (Abb. [CZ) noch unterschlagen.

+ +
+ +
+ |+
+
+ +,
+
- - + + +
- * Abbildung 1.24: Influenz: FEin ge-
: + ladener Stab befindet sich in der
- Nahe eines Braunschen Elektrome-
- - . + + + + . .
ters, ohne dieses zu beriihren.

Entfernt man den geladenen Stab, so verschwindet der Ausschlag des Elektrometers,
da dieses ja insgesamt neutral war. Wir erden jetzt das Elektrometer und bringen
dann den Stab in dessen Néhe. Das Elektrometer schlégt wiederum aus. Jetzt flieBen
aber in Analogie zu Abb.[[ZIl(c) Elektronen auf das Elektrometer, die dieses negativ
aufladen. Entfernen wir jetzt die Erdung und entfernen anschliefend den geladenen
Stab, so bleibt das Elektrometer negativ geladen.

e Auch den leitenden Ring der Abb. betrachten wir nochmals bei Anwesenheit
zusétzlicher Ladungen. Der Ring ist jetzt geerdet. Wenn sich eine Punktladung
auferhalb des Rings befindet, bilden sich Feldlinien zwischen Ring und der Ladung
aus, das Ringinnere bleibt feldfrei (Abb. [[ZH(a)). Der Ring schirmt also auch diese
Felder ab. Wenn die Punktladung in das Ringinnere gebracht wird, gehen von dieser
Feldlinien aus, die an der Ringinnenwand enden, das Ringduflere (und auch der
Ring selbst) bleibt feldfrei (Abb. [L2ZH(b)) im Gegensatz zur Abb. [[20, wo an der
Ringauflenseite induzierte Ladungen das Feld in den Auflenraum fortsetzten.

e Wir bringen zwei elektrisch leitende und sich beriihrende Kugeln in das Feld eines
Konduktors (Abb. [CZ0) und trennen diese dort. Durch Influenz wurde eine der
Kugeln positiv geladen, die andere negativ; die Ladungen bleiben auf den Kugeln
auch nach ihrer Trennung erhalten. Wenn wir mit einer der beiden Kugeln ein
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Abbildung 1.25: Feldlinien einer Punktladung in der Néhe eines geerdeten metallischen
Rings.

tH+++++++++++

+ +
+ +
(a) + +
+ +

+++++++++++++

(b) Abbildung 1.26: Trennung indu-
zierter Ladungen

vormals neutrales Elektrometer beriihren, so schlégt dieses aus, die Beriihrung mit
der zweiten Kugel neutralisiert das Elektrometer wieder.

Zum Abschluss dieses Abschnitts erldutern wir das Prinzip der Influenzmaschine (s.
Abb. [CZ1), die wir in bereits mehreren Versuchen zur Aufladung unterschiedlichen Ge-
genstéinden verwendet haben. Ein Gerét dieser Art wurde bereits 1865 von Holz in Berlin
vorgestellt. Sie nutzt das Prinzip der Trennung von durch Influenz erzeugter Ladungen
auf trickreiche Weise.

Die Maschine besteht aus zwei gegeneinander laufenden Scheiben (A), auf de-
nen voneinander isolierte leitende Segmente (Staniolstreifen) aufgebracht sind.
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Auf den beiden Glassdulen (D) befinden sich Konduktoren zur Ladungsauf-
nahme, die mit einem mit Saugbiischel versehenen Arm die Ladung von den
Staniolbelédgen absaugen. Jede Scheibe besitzt einen Konduktor mit zwei Me-
tallbiischeln. Die Maschine erregt sich selbst. Ist irgendein Staniolbelag z.B.
der vorderen Scheiben zufillig elektrisch negativ geladen, so erregt er in einem
bei ihm vorbei rotierenden Belag durch Influenz der hinteren Scheibe positive
Ladung, die durch Ablieflen der Elektronen tiber die Biirsten in den Konduktor
kommt. Bei weiterer Drehung induziert diese positive Ladung auf der hinteren
Scheibe auf den Staniolstreifen der vorderen Scheibe negative Ladung , die
durch Elektronenfluss iiber die Biirsten aus dem vorderen Konduktor kommt.
Durch die versetzte Anbringung der Biirsten schaukelt sich das gegenseiti-
ge Aufladen der Konduktoren immer mehr auf. Diese Ladung sammelt sich
nun in den Konduktoren und den ”Leydener Flaschen'fl (B). Bei zu grofier
Spannung springt dann Ladung in Form eines kréftigen Funkens zwischen den
Elektrodenkugeln iiber.

(Erkérungstext: http://www.physik.uni-muenchen.de/didaktik /U_materialien/
leifiphysik /web_ph10/versuche/01_ladung/influenzmaschine/
influenzmasch.html)

TAuszug aus: http://www.wundersamessammelsurium.de/Elektrisches/LeydenerFlasche/index.html:

Die ”Leydener Flasche” (auch: Kleist’sche Flasche, Kleist’sche Verstirkungsflasche) wurde 1745 von
Ewald Jiirgen von Kleist und dann 1746 noch einmal von dem Physiker Pieter van Musschenbroek
(Cunaeus) an der Universitit Leyden erfunden (Kleist und Musschenbroek agierten unabhingig vonein-
ander). Mit der Leydener Flasche konnte erstmals elektrische Ladung gesammelt, verstirkt, aufbewahrt
und transportiert werden. Diese Flasche besteht aus einem oben offenen zylindrischen Nichtleiter (ein
Glasgefil) und triagt auf seiner Innen- und Auflenfliiche gegeneinander isoliert zwei leitende Schichten
(aufgeklebtes Stanniol). Die innere Schicht ist zu bequemeren Aufladen der ”Flasche” mit einer Metall-
stange verbunden, die nach auflen ragt. Wird die Flasche iiber die Stange negativ aufgeladen, so entsteht
durch Influenz am &dufleren Belag eine positive Ladung. Die verdriangten Elektronen entweichen in die
Erde, wenn die Flasche nicht isoliert steht.

Damals war es beliebt, einer Menschenkette einen elektrischen Schlag (den sogenannten Kleist’schen
StoB) zu versetzen. Man erfreute sich an den zuckenden und springenden Opfern. In einem Physiklehr-
buch bemerkt Lichtenberg dazu: ”Zu Paris glaubte man vor einigen Jahren gefunden zu haben, dafl der
Stofl immer bey ”frigidis et impotentibus” aufhére. Der Graf von Artois, der davon horte, berief dazu
die Castraten der Oper; und man fand die Beobachtung falsch. Auf diese Weise ist die Elektrisierma-
schine um die Ehre gekommen, dereinst als ein niitzliches Instrument in den Versammlungs-Sélen der
Consistorien und Ehegerichte zu prangen.”
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Abbildung 1.27: Die Influenzmaschine.

A: Scheiben;

B: Leydener Flaschen;

C: Elektroden mit Funkeniiberschlag;

D: Ausgleichskonduktoren;

E: Saugbiischel;

F:Kontakt zu den Leydener Flaschen;

G: Hartgummibalken (Scheiben-Lager);

I: Kontakt zu gegeniiberliegenden Biischeln;

K: Klemmen zur Stromentnahme

Quelle: http://www.physik.uni-muenchen.de/didaktik/U_materialien/leifiphysik/
web_ph10/ versuche/01_ladung/influenzmaschine/influenzmasch.html



1.9. MULTIPOLENTWICKLUNG 49

1.9 Multipolentwicklung

Ziel der Multipolentwicklung ist es, das elektrische Feld einer Ladungsverteilung anzuge-
ben, die nicht auf einem Punkt konzentriert ist sondern in einem kleinen Bereich um den
Koordinatenursprung lokalisiert ist. Dies bedeutet, dass die Ladungsverteilung p(7) nur
fiir Vektoren 7" mit kleinem Betrag von Null verschieden ist. Als Beispiel betrachten wir die
Ladungsverteilung eines Atomkernes. Aus der Sicht der Elektronen, die diesen Atomkern
in einem Atom umgeben, ist diese Ladungsverteilung in erster Naherung punktférmig und
tragt die Gesamtladung Ze mit Z der Kernladungszahl, also der Zahl der Protonen im
Kern, und e die Elementarladung eines Protons. Bei genauerer Untersuchung stellt sich
aber heraus, dass die Ladung des Atomkerns nicht punktformig ist. Berechnet man mit
den Methoden der Quantenmechanik die stationédren Losungen der Schrédingergleichung
fiir die Elektronen im Feld des Atomkernes, so hédngen die Ergebnisse fiir die Energien
dieser stationiren Losungen ein wenig von der genauen Form der Ladungsverteilung ab.
Aus der charakteristischen Strahlung des Atoms erhélt man die Information iiber die die
Differenzen dieser Energien und damit im Prinzip auch Information iiber die Ladungs-
verteilung des Atomkernes. Genauere Daten erhélt man aus Experimenten, bei denen
Elektronen an der Ladungsverteilung des Kernes gestreut werden.

Abbildung 1.28: Koordinaten fiir die Berechnung des Potentials einer lokalisierten La-
dungsverteilung

Im folgenden wollen wir eine lokalisierte Ladungsverteilung im feldfreien Raum betrach-
ten. Fiir das elektrostatische Potential, das von dieser Ladungsverteilung erzeugt wird,
gilt:

1 s PU7)
o) = /d e (1.39)
7
Da wir uns fiir das Potential an Stellen 7" ausserhalb der Ladungsverteilung, die am Ko-
ordinatenursprung lokalisiert sein soll, interessieren, gilt » > 7/, der Abstand des Beob-
achtungspunktes 7 vom Zentrum der Ladungsverteilung ist sehr grofl im Vergleich zu den
Abstéanden 7’ von Punkten an denen sich Ladungen befinden (siche auch Abb [[2F). Fiir
diesen Fall betrachten wir nun die Funktion

1 1
d \/7“2—2’1“7”/COS")/+’1“/2 ’

(1.40)

=7



90 KAPITEL 1. ELEKTROSTATIK

wobei v den Winkel zwischen den Vektoren 7 und 7 bezeichnet. Diese Funktion in (([CZT0)
bestimmt nach (L39) den Einfluss einer Ladung am Ort 7 auf das elektrostatische Poten-
tial ¢ am Ort 7. Um eine geeignete Approximation fiir diese Funktion zu finden, schreiben
wir sie um auf die Form

1 1 1 + r’
- - = — mi X =
|7 — 7| 7y/1—2xcosy + x>
wobei x Werte annimmt die sehr klein sind im Vergleich zu 1. Deshalb ist es sinnvoll diese

Funktion in eine Potenzreihe nach Potenzen von y zu enwickeln (Taylorreihe um y = 0)
was uns auf einen Ausdruck der Form

1 1 —
=7 > X'P(cosy), (1.41)
=0

)
r

fithrt. In dieser Entwicklung bezeichnen Pj(cos<y) die sogenannten Legendre Polynome,
das sind Polynome vom Grad [ in ihrem Argument cos~y. Als Beispiele fiir diese Legendre
Polynome geben wir explizit an:

P()(ZL‘) =
Pi(r) = z. (1.42)

Die Legendre Polynome hoherer Ordnung [ kann man dann mit Hilfe der Rekursionsformel

(1 +1)Prs(x) = (21 + DaR(2) — 1Py (x) (1.43)

bestimmen. Betrachten wir diese Gleichung fiir [ = 1 so ergibt sich
2P2(.%') = 333'P1(.I') — 1P0(.I'),
was mit (CZ2) auf

322 —1
Py(z) = =% 5 (1.44)
fithrt. Damit ergibt sich also fiir die Entwicklung in ([CZTI)
1 1 5 (3 1
|F_F/|:;{1+xcosv+x (QCOS 7—§)+,__} ) (1.45)

Setzt man diese Entwicklung in ([L39) ein, so ergibt sich eine Summe nach den Beitrégen
geordnet nach dem Summationsindex [ in dieser Entwicklung

O(7) =Y (7). (1.46)

Man nennt diese Entwicklung die Multipolentwicklung fiir das elektrostatische Poten-
tial. Aus der Herleitung wissen wir, dass diese Multipolentwicklung gut konvergiert, wenn
X << 1, beziehungsweise " << r ist. In diesem Fall reicht es also aus die Terme niedriger
Ordnung in [, die niedrigen Multipole zu betrachten. Insbesondere ergibt sich fiir [ = 0
der Monopolbeitrag der Ladungsverteilung zu

bo(F) = 11/$Wmm

dregr

\%4
L @

4meg T
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Der Monopolbeitrag der Ladungsverteilung zum Potential, ¢q ist also identisch mit dem
Potenzial, das sich ergibt, wenn die gesamte Ladung () im Koordinatenursprung, also
der Position der Ladungsverteilung vereinigt ist. Wenn die Ladungsverteilung elektrisch
neutral ist, also () = 0, so ist der wichtigste Beitrag zu ¢ gegeben durch den Dipolanteil
(l =1) in der Form

(1) = ! 1/d34' (7 );cosy

dmeg r
v
B 1/ '
© Admegr 7" rr!
1%
1 17 St o
1%
1 17 -
- 47‘(‘50_2; . d, (147)

mit der Definition

d= / PP (77 (1.48)

v

fiir das Dipolmoment d der Ladungsveteilung p(7’). Dieses Dipolmoment ist genau so
wie das Monopolmoment (d.h. die Gesamtladung @) eine charakteristische Grofe fiir die
Ladungsverteilung. Da es sich bei dem Dipolmoment d um einen Vektor handelt, sind
hier also 3 charkteristische Groéflen enthalten, z.B. reprasentiert durch die kartesischen
Komponenten von d.

Allgemein koénnen die Multipolbeitriage ¢;(7) in (LZ4) berechnet werden mit

11 [ .., P
alr) = 47r50r & p(r ) PZ(COSV)
v
1 1 /P
— - d3 I¥SWAY Y* /19/ m /19 5/
Ty | PO G 20 il ) Vim0, ) pl7)

1 1 1
= — — Y, . 3,./ =/ /lY* / /. 14
50213;%””1 im (9, 9) /dm(r )Y (9, ). (1.49)

\%

Bei dem Ubergang von der ersten zur zweiten Zeile wurde das Additionstheorem be-
nutzt

+1
4T
P, = V0 )Y (0, 0) . 1.50
(005) = 3 GrgYin(d'# in(d o (1.50)
wobei Y},, die sogenannten Kugelflichenfunktionen, wohldefinierte Funktionen von
den Winkelparametern ¢ und ¢ des Vektors 7 (beziehungsweise ¢’ und ¢’ fiir ) in Kugle-
koordinaten sind. Beachte, dass v der Winkel zwischen 7 und 7 ist. Mit der Darstellung
in ((CZ9) ist die Berechnung des Potentials also aufgeteilt in die Summe von jeweils zwei

Faktoren, wobei der erste vom Ort 7 abhéngig ist, an dem das Potential bestimmt werden
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soll. Die zweiten Faktoren, die nur von der Form der Ladungsverteilung abhidngen, nennen
wir die Multipolmomente der Ladungsverteilung:

i = [ &)Y ). (151

v

In diesen Multipolmomenten g¢; ,, ist also die ganze Information iiber die Ladungsvertei-
lung enthalten, und mit ihnen ist das Potential direkt berechenbar.

A

—
-

Abbildung 1.29: Einfache Ladungsverteilung mit Dipolmomente an der Position R.

Als ein Beispiel fiir eine lokalisierte Ladungsverteilung betrachten wir ein System aus
2 Punktladungen. Eine positive Ladung q befinde sich an der Position R+ b/ 2, eine
zweite negative Ladung an der Stelle B — /2 (siche auch Abb. [CZ). Der Vektor R
bezeichnet also das Zentrum dieser Ladungsverteilung und der Vektor b steht fiir den
Verbindungsvektor von der negativen Ladung zur positiven. Mit Hilfe der J-Funktionen
ist diese Ladungsverteilung definiert durch

p(7) = 6 <F— (R+ 5/2)) 0 <F— (R— 5/2)) .

Die Gesamtladung dieser Ladungsverteilung p is offensichtlich Null, d.h. diese Ladungsver-
teilung besitzt kein Monopolmoment. Das Dipolmoment der Ladungsverteilung berechnet

sich nach ([C4Y))
d = q/dBFF(S (7= (R+5/2)) - q/d3FF5 (7= (R~ 5/2))
. <R’+E/2> —q (ﬁ—E/Q)
— gb. (1.52)

Fiir diese wohl einfachste Realisierung eines Dipolmomentes ist der Dipol also ein Vektor,
dessen Richtung von der negativen zur positiven Ladung weist (parallel zum Verbindungs-
vektor I;), und dessen Betrag sich aus dem Produkt der Ladung ¢ und dem Abstand der
Punktladungen ergibt.

Wie verhilt sich eine Ladungsverteilung, die kein Monopolmoment besitzt und nur
durch ihr Dipolmoment charakterisiert ist in einem externen elektrischen Feld E? Es soll
zunédchst die Energie einer solchen Anordnung berechnet werden. Nach den Grundglei-
chungen der Elektrostatik wissen wir, dass ein solches elektrisches Feld sich als Gradient
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eines Potentials, E = —ﬁ(b berechnen lasst. Die Energie eine Ladung ¢ an eine Position
7 zu positionieren ist gegeben durch U = ¢¢(7). Um also die beiden Punktladungen der
Ladungsverteilung (L) an ihre Positionen zu bringen, muss also insgesamt die Energie

U= qd(R+b/2) — qp(R — b/2),

aufgebracht werden. Da wir annehmen konnen, dass der Abstand b der beiden Ladun-
gen klein ist gegeniiber anderen Abmessungen des Systems (es soll sich ja um eine gut
lokalisierte Ladungsverteilung handeln), kénnen wir die Werte fiir das Potential in dieser
Gleichung mit einer Taylorentwicklung um den Punkt R schreiben

U = ¢ ¢(R)+§-V¢—I—... —q gb(R)—é-ng—I—...
~ qg . ﬁqﬁ
= —d-E, (1.53)
wobei wir das Ergebnis (I52) fiir das Dipolmoment und E = —V¢ benutzt haben. Die
Energie des Systems, Dipol in einem elektrischen Feld FE, ist also minimal, wenn der

Dipolvektor d parallel zum elektrischen Feld E steht.

Da die Gesamtladung einer reinen Dipolverteilung identisch Null ist, wirkt auf eine solche
Dipolladungsverteilung in einem homogenen elektrische Feld F keine Kraft, denn es gilt
jo o

Fy=-VU=V(-FE)=0,

da ja in einem homogenen Feld E die Ableitungen der kartesischen Komponenten FE,,
E, und E, nach den Koordinaten identisch Null sind. Aber in einem solchen Feld er-
gibt sich ein Drehmoment, das wir aus der Addition der Drehmomente auf die beiden
Punktladungen bestimmen koénnen zu

, I - (5 b .
D, = (R—l—é)XqE—i—(R—é)x(—q)E

= ¢bx E
IxE

= dx (1.54)
Zur Illustration sind in den Bildern und [L3T] Kontourplots oder Hohenlinien fiir die
elektrostatischen Potentiale eines elektrischen Monopols, Dipols und Quadrupolmoments
in einem Ausschnitt der x — 2z Ebene aufgetragen. Diese Illustrationen sollen nur einen
Eindruck vermitteln und es wird deshalb auf eine genauere Angabe der Einheiten usw.
verzichtet.

Das elektrische Feld fiir einen elektrischen Dipol im Koordinatenursprung in Richtung
der z-Achse ist durch die Vektorpfeile in Figur skiziert. An einigen willkiirlich aus-
gewdhlten Punkten in der x-z Ebene geben die Vektorpfeile die Stérke und die Richtung
des elektrischen Feldes an.
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(b) Dipolmoment

Abbildung 1.30: Potential elektrischer Multipole in der x — z Ebene

Quadrupolmoment

Abbildung 1.31: Potential elektrischer Multipole in der x — z Ebene
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Abbildung 1.32: Elektrisches Feld eines Dipols in z-Richtung
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1.10 Dipole in der Natur

Das Dipolmoment zweier entgegengesetzt geladener Punktladungen 4+¢q im Abstand 7 isth:

d = g, (1.55)
wobei der Verbindungsvektor 7° von der negativen zur positiven Ladung zeigt. Befinden
sich M Dipole in einem Volumen V', so definieren wir die Polarisation

1 M
P == E d;. 1.56
4 i=1 ( )

Das Dipolmoment hat die Einheit Cm, die Polarisation entsprechend die Einheit
C/m?.

Wenn wir anstelle zweier Punktladungen kompliziertere Ladungsverteilungen betrachten,
so konnen wir die Schwerpunkte der positiven bzw. negativen Ladung ermitteln. Das
Dipolmoment dieser Ladungen betréigt ganz analog zu den Punktladungen d= qr, wobei
jetzt 7 die Ladungsschwerpunkte verbindet.

Nehmen wir an, in einem zweiatomigen Molekiil seien die Ladungen +e (bzw. ihre Schwer-
punkte um 0.1 A (107 m) voneinander getrennt. Das Dipolmoment dieses Molekiils be-
triagt dann 1.6-1073° Cm, was wir als " typische” Gréfienordnung eines atomaren Dipolmo-
ments annehmen koénnen. Hiitte man 10?3 solcher Molekiile in einem Volumen von 1 cm?
vollstidndig ausgerichtet, so wiirde deren Polarisation 0.16 C/m? bzw. 1.6 - 107° C/cm?
betragen.

In der Natur kénnen wir induzierte und permanente Dipole beobachten. Induzierte
Dipole entstehen erst bei Anlegen eines elektrischen Feldes. Auch Molekiile mit perma-
nentem Dipolmoment sind ohne dufleres elektrisches Feld in der Regel zufillig orientiert.
Sie richten sich bei Anlegen eines Feldes teilweise in Feldrichtung aus. Daneben existie-
ren sogenannte Ferroelektrete, bei denen die Dipolmomente unterhalb einer gewissen
Temperatur auch ohne angelegtes Feld eine Vorzugsrichtung aufweisen.

Besprechen wir nun die verschiedenen Dipole im einzelnen:

1.10.1 Induzierte Dipole und Verschiebungspolarisation

Sehr vielen Materialien (Gase, Fliissigkeiten, Festkorper) sind bei Abwesenheit eines dufle-
ren Feldes unpolar, die positiven und negativen Ladungsschwerpunkte fallen zusammen.
Dies gilt z. B. fiir Atome wie He, gleichatomige Molekiile wie Oy, Ng, oder auch fiir linear
aufgebaute Molekiile wie CO4 (die beiden Sauerstoffatome und das Kohlenstoffatom lie-
gen auf einer Geraden, die O-Atome sind dabei symmetrisch um das C-Atom angeordnet).
Auch viele Festkorper sind ohne dufleres Feld unpolar.

Bei Anlegen eines elektrischen Feldes verschieben sich die Ladungsschwerpunkte propor-
tional zum angelegten Feld: . B
d=aF, (1.57)

8Das Dipolmoment wird hiufig auch mit p’ bezeichnet.
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wobel « die molekulare elektrische Polarisierbarkeit ist. Die Dimension von « ist
C?m/N.

Bezogen auf die Polarisation definiert marf:

— —

P =cox.F (1.58)
mit der elektrischen Suszeptibilitit y,., die eine dimensionlose Grofe ist.

Befinden sich n gleichartige induzierte Dipole im Einheitsvolumen (Dipoldichte: n), so
hédngen a und y, iiber x, = na/egy zusammen. Dies gilt, wenn die Dipoldichte so gering
ist, dass wir Riickwirkungen der Dipole aufeinander vernachlissigen konnen. In Abschnitt
[LTOH werden wird diese Beziehung erweitern und Riickwirkungen mit einbeziehen.

Man muss weiterhin zwischen einer elektronischen Polarisierbarkeit und einer io-
nischen Polarisierbarkeit unterscheiden. Im ersten Fall verschiebt das elektrische Feld
den Ladungsschwerpunkt der Elektronen in einem Atom bzw. Molekiil gegeniiber dem /den
Atomkern(en), im zweiten Fall, der in Festkorpern wichtig ist, verschieben sich positive
und negative Ionenriimpfe gegeneinander.

Fiir Gase liegt Y. typischerweise im Bereich 1072 — 107%. In Festkoérpern werden Werte
der Gréfenordnung 1 — 10 erreicht. Genauere Angaben wollen wir hier noch nicht machen,
da wir mit der Dielektrizitdtskonstanten € noch eine weitere Grofle einfithren werden, die
von Y. bzw. a abhéngt und leichter experimentell zugénglich ist (¢ = x. + 1).

1.10.2 Permanente Dipole und Orientierungspolarisation

Viele Molekiile (prominentes Beispiel: H,O) besitzen ein permanentes Dipolmoment. Im
Fall von Wasser bilden die beiden H-Ionen einen Winkel von 108° zum O?~-Ion, positive

und negative Ladungsschwerpunkte sind damit getrennt. Das Dipolmoment des Wassers
betrigt 6.2 - 1073 Cm.

Im dufleren Feld versuchen sich diese permanenten Dipole parallel zum Feld auszurichten,
es gilt auch hier: P = EOXeE- Bei endlicher Temperatur wirkt dem allerdings die stati-
stische Bewegung der Molekiile entgegen. Fiir nicht allzu tiefe Temperaturen findet man,
dass die Polarisation ndherungsweise durch

Pr-n—0—-d (1.59)

gegeben ist, also proportional zu 1/7 ist. In ([C2Y) ist n die Zahl der Dipole pro Volu-
meneinheit und kp die Boltzmann-Konstante. Der Faktor dE ist bis auf das_)\iorzeichen
gerade die potentielle Energie eines Dipols im elektrischen Feld, der Faktor dF/kgT er-

gibt sich aus einer Taylor-Entwicklung des Boltzmannfaktors eXp(JE /kgT), der wie bei
vielen anderen statistischen Problemen der Thermodynamik auch hier auftritt [1d

Man nennt die Abhéngigkeit y. o 1/7 auch Curie-Gesetz. Materialien, die diesem
Gesetz gehorchen, bezeichnet man als paraelektrisch.

Fiir HyO hat x, bei Zimmertemperatur einen Wert von 80.

9Wir nehmen hierbei an, dass d bzw. P in Feldrichtung induziert werden. Dies ist notwendigerweise so.
Falls d und E nicht parallel sind, miissen « bzw. x durch eine Matrix (Tensor) ersetzt werden. Auch ist
der lineare Zusammenhang zwischen d und E nur bei nicht allzu groflen Feldstérken erfiillt.

100hne duBeres Feld weisen die Dipole statistisch in alle 3 Raumrichtungen. 1/3 der Dipole weist im
Mittel in die z-Richtung, parallel zu der das elektrische Feld angelegt sein soll. Die Energie der
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1.10.3 Ferroelektrische Stoffe

Einige Festkorper entwickeln ein permanentes Dipolmoment innerhalb der Kristall-
struktur. Beispiele fiir Ferroelektrika sind Bariumtitanat (BaTiOj3), PbTiO3 oder das
Seignette-Salz (KaNaCH,Og - 4Hy). Die Kristallstruktur des BaTiOg ist in Abb.
gezeigt. Innerhalb einer Einheitszelld-] betrigt das Dipolmolent ca. 2 - 1072 Cm. Die
Abb. zeigt schematisch die Phasenumwandlungen des Materials bei Abkiihlung
zusammen mit der sich bei der jeweils ausbildenden spontanen Polarisation. Es bilden
sich eine Reihe unterschiedlicher ferroelektrischer Phasen aus

In ”Ferroelektrika” sind diese Dipole unterhalb einer charakteristischen Temperatur, der
Curie-Temperatur 7T, iiber viele Atome hinweg parallel zueinander ausgerichtet.

Bei Temperaturen 7" > T, sind die Dipolmomente in Abwesenheit eines dufleren Feldes
ungeordnet (oder noch nicht vorhanden). Man erhélt im dufleren Feld einem Gesetz der
Form P = egxc [, wobei ye = const. /(T —1T,) ist. Die elektrische Suszeptibilitéit divergiert
also bei der Curietemperatur 7.

Die Abb. illustriert dieses Verhalten am Beispiel von PbTiOj3. In der Abbildung sind
drei Groflen gegen die Temperatur aufgetragen: die Dielektrizidtskonstante € = x. + 1, die
Anderung dP/dT der Polarisation mit der Temperatur, sowie die spezifische Wérme bei
konstantem Druck (vgl. Physik I). Die Dielektrizétskonstante ist ebenso widd Xe Oberhalb
von T, proportional zu 1/(T — T,). Unterhalb T, héingt die (spontane) Polarisation stark
von der Temperatur ab, dP/dT erreicht ein Maximum bei 7T,. Die spezifische Wirme
C, hat ein scharfes Maximum bei 7T, was charakteristisch fiir einen Ubergang in eine

geordnete Phase istd.

Die Abb. zeigt nochmals die Abhéngigkeit € oc 1/(T — T.) fiir verschiedene Ferro-
elektrete.

Kiihlt man einen Ferroelektreten durch 7., so ordnen sich die Dipolmomente allerdings
im allgemeinen nicht iiber die gesamte Probe hinweg parallel an. Es existieren vielmehr
ferroelektrisch geordnete Bereiche (Doménen), deren Polarisation in unterschiedliche
Richtungen zeigt.

Durch Anlegen eines dufleren elektrischen Feldes vergrofern sich die Doménen, deren
Polarisation in Feldrichtung zeigt, bis oberhalb einer gewissen ” Sattigungsfeldstirke”
praktisch alle Dipolmomente parallel zum Feld zeigen. Der Effekt ist in Abb. [[317 gezeigt.

in Richtung 42z weisenden Dipole ist $JE = Fd, E,. Die Wahrscheinlichkeit, einen Dipol £d, zu
finden, ist proportional zu exp(+d_ E,/kzT). Die Polarisation ist gerade durch die Differenz der
in +2z bzw. in —z-Richtung orientierten Dipole gegeben, also proportional zu [exp(+d, E,/kgT) —
exp(—d, E,/kgT)]/lexp(+d, E,/kzT) + exp(—d,E,/kzT)]. Der Nenner sorgt dafiir, dass die Wahr-
scheinlichkeit 1 wird, dass die Dipole entweder in +z oder in —z-Richtung orientiert sind. Die
Taylor-Entwicklung fir d E_/kzT < 1 ergibt fiir diesen Ausdruck den Wert d_E,/kgzT, womit
P, ~(1/3)d,(d,E, /kgT) folgt. Dieser Ausdruck wurde in ([CE9) vektoriell geschrieben.

1Die ”Einheitszelle” ist die elementare Atomanordnung, die, immer wieder in den drei Raumrichtungen
zusammengefiigt, schlieflich den gesamten Kristall ergibt.

12Den Unterschied € — y = 1 kénnen wir fiir € > 1 vernachlissigen.

1BGenauer gesagt liegt hier ein Phaseniibergang 2. Ordnung vor, bei dem die Entropie S, d. h. der Grad
der Unordnung im Kristall stetig verlduft, aber einen Knick aufweist. Die Ableitung C’p o« dS/dT springt
dann beim Phaseniibergang.



60 KAPITEL 1. ELEKTROSTATIK

(@) (b)

(a) Kristallstruktur von BaTiO, im unpolaren (links) und polaren (rechts)
Zustand (Quelle: Ch. Kittel, Festkérperphysik, 12. Auflage, Abb. 13.10).
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(b) Spontane Polarisation von BaTiO4 bei verschiedenen Temperarturen
(Quelle: Ch. Kittel, Festkérperphysik, 12. Auflage, Abb. 13.11).

Abbildung 1.34: Kristallstruktur und Phasenumwandlung von BaTiOg
Hier wurde ein BaTiOs3-Kristall in verschiedenen elektrischen Feldern mit einer schwa-
chen Saure angeétzt. An den Doménengrenzen findet ein verstiarkter Atzprozess statt, die

Domaéanen werden sichtbar.

Abb. zeigt schematisch die Anordnung der Dipole in einer im hohen &dufleren Feld
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Abbildung 1.35: Dielektrizétskon-
stante ¢ Ye + 1, die Ander-
ung dP/dT der Polarisation mit
der Temperatur, sowie die spe-
zifische Wéirme bei konstantem
Druck fiir PbTiO3 (aus: Ch. Kittel,
Festkorperphysik 12. Auflage, Abb.
13.9).

Abbildung 1.36: Reziproke Dielek-
trizitdtskonstante gegen 1000/ (1T —
T.) fiir verschiedene Ferroelektrete
(aus: Ch. Kittel, Festkérperphysik
12. Auflage, Abb. 13.12).

eindoménig polarisierten Probe. In diesem Fall erhélt man netto makroskopische Ober-
flaichenladungen auf der Probe.

Fiir BaTiO3 werden hierbei bei Zimmertemperatur ”Sattigungspolarisationen” (d.
h. alle Dipole ausgerichtet) P um 0.3 C/m? erreicht. Verringert man das duBere Feld, so
bleibt die Ausrichtung der Polarisation z. T. erhalten, man erhélt nun auch fiir £ = 0 eine
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Abbildung 1.37:  Doméinengrenzen (geschlossene helle Linien) in einem BaTiO;-
Einkristall. Die Grenzen wurden durch Atzen der Oberfliche mit einer schwachen Sdure

sichtbar gemacht. In einer Doméne weist die Polarisation in eine Richtung (aus: Ch. Kittel,
Festkorperphysik 12. Auflage, Abb. 13.22).
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%MMM% Abbildung  1.38: Makroso-
pisch polarisierter Ferroelektret.

Ladungen im Inneren kompen-
$ H $$ $ $$ sieren sich, es erscheint eine sehr

____________ hohe Oberflichenladung

nichtverschwindene Polarisation, die sog. remanente Polarisation. Erst bei Umpolen
des duBeren Feldes kann P bei der Koerzitivfeldstirke Ej, zum Verschwinden gebracht
bzw. umgekehrt werden. Variiert man das Feld zwischen j:E, so wird insgesamt eine
”Hystereseschleife” durchlaufen wie in Abb. dargestellt.

Ganz #dhnliche Eigenschaften lassen sich - bezogen auf magnetische Felder - bei Ferro-
magneten beobachten. Die Krifte, die Ferromagnete aufeinander ausiiben, sind Thnen
vermutlich wohlbekannt. Dagegen verhalten sich Ferroelektrete relativ unscheinbar, ob-
wohl die Coulombkréfte zwischen den Ferroelektreten eigentlich sehr stark sein miissten.
Der Grund liegt darin, dass die Oberflachenladung der Ferroelektreten sehr schnell durch
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Abbildung 1.39: Schematische Darstellung
der Hystereseschleife eines Ferroelektreten

entgegengesetzte Ladungen aus der Luft kompensiert wird, der Ferroelektret also faktisch
neutral erscheint. Andert man aber die Polarisation des Ferroelektreten um Aﬁ, etwa
durch Anderung der Temperatur, so lisst sich die Anderung der Polarisationsladung sehr
wohl beobachten. P lisst sich ebenfalls durch Druck auf den Ferroelektreten dndern. Wir
werden dies nachfolgend im Experiment demonstrieren.

1.10.4 Versuche zur Aufladung und Polarisation von Isolatoren

e Wir beobachten zunéchst, das Papierstiicke von einem geladenen Stab (Kunststoff
bzw. Porzellan) angezogen werden. Das Papier wird polarisiert, die Papierstiicke
entfernen sich von ihrer Unterlage und ”fliegen” zum Stab.

e Wenn wir eine geladene Kugel vor eine elektrisch neutrale Paraffinplatte brin-
gen, so wird die Kugel von der Platte angezogen, wobei der Effekt aber deutlich
geringer ist als beim analogen Experiment mit Konduktoren. Die Paraffinplatte
wird im Feld der Kugel polarisiert (Verschiebungspolarisation), die Kugel wird an-
gezogen.

e Wir erzeugen einen hohen elektrischen Feldgradienten iiber eine geladene metallische
Spitze, die sich vor einer entgegengesetzt geladenen metallischen Platte befindet.
Die Anordnung ist in einem Olbad. Im Olbad strémen Luftblasen. Das Ol wird
polarisiert. Netto erscheinen auf der Blasenoberfliche Ladungen, die Blase verhélt
sich wie ein elektrischer Dipol, wobei die Polaritdt der Oberflichenladungen aber
gerade anders herum ist als dies bei einem Oltropfen der Fall wire (siche auch:
Abschnitt [CTOH). Im dufleren Feldgradienten bewegt sich die Blase deshalb gegen
in Richtung des Feldgradienten, also von der Spitze weg.
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e Die relativ starke Orientierungspolarisation von Wasser demonstrieren wir an

Hand eines Wasserstrahls, auf den wir einen Feldgradienten wirken lassen. Das Feld
richtet die Wassermolekiile (teilweise) aus, diese werden in Richtung des Feldgradi-
enten gezogen. Die Ablenkung des Wasserstrahls ist klar zu beobachten.

Wir konnen jetzt die Wirkung elektrischer Felder auf die Weizengrieskorner im
Olbad qualitativ verstehen. Wir nehmen zunichst an, das elektrische Feld sei réum-
lich homogen und zeige in z-Richtung. Die Kérner werden im elektrischen Feld po-
larisiert (Verschiebungspolarisation), erfahren aber durch das homogene Feld keine
Kraftwirkung. Jetzt miissen wir die Kréfte zwischen den Koérnern beriicksichtigen.
Korner, die kettenartig in z-Richtung angeordnet sind, ziehen sich an, vgl. Abb.
[[40. Die Kréfte zwischen benachbarten in z- oder y-Richtung parallelverschobener
Ketten sind (insbesondere auf Grund der Aufladung der Enden) insgesamt leicht
abstoflend. Dadurch erhélt man dadurch eine Serie gleicherteilter paralleler Ket-
ten, die parallel zur Feldrichung orientiert sind (dass genau diese Anordnung der
Korner die energetisch beste ist konnen wir hier allerdings nicht in Strenge bewei-
sen). In inhomogenen Feldern werden zusétzliche Krifte auf die Kérner ausgetibt, so
dass diese in Richtung des Feldgradienten wandern. Auch in diesem Fall fithren die
Wechselwirkungen zwischen den Koérnern dazu, dass sich diese kettenartig entlang
der Feldlinien anordnen. Die Feldlinien werden dadurch ”abgebildet”.

Abbildung 1.40: Polarisation der
Weizengrieskorner bei der Abbil-
dung elektrischer Feldlinien.

e Experimente mit Ferroelektreten: Wir haben einen Ferroelektreten (BaTiOs) zwi-

schen zwei metallische Platten eingespannt, die mit einem Elektrometer verbunden
sind. Dieses zeigt zunéchst keinen Ausschlag an. Uber die Platten kann eine Kraft
auf den Ferroelektreten ausgeiibt werden. Driicken wir auf den Ferroelektreten, so
andert sich der Atomabstand und damit auch das Dipolmoment und die Polarisa-
tion im Material. Hierdurch &dndert sich die Oberflichenladung des Elektreten, in
den Metallplatten werden durch Influenz elektrische Ladungen erzeugt, das Elektro-
meter schldgt aus. Mit diesem Effekt lassen sich auch Anziinder konstruieren: Man
driickt auf einen Ferroelektreten. Die iiber zwei Spitzen auftretende Spannung wird
so hoch, dass Funkenschlag auftritt.

Der Vorgang funktioniert auch umgekehrt: Durch Anlegen eines elektrischen Feldes
dndert sich die Dicke 1 des Ferroelektreten. Quantitativ gilt (ohne Beweis): [ oc E2.
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Dieser Effekt wird ” Elektrostriktion” genannt. Man kann die Polarisation des Fer-
roelektreten auch durch eine Temperaturdnderung verédndern (”pyroelektrischer
Effekt”, s. auch Abb. [[37).

1.10.5 Wechselwirkende Dipole: Quantitative Betrachtungen

In Abschnitt [CTOTl hatten wir (induzierte) Dipolmomente im &dufleren Feld betrachtet,
dabei aber angenommen, dass deren Dichte so gering ist, dass wir Wechselwirkungen
zwischen den Dipolen vernachlissigen konnten. In diesem Abschnitt wollen wir den Beitrag
mit beriicksichtigen, den die Dipole zum gesamten elektrischen Feld in einer Probe liefern.

Vorbemerkungen:

Elliptische Korper im elektrischen Feld

An eine Probe (Dielektrikum) sei ein duferes Feld Ejy angelegt. Das Dielektrikum wird
hierdurch polarisiert, es entstehen effektiv Oberflachenladungen, die ihrerseits ein elektri-
sches Feld erzeugen, das dem dufleren Feld entgegenwirkt (vgl. Abb. [LZT]).

Fiir das iiber einige Atome (z. B. einer Einheitszelle im Festkorper) gemittelte elektrische

Feld in der Probe schreiben wir:
E=FE,+F (1.60)

By Abbildung 1.41: Dielektrikum im &ufleren Feld.

E; nennt man auch ”Depolarisationsfeld”. Es wird gerade durch die induzierten Ober-
flachenladungen hervorgerufen.

Es zeigt sich nun (ohne Beweis), dass fiir homogene Ellipsoide die durch das Feld E,
erzeugte Polarisation P bzw. das Feld E; im Probeninneren rdumlich homogen ist. Wenn
o entlang einer der Hauptachsen des Ellipsoids angelegt ist, dann ist E, parallel zu dieser
Achse i und es gilt:
By, = N, (1.61)
€o
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Hierbei nummeriert ”¢” die Achsen. Die reellen Zahle N; sind die ” Depolarisationsfak-
toren” oder ”Entelektrisierungsfaktoren”. Es gilt:

Ny + Ny + Ny =1. (1.62)

Die Entelektrisierungsfaktoren fiir spezielle ”Ellipsoide” sind:

Kugel: N = 1/3 fiir alle Feldrichtungen

diinne Platte, Feld senkrecht zur Platte: N =1

diinne Platte, Feld parallel zur Platte: N =0

langer Stab, Feld parallel zur Stabachse: N =0

langer Stab, Feld senkrecht zur Stabachse: N = 1/2.
Abb. zeigt N fiir ein Rotationsellipsoid fiir ein parallel zur Figurenachse angelegtes
Feld. Fiir ein langgestrecktes Ellipsoid (¢ > a) geht N gegen 1, fiir eine oblate Form
(c < a) geht N gegen 0.

\Z
NA

N

Abbildung 1.42: Entelektrisierungsfaktor fiir ein Rotationsellipsoid, parallel zur Figuren-
achse angelegt. (Aus: Ch. Kittel, Festkorperphysik, Abb. 13. 5)

Fiir die Polarisation gilt nach (ChS): P = EOXeE- Am Eingang des Abschnitts hatten
wir uns allerdings noch nicht zwischen Ey und dem Feld im Medium unterschieden. Wir
formulieren jetzt E préziser als das gemittelte Feld im Medium (entsprechend héngt die
atomare Polarisierbarkeit mit dem lokalen Feld zusammen) Wenn Ejy parallel zu einer der
Hauptachsen angelegt ist, gilt also:

- . . NP

P = goXxoE = coxe <E0 - —) (1.63)
€o

(Wir unterschlagen der Einfachheit halber den Index 73", der die Richtung der Hauptachse

nummeriert). Aufgelost nach P ergibt dies:

Xe€0

A R O 1.64
T+ Ny 0 Xeft L0 (1.64)

P=
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Die effektive Suszeptibilitdt xes hdngt also von der Probenform ab, ebenso wie das Feld
E;.

Feld in einem Hohlraum
Wir betrachten jetzt ein Ellipsoid, in dem sich ein ebenfalls ellipsoider Hohlraum befindet,
z. B. eine Hohlkugel oder eine Luftblase (vgl. Abb. [[Z3]).

Das Feld im Hohlraum schreiben wir als

Eur = Ey + E, + E, (1.65)

E = Abbildung 1.43: Elipsoid mit Hohlraum

Zuziglich zu den bereits eingefiihrten Feldern Ey und E; wirkt das Feld Eg, das auch
”Lorentz-Feld” genannt wird. Es riihrt von Ladungen, die auf der Oberfldche des Hohl-
raum induziert wurden. Genau wie auf der d&uleren Oberfliche der Probe heben sich auch
auf der Oberflache des Hohlraums die induzierten Ladungen nicht auf, es entsteht netto
eine Oberflichenladung auf dem Hohlraum. Fiir einen ellipsoiden Hohlraum ist E, bzw.
die durch die Oberflachenladungen erzeugte Polarisation wiederum homogen. Wir nehmen
weiter an, das elektrische Feld sei parallel zu einer Hauptachse des Hohlraum angelegt.
Ez ist dann antiparallel zu El (bzw. parallel zu EO) gerichtet. Fiir eine kugelférmige Blase
gilt: Ey = 1/(3g0)P. Dies ist gerade das negative des Wertes B fiir eine Vollkugel.

Das Feld in einer kugelférmigen Blase innerhalb einer kugelformigen Probe ist also gleich
EO. Die Blase selbst stellt einen Dipol dar, deren Dipolmoment allerdings genau in die
entgegengesetzte Richtung zeigt wie das Dipolmoment eines kugelférmigen Tropfens im
Feld EO. Die Ablenkung einer solchen Gasblase, die allerdings einem inhomogenen Feld
ausgesetzt war, hatten wir ja experimentell (s. Abschnitt [[T04) beobachtet.

Lokal induziertes Dipolmoment, Clausius-Mosotti-Beziehung

Wir fragen jetzt danach, welches Dipolmoment in einem ganz speziellen Atom innerhalb
eines Festkorpers oder einer Fliissigkeit induziert wird. Alle Dipole zusammen erzeugen
ein elektrisches Feld, das verschieden ist vom angelegten Feld Ej. Dieses Feld berechnen
wir mit folgender Idee:
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e wir beschreiben die (ellipsoide) Probe fast iiberall iiber ein iiber eine Atompositio-
nen gemitteltes Feld aufler in der unmittelbaren Nachbarschaft des herausgegriffe-
nen Atoms . Wir betrachten dazu ein (einige Nanometer grofies) Kugelvolumen
um dieses Atom. Hier beriicksichtigen wir die wahren, durch die dort induzierten

elektrischen Dipole erzeugten Felder (vgl. Abb. [[Z4]).

Abbildung 1.44:  Zur Ableitung der Clausius-
Mosotti-Beziehung: Aufteilung der Probe in einen
homogenen Bereich und eine kleine Hohlkugel, in
der die (atomaren) Dipole explizit beriicksichtigt
werden.

E,

Wir schreiben damit das lokale Feld am Ort des Atoms i:

Elok = EO -+ El + EQ + Eg (166)

Zu den uns bereits bekannten Feldern Ej bis E» kommt jetzt das Feld E; der Dipole inner-
halb des Kugelvolumens. Im allgemeinen muss dieses Feld (z. B. per Computer) explizit
berechnet werden. Es gibt aber einige Anordnungen, fiir die dieses Feld verschwindet.
Hierzu gehoren Dipole, die kubisch angeordnet sind (d. h. die Dipole befinden sich auf
den Ecken aneinandergelegter Wiirfel). Wir nehmen an, das duflere Feld bzw. die Dipole
seien in z-Richtung orientiert. Das von diesen Dipolen erzeugte elektrische Feld ist:

' d" . J 9 2 2,2
EElpolz | | de_ | ‘ Z “k Lk yk (167)

Areg Areg ry

Nun sind auf Grund der kubischen Symmetrie und der Symmetrie des Kugelvolumens die
x, y, und z-Richtungen &quivalent, man erhalt:

2 2
yioy
5 5

k i

2
Yk
= E . 1.68

2
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Damit verschwindet EPP! = Fy. Ahnliches gilt auch, wenn die Dipole statistisch verteilt
sind. Man erhélt also:

1 1
Eiox = Ey+ Ey + 3—P E+ 3—P (”Lorentz-Beziehung”). (1.69)
€0

Das lokal am Atom ¢ induzierte Dipolmoment ist:

. . 1 4
di = OéElOk =« (E + —P) . (170)
360

Wir summieren jetzt tiber alle Atome (die wir der Einfachkeit halber als gleichartig an-
nehmen) und erhalten:

- M 1
Zd =P = —aElok = naEy = na (E + 3—P> (1.71)
- €0
Mit P = 50XeE ergibt dies:
E0Xe = NQ (1 + %) (1.72)
oder: no X no
=2y —e):—s . 1.73
xe= o (145) = 5o B+ x) (1.73)
oder:
Xe no . . .
= — (” Clausius-Mosotti-Beziehung”) (1.74a)

Wir koénnen die Clausius-Mosotti-Beziehung mit € = 1 4 y, auch ausdriicken als:

6—1_na
e+1  3e

(” Clausius-Mosotti-Beziehung”) (1.74b)

Die Clausius-Mosotti-Beziehung verkiipft also die makroskopische Grofien x. bzw. ce mit
der atomaren Polarisierbarkeit o auch im Fall ”dichter” Medien (fiir den Fall, dass E3 =
0). Im Grenzfall y. < 1 erhalten wir

Xe ~ X3 no

~ S = —— 1.75
Xe + 3 3 350 ( )

bzw. no
Xe RZ —, (1.76)

€0

was gleich der in [CTOT] benutzten Beziehung fiir y, ist.

Ferroelektrete und Curie-Weiss Gesetz

Wir betrachten nochmals (L), P = na <E + %]3) und schreiben diese als:

. no .
P=(1-2) = haFE. 1.
( 3€0> nao (1.77)
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Hieraus folgt:
P na 1

=~ 0 - nao °
€0E €o T 3e

Xe (1.78)

Diese Suszeptibilitiat divergiert offensichtlich fir na/(3¢9) — 1.

Ohne Wechselwirkung zwischen den Dipolen wére nach (LZ8) xeo = na/eo. Setzen wir
hierfiir ein Curie-Gesetz an, d. h. na/ey = const./T, so erhalten wir aus (CZ3):

const. 1 const. const

T 1-—9t T —const./3 T-T,

Xe = (179)

Dies ist aber genau das Curie-Weif3-Gesetz, das wir bei der experimentellen Behandlung
der Ferroelektrete kennengelernt habe.

Es sei hier nochmals angemerkt, dass y, fiir 7' — T, (von hohen Temperaturen her) gegen
unendlich geht. Ein beliebig kleines dufleres Feld geniigt dann, ein groie Polarisation zu
erzeugen. Unterhalb von 7, ist iiberhaupt kein dufleres Feld mehr nétig.

Andere Formen der Ladungsordnung

Diese ferroelektrische Ordnung ist ein Spezialfall einer ganzen Reihe unterschiedlicher
Ordnungstypen. So existieren auch ” Antiferroelektrika”, in denen sich diese Dipole
unterhalb der ” Néel-Temperatur” antiparallel ausrichten. (Beispiele: WO3, NaNbO3).
Fiir diese Materialien gilt fiir Temperaturen knapp oberhalb der Ordnungstemperatur Ty
(" Néel-Temperatur”):
const.

ST+ Ty
Man beachte das positive Vorzeichen im Nenner. Bei Antiferroelektreten verhélt sich
die Suszeptibilitit oberhalb der Ubergangstemperatur so, als wiirde sie bei —Tx gegen
unendlich laufen.

Weitere Ordnungstypen sind abschlieend in Abb. gezeigt.

Xe (1.80)
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T>T, T<T, T<T,
Faln
Ferrodeformativ Q O IO O I AuBﬂFeld
vrf Ly
i i
Antideformativ P I OI
L
[:..:..) L {=}
Pyroelektrisch ® I®
& = o
< o) =
Ferroelektrisch
Antipolar
Antiferroelektrisch

S

Q
(>

® O ungeladene Atome oder Atomgruppen
QO geladene Atome oder Atomgruppen

Abbildung 1.45: Verschiedene Typen struktureller Phaseniibergéinge (aus: Ch. Kittel,
Festkorperphysik, 12. Auflage, Abb. 13.19).
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1.11 Der Plattenkondensator

Unter einem Plattenkondensator verstehen wir eine Anordnung zweier paralleler metalli-
scher Platten (Flache A), zwischen denen eine Potenzialdifferenz (Spannung) U angelegt

ist (s. Abb. [CZG]).

Spannung
u

Flache A

Ladung
+Q

Abbildung 1.46: Schematische Darstellung eines Plattenkonden-
d sators

Bevor wir genauer auf den Plattenkondensator eingehen, wollen wir zunéchst

1.11.1 Das elektrische Feld einer unendlich groflen metallischen
Platte

betrachten. Die Platte sei positiv geladen und wie in Abb. [LAd in der (y, z)-Ebene orien-
tiert. Das elektrische Feld auflerhalb der Platte muss senkrecht auf den beiden Platteno-
berflichen bei = 0 und x = d stehen, also dort parallel zur x-Richtung sein.

Auf Grund der Symmetrie des Problems wird die Ladung homogen iiber die Oberflichen
der Platte verteilt sein und damit weder die Fldchenladung o (Ladung pro Flicheneinheit)
noch das von diesen Ladungen erzeugte Feld von y und z abhéngen.

Wir betrachten jetzt ein quaderformiges Volumen (Abmessungen XY, 7; der Quader sei in
x-Richtung so gelegt, dass die Platte durch ihn hindurchlduft) und integieren divE = p/gg

uber dieses Volumen:
/// divEdF:// £ (1.81)
\Ys v €0

Die linke Seite ergibt mittels des Gauflschen Satzes:

/// divﬁdf’:/ﬁdf: 2B, oY Z. (1.82)
\% F

Das elektrische Feld durchdringt nur die beiden in der (y, z) Ebene liegenden Quaderseiten;
jede der Seiten liefert einen Beitrag E, (Y Z, wobei Y Z die Flidche der entsprechenden
Quaderseite ist und E,, der Wert des elektrischen Feldes am Ort der entsprechenden
Fléche ist. Die Flachennormalen der beiden Quaderflichen stehen antiparallel zueinander
(sie zeigen nach "auflen”, so dass sich die beiden Beitrige addieren).

Die rechte Seite von ([LET) ergibt [[ [, p/eo = Q/eo, wobei @ die im Quader eingeschlos-

sene Gesamtladung ist. Damit erhalten wir:

Q o

E,og=——=—. 1.83
VTV Zey 2e (1.83)
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Das Feld héangt nicht von x ab, ist also rdaumlich homogen und von den Plattenoberflichen
weggerichtet.

<« H—> < H—>

z <+ H—> z (;++4)“'_A
<+ H—> <t H7>
DI I | iz
<« > <« |+ > i
<« H—> > X <« S > X
<—|+ ++— <+ \ v
<+ H——> <7++*>
<[+ H—> <—++L>
|+ H—— <—++74
E— E o

Abbildung 1.47: Feld einer unendlich grofien metallischen Platte.

1.11.2 Das elektrische Feld im unendlich grofier Plattenkonden-
sator

Wir betrachten jetzt zwei parallele, unendlich grofie Platten im Abstand d (Die Platten

sind wiederum in der (y, z)-Ebene unendlich ausgedehnt). Die Platten seien entgegenge-

setzt geladen (Fliachenladungsdichten +o0). Zwischen den Platten addiert sich das Feld
der Platten zu: - -

E,=2—=—. 1.84

280 €0 ( )

Im Auflenraum kompensieren sich die Beitrége durch die beiden Platten, das Gesamtfeld

ist dort Null (s. Abb. [CZ).

7 N SR P — < H—> ,
N ) TR e — <N H—>
........... ) R D S— <[+ H—>
........... |- | <N H—>
........... ) TR D S— <—H+F H—>
........... ) TR B S— <[+ H—> -
........... ) R D S— <—+ H——> -
........... ) R D S— <+ H—> _
........... ) S DV S— <N H——> E
........... o | € H—> -
0 d T X _ - X

Abbildung 1.48: Elektrisches Feld im unendlich groBen Plattenkondensator
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1.11.3 Das elektrische Feld im endlich grofien Plattenkondensa-
tor

SchlieBlich betrachten wir einen Plattenkondensator endlicher Gréfle. Am Rand jeder
der beiden Platten wird das elektrische Feld auch Beitrdge in y- und z-Richtung haben.
Dadurch wird auch das Feld des Plattenkondensators am Rand inhomogen wie in Abb.
[[43 skizziert. Das Feld ”leckt” gewissermaflen am Rand aus dem Kondensdator heraus.

Die Abb. 1.50 zeigt experimentelle Feldlinien, wie sie mittels der Weizengrieskorner ge-
wonnen wurden.

N

>
+>
+

¥ + + +++ ++

Abbildung 1.49: Feld um eine endlich grofie

F+ + + + +

H-

NIERRRRARRIV
ULV
O

« ¥+ F F F F ¥ ¥ F ¥4
Fy + + + o+ o+ o+ 4 4 4]

Platte (links) und einen endlich groBen
\/ Plattenkondensator (rechts) (Schemazeich-
nung)

Abbildung 1.50: Feld um eine endlich groBe Platte (links) und einen endlich grofien
Plattenkondensator (rechts) (Experiment)
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1.11.4 Das Potenzial im Plattenkondensator

Die negativ geladene Platte des Kondensators sei bei z = 0, die positive Platte bei z = d.

Das elektrische Feld (wir vernachlissigen das Randfeld) ist dann E = —(o/g0)é,, mit
o > 0. Es gilt:
Lo d
E=Vop bzw. E, = 2%
€0 dx
Die Integration liefert:
o
plr) = (0) = —x
€0

Speziell bei x = d, also am Ort der positiv geladenen Platte, gilt:

o(d) — p(0) = j—od.

Der Spannungsabfall U zwischen den Platten ist gerade U = ¢(d) — ¢(0) = (0/go)d. Mit
E = 0/¢¢ konnen wir dies auch schreiben als:

U=E-d (1.85)

Im Auflenraum ist das elektrische Feld null und damit ¢ = const.. Damit erhalten wir
den in Abb. [[1]] skizzierten Potenzialverlauf.

odle,

L] - Abbildung 1.51: Potenzialverlauf im Kon-
densator

Die Einheit der Spannung U ist Volt (V). Mittels des Kondensators kénnen wir jetzt
eine genauere Vorstellung entwickeln was 71 Volt” bedeutetd.

Wir nehmen d = 1m und U = 1V an. Damit ist £ = o/gp = 1V/m, was mit g9 =
8.85-107'2 C/m?N bedeutet, dass eine Flichenladungsdichte o = 8.85-1072 C/m? auf den
Platten vorliegt. Dies entspricht 5.5-107 Elementarladungen/m? bzw. 1 Elementarladung
pro 1.8 - 1078 m? bzw. 1 Elementarladung pro 1.8 - 10* yum?.

Analog hétten wir 1V auch iiber das Potenzial einer Punktladung einfithren kénnen.
Fiir eine Punktladung gilt:
1 @

dmeg T

o(r) (1.86)

14Es sei hier aber angemerkt, dass im SI-System das Volt eine abgeleitete Grofe ist. Die elektrische
Basisgrofie ist das Ampere als Einheit fiir den Strom. Wir werden hierauf spéter genauer eingehen.
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Dieses Potenzial verschwindet im Unendlichen. Wir definieren U = (1) — p(00) = (7).
Fiir Q = 1 Coulomb erreichen wir U = 1V fiir r = 9 - 10 m. Alternativ erreichen wir fiir
@ = e 1 Volt fir r = 1.44 nm.

1.11.5 Experimente zum Potenzial

Potenzialwaage

Im ersten Versuch bestimmen wir die Kraft, die auf die positiv geladene Platte eines Plat-
tenkondensators wirkt. Die positiv geladene Platte ist vertikal iiber der negativ geladenen
angeordnet. Aus dieser Platte kann ein Teilstiick (”Testplatte”, Fliche A) aus dem Zen-
trum herausgehoben werden. Die Anordnung (s. Abb. [[22) ermoglicht es, Randeffekte zu
minimieren: Im Bereich der Testplatte ist das Feld noch (nahezu) vollsténdig homogen,
Randeffekte treten erst am Rand der &ufleren Platte auf.

Testplatte

I:Feder

Testplatte

Abbildung 1.52: Oben: Schematischer Autbau der Potenzialwaage, unten: Die Potenzial-
waage

Im Kondensator gilt: E = U/d. Auf der Testplatte sei die Ladung @). Diese Platte wird
damit (zusitzlich zur Schwerkraft) mit der Kraft

L
F=—JQEe. (1.87)
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nach "unten”, d. h. in Richtung —é, gezogen. Diese Kraft muss von der aufgebracht
werden, um die Platte abzuheben.

Der Faktor 1/2 rithrt in ([CED) daher, dass wir die Testplatte im Feld der anderen Kon-
densatorplatte betrachten miissen. Wir diirfen also nur den Beitrag (L83) benutzen.

Fiir den Betrag der Kraft gilt:

1 1 , 1 U\’
F=QFE = 5(EAeO) B = gAs B = gAs ( — ) (1.88)

Mit A =44cm?, d = 1cm, U = 5kV erwarten wir eine Kraft von 4.86 - 1073 N, was recht
genau dem Wert entspricht, den wir experimentell beobachtenl.

Ausmessen von Potenzialdifferenzen mit der Flammsonde

Eine Flammsonde besteht aus einer metallischen Spitze, die an einen isolierenden Schlauch
angeschlossen ist. An der Spitze brennt eine kleine Flamme (s. Abb. [L23). An der Spitze
werden freie Ladungstriger erzeugt, so dass die Spitze schnell das Potenzial der Umge-
bung annimmt. Mann misst jetzt die Spannungsdifferenz zwischen der Spitze und einem
Nullpunkt, der in der Regel das Erdpotenzial ist. Mit dieser Anordnung fahren wir das
Potenzial im Kondensator ab und erkennen den linearen Anstieg von der (geerdeten)
negativen Platte zur positiven Platte.

Wir messen zum Vergleich ebenfalls das Potenzial innerhalb und auflerhalb eines Fara-
daykifigs aus. Innerhalb ist U = const, aulerhalb féllt U in etwa wie 1/r ab.

Schlauch ‘\

Spitze
Flamme

Abbildung 1.53: links: Schematischer Autbau der Flammsonde, rechts: Flamme im Plat-
tenkondensator

15Es sei angemerkt, dass wir im Prinzip diese Anordnung verwenden kénnten, um die Einheit 71 Volt”
auf eine Kraftmessung zuriickzufiihren. Allerdings wird das Volt heutzutage durch Quanteneffekte auf
eine Frequenzmessung zuriickgefiithrt. Wir werden darauf spéter noch kurz eingehen.



1.11. DER PLATTENKONDENSATOR 79

1.11.6 Die Kapazitit des Plattenkondensators

Wie definieren die Kapazitit eines Plattenkondensators als:

C=z (1.89)

Die Einheit der Kapazitit ist Farad [F]. 1F =1C/V.
Mit U = Ed = od/ey = Qd/(Asp) erhalten wir:

A
= go= 1.
C o d ( 90)

mit dem Abstand d zwischen den Kondensatorplatten und der Plattenfliche A.

Analog kénnen wir auch die Kapazitdt anderer metallischer Objekte bestimmen. So er-
halten wir fiir eine leitende Kugel mit Radius R aus der allgemeinen Beziehung U =
o(r) — (00) = Q/(4megr) auf der Kugeloberfléiche:

C = 4reoR (1.91)

Dies ist die Kapazitit einer leitenden Kugel gegeniiber dem Unendlichen (man beach-
te, dass dagegen die Kapazitiat des Plattenkondensators auf die negativ geladene Platte
bezogen ist).

Ganz allgemein kénnten wir auch N metallische Kérper betrachten. Der i-te Korper tra-
ge die Ladung @Q; und befinde sich (bezogen auf ein gemeinsames Erdpotenzial) auf dem
Potenzial ;. Dann gilt fiir die Ladung auf Kérper k: Qp = sz\il Cirpr mit der Kapa-
zitatsmatrix Cj. Im allgemeinen muss man die Cy, numerisch berechnen, wofir aber
geeignete numerische Routinen existieren.

1.11.7 Energie des Plattenkondensators

Wir berechnen die Energie im Plattenkondensator auf mehrere &dquivalente Weisen.
Zunéchst stellen wir uns vor, die Energie stecke im elektrischen Feld. Die Energiedichte

w des elektrischen Feldes ist (s. Abschnitt [CH):

1

w = 550E2. (ﬂBﬂ)

Integration iiber das Volumen des Kondensators (wir vernachléissigen wiederum Randfel-
der) liefert:

1
W=w-V= 550E2 - Ad (1.92)

Hierbei ist A die Fliache der Kondensatorplatten, d der Abstand zwischen den Platten.

Wir kénnen unter Benutzung von E = /¢y = Q/Aey und C = g9 A/d umschreiben:

1N, 1 d @
W == (—> Ad = §Q2 CATac (1.93)
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Benutzen wir weiter U = Ed und Q = C'U, so erhalten wir

1 1.,
W =5 =5QU = ;0% (1.94)

Welche der drei Ausdriicke in ([C94)) fiir Berechnungen relevant ist, hingt davon ab, welche
GroBe (Q oder U) im Experiment vorgegeben ist.

Wir kénnen W auch dadurch berechnen, dass wir, ausgehend von ungeladenen Kondensa-
torplatten, Ladungen dq sukzessive von der linken zur rechten Kondensatorplatte trans-
portieren. Nach einiger Zeit wird die eine Platte die Ladung —¢q, die andere die Ladung
+q tragen. Die Energie, die nétig ist, um dq gegen diese Ladung zu transportieren, ist
dW = U(q)dq. Integration liefert die gesamte Energie, die notig ist, um die Platten auf
die Ladungen +@ aufzuladen:

W= / /0 Lig= 2 (1.95)

was mit ([C34) iibereinstimmt. Die Energie, die aufgebracht werden musste, um den Kon-
densator zu laden, steckt als Energieinhalt im Kondensator.

Experimentell beobachten wir den umgekehrten Vorgang: Wir entladen einen Konden-
sator dadurch, dass eine metallische Kugel zwischen den Platten hin- und herpendelt.
Nach Beriithrung mit z. B. der positiven Platte nimmt sie Ladung von dieser auf, wird
abgestoBen, gibt diese Ladung an die negative Platte ab und pendelt (jetzt negativ ge-
laden) zurtick. Mit dieser Pendelbewegung konnte Arbeit verrichtet werden, die Energie
des Kondensator also in mechanische Arbeit umgewandelt werden.

Wir konnen uns drittens vorstellen die Kondensatorplatten beriihren sich anfinglich (d.

h. d = 0). Wir stellen uns vor, die Ladungen +@ werden (z. B. durch Influenz) auf die
beiden Platten verteilt; anschlieBend ziehen wir die beiden Platten auf den Abstand d
auseinander. Hierbei miissen wir die Arbeit:

QQ
W= [ Fdz= E dx dr = -Q? — 1.96
/ v /Q /QQAeoglj QA»SO - 20 (1.96)

verrichten, was wiederum mit ([C34)) iibereinstimmt.

Bei diesem ”Ziehvorgang” nimmt die Kapazitiat C' mit wachsendem d ab.

Wenn wir () konstant halten, so bedeutet dies, dass U = Q)/C proportional zu d zunimmt.
Die Energie W wéchst entsprechend ([L9d) proportional zu d.

Wir héitten auch die Spannung U vorgeben kénnen. Dann gilt mit @ = CU o 1/d, dass die
Ladung auf den Kondensatorplatten wiahrend des Auseinanderziehens abnimmt. Ebenso
fallt W = CU?/2 proportional zu 1/d.

Im Experiment demonstrieren wir das Anwachsen von U fiir Q = const. Wir messen
dabei U durch ein am Rand des Plattenkondensators angebrachtes Elektrometed. Der
Ausschlag des Elektrometers vergrofiert sich beim Auseinanderziehen.

16Das Elektrometer misst primér die Ladungen (bzw. die Coulomb-Kraft zwischen den Ladungen), die
sich auf dem Elektrometer befinden. Das Elektrometer ist elektrisch leitend mit der positiv geladenen
Kondensatorplatte verbunden, befindet sich also auf deren Potenzial. Die andere Platte ist geerdet,
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1.11.8 Parallel- und Reihenschaltungen von Kondensatoren

Wir betrachten zwei parallelgeschaltete Kondensatoren (Kapazitdten C; und Cy), deren
obere bzw. untere Platten elektrisch leitend miteinander verbunden sind. Die beiden Kon-
densatoren sind mit einer Spannungsquelle U verbunden.

U U, C, Q, U, C, Q,

Abbildung 1.54: Zwei parallelgeschaltete
Kondensatoren

Die beiden oberen bzw. unteren Platten befinden sich auf jeweils gleichem Potenzial.
Damit liegt an beiden Kondensatoren die Spanung U an. Fiir die Ladungen @); und @5
auf den Platten der Kondensatoren 1 und 2 gilt also:

Q1 =CU (1.97a)
Q2 = CoU (1.97Db)

Die Gesamtladung auf beiden Platten ist:

Qges = Q1 + Q2 = (C1 + Cy)U = CysU (1.98)

Die beiden parallelgeschalteten Kondensatoren entsprechen also einem einzigen Konden-
sator mit der Kapazitét

C’ges - Cl + C12 (199)

Vollig analog erhalten wir fiir N parallelgeschaltete Kondensatoren:

N

Coes = > C; (1.100)

i=1

Fiir parallelgeschaltete Kondensatoren miissen wir also die Kapazititen addieren,
um die Gesamtkapazitéit der Anordnung zu erhalten.

Wir betrachten jetzt zwei in Reihe geschaltete Kondensatoren (s. Abb. [ChH). Die untere
Platte des Kondensators 1 ist elektrisch leitend mit der oberen Platte des Kondensators 2
verbunden. Diese Platten liegen daher auf gleichem Potenzial. Entsprechend miissen diese
Platten die entgegengesetzt gleiche Ladung tragen.

befindet sich (wie der Rest des Horsaals) auf Erdpotenzial. Die Ladung Q* auf dem Elektrometer
hingt damit via @* = C,4U von der Spannung {iber den Kondensatorplatten ab, wobei C g sich aus
Beitrdgen sowohl von der geerdeten Kondensatorplatte als auch vom ”Rest der Welt” zusammensetzt.
Der letztere Anteil dominiert, so dass sich Q* praktisch nicht dndert, wenn wir die Kondensatorplatten
auseinanderziehen. Der Elektrometerausschlag ist damit also proportional zu U. Wir demonstrieren dies
auch dadurch, dass wir U mittels einer Spannungsquelle vorgeben. Der Elektrometerausschlag bleibt
dann konstant.
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U1’ Cx’ Q1

U2’ C2’ QZ

Abbildung 1.55: Zwei in Reihe geschaltete
Kondensatoren

Fiir die beiden Kondensatoren gilt damit:
Q=0Q=Q. (1.101)

Ferner addieren sich die Spannungsabfille {iber den Kondensatoren zur anliegenden Span-
nung U:

Andernfalls wiirde die obere Platte des Kondensators 1 bzw. die untere Platte des Kon-
densators 2 nicht auf dem Potenzial der jeweiligen Anschliisse an die Spanungsquelle
liegen.

Hieraus folgt:

Q @ 11 Q
U=U+Uy==++=Q | =+= )= . 1.103
SRR AY? G G) T Cu _—
Es gilt also:
1 1 1
= —+ —. 1.104
C’ges C’1 * C12 ( )
Analog finden wir fiir N in Reihe geschaltete Kondensatoren:
N
1 1
= —. 1.105
C’ges zzl Cz ( )

Wir miissen die Kapazitédten von in Reihe geschalteten Kondensatoren also reziprok
addieren, um (das Inverse) der Gesamtkapazitét der Anordnung zu erhalten.

Mit den Beziehungen (LI00) und (LI0A) kénnen wir auch die Gesamtkapazitit allge-
meiner Verschaltungen von Kondensatoren berechnen. Beispielsweise finden wir fiir die
Kapazitit zweier parallelgeschalteter Kondensatoren Cy und Cy, die ihrerseits in Rethe
zu einer Kapazitit Cs angeordnet sind: Cges = C3 + C), mit 1/Cy = 1/Cy + 1/Cy bzw.
C” = 0102/(01 + Cg).
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U1’ Cx’ Q1

U2’ C2’ QZ

Abbildung 1.56: Anordnung zur Kapa-
zitdtsmessung

Um Kapazitdten zu messen, kénnen wir z. B. die in Abb. gezeigte Anordnung ver-
wenden. Hierbei muss eine der Kapazitéten (z. B. C3) bekannt sein.

Fiir die in Reihe geschalteten Kondensatoren gilt Q)1 = )2 und U = U; + Us.

Hieraus folgt:
Uy

U-Uy

Bei bekanntem U und Uy konnen wir C; berechnen.

Weitere Methoden zur Kapazitdatsbestimmung, die Wechselspannungen verwenden, wer-
den wir etwas spéter kennenlernen.

1.11.9 Freie Ladungen im Kondensator

Man kann elektrische Ladungen in den Kondensator bringen und diese dort beeinflussen.

e In einem ersten Demonstrationsversuch laden wir einen metallischen Ball an der
positiven Platte auf. Er wird auf die negativ geladene Platte hin beschleunigt und
fliegt dort durch ein Loch aus dem Kondensatorinneren heraus.

e Wir stellen eine Kerze ins Innere des Kondensators. Sobald wir eine Spannung
anlegen, wird die Kerzenflamme auseinandergezogen. In der Kerze werden freie La-
dungen (Elektronen und positive lonen) erzeugt, die auf die positive bzw. negative
Platte hin beschleunigt werden und die Flamme verformen. (s. Abb. [Ch1)

e Eine etwas ernsthaftere Anwendung besteht darin, einen Strahl freier Elektronen
parallel zu den Kondensatorplatten in den Kondensator einzuschieflen. Die
Elektronen werden im Feld je nach Polaritit der angelegten Spannung auf eine der
beiden Platten hin beschleunigt (Bewegungsgleichung: ma = eE). Der Strahl wird
also beim Durchlaufen des Kondensators in der Ebene parallel zur Feldrichtung
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Abbildung 1.57: Kerze im Kondensator

abgelenkt. Man niitzt dies aus, um einen Elektronenstrahl etwa beim Oszilloskop
oder auch beim Fernseher durch ” Ablenkkondensatoren” iiber den Bildschirm zu
steuern. Man benétigt zwei Kondensatoren mit Feldern in y- und z-Richtung, um
einen urspriinglich in z-Richtung laufenden Strahl {iber einen in der (y, z)-Ebene
angebrachten Bildschirm {iber den gesamten Schirm zu bewegen.

Oltropfchenversuch:R. A. Millikan brachte 1910 sehr kleine geladene Oltropfchen
in das Feld eines Kondensators, deren Platten parallel zum Erdboden orientiert wa-
ren. Die Ladung der Tropfchen betrug ein geringes Vielfaches der Elementarladung
e. Bei geeigneter Feldstiarke kompensieren sich die Coulombkraft und die Gewichts-
kraft auf das Tropfchen:

m-g=q-FE. (1.107)

Noch unbekannt ist die Masse der Tropfchen. Es gilt:

4
m = p(jl?ﬂ-?“?’, (1.108)

wobei pg, die bekannte Dichte des Ols und r der Radius der kugelférmigen Tropf-
chen ist. Der Radius ldsst sich dadurch bestimmen, dass man die Tropfchen bei
abgeschaltetem elektrischem Feld fallen ldasst. Nach einer kurzen Beschleunigungs-
strecke nimmt die Geschwindigkeit v der Tropfchen, die experimentell bestimmt
werden kann, einen konstanten Wert an, der durch die Balance von Schwerkaft und
geschwindigkeitsabhédngiger Reibungskraft (der Stokes’schen Reibungskraft) gege-

ben ist: A
T
FReibung = 6mnro = polgr?’g = myg (1.109)
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Aus (CI09) und (CIOD) 1dsst sich ¢ bestimmen. Millikan fand, dass ¢ in Einheiten
von e = 1.6 - 107 C auftritt und entdeckte damit die Elementarladung. Fiir diese
und andere Entdeckungen erhielt Millikan 1923 den Nobelpreis.

1.11.10 Kondensator mit Dielektrikum

Wir legen zunéchst an einen leeren Kondensator die Spannung U an, entfernen dann die
Spannungsquelle und messen die Ladung ) = () auf den Platten dadurch, dass wir die
Ladung abflieflen lassen. Wenn wir jetzt ein Dielektrikum (Paraffin) in den Kondensator
schieben, diesen dann wiederum auf U aufladen und dann wiederum die Ladung @ = (),
messen, so finden wir, dass (J; mehr als das doppelte von @)y betrug. Wir definieren:

%ﬁ:giizg%:a (1.110)

Hierbei ist fiir Paraffin € ~ 2. Wir bringen in einem zweiten Versuch den leeren Konden-
sator feste Ladungen @ auf die Kondensatorplatten und schieben dann bei ) = const.
die Paraffinplatte bzw. eine Glasplatte ein. Die Spannung iiber dem Kondensator (wir
messen diese wiederum iiber ein Elektrometer) sinkt beim Einschieben der Platten auf
den Wert U; ab und kehrt beim Herauszichen der Platte wieder ndherungsweise auf ihren
alten Wert zuriick. Quantitativ erhalten wir:

UO Cl

— =—=¢. 1.111

0.~ G (1.111)
Wie héngt nun das Feld im Kondensator mit der im Abschnitt [LT0 diskutierten Polari-
sation bzw. € mit y zusammen?

Fiir das Feld im mit dem Dielektrikum gefiillten Kondensator gilt nach Abschnitt [CT0

E = Ey+ E (CEm)
Ni 1

El,i - — gp (m)
0

Der Entelektrisierungsfaktor ist fiir die betrachtete Geometrie (Platte, Feld senkrecht zur
Plattenebene) N = 1. Wir erhalten also:

E=Fy— —=Ey—x.E (1.112)
€o
und hieraus: .
E= (1.113)
I+ x1
bzw: 5 U
0 0
20 _ 20 14y = 1.114
B tXe=e ( )

Die in (ICTTT) definierte Konstante ¢ ist also gleich der Dielektrizitatskonstanten, die wir
bereits in Abschnitt [LT0 benannt hatten.
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Fiir die Kapazitit eines Kondensators mit Dielektrikum gilt also:

A
C= g0 (1.115)

Durch messen von C' lésst sich also sehr bequem ¢ bestimmen. Einige Zahlenwerte sind
nachfolgend aufgelistet.

‘ Material H € ‘
Luft 1.006
Paraffin 2..2.3
Quarzglas 3.7
Alkohol 26
Glyzerin 56
H,0O (300 K) 81
BaTiO3 (300K) || >1000

Tabelle 1.1: Dielektrizitatskonstanten verschiedener Materialien

Im Experiment vergleichen wir einen leeren Kondensator (Plattenfliche 135cm?, Plat-
tenabstand 1cm) mit einem mit BaTiOj3 gefiillten Kondensator (Plattenfliche 1.1 cm?
Plattenabstand 2 mm). Ohne Fiillung wire die Kapazitéit dieses Kondensators einen Fak-
tor 24 kleiner als die des ersten Kondensators. Mit BaTiO;3 ist dessen Kapazitiat einen
Faktor 100 grofler, wie wir durch Messung der von den Kondensatoren abflieSenden La-
dungen bestéatigen; € betrug also ca. 2500.

Ferroelektrete wie BaTiOj3 erlauben also den Bau kleiner Kondensatoren hoher Kapazitét.
Mit Dielektrika gefiillte Kondensatoren erlauben oft auch sehr hohe Feldstérken, bevor
diese zerstort werden (” Durchbruchsfeldstérken”).

Feroelektrika werden zur Zeit sehr intensiv untersucht. Sie werden absehbar eine immer
grofere Rolle etwa im Bereich der Mikroelektronik (Transistoren, Speicherelemente) spie-
len.
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1.12 Makroskopische Elektrostatik

1.12.1 Polarisation, dielektrische Verschiebung

In den vorangegangenen Abschnitten hatten wir die beiden Grundgleichungen der Elek-
trostatik

rotE =
div E =

9=

kennengelernt. Diese Gleichungen helfen uns aber zunéchst nur, wenn wir die Ladungsdich-
te p vollstindig kennen. In diese Ladungsdichte p mufl auch die Verteilung der atomaren
Ladungen aufgenommen werden, wenn wir z.B. das elektrische Feld einer makroskopischen
Ladungsverteilung in einem Medium berechnen wollen. Zwar mag dieses Medium zunéchst
einmal elektrisch neutral sein, es gibt gleich viel positive wie negative Ladungen. Wird
aber durch die makroskopischen Ladungen ein elektrisches Feld erzeugt, so werden sich
auch die Ladungsverteilungen auf atomarem Niveau nach diesem makroskopischen Feld
ausrichten. Die Atome werden polarisiert (siche Figur [Ch8): Die eventuell vorhandenen
Dipolmomente richten sich nach dem makroskopischen elektrischen Feld aus oder werden
erst durch dieses Feld induziert. Ziel der folgenden Uberlegungen ist es, die Effekte dieser
Polarisation des Mediums auf das resultierende elektrische Feld zu bestimmen.

N

>

Abbildung 1.58: Polarisation der elektrischen Ladungsverteilung eines Atoms durch eine
elektrisches Feld

Betrachten wir zunéchst den Beitrag der Ladungsverteilung eines Molekiils j, lokalisiert an
der Stelle 7}, auf das elektrostatische Potential ¢ an der Stelle 7. Der Vektor 7 bezeichne
die Position einer Ladung im betrachteten Molekiil relativ zum Zentrum des Molekiils 7.
Damit berechnet sich der Beitrag der molekularen Ladungen zum Potential:

¢j(f')=41 = ijF’) d*r'. (1.116)

Da die Absténde der einzelnen Ladungen des Molekiils von dessen Zentrum, |'| sehr viel
kleiner sind als der typische makroskopische Abstand des Beobachterpunktes 7 von der
Position des Molekiils r;: |[7'| < [ — 7| wird eine Taylor-Entwicklung des Integranden
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um 7’ = 0 sehr rasch konvergieren:

1 1 - 1
¢;(F) = /dgf’p(f")'( <+ Vi, +>

dmeg |7 — 7] |7 — 7]
1 q; 1 = 1 321 (==
- V. d
dmeo [F—1| | dmeg |7 — 3|/ P s
| S —
d;

wobei V der Gradientoperator ist, dessen Ableitungen auf den Vektor 7; bezogen sind. d
bezelchnet das Dipolmoment des Molekiils j (vergleiche den Abschnitt Multlpolmomente)
Nun koénnen wir den Beitrag aller Molekiile j zum Gesamtpotential ausrechnen:

1 4 1 -1 -
m = = - VF- = - d;
¢Gesa t(f) 47T€0;‘7”—7”j‘ +47T€0; J|,r_7n,‘ J+

Vernachléssigen wir im folgenden die Beitrdge hoherer Ordnung in der Taylor-Entwick-
lung und ersetzen wir die Summation iiber die einzelnen Atome j durch eine Integration
tiber die entsprechende Ladungsverteilung p(7’), beziehungsweise die Dipoldichte bezie-

hungsweise die entsprechende Polarisationsdichte P(7), berechnet sich:

! 1 - 1
csamt (7) = g L) /d“P Y

|7 — 7 Ameg

(1.117)

Betrachten wir das zweite Integral auf der rechten Seite dieser Gleichung etwas genauer
in der kartesischen Darstellung, so konnen wir dieses Integral schreiben in der Form

o d 1 o d 1 o d 1

7= /dx dy' dz' [Pz( )%m + P, (7 )d—y’m + P.(7 )@m
(1.118)

Dieses Integral besteht also aus 3 Summanden, von denen wir zunéchst den ersten be-

trachten wollen und dabei speziell die Integration iiber die Koordinate z’. Der Integrand

dieses ersten Terms besteht aus einem Produkt der Faktoren P, und der Ableitung der

Funktion 1/|7— 7’| nach der Integationsvariablen z’. Durch partielle Integration ergibt

sich dafiir
e d 1
7, = da' Py — ———
! / T |77 — 7|

o g 1
|
. /_ T de T

(e o]

1
|—» —»/|

r—r

P,

[e.9]

g

=0

Wie bereits in dieser Gleichung angedeutet verschwindet der Beitrag von den Integrati-
onsgrenzen, da fiir ¥’ = +oo der Integrand null wird. Natiirlich gilt diese Gleichung auch
noch, wenn wir iiber ¥/ und 2’ integrieren. Ahnliche partielle Integrationen kann man auch
fiir den zweiten und dritten Summanden in ([CII8) durchfiihren, so dass sich insgesamt
ergibt

1 d 1
Py
+ dz' :(7 )|F

—»,|

— —

=7

d 1 d .
I = —/d:p’dy'dz’ @Paj(r )|F—F’| + — P, (")

dy Y
4 1
_ 3 =/ / —
- /dr [v B )] pl
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Setzt man dieses Ergebnis wieder in den Ausdruck ([CIT7) ein, so ergibt sich fiir das

Potenzial oo
1 71 N P(F!
6 = /d%?’ pi") = VIPAT) (1.119)

Dies ist das Potenzial einer Ladungsverteilung
P’y = p(F') = V' - P(7").

Die effektive Ladungsdichte p enthélt also sowohl die Information iiber die Ladungsdichte
als auch iiber die Effekte durch die Polarisation des Mediums. Diese effektive Ladungs-
dichte p ist die Quelle fiir das elektrische Feld F. Wir kénnen also schreiben:

5 (p-av P@)
divE = — =
€0 €o

oder diese Gleichung auch umformen auf die Form
div (80E + ﬁ) —divD=p. (1.120)
Dabei haben wir ein neues Feld definiert
D:=gE+P (1.121)

das man als Dielektrische Verschiebung oder aber auch als Elektrische Flussdichte
bezeichnet. Dieses Feld D ist so definiert, dass seine Quellen durch die urspriingliche
Ladungsdichte p gegeben sind. Diese elektrische Flussdichte entspricht also bis auf den
Faktor ¢y dem elektrischen Feld, das vorliegen wiirde, wenn kein polarisiertes Medium
vorhanden wiire. Ist die Polarisation P des Mediums aber von null verschieden, so erhalten
wir, wie wir in der Diskussion der Polarosationseigenschaften gesehen haben, in der Regel
eine Polarisation, die proportional zur elektrischen Feldstéirke E ist

ﬁ = XelgOﬁa

mit der elektrischen Suszebtibilitat, x.;, eine Materialkonstante, die charakteristisch fiir
das Medium ist. Damit ergibt sich fiir die Dielektrische Verschiebung

D=cy(1+ xa)E = coeE, (1.122)

wobei wir mit der Dielektrizitdtskonstanten ¢ = (1 + x.;) eine zur Suszeptibilitét
alternative Materialkonstante fiir das Medium eingefiihrt haben.

Zur weiteren Veranschaulichung der Unterschiede zwischen dem elektrischen Feld und der
Dielektrischen Verschiebung betrachten wir einen einfachen Plattenkondensator, wie er
in Abb. a) dargestellt ist. Die linke Platte ist positiv geladen, die rechte negativ,
was durch die vier “4”7 beziechungsweise die vier “-”7 Zeichen dargestellt sein soll. Die
positiven Ladungen sind Quellen des elektrischen Feldes, also Startpunkte von Feldlinien,
die negativen sind Senken, also Endpunkte. Der Raum zwischen den Kondensatorplatten
im Teilbild a) sei leer, enthalte jeweils kein Medium, was polarisiert ist. In diesem
Fall repréasentieren die Feldlinien das elektrische Feld E oder aber auch die Dielektrische
Verschiebung, die ja im Vakuum (wir ignorieren hier die Konstante &¢) identisch sind.
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_ 0 o + 0 -
| — S 1= B T =
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Abbildung 1.59: Plattenkondensator ohne (a)) und mit Dielektrikum (b) und c))

Im Teilbild b) und c¢) betrachten wir den gleichen Kondensator mit gleich vielen
Ladungen auf den Platten. In diesem Fall soll sich aber ein polarisiertes Medium zwischen
den Platten befinden. Diese Polarisation sei durch die schematische Darstellung der Dipole
charakterisiert. Die Gesamtladung des Dielektrikums zwischen den Platten ist identisch
Null, so wie das auch durch die Aufsummation der Ladungen in dem mit der gestrichelten
Linie umrandeten Rechteck des Teilbildes b) zum Ausdruck kommt. Summieren wir
aber die Ladungen so auf, wie das im Teilbild c) dargestellt ist, so wird deutlich, dass
unter Beriicksichtigung der Polarisation die Zahl der Feldlinien des elektrischen Feldes von
der linken zur rechten Platte reduziert wird. Bei konstanter Ladung wird das elektrische
Feld im Kondensator durch ein polarisiertes Medium reduziert. Da die Ladungen ohne
Polarisationseffekte aber identisch sind, ist die Dielektrische Verschiebung D mit ohne
Dielektrikum die gleiche. Es gilt also

[ja) = ﬁb) = Eoﬁa) = 80€E_:b) s
wobei ¢ die Dielektrizitétskonstante des Mediums in b sein soll. Damit gilt

Ey 1 Us)

Ea) £ U a) .

In der zweiten Gleichung wurde benutzt, dass die elektrischen Felder als negativer Gra-
dient des Potenzials ¢ berechnen, und die Spannung U ja gerade die Potenzialdifferenz
zwischen den Kondensatorplatten bezeichnet. Damit gilt aber auch fiir das Verhéltnis der
Kapazitdten des Kondensators mit Dielektrikum Cj) und ohne Dielektrikum Cj,

Cy  QUy _ .
Ca) Ub) Q

1.12.2 Grenzbedingungen der Elektrostatik

Betrachten wir zwei Medien mit den Dielektrizitatskonstanten £; und 5. Wie verhéalt sich
das E-Feld an der Grenzfliche zwischen diesen beiden Medien?

Wir nehmen zur Vereinfachung an, dass die Grenzflache eine konstante Ladung pro Fléche
o besitzt. In Gedanken legen wir um die Grenzfliche eine ,,Schachtel*, deren Auflenfliche
parallel zur Grenzfliche die GroBle AF habe und deren andere Aussenflichen verschwin-
dend klein sein sollen — es soll also eine ,flache* Schachtel sein (siche Skizze in Figur
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Abbildung 1.60: Skizze des Volumens zur Berechnung der Normalenkomponente des elek-
trischen Feldes an der Grenzfliche zwischen 2 Medien

[[60). Eine Integration iiber das Volumen der Schachtel kann mit Hilfe des Gaufi’schen
Satzes umgeschrieben werden

/divﬁd?’F = fﬁdf

v o)
— AFD,-ny+ AFDy -y
— AF (52 . 131) . (1.123)

Dabei ist n; der Einheitsvektor der Flachennormalen fiir die beiden Flachen im Medium
1, die parallel zur Grenzfliache liegen. Die Flédchen, die senkrecht zur Grenzschicht stehen,
tragen wegen der Stetigkeit von D im Medium 1 und Medium 2 nichts bei. Man beachte da-
bei die entgegengesetzten Flachennormalen der gegeniiberliegenden Fliachen. Andererseits
kénnen wir aber das Volumenintegral aus (([CI23) aber auch berechnen durch Ausnutzen

der Gleichung (CI20) Umformen liefert

/divﬁd?’F = /pd377

\%4 \%4
= oAF. (1.124)

also gerade die gesamte Ladung im Volumen V. Ein Vergleich von (CI23) und (CT24)
liefert

(DQ—Dl)'fLQIU.
Gibt es also auf der Grenzflache keine freien Ladungen (o = 0), so ist

52 . ﬁg == 51 : 7A7,2 . (1125)

Die Normalkomponente der dielektrischen Verschiebung ist also (unter der Vorausset-
zung von Ladungsfreiheit der Grenzfliche: ¢ = 0) in beiden Medien gleich, wéhrend die
Normalkomponente des E-Feldes, F'| um den Betrag €1 /ey ,,springt*:

eolly, = e1bh;

€1
= E = —F.
€2
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Abbildung 1.61: Skizze des Flédche zur Berechnung der Tangentialkomponente des elektri-
schen Feldes an der Grenzfldche zwischen 2 Medien

Wie verhalten sich die Tangentialkomponenten von D und E? — Wieder sollen zwei Me-
dien mit unterschiedlichen Dielektrizitdtskonstanten aneinanderstoflen, doch ist der Inte-
grationsbereich diesmal kein Volumen, sondern eine ,,Schlaufe® mit zwei langen und zwei
sehr kurzen Seiten. Dabei sind die langen Seiten parallel zur Grenzfliche und die kurzen
Seiten senkrecht dazu (siehe Figur [CGT). Integriert man E entlang dieses geschlossenen
Weges, so gilt

]{Ed§: By ¢y Al+ By - (—¢)) Al (1.126)

wobei Al fiir die Lénge des jeweiligen Wegstiickes tangential zur Oberfliche steht und ¢
ein Einheitsvektor tangential zur Grenzfliche ist (parallel zum Integrationsweg im Bereich
des Mediums 2). Mit dem Stokeschen Satz kénnen wir aber auch ausrechnen

fﬁdé’:/mt Edf=0 (1.127)
F

wobei die letzte Gleichung aus der Tatsache folgt, dass das elektrische Feld der Elektro-
statik wirbelfrei ist als rot £ = 0. Aus dem Vergleich zwischen ([CI26) und (CI27) folgt

(Eg — El) AéH =0 = Egn = El” (1.128)

Die Tangentialkomponente von E bleibt also beim Ubergang von Medium 1 zu Medi-
um 2 gleich. Daraus ergibt sich, dass sich der Betrag der tangentialen Komponente der
dielektrischen Verschiebung um den Betrag €, /e, verdndert.

1.12.3 Energieinhalt des elektrischen Feldes im Medium

Den Energieinhalt eines elektrischen Feldes im Medium berechnen wir analog zur Energie
des elektrischen Feldes im Vakuum (siehe Abschnitt Grundgleichungen des elektrostati-
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schen Feldes)

- E (1.129)

Bei dem Ubergang zur zweiten Zeile wurde die Grundgleichung (CI20) benutzt. Zum
Ubergang von der zweiten zur vierten Zeile wird eine partielle Integration analog zur
Diskussion im Anschluss an (CII8) durchgefiihrt und beim Ubergang zur fiinften Zeile die
Berechnung des elektrischen Feldes aus dem Gradienten des Potenzials. Natiirlich erhalten
wir im Grenfall, dass das Medium nicht polarisiert wird (also D = eE), wieder das
Ergebnis aus dem Abschnitt Grundgleichungen des elektrostatischen Feldes im Vakuum.
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Kapitel 2

Stromfluss durch Leiter; elektrischer
Widerstand

2.1 Allgemeines

Wir betrachten ein metallisches Drahtstiick, der insgesamt elektrisch neutral ist. Wenn
wir jetzt eine Potenzialdifferenz an den Draht anlegen, so beschleunigt das resultierende
Feld die Elektronen im Metall. Hierbei kénnen die Elektronen - Im Gegensatz zu den
in Abschnitt behandelten zusdtzlich auf ein Metall aufgebrachten Ladungen - im
allgemeinen homogen iiber den Drahtquerschnitt flieen (die elektronische Ladungsdichte
wird ja lokal durch die positive Ladungsdichte der Ionen kompensiert).

Wir definieren als elektrischen Strom I die pro Zeiteinheit durch eine Querschnittsflache

A des Drahtes (vgl. Abb. 1)) flieBende Ladung:

_dQ
Cdt

I (2.1)

~ Querschnittsflache A

Abbildung 2.1: Strom durch ein metallisches Drahtstiick

95
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Die Einheit des Stroms ist Ampere; 1A = 1C/s.

Als Stromdichte definieren wir:

j==, (2.2a)

was wir auch vektoriell als

== (2.2b)

e~ |~

schreiben konnen. Hierbei ist 7 der Normalenvektor auf der Fliche A.
Wir suchen nun einen Zusammenhang zwischen j und der Dichte n der Elektronen.

Nehmen wir an, die Elektronen bewegen sich mit einer mittleren Geschwindigkeit vp
(" Driftgeschwindigkeit”) entlang des Drahtes. In der Zeit dt ”schiebt” sich damit das
Volumen A dx = Av dt durch die Querschnittsflache A (vgl. Abb. Z2). In diesem Volumen
befinden sich N = nA Elektronen, so dass dN = nAuvp dt Elektronen in der Zeit dt durch
A transportiert werden.

O@\L>§<G_)O %\@ £

dx=v,dt

Abbildung 2.2: Zum Zusammenhang zwischen Stromdichte, mittlerer Elektronenge-
schwindigkeit und Elektronendichte.

Damit erhalten wir fiir den Strom:

dQ  (—e)-dN
p=% O YN depn. 2.
o pn eAvpn (2.3)

Hierbei ist (—e) die Ladung eines Elektrons. Etwas allgemeiner kénnen wir (—e) durch
eine (beliebige) Ladung g pro Teilchen ersetzen:

I = qAuvpn. (2.4)
Fiir die Stromdichte erhalten wir:
J = qnup (2.5a)
bzw. vektoriell: B
J = qnip. (2.5b)

Man beachte dabei, dass j fiir positive Ladungen (¢ > 0) parallel zum Teilchenstrom
gerichtet ist, ansonsten antiparallel.

Die treibende Kraffl auf die Teilchen ist F = qﬁ (bzw. ' = —eFE fir ¢ = —e und
Bewegung parallel zum Draht). Falls sich die Elektronen ohne Stofi bzw. Energieverlust

I'Man kann sich auch andere Krifte denken, die zu einem Elektronenstrom fiihren. So fithrt ein Gradient
in der Elektronendichte n(z) zu einem Diffusionsstrom (vgl. Physik I). Wir wollen hierauf aber nicht
weiter eingehen.
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bewegen konnten, so ergibe die Newtonsche Bewegungsgleichung (wir nehmen an, das
elektische Feld ist parallel zur z-Richtung):

mi = qF (2.6)

mit der Losung:
u(t) = v(0) + LEt. (2.7)
m

Die Elektronengeschwindigkeit und damit auch die Stromdichte j = qnv = jo + ¢*nEt/m
wéchst in diesem Fall unbeschrankt linear mit der Zeit an. Dies klingt wenig realistisch, ist
aber z. B. in einem Supraleiter méglich, solange der Stromdichte unterhalb eines kritischen
Wertes j. bleibt. In einem "normalen” Metall geben die Elektronen aber sehr schnell
durch einen Stof§ ihre Energie ab. Klassisch wiirde man vermuten, dass die Elektronen
vorwiegend an den Ionen des Gitters stoflen. Nach den Gesetzen der Quantenmechanik
zeigt sich aber, dass keine solche Stofe stattfinden, wenn die Ionen auf einem perfekten
Kristallgitter angeordnet sind.

Stoflprozesse treten aber zwischen den Elektronen und den schwingenden Gitterionen
auf. Nach den Gesetzen der Quantenmechanik kénnten diese Gitterschwingungen als Teil-
chen, die sog. "Phononen” aufgefasst werden. Stéfe konnen zudem zwischen den Elektro-
nen selbst oder zwischen Elektronen und Verunreinigungen stattfinden.

Als Resultat dieser Stole erfahren die Elektronen letztlich eine geschwindigkeitsabhéingige
Reibungskraft F., die entgegen der Bewegungsrichtung wirkt. Oft ist F). proportional zu
v. Mit F'r = —const. - v erhdlt man:

mi = qF — const. - v (2.8)

Nach einer anfanglichen Beschleunigungsphase ist & = 0 und

qE = const. - vp (2.9)
bzw.:
w=—1 E=4E. (2.10)
const.

Die Grofie 3 wird auch ” Beweglichkeit” genannt. Sie hat die Dimension [m?/Vs].

Wir wollen jetzt genauer betrachten, wie § bzw. die Stromdichte j mit den StoSprozessen
in Zusammenhang stehen.

Die mittlere Flugzeit eines Elektrons zwischen zwei Stéfen sei 7. Nach einem Stof3 hat des
Elektron keine Vorzugsgeschwindigkeit mehr in Richtung des elektrischen Feldes, die Be-
schleunigung beginnt aufs neue. Die Impulséinderung des Elektrons zwischen zwei Stoflen
ist:

Ap = FAt = qEAt = gET. (2.11)

Hieraus ergibt sich fiir die mittlere Geschwindigkeit in Richtung des elektrischen Feldes:

—

A
T LY 5 (2.12)

q
’UD:—:—
m m
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Mit 8 = 7 - g/m folgt hieraus:

2
j:qn_’D :nq—TEEO'E (213)
m
mit der elektrischen Leitfihigkeit
e
o=n—71 = qfn. (2.14)
m

Man bezeichnet auch das reziproke der elektrischen Leitfdhigkeit als spezifischen Wi-
derstand:
1
p=0o . (2.15)

Es gilt also:
j=0FE=FE/p. (2.16)

Wir integrieren fiiber den Leiterquerschnitt und erhalten damit fiir den Strom durch den
Leiter:

I=0-A-E (2.17)

Die Feldstédrke E sei entlang des Leiters konstant und U die Potenzialdifferenz auf einem

Leiterstiick der Lénge [ (s. Abb. 23).

< »
Abbildung 2.3: Leiterstiick, an dem eine Spannung U anliegt.

Dann gilt: E=U/l bzw.: I =U - cA/l.

Aufgelost nach U ergibt sich.
pl
=—1 =RI. 2.1
U T R (2.18)

Hierbei ist l
R=p— 2.19
pA ( )

der elektrische Widerstand. Dessen Einheit ist Ohm (2). Das Reziproke des Wi-
derstands wird auch als Leitwert G bezeichnet: G = R~!. Die Einheit des Leitwerts
ist Siemens (S). Die Beziehung U = RI (bzw. E = pj) ist das Ohmsche Gesetz,
dementsprechend Strom und Spannung (bzw. Stromdichte und elektrische Feldstérke)

proportional zueinander sind.



2.1. ALLGEMEINES 99

| Metall | p[pQcm] |
Kupfer 1.7
Gold 2.2
Blei 21.0
Eisen 9.8
Konstantan? 50
Bogenlampekohle || 8000

Tabelle 2.1: Spezifische Widerstédnde einiger Metalle bei 300 K

In Tabelle P11 sind spezifische Widerstande einiger Metalle bei 300 K aufgelistet. Typi-
scherweise liegt p fiir reine Metalle im Bereich einiger uS2em. Fiir die Legierung Kon-
stantan liegt p bei 50 uS2em. Wir haben ebenfalls den spezifischen Widerstand von Kohle
aufgenommen, wie er in Kohlebogenlampen verwendet wird. Er liegt bei ca. 8 mQ2em, also
deutlich iiber dem Wert reiner Metalle.

Zahlenbeispiele: Fir p = 1 pufem findet man geméf ([ZTI9) bei einer Querschnittsfliche
A = 1mm? und einer Drahtlinge von 1m einen Widerstand von 1.7 - 1072 Q. Fiir die
StoBzeit 7 finden wir mit p = m/ng*7 und p = 1puQcm, n = 10¥em™>, ¢ = e und
m = m, = 9103 kg (Masse eines freien Elektrons) einen typischen Wert von ca.
4-107"s. Fiir die Driftgeschwindigkeit vp finden wir fiir eine Stromdichte von 1 A/mm?
und den obigen Werten fiir ¢ und n mit j = gnup einen Wert von ca. 6 - 107°m/s, was
erstaunlich gering isfl.

Temperaturabhéingigkeit des elektrischen Widerstands von Metallen

Kiihlt man Metalle ab, so sinkt im allgemeinen deren Widerstand. Fiir den spezifischen
Widerstand gilt: p = (m/(ng*))7~'. Wihrend die Elektronendichte n weitgehend tempe-
raturunabhiingig ist dndert sich dagegen die mittlere Stofizeit 7 bzw. die ”Streurate” 77!
stark mit 7. Wir wollen hierbei drei Prozesse beriicksichtigen: Streuung zwischen Elektro-
nen und Gitterschwingungen (Phononen), Streuung zwischen Elektronen und Streuung
mit Verunreinigungen. Alle Prozesse tragen zur gesamten Streurate 77! bei, wobei sich
die Raten der einzelnen Prozesse addieren:

=T e+ (2.20)
Hierbei bezeichnet 7' die Steurate fiir Sté8e zwischen Elektronen und Phononen,

T die Streurate bei Elektron-Elektron-Stdlen und 7.,! die Streurate fiir Sté3e mit
Verunreinigungen.

Bei hohen Temperaturen (genauer: T > einige K) geben die Elektronen ihre Energie iiber-
wiegend an die Gitterschwingungen (Phononen) ab (d. h. 77! ~ 7.!). Deren Zahl ist bei

nicht allzu tiefen Temperaturen proportional zu 7T'. Entsprechend wird auch die Streurate
Te;1 und damit p bzw. R proportional zu T'. Fiir tiefe Temperaturen hin "sterben” die

Phononen schnell aus, man findet Streuraten, die proportional zu 7% bis 7° abnehmen.

2Konstantan besteht aus 54% Cu, 45% Ni und 1% Mn
3Im Vergleich dazu betrigt die Geschwindigkeit der schnellsten Elektronen im Metall (”Fermi-
Geschwindigkeit” vg) ca. 1% der Vakuum-Lichtgeschwindigkeit.
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Wenn das Material nicht sehr rein ist, ist die Streuung mit Verunreinigungen stark. Diese
ist nahezu temperaturunabhéingig. Der Widerstand lauft entsprechend zu tiefen Tempera-
turen hin gegen einen Grenzwert, den ”Restwiderstand”, der von 7., bestimmt wird. Wie
grof} der Restwiderstand ist bzw. unterhalb welcher Temperatur der Widerstand gegen
den Restwiderstand lauft ist abhéngig vom Material. Bei Legierungen wie Konstantan ist
R bereits unterhalb Zimmertemperatur praktisch konstant. Bei sehr reinem Kupfer kann
R bis auf weniger als 1075 des 300 K-Wertes absinkenf] und erst unterhalb einiger K gegen
seinen Restwert gehen. Erst bei so reinen Materialien wird bei tiefen Temperaturen der
Einfluss der Elektron-Elektron Streuung spiirbar. Die Streurate 7..' ist proportional zu T2
spielt aber entsprechend dem oben Gesagten fiir "handelsiibliche” Metalle im allgemeinen
keine sehr grofie Rolle.

In Abb. 4 sind die Temperaturabhéngigkeiten fiir reine bzw. verunreinigte Metalle
schematisch dargestellt. Experimentell beobachten wir die entsprechenden Temperatu-
rabhéngigkeiten fiir Kupfer- bzw. Konstantandraht.

R &

verunreinigtes Metall

\

reines Metall

rest

~,
7

T

Abbildung 2.4: Temperaturabhéngigkeit des Widerstands von Metallen. Der spezifische
Widerstand eines verunreinigten Metalls ist i. allg. deutlich hoher als der eines reinen
Metalls. Der Restwiderstand Ry ist vom Grad der Verunreinigung einer Probe abhéngig.

Besonders erwédhnenswert sind an dieser Stelle Supraleiter, zu denen zahlreiche Elemen-
te des Periodensystems (z. B: Hg, Pb, Nb) und viele Legierungen gehoren. Oberhalb einer
"kritischen Temperatur” T, zeigen diese Materialien einen "normalen” ohmschen Wider-
stand. Bei T, sinkt R dramatisch und verschwindet kurz unterhalb 7. Die Supraleitung
wurde 1908 an Hg entdeckt (T, ~ 4.2 K, s. Abb. ). Heute kennt man Supraleiter (spe-
zielle Kupferoxidverbindungen), deren kritische Temperatur bei 120 K und dariiber liegen
kann.

Im Leiter dissipierte Leistung

4Die schnellsten Elektronen kiénnen sich dann einige cm stofifrei bewegen
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! "Mercury has passed into a new state,

0,00 400 ‘110 420 ,.50 K 440 which on account of its extraordinary elec-
' : ' ' ' trical properties may be called the super-

Temperatur ——— , .
conducting state” (H. Kamerlingh Onnes,
1913)

Abbildung 2.5: Supraleitung an Hg: Der elektrische Widerstand verschwindet unter-
halb von 4.2 K. Linkes Bild: aus W. Buckel/R. Kleiner, Supraleitung; Rechtes Bild: H.
Kamerlingh-Onnes, aus: Spektrum der Wissenschaften

Ein stromdurchflossenes (Normal)metall erhitzt sich, wie wir von der Glithbirne oder der
Kochplatte her wissen. Diese Eigenschaft wollen wir im Folgenden quantitativ betrachten.

Die Arbeit, um N Ladungen g gegen eine Reibungskraft F, = ¢F eine Strecke dz zu
transportieren, ist:
dW = F.dx = NqFE dx. (2.21)

Hieraus erhalten wir die aufzuwendende Leistung

dW dx
P=—=F,— = Fv= NqgFEup. 2.22
at  rar 0 IR (2.22)
Mit vp = j/qn ergibt sich:
: i
P=N¢EL N2 _Eg.j.v. (2.23)
qn n

Hierbei haben wir im letzten Schritt n = N/V benutzt.
Fiir die Leistungsdichte P/V erhalten wir also:

P
_—F. 92.94
7 J (2.24)
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—,

(bzw. vektoriell: P/V = E7). Diese Leistung wird im Leiter dissipiert.

An einem Leiterstiick der Lénge [ liege die Spannung U an; das elektrische Feld sei ho-
mogen im Leiter. Fiir die Gesamtleistung konnen wir dann weiter schreiben:
U 1 U?

—-V:UI:RIQZE. (2.25)

P
[ A

Die beiden letzten Gleichungen gelten, falls das Ohmsche Gesetz erfiillt ist. Die Einheit der
Leistung ist Watt (W) und wird wegen P = Ul manchmal auch als VA angegeben. Wenn
wir den Strom vorgeben ist mit P = I?R die dissipierte Leistung umso groBer, je grofier
der Widerstand des Materials ist. Wir demonstrieren dies dadurch, dass wir einen Strom
von 55 A durch alternierende, gleich grofle Drahtstiicke aus Cu und Fe schicken (Lénge:
3 cm, Querschnittsfliche: 0.07 cm?. In den Cu-Stiicken werden je ca. 120 W dissipiert, in
den Eisenstiicken iiber 700 W.

AbschlieBend sei in diesem Abschnitt angemerkt, dass keineswegs nur Metalle elektrisch
Leitfdhig sind. Daneben existieren im Bereich der Festkorper z. B. ”Halbmetalle” (z.
B. Kohlenstoff) mit einer relativ geringen Konzentration freier Elektronen und ”Halb-
leiter”, in denen die Konzentration freier Ladungstréger zu tiefen Temperaturen hin
exponentiell abnimmt. Auch die schon behandelten Isolatoren besitzen eine endliche,
wengleich geringe Leitfihigkeit (¢ < 1072 (Qcm) ™! bei Zimmertemperatur), die zu ho-
hen Temperaturen hin exponentiell anwéichst (Wir demonstrieren dies am Beispiel eines
Keramikstabs, der im erhitzten Zustand durchaus Strom tragen kann).
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2.2 Einfache Schaltungen mit Ohmschen Widerstin-
den; Kirchhoffsche Regeln

Netzwerke aus Widerstédnden (aber auch anderen Bauelementen) konnen sehr gut mittels
den Kirchhoffschen Regeln analysiert werden, die wir im folgenden herleiten wollen.

Die erste Regel geht von der Ladungserhaltung aus. Ganz allgemein konnten wir ein
Volumen V betrachten. Die Ladungserhaltung besagt dann, dass die Summe der aus
dem Volumen herausflieBenden Stréme ist gleich der zeitlichen Abnahme der Ladung im
Volumeninneren ist. Bezogen auf ein kleines Volumenelement dV (z. B. ein Wiirfel mit
Kantenlédngen dz, dy, und dz) ergibt sich:

divy = —p. (2.26)

Diese Gleichung war im Theorieteil bereits allgemein hergeleitet worden.

Im stationdren Fall ist p = 0 und damit divj = 0. Die Summe der in ein Volumenelement
hineinflieBenden Strome muss auch wieder herausflieen. Bezogen auf Dréhte, die in einem
”Knoten” verbunden sind (vgl. Abb. Z0), heisst dies, dass die Summe der Strome, die iiber
die Drédhte in den Knoten hineinflieen, iiber andere Drihte wieder aus diesem Knoten

herausfliefen miissen:
oI =N (2.27)

Hierbei sollen N7 Drahte den Strom in den Knoten hineinfithren und N, Drahte wieder
heraus. Rechnet man die hineinflieBenden Stréme positiv, die herausflieBenden negativ,
so konnen wir auch schreiben:

Y Li=o0. (2.28)

Dies ist die 1. Kirchoffsche Regel (”Knotenregel”). In (Z27) fithren N Drihte (N =
N1 4+ Ny) zu dem Knoten. Der i-te Draht fithrt den Strom I;.

Abbildung 2.6: Zur 1. Kirchhoffschen Re-
gel: Knoten, in den N Dréhte fiihren.

Wir betrachten jetzt zwei Knoten, von denen aus Drédhte geschlossene Schleifen bilden

(Abb. E77).
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Abbildung 2.7: Zur 2. Kirchhoffschen Re-
gel: Schleifen zwischen zwei Knoten.

Wenn wir uns von irgendeinem Punkt aus um die Schleife herumbewegen, miissen wir am
Startpunkt wieder das Ausgangspotenzial erreicht haben. Damit muss die Summe iiber
alle Spannungsabfille gleich Null sein:

d Ui=o. (2.29)

Dies ist die 2. Kirchhoffsche Regel (” Maschenregel”). In (Z29) stellen wir uns vor,
dass die Schleife in N Segmente aufgeteilt ist. Uber dem i-ten Segment hat der Span-
nungsabfall den Wert U; (s. Abb. EZ§). Hierbei miissen wir noch beachten, dass wir die
Potenziale in ”"Bewegungsrichtung” angeben.

Abbildung 2.8: Schleife mit N Segmenten.

Wir wollen jetzt mit Hilfe der Kirchoffschen Regeln einige spezielle Fille untersuchen:

2.2.1 Ideale Spannungsquelle

Wir unterscheiden im Experiment iiblicherweise zwischen vorgegebenen Spannungen
(Spannungsquellen) und sich (z. B. an einem Widerstand) einstellenden Spannungen. Im
Folgenden wollen wir uns nidher ansehen, wie wir hierbei insbesondere die Vorzeichen der
Spannungen zu werten haben. Betrachten wir zunéchst eine sehr einfache Schleife, die
aus einer Spannungsquelle besteht, an die ein Widerstand R angeschlossen ist (Abb. 2.9).

Die Spannungsquelle hélt die Spannung Ugyk aufrecht. Man bezeichnet diese Spannung
aus historischen Griinden auch als ” elektromotorische Kraft (EMK)” oder als ”ein-
geprigte Spannung”. Der ”+”-Pol ist dabei positiv. Schlieft man den Widerstand R
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UEMK

Abbildung 2.9: Ideale Spannungsquelle mit

S angeschlossenem Widerstand. Die Pfeile an
U den Spannungen zeigen in Richtung abneh-
R menden Potenzials.

an, so flieBt der Strom I von ”+” nach ”-". Fiir die Summe der Spannungen Ug (= Span-
nungsabfall iiber dem Widerstand) und Ugyk gilt: Ug + Upmk = 0, wobei wir die beiden
Spannungen gemafl Abb. im Uhrzeigersinn zéhlen. Gemaf dem Ohmschen Gesetz ist
dann [ = Ug/R = —Ugyk/R. Der Strom fliefit im Uhrzeigersinnﬁ.

Meist sagen wir, am Widerstand sei die Spannung U angelegt bzw. trete sie Spannung U
auf. Konkret meinen wir damit die Spannung Ug, die fiir den obigen Fall entgegengesetzt
gleich der Spannung Ugyk ist.

Fiir den Fall, dass N; ”Verbraucher” und N, Spannungsquellen seriell in die Schleife
integriert sind, erhalten wir:

Z U+ Z Ugpmk,i = 0. (2.30)
Héufig wird die Maschenregel in dieser Form angegeben.

2.2.2 Reale Spannungsquelle

In Spannungsquellen flieit in der Regel bei Stromentnahme ebenfalls ein Strom, der sich
oft durch das Ohmsche Gesetz ndhern ldsst. Die Spannungsquelle erhélt dadurch einen
endlichen ”Innenwiderstand” R; (bei der idealen Spannungsquelle war dieser Null).
Hierdurch wird die Spannung am Ausgang der Spannungsquelle (die ”Klemmspan-
nung” Ug) verschieden von Ugygk. Wir kénnen die reale Spannungsquelle oft als eine
Reihenanordnung einer idealen Quelle ohne Innenwiderstand und einen seriell auftreten-
den Widerstand beschreiben, wie in Abb. EZTTl skizziert

Die Spannung Up, wirkt Ugyk entgegen. An den Klemmen liegt daher die Spannung

5Man beachte, dass, wenn wir uns den Stromfluss auch iiber die Spannungsquelle geschlossen vorstellen,
der Strom in der Quelle ”bergauf” flief3t.
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reale Spannungsquelle

AN EEEEEEEEEEEEEEEEEEEEEEEEEEsEEEEEEEEEEEEEE -

R Abbildung 2.10: Reale Spannungsquelle
mit Innenwiderstand R;. Die Pfeile an den
Spannungen zeigen in Richtung abnehmen-

UR den Potenzials.

an, die dem Verbraucher (d. h. dem Widerstand R) zur Verfiigung steht. Offensichtlich
sollte eine gute Spannungsquelle moglichst niederohmig sein, also einen kleinen In-
nenwiderstand besitzen.

2.2.3 Reihenschaltung von Widerstinden

Es seien zunéchst zwei Widerstdnde wie in Abb. ZT1] in Reihe angeordnet. Wir nehmen
an, die Anordnung werde durch eine ideale Spannungsquelle versorgt.

R, R,

Al

Abbildung 2.11: Zwei Widerstéinde in Rei-

-+
| he
Der gesamte Spannungsabfall Uges = —Upmk iber den Widersténden ist dann entspre-
chend der Knoten- und Maschenregeln:
Uges — UR1 —|— UR2 — R1]1 —|— RQ]l — R1[ "— RQ[ — (Rl + Rz)[ (232)

Hieraus folgt:
Uges

I = . 2.33
Ry + Ry ( )
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Die beiden Widerstdnde in Serie verhalten sich wie ein Widerstand mit Rges = Ry + Ry;
die Widerstinde sind also zu addieren. Analog finden wir fiir N Widersténde in Serie:

N
Rys =Y R (2.34)
=1

Man beachte weiter, dass sich Serienschaltungen von zwei (oder auch mehr) Widerstédnden
als Spannungsteiler verhalten. Es gilt:
Ur, RiI Ry

_ Ml 2.35
Un, Rol Ry (2:35)

und weiter:
U 1 U 1 Rl Rl

Uges Ui +Us Ri+ Ry Ry (2.36)

Die Spannung U, ist also nur ein Bruchteil R;/Rges der Gesamtspannung.

Im Experiment priifen wir Spannungen, Strome und Widerstinde fiir eine Reihenschaltung
von zwet 100 W und einem 200 W Widerstand.

2.2.4 Parallelschaltung von Widerstinden

Wir betrachten die in Abb. dargestellte Parallelschaltung von zwei Widerstédnden.

R1 UR1

Abbildung 2.12:  Parallelschaltung von
zwei Widerstédnden

Entsprechend der Maschenregel ist Uyes = Uy = Us. Die Knotenregel besagt:

Ur, 1 1 Uses
Up,Ro =Uges | =+ = )| = —. 2.37
Rl fatt2 . (Rl * R2> Rges ( )

I=05L+1,=

Die parallelen Widerstdnde verhalten sich also wie ein Widerstand mit

L1
Rges_Rl R2'

(2.38)



108 KAPITEL 2. STROMFLUSS DURCH LEITER; EL. WIDERSTAND

Wir miissen also die reziproken Widerstédnde (d. h. die Leitwerte) addieren. Fiir N
parallelgeschaltete Widersténde gilt entsprechend:

1 N o
0 :Z-, (2.39)

Eine Anordnung von zwei (oder mehr) parallelen Widerstdnden kann als Stromteiler ver-

wendet werden. Es gilt:
L Uses/ T _ 1 (2.40)
[2 Uges/R2 Rl .

bzw:
é o Uges/Rl o Rges o RlRQ i o RQ (2 41)
I B Uges/Rges B Rl B Rl +R2 Rl B Rl +R2 '

Der Strom [ teilt sich also im umgekehrten Verhéltnis wie die Widerstinde auf; der
Gesamtstrom wird entsprechend (Z41]) geteilt.

2.2.5 Stromgquellen

Eine Spannungsquelle sollte eine Spannung U unabhhéngig von der ”Last” (d. h. den ange-
schlossenen Widerstdnden) anbieten. Sie hat daher wie oben besprochen idealerweise den
Innenwiderstand Null. Dagegen sollte eine Stromquelle einen festen Stromwert unabhéngig
von der Last anbieten. Man kann dies dadurch erreichen, dass man eine Spannungsquelle

mit einem sehr hohen Vorwiderstand versieht (s. Abb. EZI3)).

R R
— —1
L
Al |
RVDI'
- '}+—|: @ Abbildung 2.13: Realisierung einer Strom-
' quelle

Es gilt dann I = —Ugyk/(Rvor + R) & —Ugnk/Ryvor- Hierbei sollte Ryo so grofi wie
moglich (insbesondere Ry, > R) sein. Stromquellen sind also hochohmig. Man reali-

siert, Stromquellen oft durch spezielle Halbleiterschaltungen. Diese Quellen haben Innen-
widerstdnde von 100 M2 bis einige Gf2.

2.2.6 Amperemeter

Strommessgeréteﬁ nutzen oft die Kraftwirkung von Stromen aus, die wir in Abschnitt
genauer behandeln werden. Hier wollen wir nur darauf eingehen, dass Amperemeter
niederohmig sein sollten. Sie werden wir in Abb. ZT4l dargestellt direkt in den Stromkreis
integriert und sollten den Stromfluss nicht verringern, also selbst einen vernachléssigbar
kleinen Widerstand besitzen.

SDies gilt fiir Messung von Gleichstrémen (d. h. zeitunabhiingigen Strémen). Auf die Messung von Wech-
selstromen werden wir gesondert eingehen.
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2.2.7 Voltmeter

Als Voltmeter lassen sich beispielsweise Amperemeter benutzen. Hierbei wird mittels eines
Stromteilers (vgl. Abschnitt Z27]) ein kleiner Anteil des Stroms abgezweigt und dann
gemessen. Voltmeter sollten moglichst hochohmig sein, so dass sich der Stromfluss
im eigentlichen Kreis nicht dndert. Gute Voltmeter basieren auf Halbleiterschaltungen,
die ihrerseits die zu messende Spannung aufteilen und einen geeigneten Ausgang (z. B.
digitales Anzeigedisplay) ansteuern.

2.2.8 Leistungsmesser

Leistungsmesser machen sich beispielsweise die Erwarmung eines stromdurchflossenen
Drahtes zunutze (geméf P = UI wird im Draht Leistung dissipiert; diese Leistung ist
proportional zur Temperaturerhohung AT des Drahtes). Man kann AT direkt messen
oder indirekte Eigenschaften wie die Langenausdehnung des Drahtes bei Erwarmung aus-
nutzen.

2.2.9 Widerstandsmessung: Vierpunktmethode

Oft muss der Widerstand von Proben gemessen werden, die einerseits sehr niederohmig
sind und an die andererseits nur schlecht Drahte angebracht werden konnen. Speziell sind
die Kontaktstellen oft hochohmig und dndern sich evtl. sogar als Funktion der Zeit (oder
anderen Groflen wie der Temperatur etc). Man bendtigt daher eine Methode, die diese
Widerstdnde nicht mitmisst.

Die prinzipielle Anordnung ist in Abb. .14 skizziert. Man bringt an der Probe vier Kon-
takte an. Die &ufleren dienen der Stromzufuhr, die Inneren dienen de Spannungsmessung.
Es wird dabei nur der Spannungsabfall zwischen den inneren Kontakten bestimmt.

U

IT \L' Abbildung 2.14: Widerstandsbestimmung
nach der Vierpunktmethode

Die Abb. [ZTH zeigt ein Ersatzschaltbild der Anordnung. Die Probe wird mittels einer
Stromquelle mit einem konstanten Strom versorgt. Neben dem Probenwiderstand existie-
ren im Stromkreis eine Reihe parasitiarer Widerstéinde: die Kontaktwiderstidnde Riontakt,
sowie der Widerstand der Zuleitungen. An all diesen Widersténden fallen Spannungen
ab. Die Spannungsmessung erfolgt iiber den oberen Kreis. Auch in diesem Kreis befinden
sich die parasitdren Widerstdnde der Kontaktierung bzw. der Zuleitungen. Das Voltmeter
selbst ist aber sehr hochohmig (s. Abschnitt ZZ2Z7), so dass in diesem Kreis praktisch kein
Strom fliefit. Somit treten an den parasitdren Widerstdnden auch keine Spannungsabfille
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auf, das Voltmeter misst nur den Spannungsabfall iiber R;one. Durch die Anordnung sich
also Rpyone unabhéngig von den parasitdren Widerstdnden bestimmen.

zuleit.

I
R

Rkontakt. Rkontakt.

R

zuleit. zuleit.

Abbildung 2.15: Widerstandsbestimmung
| nach der Vierpunktmethode: Ersatzschalt-
bild

2.2.10 Widerstandsmessung: Wheatstone-Briickenschaltung

Die Wheatstone-Briickenschaltung ist in Abb. dargestellt.

Uu ——— Abbildung 2.16: Wheatstone’sche Briickenschaltung

Ziel ist die Bestimmung des Widerstands R, bei bekannten Widerstinden R;, Rs, R3.
Das Verhéltnis der Widerstdnde R; und R, wird dabei so eingestellt, dass durch das
Amperemeter kein Strom flieft. Dadurch ist die Widerstandsbestimmung auf eine ” Null-
Strom-Messung” zuriickgefithrt. Man kann ein sehr empfindliches Amperemeter einsetzen
und damit R, extrem genau bestimmen.

Im einzelnen gilt in der Schaltung fiir den Fall, dass der Strom [y durch das Amperemeter
gerade Null ist (Anwendung Maschen- und Knotenregel):
Is=1, (Knotenregel) (2.42a)
L =1 (Knotenregel) (2.42D)
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I3Rs =11 Ry (Maschenregel, linkes Dreieck) (2.43a)
I.R, = LR, (Maschenregel, rechtes Dreieck) (2.43b)
Hieraus folgt:
Rz R2
— = — 2.44
R R (2.44)
bzw.: P
R, = Ry - —2. 2.45
- (245

Real gibt man Rj3 als festen Widerstand vor und legt R; und R, als einen Schiebewi-
derstand aus wie in Abb. ZT7] skizziert. Teilt man die Lange des Schiebewiderstands im
Verhéltnis [y /I3, so verhalten sich die Teilwiderstdnde R; und Ry wie dieses Verhéltnis
und man erhélt:

R, = R;- 2. (2.46)

Man verschiebt bei der Messung die Kontaktierung am Schiebewiderstand und gleicht
dadurch die Briicke ab, bis Iy = 0 wird. Entsprechend (48) hat man R, bestimmt (Wir
zeigen das entsprechende Experiment fiir R, = 2202 und Ry, = 100£2).

Abbildung 2.17: Wheatsonesche Briickenschaltung: Rea-
U lisierung mittels Schiebewiderstand
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2.3 Spannungsquellen

In diesem Abschnitt wollen wir néher besprechen, welche Arten von Spannungsquellen
real verwendet werden konnen.

2.3.1 Kondensatoren

Eine erste, naheliegende Variante ist die Verwendung eines geladenen Kondensators. Aller-
dings muss hier darauf hingewiesen werden, dass ein Kondensator keine "richtige” Span-
nungsquelle darstellt. Wegen () = C'U fillt die Spannung im Verlauf der Zeit, wenn sich
der Kondensator entladt.

Wir demonstrieren den Entladevorgang (sowie die Parallel- und Reihenschaltung von
Kondensatoren) dadurch, dass wir Kondensatoren mit einer Glithlampe verbinden. Die
Lampe gliiht anfangs stark und geht dann langsam aus.

Wir kénnen den Zeitverlauf von U, () und I mittels der uns bereits bekannten Beziehungen
leicht analysieren. Betrachten wir zunichst Abb. EZZTR

C

\Schalter

Abbildung 2.18: Entladen eines Konden-
R sators

Der Stromkreis besteht aus einem Kondensator (Kapazitiat C'), einem Verbraucher (Wi-
derstand R) und einem Schalter. Bei offenem Schalter flieBt kein Strom im Stromkreis.
Die EMK des Kondensators (Spannung U.) wird durch einen entgegengesetzt gleichen
Spannungsabfall iiber dem Schalter kompensiert. Schlielen wir den Schalter, so fliefit ein
Strom [, der sich im Verlauf der Zeit dndert. Wir erhalten jetzt einen Spannungsabfall
Ur am Widerstand. Es gilt:

U+Ur=0 (2.47)

Hieraus folgt mit U. = Q/C und Ug = RI:

Q _
o+ RI=0. (2.48)

Wir differenzieren nach der Zeit und erhalten mit @ = I:

[+ RCI=0 (2.49)
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Diese Differenzialgleichung wird gelést durch:

I(t) = 1(0) - e ¥/EC, (2.50)

Der Strom féllt also exponentiell von einem Anfangswert I(0) aus ab, mit einer charak-
teristischen Zeitkonstanten RC. Fiifl ¢ = 1F und R = 1kQ betragt dann RC' immer-
hin 1000s. Den Anfangstrom koénnen wir dabei (Kirchoffsche Gesetze benutzen!) durch
1(0) = U.(0)/ R ausdriicken.

Die Ladung des Kondensators kénnen wir aus (Z20) via durch Integration bestimmen.
Wir erhalten:

Q(t) = Q(0) - e7/1. (2.51)

Hierbei ist Q(0) = CU(0). SchlieBlich erhalten wir mittels U = Q/C den zeitlichen
Spannungsverlauf am Kondensator:

U.(t) = U,(0) - e ¥/ EC. (2.52)

Vollig analog zu (2247) bis (ZZ9) konnen wir auch das Aufladen eines Kondensators be-
rechnen, wenn wir an den ungeladenen Kondensator schlagartig eine Spannung U, anlegen.
Wir erhalten:

1) z%et/RC (2.53)
Q(t) =CU, - (e VEC —1) (2.54)
U(t) =Uy - (e7EC — 1) (2.55)

Hierbei nehmen wir an, dass der Ohmsche Widerstand des Ladekreises gerade R ist.

Wir demonstrieren den Entlade- bzw. Aufladevorgang eines Kondensators dadurch, dass
wir eine Rechteckspannung U an den Kondensator anlegen. Der Kondensator folgt jeweils
verzogert (s. Abb. [ZI9; aufgetragen sind der Strom auf den Kondensator sowie die an-
gelegte Rechteckspannung). Wenn wir dagegen den Kondensator durch einen Widerstand
ersetzen, finden wir, dass der Strom der Rechteckspannung ohne Verzdgerung folgt.

2.3.2 Galvanische Elemente

Eine bessere Form von Spannungsquellen sind Galvanische Elemente.

Hierbei tauchen zwei Metalle in einen ”Elektrolyten”, d. h. eine Fliissigkeit, in der Ionen
geldst sind.

Wir beobachten zundchst den zeitlichen Spannungsverlauf zwischen einer Zinkelektrode
und einer Kupferelektrode, die beide in eine verdiinnte HySOy-Sdure tauchen. Vor dem
FEintauchen ist U = 0. Nach dem Eintauchen baut sich eine Spannung auf (Cu-FElektrode:
positiv), die etwas iber 1V sdttigt.

Wenn ein Metall (z. B. Zn) in den Elektrolyten taucht, so gehen einige Metallionen (Zn*")
in Losung. Die Zn-Elektrode wird dabei selbst negativ geladen. Um die Elektrode bildet

"Man verwendet C' = 1 F z. B. an Fahrriidern; die Kondensatoren werden wihrend des Fahrens aufgeladen.
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L

Abbildung 2.19: Reaktion eines Konden-
U, - sators auf eine Rechteckspannung. Oben:
Strom auf den Kondensator; unten: an-
gelegte Rechteckspannung. Beim Entladen
bzw. Beladen des Kondensators fliefit der
0 >t Strom in entgegengesetzte Richtung.

sich eine positiv geladene Zone aus Zn2+-Ionen. Nach einer gewissen Zeit konnen keine
weiteren Ionen mehr gegen diese positive Raumladung austreten, die Aufladung der Zn-
Elektode geht gegen einen Sattigungswert.

Dieser Séttigungswert ist abhéngig vom Elektrodenmaterial, sowie von der lonenkonzen-
tration im Elektrolyten. Man kann nun die Aufladung eines gegebenen Elektrodenmateri-
als als eine ” Spannungsreihe” angeben. Man bezieht dabei die Spannung auf das Poten-
zial einer Referenzelektrode, und zwar einer ” Wasserstoff-Elektrode”. Hierbei handelt
es sich um eine Platinelektrode, die von Wasserstoff umspiilt ist. Wir werden diesen Elek-
trodentyp etwas spéter noch kennenlernen. Als Ionenkonzentration im Elektrolyten wéahlt
man eine Losung mit 1 mol Ionen pro Liter. Tab. gibt die Spannungsreihe fiir einige
Elemente an.

‘ Element H Spannung [V] ‘

Lithium -3.02
Zink -0.762
Blei -0.126
Kupfer +0.345
Gold +1.5

Tabelle 2.2: Spannungsreihe fiir einige Elemente

Fiir das Potenzial der Zn- Elektrode gegen die Cu-Elektrode erhélt man fiir diese spezielle
Tonenkonzentration: U = [0.345 — (—0.762)] V ~ 1.1 V.

Entnimmt man einem galvanischen Element Strom, so flieft im Elektrolyten ein Gegen-
strom von Ionen zwischen den Elektroden. Als Konsequenz schlagen sich positiv geladene
Metallionen am ”+"-Pol (der Anode) nieder. Wenn diese Metallionen ein anderes Element
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sind als das Material der Kathode, so &ndert sich deren Zusammensetzung und damit auch
die Spannung zwischen den Elektroden. Man spricht von einem ”nicht-konstanten” gal-
vanischen Element. Dagegen dndert sich die Zusammensetzung der Elektrodenoberfliche
bei einem konstanten galvanischen Element nicht.

Ein Beispiel ist das ”Daniell-Element”: Man taucht eine Zn-Elektrode und eine Cu-
Elektrode in ein CuSOy4-Bad. Zwischen den beiden Elektroden befindet sich eine pordse
Tonwand, die fiir Zn*-Ionen undurchlissig ist. An der Cu-Elektrode schlagen sich Cu?*-
Ionen nieder. Diese Elektrode wird damit im Verlauf der Zeit dicker, behélt aber ihre
Zusammensetzung. Von der Zn-Elektrode (der Kathode) 16sen sich Zn**-Tonen, so dass
diese im Verlauf der Zeit diinner wird. Zu dieser Elektrode wandern auch SO3 -Ionen die
sich dort aber nicht stabil anlagern.

Im wiederaufladbaren Pb-Akkumulator tauchen zwei zunéchst gleiche Pb-Elektroden in
H5SO4 und iiberziehen sich schnell mit einer PbSO,4-Schicht. Man legt jetzt eine Spannung
an die Elektroden an. An der Anode wandelt sich das PbSO, in Pb zurtick:

PbSOy4 + 2H + 2¢~ — Pb + H,S0, (2.56)

An der Kathode verwandelt sich PbSO,4 in PbOs:
PbSO, + 20H™ — PbOs + HySOy4 + 2e™ (2.57)

Man erhélt jetzt ein galvanisches Element zwischen Pb und PbOy (”Sekundérelement”).
Das Element liefert eine Spannung von 2.02 V unter Normalbedingungen (PbO,:positiv)

Beim Entladen laufen die Reaktionen [.50) und (257) gerade umgekehrt ab, bis man auf
beiden Seiten Pb-Elektroden mit einem PbSO,4-Uberzug zuriickerhélt.

Wir demonstrieren den Ionentransport in Elektrolyten anhand einiger Experimente:
e Kupferabscheidung: Man taucht zwei Ni-Elektroden in eine CuSO,4-Lésung und

legt an die Elektroden eine Spannung an. Die Cu*"-Tonen wandern zur Kathode,
neutralisieren sich und bilden einen roten Uberzug auf der Elektrode.

‘ Abbildung 2.20: Kupferabscheidung

e lonenleitung in Salzlésungen: Zwei Elektroden tauchen zunéchst in destiliertes
Wasser. An die Elektroden ist eine Spannungsquelle angeschlossen. Zunéchst fliefit
kein nachweisbarer Strom. Lost man NaCl im Wasser, steigt dagegen der Strom
stark an.
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e Innenwiderstand von Batterien: Gemafl (Z31)): Ux = Ugryx — R;I erniedrigt

sich die Spannung an einer Batterie bei Stromfluss. Bei offenem Stromkreis mes-
sen wir an den Klemmen Ugykx. Wir verbinden die Pole der Batterie mit einem
Schiebewiderstand und stellen ihn so ein, dass I = 1 A fliefit. Die Klemmspannung
erniedrigt sich. Wir kénnen jetzt R; bestimmen via:

_ Upmx — Uk

Ri=——— 2.58
- (2.59)

Fiir die Batterie ergibt sich ein Wert von ca. 0.5 €2, fiir einen Pb-Akkumulator, den
wir ebenfalls messen, ein Wert von ca. 0.2 (2.

Strom-Spannungs-Charakteristik von elektrolytischen Zellen: In der An-
ordnung tauchen zwei Pt-Elektroden in HySO,4. Wir legen eine Spannung U an die
Elektroden und messen den Stromfluss. Hierbei finden wir, dass bis U = U, =~ 1.2V
(" Zersetzungsspannung”) zunéchst ein geringer Strom flieBt, der nach kurzer Zeit
praktisch auf Null zuriickgeht. Erst fiir hohere Spannungen wéchst I ungefiahr linear
an, d. h. wir erhalten

_U-U,
~ R

Diese U(I)-Charakteristik ist in Abb. 222l schematisch dargestellt.

Bei kleinen Spannungen scheidet sich einer Pt-Elektrode Wasserstoff ab (= ” Was-
serstoffelektrode”), an der anderen Sauerstoff. Man hat dadurch ein galvanisches
Element zwischen Hs und Os erzeugt, das mit U, der dufleren Spannung entgegen-
wirkt. Erst bei Spannungen U > U, flieft ein nennenswerter Strom. Der Effekt wird
auch ”Galvanische Polarisation” genannt.

I

(2.59)

A
I

Abbildung 2.21: Strom Spannungs-
Charakteristik von zwei in H,SOy
» U tauchenden Pt-Elektroden.
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2.4 Moderne Messverfahren zur Bestimmung von
Ampere, Volt und Ohm

Zum Abschluss dieses Kapitels wollen wir kurz die Verfahren erwidhnen, durch die heute
die Einheiten Ampere, Volt und Ohm bestimmt werden. In allen Féllen werden Quanten-
effekte verwendet.

Strom ist definiert als Ladung pro Zeiteinheit. Man kann mikroelektronische Schaltungen
realisieren, in denen einzelne Elektronen in regelméfligem zeitlichen Abstand durch die
Schaltung treten (Single Elektron Tunneling). Fiir den Strom kénnen wir dann schreiben:

[=—cf (2.60)

Hierbei ist f die Frequenz, mit der die Elektronen durch die Schaltung ”tropfen”. Sie
kann sehr leicht bestimmt werden. Man hat dann bei Kenntnis von e die Strommessung
auf eine Frequenzmessung zuriickgefiihrt.

Analog ldsst sich die Spannungsmessung auf eine Frequenzmessung zuriickfithren. Der
benuzte Effekt ist der ” Josephsoneffekt”, der in Supraleitern auftritt und mit der In-
terferenz kohérenter Materiewellen (aufgebaut aus Paaren von Elektronen) zu tun hat.

Es ergibt sich die Beziehung:

h
U= (2.61)

wobei h das Plancksche Wirkungsquantum und e die Elementarladung ist. Man verwendet
Schaltungen aus sehr vielen Josephsonkontakten, um ”Spannungsstandards” zu realisie-
ren. Hierbei werden Mikrowellen bei Frequenzen f von einigen 10 GHz eingestrahlt und
die Spannung U bestimmt. Die Grofle 2e/h wird auch als Josephsonkonstante bezeichnet.
Sie wurde 1990 auf den Wert Kjo9 = 483.5979 GHz/mV festgelegt. Damit hat man eine
exakte Beziehung, die die Frequenz f und die Spannung U verkniipft.

Das Ohm schliellich kann durch den Quanten-Hall-Effekt auf Naturkonstanten zuriick-
gefithrt werden. Dieser Effekt tritt in Halbleitern auf und hat mit der Quantisierung von
Elektronenbahnen im Magnetfeld zu tun. Hierbei tritt ein Widerstand in Einheiten R,/n
(n: ganze Zahl) auf. R, hat den Wert

R, = — (2.62)

(Zahlenwert: 258132, wird nach dem Entdecker des Quanten-Hall-Effekts (Klaus von
Klitzing) manchmal auch als ”1 Klitzing” bezeichnet).
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Kapitel 3

Magnetostatik

3.1 Einfiihrende Versuche

Wir beginnen die Magnetostatik mit einigen einfithrenden Versuchen. Wenn wir - als
fiir uns neues und noch unbekanntes Material - zwei ” Stabmagnete” wie in Abb. Bl in
verschiedenen Positionen gegeneinanderhalten, so konnten wir geméfl Kapitel [[lannehmen,
wir wiirden zwei Ferroelektrete beobachten. Die Kraftwirkung (Abstandsabhéngigkeit,
Abhéngigkeit von der Orientierung der Proben) wére die gleiche.

Anziehung AbstoBung  AbstoRRung

Abbildung 3.1: Kraftwirkungen zwischen zwei Stabmagneten

Allerdings wére es etwas seltsam, dass die Kréfte zwischen den beiden Proben nicht mit
der Zeit nachlassen (Neutralisation durch freie Ladungen aus der Luft). Daher liegt es
nahe, die Kraft zwischen den neuen Proben und etwa einem durch Reibungselektrizitét
aufgeladenen Kunststoffstab zu untersuchen. Wir stellen fest, dass der geladene Kunst-
stoffstab (abgesehen von schwachen Effekten auf Grund von Influenz) keine Kraft auf
den Stabmagnet ausiibt, wohl aber auf einen zweiten geladenen Kunststoffstab. Ganz of-
fensichtlich beobachten wir zwischen den Stabmagneten eine neue Kraft, die nichts mit
elektrostatischen Kréften zu tun hat.

Diese neue magnetische Kraft wirkt wie die Coulomb-Kraft zwischen raumlich von-
einander getrennten Korpern (den Stabmagneten). Es liegt also nahe, in Analogie zum

119
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elektrischen Feld magnetische Feldlinien einzufiithren und diese abzubilden. Dies gelingt
nicht mit Weizengries, sondern durch Eisenfeilspéineﬂ.

Wir bestreuen einen auf einer Glasplatte liegenden Stabmagneten mit den Eisenfeilspénen.
Die Anordnung wird durch Schlagen mit einem kleinen Hammer in Vibration versetzt.
Nach kurzer Zeit ordnen sich die Eisenfeilspdne zu Linien an, die praktisch identisch zu
den Feldlinien eines elektrischen Dipols aussehen (Abb. B2)

Abbildung 3.2: Feldlinien um einen Stabmagneten (Dekoration mit Eisenfeilspédnen).

Wir bilden ebenfalls die Feldlinien zwischen zwei Stabmagneten ab, die so ausgerichtet
sind, dass sie sich abstoBen bzw. anziehen (Abb. B3).

Abbildung 3.3: Feldlinien zwischen zwei Stabmagneten (Dekoration mit Eisenfeilspénen).

Wieder sehen die Feldlinien sehr dhnlich aus wie wir es fiir zwei parallel bzw. antiparallel

!Die genaue Wechselwirkung zwischen den Eisenfeilspinen und dem Stabmagneten werden wir etwas
spéter beschreiben.
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angeordnete elektrische Dipole erwarten wiirden. Die Stabmagneten stellen ganz offen-
sichtlich magnetische Dipole dar.

Im Prinzip liegt es jetzt nahe, nach magnetischen Monopolen (d. h. magnetischen
Punktladungen) zu suchen. Bis heute war die Suche nach solchen Monopolen jedoch er-
folglos. Es scheint sie nicht zu geben. Damit wird auch versténdlich, dass — im Ge-
gensatz zu den Ferroelektreten — die Stabmagneten nicht nach kurzer Zeit neutralisiert
werden.

Wir konnen den Feldlinien um die magnetischen Dipole eine Richtung geben. Dazu de-
finieren wir ein Stabende als "Nord”, das andere als ”Siid” und sagen, das Feld verlauft
von "Nord” nach ”Sid”.

Um jetzt weiterzukommen, sollten wir die Kraftwirkung zwischen Magneten und ganz
unterschiedlichen Objekten untersuchen. Dabei werden wir {iber kurz oder lang auch ein
”Schliisselexperiment” durchfiithren, bei dem wir einen stromdurchflossenen Draht und
einen Magneten gegeneinanderhalten. Wir beobachten zunéichst eine Anordnung, bei der
der Draht und der Magnet in einer Ebene angeordnet sind (Abb. B4l). Nach Einschalten
des Stroms stellt sich der Magnet senkrecht zum Draht.

Magnet Magnet

Draht Draht

Abbildung 3.4: Kraftwirkung zwischen einem Draht und einem Stabmagneten: Draht in
einer Ebene mit dem Magneten. Der Magnet richtet sich senkrecht zur Drahtachse aus.

Wir stellen jetzt den Draht senkrecht (Abb. BH). Die Magnetnadel richtet sich stets
tangential zum Draht aus. Polen wir die Stromrichtung um, so dreht sich die Magnetnadel
um 180°.

Wir bestreuen weiter die Drihte der Abb. B4 und mit Eisenfeilspdnen. Beim parallel
zur Beobachtungsebene (Glasplatte) ausgerichteten Draht ist wenig zu erkennen; um den
senkrecht zur Glasplatte stehen den Draht bilden sich dagegen kreisférmige Feldlinien

aus (vgl. Abb. BH)).

Die Orientierung der Stabmagneten bei Stromfluss ist jetzt leicht zu verstehen. Der Ma-
gnet orientiert sich parallel zu den Feldlinien um den Draht, also wie in den Abb. B4l
und B4 angedeutet. Da sich der Stabmagnet bei Stromumkehr im Draht um 180° dreht,
miissen wir annehmen, dass sich auch die Richtung des Feldes bei Stromumkehr umdreht.

Im néchsten Experiment beobachten wir qualitativ die Kraftwirkung zwischen zwei
stromdurchflossenen, parallel zueinander gespannten Drihten. Wir stellen fest:
Flieit der Strom in den Drihten in die gleiche Richtung, so ziehen sich die Dréhte an,
flieit der Strom in entgegengesetzte Richtung, so stoflen sich die Dréhte ab.
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Draht; Draht;
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©

Abbildung 3.5: Kraftwirkung zwischen einem Draht und einem Stabmagneten (Magnet
in drei verschiedenen Positionen): Draht senkrecht zum Magneten. Der Magnet richtet
sich tangential zur Drahtachse aus.

Abbildung 3.6: Feldlinien um einen stromdurchflossenen Draht. Links: Draht parallel
zur Beobachtungsebene (Glasplatte) gespannt; Rechts: Draht senkrecht zur Glasplatte
gespannt (Dekoration mit Eisenfeilspénen)

Wir untersuchen jetzt die magnetische Kraft quantitativ. Hierzu bringen wir zunéchst
einen Leiter zwischen die Pole eines Hufeisenmagneten wie in Abb. B skizziert. Die
Feldlinien verlaufen zwischen den Polen mehr oder weniger homogen, wie in der Abbildung
qualitativ eingezeichnet. Wir demonstrieren diesen Feldverlauf ebenfalls durch Dekoration
mit Eisenfeilspanen (s. Abb. B)

Wenn wir jetzt durch den Draht einen Strom [ flielen lassen, so wird der Draht senk-
recht zum Feld des Magneten und senkrecht zum Strom nach unten gezogen. Der
Draht kann durch eine Federkraft wieder in die Angangsposition angehoben werden. Wir
bendtigen hierzu eine Kraft Fj. Verdoppeln (verdreifachen) wir den Strom, so verdoppelt
(verdreifacht) sich diese Kraft. Ihr Betrag ist also proportional zum Strom. Bei Stromum-
kehr kehrt sich aulerdem das Vorzeichen der Kraft um, sie wirkt jetzt "nach oben”.

Hiermit haben wir bereits eine Reihe von Beobachtungen gemacht, die magnetische Kréfte
charakterisieren:

e sie wirken zwischen ”magnetischen” Materialien (Stabmagnete)
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magnet.

Abbildung 3.7: Kraftwirkung zwischen ei-
nem stromdurchflossenen Draht und einem
Hufeisenmagnet. Oben: Geometrie; unten:
Feldlinien und Kréfte

Abbildung 3.8: Feldverlauf zwischen den Polen eines Hufeisenmagneten: Dekoration mit
FEisenfeilspéinen

e cs gibt keine magnetischen Monopole

e cs existieren magnetische Kréfte zwischen den Stabmagneten und stromdurchflos-
senen Leitern, sowie zwischen stromdurchflossenen Leitern

e um stromdurchflossene Drihte baut sich ein Magnetfeld auf, das senkrecht zum
Draht (bzw. zum Strom) orientiert ist.

e Ein Leiter erfahrt in einem homogenen Magnetfeld eine Kraft, die senkrecht sowohl
zur Feldrichtung als auch zur Stromrichtung ist. IThr Betrag ist proportional zum
Strom durch den Leiter.

Im néchsten Abschnitt werden wir nun auf der Basis der eben vorgestellten Beobach-
tungen zu einer mathematischen Formulierung der (statischen) Feldgleichungen und der
Kraftgesetze gelangen.
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3.2 (esetze von Biot-Savart und Ampere

dB

-
-
I di
Abbildung 3.9: Beitrag eines stromdurchflossenen Leiterelementes dl zur magnetischen
Induktionsdichte im Koordinatenursprung

Aus den vorgefiithrten Experimenten kénnen wir die folgenden Schlussfolgerungen ziehen:

e Es gibt offensichtlich ein Feld B (7), dessen Feldlinien durch Eisenspdne dargestellt
werden. Diese Feldlinienbilder der Eisenspédne sehen dhnlich aus, wie die des elek-
trischen Feldes, die wir durch sich polarisierden Weizengries dargestellt haben. Es
ist aber offensichtlich ein anderes Feld. Diese Feld B(7) nennen wir Magnetische
Induktion oder auch Magnetische Flussdichte.

e Stromdurchflossene Leiter verursachen Feldlinien der Magnetischen Induktion. Die
Feldlinien bilden Kreise um den Leiter in der Ebene senkrecht zum stromdurchflos-
senen Leiter

e In einem Feld Magnetischer Flussdichte wirken Kréafte auf stromdurchflossene Leiter

In der Elektrostatik sind die elektrischen Ladungen Ursache des Feldes aber auch An-
kniipfungspunkt fiir die elektrischen Krafte. Fiir die Magnetische Induktion iibernehmen
Strome diese Funktion: sie sind sowohl Ursache des Feldes als auch Objekt der Krifte,
die mit der Magnetischen Induktion verkniipft sind. Wie wir im folgenden sehen werden,
sind aber die genauen Zusammenhénge z.B. zwischen den Ursachen und den Feldern in
der Magnetostatik und der Elektrostatik etwas unterschiedlich.

Das Gesetz von Biot-Savart gibt an, welchen Beitrag dB ein infinitesimales Stiick dl
einer Leiterschleife, durch die ein Strom [ fliefit, zur magnetischen Fluldichte B an einer
bestimmten Position liefert (siehe auch Abbildung B3):
~ i x 7
dB =kl ——. (3.1)

r

Dabei steht di fiir den betrachteten infinitesimalen Teil des stromdurchflossenen Lei-
ters. Die Richtung dieses infinitesimalen Vektors dl ist durch den Tangentialvektor an
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die Leiterschlaufe, der in Richtung des Stomes I zeigt, gegeben. Ausserdem steht in diesm
Biot-Savart’schen Gesetz 7 fiir den Verbindungsvektor vom Leiterstiick dl zum Punkt, an
dem wir die magnetische Induktionsdichte berechnen wollen, und r ist der Betrag dieses
Vektors. Die Konstante & werden wir im Folgenden durch

=t
47

ersetzen und auf die Definition von p etwas spéter eingehen. Das Biot-Savart’sche Gesetz
beinhaltet also Information sowohl iiber die Stdrke als auch iiber die Richtung des vom
Stromelement [ dl erzeugten Magnetfeldes:

‘dé) ~ I, d,

Richtung von dB ~ dlx 7.

Die Richtung von dB steht also senkrecht auf der von di und dem Abstandsvektor 7 aufge-
spannten Ebene (,,rechte-Hand-Regel“). Das Biot-Savart’sche Gesetz hat eine grundlegen-
de Bedeutung, da es den Zusammenhang zwischen Strémen und den von diesen Strémen
erzeugten Magnetfeldern angibt.

Um diesen Zusammenhang zu verdeutlichen, wollen wir zunéchst das Biot-Savart’sche
Gesetz in einem Beipiel anwenden. Gegeben sei ein unendlich langer Draht, durch den ein
Strom [ flieit. Mit Hilfe des Biot-Savart-Gesetzes soll nun die magnetische Flussdichte
B im Abstand R von diesem Draht berechnet werden. Wir definieren unser Koordina-
tensystem so, dass der Draht entlang der z-Achse liegt und der Punkt, an dem wir die
magnetische Induktionsdichte berechnen wollen in der x — y Ebene liegt, also die karte-
sische Komponente z = 0 besitzt. Da der Draht unendlich lang ist, miissen die Beitrige
der Stromelemente Idl = Ié, dz, die sich am Ort 7 befinden, summiert werden durch
eine Integration iiber die z-Achse:

é:/dé

_ M_()I Oodz RéZXéR

A J_ ‘/22_,_323

_ 5 Mof /
V 22 TR
ILLQ[R 2
4t R?

¢, ist dabei der Einheitsvektor, der senkrecht zur z-Achse und zur Verbindungslinie vom
Leiter (Koordinatenursprung) zum Punkt, an dem wir B berechnen wollen, steht. Dieses
Ergebnis werden wir im Abschnitt iiber die Differenzialgleichung der Magnetostatik noch
auf eine etwas elegantere Art gewinnen.

~

€l

Der Begriff Magnetostatik scheint einen Widerspruch in sich selbst zu enthalten. Wir
haben bereits diskutiert, dass Magnetfelder durch Strome, also bewegte Ladungen, erzeugt
werden. Was beeinhaltet also die Einschrankung Magnetostatik?

Unter ,Magnetostatik® sollen im folgenden solche Magnetfelder verstanden werden, die
durch stationdre Stréme verursacht sind. Betrachten wir zur Definition eines stationédren
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Stromes ein Volumen V', durch das ein Strom 7 fliefit. Damit es im Volumen keine “Stauun-
gen” gibt, d.h. damit es in V' keine Ladungsénderungen gibt, soll der durch die Oberfléiche
einfliessende Strom gleich dem ausflieBenden sein. Fiir die Oberflache von V' gilt also:

fjdf“zo

o)
= /div 7d37,

|4

wobei die letzte Zeile durch Anwenden des Gauflschen Satzes gewonnen wurde. Da diese
Forderung fiir alle Volumina V" erfiillt sein soll muss also fiir die Stréme der Magnetostatik

gelten:
-

Ein Strom durch einzelne bewegte Ladungstriger ist damit zunédchst einmal nicht sta-
tiondr. In entsprechend kurzen Zeitintervallen bewegen sich einzelne Ladungstréiger in
bestimmte Volumina hinein ohne, dass andere sich hinausbewegen. Betrachtet man die
Phéanomene aber gemittelt iiber eine entsprechende Zeitperiode kann es auch fiir die Be-
wegung einzelner Ladungstréger, also auch im mikroskopischen Bereich stationére Stréme

geben, die (B2) erfiillen.

Welche Krdfte werden durch die magnetische Induktion auf stromdurchflossene Leiter
erzeugt? Wieder betrachten wir eine Stromschlaufe, durch die der Strom I; flieit. Sie soll
sich in einem Magnetfeld B befinden. Experimentell findet man, dass der infinitesimale
Anteil der Kraft, dF , auf ein infinitesimales Leiterlement dl der Schleife gegeben ist durch:

dF = I, dl x B, (3.3)
wobei B fiir die magnetische Induktionsdichte am Ort des infinitesimalen Leiterelemen-
tes steht. Diese Beziehung bezeichnet man als das erste Amperesche Gesetz. Auch dieses
Gesetz beinhaltet eine Aussage iiber die Stédrke und die Richtung der Kraft auf das Lei-
terelement:

dF| ~ I, |di], |B]
dF ~ di'x B.
Die Kraft, die auf die gesamte Stromschlaufe ausgeiibt wird, erhélt man durch Aufinte-
grieren der einzelnen Beitréage der Stromelemente:

ﬁ::/hﬁxé

~ [ 70 x By v

In dem zweiten Teil dieser Gleichung steht j(7) fiir die Stromdichte der Stromverteilung
am Ort 7.

Wie gross ist die Kraft auf eine mit der Geschwindigkeit v bewegte Ladung ¢? Ersetzt
man im ersten Ampereschen Gesetz das Produkt

dg dl’

I dl = dtdl = dqa =dqu
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und integriert die Ladungselemente dgq zur Gesamtladung ¢, erhélt man
F = q x B, (3.4)

Dies ist die Lorentz-Kraft auf ein mit der Geschwindigkeit ©" bewegtes Teilchen der
Ladung ¢q. Man erkennt, dass durch das Kreuzprodukt nur Geschwindigkeiten, die eine
Komponente senkrecht zum Magnetfeld haben, einen Beitrag zur Lorentz-Kraft leisten.

Bevor nun die Eigenschaften dieser magnetischen Kréfte auf bewegte Ladungen oder
Strome diskutiert werden, wollen wir die Einheiten bestimmen, in denen die magneti-
sche Induktionsdichte B definiert ist. Dazu betrachten wir den Ausdruck B und stellen
fest, dass die magnetische Induktionsdichte als Quotient aus einer Kraft dividiert durch
Ladung mal Geschwindigkeit gegeben ist. Bezeichnen wir die Mafleinheit der Kraft mit N
fiir Newton, der Ladung mit C' fiir Coulomb und der Geschwindigkeit mit m/s fiir Meter
pro Sekunde, so liefert diese Dimensionsbetrachtung fiir die Mafleinheit der magnetischen

Induktion
_Ns Ws* VAs Vs

S e T O A = = Tesla . (3.5)
Bei dieser Umrechnung haben wir benutzt, dass die Energie 1 Nm = 1 Ws ist und
ein Watt (W) auch durch Volt (V) mal Ampere (A) gegeben ist. Ausserdem ist der
Strom von 1 Ampere gleich dem Fluss von 1 C pro Sekunde. Die MafBeinheitfiir die
magnetische Induktionsdichte ist also das Produkt Volt mal Sekunde dividiert durch Meter
zum Quadrat gegeben, eine Einheit, die den Namen Tesla tréigt. Zur Veranschaulichung
dieser Grosse sie darauf hingewiesen, dass das Magnetfeld der Erde am Aquator einer
magnetischen Induktionsdichte von 3.7 1075 Tesla entspricht. Ein Magnetfeld von 1 Tesla

ist also schon recht gross, kann aber im Labor gut realisiert werden.

[B]

Schon aus dieser Dimensionsbetrachtung kénnen wir ersehen, dass durch die Definiti-
on der magnetischen Induktionsdichte keine unabhéngigen Messgrossen auftreten. Das
Tesla ist durch bereits bekannte MafigroBen definiert. Deshalb kann auch die Proportio-
nalitatskonstante k, beziehungsweise p im Biot-Savart’schen Gesetz (B keine weitere
Naturkonstante sein. Man definiert deshalb im SI System

o =47 107" —| (3.6)

und benutzt die Konstante ey, um die elektrischen Gréflen Coulomb C' oder Ampere A
mit den mechanischen Einheiten in Verbindung zu bringen.

Schickt man elektrisch geladene Teilchen in ein Magnetfeld, so wirkt auf sie die Lorentz-
Kraft (B4)), die stets senkrecht auf ihrer Bewegungsrichtung steht. Aus der klassischen
Mechanik ist bekannt, dass Korper, bei denen stets eine Kraft senkrecht zur Bewegungs-
richtung wirkt, auf Kreisbahnen gezwungen werden. Im stationédren Fall ist die Zentri-
fugalkraft dieser Kreisbewegung der geladenen Teilchen dann gleich der Lorentz-Kraft.
Daraus erhélt man den Radius R dieser Kreisbahn:

2 . muv

muv
B = L - R= ) 3.7
1YL R 4B (3.7)

Dabei bezeichnet v, die Komponente der Geschwindigkeit des geladenen Teilchens, die
senkrecht zur magnetischen Induktionsdichte B steht. Die Komponente von v, die parallel
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zu B steht, v, hat ja keinen Einfluss auf die Lorentzkraft. Die geladenen Teilchen bewegen
sich also insgesamt mit dieser Geschwindigkeit v parallel zu den Magnetfeldlinien. Wegen
der Lorentzkraft wird diese Bewegungskomponente iiberlagert durch die Bewegung auf
der kreisformigen Bahn um die Magnetfeldlinien herum. Wirkt also neben der Kraft des
Magnetfeldes keine weitere Kraft auf das geladene Teilchen, so bewegt es sich insgesamt
auf eine schrauben- oder spiralférmigen Bahn entlang den Magnetfeldlinien.

Im folgenden sollen drei Anwendungsbeispiele fiir die Bewegung von geladenen Teilchen
im Magnetfeld betrachtet werden.

1. Das Magnetspektrometer: Schickt man einen Ionenstrom unbekannter Zusam-
mensetzung in ein homogenes Magnetfeld, so werden die Ionen auf Kreisbahnen
abgelenkt. Geméafl (B) ist der Radius dieser Kreisbahn R ~ (mwv,)/q. Es ergibt
sich also eine Aufspaltung der Bahnen nach dem Quotienten Impuls/Ladung der
Ionen. Auf diese Weise kann man verschiedene Ionensorten in den Reaktionen der
Kern- und Teilchenphysik voneineander unterscheiden.

2. Der Fusionsreaktor: Im Gegensatz zur Kernspaltung, bei der durch Spalten von
schweren Atomkernen Energie gewonnen wird, kann man durch Fusion von zwei
leichten Kernen (Deuterium (*H) plus Tritium (*H) fusionieren zu einem Alph-
Teilcheneben (*He) plus einem Neutron) ebenfalls Energie gewinnen. Dieser Vorgang
und dhnliche Reaktionen laufen im Innern der Sonne ab. Damit solche Fusionspro-
zesse stattfinden, miissen die Reaktionspartner bei grossem Druck und Temperatur
zusammengebracht werden. Nur so kann die langreichweitige Coulombabstoffung
der Wasserstoftkerne iiberwunden werden, so dass diese so nahe zusammenkommen,
dass die kurzreichweitige starke Wechselwirkung eine Fusion ermoglicht. In der Son-
ne sorgt die Gravitation fiir den hohen Druck und die Temperatur wird durch die
Fusionsreaktion selbst hoch gehalten. Bei den hohen Temperaturen sind die Wasser-
stoffatome ionisiert und liegen als Plasma von freien Elektronen und Atomkernen
VOr.

Nun wiirde jede andere Materie, die mit dem Plasma in Beriihrung gebracht wird,
augenblicklich verdampfen. Das Plasma kann also nicht in einem ,,Gefaf3* aufbe-
wahrt werden. Man hélt das Plasma deshalb z.B. in einem Magnetfeld , gefangen*:
In einem Tokamak wird durch spezielle Spulen ein ringférmiges Magnetfeld erzeugt,
in dem die ionisierten Plasmateilchen auf Spiralbahnen um die Feldlinien des Ma-
gnetfeldes kreisen und wegen der ringféormigen Anordnung in diesem Ring bleiben.
Auf diese Weise lassen sich Wechselwirkungen mit der Wand weitgehend ausschal-
ten.

3. Magnetische ,, Wande* oder ,,Spiegel*: Mit einem Magnetfeld, das zu einer Grenz-
linie hin kontiniuerlich stérker wird, lassen sich geladene Teilchen zur ,, Umkehr* be-
wegen. Wegen (B7) wird der Radius der Kreisbahn mit zunehmenden Magnetfeld,
also je ndher das Teilchen an die Grenzflache gelangt kleiner. So werden Teilchen-
bahnen, die weit weg von der Grenzfliache bei kleinem B nur eine leichte Kriimmung
zeigen, in der Néhe der Grenzflache um 180 Grad umgelenkt.
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Abbildung 3.10: Schematischer Autbau zur Messung der Hall-Spannung

Hall Effekt

Die Wirkungsweise der Lorentz-Kraft spielt auch beim sogenannten Hall-Effekt eine ent-
scheidende Rolle. Der Aufbau zur Messung des Hall-Effektes ist schematisch in Abb.
dargestellt. Die Stromquelle im oberen Teil der Abbildung sorgt fiir einen Strom von La-
dungstragern in dem Leiterstiick, das ausgedehnt im unteren Teil des Bildes dargestellt
ist. Dieses Leiterstiick befindet sich in einem Magnetfeld B , das senkrecht zur Zeichene-
bene steht. Diese Induktionsdichte ist durch die “x” Zeichen dargestellt, was andeuten
soll, das B in die Zeichenebene hinein weist. Diese magnetische Induktion wirkt iiber die
Lorentz-Kraft auf die Ladungstriager und lenkt sie nach unten ab (gestrichelte Bahnen).
Daraus ergibt sich ein Uberschuss an positiven Ladungen am unteren Rand des Leiters
im Vergleich zum oberen. Diese Ladungstrennung erzeugt ein elektrisches Feld Ey. Das
System ist im Gleichgewicht, wenn die Effekte der Lorentz-Kraft durch die aus Ep re-
sultierende elektrische Kraft kompensiert werden. In diesem Fall gilt fiir eine Ladung ¢

qunAf
nAf

Im zweiten Teil der Gleichung wurden Z&hler und Nenner mit dem Produkt aus der
Ladungstréigerdichte n und der Querschnittfliche des Leiters A f multipliziert. Die Starke
des elektrischen Feldes kann man leicht bestimmen, in dem man die Hall-Spannung Uy,
wie in Abb. dargestellt misst und daraus mit Ey = Upgay/h (h ist die vertikale
Ausdehnung des Leiterstiickes bestimmt. Mit dem Ausdruck fiir den Strom I = quAf
ergibt sich aus (B.J)

qFEy =quB = B (3.8)

1 1
=——B.
qnAf
Man kann also durch Messung der Hall-Spannung Up,; bei bekannter Induktionsdichte

B die Ladungstrigerdichte eines Materials bestimmen. Ist diese Ladungstriagerdichte n
bekannt, so kann (B9) auch benutzt werden die Stérke der magnetischen Induktionsdichte

(3.9)

H

B zu bestimmen.

3.2.1 Experimente zur Lorentzkraft

Fadenstrahlrohr: Wir erzeugen einen Strahl von Elektronen mittels einer Glithkathode.
Diese besteht aus einer Glithwendel, die auf hohe Temperaturen gebracht wird. Einige
Elektronen haben hierbei eine so hohe kinetische Energie, dass sie die Kathode gegen die
7 Austrittsarbeit” W verlassen. Typischerwesie betrégt W ein bis einige eV. Die Elektronen
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werden durch eine angelegte Spannung U von der Kathode ”"weggesaugt” und auf eine
Energie eU beschleunigt. Fiir die Stromdichte gilt (ohne Beweis):

j = const. - T? . e~ W/ksT Richardson-Gleichung (3.10)

Der Elektronenstrahl durchlduft anschlieBend ein raumlich (fast) konstantes Magnetfeld
und wird durch die Lorentzkraft auf eine Kreisbahn gekriimmt. Thr Radius ist R =
muv, /eB. Wir kénnen v; noch durch die Beschleunigungsspannung U ausdriicken. Die
Elektronen erhalten eine kinetische Energie mv? /2 = eU bzw: v, = 1/2eU/m. Hieraus

erhalten wir: R = m+/2eU/m/(eB) = \/m/e - v2U/B.
Hallsonde: Die Hallsonde besteht aus einem wenige mm? groen Chip, auf dem ein halb-
leitender InSh-Film aufgebracht ist (vgl. Abb. BITl). In Halbleitern ist die Elektronendich-

te n um mehrere Grolenordnungen niederiger als in Metallen, so dass die Hallkonstante
Ry = 1/nq wesentlich groBer ist.

Auch ohne B-Feld messen die Spannungsabgriffe eine Spannung, die proportional zum
Strom durch die Probe ist. Dies ist ein parasitidrer Effekt, der dadurch entsteht, dass
die Kontakte nicht exakt in transversaler Richtung angebracht sind. Man misst dadurch
entsprechend dem Ohmschen Gesetz eine kleine Léngskomponente der Spannung, die
aber bei festem Strom I lediglich den Nullpunkt der Messung verschiebt und kompensiert
werden kann.

Wir bringen jetzt die Sonde ins Magnetfeld. Die Querspannung wéchst stark an und wech-
selt bei Umpolung des Magnetfelds ihr Vorzeichen bzgl. des oben diskutierten Nullpunkts.
Hallsonden werden héufig als Magnetfeldsensoren fiir Felder im Bereich mT bis einige T
eingesetzt. Man kann diese Sonden stark miniaturisieren und ganze Felder (” Arrays”) aus
vielen Sensoren auf der Oberfliache einer zu untersuchenden Probe anbringen.

Umgekehrt wird der Halleffekt eingesetzt, um die Hallkonstante Ry und damit insbeson-
dere das Vorzeichen der Ladungstriger zu bestimmen. Beispielsweise bei Halbleitern der
Ladungstransport durch ” Locher” erfolgen. Dies sind in Analogie zu Gasblasen im Wasser
fehlende Elektronen. Alle {ibrigen Elektronen bewegen sich so, als wiirde der Strom durch
Ladungstréger mit positiver Ladung getragen.

Abbildung 3.11: Hallsonde
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3.3 Die Differenzialgleichungen der Magnetostatik

Ahnlich den Feldgleichungen des elektrostatischen Feldes soll nun das Vektorfeld der ma-
gnetischen Induktionsdichte der Magnetostatik durch seine Quellen (divé) und Wirbel
(roté) charakterisiert werden. Im vorigen Abschnitt haben wir das Biot—Savartsche
Gesetz behandelt:

o o LAl (F=F) e j () x (F =)

B (7 =22 C XU =) i’
O =& F=rp  —ar =P "

fiir den Beitrag eines Elementes dl (an der Position 7) einer Leiterschlaufe, durch die ein
Strom [ flieBt, zur magnetischen Induktionsdichte B an der Stelle 7 (s. Abb. BIJ).

dB

—
7.7 I
_/’:
-

Abbildung 3.12: vom Stromelement [ dl erzeugtes Feld dB

Integration iiber alle Stromelemente [ dl ergibt dann das gesamte Magnetfeld B (erzeugt

-,

durch den Strom [ in einer Leiterschlaufe, bzw. die Stromdichte j) an der Stelle 7

3 Ho j(F/) X (F_F/) 3,/ Ho F—=r 2o 33,0
B = I- dr'=—— [ =—== X d’r
" = & e el P TERORACE)
= Ko 1 2N 330
= vx M Td
) e
letzteres gilt, da V \F——lm = —% (siche (T33), die Ableitungen in V beziehen sich hier

auf die Koordinaten von 7, nicht von 7’ so dass V vor das Integral gezogen werden kann)
gilt. Damit haben wir gezeigt, dass

— —

B(F) =V x A7), (3.11)

mit dem Vektorpotenzial

A = Ho / ! 7 () (3.12)
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Daraus kénnen wir nun direkt die Grundgleichungen der Magnetostatik fiir die Quellen
und die Wirbel, d.h. die Divergenz und die Rotation von B herleiten:

Fiir die Divergenz gilt:

divB = V-(V x A)
(&c Or (Ax(F)
= |9 |- [0 ] x| AP
0. 0. A (7)
= 0,[0,A. — 0. A, + 0,[0. A, — 0, A.] + 0.0, A, — 0, A,]

wobei wir mit d,, d,, 0, die partiellen Ableitungen nach den kartesischen Koordinaten
des Ortsvektors 7 und mit A,, A, und A, die kartesischen Komponenten des Vektorfeldes
A bezeichnet haben. Zussammengefasst ergibt sich also:

divB = 0 (3.13)

Das bedeutet:

e Da die Divergenz fiir die Quellstiarke steht, gibt es keine magnetischen Quellen oder
Senken (Im Gegensatz zur Elektrostatik !)

e also gibt es auch keine Startpunkte (bzw. Endpunkte) fiir Magnetfeldlinien.

e Diese Differenzialgleichung fiir das Vektorfeld B beinhaltet also, dass es in der Ma-
gnetostatik keine magnetischen Ladungen oder Monopole gibt, die den elektrischen
Ladungen der Elektrostatik entsprechen.

Gleichung (B:l'ﬂ) ist die erste Differenzialgleichung der Magnetostatik. Sie entspricht der
Gleichung V-D= p in der Elektrostatik.

Fiir die Berechnung der Rotation wenden wir den Grassmannschen Entwicklungssatz

—

x (bx &) =b(@- & —da-b) (3.14)

auf die Vektoren V und A an. Im ‘Gegensatz zu einfachen Vektoren muss allerdings in
diesem Fall der Vektoroperatoren V auf die Reihenfolge der Faktoren geachtet werden;
die partiellen Ableitungen in V wirken auf die rechts stehenden Komponenten von A

VxB =
d>r!

. (¥ x
- 1
/ dgl_ﬂ —’/AF
/’” T g AT

wobei V und A an (7"") “vorbeigezogen” werden konnte, da j(f’" ), also unabhéngig von
7 ist. Ferner wurde in dem mit b) gekennzeichneten Term die Definition des Laplace—
Operators benutzt. Betrachten wir nun die beiden Summanden a) und b) getrennt:
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e mit V— = —V'—L- (V' bezieht sich nun auf #/!)und der Produktregel ist

|r=r"|

R
a) = —E0¥ / HGONA &'

o _ﬂ_’ = [ 7o 1 3,0 =17 =1 1 3 7
- v e o= [ ) e

Das zweite Integral verschwindet , da V' j (7/) = divj (7') = 0 in der Magnetostatik
(stationédre Strome ([B2)). Setzt man im ersten Integral

So ist

47 47
S(V)

a)= -1 ﬁ/diwf(?’) @y Ot g f Fi)-df’ =0

(der Integrand Z verschwindet an den ,,Grenzen des Universums®).

e Beachtet man im Summanden b)

At = —ami(i— )

—

T
(s.auch Gleichung (C38)),

so folgt fiir die Rotation von B

V x B(7) = poj (7)|- (3.15)

Dies ist die zweite Differentialgleichung der Magnetostatik. Zum Vergleich: in der Elek-
trostatik gilt V x £ = 0.

Diese Differenzialgleichung (BIH) 148t sich auch integral darstellen: Integrieren wir dazu
die magnetische Induktionsdichte entlang eines geschlossenen Weges, der den Rand einer
Flache F' darstellt:

fé-d,? Stokes /roté(f')-dfGlg ,uofj-df
F
F

Es gilt also das Amperesche Durchflutungsgesetz:

fé - dF = pol (3.16)

wobei [ der gesamte Strom ist, der durch die Flache, iiber deren Rand integriert wird,
fliesst. Man sieht also:
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o ¢ B-ds # 0: es gibt geschlossene Feldlinien in der Magnetostatik (im Gegensatz zur
Elektrostatik!). Aus der Diskussion der Quellen der magnetischen Induktionsdichte
wissen wir ja, daf3 B-Felder keine Anfangs- und Endpunkte besitzen. Das B-Feld
wird also ausschliesslich durch geschlossene Feldlinien dargestellt.

e Strome erzeugen um sich herum die geschlossenen Feldlinien des B-Feldes. Dabei
ist nach dem Ampereschen Durchflutungsgesetz das Linienintegral der magnetischen
Induktionsdichte iiber den Rand einer Fliache proportional zum Gesamtstrom, der
durch diese Fliche fliefit.

I

Bds

Abbildung 3.13: Zur Berechnung der magnetischen Induktionsdichte bei einer symmetri-
schen Stromverteilung

Das Amperesche Durchflutungsgesetz kann benutzt werden um in sehr einfacher Weise
die magnetische Induktionsdichte fiir eine Stromverteilung zu berechnen, die rotations-
symmetrisch um die Richtung des Stromes ist. Sei diese Richtung und das Zentrum dieser
Stromverteilung gegeben durch die z-Achse unseres Koordinatensystems. Wir betrachten
nun einen Kreis um diese z-Achse mit dem Zentrum bei x = y = 0, einer Fldchennormalen
parallel zu z-Achse und einem Radius R (siehe Abb. 3.13). Wegen der Symmetrie des Pro-
blems besitzt die magnetische Induktionsdichte auf diesem Kreis nur eine Komponente
in Richtung der Tangente an diesem Kreis. AuBerdem mufl der Betrag dieser Azimuthal-
komponente von B fiir alle Punkte auf diesem Kreis gleich sein. Mit dem Ampereschen
Durchflutungsgesetz (BI6) konnen wir also schreiben

]fé - d5 = 2rR B
= 1o [ 7(F)df
= ol

wobei I den Gesamtstrom durch die Kreisflache bezeichnet. Aus dieser Gleichung kénnen

wir also direkt
B— Ho 2_[

= 3.17
4 R ( )

bestimmen.
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Als zweites Beispiel zur Berechnung von Magnetfeldern betrachten wir eine Spule aus
einem stromdurchflossenen Leiter mit spiralformigen Leiterschlaufen. Diese Spirale sei
selbst wieder zu einem Ring gebogen. Wenn wir nun einen Schnitt durch diesen Ring
geformt aus einer Spirale machen, ergibt sich die schematische Darstellung von Abb. B4l
Die kleinen Kreise mit dem Kreuz auf dem inneren Ring stehen fiir den Schnitt durch
den stromfiihrenden Leiter, bei denen der Strom in die Zeichenebene fliefit; die kleinen
Kreise mit dem Punkt im Zentrum représentieren die Schnitte durch den Leiter bei de-
nen der Strom aus der Ebene in Richtung auf den Betrachter flieft. Betrachtet man nun
einen Integrationsweg, so wie er in der Abbildung skizziert ist und integriert die magne-
tische Induktionsdichte entlang dieses Weges (in Richtung des Uhrzeigers), so wiirde eine
magnetische Induktion, die parallel zu dieser Integrationsrichtung verlduft den Betrag

fé-ds?: 2nR B (3.18)

liefern, wobei R fiir den Radius des Integrationskreises steht. Der Flachenvektor der mit
diesem Integrationsweg durchlaufenen Flache zeigt in die Darstellungsebene hinein, steht
also parallel zu den Stromen im Innern des Rings. Deshalb ergibt auch das Integral {iber
den in Abb. BT4 dargestellten Weg mit Hilfe des Stokes’schen Satzes den Betrag

§ B-ds = [ J0F = pon (3.19)

wobei n hier fiir die Zahl DurchstoSpunkte im Innern, also der Zahl der Windungen der
Spule steht. Aus (BI8) und [BI9) ergibt sich fiir die magnetische Induktionsdichte im

Inneren der Spule ;
Ho T

B = ol (3.20)
Betrachten wir nun einen Integrationsweg der kreisférmig um die Spule liegt, so dass auch
die dufleren Leiterelemente in der Integrationsfliche liegen, so wiirde der gesamte elek-
trische Strom durch diese Fliache gleich Null sein: der Beitrag aus den stromfiithrenden
Elementen im Inneren des Ringes wird gerade durch die Beitrdge im &ufleren Ring, die
ja antiparallel zum Fliachenvektor in (BI9) stehen, kompensiert. In diesem Fall liefert die
Kombination von GL ([BI8) und [BI9) also den Wert Null fiir die magnetische Induktions-
dichte. Das gleich gilt auch im Inneren der Spule (Integrationsweg innerhalb des inneren
stromfiihrenden Ringes).

Gegeniiberstellung der Elektro— und Magnetostatischen Grundgleichungen

Elektrostatik Magnetostatik
Quellen | divE = é divB = 0
Wirbel rotE = 0 rotB = ,uoj
Potenzial | E = —V& B =rotA(= V x A)
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Abbildung 3.14: Zur Berechnung der magnetischen Induktionsdichte bei ringférmigen Spu-
le
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3.4 Das magnetische Feld einer lokalisierten Strom-
verteilung

In den vorhergehenden Abschnitten haben wir gesehen, dass die Gleichung fiir das Vek-
torfeld der Magnetostatik A (siche Gl. (B12))

A7) ff9(/f(13r'-f(fv> (3.21)

T 4r |7 — 7

in der Struktur der Bestimmungsgleichung fiir das Potenzial ®(7) der Elektrostatik (siehe

Abschnitt 1.7)
1 (")
O(7) = &*r'
(T) 471'80/ " |’I?— 77/|

sehr dhnlich ist. Von der mathematischen Struktur her entspricht die Bestimmungsglei-
chung fiir jede kartesische Komponente von A aus der entsprechenden kartesischen Kom-
ponente der Stromdichte j der Bestimmungsgleichung fiir das elektrostatische Potential
® aus der Ladungsverteilung p.

A

Abbildung 3.15: Beitrag einer lokalisierten Stromverteilung zum Vektorfeld A)(r_')

In diesem Paragraph wollen wir nun das Magnetfeld einer Stromverteilung ;(F "), die nur
in der Nédhe des Koordinatenursprungs von Null verschieden ist, betrachten. Dabei inter-
essieren wir uns fiir das daraus resultierende Vektorfeld A)(r_') an Positionen 7, die relativ
weit weg vom Koordinatenursprung liegen, so wie es in der Abb. dargestellt ist. Dies
sollte also weitgehend dem Problem der lokalen Ladungsverteilung fiir die Berechnung
des elektrischen Potenzials entsprechen. Siehe den Abschnitt iiber die Multipolentwick-
lung des elektrischen Feldes, das durch eine lokalisierte Ladungsverteilung erzeugt wurde.
Diese Situation ist deshalb von groflem Interesse, da sie dem Fall eines Atoms entspricht,
in welchem die Elektronen, die um den Atomkern im Koordinatenursprung “herumsau-
sen”, fiir eine Stromverteilung sorgen, die auf einen Bereich mit Ausmaflen von einigen
Angstrom lokalisiert ist.
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Fiir die Berechnung der Multipolentwicklung in der Magnetostatik wollen wir uns in
Erinnerung rufen, dass nach den Gleichungen (CZ0) und ([CZ10) gilt:

1 1

|7 — 7] V12 4+ 1% — 271! cos ¥
oo

== % Py(cos¥) (3.22)

1 >

wobei hier 7 = ¥ und 7. = 7.

Die Summe in (B22) entsteht dabei durch die Entwicklung der Abhéngigkeit des Aus-
druckes von dem Cosinus des Winkels ¢ zwischen den Vektoren 7 und 7’ nach dem
Vollsténdigen Funktionensystemen der Legendre-Polynome. Wir wollen diese Entwicklung
nun in die Gleichung fiir A(7) (21 einsetzen und haben deshalb auch in den Bezeichnun-
gen r- =1’ r~ = r zum Ausdruck gebracht, dass der Abstand des Beobachtungspunktes
7 vom Koordinatenursprung deutlich grofier ist als der Abstand der Punkte 7/, an de-
nen die erzeugende Stromverteilung von Null verschieden ist. Wir kénnen uns also in der
Entwicklung (B22) auf die Terme mit niedrigem [ beschréinken. Dadurch ergibt sich also

7 '
Pl cos(V) + FPQ(COSISI) + -

— AR = Lo [ Ty i+ LD / JEY (77 P+ (3.23)

4y A3

mit Py =1 und Py(z) = z und ' cos = (¥ 7') /7.

Bevor wir diese Entwicklung weiter analysieren, betrachten und beweisen wir die folgende
Behauptung:

Seien f und g zwei von 7 abhéngige skalare Funktionen und bezeichne 5(77') eine lokalisierte

Stromverteilung der Magnetostatik (divj =0), so gilt:
[ (13 9y + o) ) 956 ' L0 (3:24)

Beweis:
Zu Beginn dieses Beweises betrachten wir folgenden Zusammenhang

[SGiger = [(Fup) e+ [ 17¥dr,

der sich einfach durch Anwenden der Produktregel fiir den v Operator im Integranden
ergibt. Diese Beziehung konnen wir umschreiben in

[ i = [Suigen- [ (VD) ga (3.25)

J/ N J/

Te;rrn 1 Te;rrn 2

Wir betrachten nun die beiden Terme 1 und 2 einzeln:
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Term 1:

/ div(f j g)d*r Ga:uﬁf figdF =0
F

Das Oberflichenintegral auf der rechten Seite dieser Gleichung ergibt den Wert 0, da ja
unsere Stromverteilung lokalisiert ist und der Strom j, damit also auch das Produkt fjg
auf der Oberfliche identisch null ist.

Fiir den 2. Term folgt mit der Produktregel
Term 2 = / (V' f) ] gdPr +/ F(V'9) gdr

Wegen der Forderung nach stationdren Stromen in der Magnetostatik ist divj = 0 und der
2. Summand in dieser Gleichung verschwindet. Setzen wir nun die Ergebnisse fiir Term 1
und Term 2 wieder in (B2H) ein, so ergibt sich

/ffﬁ’gd?’?“’z —/(ﬁ’f)fgdg’r’

und damit die Behauptung (B24).

Als Anwendung dieses Ergebnisses der Gleichung (B24]) zwei Beispiele :

1. Sei f = 1; g = 2/( die x-Komponente des Vektors 7/) = V'f = 0; Vg = &,, der
Einheitsvektor in Richtung der x-Achse.
Einsetzen in (B224) ergibt

/ J()esdr’ =0

:/jm(F') dr'.

Ganz analog verfahrt man fiir die y- und z-Komponente! Also:
/ J(F) da'dy'dz = 0 (3.26)

Dies bedeutet also, dafl das Volumenintegral {iber eine lokalisierte stationére Strom-
verteilung verschwindet. Dies Ergebnis 143t sich auch intuitiv leicht nachvollziehen:
Wiére das Integral von Null verschieden, so miifite sich die Stromverteilung ja in
Richtung des Ergebnisvektors verlagern. Nach einer gewissen Zeit wére die Strom-
verteilung also nicht mehr in der Néhe des Koordinatenursprungs lokalisiert. Dies
widerspréache aber der Stationaritit der Stromverteilung.

2. Sei f=uy; 9= x;; wobei ; und x; beliebige kartesische Komponenten des Vektors
7" bezeichnen sollen. Mit (B24)) folgt

/ (2} jé +a) jé )d*r =0 (3.27)
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Damit konnen wir nun berechnen

1
/$;jid3T, NP 5{/ ) j; d° /—/$;jzdgrl}

¢B27

Multiplizieren wir nun diese Gleichung mit der kartesischen Komponente a; eines
beliebigen Vektors @ und summieren wir anschliefend iiber diesen kartesischen Index
[, erhalten wir:

1
Zal/xmdi”r’ = Zaaz{/ 7} ji d’ ’—/x;jld?’r'}
l

l
! 1

= —= {6>< / 7' x g (7 d%’} (3.28)
2 i.Komponente

Diese letzte Gleichung kann man leicht verifizieren, indem man z.B. die linke Seite
fiir ¢ = z-Komponente berechnet und auch im Vektorprodukt auf der rechten Seite
die x-Komponente ausrechnet.

Somit folgt fiir (B28) sofort:

1 S
/ i o dr' = 3 / [cw (7 x j)} & (3.29)

Nun zuriick zum A(7) in der Entwicklung von (B223)

e MOl :u01 = =\ =\ 330
A7) = Ho 2 g Fo . d
(7 py- O+477r3 (77" g (F") d°r" +

Mo 1 =1 T2\ 3.0
=23 x/r X j(FYdr' + - - - (3.30)
In der ersten Zeile haben wir ausgenutzt, dass das Volumenintegral {iber einen lokalisier-
ten stationéren Strom verschwindet (B226), und in der 2.Zeile haben wir (B29) angewandt.
Die Néherung von GI.(B30) entspricht der Dipolndherung fiir das Vektorpotenzial A(7).
Gleichzeitig sehen wir, dass der Monopolbeitrag zum Vektorpotenzial verschwindet (siehe

1.Zeile von (B30)

Wir definieren das magnetische Dipolmoment m einer Stromverteilung

1 -
M= 5/7?’ x j(7") d*r’, (3.31)
und bezeichnen den Integranten dieser Definition als magnetische Dipoldichte. Aus (B30)
sieht man, dass das Vektorfeld eines magnetischen Dipols, der sich am Koordinatenur-
sprung befindet, gegeben ist durch

2o Mol oo

A(r) = T3 (3.32)
Zum Vergleich erinnern wir uns noch kurz an die Definition des elektrischen Dipolmo-
mentes einer Ladungsverteilung

d= / 7 o(F') dPr!
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und den Beitrag eines Dipols zum elektrostatischen Potenzial ®

1 d-7
— - 3.33
471'80 |’F‘3 ( )

Im néchsten Teil dieses Abschnittes wollen wir nun diese Begriffe und Zusammenhénge
durch Anwendungen in 2 Beispielen vertiefen:

Beispiel 1: Kreisstrom

Ein Kreisstrom fiir einen Kreis mit dem Radius R in der z-y-Ebene um den Koordinaten-
ursprung ist mathematisch gegeben durch:

(|| = R)

)
=71
3 () 7

d(cos V) e, (3.34)
Diese Darstellung mag zunéchst etwas verwunderlich sein, wir wollen sie kurz erldautern:

1. Die Richtung des Stromvektors j ist durch den Einheitsvektor é, der Kugelkoordi-
naten, also in tangentialer Richtung an den Kreis in der z-y-Ebene (und damit in
Richtung des Stromflusses) gegeben.

2. §(]7"| = R)d(cos ) begrenzt den Strom auf die Kreisbahn.

Zur Bestitigung des Vorfaktors /R berechnen wir nun den Gesamtstrom durch die y-z-
Flache:

1 oo
//IL]gmé(cosﬁ')r'dr’dcosﬁ':I
510

Fiir den Kreisstrom (B34) konnen wir nun mit der Definition (B31]) das magnetische
Dipolmoment dieses Kreisstromes berechnen:

1 o(r'—R
m = 5 / I% (5(COS’£9/) ér’ X é¢/T/d3T/.
Damit haben wir sofort die Richtung des magnetischen Momentes: Fiir die Vektoren 7,
fir die der Integrand nicht verschwindet (also in der z-y-Ebene) steht €,/ x é, und damit
auch m parallel zur z-Achse! Wie sieht der Wert von || aus?

1
m o = ﬁéz / I6(r" — R)o(cosd)r! 1"2 dr'dcos?' dp (3.35)

d3r'in I‘{rugelk.
= Lo > 160" — R) dr’
2R~
0

= ¢, 7R I=FI (3.36)

Das Dipolmoment eines Ringstromes ergibt sich also als das Produkt aus dem Strom und
der vom Stromkreis umschlossenen Flache F'.
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N 5
ds
&
2
r

v

Abbildung 3.16: Zur Berechnung des magnetischen Dipolmomentes einer Stromschlaufe

Betrachten wir nun den Fall fiir ganz beliebige Leiterschleifen in der Ebene. In diesem Fall
miissen wir iiber die geschlossene Kurve der Leiterschlaufe integrieren und das magnetische
Moment fiir den Fall, dal die Leiterschlaufe von einem Strom I durchflossen wird, ergibt
sich zu:

d

oy

m =

~ DO |
E1]

I ¢ 7 x
/dc?z[
F

Bei dem Ubergang zur 2.Zeile dieser Gleichung haben wir ausgenutzt, daf das Vektorpro-
dukt aus 7’ und dem Linienelement d5 gerade die doppelte Fliche ergibt, die bei Anderung
des Integrationsvektors auf dem Rand vom Vektor 7 iiberstrichen wird (siche Abbildung
BI6). Also gilt auch im allgemeinen Fall, daf§ das magnetische Moment eines Stromes [
durch eine Leiterschlaufe gerade gegeben ist als das Produkt aus Fliache mal Strom.

Beispiel 2: Strom aus Punktladungen

Betrachten wir nun einen Strom, der durch Punktladungen ¢; mit Massen M; an Positionen
7; mit Geschwindigkeiten v; gegeben ist. Die Stromdichte ergibt sich dann zu

HGED PTG

Setzt man diese Stromdichte in die Definition des magnetischen Momentes (B3] ein, so
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ergibt sich

1
mo= QZqi/FXUié(F—f;)dgr

1 M;_
= 5 . 4 MT i X Ui
1 : 1 -
- 3 i %Mili;
wobei M; -1 X U; = l;, der Drehimpuls der Punktladung ist!
- qz‘fz‘
- 2 M,

In der Atomphysik steht ¢; dann fiir die e, die Elementarladung des Elektrons, das den
Atomkern umkreist. Besitzt dieses umlaufende Elektron den Drehimpuls /;, so ergibt sich
ein Beitrag zum magnetischen Moment des Atoms:

e I

2M,.-

17| 27\4 AN+ 1) == pp o+ /(1 + 1)

[ip ist das sogenannte Bohrsche Magneton und fiir den Betrag des Drehimpulses haben wir
den quantenmechanischen Wert fi\/I(l + 1) eingesetzt, wobei die Werte [ fiir den Drehim-
puls entsprechend den Orbitalen die Werte 0, 1,2, --- annehmen koénnen. Das Bohrsche

Magneton wird oft in Gaufi’schen Einheiten angegeben mit: up = o37—.

—

Me- =
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3.5 Kraft auf magnetische Dipole in einem dusseren
Magnetfeld

/V/

-

Abbildung 3.17: lokalisierte Stromverteilung im dusseren Magnetfeld

Es soll nun diskutiert werden, was fiir Kriafte und Drehmomente auf eine lokalisierte
Stromverteilung j(f’) in einem dufleren Magnetfeld B wirken. Dabei soll die Stromvertei-
lung in einem engen Bereich um den Koordinatenursprung lokalisiert sein und die Strome,
die die magnetische Induktionsdichte B erzeugen sollen weit weg sein von der lokalisierten
Stromverteilung, auf die die Kraft ausgeiibt wird (siche Abb. BI1). Demzufolge dndert
sich B im Bereich der Stromverteilung nur wenig und wir konnen die magnetische Induk-
tionsdichte fiir den Bereich, in dem die Stromdichte j von Null verschieden ist, in eine
Taylorreihe entwickeln. Fiir die kartesische Komponente By (der Index k steht fiir x, y
oder z) der magnetischen Induktionsdichte schreiben wir die Taylorentwicklung:

baw. B(7) = B+ (F- 6) B@O) + ... (3.37)

In der ersten Zeile betrachten wir Ableitungen nach der kartesischen Koordinaten x;,
wobei 7 fiir z, xs fiir y und x3 fiir 2z steht. Nach dem ersten Ampereschen Gesetz gilt fiir
die Kraft F' eines Magnetfeldes auf eine Stromverteilung (B3):

ﬁ:/dﬁ

/dexéz/j(f)xé(md%

= [ 7@ x (BO)+ (7 V)BO)+...)|d* (3.38)
[ (g )50+

Dabei haben wir in der 2. Zeile dieser Gleichung die Taylorentwicklung (B37) fiir die
magnetische Induktionsdichte eingefiigt. Betrachte die Terme a) und b) in (B38) getrennt:

a) Fn = / [j(f) x 5(6)] d*r = —B(0) x / J(@dPr=0
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da das Volumenintegral iiber j (7) fiir lokale Stromverteilungen verschwindet (siche (BZH).
b) B = / [j'(f) X (F- ﬁ) é(ﬁ)] v

148t sich mit Hilfe der folgenden Nebenrechnungen auswerten:

N.R.(1): Da die Strome, die das Magnetfeld B verursachen weit weg sind vom Ko-
ordinatenursprung (siehe Voraussetzung, die wir zu Beginn dieses Abschnittes diskutiert
haben), gilt in der Néhe des Koordinatenursprunges rot B = 0. Damit ist auch

7 X <§x§>:6.

Mit dem Grassmannschen Entwicklungssatz (s. Glg. BI4) ist also auch

2(5-77) - (F-V)B B —0
& Z(’-B/-r :(T-V>B

Dabei bedeutet die Unterklammerung an, daf} sich die Ableitungen im Nabla Operator
nur auf die betreffende Grofe, also hier B bezieht.

Also ist

ﬁb>:/ [j(mxﬁ@-f) &r .

——

Das 143t sich nun mit der folgenden Nebenrechnung weiter vereinfachen:

N.R.(2): Fiir die x-Komponente von ﬁb) gilt

i - [ frnesiaa) e]
= /{jyi@~F) —jzai(ﬂB?F)} &r
_ [/ {ai@f)jz} dgr—/{ai@.F)jy} dBT] |

wobei 0, als Abkiirzung fiir die Ableitung d/dz stehen soll. Die vorstehende Gleichung
gilt fiir die y— und z—Komponente entsprechend.

Mit der Definition des Kreuzprodukts erhilt man dann ﬁb) (7) zu

Fy(?) = -V x / (éf)j‘(fj &r .

——
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Mit der Vektoridentitat (B229)

/(6~F) 7 () dPr = —%Jx / (Fx 7 @) dr
und der Definition des magnetischen Momentes 7 = 1 [ 7/ x J(7") d3" ist dann schlieBlich

F) = %wx/(m;m) Pr= Y x (B )

7=0

F=Vx(Bxm)

Mit dem Grassmannschen Entwicklungssatz (s. Glg. BI4) gilt
F=(m-V)B—(V-B)m=(m-V)B

(letzteres, da divB verschwindet). Da fiir stationére, nahezu konstante B-Felder (d.h.
keine Wirbel) rotB = 0 (= 0;,B; = 0,B;) gilt und m eine Konstante ist, gilt

l

3 3
(m - ﬁ)BZ = ZmiaiBl = Zmz'ale’ = [ﬁ(ﬁi : é)}
i=1 i=1

=F = V(m-B).

F 148t sich also in der Form

F=-VU mit U=—ji-B

als negativer Gradient eines Potenzials U schreiben. Genau so ist aber ein konservatives
Kraftfeld definiert. Seine potenzielle Energie lautet somit

U=—-m-B. (3.39)

Die Energie eines magnetischen Momentes m ist also minimal, wenn m parallel zur ma-
gnetischen Induktionsdichte ausgerichtet ist. Auf diesem Prinzip beruht der klassische
Magnetnadelkompass: Das magnetische Moment der Magnetnadel richtet sich parallel
zum Magnetfeld aus und minimiert so seine potenzielle Energie.

Im allgemeinen sind B und /% nicht parallel. Auf die Stromverteilung, die durch das
magnetische Dipolmoment 173 beschrieben wird, wirkt also ein Drehmoment D, welches
im Folgenden berechnet werden soll: Allgemein gilt

D= / 7' x dF(7")

wo dF (") die Kraft auf ein Volumenelement bei 7 ist. Mit dem Ampereschen Gesetz
B3) und dem Grassmannschen Entwicklungssatz (s. Glg. BId) ist dann

D = /F'X [f(F') X E(F’)] d>r'
= [[7 B ieyer - [ [rien] Beer.
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Betrachte zuerst den zweiten Summanden: Mit der Produktregel gilt
\Y <7"2;'> = <ﬁr2> J+rVji=2FF

(beachte: divj = 0 in der Magnetostatik). Betrachtet man die Taylorentwicklung von
B(7") B31) nur bis zur ersten Ordnung (also B(7') = B(0)), dann erhélt man fiir den
zweiten Summanden mit dem GauBschen Satz:

/V d3 !

- [[Fie) Beer = -
B@) § 175 (" =0

(letzteres, da j (7') an der ,,Oberfliche des R3“ verschwindet). Damit gilt fiir D (mit der
Vektoridentitéat B2Z9):

— -  — 1 —
D= / 7! '*’)d?”——B(O)xé/r x g (7 d*r .

N)I»—t

N)I»—t

Mit der Definition des Magnetischen Moments m = % J7xy j d3r Ist dann also

—,

D =m x B(0)|. (3.40)
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3.6 Magnetische Krifte und Drehmoment: Versuche

Barlow-Rad: Das Barlow-Rad ist eine axial gelagerte Scheibe, die sich frei drehen kann.
Nahe der Achse wird Strom eingespeist, nahe der &ufleren Umrandung wieder entnommen.
Parallel zur Drehachse ist ein Mafnetfeld B angelegt. Auch die transportierten Ladungen
wirkt die Lorentzkraft, so dass die Elektronen in azimutaler Richtung ausweichen und
dabei das Rad "mitnehmen”. Das Rad dreht sich.

Drehspulinstrumente: Zwischen den Polen eines Hufeisenmagneten ist eine drehbare
Spule angebracht (s. Abb. BIX). Eine Spiralfeder hélt die Spule in der Nullage, in der
die Spulenachse senkrecht zum Feld steht. Wird die Spule bestromt, so versucht das
resultierende Drehmoment gegen das Drehmoment der Spiralfeder, die Spule parallel zum
Feld zu stellen. Im Gleichgewicht sind beide Drehmomente entgegengesetzt gleich, der
Auslenkwinkel und damit der Zeigerausschlag ist proportional zum Stromfluss durch die
Spule.

Abbildung 3.18: Prinzip des Drehspulamperemeters

Gleichstrommotor: Wiirde auf das obige Drehspulinstrument kein riickstellendes Mo-
ment wirken, so wiirde sich die Spulenachse parallel zum B-Feld stellen. Kénnte man
jetzt den Strom durch die Spule umpolen, so wiirde sich die Spule um 180° drehen. Ge-
nau dies erreicht man durch einen Polwender (s. Abb. BI9). Hierdurch dreht sich die
Spule permanent weiter, sie agiert als Motor.

aulere Stromzufuhr (schleifend)

Stromzufuhrungen Spule

Abbildung 3.19: Umpolen des Spulenstroms beim Gleichstrommotor

Erdmagnetfeld und Kompass: Das Erdmagnetfeld entspricht anndhernd einem Di-
polfeld, wobei allerdings starke lokale Stérungen auftreten. Das Dipolfeld wird durch um
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den dufleren Erdkern flieBende Strome verursacht, die lokalen Stérungen z. B. durch ma-
gnetisierte (z. B. Fe-haltige) Bodenschichtenfl. Der Nordpol” einer Kompassnadel richtet
sich in etwat] zum geographischen Nordpol hin aus, der damit physikalisch gesehen einen
Stiidpol darstellt. Der magnetische Pol liegt etwas abseits des geographischen Pols (in
Nordwestgronland bzw. im Adelie-Land in der Antarktis).

Am magnetischen Pol treten die Feldlinien senkrecht aus dem Erdboden aus (”Inklina-
tionswinkel” zur Horizontalen: 90°), am Aquator parallel. Am Pol betréigtE B =~ 0.62G,
am Aquator die Hélfte dieses Wertes. Bei einem Breitengrad von 48° treten die Feldlinien
unter einem Inklinationswinkel von ca. 65° aus; der Betrag des Feldes ist ca. 0.5 G.

Wir demonstrieren den Inklinationswinkel durch die ”Buserole”, einer in der Vertikalen
beweglichen Magnetnadel. Den Betrag des Erdfeldes im Horsaal ermitteln wir mittels
Versc%iedener Magnetfeldsonden (einer Hallsonde, sowie einer ” Forstersonde”, engl. ” flux-
gateH).

2Bereits ab 20-30 km Tiefe wird der Erdmantel aber so heif, dass Fe unmagnetisch wird.

3Durch die lokalen Storfelder weist die Magnetnadel in Europa zufillig relativ genau nach Norden.

41 Gauss [G] = 10~* Tesla [T].

Das flux-gate nutzt die Feldabhingigkeit der Magnetisierung eines ferromagnetischen Materials zur Feld-
messung im Bereich pT bis einige 10 mT
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3.7 Das magnetische Feld in Materie

Wie wir in den vorangegangenen Kapiteln bereits gesehen haben, wird die magnetische
Induktionsdichte B durch ein Vektorpotenzial A charakterisiert, das aus der Stromvertei-
lung berechnet werden kann nach:

goto [ A o
A | |7 — 7|

In dieser Bestimmungsgleichung gehen wir davon aus, dass die Stromverteilung jvollsté'm—
dig bekannt ist. Bei der Untersuchung der magnetischen Phénomene in Materie werden
wir aber normalerweise die mikroskopischen Strome, das sind die Strome auf atomarem
Niveau durch die Bewegung der Elektronen um die Atomkerne, nicht explizit kennen.
Deshalb erhalten wir zu dem Vektorpotenzial, das von den makroskopischen Stromen
generiert wird, einen Beitrag durch diese mikroskopischen Strome. Dadurch ergibt sich
ein Vektorpotenzial der Form

-
A= @ j(T ) dgfl + Amz’kro
47 |7“ — 7

Der Anteil der atomaren Strome, das “mikroskopische” Potential ffmikm ergibt sich als
Summe der Beitrége der einzelnen Molekiile oder Atome

/Ymikro = Z 14;

Molekiil ¢
Am < 7=

wobei m; das magnetische Moment des Molekiils ¢ und 7; dessen Position bezeichnet,
so dass sich nach Gl. (B32) der obige Ausdruck ergibt. Da der Abstand zwischen dem
Beobachtungspunkt 7 und der Position 7; im Allgemeinen im Vergleich zu den atomaren
Abmessungen, auf die die Strome eines Molekiils lokalisiert sind, sehr grof§ sein wird,
reicht es aus, dass wir bei der Multipolentwicklung dieser mikroskopischen Strombeitrége
nur den Dipolanteil beriicksichtigen. Die magnetischen Multipolmomente hoherer Ord-
nung konnen vernachléssigt werden. Ersetzt man diese Summe iiber die vielen Molekiile
durch ein Integral iiber die magnetische Dipoldichte M (7), die also das lokal gemittelte
magnetische Moment der Atome pro Volumeneinheit darstellt, so erhélt man insgesamt
fiir das Vektorpotenzial

A‘ — @ j(?” ) d3—»/+ @ M(_),) (’I?—'I" )d3—»/

A | |7 — 7| A7 |7 — 7|3
o1
_ o [ ) d?’*' / M) &7 (3.41)
A | |7 =77 — 7|

Beim Ubergang zur zweiten Zeile haben wir ausgenutzt, dass mit dem Gradientenoperator
V' der auf die Koordinaten des Vektors 7/ wirkt

O D el

\r—r| |7 — 7|3
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gilt, eine Beziehung, die man leicht durch explizites Nachrechnen {iberpriifen kann. Hier
und im folgenden bezeichnen wir mit M die magnetische Dipoldichte bzw. Magnetisierung.

Zur Vereinfachung dieses Ausdrucks fithren wir eine Nebenrechnung durch und zeigen

zunachst einmal: .

- M (7'

/V’ E G )‘ d*r' = 0. (3.42)
r—

Zum Beweis dieser Vektorgleichung betrachten wir die z-Komponente:

M o M o M,
/ d3—»/ _ 7 z dr’ dv' dz — s Y dr’ dv' dz’'
[/V |r— ] /ayf |f—f'| rE /az' |f—f'| e
dxdz—/
- |r—r

fiir ¥’ — oo verschwindet.

dx’ dy’

|T—T C

= d

a —
i

Wenden wir nun die Produktregel fiir den V' Operator in (32J) so erhalten wir

0:/(V’><M)- T d3F’+/(V’| ,|) x M &7’
r—r r—T

Somit 148t sich der Potenzialanteil, der in (B:41]) aus den mikroskopischen Stromen resul-
tiert, darstellen als:

Ho Tl =/ 1 3/ Ho =/ Vi 1 327
— | M \Y &’ =— [(VI xM)- a’r.
[ (Pt ) = e [
Das Gesamtpotenzial A in BZ) erhilt so die Form
i [A e (3.
47 |7 — 7| ' '

Die mikroskopischen Strome werden also durch i = 1ot M dargestellt.

Wir kénnen also nun die Wirbel der magnetischen Induktionsdichte B ausrechnen mit
Hilfe von Gl. (BIH) wenn wir fiir den Strom die geamte Stromdichte

Jgesamt = J + Jmikro = J + 1ot M
einsetzen:
rot B = po(j+ rot M)
Stellt man diese Gleichung um, so erhélt man

1 — — —
rot (—B — M) =j7=:rot H. (3.44)
Ho
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Durch diese Gleichung haben wir also eine magnetische Feldstéirke H = Mioé — M

definiert, so dass die Wirbel dieser magnetischen Feldstéarke, rot H ausschliesslich durch
die makroskopische Stomdichte j gegeben ist. Im Vakuum gilt B= Moﬁ da ohne Materie
keine Magnetisierung existiert: M =0. Es zeigt sich, dass bei den meisten Materialien, die
magnetische Dipoldichte M proportional zur magnetischen Feldstérke ist: M = XM - H.
Der Proportionalitdtsfaktor y,, (Chi) wird als magnetische Suszeptibilitéit bezeichnet und
ist eine Materialkonstante. Damit ergibt sich:

B = po(H + M) = po (14 x) H. (3.45)
N——
::/J/

Zur Vereinfachung wird der Proportionalitédtsfaktor zwischen B und MOFI als Permeabilitdt
1 bezeichnet.

3.7.1 Das Verhalten von B und H an Grenzflichen

Wie bereits in der Elektrostatik, so wollen wir auch in diesem Abschnitt das Verhalten der
Felder an Grenzflachen zwischen 2 Medien diskutieren. Wir betrachten also das Verhalten
von Magnetfeldern bei dem Ubergang von einem Medium I, charakterisiert durch die
Permeabilitat p;, zu einem Medium II mit ps. Wir werden dazu jetzt zeigen, dass

1. Bei einem Ubergang von einem Material zu einem anderen éndert sich die Kompo-
nente der magnetischen Induktionsdichte B, die senkrecht zur Grenzfliche steht
(also parallel zur Fldchennormalen n), nicht.

2. Flieit in der Grenzfliche kein elektrischer Strom, so bleibtqbei einem solchen Uber-
gang auch die Tangentialkomponente des Magnetfeldes H, also die Komponente
parallel zur Grenzflache, erhalten.

Zum Beweis der Behauptung 1 betrachten wir ein Volumen auf der Grenzfliche zwischen
den 2 Medien, das einer flachen Schachtel gleicht, bei der alle Grenzfliachen klein sind mit
Ausnahme der beiden Fliachen parallel zur Grenzflache, die die Grofle AF haben sollen.
Da die magnetische Induktionsdichte quellfrei ist (siehe Gl. (BI3))

divB = 0

ergibt natiirlich auch das Integral von divB integriert iiber das Volumen V' dieser Schachtel
den Wert 0. Durch Anwendung des Gaufischen Satzes erhalten wir also
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p'| H“

s,

Abbildung 3.20: Zur Berechnung des Verhaltens von H an einer Grenzfliiche

Bei dem Ubergang zur letzten Zeile haben wir ausgenutzt, dass nur die beiden Randfléchen
der Schachtel parallel zur Grenzfliche zum Integral iiber die Oberfliche beitragen, diese
Fliachen die Grofle AF besitzen und der Vektor des Oberflichenelementes jeweils nach
aufen zeigt, also im Fall der Grenzfliche im Medium II parallel zur Flachennormale n, im
Fall der Grenzfliche im Medium I antiparallel zu n. Die Seitenflichen liefern im Grenz-
fall der Ausdehnung der Schachtel gegen null wegen der Stetigkeit von H im Medium
I und Medium II und wegen der entgegengesetzten Richtung der Flédchennormalen kei-
nen Beitrag. Das Argument, das man héufig in Biichern findet, dass die Seitenfldchen im
Grenzfall verschwinden, ist nicht korrekt. Das gleiche Argument kénnte man félschlich
auch auf AF anwenden. Daraus ergibt sich also das behauptete Grenzverhalten fiir die
magnetische Induktionsdichte

By -t =By -ii (3.46)

Zum Beweis der oben aufgefiihrten Behauptung 2 iiber das Grenzverhalten starten wir
von der Grundgleichung der Magnetostatik im Medium (B.44)

rotH = j

Nach unserer Voraussetzung soll die Stomdichte j an der Grenzflache verschwinden, so
dass ein Integral von rotH {iber eine Flédche der Form in Figur B.20 ebenfalls den Wert 0
ergeben muss

H-ds

|
f

= <ﬁ[[—ﬁ[>é”A

Bei dem Ubergang von der ersten zur zweiten Zeile haben wir den Stokeschen Integralsatz
angewandt. Der Ubergang zur dritten Zeile ergibt sich aus der Geometrie des betrachteten
Rechtecks: Die Seiten senkrecht zur Grenzflache tragen wegen der Stetigkeit im Grenzfall
nichts bei, die Seiten parallel haben jeweils die Linge A und werden bei der Integration
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—_—— I

Abbildung 3.21: Verhalten von H an einer Grenzfldche, jir; = 2pu;

parallel (im Medium II) beziehungsweise antiparallel (im Medium I) zum Einheitsvektor
€, der parallel zur Grenzfliche orientiert ist, durchlaufen. Damit ergibt sich also auch die
2. Behauptung fiir das Verhalten an Grenzflichen:

Hyr-éy = Hyp-¢ (3.47)

beziehungsweise fiir die magnetische Induktionsdichte

— —

BH . é” = —BI . é” .
Holtrr Hoftr

Um dieses Ergebnis zu verdeutlichen betrachten wir das Verhalten eines Magnetfeldes H
an einer solchen Grenzfldche zwischen zwei Medien mit Permeabilitit u; bzw. urr. Wie
in der Abb. B21] dargestellt zerlegen wir dazu den Vektor des Magnetfeldes im Bereich
des Mediums I, H; in seine Komponenten parallel und senkrecht zur Grenzfliche. Wegen
[BZD) dndert sich die Komponente parallel zur Grenzfliche bei dem Ubergang I — IT
nicht. Fiir die Komponente von H, die senkrecht zur Grenzfliche steht, gilt wegen (B20)

poprHy = poprr Hrr bzw. Hpp = £H1~
ull

Damit steht der Vektor H 77 Im Allgemein_c;n nicht mehr parallel zu H 7. Entprechendes
gilt fiir die magnetische Induktionsdichte B.
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3.8 Magnetische Dipole in der Natur

Wir fithren in diesem Kapitel einige Eigenschaften magnetischer Dipole in Analogie zu
den in Abschnitt [[T0 behandelten elektrischen Dipolen ein. Magnetische Dipole verhalten
sich in vielerlei Hinsicht sehr &hnlich zu elektrischen Dipolen, wie wir im Folgenden sehen
werden.

3.8.1 Einige Grundbegriffe

Das magnetische Dipolmoment ist nach Gleichung ([B3T]), Abschnitt B4 als

1 -
m = 3 /f’ x j(7) d*r’ (3.48a)

definiert und ergab sich fiir eine Leiterschleife zu m = [ F. Hierbei ist F' die vom Strom
umschlossene Fliche. Die Einheit von m ist Am?. Fiir Stabmagnete wird manchmal das
magnetische Moment auch iiber die ”Polstéarke” P definiert, die an die Stelle der elektri-
schen Ladung beim elektrischen Dipol tritt:

m=P-F (3.48b)

Hierbei ist 7 der Verbindungsvektor vom ”Siidpol” zum ”Nordpol”.

Man definiert die Magnetisierung als:
1N
M=— n; 3.49
Vol. ; m ( )

Die Magnetisierung hat die Einheit A/m.

Bei vielen Materialien ist die Magnetisierung proportional zum angelegten Feldstéarke H
(dies gilt fiir nicht allzu grofie Felder). Man definiert die magnetische Suszeptibilitat durch:

M = xnH (3.50)

Die magnetische Suszeptibilitat ist wie die elektrische Suszeptibilitdt dimensionslos. Da
M proportional zur Dipoldichte und damit zur Teilchendichte ist, wird x,, oft auf ein
Mol Teilchen bezogen und dann als molare Suszeptibilitdt bezeichnet (Einheit: mol™').
Teilweise wird x,, auch auf die Masse einer Probe bezogen, man erhilt die Massensus-
zeptibilitit (Einheit: kg™!). Weiter sei angemerkt, dass wie im elektrischen Fall H und M
nicht notwendig parallel zueinander sind. Falls dies nicht der Fall ist, wird x,, zu einem
Tensor.

3.8.2 Induzierte Dipole, Diamagnetismus

Ahnlich wie im elektrischen Fall gibt es eine Reihe von Substanzen, deren Bausteine bei
Abwesenheit duflerer Magnetfelder vollig unmagnetisch sind. Bringt man diese Materiali-
en in ein magnetisches Feld, so wird eine Magnetisierung erzeugt, die dem angelegten Feld
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entgegengerichtet ist. Die magnetische Suszeptibilitiat dieser ”diamagnetischen Materiali-
en” ist also negativ. Wir demonstrieren den Diamagnetismus am Beispiel einer Wismut
(Bi)-Probe, sowie einer Kohlenstoff-Probe. Die Proben werden entgegen dem Feldgradi-
enten vom Permanentmagneten abgestoflen. Der Effekt, der weitgehend temperaturun-
abhéngig ist, ist allerdings recht schwach.

Einige Werte fiir cm diamagnetischer Substanzen sind in Tab. Bl aufgelistet:

‘ Material H Xm ‘
Bi 1.4-107°
H,0O —0.72-107°
N, (Normalbedingungen) || —3 - 10719

Tabelle 3.1: Magnetische Suszeptibilitidt diamagnetischer Substanzen

Zur genaueren Erklarung des Diamagnetismus miissen wir auf das néchste Kapitel (In-
duktionsvorgénge) verweisen.

Einen Extremfall des Diamagnetismus findet man bei Supraleitern. Hier kann x,, = —1
werden, was bedeutet, dass die Flussdichte in diesen Proben verschwindet. Man spricht
vom "Idealen Diamagnetismus” oder vom ”Meifiner-Zustand”.

Man unterscheidet zwei Typen von Supraleitern. Das Innere von Typ-I-Supraleiten ist fiir
Felder unterhalb eines "kritischen Magnetfelds” B. bis auf eine wenige nm dicke Auflen-
schicht vollsténdig feldfrei. Fiir B > B, verschwindet der supraleitende Zustand, die Probe
wird normallleitend. B, ist temperaturabhingig und geht bei der Ubergangstemperatur
T, gegen Null. Einige Beispiele sind in Tab. aufgelistet.

| Material | T [K] | B.(0) [G] |

Hg 42 400
Pb 7.2 800
Bb 0.2 2000

Tabelle 3.2: Kritische Temperatur und kritisches Magnetfeld bei T' = 0 fiir einige Typ-I
Supraleiter

Auch bei Typ-II-Supraleitern ist fiir Felder unterhalb eines ”unteren kritischen Feldes” B.;
der ideale Diamagnetismus realisiert. Fiir B,y < B < By (Beo: "oberes kritisches Feld”)
ist die magnetische Flussdichte im Supraleiter verschieden von Null. In dieser ” Shubnikov-
Phase” durchdringt das Magnetfeld den Supraleiter in Form von Biindeln von Feldlinien.
Der Durchmesser der Biindel betriigt wenige nm. Der magnetische Fluss ¢ = [ Bd f
jedes Biindels hat den Wert ®; = h/2e ~ 2.07 - 107! Tm?, man spricht deshalb von
"Flussquanten”. Fiir B > By verschwindet schliefSlich die Supraleitung.

In Tab. sind einige Zahlenwerte aufgelistet.

3.8.3 Permanente Dipole; Paramagnetismus

Wenn wir Mangannitrat (MnNO3) in einen Feldgradienten bringen, so finden wir, dass
das Material vom Magneten angezogen wird. Die magnetische Suszeptibilitéit ist positiv.
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| Material || T.[K] || Be; [G] || Bez [T] |
NbsSn 18 750 24
YBagCu3O7 90 100 bis 100*
MgB, 40 250-500 || bis 20*

*Abhéingig von der Orientierung der Kristallstruktur

Tabelle 3.3: Kritische Temperatur und kritisches Magnetfeld bei T' = 0 fiir einige Typ-I
Supraleiter

MnNOj wie auch viele andere Materialien haben ein permanentes magnetisches Dipolmo-
ment. Ohne dufleres Feld sind die Dipole ungeordnet; sie werden im &ufleren Feld ganz in
Analogie zum elektrischen Fall im Wechselspiel mit der thermischen Bewegung teilweise
ausgerichtet.

Analog zum elektrischen Fall findet man fiir die Suszeptibilitdt dieser ” paramagnetischen

Materialien”:
1 m? const.

Xm ~ gﬂon—kBT = T

Hierbei ist n die Dichte der magnetischen Dipole.

(" Curie-Gesetz” ) (3.51)

(Zum Vergleich: die elektrische Suszeptibilitit paraelektrischer Materialien war: y, ~
Die magnetischen Suszeptibilitdten einiger paramagnetischer Materialien sind in Tab. 4]
angegeben. Typischerweise liegt y,, im Bereich 1074...1077

‘ Material H Xm
Pt (300 K) 1.9-107°
02, fliissig 3.6-107%
02, Normalbed. || 1.4-1077

Tabelle 3.4: Magnetischen Suszeptibilitéiten einiger paramagnetischer Materialien bei Zim-
mertemperatur

3.8.4 Ferromagnetismus

In Materialien wie Fe, Co oder Ni ordnen sich die (permanenten) magnetischen Momente
unterhalb der ” Curie-Temperatur” T, iiber gewisse Abstédnde parallel zueinander aus. Fiir
Temperaturen oberhalb T, gilt:

const
T -T.

(" Curie-Weif-Gesetz”) (3.52)

Auch dieses Verhalten ist analog zum ferroelektrischen Fall.

Kiihlt man eine ferromagnetische Probe ohne angelegtes Feld durch T, so entstehen in der
Probe ferromagnetische Doménen (auch: ”Weifische Bezirke”), deren Magnetisierung in
unterschiedliche Richtungen zeigt. Die Gesamtmagnetisierung ist Null. Bei anlegen eines
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Feldes wachsen die Doménen, deren Magnetisierung in Feldrichtung zeigt. Z. T. &ndert sich
die Magnetisierung ruckartig (” Umklappen” Weilscher Bezirke). Diese sprunghafte Ande-
rung von M kann elektronisch abgegriffen werden und iiber einen Lautsprecher regelrecht
horbar gemacht werden (”Barkhausen-Effekt”; man hort ein prasselndes Gerdusch). Die
Abb. zeigt die Doménenstruktur am Beispiel eines Nickelpldttchens. Die Doménen
(genauer: Doménengrenzen = ”Bloch-Wénde”) wurden durch Bestreuen (”Dekoration”)
mit magnetischem Pulver sichtbar gemacht. Die ebenfalls eingezeichnete Ausrichtung der
Doménen wurde durch ihr Wachstumsverhalten bei Anlegen eines Magnetfeldes bestimmt.

Abbildung 3.22: Ferromagnetische Doménen auf der Oberfliche eines einkristallinen
Nickelplattchens. Abbildung durch Pulverdekoration (aus: Ch. Kittel, Festkérperphysik,
12. Auflage, Abb. 15.27)

Wir kénnen die Ausbildung bzw. das Wachstumsverhalten von Doménenstrukturen eben-
falls an Hand eines Modells nachvollziehenl. Das Modell besteht aus sehr vielen, in ei-
ner Ebene drehbar angeordneter Stabmagnete (Kompassnadeln). Fiir H = 0 liegen sehr
verschieden orientierte Doménen vor; bei Anlegen eines Feldes wachsen die ”giinstig”
orientierten Doménen

Trégt man fiir einen Ferromagneten die Magnetisierung gegen das angelegte H-Feld auf,
so erhilt man eine Hysteresekurve wie in Abb. dargestellt.

Im Experiment beobachten wir die Hystereseschleife (ohne Neukurve) fiir Ni-Fe

Typische Sattigungsmagnetisierungen oM betragen:

SEs sei hier allerdings angemerkt, dass die Wechselwirkung, die zur ferromagnetischen Ordnung fiihrt,
nicht die magnetische Wechselwirkung zwischen Dipolen ist. Statt dessen liegt die ” Austauschwech-
selwirkung” vor, die erst im Rahmen der Quantenmechanik genauer erklirt werden kann. In Kiirze sei
gesagt, dass bei der Austauschwechselwikrung die Coulombkraft zusammen mit den Welleneigenschaften
der Teilchen betrachtete werden muss.
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M
Neukurve
Ms—
M,— f
ava
.Hk
H
Hy
/ Abbildung 3.23: Schematische Darstellung der Hystere-
M seschleife eines Ferromagneten. M,: Séattigungsmagneti-
— -Ms sierung; M,: Remanente Magnetisierung; Hy: Koerzitiv-
feldstérke
Fe: 1700 G
Co: 1400 G
Ni: 487 G

Fiir spezielle Legierungen wie NdFeB werden fiir die remanente Magnetisierung poM,
sogar Werte um 1T erreicht. Aus diesem Material werden die heute stéirksten Permanent-
magnete hergestellt.

7

Umgekehrt versucht man bei ”weichmagnetischen Materialien” die remanente Magneti-
sierung so klein wie moglich zu halten. Im Idealfall ist M, fast null und man hat einen
(nahezu) eindeutigen Zusammenhang M (H ), mit M = x,, H fir kleine Felder. Fiir spezi-
elle Materialien (”Mumetall”) erreicht man fiir x,, Werte von einigen 10*.

Diese weichmagnetischen Materialien verhalten sich dhnlich wie Paramagnete, allerdings
mit einer viel groBeren Suszeptibilitat.

Mit weichmagnetischen Materialien werden beispielsweise magnetische Abschirmungen
hergestellt. Das B-Feld im Inneren der Probe wird gegeniiber dem angelegten Feld erheb-
lich verstarkt. Im Aulenraum sind die durch die Magnetisierng erzeugten Feldlinien dem
angelegten Feld entgegengerichtet, dieses wird abgeschwichtl]l. Legt man an einen Ring
aus weichmagnetischen Material mit hoher Suszeptibilitéit ein Magnetfeld an, so verlaufen
die Feldlinien praktisch vollstdndig im Innern des Zylinders; dessen Innenraum ist nahezu
feldfrei. Wir demonstrieren dies durch Dekoration mit Eisenfeilspénen (s. Abb. 3.8.5)

In typischen Laborexperimenten verwendet man ineinandergeschachtelte Zylinder etwa
aus Mumetall. Man erreicht damit eine Abschwichung des Erdfeldes um 5-6 Groflenord-
nungen. Fiir spezielle klinische Anwendungen (z. B. Hirnmagnetismus; GroBenordnung
der Signale: unter 107210715 T) werden sogar ganze Ridume mit Vielfachschichten aus
weichmagnetischem Material und zusétzlich elektrisch gut leitendem Material fiir die elek-
trische Abschirmung ausgekleidet ("magnetische Abschirmkammern”).

3.8.5 Weitere Anmerkungen

Es gibt eine ganze Reihe weiterer Effekte, die vollig analog zum elektrischen Fall sind.
Wir geben einige Beispiele an:

"Fiir eine unendlich groe Platte springt B|| um einen Faktor y, /p,, wie in Abschnitt B gezeigt.
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Abbildung 3.24: Weicheisenring (links) und unmagnetischer Messingring (rechts) im Feld
eines Hufeisenmagneten. Das Innere des Weicheisenrings ist nahezu feldfrei, wiahrend die
Feldlinien den Messingring ungehindert durchdringen.

Spontane Ordnungen

Neben Ferromagnetismus sind insbesondere Antifwerromagnetismus und Ferrimagnetis-
mus héufig vorkommende Ordnungtypen. Beim Antiferromagnetiusmus stehen benachbar-
te mangetische Momente antiparallel. Fiir die Suszeptibilitét knapp oberhalb der Uber-
gangstemperatur (Néel-Temperatur Ty ) gilt:

const.
t+Tn

Xom = (3.53)

Beispiele fiir antiferromagnetische Substanzen sind in Tab. BBhngegeben.

‘ Material H Ty [K] ‘
MnO 116
FeO 198
NiO 525
Cr 308

Tabelle 3.5: Ubergangstemperaturen antiferromagnetischer Materialien

Beim Ferrimagnetismus sind benachbarte Magnetische Momente ebenfalls antiparallel an-
geordnet. Allerdings sind die Magnetisierungen der ”nach oben” bzw. "nach unten” zeigen-
den Untergitter verschieden, so dass netto eine endliche makroskopische Magnetisierung
vorliegt. Antiferromagnetische Materialien (Bsp: Ferrit = Fe;O3 oder Magnetit = Fe3Oy)
weisen eine qualitativ dhnliche Hysteresekurve auf wie Ferromagnete, allerdings mit einer
sehr kleinen Hystereseschleife. Ferrit ist aulerdem im Gegensatz zu Fe, Co und Ni nicht-
leitend. Ferrit wird auf Grund dieser Eigenschaften oft zum Bau von Transformatoren
verwendet, wie wir in Kap. Bl genauer sehen werden.
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Magnetisierung elliptischer Proben; Entmagnetisierungsfaktoren

Wenn an ein Ellipsoid ein homogenes Magnetfeld angelet wird, so ist analog zum elektri-
schen Fall die Magnetisierung in der Probe homogen. Das Feld sei entlang einer Haupt-
achse x angelegt. Es gilt dann:

H;:nnen — H;ussen _ Ng;Mx (354)

wobei N, der ”Entmagnetisierungsfaktor” bzgl. der Hauptachse x ist. Er hat den gleichen
Zahlenwert wie der in Abschnitt [[T0 diskutierte Entelektrisierungsfaktor.

Ganz analog zum elektrischen Fall (Gl. [L64, Abschnitt [CT0) erhélt man:

X
M = H 3.55
1+ Ny (3.55)

Steighthenmethode zur Bestimmung von Y,

Wie im elektrischen Fall wird eine paramagnetische Fliissigkeit in das Innere einer Spu-
le gezogen (vgl. Abb. BZH). Analog zum elektrischen Fall (vgl. Ubungsaufgabe) erhilt
man eine Steighdhe h = 1/(2pg)uoXxmH?. Bei bekannter Dichte p ldsst sich hieraus x,,
bestimmen.

Magnet

Magnet. Flissigkeit Abblldung 3.25:
Steighéhenmethode zur Bestimmung von X,

Ein dhnlicher (allerdings deutlich stirkerer) Effekt wird beobachtet, wenn man einen
Weicheisenstab unter der Bohrung einer Feldspule anbringt. Schaltet man den Strom
durch die Spule ein, wird der Stab in die Spule gezogen und schwingt dort fiir einige
Zeit auf- und ab.
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Kapitel 4

Maxwell-GGleichungen

4.1 Das Faradaysche Induktionsgesetz

In den vorhergehenden Kapiteln haben wir die Phanomene der Elektrostatik und Magne-
tostatik weitgehend unabhéngig voneinander behandelt. Dabei haben wir gesehen, dafl
Ladungen zu elektrischen Feldern fiithren, wéhrend Stréme die Ursache von Magnetfel-
dern sind. Wenn wir nun in diesem Kapitel die Diskussion auf Ladungsverteilungen, die
zeitabhéngig sind, und Stréome, die nicht stationér sind, erweitern wollen, so ist klar, dass
die Anderungen der Ladungsdichte iiber die Kontinuitéitsgleichung mit der Stromdich-
te verkniipft ist. Daraus folgt aber auch, dass elektrische und magnetische Felder nicht
unabhéngig voneinander betrachtet werden kénnen.

Zunéchst wollen wir uns in diesem Abschnitt der Frage widmen, wie Magnetfelder elek-
trische Phénomene induzieren kénnen. Das Biot-Savart’sche Gesetz (BIH) beschreibt,
wie elektrische Strome Wirbel einer magnetischen Induktionsdichte B hervorrufen. Der
Physiker Michael Faraday befafite sich um 1830 mit der Frage, ob umgekehrt mit Hilfe
von Magnetfeldern auch elektrische Strome erzeugt werden konnen. Seine Experimente
zur Erzeugung von Stromen in zeitlich verédnderlichen Magnetfeldern fithrten zu dem Fa-
raday’schen Induktionsgesetz, dal wir zundchst einmal an dem in Figur BTl skizzierten
Beispiel diskutieren wollen.

Wir betrachten eine Leiterschleife, die sich in einem homogenen Magnetfeld befindet,
dessen Feldlinien senkrecht zu der Zeichenebene und zwar in die Ebene hinein zeigen
sollen. Dieses Feld sei auf einen Raumbereich begrenzt. In der Figur ist dies dadurch
gekennzeichnet, dass nur in einem Bereich Feldlinien von B durch x Zeichen dargestellt
sind.

Zieht man nun die Leiterschleife mit der Geschwindigkeit ¢ senkrecht zum Magnetfeld
aus diesem heraus, so stellt man fest, dass wéhrend dieser Bewegung eine Spannung U
induziert wird, die dann zu einem Strom in dem Leiter fiithrt. Um nun dieses Gesetz zu
formulieren, definieren wir den von der Leiterschleife umschlossenen magnetischen Fluss

©:
@::LEdf. (4.1)
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Abbildung 4.1: Beispiel zur Diskussion des Faraday’schen Induktionsgesetzes

Zu integrieren ist dabei {iber eine Fldche F', deren Rand die Leiterschleife bildet. Die Ori-
entierung des Randes und die Richtung des Flachenvektors sind dabei iiber die “Rechte-
Hand Regel” miteinander verkniipft. Dies bedeutet: Halten wir unsere rechte Hand so,
dass die Finger parallel zum Rand zeigen und zwar in Richtung der Orientierung des
Randes, d.h.: in die Richtung in die wir bei eine Integration iiber den Rand integrieren
wollen, so zeigt der ausgestreckte Daumen in die Richtung der Fldchennormalen.

Dieser Fluss héngt nicht von der Form der Flédche, sondern nur von deren Berandung ab,
wie folgende Uberlegung zeigt: Betrachten wir zwei Fléchen, die einen gemeinsamen Rand
haben, ansonsten aber unterschiedlich sind. Die Abbildung zeigt einen Querschnitt
durch eine solche Anordnung mit einem gemeinsamen Rand und den Flachen mit den
Flichennormalen F 1 und ﬁg. Betrachten wir nun den magnetischen Flufl durch die Fléache

Fy

/édf:/gdf_/édf+/§df:7§ Edf+/§df:/@dv+/§df

P ) Py Py FloF, Py y =0 Py

Beim Ubergang zur zweiten Zeile haben wir ausgenutzt, dass das Integral iiber die Fliche
F} minus dem Integral iiber die Fliche F5, beziehungsweise dem Integral iiber F; mit
umgekehrter Flichennormale, insgesamt ein Integral iiber die Oberfliche des Volumens

Abbildung 4.2: Zwei Fldchen mit gleichem Rand (Punkte links und rechts)
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V' gibt, das von diesen beiden Flédchen umschlossen ist. Die Anwendung des Gaufschen
Satzes auf dieses Oberflichenintegral liefert die dritte Zeile. Da die Divergenz des B-Feldes
verschwindet, ist die Behauptung, dass der Wert des magnetischen Flusses nur vom Rand
der Fldache abhéngt, bewiesen.

Faraday fand nun heraus, dass eine zeitliche Anderung des magnetischen Flusses in der
Leiterschleife einen elektrischen Strom induziert. Die Ursache fiir den Stromfluf} ist ein
langs der Leiterschleife bestehendes elektrisches Feld. Integriert man dieses elektrische
Feld langs der Leiterschleife, erhélt man die Induktionsspannung:

o d(p
wi= ¢ Edg=— 2. 4.2
Uznd f S dt ( )

Dies ist das Induktionsgesetz von Faraday. Es besagt, dass diese induzierte Spannung
proportional zur zeitlichen Anderung des magnetischen Flusses ist.

Wir wollen uns nun im Folgenden durch die Diskussion des in Abbildung ET] skizzierten
Beispieles davon iiberzeugen, dass dieses Faraday’sche Induktionsgesetz in diesem Fall mit
der Wirkung der Lorentz-Kraft erklart werden kann.

Beweis: Auf eine in der Leiterschleife befindlichen Ladung ¢ wirkt durch die Geschwin-
digkeit, die durch die Bewegung des Leiters hervorgerufen wird, die Lorentz-Kraft:
F = quU X B.

Mit Hilfe der Definition der elektrischen Feldstirke £ = F /q wirkt diese Kraft wie ein
E-Feld, das fiir die Beschleunigung der Ladungstréiger verantwortlich ist:

—

E =4xB.

Integrieren wir nun diese Kraft oder das entsprechende FE-Feld iiber die Leiterschlaufe,
wie in der Abbildung dargestellt, so ergibt sich

fﬁdg’: ]{ (17>< é) ds. (4.3)

Durch die Bewegung der Leiterschlaufe iiber einen Zeitraum At &ndert sich die vom
Magnetfeld durchdrungene Fliche um

AF = —§x (TAt)

= — (ds x U) At
linker Rand

wobei § der Vektor ist mit der Lénge des linken Randes und der Richtung parallel zur
angedeuteten Integrationsrichtung. Deshalb kénnen wir diese Fliche auch durch die In-
tegration in der zweiten Zeile berechnen. Das negative Vorzeichen gibt an, dass die vom

Magnetfeld durchdrungene Flache kleiner wird. Die Flachennormale von AF steht parallel
zum Magnetfeld (also in die Bildebene hinein). So ergibt sich

—

B-AF = —/ B - (d§ x ¥) At.
linker Rand



166 KAPITEL 4. MAXWELL-GLEICHUNGEN

)
17

Abbildung 4.3: Generator: Leiterschlaufe im homogenen B Feld

Dieses Produkt B - AF gibt gerade die Anderung des magnetischen Flusses A® in der
Leiterschlaufe im Zeitintervall At an. Das Integral auf der rechten Seite kénnen wir ohne
Anderung des Wertes ergénzen zu einem Integral iiber die ganze Schlaufe: Im unteren und
oberen Abschnitt stehen ¢ und ds parallel, so dass ¢ x ds' = 0, auf der rechten Seite des
Rechtecks ist B = 0. Wir erhalten also

Ap=B-AF = —/ d§.<ﬁx§)m.
gesamter Rand

Dabei haben wir die Vektorrelation @- (b x &) = b - (€ x @) benutzt. Daraus ergibt

fdg-(ﬁxé):_% N _(Z_f

Ein Vergleich mit (E3)) liefert

Damit formulieren wir nun noch einmal das Faradaysche Induktionsgesetz in der Form:

Fds=——L. 4.4
74 5= -2 (4.4)

Als Beispiel zum Induktionsgesetz betrachten wir ein einfaches Modell eines Generators
fiir elektrischen Strom: eine Leiterschlaufe, die sich in einem homogenen B-Feld dreht

(sieche Abb. E3)).

Die Ebene der Leiterschleife bilde zum betrachteten Zeitpunkt mit dem B-Feld den Winkel
¥ und drehe sich mit der Winkelgeschwindigkeit w um eine Drehachse senkrecht zum
Magnetfeld. Damit gilt also: ¥ = wt. Fiir den magnetischen Flufl durch die Leiterschlaufe
gilt
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Nach dem Induktionsgesetz betrégt dann die Induktionsspannung

dp

dt
= —B-F(—sinhwt)w
= BFw sinwt
U

Uind -

Upnae ist die maximale Induktionsspannung. Sie kann durch die Verwendung von mehr
Windungen erhcht werden. Betrachten wir nun die vom Generator erzeugte elektrische
Leistung P.;, die freigesetzt wird, wenn wir die Spannungsquelle, also unseren Generator
iiber einen Widerstand R kurzschliefen:

Pel = Uind I
UZ%’Ld

R
B?F*,?
= 7 sin
Wie iiblich bezeichnet I den Strom in dem Leiter, R den elektrischen Widerstand der
Leiterschlaufe und bei dem Ubergang von der ersten zur zweiten Zeile haben wir das
Ohmsche Gesetz angewandt. Um diese elektrische Leistung bereitzustellen, muss mecha-
nische Arbeit geleistet werden. Zur Berechnung der mechanischen Leistung betrachten

wir das magnetische Moment der stromdurchflossenen Leiterschleife (B30):
|m| = IF
Uind
= F
R

BF?w . .
= sin wt.
R

wt. (4.5)

Das Drehmoment, das nétig ist um die Leiterschleife und damit das zugehorige magne-
tische Moment im externen Magnetfeld zu drehen, ist gegeben durch (siehe (B0))

IN| = |nix B
B (BQFZW

sin wt) sin wt

B*F*w .,
= 7 sin
Entsprechend betragt die meghanische Arbeit, die Leiterschleife um den infinitesimalen
Winkel di zu drehen, dw = |N|dv. Daraus ergibt sich fiir die mechanische Leistung:
dw

dt

wt.

Pmech
— |NI=
= [N
B?F?w*

= sin

R

wt.
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Der Vergleich mit der in (E0) berechneten elektrischen Leistung zeigt:
Prech = P )

die mechanische Leistung oder Arbeit, die dem Generator zugefiihrt wird, wird vollsténdig
(jedenfalls in diesem idealisierten Beispiel, bei dem wir Reibungskriifte vernachléssigen)
in elektrische Leistung beziehungsweise Arbeit umgesetzt.
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4.2 Versuche zum Faraday’schen Induktionsgesetz

Wir demonstrieren die Spannungserzeugung in einer Leiterschleife bei Anderung der vom
Magnetfeld durchsetzten Flache:

4.2.1 Veranderliche Fliche der Leiterschleife

Eine Seite einer Leiterschleife ist als beweglicher Biigel ausgelegt (Abb. EAl). Bewegt man
den Schieber mit Geschwindigkeit v, so wird entsprechend dem Gleichgewicht zwischen
Lorentzkraft und elektrostatischer Kraft eine Spannung U = bvB, = bfl—fB = B%
generiert.

Abbildung 4.4: Zum Induktionsgesetz:
Leiterschleife mit beweglichen Drahtbiigel.

4.2.2 Rotierende Leiterschleife

In einem zweiten Versuch rotieren wir eine Leiterschleife im Magnetfeld (Abb. EE3). Der
magnetische Fluss durch die Schleife éndert sich entsprechend: ® = BA coswt. Die indu-
zierte Spannung ist gegeben durch:

dd
Uipd = = ABuw sin wt.

Abbildung 4.5: Rotierende Leiterschleife

Durch Rotation einer Leiterschleife (oder auch einer Spule) im Magnetfeld lassen sich also
Wechselspannungen generieren.
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4.2.3 Rotierende Spule im Erdfeld

Wir demonstrieren die Spannungsinduktion ebenfalls durch sehr schnelle Rotation einer
Spule im Erdfeld. Diese Anordnung kann im Prinzip zu einer sehr genauen Magnetfeld-
messung verwendet werden.

4.2.4 Spannungsinduktion in einer Leiterschleife:
Zeitliche Anderung des Magnetfelds

Wenn wir in der in Abb. L4l vorgestellten Anordnung die Fléche der Leiterschleife konstant
halten, aber das Magnetfeld &ndern (d. h. abschalten oder einschalten), so wird ebenfalls
eine Spannung induziert. Dieser Fall kann nicht durch die bislang diskutierten
Gleichungen der Magneto- bzw. Elektrostatik erklart werden.

4.2.5 Induktionsgesetz bei zeitlich verinderlichem Magnetfeld:
Quantitative Analyse

Der Messaufbau ist in Abb. gezeigt. Fine Feldspule wird mit einem zeitlich variablen
Strom zwischen 0 und 5 A versorgt. Der Strom wird dabei innerhalb von 5s linear von 0
auf 0.37 A erhoht und dann innerhalb 5s wieder auf 0 erniedrigt. Die Feldspule erzeugt
ein Magnetfeld von 9.42 G bei einem Strom von 1A (d. h. ”Spulenkonstante” dB/dl =
9.42 G/A). Die Querschnittsfliiche der Feldspule betrigt A = 63.6 cm?.

Um die Feldspule ist eine ”Induktionsspule” mit N; = 1000 Windungen angebracht (al-
ternativ kann die Spannung iiber 250 bzw. 500 Windungen abgegriffen werden). Die In-
duktionsspule kann auBerdem entlang der Achse der Feldspule verschoben werden. Sie
befindet sich zunéchst in Mitte der Feldspule.

IFeIdspuIe A
5A 1
Uind
" 0 : > t
~— —, Uy O 5s
— — BO sgmy
— — m
- N
\ :
Feldspule Induktionsspule -58 mv

Abbildung 4.6: Feldspule und Induktionsspule zur quantitativen Analyse induzierter
Spannungen

Fir N; = 1000 misst man iiber der Induktionsspule unter obigen Bedingungen einen
Spannungsabfall Uj,q = £58 mV, wobei sich das Vorzeichen der Spannung je nach Vorzei-
chen von dI/dt einstellt. Fiir N; = 500 bzw. 250 sinkt der Spannungsabfall proportional
zur Windungszahl ab.
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Wenn wir unterstellen, dass Ui,q proportional zur Anderung des magnetischen Flusses
durch die Induktionsspule ist, dann sollte gelten:
do dBdIl

Uindoc—NE:—N-A-ﬁa (4.6)
Der Faktor N erscheint, da der zeitlich verdnderliche Fluss in jeder Windung der Induk-
tionspule eine Spannung induziert. Der Fluss durch jede Windung ist in etwa gleich dem
Fluss BA durch die Feldspule, da das Auflenfeld dieser Spule vernachléssigbar klein ist.
Einsetzen der obigen Zahlenwerte ergibt fiir die rechte Seite der Gleichung (ELH) einen
Zahlenwert von 58 mV, was recht genau mit der Beobachtung iibereinstimmt. Die Pro-
portionalitdtskonstante ist also im Rahmen der Messgenauigkeit gleich 1, wir erhalten:

do
N—
dt

Wenn wir die Induktionsspule zum Rand der Spule hin verfahren, féllt U;,q langsam ab,
erreicht die Hélfte des Maximalwerts am Spulenrand und geht weit weg von der Spule auf
Null zuriick. Dies ist konsistent mit Gleichung (7). Man kann zeigen, dass das Feld einer
langen Spule an ihrem Rand gerade die Hélfte des maximalen Feldwertes betriagt. Wenn
wir dI/dt variieren, so dndert sich Uj,q proportional zu dI/dt, was ebenfalls konsistent

mit Gleichung (1) ist.

Wir miissen jetzt noch das Vorzeichen in (7)) genauer analysieren. Das negative Vor-
zeichen in (1) fithrt dazu, dass bei kurzgeschlossener Induktionsspule in dieser ein ma-
gnetischer Fluss erzeugt wird, der der externen Flussinderung entgegenwirkt (Lenzsche
Regel). Um dies zu demonstrieren, betrachten wir zunéchst die in Abb. B dargestellte
Spulenanordnung. Hier befinden sich Feldspule und Induktionsspule auf einer Achse. Die
Induktionsspule ist auf Rollen beweglich angeordnet und wird zunéchst kurzgeschlossen.

Uind - — (47)

Induktionsspule
O —,
- Feldspule <
— ™ : . .
/ \ Abbildung 4.7: Zur Lenzschen Regel: In

duktionsspule auf Rollen

Schaltet man die Feldspule ein, so rollt die Induktionsspule von der Feldspule weg. Beim
Einschalten erhoht sich der magnetische Fluss durch die Induktionsspule. Diese baut daher
ein zur Feldspule entgegengesetztes Feld auf. Der Gradient des Feldes durch die Feldspule
ist dem von der Induktionsspule erzeugten magnetischen Moment entgegengerichtet, so
dass sich die beiden Spulen abstofien. Beim Abschalten der Feldspule wird die Indukti-
onsspule dagegen angezogen. Der Feldgradient der Feldspule hat die gleiche Richtung wie
zuvor (er verringert lediglich seinen Wert). Dagegen dreht sich das magnetische Moment
der Induktionsspule um, so dass sich auch die Kraft zwischen den beiden Spulen um-
dreht. Wenn wir jetzt die Induktionsspule 6ffnen, so wird beim Ein- bzw. Ausschalten der
Feldspule zwar eine Spannung induziert, jedoch kann kein Strom in der Induktionsspule
flielen. Deren magnetisches Moment ist null, die Induktionsspule bewegt sich nicht.

In einem zweiten Versuch legen wir einen leitenden Ring auf eine Feldspule (Abb. LJ).
Schalten wir die Feldspule ein, so springt der Ring nach oben.
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Ring

Feldspule
Abbildung 4.8: Zur Lenzschen Regel: Leitender Ring auf einer Feld-
spule

Die Abstolung des Rings beim Einschalten der Feldspule ist wie im vorhergehenden Ver-
such eine Folge der Lenzschen Regel.

Was passiert, wenn wir den Ring bei eingeschaltetem Feld iiber die Feldspule bringen und
absinken lassen?

Wenn der Ring absinkt, steigt der Fluss durch den Ring an, der Ring entwickelt ein
magnetisches Moment, das dieser Anderung entgegengerichtet ist. Wire der Widerstand
des Rings Null, so wiirde sich in einer gewissen Hohe ein Gleichgewicht zwischen der
nach oben zeigenden magnetischen Kraft und der nach unten zeigenden Gravitationskraft
einstellen, der Ring wiirde schweben bzw. um eine Gleichgewichtslage herum oszillieren.
Genau dies passiert in einem supraleitende Ring . In einem normalleitenden Ring klingen
aber die Kreisstrome langsam ab, das magnetische Moment des Rings wird geringer und
der Ring sinkt ab.

Mit der Lenzschen Regel ldsst sich nun auch der Diamagnetismus verstehen: In jedem
Atom werden bei Annéherung an ein Feld (bzw. Einschalten des Feldes) Ringstrome so an-
geworfen, dass das von den Stromen erzeugte Feld dem angelegten Feld entgegengerichtet
ist. Auf eine quantitative Analyse wollen wir hier allerdings nicht eingehen.

Das Aufttreten von Kreisstromen (Wirbelstrémen) bei einer zeitlichen Anderung des Ma-
gnetfeldes wird bei der Wirbelstrombremse genutzt: Wir lassen ein metallisches Pendel
durch den Spalt eines Elektromagneten (Hufeisenform) pendeln. Solange der Magnet aus-
geschaltet ist, schwingt das Pendel mit geringer Dampfung. Schalten wir den Magnetstrom
ein, so hélt das Pendel fast instantan an. Wenn sich das Pendel in den Spalt des Magne-
ten hineinbewegt, so werden im Pendel starke Wirbelstrome angeworfen. Diese Strome
dissipieren auf Grund des Ohmschen Gesetzes Energie, die "Reibung” des Pendels wird
sehr grof3, das Pendel kommt sehr rasch zur Ruhe.

!Der Spannungsabfall iiber einem supraleitenden Ring ist Null. Nach B folgt dann d¢/dt = 0. Der
Fluss durch einen supraleitenden Ring (bzw. auch durch einen massiven Supraleiter) bleibt konstant.
Dieser Effekt ist eine Konsequenz des Induktionsgesetzes zusammen mit der Eigenschaft R = 0 des
Supraleiters. Allerdings geht der ”ideale Diamagnetismus” dariiber hinaus. Wenn an den Supraleiter
oberhalb von T, (d. h. bei R > 0) ein Magnetfeld angelegt wird, so klingen die Kreisstrome schnell ab,
das Feld durchdringt den Supraleiter. Kiihlt man jetzt den Supraleiter unter 7T, so erwarten wir wegen
¢ = const., dass das Feld im Supraleiter bleibt. Dagegen ist die Beobachtung, dass auch bei diesem
Prozess das Feld aus dem Supraleiter herausgedringt wird. Diese Eigenschaft (wie auch die Eigenschaft
R = 0) ldsst sich erst durch die Quantenmechanik erkldren.
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4.3 Wechselstromgeneratoren und Elektromotoren

Das Prinzip des Wechselstromgenerators hatten wir im Grunde bereits in Abschnitt
kennengelernt, als wir eine Spule im Feld drehten. Wenn wir die Spule an einen Verbrau-
cher (Widerstand R) anschlieflen, so fliefit durch diesen ein Wechselstrom. Mechanische
Arbeit (Drehen der Spule) wurde in elektrische Energie umgesetzt. Wir betrachten jetzt
einige spezielle Anordnungen:

Gleichrichtung: Wenn wir die Spannungsabgriffe an der Spule nach einer Drehung von
180° durch einen Polwender umkehren (vgl: Gleichstrommotor, Abschnitt B, so ist die
erzeugte Spannung proportional zu |sinwt|. Die Wechselspannung wurde ”gleichgerich-
tet”.

Drehstromgenerator: Wir drehen drei um je 120° versetzte Spulen im Magnetfeld (Abb.

). Jede der Spulen liefert eine Wechselspannung, wobei die drei Spannungen phasen-
verschoben sind. Die drei Spulen werden mit R, S und T bezeichnet. Es gilt dann:

Ur =Upsinwt (4.8a)
Us =Uy sin(wt — 120°) (4.8b)
Ur =Uy sin(wt + 120°) (4.8¢)
B
U,

[

Ur Abbildung 4.9: Erzeugung von Drehstrom

Drehstrommotor: Wir versorgen jetzt drei um je 120° zueinander verdrehte Spulen mit
Drehstrom (Abb. E10).

Das Magnetfeld im Zentrum der Anordnung hat von Null verschiedene Komponenten B,
und B,,. Die z-Komponente ist 0. Fiir B, erhalten wir: B, = Bg(t) cos 30° — By (t) cos 30°,
wobei Bg(t) und Br(t) entsprechend (7)), [Ra) und (B.8LH) phasenverschoben si-
nusformig oszillieren, Bg(t) = By sin(wt—120°), Br(t) = By sin(wt+120°). Nach einfacher
Rechnung ergibt sich:

3
B.(t) = _§B° cos wt (4.9a)
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Abbildung 4.10: Prinzip des Drehstrom-
motors

und analog:

By(t) = —gBO sin wt (4.9b)

Der Betrag des von den drei Spulen erzeugten Feldes ist also zeitunabhéngig, seine Rich-
tung dreht sich mit der Kreisfrequenz w.

Bringen wir jetzt einen drehbar gelagerten permanenten magnetischen Dipol zwischen
die Spulen, so wird sich dieser mit Frequenz w mit dem Magnetfeld mitdrehen. Dieser
”Synchronmotor” kann jetzt mechanische Arbeit leistend].

Wenn wir den Permanentmagneten durch einen unmagnetischen metallischen Ring aus
Aluminum ersetzen, so wird sich auch diese drehen auf Grund der im Ring angeworfenen
Induktionsstrome drehen. Allerdings muss die Kreisfrequenz des Rings langsamer als w
sein: Wiirde sich der Ring mit w drehen, wére d¢/dt = 0, es wiirden keine Kreisstrome
induziert werden. Ein auf diesem Prinzip basierender Elektromotor heifit ” Asynchron-
motor”). Man kann den Al-Ring auch durch einen massiven Zylinder ersetzten; auch
dieser wird durch die induzierten Wirbelstrome in Bewegung gesetzt.

’Das Drehmoment, das auf den Dipol wirkt ist D = 1 x B. Die maximale Leistung, die der Rotor
erzeugen kann, ist gegeben durch P = Dw.
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4.4 Maxwellscher Verschiebungsstrom, Potenziale

Zunéchst wollen wir in diesem Abschnitt das Faradaysche Induktionsgesetz (4)) in seine
differenzielle Form “iibersetzen”: Wir betrachten eine beliebige Flache mit zugehtrigem
Rand. Fiir das Integral des elektrischen Feldes iiber diesen geschlossenen Rand der Flache

erhalten wir:
fﬁdg _ /mﬁ)df

Dabei wurde in der ersten Zeile der Satz von Stokes angewandt; beim Ubergang zur
zweiten Zeile wurde das Faraday’sche Induktionsgesetz () fiir diesen Fall vorausge-
setzt. Da wir nun die Fliche F festhalten, wird die Anderung des magnetischen Flusses
durch F ausschlieBlich durch die Anderung des Magnetfeldes bewirkt und wir erhalten:

/wx]@)df:_/(%é) aF

Da die letzte Bezichung fiir alle Fldchen gelten soll, folgt

VxE=-——B. (4.10)

Damit haben wir die Gleichungen iiber die Quellen und Wirbel der elektrischen und
magnetischen Felder und damit die eindeutigen Bestimmungsgleichungen fiir diese Vektor-
felder D = e und B = pH in der folgenden Form kennengelernt:

e Das Coulomb’sche Gesetz ([LG):

V-D=y (4.11)

e Das Faraday’sche Induktionsgesetz (E10):

L. d
E=—-——B 4.12
V x o (4.12)
e Das Fehlen magnetischer Monopole(BI3):
V-B=0 (4.13)

e Das Ampere’sche Durchflutungsgesetz (8.44)

—

VxH=j (4.14)
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Wir kénnen uns aber nun leicht davon iiberzeugen, dass das Ampere’sche Durchflutungs-
gesetz in dieser Form (EEI4) nur fiir zeitunabhéngige Probleme, eben der Magnetostatik
giiltig sein kann. Fiir ein beliebiges Vektorfeld ff, das zweimal stetig differenzierbar ist,
gilt ndmlich

V- (V x A) = 8,0,A, — 0,0.A, + 0,0, Ay — 0,0, A, + 0,0, A, — 8.0,A, = 0.
Wenn wir nun aber den Divergenz-Operator auf (EI4) anwenden erhalten wir:
0=V-(VxH) =V-j (4.15)

eine Gleichung, die offensichtlich nur bei den stationdren Stromen der Magnetostatik mit
divj = 0 erfiillt wird. Dieser Fehler kann nun dadurch behoben werden, dass wir in (E13])

ersetzen J

Vi = ﬁ-j+2£ (4.16)
Die Kontinuitétsgleichung (CZ2) sorgt dann dafiir, dass (EIH) stets erfiillt bleibt. Aus-
serdem erhalten wir im Grenzfall der stationdren Probleme wieder die urspriingliche Glei-
chung zuriick. Schliesslich kénnen wir nun noch die Ableitung der Ladungsdichte p nach

der Zeit iiber das Coulombsche Gesetz umschreiben in

dp = (dD
a”‘(%)

Setzen wir diese Identitdat in (EI6) ein und nehmen die dort angedeutete Ersetzung in
(EETH) vor so erhalten wir

. - o - (. 4D
v«va:v-G+E).

Wenn wir nun also ausschliefllich das Argument des Divergenz Operators V- auf beiden
Seiten dieser Gleichung vergleichen erhalten wir

. - dD
VXH:<TFE>, (4.17)

die Wirbel im Magnetfeld H werden also durch die Stromdichte jplus dem sogenannten
Mazwellschen Verschiebungsstrom

. dD

erzeugt. Die Bedeutung dieses Maxwellschen Verschiebungsstroms koénnen wir uns am
Beispiel der Entladung eines Kondensators verdeutlichen (siche Abb. EETT]). Ein Konden-
sator soll entsprechend der linken Skizze in dieser Abbildung mit elektrischen Ladungen
“geladen” sein. Zwischen den beiden Platten besteht also ein elektrisches Feld bzw. eine
dielektrische Verschiebung D. Wird der Stromkreis, der die beiden Kondensatorplatten
verbindet, geschlossen, so fliefit ein Strom, der natiirlich zu einem entsprechenden Ma-
gnetfeld (Wirbel um den Leiter) fiihrt. Im Dielektrikum zwischen den beiden Kondensa-
torplatten flieBt kein Strom. Dort &ndert sich aber das D Feld, (es geht zuriick auf 0), was
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Abbildung 4.11: Maxwellscher Verschiebungsstrom beim Entladen eines Kondensators

also zum Maxwellschen Verschiebungsstrom (EZIX), beziehungsweise ebenfalls zu einem
entsprechende H Feld auch in diesem Bereich fiihrt.

Damit konnen wir die Maxwellschen Gleichungen zusammenfassen und sie in folgender
Form darstellen:

divB = 0 (4.19)
. dB
tE+— = 0 4.20
rotE + pm ( )
divD = p (4.21)
. dD .
tH—— = j. 4.22
ro o J (4.22)

Die ersten zwei dieser vier Gleichungen bezeichnet man als die homogenen Gleichungen,
da in diesen beiden Gleichungen nur die elektromagnetischen Felder B und E bzw. auch
D und H vorkommen. Die dritte und vierte Gleichung sind die inhomogenen Maxwell-
Gleichungen, da in ihnen neben den elektromagnetischen Feldern auch die Ladungsdichte
p und die Stromdichte jvorkommen. Wir haben diese Gleichungen so geschrieben, dass
diese Inhomogenititen auf der rechten Seite auftauchen.

Wir wollen die Konsequenzen der Maxwellgleichungen zusammenfassen:

e Die positiven und negativen Ladungen im Raum sind die Quellen und Senken der
dielektrischen Verschiebung D.

e Es existieren keine magnetischen Monopole (Ladungen) und damit auch keine Quel-
len und Senken fiir die magnetische Induktionsdichte B.

e Die Wirbel des E-Feldes entstehen durch zeitlich verianderliche B-Felder.

e Elektrische Strome und zeitlich verdnderlich D-Felder erzeugen Wirbel des Magne-
tischen Feldes H.
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e Die Maxwellgleichungen sind 8 gekoppelte Differentialgleichungen (jeweils 3 Glei-
chungen verbergen sich hinter den Vektorgleichungen (E20) und E22)) fiir die
Bestimmung der elektrischen und magnetischen Felder £ und B, bzw. D und H.

e [st das Problem stationér, sind also die Ladungsverteilungen und Strome zeitun-
abhéngig, so werden die Gleichungen fiir die elektrischen und magnetischen Felder
voneinander entkoppelt und reduzieren sich auf die Grundgleichungen der Elektro-
statik und der Magnetostatik.

4.4.1 Potenziale der Elektrodynamik

Die Maxwell-Gleichungen (ET9) - EZ2) bilden zusammen mit den Materialgleichungen
D =¢eoeE und B = ,uo,uH die Grundsdulen der Elektrodynamik. Aus den beiden homo-
genen Maxwell-Gleichungen kénnen wir nun herleiten, dass sich die elektromagnetischen
Felder aus Potenzialen ® und A berechnen lassen. Aus der Tatsache, dass die magneti-
sche Induktionsdichte B quellfrei ist (ET9) folgt namlich, dass sich B als Rotation eines
Veltorfeldes A berechnen lisst

B=r1otA=V x A. (4.23)

Diese Beziehung aus der Magnetostatik (BITl) ist also auch im allgemeinen zeitabhéngi-
gen Fall giiltig. Wenn wir nun diese Darstellung von B in die andere homogene Maxwell-
Gleichung (E20) einsetzen erhalten wir

, A L dA
rotE—I—%:rot(E d)zO.

Das im zweiten Teil dieser Gleichung definierte Vektorfeld X ist also wirbelfrei und a8t
sich als (negativer) Gradient eines Skalarfeldes ® darstellen

. . dA
X =-grad® = E+ —
gra + 0t

E = —grad® — % (4.24)

dt
Aus diesen Gleichungen (E23) und (E24), die wir ja aus den homogenen Maxwell-

Gleichungen erhalten haben, sehen wir also, dass die elektromagnetischen Felder eindeutig
aus den dem skalaren Potenzial ® und dem Vektorpotenzial A bestimmt werden kénnen.
Dies fiihrt zu einer signifikanten Reduktion der Information, die zur Festlegung der elek-
tromagnetischen Felder erforderlich ist: Zur Darstellung der Bund E Felder, muss man
fiir Jeden Raum - Zeitpunkt (7, ¢) 6 Groflen angeben die 3 kartesischen Komponenten
von E und die 3 kartesischen Komponenten von B. Die Potenziale sind aber bereits
durch 4 Werte fiir jeden Raum - Zeitpunkt definiert (einer fiir ® und 3 fiir A). Die
elektromagnetischen Felder enthalten also redundante Information.

Wiihrend die homogenen Maxwell-Gleichungen (2200) und (EI9) den Zusammenhang zwi-
schen den elektromagnetischen Feldern und den Potenzialen ® und A liefern, fithren uns
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die inhomogenen Maxwell-Gleichungen (EZZ21]) und ([EZ22) zu Bestimmungsgleichungen fiir
diese elektromagnetischen Potenzialfelder. Betrachten wir dazu noch einmal (EZZT])

divD = 5056 ' E
d - -
= p (4.25)

In der ersten Zeile haben wir D = 5055 ersetzt und angenommen, dass die Dielektrizitéts-
konstante ortsunabhéngig ist. Beim Ubergang zur zweiten Zeile wurde (£24]) angewandst.
Die zweite inhomogene Maxwellgleichung (EZ1)) fithrt uns auf

. dD 1 -~ = dE
tH— — = —V xB—¢gpe—
ro I MOMV X €0E 7
1 = (o _dd 24
- A) e oA
o ” - <V X A) Tee {V TS }
= J (4.26)

Bei dem Ubergang von der ersten zur zweiten Zeile haben wir die Felder B und E durch

—,

die entsprechenden Potenziale ([E23) und [24)) ersetzt. Den Term rot(rotA) in dieser
Gleichung konnen wir in Analogie zu der Vektorrelation

—

Ax (bx&)=0ba & —(a bz

L4

umformen zu
ﬁx(ﬁxﬁ):ﬁ(ﬁ-ﬁ)—(ﬁﬁ)ﬁ

eingesetzt in (E220) erhalten wir

1 - PA ST 15 - dd] -
MOMAA + co¢ i +V [MOMV A+ e dt} =] (4.27)
Die Gleichungen (EZH) und (E21) sind 4 gekoppelte Differenzialgleichungen 2.0rdnung
in den Ableitungen nach Ort und Zeit zur Bestimmung der Potenzialfelder A und 9.
Diese 4 Differenzialgleichungen zweiter Ordnung bestimmen die Lésungen aber natiirlich
nicht eindeutig. Auch eine Differenzialgleichung zweiter Ordnung fiir eine gesuchte Funk-
tion f(z) besitzt ja zwei linear unabhéngige Losungen. Wir werden uns auch jetzt sofort
iiberzeugen, dass die physikalischen Observablen keine eindeutige Losung fiir diese Poten-
zialfelder erwarten lassen. Beobachten konnen wir im Experiment nur die Kréfte, die in
einem elektromagnetischen Feld auf Testladungen ausgeiibt werden. Diese Kréfte werden
aber durch die Felder ' und B bestimmt. Nehmen wir einmal an, dass wir bereits einen
Satz von Potenzialen A und & kennen, die uns iiber @23) und @) die physikalisch
beobachtbaren Felder liefern. Wir kénnen dann einen anderen Satz von Potentialfeldern
A" und @' definieren

A= A+ VA

Y= o4

} Eichtransformation
dt



180 KAPITEL 4. MAXWELL-GLEICHUNGEN

mit einem beliebigen skalaren FEichfeld A(7,t). Die iiber diese Eichtransformation be-
stimmten Potentiale A" und @’ liefern das gleiche Ergebnis fiir B und E wie die urspriing-
lichen Potenziale. Dies kénnen wir leicht verifizieren:

VxA = VxA+V xVA

=0
- B
. dA' . ~d\ dA d -
VP — — Vb4V T VYA
v dt VeV T T aY
. dA
= Vb —
v dt
- E

Es liegt also nahe, die Eichung so geschickt zu wéhlen, dass die durchzufithrenden Rech-
nungen moglichst einfach sind. Wir wollen hier zwei Eichbedingungen etwas néher disku-
tieren:

1. Lorentz-Eichung Wihle die Eichtransformation so, dass

1 = - dd’
V- A =0 4.28
Hfto et dt (4.28)

Um zu ermitteln, wie das Eichfeld A aussehen muss, setzen wir die Eichtransforma-
tion ({28)) in diese Bedingung ein und erhalten:

2

AN — M,Uo&?o% =-V-A- MM0550(2—T
Wir sehen also, dass es moglich ist zu einem vorgegebenen Satz von Potenzialfeldern
ff, ® durch Losung dieser Gleichung ein Eichfeld A zu finden, sodass die aus der
Umeichung resultierenden Potenziale die Bedingung der Lorentzeichung erfiillen.
Da die Losung fiir dieses A nicht eindeutig ist, sehen wir auch, dass selbst in der
Lorentzeichung die Potenziale nicht eindeutig gegeben sind.

Durch die Lorentzeichung werden die Differenzialgleichungen zur Bestimmung der
Potentialfelder ({L2H) und ([=Z7) vereinfacht. Fordern wir fiir die gesuchten Potenzial
A und ® die Lorentzeichung, so ist der Term in den Klammern [| in ([E27) gleich

null. Auerdem koénnen wir in (25]) V - A iiber die Bedingung der Lorentzeichung
ersetzen und erhalten

AD + “ 4 !
— e——P = —
HofEn a2 505'0
2
—AA S popcos Tz A = o) (4.29)

Die Gleichungen fiir & und A sind also entkoppelt und haben eine sehr symme-
trische Gestalt, wie wir bei der Diskussion der relativistischen Formulierung der
Elektrodynamik noch sehen werden.
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2. Coulomb Eichung: Im Fall der Coulomb Eichung fordert man

- —

V-A=0 (4.30)

Damit vereinfacht sich die Gleichung zur Bestimmung des skalaren Potentials &
(EZ3) zur Poisson Gleichung der Elektrostatik ([C34)

e0eAD(7,t) = —p(7, 1)

allerdings mit der Komplikation, dass p und damit auch ® zeitabhingig sein konnen.
Die Losungen dieser Gleichung ergeben sich (falls keine Randbedingungen vorliegen)
genau so wie im Fall der Elektrostatik

— ]- p(F/7 t) 3/
O(r t) = d 4.31
) drege ) |7 — T " ( )

miissen aber auch fiir jede Zeit ¢t neu berechnet werden. Das Problem reduziert sich
also im ersten Schritt auf das reine Coulomb Problem. Mit diesem Ergebnis kann
man dann im zweiten Schritt die Gleichung [E2Z7) zur Bestimmung von A lésen.

Zusammenfassung:

e Aus den homogenen Maxwellgleichungen kénnen wir herleiten, dass sich die elektro-
magnetischen Felder aus Potentialfeldern, einem skalaren Feld ¢ und einem Vektor-
feld A, berechnen lassen.

e Diese Potenziale sind nicht eindeutig bestimmt. Bei einer Eichtransformation der
Potentiale andern sich die daraus berechneten E und B Felder nicht.

e Die Potenziale konnen durch Lésen von gekoppelten Differenzialgleichungen aus den
Ladungs- und Stromverteilungen berechnet werden.

e Durch Eichbedingungen kénnen diese gekoppelten Differenzialgleichungen entkop-
pelt und vereinfacht werden.
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4.5 Energie der elektromagnetischen Felder

Bereits in der Elektrostatik haben wir gesehen, dass elektrische Felder einen Energiein-
halt besitzen, namlich die Energie die erforderlich ist diese Felder beziehungsweise die
entsprechenden Ladungsverteilung aufzubauen. Diese Feldenergie haben wir mit der po-
tenziellen Energie der Ladungsverteilung identifiziert. In einem magnetischen Feld wirkt
die Lorentz-Kraft auf eine bewegte Punktladung. Fiir diese Lorentz-Kraft, die ja von der
Geschwindigkeit der Ladung abhéngt gibt es kein Potenzial, aus dem die Kraft als Gra-
dient des Potenzials berechnet werden kénnte. Die Lorentz-Kraft ist also im Sinne der
Mechanik kein konservatives Kraftfeld. Wir miissen also in einem ersten Schritt untersu-
chen, was eine Anderung der kinetischen Energie von Punktladungen bewirken kann und
wie diese Anderung der kinetischen Energie kompensiert wird durch eine andere Energie-
form, so dass die Gesamtenergie erhalten bleibt.

Dazu betrachten wir zunéichst einmal die kinetische Energie 7 einer Punktladung der
Masse m mit der Geschwindigkeit ¢ und die Ableitung dieser kinetischen Energie nach
der Zeit

a7 dm
Gt dte
L di
= mi
= 7-F. (4.32)

In der letzten Zeile diese Gleichung haben wir die Newtonsche Bewegungsgleichung be-
nutzt, nach der ja die Kraft F durch die Ableitung des Impulses mu nach der Zeit gegeben
ist. Auf einer Punktladung ¢ an der Position 7 mit Geschwindigkeit ¢ wirken in einem
elektromagnetischen Feld die Coulomb-Kraft und die Lorentz-Kraft

F = qE(F) + q0 x B(7) (4.33)
Damit ergibt sich also aus (E32)

dT — —
= g E+qi (i xB) . (4.34)
dt —

=0

Man sieht also, dass eine Anderung der kinetischen Energie, also ein wirklicher Ener-
gielibertrag, nur iiber das elektrische Feld E erfolgt. Der Beitrag der Lorentz-Kraft zu
dieser Anderung verschwindet, da ja die Lorentzkraft stets senkrecht zur Bewegungsrich-
tung ¢ wirkt. Die Kraft durch das magnetische Feld B bewirkt also ausschlieBlich eine
Anderung der Impulsrichtung der Ladung. Gehen wir nun von einer einzelnen Punktla-
dung zu einer kontinuierlichen Ladungsverteilung iiber, so miissen wir bei dieser Betrach-
tung ersetzen:

q — p Ladungsdichte
@ — Stromdichte
T — 71 Mechanische Energiedichte
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Die Anderung der mechanischen Energiedichte berechnet sich also nach diesen Ersetzun-

gen entsprechend (E34) zu
d

dt

Wir wollen beschreiben, wie diese Anderung der mechanischen Energiedichte 7 kompen-
siert wird durch die Anderung der Energiedichte des elektromagnetischen Feldes. Deshalb
ersetzen wir die Stromdichte j in dieser Gleichung durch die Feldstdrken und schreiben
entsprechend der Maxwellschen Gleichung (E-22)

—j-F (4.35)

Q.
-l

Eingesetzt in (230) erhalten wir

—7=E-(VxH)-FE — (4.36)
dt
Zur Umformung des ersten Termes auf der rechten Seite dieser Gleichung betrachten wir

V- (Exﬁ) = V- (ExH)+V-(E x H)
—— —_——
= ﬁ-(ﬁxﬁ)—ﬁ-(ﬁxﬁ) :
dabei haben wir in der ersten Zeile die Produktregel fiir die Differenzialoperatoren im
Divergenzoperator V angewandt, angedeutet durch die geschweiften Klammern, die an-
zeigen, dass diese Ableltungsoperatoren auf der rechten Seite der Gleichung nur auf das

E beziehungsweise H Feld wirken. Bei dem Ubergang zur zweiten Zeile haben wir aus-
genutzt, dass die Vektorrelationen

6-(5x6):5- (axz?):—z?-(axa)

auch fiir den Nabla Operator gelten, wenn man beachtet, dass die Felder auf die der Dif-
ferenzialoperator wirkt, rechts von ihm stehen. Damit kénnen wir also in (E30) einsetzen

E-(VxH)=H-(VxE)-—V-(ExH)

und erhalten

dt- 'H,—/ ot

=

_ __i@.mﬁ.é)—v (E x H)

In dieser Umwandlung haben wir die Maxwell-Gleichung (EE20) benutzt und angenommen,
dass die Materialkonstanten ¢ und p zeitunabhéngig sind, also z.B. gilt

— — —

5. 4D -~ dE  1d(E-E) 1d(E-D)
dt dt 2 dt 2 dt
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Insgesamt konnen wir also die Gleichung fiir die Energierhaltung (E36) auf die Form
bringen

2

Diese Gleichung kann man nun leicht interpretieren: Auf der linken Seite der Gleichung
steht die zeitliche Anderung (%) der totalen Energiedichte. Diese Energiedichte besteht ei-
nerseits aus der kinetischen Energiedichte der Massenpunkte 7 plus der potenziellen Ener-
giedichte beziehungsweise ausgedriickt als Feldenergiedichte der elektrischen und magneti-
schen Felder. Die Feldenergiedichte fiir elektrische Felder hatten wir ja bereits hergeleitet
und der Beitrag 1/ 2H - B ist einfach die entsprechende Ergianzung fiir die Magnetfelder. Ist
also die zeitliche Anderung der gesamten Energiedichte (also rechte Seite von (E=37)) von
Null verschieden, so muss wegen der Energicerhaltung diese lokale Anderung der Energie-
dichte begleitet sein von einem entsprechenden Zu- oder Abfluss von Energie. Wir haben
also wie bei der Erhaltung der Ladung, die dargestellt wird durch die Kontinuitatsglei-
chung, auch hier eine Kontinuitétsgleichung fiir die Energie zu erwarten. In der Tat stellt
ja die Gleichung (BE31) gerade eine solche Kontinuitdtsgleichung dar und wir sehen, dass
der sogenannte

i7+i(15.5+%ﬁ.§>:_div(ﬁxﬁ). (4.37)

Poyntingvektor S=ExH (4.38)

die Funktion des Energieflusses iibernimmt. Integrieren wir also (E37) iiber ein bestimmtes
Volumen V', so ergibt sich

d /2 = = = 5
2 [T+—<E.D+H.B)]d3r — —/dide%

dt Jy 2
Gaufl 7{
= .

Die Anderung der gesamten Energie im Volumen V/, mechanische plus Feldenergie, wird
also begleitet durch einen entsprechenden Energiefluss S durch die Oberfliche des Volu-
mens.

Uy

-df (4.39)



Kapitel 5

Spulen und einfache elektronische
Schaltungen

In diesem Abschnitt wollen wir mit den bisher eingefiihrten Bauelementen - Widersténde,
Kondensatoren, Spulen einfache Schaltkreise realisieren und ihr Funktionsprinzip analy-
sieren. Zuvor wollen wir jedoch einige allgemeine Eigenschaften von Spulen, sowie einige
Methoden zur Erzeugung und Messung von Magnetfeldern ansprechen.

5.1 Allgemeines

5.1.1 Induktitivitidt einer Spule

Das Magnetfeld durch eine Spule (Windungszahl: N, Querschnittsflache: F') ist propor-
tional zum Strom durch die Spule, B = const. - N - I. Der magnetische Fluss durch die
Spule ist entsprechend gegeben durch:

p=DB-F =const.- N-F-1I.

Wenn sich dieser Fluss zeitlich dndert, wird in jeder Windung der Spule die Spannung
—dp/dt induziert, in der gesamten Spule also die Spannung:

Upna = —Np = —N?.const.- F-1=—LI.

Hierbei haben wir die Induktivitiat L via
Upa = —L -1 (5.1)

definiert.
Die Einheit der Induktivitit ist Henry (H). Es gilt: 1H =1Tm?/A = 1 Wb/A (Wh:
”Weber”, Einheit des magnetischen Flusses).

Mit (1)) kénnen wir fiir den magnetischen Fluss durch die Spule schreiben:

L
-1 5.2
=N (5.2)

185
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Fiir eine lange Spule (Querschnittsfliche F', Liange 1) gilt:

N

Hiermit erhalten wir: ¢ = pugNFI/l und
N2F

L= po—5— (5.3)

Die Definition (ET]) kann leicht auf den Fall verallgemeinert werden, dass mehrere
unahéngige Leiterschleifen vorliegen (wir nehmen der Einfachheit an, jede Schleife habe
eine Windung). Durch die i-te Schleife soll der Strom I; flieen. Das von dieser Schlei-
fe erzeugte Magnetfeld durchdringt z. T. auch die anderen Schleifen. Der magnetische
Fluss ¢, durch die k-te Schleife setzt sich dann zusammen aus dem durch den Strom [y
von der Schleife selbst erzeugten Fluss und die Summe aller von den anderen Schleifen
eingestreuten Fliisse, d. h.

N
i=1

Die Koeffizienten L;;. ergeben die ”Induktivitdtsmatrix”, deren Diagonalelemente L;; man
Selbstinduktivitdt und deren Auflerdiagonalelemente L;. (i # k) man gegen(seitige) In-
duktivitdt nennt.

5.1.2 Energieinhalt einer Spule

Wir kehren zuriick zum Fall einer einzigen Spule mit N Windungen und berechnen den
Energieinhalt der Spule. Wir schlielen hierzu die Spule an eine Batterie an, starten mit
I = 0 und erhéhen den Strom durch die Spule auf den Wert I. Hierbei wird die Spannung
Uma = —LI in der Spule induziert, gegen die die ”Beladung” stattfinden muss. Die von
der Batterie aufzubringende Leistung ist zu jedem Zeitpunkt P = Ul = —Uyj,q - I). Fiir
die Energie, die fiir den gesamten ”Ladevorgang” aufgewendet werden muss, erhélt man:

T T T . 1
W:/ Pdt:—/ Umdfdtz/ LI-Idt=—=LI>
0 0 0 2

Diese Arbeit wurde in die Spule gesteckt. Deren Energieinhalt ist also:

1

Wopute = 5LI%. (5.52)
Mit (B22) kénnen wir auch schreiben:
N2 ()02
Wipute = —57— (5.5b)

Wie hingt Wypue mit der Energie zusammen, die im Magnetfeld der Spule steckt? Wir
nehmen an, das Feld der Spule sei rdumlich homogen. Wir erhalten dann fiir die Feld-

energie:
1
erld - aB -H - ‘/spule'
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Mit den Ausdriicken B = pgNI/l , H = NI/l und L = puoN*F/l (B- und H-Feld bzw.
Induktivitét der langen Spule, Lénge [, Querschnittsfliche F') erhalten wir mit Vopwe = F:

1 NI\ NI 1 F 1
Wiela = = — | —IF = N?— ) I?=_LI*
feld = 5 (Mo I > I 9 (M l) ot

was gleich dem Ausdruck (Bhal) ist. Die Energie der Spule steckt also im magnetischen
Feld (das gleiche gilt auch fiir kurze Spulen bzw. rdumlich inhomogene Felder). Ganz
analog hatten wir beim Kondensator gesehen, dass dessen Energie im elektrischen Feld
steckt.

Wir kénnen auch leicht die Energie eines Systems von Leiterschleifen angeben. Fiir die in
der i-ten Schleife induzierten Spannung erhélt man U,gj; = — 22/1:1 Likf k. Wie im Fall
der Spule integriert man die Leistung, die erforderlich ist, um die Schleifen zu ”beladen”
und erhalt:

1 M
W=z > Lk, (5.6)

ik=1

5.1.3 Spezielle Spulentypen

Bereits besprochen haben wir die "lange Spule” und die ringférmige Spule (Torusspu-
le). Bei der "kurzen Spule” ist dagegen die Lénge [ deutlich geringer als der Radius r der
Windungen. Eine weitere, in der Praxis wichtige Anordnung ist die Helmholtz-Spule.
Sie besteht aus zwei kurzen Spulen (Windungszahl: N), die wie in Abb. Bl gezeigt paral-
lel zueinander im Abstand a angeordnet sind. Hierbei ist a gleich dem Radius der beiden
Spulen. Wenn in den beiden Spulen der gleiche Strom I fliefit, ist das Feld zwischen den
beiden Spule nahezu homogen und entlang der Verbindungsachse zwischen den Spulen
gerichtet. Genau zwischen den beiden Spulen erhélt man:

N
B, ~ 0.716p0—1. (5.7)
r

N [
VNN

a=r Abbildung 5.1: Helmholtz-Spule

Der Vorteil der Helmholtz-Spulen ist, dass sehr leicht von allen Seiten Gegensténde in
das Magnetfeld eingebracht werden kénnen. Wir hatten solche Spulen beispielsweise beim
Fadenstrahlrohr verwendet.

Bestromt man die beiden Spulen dagegen mit entgegengesetzter Stromrichtung, so be-
kommt man ein Quadrupolfeld wie in Abb. skizziert. In diesem Betriebsmodus spricht
man von Anti-Helmholtz-Spulen oder manchmal auch von ”Holtzhelm”-Spulen
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a
R

|| - Abbildung 5.2: Anti-Helmholtz-Spule

In vielen Bereichen der Physik hat man das Problem, das der Magnetfeldverlauf eine
bestimmte Form haben sollte. Man arbeitet dann mit einer Vielzahl von Spulen, die ma-
gnetische Multipolmomente bis zu hohen Ordnungen realisieren. Als Beispiel zeigt Abb.
den geplanten Kernfusionsreaktors ITER. Im Reaktor befinden sich eine Reihe un-
terschiedlicher Spulen, die beispielsweise fiir den magnetischen Einschluss des toriodalen
Fusionsplasmas oder fiir die Erzeugung eines Heizstroms im Plasma verantwortlich sind.
Man beachte die Person unten im Vordergrund, die die gewaltigen Dimensionen des Sy-
stems anzeigt. Im Innern des Fusionsbereichs werden von den Magneten dabei Felder von
ca. 12T generiert werden. Man wickelt diese Magnete aus supraleitendem Draht.

Abbildung 5.3: Sche-
mazeichnung des ge-
planten Fusionsreak-
tors ITER.
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5.1.4 Spulen mit Kern

Bringt man in eine lange Spulen einen Weicheisenkern (Permeabilitét: u) ein, so steigen
das B-Feld, der magnetische Fluss und die Induktivitdt um den Faktor . Bei speziellen
Anordnungen ist nur ein Teil des Weicheisens von Spulendraht umgeben. Dies gilt z. B. fiir
hufeisenformige Magnete, bei denen der Luftspalt zwischen den Enden des Kerns genutzt
wird, um Gegenstinde in das Magnetfeld einzubringen, oder fiir Transformatoren, bei
denen der "Kern” einen Ring bildet. Wir werden Transformatoren etwas spéter in diesem
Kapitel genauer kennenlernen. An dieser Stelle sei gesagt, dass der Sinn des Kerns (neben
der B-Feld-Verstiarkung) vor allem darin besteht, den von der ”Primérspule” erzeugten
Fluss in die ”Sekundérspule” einzukoppeln.

i)

7
/

Abbildung 5.4: Hufeisenmagnet —mit
Weicheisenkern (links) und Transformator
(rechts)

5.1.5 Erzeugung von Magnetfeldern

Dauerbetrieb: Mit Luftspulen aus normalleitendem Draht (Cu-Draht) lassen sich im
Dauerbetrieb ohne besondere Kithlmafinahmen maximale Magnetfelder von einigen 100 G
erzeugen, bevor die Spule auf Grund der starken Dissipation im Leiter zerstort wird. Spe-
zielle Magnete (Bitterspulen), bei denen jede Windung stark gekiihlt wird, erreichen in
Volumina von einigen cm?® Felder bis 30 T. Bei Verwendung von Kernen mit hoher Sitti-
gungsmagnetisierung kénnen in Anordnungen wie Abb. B4 Felder bis um 1T erreicht
werden. Hohe Felder, v. a. auch in grolen Volumina kénnen mit supraleitenden Dréahten
erzielt werden, da hier wegen R = 0 praktischﬂ keine Energie dissipiert wird. Die Ober-
grenze des erreichbaren Feldes ist im wesentlichen durch das obere kritische Feld des ver-
wendeten Supraleiters gegeben. Mit NbTi erreicht man Maximalfelder um 8 T, mit NbsSn
von iiber 20 T. NbsSn ist allerdings schwer zu verarbeiten; man zieht deshalb, wann im-
mer moglich, NbTi vor. In speziellen Hochfeldlaboratorien, aber auch bei Anwendungen
wie der Kernspinresonanz, werden Hybridmagnete eingesetzt. Man benutzt eine (oder
mehrere) duere Spule(n) aus NbTi. In diese werden NbsSn-Spulen eingebracht, in diese
schlieBlich normalleitende Bittermagnete. Man erreicht heute bis zu 45 T.

Gepulste Felder: Fiir wenige ms lassen sich mit speziellen (normalleitenden) Spulen
Magnetfelder bis in den Bereich 60-80 T erzeugen. Nach jedem Puls muss allerdings ei-
nige Zeit verstreichen, bis der Magnet wieder abgekiihlt ist. Noch hohere gepulste Felder

!Eine leichte Energiedissipation ergibt sich an den normaleitenden Stromzufithrungen; auch treten Ener-
gieverluste auf, wenn sich das B-Feld zeitlich &ndert.
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von bis zu 200 T kénnen dadurch erzeugt werden, dass extrem grofie Strome fiir einige us
wenige oder sogar nur eine Windung durchflieen. Die hierbei auftretenden magnetischen
Krifte zerstoren allerdings die Spule und meist auch die Probe, deren Eigenschaften im
hohen Magnetfeld untersucht werden sollten. Noch ”zerstorerischer” sind Implosionsme-
thoden, in denen ein leitfahiges Plasma in sehr kurzen Zeiten stark durch Sprengladungen
zusammengedriickt wird. Man erreicht bis zu 2000 T. Das zugrunde liegende Prinzip ist
wiederum das Induktionsgesetz bzw. die Lenzsche Regel. Man hat zunéchst ein relativ
grofles vom Feld durchsetztes Volumen. Bei der Implosion bauen sich entsprechend der
Lenzschen Regel Abschirmstrome auf, die den Fluss durch einen gegebenen Querschnitt
des Volumens konstant zu halten suchen. Verkleinert man die Querschnittsflache, so ver-
grofert sich die Flussdichte.

Im Extremfall passiert dies auch bei der Implosion eines Sterns zu einem Neutronenstern.
Hatte der Stern urspriinglich einen Durchmesser von 10°km und ein B-Feld von 1G,
der Neutronenstern schliefflich einen Durchmesser von 10 km, so betrigt das B-Feld im
Neutronenstern 10° G = 10°T!

5.1.6 Messung von Magnetfeldern

Bereits angesprochen haben wir Hallsonden und flux gates, sowie Induktionsspulen.
Bei flux gates wird die Hysteresekurve eines permanentmagnetischen Materials ausge-
nutzt. Beim Ubergang in die Sittigungsmagnetisierung ist M (H) stark nichtlinear. Man
moduliert H periodisch mit einer Frequenz w. Wenn M (H) stark nichtlinear ist, erhélt
M (w) auch Frequenzkomponenten 2w, 3w etcB. Man detektiert M bei der Frequenz 2w
und verwendet spezielle Kompensationsmethoden so, dass das Ausgangssignal der Sonde
proportional zum dufleren Magnetfeld wird. Man kann so Signale bis herab zu etwa 1pT
messen.

Bei bestimmten metallischen Verbindungen ist der elektrische Widerstand stark magnet-
feldabhéngig und kann zur Magnetometrie verwendet werden. Solche magnetoresistiven
Elemente (GMR-Sensorerﬁ) werden beispielsweise zum Auslesen von Festplatten ein-
gesetzt.

Die grofite Empfindlichkeit erreichen supraleitende Quanteninterferometer (SQUIDs =
Superconducting Quantum Interference Device), auf deren Funktionsprinzip wir hier nicht
eingehen konnen. Mit SQUIDs kénnen Magnetfelder bis zu einigen 10-157T aufgelost
werden, was beispielsweise ausreicht, um die durch Hirnstréme auflerhalb des Schédels
erzeugten magnetischen Signale zu messen (Magnetoenzephalographie, MEG).

?Um dies zu erkennen, kénen wir M (H) Taylor-entwickeln: M(H) = M, + dM/dH(H — H,) + 0.5 -
d?M/dH?*(H — H,)? + ....Setzt man H = H,__coswt ein, so ergibt das quadratische Glied einen Term
proportional zu cos?wt = (1 + cos?wt)/2. Analog ergeben auch die hoheren Glieder der Taylorreihe
Beitrége zu hoheren Harmonischen von w.

3GMR = ”Giant Magnetoresistance”
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5.2 Schaltungen mit Induktivititen und anderen Bau-
elementen

5.2.1 Auf- und Entladen einer Spule

Als einfachsten Schaltkreis betrachten wir einen Stromkreis aus einer Spannungsquelle,
einer Induktivitidt L und einem Widerstand R (Abb. BH). Die Quelle soll zunéchst schlag-
artig von U = 0 auf U = U, geschaltet werden.

Uo Abbildung 5.5: Auf- und Entladen einer Spule

Gemaf der Kirchhoffschen Maschenregel gilt:

Uy = Ur + Uy, (5.8)

Wenn der Strom I durch den Kreis zu flieBen beginnt, baut sich eine Induktionsspannung
auf, die gegen die EMK der Spanungsquelle gerichtet ist. Der Strom muss gegen diese
Spannung getrieben werden, wir erhalten Uy, = —Uj,q = LI. Wir setzen weiter U = RI
ein und erhalten:

Up=RI+ LI (5.9a)
bzw: o I
) :
e =y 5.9b
rolt5 (5.9b)

Wir setzen an: I = Iyexp(—Rt/L) + const. und erhalten:
Uo

— = Ioe_Rt/L + const. — Ioe_Rt/L

Der Koeffizientenvergleich ergibt: const. = Up/R. Fiir t = 0 soll I = 0 sein, woraus
I() = —Uo/R fOlgt
Fiir I(t) ergibt sich also:

1t = —

(1—e /5. (5.10)
Der Strom wichst mit einer charakteristischen Zeitkonstanten L/R exponentiell von 0
aus an und sattigt bei Uy/R. Wir schlielen jetzt die Spannungsquelle kurz (d. h. Uy = 0).
Zur Zeit t = 0 flieBe der Strom Iy. Der Strom I baut sich dann nach (E9H), mit Uy = 0,
ab, wobei gilt:

I(t) = Ipe BT (5.11)
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U A
U, +
Abbildung 5.6: Zeitverlauf (schematisch)
0 des Stroms durch die Spule der Schaltung

>t 53 bei Anlegen einer Rechtecksspannung.

Wir demonstrieren dieses Verhalten durch Anlegen einer Rechteckspannung U(t) wie in
Abb. schematisch dargestellt.

Wir koénnen dieses Verhalten mit dem Be- und Entladevorgangs eines Kondensators ver-
gleichen (s. Abschnitt EZ3). Dort floss der grofite Strom beim Ein- bzw. Ausschalten der
Spannung und klang exponentiell mit der Zeitkonstanten RC' ab.

Insbesondere der Entladevorgang sowohl der Spule als auch des Kondensators ist aus der
Warte einer Energie- bzw. Leistungsbilanz interessant. Im Widerstand wird die Leistung
UgrI verbraucht, wie wir ausfiihrlich abgeleitet hatten. Die erforderliche Energie kann nur
aus der Spule bzw. dem Kondensator kommen. Nach der Entladung ist die gesamte Energie
der Spule bzw. des Kondensators verbraucht. Durch Integration W = [ Ug(t)I(t)dt
kénnen wir wiederum die Energie erhalten, die im Kondensator (W = CUZ/2) bzw. der
Spule (W = LI?/2) gespeichert war.

5.2.2 Spule unter Wechselstrom

Wir legen jetzt an die Enden einer Spule eine Wechselspannung Uy coswt an (Abb. B1).
Der ohmsche Widerstand des Stromkreises sei 0.

Die in der Spule induzierte Spannung ist der angelegten Wechselspannung entgegenge-
richtet, es gilt:

Uy coswt = LI. (5.12)
Die Gleichung wird gelost durch:
Ui
I(t) = ﬁ sin wt. (5.13)

Strom und Spannung sind also um -90° (bzw. —m/2) ”phasenverschoben”, [sinwt =
cos(wt—/2) |. Das Verhéltnis |I/Uy| nimmt proportional zu w™! ab. Beide Eigenschaften
demonstrieren wir experimentell.
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L

W

UOCOSO)t Abbildung 5.7: Spule mit angelegter Wechselspannung

5.2.3 Komplexe Widerstinde

Spulen wie Kapazitdten unter Wechselstrom]l konnen wir sehr elegant durch die Ver-
wendung einer komplexen Schreibweise beschreiben. Wir ersetzen hierzu die angelegte
Spannung Uj coswt durch Uj - exp(iwt). Nachtriglich konnen wir (falls notig) zu einer
reellen Schreibweise durch Bildung des Realteils zuriickkehren.

Anstelle von (BT2) ergibt sich:
Upe™" = LI. (5.14)

Fir I setzen wir an:

I = Iye™", (5.15)

wobei wir auch komplexe Werte fiir Iy zulassen.

Einsetzen von (B10) in (BI4) liefert:
Upe™" = iwLIye™" (5.16a)

bzw.

U=iwL-1I. (5.16a)

Wir haben in diesem Fall wie beim ohmschen Gesetz einen linearen Zusammenhang zwi-
schen U und I mit dem komplexen Widerstand ("Impedanz”) der Spule iwL.

Es gilt also Iy = Uy /(iwL), bzw.

Uy 1 Ui

I= Z_w—OLe“"t = —L—[(j(coswt +isinwt) = w—z(sinwt — i coswt).

Der Realteil dieses Ausdrucks reproduziert gerade die Losung (BI3)), die wie durch Rech-
nung mit reellen Grofen erhalten hatten.

Ganz analog konnen wir auch Kondensatoren einen komplexen Widerstand zuordnen.
Legen wir an einen Kondensator eine Wechselspannung Uy exp(iwt) an, so erhalten wir
mit () = CU:

Upe™ =Q/C (5.17)

4Wir nehmen hier einen kosinusférmigen Wechselstrom an. Andere periodische Anregungen lassen sich
stets durch eine Fourierreihe darstellen.
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bzw. durch Bildung der zeitlichen Ableitung:

iwlpe™' = I/C (5.18)

Mit dem Ansatz [ = Iyexp(iwt) erhalten wir:
1

Upe™! = Rloem (5.19a)

oder .
U=—+1I 5.19b
wC ( )

Wir kénnen also auch fiir Kondensatoren ein ”ohmsches Gesetz” schreiben mit dem kom-
plexen Widerstand 1/iwC. Strom und Spannung sind um 90° phasenverschoben; das
Verhéltnis |//Up| nimmt proportional zu w zu. Diese Eigenschaften demonstrieren wir
im Experiment.

Fiir ohmsche Widerstéinde gilt natiirlich auch in der komplexen Schreibweise U = RI.

Der enorme Vorteil der komplexen Schreibweise liegt darin, dass sich jetzt auch komplizier-
te Schaltungen aus Widersténden, Induktivitdten und Kapazitdten wie Schaltungen aus
Widersténden allein behandeln lassen. Man erhélt fiir den Gesamtwiderstand einer An-
ordnung einen komplexen Widerstand Z(w) bzw. einen Zusammenhang U = Z1. Hieraus
lassen sich leicht einfache reelle Zusammenhénge etwa durch Betragsbildung oder Bildung
von Realteil und Imaginérteil ableiten.

Wegen der Wichtigkeit komplexer Widerstdnde seien diese nochmals zusammengestellt.

‘ Bauteil H komplexer Widerstand Z ‘
Widerstand || R
Kapazitét 1/(iwC)
Induktivitat || iwlL

Die Einheit des komplexen Widerstands ist in allen Féllen Ohm. Das Inverse des
komplexen Widerstands wird auch als komplexer Leitwert Y oder als Admittanz
bezeichnet: Y = Z71.

5.2.4 Leistung unter Wechselspannung

Die Beziehung P = U1 konnen wir auch fiir Wechselspannungen verwenden.
Betrachten wir zunéchst einen ohmschen Widerstand.
Es gilt: P =UI = U?/R = U cos* wt/R.

Der zeitliche Mittelwert dieses Ausdrucks ist (P) = 1/2U2/R, also einen Faktor 1/2
weniger als bei Betrieb mit einer Gleichspannung Uy. Die gleiche effektive Leistung wiirde
man fiir eine Gleichspannung Usg = Up/v/2 (bzw. einen Gleichstrom (Uy/R)/+/2) erhalten:
P =Usglg = U%/R = I%R. Man nennt deshalb U.g und g auch ” Effektivspannung”
bzw. ” Effektivstrom”.
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Welche Leistung wird benétigt, um eine Spule anzutreiben?

Wir haben:

2 2
Ul = —% coswt - sinwt = —% . = sin 2wt.
wlL wL 2

Der zeitliche Mittelwert dieser Leistung ist Null; die Energie, die der Spule wéahrend
des Aufladens zugefiihrt wurde, wird beim Entladen wieder frei. Die Leistung UI, die
momentan benotigt wird, ist eine reine ” Blindleistung”.

Betrachten wir nun den allgemeineren Fall, dass U und I um den Wert ¢ phasenverschoben
oszillieren. Es sei U = Uy coswt und I = [ cos(wt + 9).

Fiir P ergibt sich:
P = Uyl coswt - cos(wt + 6)

= Uply coswt - [cos wt cos § — sin wt sin ¢

= Uyl cos § cos® wt — Uplysin d - coswt - sinwt

Man nennt: Py = Uglycosd ” Wirkleistung” und Pg = Uyl sind ”Blindleistung”.
Der zeitliche Mittelwert von P ergibt Py /2. Der Mittelwert von Pp ist null.

Als Spezialfille kénnen wir einen Kondensator bzw. eine Spule betrachten. In beiden
Féllen ist die Wirkleistung gleich null, die Blindleistung ist £Uyl,. Hierbei ist ”-” fiir den
Kondensator giiltig, 74" fiir die Spule.

Wir kénnen P auch in komplexer Darstellung berechnen.
Zunichst schreiben wir: U = Upe™! und I = Ipe®e™! = (Iycosd +i - Iysin ) - et
Man bezeichnet [jcosd als ”Wirkstrom”, I;sind als ” Blindstrom”.

Um auf einfache Weise in der komplexen Darstellung auf Py und Pg zu kommen, berech-
net man am leichtesten

P=U. TI"=Up™ - Ihe e ™" = Uylycos§ —i - Uplysind = Py — iPg.

Wir kénnen hier mit U = Z1I auch den komplexen Widerstand Z einfiihren:

P=UI'=2Z-1-I"=(Z, +iZ)I?

Hierbei haben wir mit Z, bzw. Z; Real- bzw. den Imaginérteil von Z bereichnet. Man
bezeichnet Z, auch als Wirkwiderstand und Z; als Blindwiderstand. Mit [ = U/Z
erhalten wir:

* 1 L7 +iZ

P=U . —=U2 ——— = U222 — U2(Y, +iY)).
0 ZT_ZZZ 0 |Z|2 0( t )

Y, bzw. Y; sind der Real- bzw. Imaginérteil des komplexen Leitwerts.
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5.2.5 Zweipole und Vierpole

Im einfachsten Fall hat ein Schaltkreis zwei Klemmen, zwischen denen die (komplexe)
Spannung U anliegt und der Strom I flieit (Abb. B8(a)). Diese Anordnung wird als
"Zweipol” bezeichnet. Wir konnen im Prinzip diesen Schaltkreis als eine ”"black box” be-
trachten. Solange der Schaltkreis nur aus Induktivitdten, Kapazitdten und Widerstdnden
besteht, ist er mit U = ZI vollstdndig durch Z(w) charakterisiert.

Ein etwas komplizierterer Schaltkreis hat einen Eingang (Eingangsspanung U,, Eingangs-
strom I.) und einen Ausgang (Ausgangsspannung U,, Ausgangsstrom [,), wie in Abb.
BER(b) dargestellt. Dieser Kreis wird auch ”Vierpol” genannt. Kennen wir den Zusam-
menhang zwischen Eingang und Ausgang, so haben wir den Schaltkreis charakterisiert,
ohne dessen Aufbau im Detail zu kennen.

Schaltkreis

— —
| I.,U, | Schaltkreis | I.,U,
-0 U © L R

(a) (b)
Abbildung 5.8: (a) Zweipol und (b) Vierpol

Wir kénnen den Zusammenhang in Matrixschreibweise in der Form:
Ua o Sll 512 Ue
(-[a) N (521 SQZ ‘ Ie (520)

schreiben, mit defl 2 x 2-Matrix S. Wir konnen auch Vierpole miteinander kombinie-
ren, so dass der Ausgang des einen den Eingang eines anderen bildet. Der kombinierte
Schaltkreis lasst sich dann ebenfalls in der Form (B220) darstellen, wobei die Matrix S des
Gesamtkreises leicht nach den Regeln der Matrixpultiplikation zu berechnen ist.

Wir werden im folgenden einige einfache Beispiele analysieren, wobei wir annehmen, dass
am Eingang eine Wechselspannung der Frequenz w anliegt. Dabei werden wir nur einige
ausgewihlte UbertragungsgroBen (z. B. Sy; = U,(U.) berechnen).

5.2.6 Tiefpass

Der in Abb. gezeichnete Schaltkreis besteht aus einem Widerstand R und einer Induk-
tivitdt L, die in Reihe geschaltet sind. Die Ausgangsspannung wird iiber R abgegriffen.

SFalls N EinganggsgroBen und M Ausgangsgrofen vorliegen, miisste man S durch eine M x N-Matrix
ersetzen
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U,cosot R U
o o Abbildung 5.9: Tiefpass

Es gilt: U, = Up+Ug. Strom und Eingangsspannung hingen via U, = ZI, mit Z = iwL+R
zusammen (Reihenschaltung!). Die Ausgangsspannung ist: U, = RI = RU./Z, woraus

folgt:
U, R

—_ == 21
U. R+iwlL (5:21)
Fiir den Betrag |U,/U,| ergibt sich:
Ua R R R
Ua| _ |- ' __ (5.22)
Ue R+iwLl| \/(R+iwL)(R—iwL) VR?+w?L?

Fir w = 0 ist |U,/U.| = R; fiir wL > R ergibt sich |U,/U.| ~ R/(wL), d. h. |U,/U.| geht
proportional zu 1/w gegen null. Die Schaltung lésst also nur tiefe Frequenzen passieren
(" Tiefpass” )ﬁ

Wir haben die Eingangsspannung o coswt als reell gewéahlt. Die Ausgangsspannung ist
demgegeniiber um eine Phase § verschoben, d. h. U, « cos(wt + 9).

Abb. stellt die Situation in einer komplexen Ebene dar, in der als z-Achse Re(U,)
und als y-Achse Im(U,) aufgetragen ist.

Im(U,)

Re(U,)

Abbildung 5.10: Zur Bestimmung der Phasenverschiebung 9.

Aus der Abbildung ergibt sich leicht:

Im(U,)
tand = . 5.23
M= Re(U,) (5:23)
Da wir U, reell gewéhlt hatten, gilt mit (C38) und
R R
= —iwlL 24
Ryl Ryt (5:24)
—wl
tany = ——. 5.25
P (5.25)

6Der hier vorgestellte Tiefpass ist noch nicht sehr effektiv. Ein idealer Tiefpass sollte ein Signal bis zu
einer Frequenz w_ unabgeschwéicht durchlassen, Signale hoherer Frequenz dagegen iiberhaupt nicht. Man
kann diesem Ideal mit komplizierteren Schaltungen als der hier vorgestellten aber recht nahe kommen.
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Fiir w = 0ist 6 = 0, fiir w — 0o geht ¢ gegen —7/2 (bzw. - 90°). Der Wert —7/4 (-45°)
wird fiir w = R/L erreicht.
Die Abb. BEI1 zeigt |U,/U.| und ¢ als Funktion von w. Wegen U, = RI, erhalten wir die

gleiche Kurvenform auch fiir |I./U,|. Diese Kurvenform, sowie die Frequenzabhéngigkeit
von 0 beobachten wir auch experimentell.

1 T T T k| T TrorTrTTT T T T AL |
0_
2(1.)
o 01k ]
o 41 -4
0.01%
-T2
001 01 1 10 100 G601 0.1 1 10 100
W/(R/L) w/(R/L)

Abbildung 5.11: Ubertragungsfunktion |U,/U.| und Phasenwinkel § als Funktion von w
in logarithmischer Auftragung fiir die Schaltung der Abb. 4

Welche Leistung wird in der Schaltung verbraucht? Die Eingangsspannung ist reell, U, =
Up coswt, der Strom durch die Schaltung hat einen cos- und einen sin-Anteil. (Realteil
bzw. Imaginarteil des komplexen Stroms). Nur der cos-Anteil, d. h. der Realteil von [
liefert einen Beitrag zur ”Wirkleistung” Py, . Diese ergibt sich mit U = Z1 als

Ly

PW _ COS2 wit UOQRe(]_/Z) = COS2 wt Ugm

Der zeitliche Mittelwert von P, ist

1., 2

P)=-U?—-""
(Puw) 2 Y724+ 72

Fiir unsere Schaltung ist Z = iwL + R und damit

R
Py =U*———.
v R? + (wL)?
Fiir die Amplitude der Blindleistung erhalten wir: Pp = Ug%. Fir w — oo und
w = 0 verschwindet Pg. Die Funktion nimmt ihr Maximum von Py = UZ/(2R) fiir

w= R/L an.

5.2.7 Hochpass

Wir betrachten die Schaltung der Abb. T2 in der gegeniiber Abb. L durch C' ersetzt
ist.
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C
— ——
U,cosmt Rm U,
O

(e

Abbildung 5.12: Hochpass

Fiir den komplexen Widerstand erhalten wir Z = 1/(iwC) + R, fur U,/U. ergibt sich:
U, R

—_ = 5.26
U. R+1/(iwC) (5:26)
Hieraus folgt:
Yol _ K | (5.27)
Ue VR?+1/(w2C?)

Der Ausdruck geht gegen Null fiir w — 0; |U,/U,| — 1 fiir w — oo. Der Schaltkreis lasst
also bevorzugt hohe Frequenzen passieren. Fiir den Phasenwinkel finden wir

1
=, 5.28
tan ¢ T (5.28)

Fiir w — 0 ist § = /2, fiir w — oo geht § gegen Null. Die Abb. zeigt |U,/U.| und §
als Funktion von w.

1 2.0 T T T
= 1.5F 1 w2
D 0.1
w10t |
0.01 4
05t ]
1 1 1 0'0 1 1
0.01 0.1 1 10 100 0.01 0.1 1 10 100
wX(RC) x(RC)

Abbildung 5.13: Ubertragungsfunktion |U,/U,| und Phasenwinkel § als Funktion von w
fiir die Schaltung der Abb. [29.

5.2.8 Serieller Schwingkreis

In der in Abb. B2T4] gezeigten Schaltung sind eine Induktivitit L und eine Kapazitit C' in
Reihe geschaltet.

Wir erhalten fiir den komplexen Widerstand:

1
Z =iwl + ——. 5.29
wh+ wC ( )
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L
U,cosot C —‘— u,
o o Abbildung 5.14: Serieller Schwingkreis
Damit ergibt sich:
U. 1 1 cos wt — coswt coswt

—c__— .

Uy iwC ~ ~ wCi(wl —1/C))  &?LC -1  1—-w?LC (5.30)

Fiir w = 0 ist U, = cos wtUy; fiir w — oo geht U, /U, proportional zu 1/w? gegen null. Fiir
w = 1/vLC divergiert U./Uy. Hier ist kompensieren sich die komplexen Widersténde des
Kondensators und der Spule, wir erhalten Z = 0.

Fiir den Phasenwinkel § ergibt sich der Wert 0 fiir w < 1/ LC (d. h. U, und U, in Phase),
fir w > 1/v LC ergibt sich 6 = 7 (d. h. U, und U, in Phase).

Abb. zeigt die Funktion |U,/U,|, sowie den Phasenwinkel § als Funktion von w.

10
Tt
5@
o :
o]
0.1 ]
001 O' el e 0 sl P | e sl
"0.01 0.1 1 10 100 0.01 0.1 1 10 100
wx(LC)" wX(LC)™

Abbildung 5.15: Ubertragungsfunktion |U,/U,| und Phasenwinkel § als Funktion von
wvV LC fiir die Schaltung der Abb. T4

Wir berechnen noch Amplitude und Phasenlage des Stroms I durch den Schaltkreis. Mit
U = ZI erhalten wir [/U =1/Z = —i/(wL — 1/(w()) = iwC/(1 — w?LC).
Hieraus ergibt sich:

Iy wC
Ul 1-wlLC
(siche Abb. BET6). Das Verhéltnis I/U ist immer imagindr und auf der positiven Achse

fir w < 1/VLC, sowie auf der negativen Halbachse fir w > 1/v/LC. Die Phasenlage ¢
zwischen Strom und Spannung springt also bei von /2 nach —m /2.

(5.31)

Bevor wir die Vorgédnge in diesem Schaltkreis genauer analysieren, wollen wir zunéchst

die Schaltung der Abb. BI4 um einen Widerstand R erweitern (Abb. BI7).
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105 T T T
[t -
4
50;
AN 1

00 e
0.01 0.1 1 10 1/;00 Abbildung 5.16:  Verhéltnis |I/Uy| im
wx(LC) Schaltkreis der Abb.
L
U,cosot c R U,
° | ° Abbildung 5.17: Serienschwingkreis mit Ddmpfung

Fiir den komplexen Widerstand erhalten wir: Z = R+i(wL — 1/wR). Fiir |U,/U.| ergibt

sich:
R wRC

’% _ _ (5.32)
Ul  /RP+ (WL —1/wC)?  /(wRC)?2+ (1 - w2LC)? '
Fiir die Phasenlage ¢ erhalten wir:
—(wL -1 1 —w?L
tang = —WE=1/wC) _ 1=wLC (5.33)

R wRC

|U,/Ue|, sowie § sind in Abb. fiir verschiedene Werte von R (genauer: das Verhéltnis
R(C/L)Y?) aufgetragen. Bei w = 1/v/LC wird |U,/U,| = 1 und 6 = 0. Die Anordnung
wirkt als "Bandpass”, die Frequenzen in der Nihe von w = 1/v/LC durchlisst. Fiir kleine
Frequenzen geht § gegen 7/2, fiir grofle gegen —m/2. Auch diese Schaltung {iberpriifen
wir experimentell.

Wie kénnen wir den Schaltkreis weiter analysieren?

Wir lagen hierzu anstelle einer Wechselspannung eine Rechteckspannung an. Wir beob-
achten, dass der Strom im Schwingkreis insbesondere nach Ausschalten der Spannung eine
geddampfte Schwingung ausfiihrt.

Fiir U, = 0 haben wir den in Abb. dargestellten Schaltkreis vorliegen.

Hier gilt:
Uy +Uc+Ur=0 (5.34)
bzw. mit U = RI, U, = Q/C und U, = LI
. Q B
LI+ —=+RI=0 (5.35)

C
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1 . .
R(CIL)"= R ———
— 1.7k i
2 ) ﬁo.m
5" 2 . '
= 1 2
1
w 0.0r i
0.5 0.5
0.1 | L
0 0.01 17L & .
0 1 2 3 0.01 0.1 1 10 100
wx(LC)"™ wx(LC)"

Abbildung 5.18: Ubertragungsfunktion |U,/U,| und Phasenwinkel & als Funktion von w
fiir die Schaltung der Abb. [LT4.

C 1L
U,coswt T L
| Abbildung 5.19: Kurzgeschlossener Schwingkreis

Differenzieren nach der Zeit liefert:

LCI 4+ 1+ RCI=0 (5.36)

Dies ist die Differenzialgleichung eines geddmpften harmonischen Oszillators. Mit dem
Ansatz
I(t) = Iye™ (5.37)

finden wir:

MLC+1—-ARC =0 (5.38)

und hieraus die zwei Losungen:

1 /R 4
. 5.39
L ( )

R
- 4=
Ar=or ¥ty (

Die allgemeine Losung ergibt sich als Linearkombination [(t) = Iy;exp(—Ait) +
Ipsexp(—A_t), wobei die Koeffizienten durch geeignete Angangsbedinungen festgelegt
sind. Fiir (R/L)? > 4/LC (d. h. R > 2(L/C)"? bzw. ? Giitefaktor” Q := (L/C)'/?/R <
2) ist der Ausdruck unter der Wurzel positiv und Ay reell und gréer (oder gleich) Null.
Der Strom klingt ohne Oszillationen exponentiell ab. Fiir ) > 2 ist A1 komplex, man
erhélt eine geddmpfte Oszillation. Fir Q = 2 schliefllich ist A, = R/2L und A_ = 0 ; dies
ist der aperiodische Grenzfall.

Die Schaltung BT4 bzw. ist ein Schwingkreis mit der Eigenfrequenz (bei schwacher
Dampfung) w = 1/+/LC'. Die in Abb. gezeigten Kurven sind die Resonanzurven die-
ses Kreises. R, L und C' sind bei diesem Schwingkreis in Reihe geschaltet. Man spricht
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deshalb von seriellem Schwingkreis. Es gibt allerdings einen Unterschied zu dem in Phy-
sik T behandelten getriebenen Oszillator: Dort war die homogene Schwingungsgleichung
durch die anregende Kraft zu ergénzen. In (B30 miissen wir aber wegen der zeitlichen
Differentiation von (23H) die zeitliche Ableitung der anregenden Spannung schreiben, also
—wUp sin(wt). Dies erklart beispielsweise, warum |U,| fir w = 0 verschwindet (im mecha-
nischen Fall war die Amplitude des Oszillators bei kleinen Frequenzen proportional zur
anregenden Amplitude)ﬁ.

Es ist ebenfalls instruktiv, fiir die Oszillationen im Schwingkreis eine Energiebetrach-
tung fiir den Fall verschwindender Dampfung aufzustellen. Die Energie im Kondensator
ist Wo = CU?/2, die Energie in der Spule W, = LI?/2. Die Spannung im Kondensator
ist gegeniiber dem Strom um 90° phasenverschoben. Es gilt also:

1 1
We = aCUg cos® wt W = QL[(? sin? wt.

Die Energie im Kondensator ist maximal, wenn die Energie in der Spule minimal ist und
umgekehrt. Fiir R = 0 miissen die Spannungsabfélle {iber der Spule und dem Kondensator
entgegengesetzt gleich sein. Hieraus folgt unmittelbar Iy = wCU. Mit w = 1/(LC)Y?
erhalten wir schlieflich:
1 1
Wy = §L(w0)2U§ sin? wt = iCUg sin® wt

Die Amplituden von W, und W, sind also gleich grof3. Hieraus ergibt sich fiir die

Gesamtenergie :
1

1
W.+ Wy, =-CU; = =LI;
2 2
Die Energie "schaukelt” periodisch zwischen Spule und Kondensator hin- und her; die
Summe aus beiden Energien ist konstant, wie wir aus dem allgemeinen Prinzip der Ener-
gieerhaltung auch hitten erwarten konnen. Fiir R > 0 wird dagegen Energie im Wider-

stand dissipiert, der Widerstand erwérmt sich.

Im Experiment beobachten wir das Abklingen der Schwingungen des Kreises der Abb.
fiir verschiedene Dampfungen (die Anregung des Kreises erfolgt durch eine Rechteckspan-
nung). Wir bringen ebenfalls verschiedene Kerne in die Spule. Wenn wir einen Ferriten
einbringen, so nimmt (bei kleinem Widerstand R) die Periode der Oszillationen zu, was
wir wegen der um den Faktor p vergroflerten Induktivitdt auch erwarten. Bringen wir
dagegen Weicheisenkerne ein, so nimmt die Ddampfung der Oszillationen stark zu. Woher
kommt dies? Zum einen ist Weicheisen leitfahig; der zeitlich variable Fluss in der Spu-
le induziert daher Wirbelstrome im Kern, die den Kreis ddmpfen. Wir sehen allerdings
relativ wenig Unterschied im Abklingverhalten des Stroms, wenn wir einen Vollzylinder,
einen Hohlzylinder oder einen geschlitzten Hohlzylinder einschieben.

Der wesentlich gréfiere Déampfungseffekt kommt durch die Hystereseschleife des Kerns
zustande. Wihrend einer Periode des Wechselstroms wird die Energie ¢ oM dH im Kern

"Wenn wir uns dagegen wie in Abb. B4 fiir die iiber dem Kondensator abgegriffene Spannung U . als
Ausgangsgrofe interessieren, so erhalten wir zundchst: U, = U, + U, +U,. Mit U, = RI, U, = LI
und I = CUC erhalten wir: U, = RCUC + LCUC + U,. Fiir die Spannung am Kondensator erhalten
wir also eine Differenzialgleichung, die der fiir die Auslenkungsamplitude des getriebenen mechanischen
Oszillators vollig dquivalent ist.
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verbraucht. Die wéhrend eines Magnetisierungszyklus durchfahrene Flache M (H) ergibt
also gerade die Energie, die fiir die Ummagnetisierung notig ist. Diese Flache und damit
der Eergieverlust ist bei den Eisenkernen wesentlich grofler als bei den Ferriten, weshalb
Ferrite fiir Wechselstromanwendungen eindeutig vorteilhaft sind.

5.2.9 Paralleler Schwingkreis

Als Beispiel fiir eine Parallelschaltung komplexer Widerstinde behandeln wir noch kurz
den Kreis der Abb. (Parallelschaltung aus L und C)

| C 1L
U,coswt T L
| Abbildung 5.20: Parallelschwingkreis

Der komplexe Widerstand der Anordnung ist:

1 iwlL

7 = = 4
iwC+1/(iwl) 1—w?LC (5.40)

Z ist immer imaginir und wechselt bei w = 1/(v/LC) das Vorzeichen. Fiir |1./U,| erhalten

WII':
I

1 |1-w?LC]
U 12| wL
Die Funktion ist in Abb. BE2T] dargestellt.
Der Ausdruck ist gleich Null fiir w = 1/(V LC); Fiir w — 0 und w — oo divergiert |I/U.|
(Hatten wir noch einen Widerstand R in Reihe mit der Spannungsquelle beriicksichtigt,
so hétten wir |I/U.| — R in diesen Grenzfillen erhalten).

(5.41)

o 1 2 3
12 ..
wx(LC) Abbildung 5.21: Ubertragungsfunktion
C|1/U,| fiir die Schaltung der Abb. 20

Die Impedanz des Parallelschwingkreises wird bei der Resonanzfrequenz unendlich. Hier
flieit kein Strom durch die Anordnung, die damit als ”Bandsperre” wirkt.
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5.2.10 Selbsterregender Schwingkreis

Wir haben bislang in diesem Abschnitt rein passive Bauelemente (R,L,C') betrachtet, die
durch eine ”Spannungsquelle” angeregt wurde. Wie erzeugt man Wechselspannungen?
Bei niedrigen Frequenzen (z. B. 50 Hz) konnten wir das Induktionsgesetz ausnutzen und
beispielsweise eine Induktionsschleife im Magnetfeld drehen. Fiir Frequenzen im kHz- bis
GHz - Bereich ist dies nicht praktikabel. Hier kénnen aber Bauelemente wie Transisto-
ren oder Triodenf] verwendet werden. Auf deren genaueres Funktionsprinzip gehen wir
im néchsten Unterabschnitt genauer ein. Hier soll zunéchst nur gesagt werden, dass diese
Verstarker zwei Eingangsklemmen haben, die einen gegebenen Stromkreis schlieflen, so-
wie einen Ausgang, der die am Eingang anliegende Spannung verstédrkt herausgibt. Das
Prinzip ist in Abb. an Hand des Schaltsymbols eines ”bipolaren Transistors” gezeigt.

Die Eingénge sind mit E (Emitter) und C (Kollektor) bezeichnet. Der Ausgang ist B
(Basis). Zwischen Emitter und Kollektor flieBt der Strom Igc. Er kann durch die Span-
nung Up stark gedndert werden, wobei nur ein geringer Strom Iz durch die Basis fliefit.
Man kann damit mit sehr geringer Leistung Uglp eine sehr grofle Leistungsénderung
A(Ucglcr) erzielerfl.

C
B

E Abbildung 5.22: Schaltsymbol des bipolaren Transistors

Wir schliefen nun die Eingédnge E und C an den Parallelschwingkreis der Abb. an.
Zusétzlich bringen wir noch eine Gleichspannungsquelle Uy (Batterie) in Reihe mit dem
Transistor in den Stromkreis ein. Betrachten wir den Transistor als Widerstand Rr, so
besteht unsere Schaltung aus einer durch Reihenschaltung aus Ry und dem Schwingkreis,
die durch die Spannung U, versorgt wird. Durch die Schaltung flieit jetzt der (Gleich-
)Strom Icp = U/Ry. Jetzt bringen wir parallel zur Spule S; (Induktivitdt L;) eine Spule
Sy (Induktivitidt Ly) an und verbinden diese mit E und B. Auch dieser Stromkreis muss ei-

ne Gleichspannungsquelle U} enthalten, die die Basis versorgt. Auch in diesem sekundéren
Stromkreis flieit jetzt ein gewisser (Gleich-)Strom Igg (s. Abb. 223

Wiéren die beiden Stromkreise entkoppelt, wiirde nichts weiteres passieren. Zwischen den
Beide Spulen sind aber induktiv iiber eine Gegeninduktivitidt Lo gekoppelt. Falls im
ersten Stromkreis Igp mit der Frequenz w oszilliert, so wird iiber Lis in Sy eine Wech-
selspannung induziert, die wiederum den Strom Igg bzw. Ry moduliert. Der erste Kreis
besteht jetzt aus einem Schwingkreis mit zeitlich moduliertem Widerstand R. Es zeigt
sich nun, dass in einem derartigen Kreis Schwingungen, die urspriinglich mit einer nur

8Trioden (Rohrenverstirker) wurden frither sehr hiufig benutzt, sind aber weitgehend von Transistoren
ersetzt worden. Heute verwendet man Rohrenverstiarker noch fiir die Verstarkung sehr hoher Leistungen.

9Ein mechanisches Analog ist ein (leicht drehbarer) Wasserhahn. Er lisst sich mit geringem Aufwand auf-
und zudrehen und steuert damit einen u. U. sehr grolen Wasserfluss durch die Leitung, der seinerseits zur
Energiegewinnung genutzt werden kann. Man kann beispielsweise einen Teil dieser Energie entnehmen,
um wiederum den Wasserhahn auf- und zuzudrehen.
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E J @ Abbildung 5.23: Selbsterregender Schwingkreis (MeiBnersche
Riickkoppelschaltung).

kleinen Amplitude vorhanden waren, verstéirkt werden. Das System schaukelt sich zu ei-
nem gewissen Sattigungswert auf und oszilliert ”von selbst” mit einer Frequenz, die durch
Ly, Ly und C bestimmt ist (”Parametrische Verstirkung”).

Dieser Vorgang ist Thnen bereits aus der Physik I (bzw. sogar aus dem Kindheitsalter)
wohlbekannt. Auch Pendeluhren pendeln von selbst, sobald sie angestolen werden. Die
Energie kommt dabei von einem ablaufenden Gewicht, die Riickkopplung wird durch
die Unruh erzielt (vgl. Physik I). Aus Ihrer Kindheit kennen Sie die Kinderschaukel
bzw. die Schiffschaukel. An den Umkehrpunkten der Schaukel sollte der Schwerpunkt des
Kindes niedrig sein (das Kind kniet leicht), im Minimum hoch (das Kind steht aufrecht).
Insgesamt ”pumpt” das Kind bzw. sein Schwerpunkt mit 2w. Die Energie, die fiir diese
Pumpbewegung notig ist, liefert Energie in die Schaukelbewegunﬂ.

Mit selbsterregenden Schwingkreisen wie in Abb. lassen sich sinnvoll Schwingungen
mit Frequenzen von kHz bis wenige GHz erzeugen. Die Erzeugung von Schwingungen
hoherer Frequenz werden wir etwas spéter diskutieren.

5.2.11 Transistoren und andere verstirkende Bauelemente

Wir betrachten hier kurz das Funktionsprinzip von Transistoren] und Trioden.

Bei der Triode (s. Abb. B24]) werden freie Elektronen durch Glithemission aus einer
Kathode erzeugt und durch eine Spannung U, zu der Anode hin beschleunigt. Zwischen
Kathode und Anode befindet sich ein Gitter das beziiglich der Kathode auf einem Poten-
zial U, liegt. Durch Variation von U, wird der Elektronenstrom gesteuert.

Wie sieht bei festem U, der Elektronenstrom als Funktion von U, aus?

Fiir stark negative Werte von U, nur wenige Elektronen (Boltzmann-Verteilung!) in der
Lage, die Gegenspannung U, zu durchlaufen. Mit wachsendem U, (d. h. fallendem |U,|
nimmt [ zundchst exponentiell zu und séttigt schliellich fiir schwach negative oder positive
Werte von U, (fast alle Elektronen erreichen die Anode).

In einem gewissen Bereich ist der differenzielle Leitwert df /dU, sehr groB. Eine kleine
Anderung AU, bewirkt eine groe Anderung AI, die z. B. zu einer grofien Anderung des
Spannungsabfalls iiber dem in Abb. eingezeichneten Widerstand R fiihrt. Die Triode

0Wire allerdings die Schaukel zu Beginn véllig ruhig gestanden, hiitte das Kind beliebig zappeln kénnen.
Die Schaukel hitte sich nicht in Bewegung gesetzt.

"Das genaue Verstindnis der Funktionsweise eines Transistors verlangt detaillierte Kenntnisse aus der
Festkorperphysik. Wir konnen daher das Funktionsprinzip des Transistors nur kurz umreissen.
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Abbildung 5.24: Triode.

kann, bei geeignet gewihlten Betriebsspannungen, Spannungsédnderungen verstiarken und
z. B. zur Anregung von Schwingkreisen, wie im letzten Abschnitt diskutiert, verwendet
werden.

Transistoren sind aus halbleitenden Materialien aufgebaut. Man unterscheidet bipolare
Transistoren und Feldeffekt-Transistoren (FETs) (Abb. B2H).

Die Konzentration freier Elektronen ist in reinen Halbleitern bei Zimmertemperatur sehr
gering. Bringt man Fremdatome in das Material ein (”dotieren”), so konnen diese ent-
weder Elektronen abgeben (”Donatoren”) oder binden ” Akzeptoren”. Bei Dotierung mit
Donatoren leiten diese iiberzéhligen Elektronen den Strom (”n-Dotierung”) bei Dotierung
mit Akzeptoren verhalten sich die iibriggebliebenen nichtgebundenen Elektronen so, als
hétte der Akzeptor einen Ladungsstriger mit positiver Ladung (”Loch”) freigesetzt (”p-
Dotierung”). Die ”Locher” sind analog zu Luftblasen im Wasser zu sehen.

Im bipolaren Transistor (Abb. B28l(a) bringt man zwischen zwei Elektroden einer Do-
tierung (z. B. "n”) eine diinne Schicht der anderen Dotierung ein (npn-Transistor bzw.
pnp-Transistor). In der Zwischenschicht bilden sich Raumladungszonen aus, die insbe-
sondere zu einer starken Verringerung der Ladungstriagerkonzentration fithren (”Verar-
mungszone” ). Nur sehr wenige Elektronen (npn-Transistor) bzw. Locher (pnp-Transistor)
gelangen iiber diese Schicht. Durch Anlegen einer Spannung Up an die Zwischenschicht
verringert sich die Ausdehnung der Raumladungszone, der Strom Iog wéchst stark an.
Man hat also wiederum die Moglichkeit, bei geeignet gewéhlten Vorspannungen eine grofe
Anderung Alcp/AUp zu erreichen. Feldeffekttransistoren (vgl. Abb. BEZH(b)) werden auf
der Oberfliche eines reinen Halbleitermaterials realisiert. Zwei duflere Elektroden (”Sour-
ce” und ”Drain”) befinden sich elektrisch leitfahig auf einem stark dotierten Untergrund.
Zwischen den Elektroden befindet sich ein schwach dotierter, leitfihiger Kanal. Uber dem
Kanal befindet sich elektrisch isoliert eine weitere Elektrode (”Gate”). Legt man an das
Gate eine Spannung an, so dndert sich der Querschnitt des Kanals und damit die Leitfahig-
keit zwischen Source und Drain. Durch die Gate-Spannung kann Der Strom Isp zwischen
Source und Drain gesteuert werden.

Feldeffekttransistoren auf der Basis von GaAs sind sehr schnell. Der Kanal kann in we-
nigen ps geschaltet werden, so dass Frequenzen bis zu etlichen GHz verarbeitet werden
konnen.
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Abbildung 5.25: Bipolarer Transistor (a) und Feldeffekttransistor (b).

5.2.12 Transformatoren

Das letzte Bauelement, das wir hier betrachten wollen, ist der Transformator. Seine Aufga-
be ist es, eine Wechselspannung mit Amplitude U; auf eine Wechselspannung mit Ampli-
tude Us zu transformieren. Man setzt kleine Transformatoren in der Elektronik ein, sehr
grofe Transformatoren, um die von den Kraftwerken erzeugte Hochspannung (380kV
bzw. 220kV) schrittweise auf die in den Haushalten iiblichen 220V zu transformierenf.
Abb. zeigt nochmals den Aufbau des Transformators. Eingangsseitig liegt an der
Primérspule (Windungszahl: N;) die Primdrspannung U, an. Fir den in dieser Spule
erzeugten magnetischen Fluss gilt:

Ui = —Ni¢s. (5.42)
Dieser Fluss wird durch den Kern praktisch vollstdndig in die Sekundérspule iibertragen,
d. h. g, ~ o,
Die in der Sekundéarspule induzierte Spannung ist U, = —Np,.
Das Verhéltnis Sekundérspannung zu Primérspannung ist also gleich Ny/NVj.

Offensichtlich sollte der Kern des Transformators moglichst verlustfrei sein, d. h. die Hy-
sterese M (H) sollte gering sein, ebenfalls die Leitfdhigkeit des Materials. Man verwendet
vorzugsweise Ferrit, das deshalb auch ”Transformatorblech” genannt wird.

Bislang hatten wir einen unbelasteten Transformator mit offener Ausgangsseite betrachtet
(d. h. der Strom im Ausgangskreis war I = 0).

Wir wollen jetzt den belasteten Transformator diskutieren und driicken dazu die Schaltung
zunéchst durch Induktivitdten und Gegeninduktivitdten aus.

12In Umspannwerken werden 220 kV bzw. 380kV zuniichst auf 110kV umgesetzt. Die regionale Verteilung
erfolgt mit dieser Spannung, die dann anschlieend auf 30kV und dann regional auf haushaltsiibliche
Werte transformiert wird.

13Je nach Windungssinn der Sekundirspule muss ¢, evtl. auch negativ geziihlt werden.
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Abbildung 5.26: Transformator
Es gilt:
Ue = ’iCULllll —+ iWlefg (543&)
Ua = ’iCULQQIQ —+ iWLQlfl (543b)

Hierbei haben wir angenommen, das U, eine Wechselspannung sei. L1; und Loy sind die
Eigeninduktivitdten der Primér- bzw. Sekundéarspule, Lo bzw. Lg; die Gegenindukti-
vitdten. Wir konnen die Induktivitdten mit den Windungszahlen der beiden Spulen in
Verbindung setzen, wenn wir nochmals den offenen Trafo betrachten:

Mit Iy = 0 erhalten wir: U, = iwLj1 [y und U, = iwLs Iy und hieraus: U, /U, = Loy /L1;.
Mit U,/U. = Ny /N; ergibt sich:

Loy = Lii—. (5.44a)

Ganz analog kénnen wir I; = 0 setzen (bzw. ”Primér” und ”Sekundér” vertauschen). Wir
erhalten:

Lis = Loy (5.44D)

Schliefllich erhalten wir fiir das Verhéltnis Loj /L1s:

(3 () () G -
Lo Ny Lo Ny Ny i
Nun ist Loy = const. - N2 und Ly; = const. - NZ und damit Ly /L1y = (No/Ny)?. Hieraus

folgt schlieflich:
L21 = ng. (544C)

Wenn wir an die Sekunkérspule einen Widerstand R anschlielen, so gilt:

Ua
I= %, (5.45)
(523) zusammen mit (F43a8) und (E430) erlaubt, die Ubertragungsfunktionen des Tra-
fos (z. B. U,/U, oder I,/U.), oder auch andere Gréfien wie Wirk- und Blindleistung zu

bestimmen.

Zum Abschluss dieses Kapitels sei noch gesagt, dass es (relativ) leicht ist, die Ubertra-
gungsgrofBe eines vorgegebenen Schaltkreises zu berechnen. In der Praxis ist es eher iiblich,
dass ein noch unbekannter Schaltkreis eine gewiinschte Funktion erfiillen muss. Dieses ”in-
verse” Problem ist erheblich schwieriger und verlangt oft umfangreiche Kenntnisse in der
Elektrotechnik.
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Kapitel 6

Elektromagnetische Wellen

6.1 Losung der Maxwellschen Gleichungen in einem
Isolator

In diesem Abschnitt wollen wir uns mit der Losung der Maxwell Gleichungen in einem
Isolator beschéftigen. Wir betrachten also ein Medium, in dem es keine freien Ladungen
gibt (Ladungsdichte p = 0) und auch keine elektrischen Strome (Stromdichte 5 = 0).
Damit nehmen also die Maxwell Gleichungen die Form

divD = 0=divE
divB = 0=divH

. dB
tE4+— = 0 6.3
rotE + — (6.3)
. dD - dE
tH— — = 0=rotH — gpe— 4
1o o 0=ro €0 (6.4)
an und werden ergénzt durch die Materialgleichungen
D=ceoE  und B = ppoH . (6.5)

Die jeweils zweite Gleichung in (G10), (&2) und (&) ergibt sich weil wir ein homogenes
Medium betrachten wollen, in dem die Dielektrizitédtskonstante £ und die Permeabilitét
p nicht vom Ort abhdngen. Multiplizieren wir die Gleichung (E4]) mit pop und wenden
ausserdem den Rotationsoperator an, so erhalten wir

drotE B

rot <r0t§> — [LlpEE FTa 0

Benutzen wir dann die Identitat

rot <r0t§> —grad (divB) —AB
——
=0 siehe

und ersetzen rotE gemiB ([B3), so erhalten wir

q 2B
AB — "2 6.6
FHogE0 0 : (6.6)

211
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also partielle Differenzialgleichungen zweiter Ordnung in den Ortskoordinaten (z,y, 2)
sowie in der Zeit t fiir die drei kartesischen Komponenten der Magnetischen Induktions-
dichte B. In ganz analoger Weise konnen wir auch fiir das elektrische Feld E verfahren.
Wir wenden den Rotationsoperator auf die Maxwellgleichung (63)) an und erhalten

drotH
dt

drotB

e grad(divE) — AE + puo

=0

rot <r0tE ) +

Wegen (B1)) ist divE = 0. Ersetzen wir rotH gemiB (B4, so erhalten wir

. *E
AFE — M,LL(){E{EOW =0. (67)

Diese Differenzialgleichung fiir das elektrische Feld hat also die gleiche Struktur wie Glei-
chung (B0) fiir das B-Feld und wir wollen uns deshalb zunéchst mit den mathematischen
Eigenschaften der Losungen der sogenannten homogenen Wellengleichungen vom Typ

E8) und (E7) beschiftigen.

Um die Eigenschaften der Losungen der homogenen Wellengleichungen zu verdeutlichen,
wollen wir die Gleichungen zunéchst in zweifacher Hinsicht vereinfachen:

e An Stelle der vektorwertigen Funktionen E und B in (B2) bzw. (G8) betrachten
wir eine skalarwertige Funktion f.

e Auflerdem nehmen wir an, dass diese Funktion nicht im 3-dimensionalen Raum, also
als Funktion von 7, definiert ist, sondern nur von einer Raumkoordinate = abhéngt:

f(z,t).

Damit vereinfacht sich also die Differenzialgleichung vom Typ (Ed) auf die Form

d*f 1 d*f
Ausserdem haben wir dabei )
PHosE) = — (6.9)

ersetzt. Diese Gleichung entspricht der Wellengleichung, die wir in der Mechanik behandelt
haben. Damals haben wir gefunden, dass jede zweimal stetig differenzierbare Funktion f,
die nicht von den zwei unabhéngigen Variablen x und ¢ sondern nur von den Linearkom-
bination

flz,t) = f(ug) mit we(x,t)=xtct (6.10)

eine Losung liefert. In diesem Fall bezeichnet die Funktion f eine beliebige Struktur, die
sich im Lauf der Zeit in Richtung = oder aber in Richtung —x mit der Geschwindigkeit ¢
ausbreitet. Ein Spezialfall dieser Losungen sind die ebenen Wellen in der Form

f(z,t) = Real{Aexp(ik(z — ct))}
= |A|cos(kx — két + @) . (6.11)

Bei dem Ubergang zur zweiten Zeile haben wir benutzt, daB man die komplexe Amplitude
A durch den Betrag |A| und eine Phase ¢ (A = |A|e'?) darstellen kann. Die ebenen
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Abbildung 6.1: Darstellung einer ebenen Welle

Wellen sind von besonderem Interesse, da sie ein vollstédndiges Funktionensystem bilden,
so dass man jede beliebige andere Funktion nach diesen ebenen Wellen mit verschiedenen
Wellenzahlen k entwickeln kann.

Die ebenen Wellen in einer Dimension sind charakterisiert durch die Wellenzahl &, be-
ziehungsweise die Wellenldnge \. Diese Wellenldnge A\ bezeichnet dabei den Abstand
zweier Koordinaten z, fiir die sich die Cosinus Funktion in (GI1) periodisch wiederholt.

Es gilt also:
2w

v
Die Funktion (E11]) ist also bei festgehaltenem Parameter Zeit eine periodische Funktion
in x mit der Periodizititslinge oder Wellenlidnge . Bei festgehaltener Ortskoordinate
ist (EIT]) aber auch eine periodische Funktion in der Zeit. Fiir die Periodendauer T' oder
Schwingungsdauer gilt

kX =27 bzw. k (6.12)

2 2
kcl = 2w also r="2= , (6.13)
ke w
mit der Winkelgeschwindigkeit
w=kc. (6.14)

Ausserdem ist noch der Begriff Frequenz der Schwingung gebréuchlich, wobei die Fre-
quenz durch

= _ 6.15
v=r (6.15)

mit der Schwingungsdauer verbunden ist und in Einheiten von Hertz, das entspricht der
Zahl der Schwingungen pro Sekunde, angegeben wird.

Als néchstes betrachten wir nun die Losung der Differentialgleichung vom Typ (B7) fiir
eine skalare Funktion f, die in 3 Raumdimensionen definiert ist

1
Af(F,t)—gd—g =0. (6.16)

Man iiberzeugt sich leicht davon, dafl auch in diesem Fall die ebenen Wellen

F(7,t) = Real {Aexp(i(E-F— wt))} , (6.17)
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spezielle Losungen sind. Diese Losungen sind jetzt durch 3 Wellenzahlen, &, k, und k.,
beziehungsweise einen Wellenvektor k definiert. Die Differenzialgleichung wird genau
dann gelost, wenn (EI3)) entsprechend der Zusammenhang

w = +c|k| (6.18)

gewéhrleistet ist. Als Funktion des Ortsvektors 7 ist die Funktion f(7,¢) an allen Orten
identisch, fiir die gilt 7 - k = const. Die entsprechenden Gebiete, an denen also f(7,t)
z.B. einen Maximalwert annimmt sind Flachen senkrecht zu dem Wellenvektor E, wie das
auch in der Abb. Bl dargestellt ist. Als Funktion der Zeit bewegen sich dann diese Ebenen
konstanter Funktionswerte in Richtung des Wellenvektors k. Deshalb spricht man auch
von “ebenen Wellen” mit der Ausbreitungsrichtung k.

Nach dieser Vorbereitung kehren wir nun zu der Losung der Differentialgleichungen (B.6l)
und (B7) zuriick. Aus dem vorhergehenden Abschnitt ist klar, dass z.B. die Differenzial-
gleichung (B7) fiir das elektrische Feld E(r,t) gelost wird durch ebene Wellen fiir die 3

kartesischen Komponenten von F

E, E° .
E(rt)y=[E, | (Ft)= | E) | cos(k -7 —wt), (6.19)
E. B

wobei wieder (EI8) erfiillt sein muss. Die Differenzialgleichung (&7)) hatten wir aus den
Maxwellgleichungen fiir einen Isolator (E1]) - (64]) hergeleitet. Wir untersuchen nun, ob die
Maxwellgleichungen noch weitere Bedingungen an die elektromagnetischen Felder stellen.

Dazu wenden wir (1)) auf den Ansatz (GI9) an

. dE, dE, dE
divE = —= Y Y
v dx * dy * dy

= (—k,E° — k,ES — k.E?) sin(k - 7 — wt)

= 0

Diese GLeichung kann nur dann fiir alle 7" und Zeiten ¢ erfiillt sein, wenn der Amplituden-
vektor £V und damit auch der Vektor des elektrischen Feldes F in (G.I9) stets senkrecht
zum Ausbreitungsvektor k steht: k- E = 0.

In ganz entsprechender Weise kénnen wir auch fiir die magnetische Induktionsdichte B mit
([E2) zeigen, dass auch B senkrecht zu dem Wellenvektor & stehen muss. Deshalb bezeich-
net man die elektromagnetischen Felder in einem Isolator, als transversal polarisiert.
Im Gegensatz dazu steht der Feldvektor von longitudinal polarisierten Wellenfeldern par-
allel zum Wellenvektor k.

Es gibt aber auch noch eine weitere Bedingung fiir die Polarisierung der elektromagne-
tischen Felder. Zur Herleitung dieser Bedingung wenden wir die Maxwellgleichung (E3)
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B O E? B
rotll = Oy | % Eg exp <z <k‘ r— wt))
0, E?
ik, E? B
= ik, | X ES exp (z <k: T = wt))
ik, E?
= ik x Eoexp <z (E-F—wt))
und
d = d = -
60 = pom(E-r-u)
g (7, t) e exp(i (k-7 — wt
= —iwB exp(i <l§ T — wt))
= —iwB(7t)

Somit erhalt man 5
rotE + 55 =ik x E(7,t) — iwB(F, t)

Mit der Maxwellgleichung (E3)) ergibt sich also

—

B(7,t) =~k x E(F,t)|. (6.20)

gl

Also steht B immer senkrecht auf & und E : E, E und B bilden ein rechtshéndiges Dreibein.

Mit diesen Beziehungen kénnen wir nun Energie und Impuls der elektromagnetischen
Wellenfelder berechnen. Als erstes betrachten wir den Poynting Vektor S. Nach (E38)
ergibt sich

§ = (8x4)

I
= Bl Bl (6.21)
0

Bei dem Ubergang zur zweiten Zeilen wurde ausgenutzt, daf E, B und k ein Dreibein
bilden (E20). Der Poyntingvektor und damit die entsprechende Energieflussdichte weist
also in Richtung des Wellen- oder Ausbreitungsvektors k. Betrachten wir nun eine line-
ar polarisierte Welle und benutzen ausserdem (G20) so ergibt sich fiir den Betrag des
Poyntingvektors B
15| = ﬂEg cos? <E-F— wt)
WO

Benutzt man nun (EI8) und den Zusammenhang zwischen der Ausbreitungsgeschwindig-
keit ¢ und den Materialkonstante p und € aus (B9) so ergibt sich

15| = ceoe B} cos? <l§ ST — wt)
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Hélt man also die Position fest und berechnet den zeitlich gemittelten Energieflufl, so
ergibt sich

S = gsosEg (6.22)

Zum Vergleich konnen wir auch die zeitlich gemittelete Energiedichte der elektromagne-
tischen Felder berechnen. Nach (31) ergibt sich

w - L (Ebw i)

2\ 2 2440
1
= agerg (6.23)

Auch hier stehen die Querstriche fiir die zeitliche Mittelung der entsprechenden Grofen.
Bei dem Ubergang zur letzten Zeile wurde wieder (E20) benutzt, wodurch sich ergab,
dass die Energiedichte durch die Magnetfelder genau so grof§ ist wie die der elektrischen.
Vergleicht man (622) und ([E2Z3) so ergibt sich

S =cW,

die gemittelte Energiefludichte S der elektromagnetische Welle entspricht gerade ihrer
Energiedichte W multipliziert mit der Ausbreitungsgeschwindigkeit c. Die Geschwindig-
keit ¢ ist also die Ausbreitungsgeschwindigkeit der Energiedichte.

An dieser Stelle wollen wir verschiedene Beispiele fiir elektromagnetische Wellen betrach-
ten. Dazu rufen wir uns in Erinnerung, dass die Ausbreitungsgeschwindigkeit der elektro-
magnetischen Wellen im Vakuum oder allgemein in einem Medium mit g = ¢ = 1 den

Wert (siehe (£9))

m
=3.108 = 6.24
v/ Ho€o S ( )

CcC =

besitzt. Zusammen mit (E14]) bedeutet dies, dass es einen festen Zusammenhang zwischen
der Wellenlédnge A und der Frequenz v einer elektromagnetischen Welle gibt:

w o 2m A m
=2 =" —p\=3-10—. 6.25
Tk T2’ s (6.25)
Wir wollen diese Beziehung an verschiedenen Formen der elektromagnetischen Wellen
verifizieren.

e Elektromagnetische Wellen im Frequenzbereich zwischen etwa 10° Hertz und 10%
Hertz bezeichnet man als Radiowellen. So kennen wir auf einem normalen Radio-
Empféinger die sogenannte Mittelwelle mit Frequenzen zwischen 500 kHz und 1.6
MHz. Nach (EZH) entspricht dabei v = 1.5 - 10 Hz = 1.5 MHz einer Wellenléinge
von 200 Metern. Hohere Frequenzen im Bereich der Kurzwelle oder im UKW (Ultra-
Kurz-Wellen) Bereich (v ~ 100 MHz) entsprechen kiirzeren Wellenldngen (hier also
etwa A &~ 3 m).
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e Den sich hier anschlieBenden Bereich hoherer Frequenzen (etwa 3 - 10%Hz < v <
3-10'2Hz also 1m > X > 107*m) bezeichnet man als den Bereich der Mikrowellen.
In diesem Bereich von Frequenzen ist auch von Interesse, dass bei der Taktfrequenz
heutiger Computer (etwa 3 GHz als 3 - 10° Hz), die Wellenléinge A 1 Meter betriigt.
Bei hoheren Frequenzen muss man also darauf achten, dass die Abmessungen der
Bauteile so klein gehalten werden, dass iiber die Ausmafle der Bauteile sich die
Feldstérken nicht signifikant &ndern.

e Im Frequenzbereich zwischen etwa 3 - 1012Hz < v < 4 - 10*Hz spricht man vom
Bereich des infraroten Lichts.

e Das fiir unser Auge sichtbare Licht umfasst der sehr kleinen Frequenzbereich zwi-
schen v = 410" Hz (rotes Licht, A = 750 nm) und v = 8 - 10'* Hz (blaues Licht,
A = 375 nm).

e Bei hoheren Frequenzen (107°Hz < v < 10'®Hz) findet man das Ultraviolette Licht.
e Den Bereich 10%Hz < v < 10?*°Hz bezeichnet man auch als Rontgenstrahlen.

e Noch héhere Frequenzen (v > 10'® Hz) fasst man als y-Strahlung zusammen. Dabei
ist zu beachten, dass die Frequenzbereiche fiir die verschiedenen Typen von elektro-
magnetischen Wellen oder Strahlen iiberlappen.

Abstrahlung von Radiowellen im Experiment

Wir erzeugen durch einen Rohrenverstéirker Schwingungen der Frequenz f = 150 MHz.
Der Schwingkreis enthélt eine kreisférmige Schleife. Das in der Schleife erzeugte B-Feld
koppeln wir in eine stabférmige Antenne ein (s. Abb. B2(a)). Der Stab sei parallel zur
x-Richtung orientiert.

Die Antenne strahlt elektromagnetische Wellen der Wellenlénge

A=c/f=3-10°(m/s)/1.5-10°Hz = 2m

ab. Wir messen zunéchst das elektrische Feld mittels einer stabférmigen Antenne. In die
Mitte der Antenne fliet der induzierte Strom {iber eine Parallelschaltung eines Wider-
stands und einer Diodd]. Der zeitliche Mittelwert der iiber dem Widerstand abgegriffenen
Spannung ist damit von Null verschieden und kann detektiert werden.

Das detektierte elektrische Feld ist maximal, wenn die Empfangsantenne parallel zur Ab-
strahlantenne steht (d. h. Orientierung in z-Richtung). Dreht man die Antenne um 90° aus
der Abstrahlebene heraus (d. h. Orientierung in z-Richtung) so geht das Signal (fast) auf
Null zuriick. Ebenso verringert sich das Signal stark, wenn Sende- und Empfangsantenne

auf einer Achse liegen (Abb. E2(b)).

Die Magnetfeldkomponente der abgestrahlten Welle messen wir mittels einer ringférmigen
Antenne. Der den Ring durchsetzende magnetische Fluss induziert Wechselstrome, die wir
wiederum gleichrichtenﬁ. Wir finden, dass B senkrecht zu E steht.

! Die Diode lisst den Strom im Wesentlichen nur in einer Richtung passieren.

2Es sei hier noch angemerkt, dass die detektierten Spannungen einige mV betrugen. Ahnliche Spannun-
gen konnen durch die zahlreichen Radiosender in der Umgebung in einem ”unvorsichtig” aufgebauten
Laborexperiment auftreten, falls die Verbindungskabel beispielsweise Schleifen bilden. Der Effekt ist sehr
gefiirchtet, da er nicht nur Messungen sondern u. U. sogar die zu messende Probe zerstéren kann.



218 KAPITEL 6. ELEKTROMAGNETISCHE WELLEN

Empfangsantenne

(B-Feld) N

Abstrahl|antenne Q

\

Empfangsantenne: max. Signal
(E-Feld)

Abstrahlantenne

(a) Empfangsantenne: min. Signal

(b)

Abbildung 6.2: Abstrahlung von Radiowellen. (a) Ankoppelung an Oszillator; (b) Ab-
strahlcharakteristik

SchlieBlich variieren wir die Lange der stabformigen Empfangsantenne und der Abstrahl-
antenne. In beiden Fallen wird das Signal maximal, wenn die Stablange A/2 (d. h. 1m)
betrégt. Speziell im Fall der Abstrahlantenne finden wir, dass das Signal praktisch auf
Null zuriickgeht, wenn wir die Antenne entfernen, so dass die Abstrahlung nur noch {iber
die Leiterschleife des Senders erfolgen kann.
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6.2 FErzeugung von elektromagnetischen Wellen

In diesem Abschnitt soll die Entstehung und die Emission von elektromagnetischen Wellen
beschrieben werden. Die Quelle dieser elektromagnetischen Welle sei eine auf einem kleinen
Raum lokalisierte, oszillierende Ladungs- und Stromverteilung

—
=y

") = p(r") exp(—iwt)

P
J(7 1) J(7") exp(—iwt) (6.26)

—
=y

Auch hier wird wieder die komplexe Schreibweise benutzt, damit einzelne Rechenschritte
vereinfacht werden. Letztendlich interessiert natiirlich nur der Realteil dieser Groflen.
Natiirlich sind auch andere Zeitabhéngigkeiten denkbar als die in (G26) angenommene
Ostzillation mit einer konstanten Frequenz. Solche komplexeren Oszillationen kénnen aber
{iber die Fourierentwicklung stets als Uberlagerung von den harmonischen Oszillationen

aus (B.20) dargestellt werden.

Realisierung solcher lokalisierten Quellen sind z.B. Antennen fiir Radiowellen oder aber
auch einzelne Atome und Molekiile, die ja elektromagnetische Wellen in Form von Licht,
Rontgenstrahlung oder auch in anderen Frequenzbereichen emittieren konnen.

Zur Beschreibung der elektromagnetischen Felder, die durch die oszillierenden Ladungs-
und Stromverteilungen erzeugt werden, betrachten wir zunédchst die elektromagnetischen
Potenziale A(7,¢) und ®(7,t). Dabei wollen wir diese Potenziale in der Lorentzeichung
betrachten, was bedeutet, dass

1 .. - dd
%dIVA—f-ZEOE = O (627)

erfiillt sein muss und fiir das Potenzial ®(7,¢) die Differenzialgleichung

1do

gilt. Dies ist eine Wellengleichung fiir das Potenzial ® allerdings mit einer Inhomogenitét p.
Aus der Diskussion der homogenen Wellengleichung wissen wir, dass beliebige Funktionen
eine Losung dieser Gleichung liefern, die nicht unabhéngig vom Ort 7 und der Zeit ¢
abhéngen sondern nur von der Linearkombination

B(ct — |) . (6.29)

Nun interessiert uns eine lokalisierte Ladungs- und Stromverteilung. Das bedeutet, wenn
wir in hinreichendem Abstand von dieser Quelle sind, wird die Ladungsdichte gleich null
sein und wir kénnen fiir diesen Bereich die homogene Form der Wellengleichung (E28)
verbunden mit der Eigenschaft (E29) annehmen. Bei oszillierenden Ladungsverteilungen
konnen wir ausserdem annehmen, dass nicht die Gesamtladung oszilliert, das wiirde ja
der Ladungserhaltung widersprechen, sondern nur die rdumliche Verteilung. Weit weg von
der Ladungsverteilung sollte das elektromagnetische Feld durch die zeitlich oszillierende
Dipolkomponente der Ladungsverteilung beschrieben sein. Wir betrachten deshalb noch
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einmal das Potenzial, das durch eine statische Dipolverteilung am Koordinatenursprung
d erzeugt wird

1 - d
CI)s a r) = — V.-
tar(7) 4dmeg r
1 — —
= ——V- N, (6.30)
€0
mit 5
o 1d
4

Wir vesuchen jetzt dieses Ergebnis fiir das Potenzial im statischen Fall zu erweitern auf
den zeitabhingigen Fall, bei dem wir eine oszillierende Dipolquelle der Form

d(t) = dy exp(—iwt) = dg exp(—iket) , (6.31)

am Koordinatenursprung ansetzen. Unsere Uberlegungen zu (E28) haben uns dazu
gefiihrt, im Falle der zeitabhéngigen Quellen ein Potenzial der Form (£29)) zu betrachten.
Wenn wir diese Uberlegung auf das Potenzial iibertragen, so liegt es nahe, den statischen
Ansatz zu verallgemeinern auf die Form

1 = dct' =ct—|f)

e(rt) = _47T80v. r

1 - -
— ——V-N(#1). (6.32)
€0

Dies bedeutet, dass das Potenzial am Ort 7 zur Zeit ¢ dem Potenzial des Dipols zur Zeit
t" =t —r/c entspricht. Dies ist natiirlich kein Beweis dafiir, dass die Form des Potenzials
korrekt ist. Dazu miissen wir dieses Ergebnis in ([E28) einsetzen und diese Gleichung
verifizieren, eine Rechnung, die wir uns an dieser Stelle ersparen wollen. Wir sehen aber,
dass die Losung im Grenzfall w — 0 das richtige Ergebnis des elektrostatischen Dipols
liefert.

Ausgehend von diesem Ausdruck fiir das Potenzial kénnen wir aber auch das Vektorpo-
tenzial bestimmen. Wir betrachten dazu die Gleichung (227) der Lorentzeichung in der
Form

A = — _
Vv Moo di
~ dN

wobei wir bei dem Ubergang zur zweiten Zeile die Darstellung von ® aus (6232) iibernom-
men haben. Aus dieser Gleichung ergibt sich als mégliche Losung fiir A

, dN
A= ug—. .34
Nodt (63)

Zuriick zur Berechnung des Potenzials ® nach (E32). Unter Benutzung der Produktregel
fiir die Ableitungen im V Operator ergibt sich

B
+d-V;] . (6.35)
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Zur Berechnung von V - d benutzen wir die Kettenregel

V - dy exp(—ik(ct — |7])) = —ikdy exp(—ik(ct — |1)) - (—é,) = iké, - d , (6.36)
wobei é, wie iiblich den Einheitsvektor in Richtung des Beobachtungspunktes 7~ bezeichnet.

Damit ergibt sich
1 | —iki-d 7-d
O(7, 1) = [ AU ] . (6.37)

4reg 72 73

Damit und nach einer etwas liangeren Rechnung ergibt sich fiir

— d —
1 elilkr—wt)) . . , . L
= oz ) i =2 o — [(kr)? o ikr = 3] (dy - €7)éx }(6.38)

Bei unseren Uberlegungen spielen drei Lingenskalen eine Rolle. Da ist einmal die Aus-
dehnung der Quelle, die z.B. durch einen Radius der Grofle § charakterisiert sein soll.
Die zweite Léngenskala ist der Abstand des Beobachtungspunktes von der Quelle. Neh-
men wir an, dass die Quelle sich im Koordinatenursprung befindet, so ist dieser Abstand
identisch mit dem Betrag des Vektors 7. Die dritte Léangenskala ist die Wellenldnge A
der elektromagnetischen Welle, die mit der Wellenzahl k£ oder auch der Winkelfrequenz w
verkniipft ist
2r  2mc
A= ko ow

Wir nehmen an, dass die Ausdehnung der Quelle sehr klein ist gegeniiber den beiden
anderen Langen und unterscheiden dann

Nahbereich: dLr <A
Fernbereich: IKAKLT (6.39)

Wir wollen uns hier das Feld im Fernbereich ansehen fiir den also gilt

o
1< kr =22
< Rr )\'I“

so dass man in (E38) die Terme proportional zu kr und zu 1 gegeniiber den quadratischen
Termen proportional zu (kr)? vernachlissigen kann. Damit ergibt sich

B(r.1) = k* exp(i(kr — wt))

T - {do — (dy- er)er} . (6.40)

Im Folgenden positionieren wir das Koordinatensystem so, dass der Dipolvektor d} =dyé,
in z-Richtung orientiert ist und damit der Ortsvektor des Beobachters 7 mit der z-Achse

den Winkel 6 bildet (Bezeichnung wie bei den Kugelkoordinaten), so dass

dy - é, = cos b
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Daraus ergibt sich

' 0 sin 6 cos
E(F — k*dy exp(i(kr — wt)) 0 | —cos@| sinf Sinz
’ 4meg r 1 cos 6
. cos 0 cos
_ k2dy exp(i(kr — wt)) —sinf | cosfsin :2
4meg r —sinf
_ k2dy exp(i(kr — wt)) (— sin0é,} . (6.41)

4meq T

Dieses elektrische Feld, das auch héufig als elektrisches Feld eines Hertz’schen Dipols
(in der Fernfeldndherung) bezeichnet wird besitzt also die folgenden Eigenschaften:

e Es handelt sich um eine Kugelwelle, die radial vom Punkt des oszillierenden Dipols

im Koordinatenursprung nach aussen lauft. Dies wird durch den Faktor

exp(i(kr — wt))

zum Ausdruck gebracht. Der Wellenzahlvektor am Beobachtungsort 7 zeigt also
radial in Richtung é, nach aussen und besitzt den Betrag k.

Das elektrische Feld ist in Richtung des Einheitsvektors éy, einem der Basisvektoren
der Kugelkoordinaten, polarisiert. Da éy, senkrecht zur Richtung des Vektors é, und
damit senkrecht zum Wellenzahlvektor & steht, haben wir es mit einer transversal
polarisierten Welle zu tun, was ja auch fiir elektromagnetische Wellen gegeben sein
muss.

Die Amplitude des elektrischen Feldes ist proportional zu sin 6§ und héngt damit von
der Ausbreitungsrichtung ab. Sie ist identisch null in Richtung der z-Achse, also in
Richtung des Dipols und damit am Beispiel der Stabantenne in Richtung des Stabes.
Die Amplitude ist maximal in der zy-Ebene, also bei Ausbreitung senkrecht zum
Dipol.

e Die Amplitude ist proportional zur Wellenzahl zum Quadrat, der Faktor &% in (E4T]).

Die abgestrahlte Energie wird durch den Pointing-Vektor beschrieben. Dieser zeigt im Fall
der elektromagnetischen Wellen in Richtung des Wellenvektors IZ, also in Ausbreitungs-
richtung, und ist proportional zum Quadrat der Amplitude des elektrischen Feldes. Damit
ergibt sich als Funktion der Richtung die Abstrahlcharakteristik eines Dipolstrahlers, wie
sie in Abb. dargestellt ist.

Es ist ausserdem interessant festzustellen, dass die abgestrahlte Energie proportional zu
E* oc w* oc A7 ist. Kurzwelliges Licht wird also mit groBerer Intensitit abgestrahlt und
auch absorbiert, beziehungsweise gestreut. Dieser Mechanismus der sogenannten Ray-
leigh Streuung gilt fiir Sender, Absorber oder Streuzentren, die klein sind gegeniiber
der Wellenlénge A, wie das ja hier angenommen wurde (siehe (E39). Dementsprechend
ist z.B. die Eindringtiefe von Sonnenlicht in unsere Atmosphére

[ ~ 160\
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Abbildung 6.3: Abstrahlung eines elektrischen Dipols. Dargestellt ist ein Ausschnitt aus
einer Fliche, auf der die abgestrahlte Energie konstant ist.

mit A\ angegeben in pym und ! in Kilometer. Dies bedeutet [ =~ 4 km fiir violettes Licht
(A 0.4 pm) und 65 km fiir rotes Licht (A 0.8 pm). Da die dichte Atmosphére etwa 8 km
hoch ist, wird tagsiiber bei steilem Sonnenstand vor allem blaues Licht gestreut, was zu
der blauen Farbe des Himmels fiihrt. Bei auf- und untergehender Sonne ist der Weg des

Lichtes durch die Atmosphére entsprechend lénger, so dass auch rotes Licht gestreut wird
(Abendrot).
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6.3 Uberlagerung von elektromagnetischen Wellen

Die Maxwellgleichungen im Vakuum oder in einem isolierenden Medium (p = 0, j = 0)
sind Differenzialgleichungen, die sowohl linear sind, d.h. die zu berechnenden elektrischen
und magnetischen Felder treten nur linear und nicht quadratisch oder in hoherer Potenz
auf, und sie sind homogen, was bedeutet, dass es keine Terme gibt, in denen die elek-
tromagnetischen Felder nicht auftreten. Dies bedeutet aber, dass fiir die Losungen das
Superpositionsprinzip gilt. Sind also zwei Losungen (E\ (7, t), By (7,t)) und (Es(7,1),
B,(7,t)) bekannt, so ist auch die Lincarkombination dieser beiden Lsungen

E(F.t) = oF\(Ft)+ BEy(F,t)
B(F,t) = aBy(7,t) + BBy(7,1) (6.42)

mit beliebigen Koeffizienten, also Zahlen, o und (3, Losungen dieser Maxwellgleichungen
im Vakuum. Wir wollen verschiedene Beispiele betrachten und nehmen dazu an, dass die
Ausbreitungsrichtung der beiden iiberlagerten Wellen identisch ist und das Koordinaten-
system so orientiert ist, dass die z-Achse in Ausbreitungsrichtung liegt

—

ki = kié. . (6.43)
Das elektrische Feld hat dann die Form

_ . . ws;

E;(7t) = &, Eyeielkiz==it) it k:_] =c (6.44)
J

mit einer reellwertigen Amplitude Ej; und einer Phase ;. Als Basisvektoren fiir die Pola-

risation des elektrischen Feldes kommen Vektoren é; senkrecht zur Ausbreitungsrichtung

in Frage, also z.B. ¢, oder ¢,. Realisiert wird von diesem elektrischen Feld natiirlich nur

der Realteil also
Real Ej(F, t) = é;Ey; cos (k;z — wt + ¢;)

Nun zu verschiedenen Beispielen:

e Linear polarisierte Welle:

Nehmen wir den Fall
]{71 = kQ, und Y1 = P2.

Mit der Superposition (G22)) ergibt sich fiir den Realteil der Ergebniswelle

—

E(F, t) = (OéEOlél + BEOQéQ) COS (/ﬁz — wlt + (,01) (645)

Bei dieser Losung (643) éndert sich die Polarisationsrichtung von E nicht als Funk-
tion von Ort und Zeit, lediglich die Amplitude ist variabel. In diesem Fall spricht
man von linear polarisierten Wellen. Das zugehorige Magnetfeld ergibt sich aus der
Beziehung

—

kle:wé.
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e Zirkular polarisierte Welle

Es gibt aber auch transversal polarisierte Wellen, die nicht linear polarisiert sind.
Dazu betrachten wir die Superposition mit a = =1 und

T
ki =ky =k, o1 =0, §02:§~

In diesem Fall ergibt sich also fiir das elektrische Feld:

E(r,t) = Eyécos(kz —wt) + Epeéycos (kz — wt + g)
= FEpé; cos (kz —wt) — Eggéqsin (kz — wt) (6.46)

Betrachtet man nun z.B. den Fall, dass ¢; = €, und é; = ¢é,, sowie Fy; = Ep so ist
dieses elektrische Feld am Koordinatenursprung (z = 0) gegeben durch

- coswt
E0,t) = Ey | sinwt
0

Es handelt sich also um ein elektrisches Feld mit einer Amplitude, die vom Betrag
her konstant ist, deren Richtung aber auf einem Kreis in der xy-Ebene zirkuliert.
Man spricht deshalb von einer zirkular polarisierten Welle. Die hier betrachtete Welle
besitzt positive Helizitét, da das Feld als Funktion des Ortes eine Rechtsschraube
in Ausbreitungsrichtung bildet. Fiir oo = —m/2 erhélt man eine Linksschraube bzw.
negative Helizitit. Sind die Amplituden Ejy; und Eys unterschiedlich, so beschreibt
der Vektor des elektrischen Feldes als Funktion der Zeit eine Ellipsenbahn. Man
spricht deshalb von elliptischer Polarisation.

e Stehende Welle

Es soll nun der Fall der Uberlagerung von linear polarisierten Wellen betrachtet wer-
den, bei denen der Amplitudenvektor identisch ist, aber die Ausbreitungsrichtung
der beiden Wellen gegenlédufig ist, also

]{72 - _kl .
In diesem Fall ergibt sich fiir die Superposition der beiden Wellen das Ergebnis

E(’I?, t) _ E_w’o ei(szwt) + E_w’o ez’(szfthrcp)
= By eiCethel2) (gD | mitkap/2))

= 2B, cos(kz — /2) . (6.47)

Es handelt sich also um eine Welle mit einer Amplitude, die sich als Funktion des
Ortes wie eine Kosinusfunktion verhélt. Diese Amplitude ist dann multipliziert mit
eine komplexwertigen Exponentialfunktion, die die zeitliche Schwingung beschreibt.
Man spricht von einer stehenden Welle. An den Stellen, an denen cos(kz — ¢/2)
den Wert null annimmt, ist das elektrische Feld fiir alle Zeiten identisch null. Dies
sind die Knoten der stehenden Welle. An den Stellen, an denen die Kosinusfunktion
den Wert 1 oder -1 annimmt, oszilliert das elektrische Feld als Funktion der Zeit
mit maximaler Amplitude. Man bezeichnet diese Stellen als Schwingungsbéuche der
stehenden Welle.
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e Ausserdem sei der Fall betrachtet, bei denen Wellen mit verschiedenen Wellenzah-
len (bei gleicher Ausbreitungsrichtung) iiberlagert werden. Hier kommt es wie wir
bereits im Kurs Physik I diskutiert haben zu Amplitudenmodulationen der Welle,
die wir auch unter den Stichworten Fourier-Zerlegung behandelt haben.

Elektromagnetische Stehwellen im Experiment

Wir stellen dem Sender der Abb. einen metallischen Reflektor gegeniiber, so dass sich
eine Stehwelle ausbildet. Wenn wir die Stehwelle mit der Antenne abfahren so finden
wir, dass sich die Bauche bzw. Knoten der Stehwelle im Abstand A\/2 = 1 m wiederholen.
Hieraus finden wir mit der Senderfrequenz von 150 MHz fiir die ¢ einen Wert von 3-10% m/s,
was zeigt, das sich auch diese elektromagnetische Welle mit ” Licht” geschwindigkeit aus-
breitet.

Wenn wir des Experiment in Wasser wiederholen, finden wir A/2 ~ 0.15m. Mit ¢ =
Cvak//Ef und g = 1 fiir Wasser bestimmen wir hieraus ¢ ~ 45, was geringer ist als
der statisch bestimmte Wert von & (&gtatiscn &~ 81). Der Grund liegt schlicht darin, dass
die permanenten Diplomomente der HoO-Molekiile nicht schnell genug dem elektrischen
Wechselfeld folgen konnen. Die bei 150 MHz (oder auch bei hoheren Frequenzen) gemes-
sene Dielektrizitatskonstante ist also deutlich keiner als die statisch gemessene. Schlie3lich
demonstrieren wir Stehwellen noch mit einem bei 9.7 GHz arbeitenden Sender. Wir finden
A/2 ~ 1.6 cm heraus und wiederum ¢ = 3 - 108 m/s.
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6.4 Wellen in einem leitenden Medium

Unter einem leitenden Medium verstehen wir ein System, in dem wir keine ruhenden
Ladungen beriicksichtigen, aber Strome, die nach dem Ohmschen Gesetz durch ein elek-
trisches Feld verursacht werden. Wir nehmen also an

p(
J(
mit der Leitfdhigkeit o als charakteristische Materialkonstante. Nehmen wir auflerdem an,

dass die Materialparameter £ und g Konstanten, also unabhéngig von 7 und ¢, sind, so
lassen sich die Maxwellgleichungen auf die Form bringen

Pty = 0
Ft) = oE(Ft)

divD = eoedivE =0 — divE = 0
divB = pupedivB =0  —  divH = 0

| dB dH

tE - —_ et — JE—
Ho dt ol gt

. dD - dE -

tH = —+j = — 4+ oE 4
1o o +7 €0 +o (6.48)

Auch zur Losung dieser Gleichung betrachten wir den Ansatz von Vektorfeldern, die als
Funktion der Zeit harmonisch oszillieren

Ansatz :  E(Ft) = E(F)exp(—iwt)

H(7t) = H(F) exp(—iwt) (6.49)
Die Maxwellgleichungen fiir die Wirbelstérken liefern mit diesem Ansatz

rotE = iwuouﬁ
rotH = —iwegeE+0E = —iwnE (6.50)
wobei wir definiert haben

n = ¢coc + iZ (6.51)
w

Die Maxwellgleichungen in einem leitenden Medium sind also fast identisch zu den Max-
wellgleichungen in einem Isolator (¢ = 0) mit den Unterschieden

e Die Dielektrizitdtskonstante gge ist zu ersetzen durch die komplexwertige Variable
7, definiert in (ERI).

e Diese komplexwertige “Dielektrizitatsfunktion” n héngt ab von der Frequenz der
oszillierenden Felder w.

Im Folgenden werden wir also w festhalten und erwarten dann auch fiir die Losungen der
Maxwellgleichungen im leitenden Medium, Losungen in der Form von ebenen Wellen

E(Ft) = Eyexp(i(kf—wt))
H(Ft) = Hyexp(i(ki — wt)). (6.52)
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Aus den Maxwellgleichungen zur Quellstérke der Felder erhalten wir die Bedingungen

divE = ikE =0 =
divd =ikH =0 =

T
el

1
1 (6.53)

Auch in den leitenden Medien sind also die elektromagnetischen Felder senkrecht zum
Wellenvektor £, sie sind also auch hier transversal polarisiert. Ein Unterschied tritt aber
auf bei der Betrachtung der beiden anderen Maxwellgleichungen

“rotE =k x E = wupH (6.54)

Multipliziert man die erste dieser beiden Gleichungen von links mit kx so ergibt sich
unter Einbeziehung der zweiten Gleichung

kx(kxH) = k(kH)—k*H
= kx(-wnk) = —wnupeH
Der erste Term auf der rechte Seite der ersten Zeile dieser Gleichung verschwindet we-

gen der Eigenschaft (E53), dass H transversal polarisiert ist. Damit konnen wir diese
Gleichung zusammenfassen zu

K H = w*nupoH

beziehungsweise mit der Definition von 7 in (EX1]) zu

7 ) (6.55)

k? = ppoeeow? [ 1+
HHoEEQW ( ZW€05

Das Quadrat der Wellenzahl, und damit natiirlich auch die Wellenzahl k sind komplex,
sodass man den Wellenzahlvektor schreiben kann

k=ép(a+if), (6.56)

mit o und § als Bezeichnung fiir den Real- und Imagindrteil von k, wéhrend é; den
Einheitsvektor in Richtung k bezeichnet. Aus dem Vergleich von

B =(?—p%) + i2a3
mit (E50) ergibt sich

(@®=P3%) = popeocw?
208 = ppowo (6.57)
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6.4.1 Der Skineffekt

Mit der komplexen Wellenzahl erhélt man z.B. fiir die Welle des elektrischen Feldes in

(E52) ) )
B(Ft) = <E0 exp(i(aéyF — wt))) exp(—FénF) (6.58)

und einen entsprechenden Ausdruck fiir das Magnetfeld H. Fiir positive Werte von [
ergibt sich eine Welle, deren Amplitude entlang der Ausbreitungsrichtung é; exponenziell
abnimmt. Verfolgt man die Welle iiber eine Wegstrecke der Lénge

T=— 6.59

3 (6.59)

so fallt die Amplitude um den Faktor 1/e ab. Man bezeichnet die Grofle T deshalb als Ein-

dringtiefe oder Skinkonstante, d.h. die Dicke der Haut (“Skin”) des leitenden Mediums,
in die elektromagnetische Wellen in das leitende Medium eindringen koénnen.

Wie grof§ ist diese Skinkonstante und wie stark héngt sie von der Frequenz ab? Dazu
die folgende Abschétzung: Im Fall von Materialien mit hoher Leitfahigkeit o wird der
Imaginéirteil von k2, der ja wie aus (1) ersichtlich proportional zu o ist, sehr viel gréfier
sein als der Realteil. Wir kénnen also annehmen, daf3

-0 = a=xp (6.60)

Damit ergibt sich also
203 ~ 2% & popwo

und fiir die Skinkonstante (E09)
2
T =4/ (6.61)
O thow

Die Eindringtiefe ist also insbesondere bei Materialien mit sehr hoher Leitfdhigkeit und
bei hohen Frequenzen w sehr klein. In diesem Fall wird die Energie der elektromagneti-
schen Welle sehr rasch auf das leitende Material {ibertragen und die Welle entsprechend
gedampft.

Wegen dieses Skineffektes sind leitende Materialien weitgehend undurchléssig fiir elek-
tromagnetische Wellen. Insbesondere lassen sie kein Licht durch (relativ grofies w) und
ddampfen auch Wellen im Bereich der Radiofrequenzen sehr stark.

Die komplexwertige Wellenzahl hat aber auch noch eine weitere Konsequenz. Nach (24
gilt
k(ép x E)=H

M oW
Fiir die Amplitude des magnetischen Feldes in (E52) gilt also damit

. 1 o
Ho = ——|klexp(i¢)(éy, x Eo)
Hopw

wobei wir die komplexe Zahl k iiber den Betrag und eine Phase ¢ dargestellt haben. Nach
unseren Uberlegungen zu (G60) ist ¢ bei guten Leitern etwa gleich /4 oder 45 Grad. Die
Welle des Magnetfeldes ist also damit um diesen Winkel phasenverschoben zur Welle des
elektrischen Feldes, sie hinkt entsprechend nach.
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6.4.2 Frequenzabhingige Dielektrizititskonstante

Bisher wurde der Einfluss des Mediums auf das elektrische Feld dadurch berticksichtigt,
dass wir eine Polarisation des Mediums annahmen, P = ¢qx £ und damit z.B. die dielek-
trische Verschiebung definiert haben als

5:€0E+ﬁ:€085

mit der Dielektrizititskonstanten € = 1+ x. Dabei geht man davon aus, dass sich die Po-
larisation des Mediums zeitgleich mit dem elektrischen Feld dndert. Das elektrische Feld
andert sich also so langsam, dass die Elektronen im atomaren Bereich, die fiir die Polari-
sation verantwortlich sind, jeder Felddnderung instantan folgen kénnen. Dies ist natiirlich
in der Elektrostatik eine verniinftige Annahme, die auch bei langsam variierenden Feldern
noch giiltig ist. Wie verhalt es sich aber bei Feldern mit hohen Frequenzen w?

Zur Untersuchung dieser Frage betrachten wir die Bewegungen der atomaren Ladungen,
also der Elektronen, um die Gleichgewichtslage in einem Atom ohne externes Feld. Die
makroskopischen Felder bilden nur eine kleine Storung der starken atomaren Felder. Des-
halb ist es eine gute Ndherung die Auslenkung aus der Ruhelage in der harmonischen
Néherung zu behandeln, also mit einer Riickstellkraft die proportional zur Auslenkung 7
mit einer Konstanten K beschrieben wird

Riickstellkraft: F = —K7 = —mwgf

dabei bezeichnet m den Massenparameter der atomaren Ladung und wi = K/m ent-
spricht der Frequenz dieser harmonischen Schwingung, ist also ein Charakteristikum des
Materials. Aulerdem kénnen wir annehmen, dass es eine Reibungs- oder Dampfungskraft
proportional zur Geschwindigkeit der bewegten Ladung gibt und eben die Kraft durch
das externe Feld, qﬁ, mit ¢ fiir die Ladung. Die Bewegungsgleichung ergibt sich also als

d*r ar 4
Moy = —muwai — yme + qF (6.62)

Multipliziert man diese Bewegungsgleichung mit ¢/m und ersetzt ¢ durch das Dipolmo-
ment d, so ergibt sich

2d  dd - =
— — d=—F 6.63
az " Va T (6.63)
Im Fall der Elektrostatik (dd/dt = 0) erhilt man also
i=-1 F = P=Ni="LE=ysFE
wpm wgm

mit N die Dichte der Atome. Damit ergibt sich also fiir die elektrische Suszebtibilitét y,
beziehungsweise fiir die Dielektrizitédtskonstante
N¢?

—e—1= 6.64
X=¢ Eowam ( )

Im néchsten Schritt nehmen wir an, dass das externe elektrische Feld E mit einer Frequenz
w schwingt und auch der Ladungsverteilung beziehungsweise dem Dipolmoment d die
entsprechende Frequenz aufzwingt (siche Mechanik von erzwungenen Schwingungen)

E = Eyexp(—iwt) und d = dgexp(—iwt)
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-2 . |

Abbildung 6.4: Real- und Imaginérteil der elektrischen Suszeptibilitdt nach (G64).

Geht man mit diesen Ansatz in (E63)

(~w? —iyw +wd)d = q—zﬁ
0 m

ergibt sich daraus nach Abspalten des gemeinsamen Faktors exp(—iwt)

2

- q 1 - X(w) -

do = — Ey = E 6.65
0 mws — w? — iyw 0 N (6.65)

Die elektrische Suszebtibilitdt x und damit auch die Dielektrizitdtskonstante € nehmen
komplexe Werte an und hidngen von der Frequenz des elektrischen Feldes w ab mit

2 2 2
q Wi —w
Realy = N 5 022 -
com (wi — w?)” + 72w
2
Imagy = N2 Rhad (6.66)

£0m (w? — w?)? 4 72w?

Diese Abhéngigkeit des Real- und Imaginérteiles von x von der Frequenz w sind in Abb.
dargestellt. Im Grenzfall w = 0 ergibt sich wieder die reelle Suzebtibilitdat x der Elektro-
statik. Bei der Resonanzfrequenz w = wy ist der Imaginérteil von x und damit auch der
Imaginérteil von € maximal. Weiter oben in diesem Abschnitt haben wir gesehen, daf} ein
komplexer Wert von ¢ ein Zeichen fiir die Ddmpfung und Absorption der elektromagneti-
schen Welle ist. Also werden die elektromagnetischen Wellen stets dann in einem Material
besonders stark absorbiert werden, wenn die Frequenz in der Ndhe einer Resonanzfrequenz
wq des Materials ist.

In diesem Bereich w ~ wy zeigt auch der Realteil von x eine ausgepréigte Frequenz-
abhéangigkeit. Fiir w = wy gilt x = 0. Fiir Werte von w, die leicht oberhalb der Resonanz-
frequenz liegen wird x negativ, sodass ¢ Werte kleiner als 1 annimmt. Dies bedeutet aber
da die Phasengeschwindigkeit grofler als die Lichtgeschwindigkeit ist. Auf dem ersten
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Blick scheint es also die Moglichkeit zu geben, dafi Informationen mit Geschwindigkeiten
oberhalb der Lichtgeschwindigkeit verbreitet werden kénnen. An dieser Stelle soll zu die-
sem Thema nur angemerkt werden, daf} fiir die Ausbreitung von Information nicht die
Phasengeschwindigkeit, sondern die Gruppengeschwindigkeit eines Wellenpaketes relevant
ist. AuBlerdem sei darauf hingewiesen, dass y nur fiir solche Werte von w negativ wird,
fiir die die Absorption, dargestellt durch den Imaginérteil von y, grof ist.

Aus der Abb. kénnen wir weiter entnehmen, dass die Suszebtibilitdt xy und damit auch
die Dielektrizizétskonstante € und auch der Brechungsindex n = ,/ue iiber weite Bereiche
von w mit w und damit auch mit der Wellenzahl & anwéchst. Es gilt also dn/dw > 0. Man
spricht in diesem Fall von normaler Dispersion. Im Bereich der Resonanzfrequenzen
wp gibt es aber auch Bereiche anormaler Dispersion mit dn/dw < 0.
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6.5 Erzeugung, Ubertragung, Empfang von Radio-
und Mikrowellen

Wir werden uns in diesem Abschnitt mit elektromagnetischen Wellen vom Radio- bis
in den Ferninfrarotbereich beschéftigen. Eine Grobeinteilung der Wellenldngenbereiche
haben wir bereits in Abschnitt gegeben. Etwas genauer aufgeteilt spricht man von

e "Langwellen” fiir Frequenzen zwischen 30 kHz und 300 kHz (A von 10km bis 1km),

e "Mittelwellen” fiir Frequenzen zwischen 0.3 MHz und 3 MHz (A von 100m bis 1km),

e "Kurzwellen” fiir Frequenzen zwischen 3 MHz und 30 MHz (A von 10m bis 100m),

e "Ultrakurzwellen” fiir Frequenzen zwischen 30 MHz und 300 MHz (A von 1m bis 10m),
e "Dezimeterwellen” fiir Frequenzen zwischen 300 MHz und 3 GHz (A von 10 cm bis 1m),
e "Zentimeterwellen” fiir Frequenzen zwischen 3 GHz und 30 GHz (A von 1cm bis 1m),

e "Millimeterwellen” fiir Frequenzen zwischen 30 GHz und 300 GHz (A von 1 mm bis 1cm),

e "Ferninfrarot” fiir Frequenzen zwischen 300 GHz und 30 THz (A von 10 ym bis 1 mm).

"Radiowellen” reichen bis 300 MHz; ” Mikrowellen”H erstrecken sich je nachdem, ob
"Ferninfrarot” als eigener Bereich ausgewiesen wird oder nicht, von 300 MHz bis 300 GHz
bzw. von 300 MHz bis 3 THz.

6.5.1 Erzeugung

Fir die Erzeugung von Radiowellen haben wir bereits Schwingkreise mit integrierten
Rohrenverstarkern oder Transistoren kennengelernt. Mit Feldeffekttransistoren kénnen
Frequenzen von einigen 10 GHz erreicht werden, wenngleich mit relativ geringer Leistungs-
abgabe.

Fiir die Erzeugung von Mikrowellen kennt man eine Reihe von Methoden, von denen wir
nur eine Auswahl kurz ansprechen wollen.

Anregung von Hohlraumresonatoren durch Elektronenstrahlen

Ein vielfach genutztes Prinzip besteht darin, Elektronenstrahl-Pakete durch einen
oder mehrere Hohlraumresonatoren laufen zu lassen. Im Resonator oszilliert eine elek-
tromagnetische Stehwelle, die einerseits Energie aus den Elektronenstrahlpaketen auf-
nimmt und andererseits die Elektronenpakete stabilisiert. Bevor wir die entsprechenden
Ostzillatoren genauer diskutieren, wollen wir zunéchst kurz Hohlraumresonatoren anspre-
chen:

FEinschub: Hohlraumresonatoren

Der einfachste Hohlraumresonator ist ein von metallischen Wianden begrenzter Quader.
Die Lénge des Quaders in z-, y- und z-Richtung sei (L,,L,,L.). Im Quader sei Luft.

3Besonders erwihnenswert ist f = 2.45 GHz. Hier arbeiten die haushaltsiiblichen Mikrowellenherde.
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Elektromagnetische Wellen bilden bzgl. allen Raumrichtungen Stehwellen aus, wobei das
elektrische Feld jeweils wie im statischen Fall senkrecht auf den Metalloberflichen stehen
muss.

Wir betrachten zunichst den Fall, dass das E-Feld in die y-Richtung zeigt, d. h. E =
(0, E,,0). Fur E, gilt dann:

xT

. X . zZ
E,=E, -sin (nﬂrL—) sin - (nzﬁL—Z) (6.67)

Hierbei sind n,, n, ganze Zahlen > 0. E, bildet in z-Richtung eine Stehwelle mit L, =
ngA/2, d. h. k, = n,m/L,. Analog ergibt sich k, = n,n/L,. E verschwindet an den 4
vertikalen Quaderwénden und steht senkrecht auf Boden und Deckel. Der kleinstmégliche
Zahlenwert fiir n, und n, ist 1. Dies ergibt die " TE101-Mode”, wobei " TE” fiir ”transver-
sall elektrisch” steht (das E-Feld hat keine Komponente in z-Richtung) und die Zahlen
die Zahl der Halbwellen in z-, y- und z-Richtung zdhlen. Die Magnetfeldlinien bilden fiir
diese Moden geschlossene Linien in der (z, z)-Ebene. Im Fall der TE101-Mode ist der Be-
trag des B-Feldes an den Resonatorwénden maximal und hat eine Nullstelle in der Mitte
des Resonators (vgl. Abb. [E1).

E-Feld:
’ y
‘ 1= g
« ] > 7
B-Feld:
z Abbildung 6.5: Elektrisches und magneti-
sches Feld im quaderféormigen Hohlraumre-
X sonator in der TE101-Mode.

Analog definiert man Moden mit n,, n,, n, Halbwellen in (z,y, 2)-Richtung). Fir n, #
0 hat das elektrische Feld ebenfalls eine Komponente in z-Richtung. Im quaderférmi-
gen Hohlraumresonatoren sind ebenfalls Schwingungsmoden erlaubt, bei denen die z-
Komponente des B-Felds verschwindet und die z-Komponente des E-Felds endlich ist
(" Transversal-magnetische Moden”, "TM-Moden”). Hier ist im wesenlichen gegeniiber
den TE-Moden E und B vertauscht; die Maxima der B-Felder liegen zudem an den
Wiinden (d. h. Vertauschung sin() — cos() in G.H).

Wir wollen diese Nomenklatur hier nicht weiter vertiefen, Entscheidend ist aber, dass der
Resonator analog zu den in Abschnitt behandelten Schwingkreisen bei ganz bestimm-
tenf] Frequenzen schwingen kann (d. h. elektromagetische Stehwellen aufbauen kann). Die

4Wir werden spiter Hohlleiter mit rechteckformigem Querschnitt betrachten, bei denen sich die Welle in
z-Richtung ausbreiten kann. ” Transversal” bedeutet in diesem Sinne senkrecht zur Ausbreitungsrichtung
des gedachten Rechteckkhohlleiters.

°Bei Beriicksichtigung der Dimpfung der Schwingungen durch Wirbelstromverluste in den Resona-
torwidnden erhilt man eine endliche Frequenzbreite Aw, die sich wie bei Schwingkreisen durch einen
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Frequenzen sind gegeben durch:

2 2 2
w:ck:c,/k:%—f—k:;—i—kg:C\/(W;x) —|—(7TL—ny) +(7T£Z). (6.68)

)

Analog schwingen auch anders geformte Hohlraumresonatoren bei bestimmten Frequen-
zen.

Klystrons

Beim Klystron lasst man im Prinzip zunéchst einen Elektronenstrahl durch einen ersten
Resonator laufen, in dem bereits elektromagnetische Wellen angeregt wurden. Das im
Resonator oszillierende E-Feld bildet aus dem Elektronenstrahl Pakete (etwa in Analogie
zu einer Ampel, die aus dem Fahrzeugstrom Pakete bildet). Die Pakete laufen in einen
zweiten (oder weitere) Resonator und geben Energie an das dort oszillierende elektroma-
gnetische Feld ab. Das Prinzip ist in Abb. veranschaulicht.

L Legpisias o o8 8 1 8
1'1 sa'as 0e oo ' %
K

'E.-'f“

—|'-|J-|I-|H|-|H|-|’_— Abbildung 6.6: Prinzip des Klystrons (aus:

Gerthsen Physik, Abb. 8.33)

Beim Reflexklystron wird nur ein Hohlraumresonator verwendet, in den die Elektonen-
pakete zuriickreflektiert werden (Abb. 7). Die Elektronen werden hierbei zunéchst aus
der Kathode in den Resonator hinein- bzw. durch ihn hindurchbeschleunigt, durchlaufen
dann eine Gegenspannung und passieren wiederum den Resonator.

Analog lassen sich Klystrons mit mehreren Resonatoren (z. B. ”Dreikammerklystron”)
herstellen. Klystrons konnen Frequenzen im Bereich einiger GHz bis ca. 100 GHz erzeu-
gen. Bei Wanderfeldrohren fiihrt ein Elektronenstrahl ebenfalls Energie resonatorahnli-
chen Strukturen zu. Dabei ”wandert” die elektromagnetische Welle entlang der Resonato-
ren. Beispiele sind der Riickwértswellen-Oszillator (backward wave oszillator, BWO)

Giitefaktor @ = w/(2Aw) beschreiben lidsst (die allgemeine Definition des Giitefaktors ist: @ =
27 - (im Resonator gespeicherte Energie)/(Energieverlust pro Schwingungsperiode). Je hoher der Giite-
faktor ist, desto enger ist einerseits das Frequenzintervall, das angeregt werden kann, desto hoher wird
aber andererseits die Amplitude des elektrischen bzw. magnetischen Felds.
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IH

e

T 4
4I|—I|—I|—||—| - |-||—||—|}—'|—— Abbildung 6.7: Prinzip des Reflexklystrons
(aus: Gerthsen Physik, Abb. 8.34)

oder das Magnetron. Beim BWO durchlduft der Elektronenstrahl eine Kette von re-
sonatordhnlichen Elementen und regt dabei eine Welle an, die beim BWO entgegen der
Elektronenstrahlrichtung den Oszillator verlédsst (Abb. B.F))

R
=

NN

A

Y
I
i

IS

Y

AN

Abbildung 6.8: Riickwértswellen-Oszillator; Quelle: Arbeitsgruppe M. Dressel, Physika-
lisches Institut, Univ. Stuttgart, http://www.pil.physik.uni-stuttgart.de/indexjs.html

Mit BWO'’s kénnen bei hoher Leistung Frequenzen bis ca. 1 THz erzeugt werden.
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Beim Magnetron (Abb. E9) wird durch ein senkrecht zur Rotatinsachse stehendes Magnet-
feld der Elektronenstrahl auf eine Kreisbahn gelenkt und gibt dort Energie an eine Serie
von Resonatoren ab. Abb. B9(a) zeigt die Elektronenbahnen im Magnetron, Abb. E9(b)
einige Bauformen von Magnetrons. Die rosettenférmige Bahn rotiert um die Achse des
Magnetrons und regt in den Resonatoren des Magnetrons eine mit der gleichen Frequenz
rotierende Welle an.

Abbildung 6.9: Magnetrons (links) Elek-
tronenbahn (dicke Linie) im Magnetron;
(unten) technische Ausfiihrungen von Ma-
gnetrons. Quellen: (links) aus Gerth-
sen Physik, Abb. 8.36; (unten) aus:
http://www.fnrf.science.cmu.ac.th
/theory/microwave

Anregung durch Bauelemente mit negativem differenziellen Widerstand

Einige Bauelemente in der Mikroelektronik besitzen Strom-Spannungs-Charakteristiken,
bei denen Bereiche negativen differenziellen Widerstands r = dU/dI < 0 auftreten. Eine
Kennlinie dieser Art ist schematisch in Abb. gezeigt. Integriert man ein solches Bau-
element in einen Schwingkreis und wahlt man eine Vorspannung Uy so, dass der statische
Strom Iy(Up) sich gerade in einem Bereich r < 0 befindet, so ”"sehen” Stroménderun-
gen Al um diesen Wert I, diesen negativen Widerstand r, der auf Grund seinen Vor-
zeichens Schwingungen antreibt statt dampft. Beispiele fiir Halbleiter-Bauelemente, die
solche Strom-Spannungs-Charakteristiken besitzen, sind Schottky-, Gunn- oder Tun-
neldioden.

Auf die Ursachen fiir das Auftreten des negativen differenziellen Widerstands kénnen wir
hier nicht im Detail eingehen. Fiir den Fall der Gunn-Diode (Material: GaAs) sei beispiel-
haft erwédhnt, dass hier die Beweglichkeit der Ladungstriger im einem gewissen F-Feld-
Bereich stark abnimmt und somit der mit wachsender Spannung U der Strom f&llt statt
ansteigt. In der Gunn-Diode bilden sich als Resultat doménenartige Zonen abwechselnd
hoher und niedriger Elektronendichte aus, die sich durch die Diode bewegen.
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| 4 r=dl/dU<0

L Arbeitspunkt

i >U Abbildung 6.10: Kennlinien mit negativem differenziellen Wider-
Uo stand zur Erzeugung von Hochfrequenzoszillationen.

Parametrische Verstiarkung

Das Prinzip der parametrischen Verstarkung hatten wir bereits in Abschnitt kennen-
gelernt. Wir besprechen hier ein Beispiel, bei dem die Kapazitét eines Schwingkreises
mit der Wechselspannung U ”pumpt”. Man verwendet hierzu Varaktordioden (speziel-
le halbleitende pn-Uberginge). Deren Kapazitit hingt von der angelegten Spannung ab,
C = C(U), s. Abb. EI1l Man hat damit ein Bauelement, mit dem sich wiederum ein
parametrischer verstarkender Schwingkreis realisieren lésst.

BARRIER
POTENTIAL

ucf-ts'ntql AREA
(A}

Abbildung 6.11: Varaktordiode;
Abb. aus: http://www.fnrf.science.cmu.ac.th/theory/microwave/

6.5.2 Ubertragung
Tragerwellen:

Akustische Signale Ay(t) (z. B. ein Musikstiick) nehmen einen Frequenzbereich von ca.
1Hz bis einigen 10kHz ein. Im Prinzip kann man dieses Signal direkt iibertragen (ein
Mikrofon arbeitet auf diese Weise). Fiir die Ubertragung auf lange Distanzen iiber freie
elektromagnetische Wellen hat man aber zwei Schwierigkeiten:

e die Wellenléingen sind extrem grof}; man wiirde &uflerst hohe Sendemasten bendtigen

e sind viele Sender vorhanden, so {iberlagern sich die Signale dieser Sender

Die Losung der obigen Probleme besteht darin, das Ausgangssignal AO(t) zu hoheren Fre-
quenzen auf eine " Tragerwelle” zu transformieren. Hierzu existieren zwei Moglichkeiten:

e Amplitudenmodulation: Man sendet ein Signal der Form A(t) = Ag(t) - cos(wt).
Hierbei ist w; bzw. f; = w;/27 die Frequenz der Triagerwelle. Ein Fourierspektrum
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A(w) des Signals A(t) hat eine endliche Intensitdt um die Triagerfrequenz w; herum,
wobei die ”Bandbreite” Aw gleich der Bandbreite des Ausgangssignals (einige kHz
in unserem Beispiel) ist.

e Phasenmodulation: Hier ist das Signal von der Form: A(t) = A - cos [wit +0(t)],
wobei die Phase §(¢) proportional zum Ursprungssignal Ay(t) ist. Auch bei dieser
Methode wird das urspriingliche Signal auf die Tragerfrequenz f; transformiert.

Abb. zeigt das Prinzip mittels der ersten Takte von Beethovens 5. Sinfonie. In
Abb. ist der Unterschied von Amplituden- und Phasenmodulation dargestellt.

Abbildung 6.12: Ubertragung mit Trigerwellen: Signal (elektrische Feldstérke) von
Beethovens 5. Sinfonie als Funktion der Zeit. Aus: Gerthsen Physik, Abb. 7.141.

i fHHH]F‘I!'IHIHHWII HI”T'

Abbildung 6.13: Tragerwelle mit (oben) Amplituden- bzw. (unten) Phasenmodulation
(E-Feld als Funktion der Zeit). Aus: Gerthsen Physik, Abb. 7.143.

Ubertragungsmethoden: Als Ubertragungsmethoden der elektrischen Signale kénnen frei
abgestrahlte Wellen oder gefithrte Wellen gewahlt werden.
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Freie Abstrahlung:

Die freie Abstrahlung (in die Luft oder ins Vakuum) haben wir bereits mehrfach kennen-
gelernt. Hierbei wollen wir noch auf zwei Besonderheiten eingehen:

e mit Langwellen kann man "um die Erde herum” funken. Der Grund besteht darin,
dass in den oberen Atmosphérenschichten gentigend freie Ladungstréger vorhanden
sind, um diese Schichten als metallische ”Spiegel” wirken zu lassen. Metalle reflek-
tieren elektromagnetische Wellen bis zu einer gewissen Maximalfrequenz (der ” Plas-
mafrequenz”), die proportional zur Wurzel aus der Dichte der freien Ladungstriager
(d. h. Elektronen im Metall) ist. In Metallen liegt die Plasmafrequenz typischerweise
im UV-Bereich. In der Tonosphére liegt die Plasmafrequenz im 100 kHz-Bereich.

e beim Mobilfunk werden die (Handy-)Signale zunéchst an eine Basisstation iibert-
ragen und von dort {iber einen oder mehrere Satelliten zuriick auf eine irdische
Basisstation iibertragen.

Gefiihrte Wellen: Doppelleitung (Lecherleitung)

Fiir die gefithrte Abstrahlung existieren eine Reihe von Moglichkeiten. Wir stellen einige
exemplarisch vor:

Die Lecherleitung besteht aus zwei parallel zueinander gespannten Dréhten (Abstand
d < \), entlang derer sich die elektromagnetische Welle ausbreitetﬁ(Abb. (a)). Da
d < X ist, kdonnen wir kurze Segmente dieses Leitungstyps nédherungsweise durch zwei
Induktivitdten und eine dazwischen geschaltete Kapazitét charakterisierenf] (s. Abb.
(b)). Wir wollen dieses Ersatzschaltbild kurz charakterisieren und eine Wellengleichung,

UOC(;SUJt — > Welle (a)
L L L
HOO—T—"350" QL)
c L c L |
LT L T L (b) Abbildung 6.14: Lecherleitung: (a) Geo-

metrie, (b) ndherungsweise Beschreibung

W W W durch Induktivitdten und Kapazitéten.

die sogenannte ”Telegraphengleichung” aufstellen. In Abb. E10(a) sind die im fol-
genden verwendeten Bezeichungen eingetragen. Der entlang des oberen Drahtes flieende
Strom sei /(z), der entlang des unteren Drahtes flieBende Strom sei I5(z). Uber die Ka-
pazitit am Ort 2 flieBe der Strom I (). Uber dieser Kapazitit falle die Spannung U(x)
ab.

6Bei mikroelektronischen Schaltungen verwendet man analog zwei aufgedampfte leitfihige Streifen (Strei-
fenleitung, Mikrostreifenleitung)

"In Serie zu den Induktivitidten kénnten wir noch einen Widerstand R beriicksichtigen, den wir hier aber
aus Griinden der Einfachheit ignorieren.
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l;(x*+dx)
l
O 0T T 00T
C C C lU(x) C_—QU(x+dx)

—WK(X) L) JIxrx) T L
530} —/300)
Abbildung 6.15: Zur

1(x) —> —]
X L x+dx X \U—/ x+dx
) Herleitung der Tele-
(@) (b) graphengleichungen
Mit der Kirchhoffschen Knotenregel finden wir:
(6.69a)

L(z) = Ig(z) + Ii(z + dz) = CU(z) + I (z + dx)
(6.69b)

I(z) = —Ix(z) + Lz 4 dz) = —CU(z) + Ly(x + dx)

Wir definieren I(z) = [[(z) — Ix(x)]/2. I ergibt gerade den am Ort x in den beiden
Leitungen in entgegengesetzte Richtung flieBenden Strom. Die Subtraktion der beiden

Gleichungen (G69al) und (E.690) ergibt:
(6.70)

I(z) = CU(x) + I(z + dz).

Hieraus folgt:
Iz +dz)—I(z) dI C . ~
=—=—— = ) 71
T T de(x) CU(z) (6.71)
Hierbei haben wir mit C' die Kapazitit pro Lingenintervall dz bezeichnet.
Wir wenden jetzt die Maschenregel an (vgl. Abb. ETH(b)):
U(z) + Lly(z) = U(x 4 dx) + LI (z) (6.72)
Hieraus folgt:
=—=—— =—— I(x)=:—LI )
dx dx de 2 dx (z) (z) (6:73)
Hierbei haben wir mit L die Induktivitit pro Linge dz bezeichnet.
Wir haben jetzt also:
dl ~
—=— .74
o cvU (6.74a)
au i
— =—LI. .74b
. (6.74Db)
(6.75)
Wir leiten (E274H) nach z ab, setzen (6274al) ein und finden
U ..
— - LC-U=0. (6.76)

dz?
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Analog finden wir durch Ableiten von (E2Zal) nach = und Einsetzen von (G.2740):

&I -
L _I¢-1=0. (6.77)

da?

E0) und (B77) sind die Telegraphengleichungen. Am Anfang der Leitung (er sel bel x =
0) miissen sie noch durch Randbedingungen ergénzt werden, z. B. U(x = 0) = Uy cos wt;
I(x=0)=0.
Die Losungen I(z,t) und U(z,t) sind ebene Wellen (d. h. U = Uy expli(kx — wt)]; I =
Iy expli(kr — wt)] mit einer Wellengeschwindigkeit

1

() = —.
Welle \/T

Wir wollen hier darauf verzichten, L und C explizit auszurechnen. Fiir parallelgespannte
Dréahte findet man unabhéngig von der genauen Form des Drahtes:

1 1
vV LC  VEeolifio

Die Welle breitet sich also entlang des Drahtes mit der gleichen Geschwindigkeit aus wie
die freie elektromagnetische Welle im gleichen Medium, d. h. vwene = Cyak/\/EH-

(6.78)

(6.79)

In welcher Richtung stehen E und B?

Auf Grund des Ersatzschaltbild wird klar, dass das E-Feld zwischen den Drihten in
der durch die Dréhte aufgespannten Ebene verlduft. Der Strom I(z) beschreibt gerade
Ringstrome zwischen den beiden Drihten. Das B-Feld steht also senkrecht zu der von
den Drihten aufgespannten Ebene, ist also wie bei der freien elektromagnetischen Welle
senkrecht zu £ und zur Ausbreitungsrichtung. Ferner ist B maximal, wenn F minimal ist
und umgekehrt. Die Situation ist in Abb. nochmals graphisch skizziert.

® @ ®/@5® ®

® (J ® ® ® © Abbildung 6.16: Elektrisches und magneti-

sches Feld in der Lecherleitung.

Kommen wir nochmals zuriick auf die Strome I(x,t) bzw. Spannungen U(z,t). Mit dem
Ansatz U = Uy expli(kz — wt)], I = Iyexpli(kx — wt)] finden wir aus (674al) und (G740):

ikU = iLwl (6.80a)
ikl = iwCU (6.80b)

Dividieren wir beide Gleichungen, so erhalten wir:

~l=

I
7 (6.81)

Q)]
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bzw:

= T (6.82)

Die Gréle Zy hat die Dimension eines Widerstand und wird Wellenwiderstand ge-
nannt. Da L proportional zu Lot und C proportional zu ege ist, konnen wir auch schreiben:

Zw = /@\/E~ (Geometriefaktor). (6.83)
o £

Fiir zwei parallele zylindrische Dréhte mit Radius » und Abstand d wird dieser Geome-
triefaktor gleich In(d/r)/m. Fiir r = 0.5 mm, d = 9 cm (diese Geometrie verwenden wir im
Experiment, s. unten) betréigt dieser Faktor ca. 1.65.

Die GroBle v/ o /o = Zoy = 377 wird auch Wellenwiderstand des Vakuums genannt.
Sie spielt bei der freien Abstrahlung von Wellen eine grofie Rolle.

Fiir die obigen Zahlenwerte fiir d und r finden wir mit 4 = ¢ = 1 fiir unsere Lecherleitung
einen Wellenwiderstand von ca. 620 W.

Im Experiment betreiben wir eine mehrere Meter lange Lecherleitung mit d = 9 cm. Wir
regen die Leitung mit dem 150 MHz-Oszillator an. Am anderen Ende stellen wir einen
Reflektor auf, der die Drahtenden leitend miteinander verbindet (Kurzschluss). Entlang
der Leitung baut sich eine Stehwelle auf. Wir messen wiederum B und E und finden zwi-
schen den Drihten ein Feldprofil wie in Abb. B8 Die Amplituden von E und B nehmen
bereits wenige cm vom Draht entfernt stark ab.

Was wire passiert, wenn wir anstelle der elektrisch sehr gut leitenden Platte (R =~ 0)
am Drahtende eine Platte mit Widerstand R angebracht hatten? Wir hétten gesehen,
dass fiir R = Zy, die gesamte Leistung in der Platte absorbiert worden wire, d. h. keine
riickreflektierte Welle entsteht. Dies wird ausgenutzt, um Leitungen ”abzuschliefen”. Den
Widerstand R bezeichnet man entsprechend auch als Abschlusswiderstand. Wiirden wir
umgekehrt freie Drahtenden bei variablem d betrachten, so stellten wir fest, dass die Drah-
tenden maximal abstrahlen, wenn Zy, gleich Z,, also dem Wellenwiderstand des Vakuums
ist. In diesen beden Effekten wird der Sinn des Begriffs ” Wellenwiderstand” deutlich: ” An-
gepasste” Antennen sollten fiir eine optimale Abstrahlung den gleichen Wellenwiderstand
des sie umgebenden Mediums haben. Kabelenden zollten mit R = Zy ”abgeschlossen”
sein. Verbindet man zwei unterschiedliche Leitungen (oder Leitungen und Antennen etc.),
so sollten deren Wellenwidersténde identisch sein.

gefiihrte Wellen: Koaxialkabel

Koaxialkabel bestehen aus einem Innenleiter und einem konzentrischen Auflenleiter, die
voneinander durch eine Isolatorschicht voneinander getrennt sind. Bei Radiofrequenzen
verwendet man BNC-Kabel, bei Mikrowellenfrequenzen sog. ” Semirigid-Kabel” (Lei-
ter: Cu; Isolatorschicht: Teflon). Semirigid-Kabel kénnen je nach Ausfithrung bis ca. 20—
40 GHz Signale iibertragen. Mathematisch behandelt man Koaxialkabel analog zur Dop-
pelleitung, d. h. man erhélt wiederum Telegraphengleichungen, die die Wellenausbreitung
beschreiben. Es ist weiterhin zu beachten, dass E-Feld und B-Feld auf den Zwischenraum
zwischen den beiden Leitern beschrinkt sind, also nicht aus dem Kabel ”herauslecken”.
Der Wellenwiderstand der Kabel ist iiblicherweise auf den Wert 50 €2 ausgelegt.



244 KAPITEL 6. ELEKTROMAGNETISCHE WELLEN

Gefiihrte Wellen: Hohlleiter

Hohlleiter werden eingesetzt, um Mikrowellen iiber relativ kurze Distanzen (cm bis m)
zu iibertragen. Typische Frequenzen f reichen von wenigen GHz bis zu einigen 100 GHz.
Wir diskutieren beispielhaft Reckeckhohlleiter, deren Geometrie in Abb. gezeigt ist.

y4

o
o
o
o
o
K
o

L, 1 e

L, Abbildung 6.17: Rechteckhohlleiter.

Der Hohlleiter sei in y—Richtung ausgedehnt. In z— und y—Richtung bildet sich wie beim
quaderférmigen Resonator eine Stehwelle (n, bzw. n, Halbwellen auf den Querschnitt L,
bzw. L,) aus. Wenn das elektrische Feld keine Komponente in der Ausbreitungsrichtung
z besitzt, spricht man von TE-Moden (je nach Zahl der Halbwellen in z— und y—Richtung
TE10, TE11 usw. -Moden). Falls das Magnetfeld keine z-Komponente besitzt, spricht
man von TM-Moden.

Kreisfrequenz und Wellenzahlvektor hdngen wiederum iiber

w = clk| = cy /K2 + k2 + k2 (6.84)

zusammen. Hierbei sind k, und k, auf diskrete Werte festgelegt: k, = n,n/L,, k, =
nym/L,, mit n,,n, =0,1,2,...

2 2
w:c|12|:c\/<7z“) +<”L—”y) + k2, (6.85)
x Y

Aufgelost nach k. ergibt dies:

]{32 - w? TNy 2 Ty 2 . w? Werenz
() () e (6.86)

Y

Man erhalt also:

Fiir Frequenzen kleiner als wgyen, ist k? < 0 und damit k, imaginér. Die Wellen werden
exponentiell geddmpft. Eine Ausbreitung entlang des Hohlleiters kann erst fiir w > wgyen,
stattfinden. Es sei L, < L,. Die Mode mit der niedrigsten Grenzfrequenz ist dann die
TEO1-Mode mit einer Grenzfrequenz wgyen, von cm/L,. Oberhalb wgyyen, existiert ein be-
stimmtes Frequenzband, in dem sich nur diese eine Mode ausbreiten kann. Enstprechend
dieses Bandbereichs klassifiziert man die Hohlleiter, wobei Begriffe wie X-Band (f von 8
bis 12 GHz), K-Band (f von 18 bis 26 GHz) verwendet werden (die Bezeichnungen sind

historisch bedingt; einige Bezeichnungen sind in Tab. aufgelistet).
Aus der Beziehung
w=cy\/k?+w,,/? (6.87)

grenz

sehen wir weiterhin, dass sich elektromagnetische Wellen im Hohlleiter nicht mit ¢ aus-
breiten.

Fiir die Phasengeschwindigkeit gilt vp, = w/k, fiir die Gruppengeschwindigkeitﬁ

8Wellenpakete und damit ”Information” breiten sich mit Vg, AUS.
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‘ Frequenzband H Frequenzen [ [GHz| ‘

L 1-2

S 2-4

C 4-8

X 8-12

Ku 12-18

K 18-26

Ka 26-40

U 40-60

Tabelle 6.1: FEinige Mikrowellen-Frequenzbédnder und ihre Bezeichnungen

Vg = dw/dk. Aus (EZ7) erhalten wir:

2
Ei::cx/1+-<f%§?) > ¢ (6.88a)

_<c (6.88D)

T
w

und
dw

k. c
— —c _
dk’z \/kjg—l_"‘)—grenz/c2 \/1 + (wgrenz/kzc)

Das Produkt vpnv,, ergibt gerade ¢® (man kann zeigen, dass dies allgemein gilt).

Medien mit v}, # v heiBlen ”dispersiv”.
p g

Neben Hohlleitern und Koaxialkabel existieren eine Vielzahl weiterer Mikrowellenkompo-
nenten wie Abschwicher, Leistungsteiler usw. Einige Beispiele sind in Abb. gezeigt.
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(a) Ab-
schwécher

(s 49

4

(e) DC Blocker

(g) Leistungstei-
ler

: 3 sﬁ?’)
(i) Verbinder
Endstiicke

Abbildung 6.18: Beispiele fiir Mikrowellenbauteile.

(b) Resistiver
Abschluss

(d) Koppler

(h) Phasen-
schieber

(j) Adapter

Nach: http://ebiz.midwest-microwave.com/cgi-bin/mmb2c/main.html
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6.6 Empfang

6.6.1 Antennen

Zum Empfang von Radio- oder Mikrowellen existieren eine Vielzahl unterschiedlicher An-
tennenformen. Einige Beispiele (Stabantenne, Ringantenne) hatten wir bereits kennenge-
lernt. Abb. zeigt als weiteres Beispiel eine ”logarithmisch-periodische Antenne”. Die-
ser Antennentyp kann Mikrowellen iiber einen weiten Frequenzbereich empfangen. Die im
Bild in horizontaler Richtung verlaufenden dreieckférmigen Strukturen bilden eine dipo-
lartige Struktur; die stabformigen Gebilde stellen Resonatorelemente dar, die Resonanzen
bei unterschiedlichen Frequenzen haben.

Empfanger
L~ -

; Abbildung 6.19: Logarithmisch-Periodische Anten-

ne (schwarze Struktur) mit integriertem Empfianger.
Die hier gezeigte Anordnung wurde benutzt, um Mi-
krowellen im Bereich einiger 100 GHz bis zu einigen
THz zu detektieren. ["Far Infrared Response of In-
trinsic Josephson Junctions”, S. Rother, R. Kleiner,
P. Miiller, M. Darula, Y. Kasai, and K. Nakajima,
Physica C 341, 1565 (2000).]

Die logarithmisch-periodische Antenne soll beispielhaft zeigen, dass Antennen (bzw. Mi-
krowellenbauteile im allgemeinen) oft eine relativ nichttriviale Form haben. Man kann der-
artige Gebilde mit geeigneten numerischen Programmen optimieren. Allerdings miissen
Feinabstimmungen nach wie vor manuell durch ”ausprobieren” gemacht werden.

6.6.2 Homodyn- und Heterodyn-Empfang

Im einfachsten Fall wird ein Mikrowellensignal bei der Frequenz fs (” Signalfrequenz”)
detektiert und elektronisch verarbeitet (” Homodyn-Prinzip”). Dieses Prinzip funktio-
niert, solange geniigend schnelle Schaltkreise zur Verfiigung stehen bzw. fs geniigend klein
ist. Fiiir Frequenzen f oberhalb einiger GHz verwendet man dagegen das Heterodynprin-
zip. Hier wird das Signal von der Frequenz fs auf die niedrigere ”Zwischenfrequenz”
fzr umgesetzt und weiterverarbeitet. Diese Umsetzung erfordert einen ”Mischer”. Der
Mischer empféangt neben dem Signal eine zweite Frequenz f1o, die von einem ” Lokalos-
zillator” erzeugt wird und erzeugt die Frequenz fzr = |fs — fLo|. Dieses Prinzip wird
beispielsweise beim Satellitenempfang eingesetzt (fs ca. 10 GHz, fzr ca. 1 GHz).

Ein Mischer ist ein Bauelement mit einer nichtlinearen Strom-Spannungs-Charakteristik
I(U) (z. B. Diode). Zum qualitativen Verstédndnis betrachten wir eine Taylor-Entwicklung
von I(U): I(U) = Iy + aU + bU?2 + . . ..
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Am Mischer liege die Spannung U, cos(27 fst) + Us cos(27 fst) an. Der Strom I erhélt tiber
den quadratischen Term der Taylor-Entwicklung einen Anteil

cos(27 fst) cos(2m fst) = %[COS [27(fs + fro)t] + cos [27(fs — fLo)tH.

Der zweite Term liefert die gesuchte Differenzfrequenz fzr. Analog produzieren auch héhe-
re Entwicklungsglieder der Taylorreihe diese Frequenz.

Ein sehr guter Mischer kann Signale mit sehr wenig Verlust oder sogar verstédrkend zur
Zwischenfrequenz transformieren. Ein sehr ein einfaches Beispiel besteht aus einem Schal-
ter, an den eine sinusformige Wechselspannung mit Frequenz fs angelegt wird. Bei offenem
Schalter liegt an diesem die Spannung U(t) an und wird detektiert. Offnet man den Schal-
ter fiir eine jeweils sehr kurze Zeit mit der Abtastrate fro, die etwas kleiner ist als fs, so
durchlauft die abgetastete Spannung allméhlich die gesamte Sinusfunktion. Eine Periode
ist dabei nach der Zeit T'= 1/(fs — fLo) durchlaufen. Der Schalter hat damit das Signal
auf die Zwischenfrequenz herabgesetzt, wobei die Amplitude des ZF-Signals gleich der
Amplitude des Eingangssignals ist.

Hiermit schliefen wir unsere Ausfithrungen iiber Mikrowellen bzw. iiber elektromagneti-
sche Wellen insgesamt ab. Viele weitere Aspekte der Mikrowellentechnik kénnen beispiels-
weise in [Meinke/Gundlach, ”Taschenbuch der Hochfrequenztechnik” (Springer-Verlag)]
oder in: [D. M. Pozar, ”Microwave Engineering”, John Wiley Sons| nachgelesen werden.



Kapitel 7

Spezielle Relativitidtstheorie

7.1 Konstanz der Lichtgeschwindigkeit

In diesem Abschnitt wollen wir uns damit beschéftigen, wie sich elektromagnetische Wel-
len, also z.B. das sichtbare Licht, ausbreiten. Zum Vergleich betrachten wir noch einmal die
Ausbreitung von Schallwellen. Bei der Ausbreitung von Schallwellen in der Luft handelt
es sich um Druckschwankungen, also Abweichungen des Druckes an einem bestimmten
Ort 7 zu einem bestimmten Zeitpunkt ¢ vom Normaldruck, die wir durch eine Funktion
p(7,t) beschreiben (siehe hierzu das Kapitel 7 der Vorlesung Physik I). Wird eine solche
Schallwelle zur Zeit t = 0 am Koordinatenursprung 7 = 0 ausgesendet, so entwickelt sich
diese Schallwelle in Form einer Kugelwelle der Form

p(r,t) = 20 cos (kr —wt) . (7.1)

r
Das Maximum dieser Schwingungsamplitude, das sich zur Zeit ¢t = 0 am Koordinatenur-
sprung r = 0 befindet, breitet sich also in Form einer Kugelschale aus, wobei zwischen

Radius der Kugel r und der Zeit ¢t der Zusammenhang

kr —wt =0 — r:%t:cst
besteht. Die Schallwelle breitet sich mit der Schallgeschwindigkeit ¢g = w/k aus. Diese
Schallgeschwindigkeit ist eine Eigenschaft des Mediums (hier Luft), in dem sich der Schall
ausbreitet, und allgemein gilt fiir die Ausbreitung von Schall, der zur Zeit t = ¢y and der
Stelle 7 = 1 emittiert wird, die folgende Gleichung fiir den Ort 7, an dem man den Schall

zur Zeit t empfangt
(7 — 7)? — % (t — t0)>=0. (7.2)

Diese Beziehung gilt natiirlich nur fiir ein Koordinatensystem, das relativ zum Ausbrei-
tungsmedium ruht. Betrachten wir einen Beobachter, beziehungsweise ein Koordinaten-
system, das mit diesem Beobachter verbunden ist, der sich mit einer Geschwindigkeit o/
relativ zum Medium bewegt. Bezeichnet man die Vektoren in diesem bewegten Koordi-
natensystem mit 7', so gilt zwischen den Vektoren des ruhenden Koordinatensystems 7~
und des bewegten Systems entsprechend der Galilei Transformation

7= — it (7.3)

249
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Abbildung 7.1: Schallausbreitung fiir verschiedene Beobachter

wenn wir annehmen, dass zur Zeit t = ¢y = 0 die beiden Koordinatenurspriinge am glei-
chen Ort waren. Setzen wir auflerdem voraus, dass zur Zeit t =ty = 0 an diesem gemein-
samen Koordinatenursprung eine Schallwelle emittiert wird, so gilt fiir die Ausbreitung
aus der Sicht des bewegten Koordinatensystems an Stelle von ([Z2) die Beziehung

(7' + 0t — A2 =0, (7.4)

Aus der Sicht dieses bewegten Beobachters breitet sich der Schall also nicht auf Kugelscha-
len aus sondern in der einen Richtung (parallel zu ¥) langsamer als in andere (antiparallel

zu U, siehe Abbild [T). AuBerdem kann der Beobachter dem Schall davon laufen, wenn
er sich mit Uberschallgeschwindigkeit, v > cg bewegt.

In welchem Medium breiten sich elektromagnetische Wellen aus? Zunéchst konnen wir
festhalten, dass sich elektromagnetische Wellen offensichtlich auch im Vakuum ausbrei-
ten. Dies wird aus der Sicht der Theorie dadurch belegt, dass wir auch im Vakuum eine
Ausbreitungsgeschwindigkeit fiir die elektromagnetischen Wellen der Form

1
v/ Moo ’

definieren konnen. Aber auch der experimentelle Befund, dass uns z.B. das Licht der Sonne
als elektromagnetische Welle iiber das im Weltraum existierende Vakuum hier auf der Erde
erreicht, ist ein deutlicher Beleg dafiir, dass elektromagnetische Wellen im Gegensatz etwa
zu Schallwellen sich auch im Vakuum ausbreiten.

CcC =

(7.5)

Bis zum Jahre 1900 zweifelte kaum jemand daran, dass es auch fiir die Ausbreitung elek-
tromagnetischer Wellen ein Medium gibt, das man allgemein als Ather bezeichnete. Erst
der Versuch von Michelson zeigte dann, dass es keinen solchen Ather gibt und sich elek-
tromagnetische Wellen unabhéngig von einem Medium ausbreiten. Zum Versténdis dieses
Michelson Versuches wollen wir zunéichst einmal annehmen, dass es einen Ather gibt, der
sich relativ zu unserem im Labor verankerten Koordinatensystem mit einer Geschwindig-
keit v bewegt. Was passiert nun, wenn wir Licht einmal parallel zu der Geschwindigkeit
des Athers emittieren und ein anderes mal senkrecht dazu.
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A N\
B @
T A
v v %
— — \
a) b)

Abbildung 7.2: Schwimmer im Fluss, siehe Diskussion im Text

Zur Beantwortung dieser Frage betrachten wir ein entsprechendes Beispiel aus unser All-
tagserfahrung. Wir betrachten zwei Schwimmer, die gleich schnell mit einer Geschwindig-
keit ¢ schwimmen. Diese Geschwindigkeit gilt relativ zum Wasser, das fiir die Schwimmer
die gleiche Rolle iibernimmt, wie der Ather fiir die Ausbreitung von Lichtwellen. Die
Schwimmer sollen in einem Fluss schwimmen, der sich relativ zu uns mit einer Geschwin-
digkeit ¥ bewegt. Der Schwimmer (A) iiberquert den Fluss der Breite L und schwimmt
dann wieder zum Ausgangspunkt zuriick. Der Schwimmer (B) schwimmt zunéchst in
Flussrichtung die Strecke L und kehrt dann gegen die Stromung zum Ausgangspunkt
zuriick (sieche Abb. [[Zh). Beide Schwimmer legen die Strecke 2L zuriick und wir stellen
die Frage: Wer ist schneller an seinem Ausgangspunkt zuriick ?

Zur Beantwortung dieser Frage betrachten wir zunéchst einmal die Aufgabe des Schwim-
mers A. Damit er direkt gegeniiber am anderen Flussufer ankommt, muss er in eine Rich-
tung schwimmen, die relativ zur direkten Verbindungslinie einen Winkel ¢ bildet (siehe
Abb. [[2b). Wenn er in die gewihlte Richtung mit seiner Geschwindigkeit ¢ eine gewisse
Zeit t schwimmt, so tragt ihn der Fluss in dieser Zeit eine Strecke vt flussabwérts. Er
schwimmt also auf der Ideallinie, der direkten Verbindungslinie, wenn gilt

vt v
ng=—=-—. 7.6

sin ¢ il (7.6)
Von seiner Geschwindigkeit ¢ bringt ihn aber nur die Komponente ¢ cos ¢ in die Richtung
des gegeniiberliegenden Ufers. Er benotigt deshalb fiir die Strecke L bis zum anderen Ufer
die Zeit

L L B L
= — = )

ccos¢  ¢y/1—sin¢ cr/ _Z_;
Die gleiche Zeit benétigt er fiir den Riickweg, so dass der Schwimmer A insgesamt die
Zeit

t =

2L
Ty=—" | (7.7)

a1 =2
c2

benoétigt. Der Schwimmer B schwimmt auf dem Hinweg mit der Stromung und hat al-
so relativ zum Ufer die Geschwindigkeit ¢ + v. Auf dem Riickweg aber dafiir nur die
Geschwindigkeit ¢ — v. Insgesamt benotigt er also fiir die gesamte Strecke die Zeit

L L 2Lc

Th = = ) 7.8
Pocero Te—v @22 (78)
Daraus ergibt sich das Verhéltnis
2 v2
Tp ¢ e 1
-5 _ = 7.9
Ty 2 — 2 02 (7.9)
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Q

Abbildung 7.3: Schematische Darstellung des Michelson Interferometers, siche Diskussion
im Text

der Schwimmer B benétigt also etwas mehr Zeit als der Schwimmer A.

Analog zu diesem Beispiel der Schwimmer A und B wollen wir nun in einem Gedanken-
experiment zwei elektromagnetische Wellen auf Hin- und Riickreise senkrecht zur Bewe-
gungsrichtung des Athers und parallel beziehungsweise antiparallel zum Ather schicken.
Dies geschieht mit dem in der Abbildung schematisch dargestellten Michelson Inter-
ferometer.

Von einer Lichtquelle Q wird Licht durch einen halbdurchlassigen Spiegel zum Teil durch-
gelassen in Richtung A, dann an einem festen Spiegel reflektiert und iiber den halb-
durchléssigen Spiegel in Richtung des Beobachters (Detektor D) abgelenkt. Ein anderer
Teil wird ausgehend von der Quelle Q) iiber den halbdurchléssigen Spiegel in Richtung B
ausgelenkt, reflektiert und ebenfalls in Richtung D durchgelassen.

Die total reflektierenden Spiegel konnen nun so justiert werden, dass die Lichtwellen, die
iiber den Weg A zum Detektor D kommen genau in Phase sind mit denen, die den Weg
B nehmen. Das bedeutet, dass die Zeiten, die das Licht fiir den Weg A und den Weg B
bendtigt so aufeinander eingestellt sind, dass die Zeitdifferenz gerade ein ganzes Vielfaches
der Schwingungsperiode des benutzten Lichts ist. Wird nun die Apparatur gedreht, so
dndert sich die Richtung der Wege A und B relativ zur Geschwindigkeit des Athers. Das
bedeutet aber, dass die Justierung der Phasen bei einer solchen Drehung gestort wiirde.

Der Versuch zeigte, dass eine solche Phasenverschiebung nicht eintritt. Dies bedeutet
also entweder, dass die Relativgeschwindigkeit des Athers relativ zum Labor, in dem
der Versuch stattfindet gleich Null ist (eine Annahme, die unter Beriicksichtigung der
Bewegungen, die ein Punkt auf der Erde durch die Rotation der Erde, der Bewegung der
Erde um die Sonne, der Bewegung des Sonnensystems in unserer Galaxie usw. nicht sehr
plausibel ist) oder aber kein Ather existiert.

Wenn es aber keinen Ather, kein Medium, gibt, in dem sich das Licht ausbreitet, so muss
die Gleichung fiir die Ausbreitung eines Lichtblitzes, der zur Zeit t; = 0 im Koordina-
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t=0 ! V

a) I

Abbildung 7.4: Gedankenexperiment: Zug mit Geschwindigkeit v nahe der Lichtgeschwin-
digkeit, sieche Diskussion im Text

tenursprung geziindert wurde
=P =0, (7.10)

in jedem Koordinatensystem gelten, dessen Koordinatenursprung zur Zeit ¢, am Emissi-
onspunkt des Lichtes war.

Vergegenwértigen wir uns die Konsequenz dieses experimentellen Ergebnisses noch in
einem weiteren Gedankenexperiment. Wir stellen uns vor, dass wir zwei Koordinatensy-
steme haben, die sich mit einer Geschwindigkeit v relativ zueinander bewegen, aber zur
Zeit ty = 0 den Koordinatenursprung am selben Ort haben. Dies kénnte so realisiert sein,
dass ein Koordinatensystem an den Schienen der Bahnstrecke Rottenburg - Reutlingen
angebracht ist, ein zweites in einem Eisenbahnzug, der mit der Geschwindigkeit v durch
den Bahnhof Tiibingen saust. Dies bedeutet, dass wir eine Schar von Messknechten ha-
ben, die sich mit aufeinander abgestimmten Uhren an den Messstellen des Bahngleises
aufstellen. Eine zweite Schar von Messknechten ist, ebenfalls mit aufeinander abgestimm-
ten Uhren im Zug positioniert. Zur Zeit, ty = 0, befinde sich der Koordinatenursprung des
Zugsystems am Koordinatenursprung des Schienensystems (das ist natiirlich der Tiibinger
Hauptbahnhof) und es werde an diesem gemeinsamen Koordinatenursprung ein Lichtblitz
geziindet (siche Abb. [ a).

Nach einer gewissen Zeit ¢ stellt sich die Situation der Abb. [[4] b) ein: Der Koordina-
tenursprung des Zuges hat sich um die Strecke vt vom Koordinatenursprung des Schie-
nensystems entfernt und der Lichtblitz kommt fiir die Beobachter des Schienensystems
gleichzeitig an den Stellen z; = ¢t und x5 = —ct an. Wie stellt sich aber die gleiche
Situation fiir die Beobachter des Zugsytems dar? Natiirlich wird sich der Messknecht des
Zugsystems der dem Kollegen des Schienensystems an der Stelle x; gerade gegeniibersteht
mit diesem dariiber verstdndigen konnen, dass der Lichtblitz angekommen ist. Fiir das
Mitglied des Zugsystems gilt aber, dass das Licht erst die Strecke x| = x; — vt zuriickge-
legt hat. Da aber auch fiir das Zugsystem die gleiche Beziehung ([ZI0) fiir die Ausbreitung
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des Lichtes gilt, wird er auf seiner Uhr ablesen, dass das Licht erst die Zeit

t = il

c

unterwegs ist. Aus der Sicht des Zugteams stellt sich die Situation aber auch wie in
Abb. [[ 4] ¢) dargestellt dar: Zur Zeit ¢’ kommt der ausgesandte Lichtblitz gleichzeitig an
der Stelle z, = —z/ an. Die Ereignispunkte, die fiir die Zugfahrer gleichzeitig erscheinen
(die von Abb. [l c), sind offensichtlich andere als die fiir das Schienenteam (sieche Abb. [
b).

Diese merkwiirdigen Ergebnisse resultieren aus der Beobachtung, dass die Ausbreitung
von elektromagnetischen Wellen in allen zueinander bewegten Bezugssystemen durch die
gleiche Gleichung (IZI0) beschrieben wird. Die Situation ist anders bei der Ausbreitung des
Schalls. In diesem Fall gilt eine Ausbreitungsgleichung vom Typ ([ZI0) nur im Ruhesystem
des Ausbreitungsmediums, also z.B. der Luft.

Wir fassen als erste Konsequenzen dieser Uberlegungen zur Ausbreitung von elektroma-
gnetischen Wellen zusammen:

e Es gibt kein ausgezeichnetes Referenzsystem (das Ruhesystem des Athers).

e Da die Gleichung ([LI0) fiir die Ausbreitung von elektromagnetischen Wellen in
allen Bezugssytemen, auch solchen die sich relativ zueinander bewegen, gilt, muss
die Bestimmung einer Zeitdifferenz (z.B. zwischen Aussenden eines Lichtblitzes und
Empfang) vom Koordinatensystem abhéngen. Die Messknechte im Zug ermitteln
andere Ankunftszeiten fiir den Lichtblitz als die an den Schienen.

e Zwei Ereignispunkte, die in einem Koordinatensystem gleichzeitig sind, sind dies im
Allgemeinen nicht auch in anderen Bezugssytemen.

e Man kann elektromagnetische Wellen nicht iiberholen. Ein Beobachter kann versu-
chen sich so schnell wie moglich zu bewegen, dennoch lduft ihm das Licht in seinem
mitgefithrten Koordinatensystem immer noch mit Lichtgeschwindigkeit davon. Das
bedeutet aber fiir einen zuschauenden, ruhenden Beobachter, dass die Geschwindig-
keit des laufenden Bebachters immer kleiner als die Lichtgeschwindigkeit sein muss.
Dies bedeutet, dass kein Beobachter und damit natiirlich auch kein Massenpunkt
eine Geschwindigkeit grofler als die Lichtgeschwindigkeit erreichen kann.

Dieser letzte Punkt soll an einem Experiment verifiziert werden. Dazu betrachten wir
die Beschleunigung von Elektronen durch eine Spannung Uy. Sind die Elektronen an der
Kathode dieser Beschleunigungsspannung, U, in Ruhe so ist ihre Energie allein durch die
potenzielle Energie gegeben. Auf dem Weg zur Anode wird diese potenzielle Energie |eUy|
(mit e der Ladung des Elektrons) vollkommen in kinetische Energie umgesetzt. Nach den
Gesetzen der nicht-relativistischen Mechanik sollte also gelten

m o
—v* = |elUp] .
2“ ey

Das Elektron mit der Masse m sollte also am Ende der Beschleunigungsstrecke eine Ge-
schwindigkeit v besitzen, fiir die gilt
2|€U0|

220 11
o= (7.11)



7.1. KONSTANZ Di 255

L T e s s O B R B

! - = nicht-relat. |
/ — relativistisch

1 / ]

vi/c | /.

ol 1

Yo

Abbildung 7.5: Geschwindigkeit eines Elektrons zum Quadrat (v?) als Funktion der Be-
schleunigungsspannung Uy. Dargestellt sind die Vorhersagen der nicht-relativistischen
Abschétzung von GL(ZII) und der Relativitidtstheorie, die mit dem Experiment iiber-
einstimmt

Misst man aber diese Geschwindigkeit der Elektronen als Funktion der Beschleunigungs-
spannung Uy, so ergibt sich nicht dieser lineare Zusammenhang zwischen v? und |Up| aus
GL.(IZTI) (gestrichelte Kurve in [L3) sondern die Werte der durchgezogenen Linie. Man
sieht, dass die gemessenen Geschwindigkeiten unterhalb der Lichtgeschwindigkeit ¢ blei-
ben auch fiir beliebig grofle Beschleunigungsspannungen Uj. Die analytische Form dieser
Funktion werden wir einige Abschnitte spéater herleiten.
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7.2 Der 4-dimensionale Raum

Jeder Ereignispunkt wird durch 4 Koordinaten, 3 fiir die Position im Raum wo das Ereignis
stattfindet und eine fiir die Zeit, wann das Ereignis stattfindet, festgelegt. Damit auch die
Zeitkoordinate in den gleichen Einheiten definiert werden kann wie die Raumkoordinaten,
namlich z.B. in Metern, multipliziert man die Zeitkoordinate mit der Lichtgeschwindigkeit
im Vakuum c und definiert so einen Ereignispunkt durch einen Vektor der Dimension 4,

z.B. als Spaltenvektor
ct

X
= ) 7.12
, (7.12)

z

=y

wobei x,y, 2z die Raumkoordinaten des Ereignispunktes in einem kartesischen Koordina-
tensystem bezeichen und ¢ fiir die Zeit in diesem Koordinatensystem steht. In einem Ko-
ordinatensystem K’ wird der gleiche Ereignispunkt durch einen anderen Vektor definiert

=
I
8

— =" 1, (7.13)

wobei wir berticksichtigt haben, dass bei einer Koordinatentransformation von K nach K’
eventuell auch die gemessene Zeit transformiert werden muss (siche Diskussion im vorher-
gehenden Abschnitt). Die Transformation der Koordinaten des gleichen Ereignispunktes
soll dabei so gestaltet werden, dass gilt

C2t2 _ x? - y2 - 22 — CQtIQ - x/2 _ y/2 _ Z/Q ) (714)

Durch diese Forderung ist gewéhrleistet, dass ein Ereignispunkt, der den Empfang eines
Lichtsignals (ausgehend vom Koordinatenursprung zur Zeit t = 0) beschreibt, in beiden
Koordinatensystemen durch die jeweils richtige Bezichung zwischen Ort und Zeit be-
schrieben wird. Die Forderung (IZI4l) spiegelt also die Konstanz der Lichtgeschwindigkeit
in allen Koordinatensystemen wider.

Um diese Forderung etwas préziser zu formulieren definieren wir den Minkowski Raum

als den 4-dimensionalen Vektorraum von Raumzeitpunkten, in dem das Betragsquadrat
eines Vektors in einem bestimmten Koordinatensystem definiert ist durch

| v 2= -t -y — 22 (7.15)

Die Suche nach Koordinatentransformationen, die (ZI4) erfiillen, entspricht also der Suche
nach Transformationen in der Basis des Minkowski Raumes, die die in ([ZIH) definierte
Lange des Vierervektors invariant lassen.

Fiir die weitere Diskussion ist es hilfreich weitere Bezeichnungen und Definitionen ein-

zufithren. So definieren wir z.B. einen Ereignispunkt 7 durch einen Spaltenvektor, den
wir als kontravarianten Vektor bezeichnen, durch die Darstellung

20 ct
1

=0 | = z . (7.16)
173 Z
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Die nullte Komponente dieses kontravarianten Vektors z*, 2° = ct, bezeichnet also die

zeitartige Koordinate des Ereignispunktes, die erste bis dritte Komponente die 3 raum-
artigen nach der Vereinbarung x! = z, 22 = y und 2® = 2. Der gleiche Raumzeitpunkt
wird auch durch einen kovarianten Vektor z, (beachte, der Index steht hier unten)
charakterisiert in der Form

Ty ct

. T o —T
=l wl=1 | (7.17)

T3 —z

Damit berechnet sich das Betragsquadrat des Raumzeitpunktes 7 im Minkowski Raum
als das Skalarprodukt des zugehorigen kontravarianten Spaltenvektors mit dem entspre-
chenden kovarianten Spaltenvektor. Es gilt ja

3

72 0 1 2 3
|r|* = g thx, = e+ + vy + 10
pu=0
= AP -2 -yt - 2. (7.18)

Bei der Bezeichnung diese Skalarproduktes verzichtet man im Allgemeinen auf das Sum-
menzeichen und definiert das Produkt von 2 Vierer Vektoren = und y

a'y, = z,y" = 2Oy + xtys + 2Pys + 2Pys . (7.19)

Als ein weiteres Beispiel fiir die Anwendung dieser Nomenklatur betrachten wir die Trans-
formation des kontravarianten Spaltenvektors z in den zugehorigen kovarianten Spalten-
vektor

4
T, = g’ = Z G’ . (7.20)
v=0

Auch in dieser Gleichung implizieren die gleichlautenden Indizes v auf der rechten Seite
der Gleichung eine Summation {iber diesen Index, was an dieser Stelle auch noch einmal
explizit angegeben wird. Die Verbindung zwischen kontravariantem und kovarianten Vek-
tor wird durch die 16 Zahlen g,, definiert, die aber in diesem Fall einfach gegeben sind
durch

1 p=v=0
gw=4 —1 p=v=ie(1,2,3) (7.21)
0  sonst

Die Transformationsgleichung ([Z20) kann man natiirlich auch durch Mutliplikation einer
Matrix g mit dem Spaltenvektor z* darstellen in der Form

ct 1 0 0 0 ct

A -z | [0 -1 O 0 T
=1 -y | | O 0 -1 0 y
—z 0 0 0 -1 z

Man bezeichnet diese Transformationsmatrix g bzw. g, als metrischen Tensor, da mit
diesem Tensor das Skalarprodukt zweier Vektoren definiert ist geméfl

== v
rY= xug/wy .
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Weltlinie
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raumartig X

Lichtkegel

Abbildung 7.6: Weltlinie im Minkowski Raum

Einzelne Ereignispunkte 7 sind also durch einen Vierervektor, ein Element des Minkowski
Raumes definiert. Eine Abfolge von Ereignispunkten, also z.B. die Bewegung eines Teil-
chens, wird damit durch eine Trajektorie im Minkowski Raum dargestellt. Man spricht
von der Weltlinie des betroffenen Teilchens. Zur Darstellung einer solchen Weltlinie wur-
de in Abb. [ZH auf die Darstellung der y und z Koordinaten verzichtet und eine solche
Weltlinie als Funktion einer Raumkoordinate x und der Zeitkoordinate ct dargestellt.

In dieser Figur sind auflerdem die Linien eingezeichnet fiir die gilt (beachte, wir be-
schrinken die Abbildung auf y = z = 0)

AP -t -y -2 =0. (7.22)

Diese Punkte definieren den Lichtkegel. Zur Bedeutung dieses Namens, muss man sich
z.B. fiir z = 0 die Punkte vorstellen, die diese Gleichung erfiillen. Diese Punkte liegen
auf den Kegeln, die ihre Achse auf der Zeitachse haben und deren Spitzen sich im Koor-
dinatenursprung beriihren. Alle Vektoren, die (L22) erfiillen haben die Lange Null in der
Metrik des Minkowski Raumes. Die zugehérigen Ereignispunkte haben also vom Koordi-
natenursprung den Abstand Null, gemessen mit der Metrik des Minkowski Raumes.

Physikalisch sind diese Punkte auf dem Lichtkegel mit dem Koordinatenursprung iiber
das Gesetz der Ausbreitung von elektromagnetischen Wellen verbunden. Punkte, die auf
dem Zukunfts-Lichtkegel liegen, das sind solche, fiir die ¢ > 0 gilt, werden einen Lichtblitz
empfangen, der zur Zeit ¢ = 0 im Koordinatenursprung geziindet wird. Punkte auf dem
Vergangenheits-Lichtkegel ¢ < 0 sind Punkte, von denen ein Empfanger im Koordina-
tenursprung zur Zeit ¢t = 0 ein Lichtsignal empfangen kann. So liegt also fiir uns hier z.B.
in Tiibingen als Koordinatenursprung, zur jetzigen Zeit ¢ = 0 das Ereignis, dass die Sonne
zur Zeit t = —8 Minuten Licht ausgesandt hat, das wir genau jetzt hier empfangen, auf
dem Vergangenheits - Lichtkegel.

Alle Punkte, die vom Koordinatenursprung einen negativen Minkowski Abstand haben,

also
2,2

AP —a? —yt =22 <0,
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bezeichnet man als raumartige Punkte: der raumartige Abstand 22 +y2 4 22 ist groBer als
der zeitartige c?t2. Wir werden im nichsten Abschnitt sehen, dass man stets eine Transfor-
mation von Koordinaten finden kann, so dass ein Ereignispunkt im raumartigen Bereich
die Zeit t' = 0 in diesem Koordinatensystem besitzt. Dieser Ereignispunkt ist gleichzeitig
zum Koordinatenursprung. Man kann allgemein fiir raumartige Punkte nicht sagen ob sie
eine Zeit t > 0 oder ¢t < 0 haben, ob sie relativ zum Koordinatenursprung in der Zukunft
oder in der Verangenheit liegen. Dies hédngt vom jeweiligen Koordinatensystem ab. Des-
halb kann natiirlich ein Ereignis im Koordinatenursprung keinen Einfluss nehmen auf ein
Ereignispunkt im raumartigen Bereich. Bei entsprechender Wahl des Koordinatensystems
wiirde dieser Ereignispunkt ja in die Vergangenheit transformiert und ein Einfluss auf
einen Ereignispunkt der Vergangenheit verletzt natiirlich die Kausalitét.

Andererseits kann aber auch ein Ereignis auf einem raumartigen Ereignispunkt keinen
Einfluss auf den Koordinatenursprung nehmen. Bei geeigneter Wahl des Koordinatensy-
stems wiirde der Ereignispunkt in der Zukunft liegen aund ein Einfluss der Zukunft auf die
Gegenwart verletzt natiirlich auch die Kausalitat. Diese Feststellungen ist nur eine alterna-
tive Art um zum Ausdruck zu bringen, dass Information, bzw. Einfluss nehmen auf einen
Ereignispunkt, maximal mit Lichtgeschwindigkeit {ibertragen werden kann. Dies schliesst
eine Einflussnahme eines Ereignisses im Koordinatenursprung auf Raumzeitpunkte im
raumartigen Bereich aus.

Alle Punkte, die vom Koordinatenursprung einen positiven Minkowski Abstand haben,
also
At -t -yt =22 >0,

gehoren zum zeitartigen Bereich. Fiir diese Punkte ist eindeutig definiert ob sie bezo-
gen auf den Koordinatenursprung in der Vergangenheit oder in der Zukunft liegen. Diese
Punkte konnen den Koordinatenursprung erreichen (¢ < 0) oder kénnen vom Koordi-
natenursprung aus erreicht werden (¢ > 0). Deshalb liegt die Weltlinie, die in Abb.
skizziert ist und durch den Koordinatenursprung verldauft, ausschliellich im zeitartigen
Bereich.
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7.3 Lorentz Transformation

In diesem Abschnitt sollen die Transformationen im 4-dimensionalen Minkowski Raum
betrachtet werden. Dabei wollen wir uns auf solche Transformationen des Koordinaten-
systems K — K’ beschrinken, bei denen der Koordinatenursprung, das heisst der Raum-
zeitpunkt 7 = 0 und ¢t = 0, beibehalten wird. Auflerdem soll bei der Transformation
der Koordinaten der Betrag des Vektors geméafl der Minkowski Norm konstant gehalten
werden. Im einfachen 3-dimensionalen Raum entsprechen solche Transformationen z.B.
den Drehungen des Koordinatensystems. In diesem Fall bleibt der Koordinatenursprung
identisch, die Lange der rdumlichen Vektoren bleibt erhalten.

Ein Beispiel fiir eine Koordinatentransformation, die iiber eine einfache Drehung hinaus-
geht und die Transformation der Koordinate Zeit mit einbezieht, ist die Transformation
auf ein Koordinatensystem K’ das sich aus der Sicht des Koordinatensystems K mit einer
Geschwindigkeit v = ve,, also parallel zur xz-Achse bewegt. Dabei soll zunéchst einmal
angenommen werden, dass die Achsen des raumartigen Koordinatensystems K’ parallel zu
denen des Systems K stehen, wie das auch in Abb. [ skizziert ist. Diese Transformation
ist ein Spezialfall der allgemeinen Lorentz Transformation, den wir in den folgenden
Diskussionen héufig als Beispiel heranziehen werden.

Ay A y’

|

—- =
7 X X’
Z £,

Y4

Abbildung 7.7: Standard Beispiel fiir eine Lorentz Transformation

Ein Raumzeitpunkt werde im Koordinatensystem K durch die Koordinaten des zugehori-
gen kontravarianten Vektors x# definiert. Die Koordinaten des gleichen Raumzeitpunktes
im Koordinatensystem K’ ergeben sich durch die lineare Transformationsgleichung

2% =ct' =agct +a’ 12 +ay+ a3z
2 =2 =dget+a iz taty+asz
? =y =dyt+d i+ a’y+a’sz
2 =2 =dot+a’ i +a’y+a’sz (7.23)

In der kompakten Schreibweise, die wir im vorigen Abschnitt eingefiithrt haben, reduzieren
sich diese Gleichungen auf
¥ =a" . (7.24)
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Natiirlich kann man die Koeffizienten a” , auch als Elemente einer 4 x 4 Matrix A auf-
fassen, wobei der erste Index v sich auf die Zeile und der zweite Index p auf die Spalte
bezieht, womit die Transformation ([Z23)) sich als Multiplikation einer Matrix mit einem
Spaltenvektor schreiben lésst

¥=Azx. (7.25)

Die Lorentz Transformation fiir das Standardbeispiel eines Boostes des Koordinaten-
system K’ in x-Richtung mit einer Geschwindigeit v (siche auch Abb. [[7) wird durch
die Transformationsmatrix

1 8
V1-52 V1-52
__ B8 1
V1-82 /12
0 0
0 0

A mit f= -, (7.26)
C

o= O O
_ o O O

beschrieben. Dies bedeutet, dass ein Ereignispunkt, der im Koordinatensystwm K durch
die Koordinaten a* = (ct, z,y, z) dargestellt ist im geboosteten Koordinatensytem K’ die
Koordinaten

/ L -—2L_ 00 ct=pa
ct \/1ng \/1ng ct 1-32
a’ ——L L 00 x ~Bette
y = Vi1-82 \/1-p2 Y = 1-32 , (7.27)
0 0 10 y
!
& 0 0 0 1 o 2

besitzt.

Zum Nachweis, dass diese Transformation (Z28) die richtige Lorentz Transformation ist,
machen wir die folgenden Bemerkungen:

e Bei der Koordinatentransformation ([L27) bleibt der Betrag des Vektors im Sinne
der Metrik des Minkowski Raumes erhalten. Es gilt ndmlich

1
CQt/2 o x/2 o y/2 o Z/Q — — 52 [(Ct . ﬁl‘)Q o (l‘ . ﬁct)ﬂ . y2 o 22
2

= c2t2—x2—y2—z .

e Im Koordinatensystem K werden die Ereignispunkte, die die aktuelle Position des
rdumlichen Koordinatenursprungs des geboosteten Systems beschreiben durch die
Koordinaten 2° = ¢t und o' = x = ot, 2> = y = 0, 2> = z = 0 erfasst. Mit der
Transformation ([L27) ergibt sich fiir diese Ereignispunkte im geboosteten System

ct— vt
ct! /1-32 cty/1 — [
! —Bct+vt 0
/ = 17ﬁ2 = 9
v 0 8
: 0

was natiirlich genau dem raumlichen Koordinatenursprung entspricht. Die Zeit t' =
ty/1 — (32 ist die Zeit, die von einem Messknecht gemessen wird, der sich mit dem
Koordinatenursprung von K’ mitbewegt.
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e Fiir Geschwindigkeiten des Boostes v, die sehr klein sind verglichen mit der Licht-
geschwindigkeit ¢ sollte die Lorentz Transformation ([L27) natiirlich die Ergebnisse
der entsprechenden nicht-relativistischen Galilei Transformation liefern. In diesem
Fall ist § = v/c sehr klein verglichen mit 1 und wir kénnen berechnen

, T — vt
€T = —_—

N
= (z—wt) 1+%52+gﬁ4+~-
—  (z—ut).

Beim Ubergang zur zweiten Zeile wurde die Taylorentwicklung benutzt, die fiir sehr
kleine Werte von (3 natiirlich sehr rasch konvergiert, so dass im nicht-relativistischen
Grenzfall 3 — 0 der Ubergang zur dritten Zeile und damit zum Ergebnis der Galilei
Transformation legitimiert ist.

Die Umkehrtansformation zu (Z27) lautet

1 8 0 0 , ct' 4+ Bz’
ct V1-82  \/1-p2 ct /152
T 8 L 0 0 I Bet'+x
= V182 /1-82 , = /132 ) (7.28)
y 0 0 10 y y
z Z
0 0 01 z

Dies kann man durch Ausrechnen betstitigen oder durch die Uberlegung, dass ja das
Koordinatensystem K aus der Sicht von K’ mit der Geschwindigkeit —v in = Richtung
geboostet wird. Die Umkehrtransformation ergibt sich also aus (Z217) einfach dadurch,
dass v — —v bzw.  — —( gesetzt wird.

Mit ([ZZ7) haben wir die Lorentz Transformation fiir den einfachen Boost in z-Richtung
kennen gelernt. Als néchstes Beispiel wollen wir nun die Transformation betrachten, die
in Abb. skizziert ist. Das System K’ bewegt sich auch in diesem Beispiel mit einer
Geschwindigkeit v in Richtung der z-Achse von K ist aber auflerdem noch um einen
Winkel ¢ gedreht.

Diese Koordinatentransformation behandeln wir in zwei Schritten:

1. Im ersten Schritt transformieren wir auf das Koordinatensystem K", was durch die
Boost-Transformation ([ZZ4)) geschieht

o

" =a" 2", (7.29)

wobei die Koeffizienten a®, durch die Elemente der Matrix A in ([ZZ26) definiert
sind.

2. Im zweiten Schritt berechnen wir die Koordinaten eines Ereignispunktes aus den
Koordinaten des Systems K” in die des Systems K’ um. Bei dieser Transformation
ruht der Koordinatenursprung, es erfolgt ledigleich eine Drehung um die z” Achse
mit dem Winkel —¢. Diese Transformation berechnet sich geméaf3

¥ =b 12" (7.30)
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by

X

Abbildung 7.8: Beispiel fiir eine Lorentz Transformation mit Drehung. Die z-Achsen sind
hier nicht dargestellt um die Abbildung iibersichtlicher zu gestalten.

mit
1 0 0 0
v — 5 | 0 cos¢ —sing O
Pa=B=1 sing cos¢p 0 (7.31)
0 0 0 1
Insgesamt ergibt sich also die Transformation zu
¥ =b" ha® 1t =t (7.32)

mit

& y= b aa/oz s
was auch bedeutet, dass sich die Transformationmatric C' = ¢” ,, als Produkt der Matrizen
A mit B ergibt (Achtung: das Ergebnis hingt von der Reihenfolge der Faktoren A und B
ab).

Ein weiteres Beispiel ist in Abb. skizziert. In diesem Fall wird das Koordinatensy-
stem K’ in eine beliebige Richtung (nicht parallel zur z-Achse) geboostet. Die zugehorige
Transformation kann in 3 Schritte zerlegt werden:

1. Transformation K — K" was einer Drehung um die z-Achse um den Winkel ¢
entspricht, in Matrixschreibweise:

2 =B 'z
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Abbildung 7.9: Boost in beliebige Richtung

2. Boost eines Koordinatensystems K’ in Richtung der z-Achse des Koordinaten-
systems K” (dieses System ist in Abb. nicht dargestellt). Dies entspricht der
einfachen Boost Transformation von ([ZZH) also

x/// — A.’ﬂ//

3. Das Koordinatensystem K’ ergibt sich aus K" durch Drehung um die z-Achse um
den Winkel —¢, also

¥ =Bx"=BAz"=BAB 'z

Allgemeine Lorentz Transformationen kénnen nun nach dem Schema dieser Beispiele
durch Drehungen und Boost Transformationen generiert werden.
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7.4 Einige Konsequenzen aus der Lorentz Transfor-
mation

Um zu sehen welche Konsequenzen sich aus der Lorentz Transformation und damit ja
eigentlich aus der Konstanz der Lichtgeschwindigkeit ergeben, betrachten wir zunéchst
. . . = = .. o i
einmal zwei Ereignispunkte 7, und 75, die einen zeitartigen Abstand voneinander haben.
=
Ohne Einschrdnkung der Allgemeinheit kénnen wir annehmen, dass 7; dem Koordina-
i . . > = . )

tenurspung (in Raum und Zeit) entspricht, so dass 7s=7 Koordinaten ct, z,y, z besitzt
fiir die gilt:

A =t -2 —y* =2 > 0. (7.33)
Wir wollen uns weiter auf die Ebene mit y = 2z = 0 beschrénken und diesen Raumzeit-
punkt in geboosteten Koordinatensystemen betrachten, die sich mit der Geschwindigkeit
v in x Richtung bewegen. Nach unseren Uberlegungen aus dem vorigen Abschnitt misst
man in diesen geboosteten Koordinatensystemen fiir den Ereignispunkt, der im System
K die Koordinaten ct und x besitzt, die Koordinaten

C —_ =
c' = <
U2
-2
—ut

o = — (7.34)
’U2

und
22 _ 4 — Ag?

beziehungsweise
x

Az?
Die Koordinaten ct’ und z’, die den gleichen Ereignispunkt beschreiben liegen also im
Fall eines zeitartigen Punktes auf einer Hyperbel (siehe auch Abb. [[I0), die durch die
Gleichung (IZ37) definiert ist.

Greifen wir das Koordinatensystem heraus, in dem dieser Ereignispunkt durch die Koor-
dinaten beschrieben wird, die durch die Markierung angedeutet sind. Ein Koordinatensy-
stem K', was sich zu diesem mit einer Geschwindigkeit v > 0 parallel zur x-Achse bewegt,
wird einen entsprechend kleineren Wert fiir 2’ liefern. Insbesondere existiert natiirlich auch
ein Koordinatensystem, in dem der Ereignispunkt die Koordinate z = 0 besitzt. Das er-
scheint in diesem Fall trivial zu sein, handelt es sich ja um das Koordinatensystem, das
sich gerade so schnell bewegt, dass sich sein rdumlicher Koordinatenursprung zur Zeit ¢
an der Stelle mit der Koordinate = befindet.

Wir betrachten nun einen Ereignispunkt, der bezogen auf den Koordinatenursprung einen
raumartigen Abstand besitzt. In diesem Fall gilt also

C2t/2 W2

~1. (7.35)

—Az? =22 -7 > 0

und die Koordinaten des gleichen Ereignispunktes in geboosteten Koordinatensystemen

K erfiillen die Gleichung

$l2 . C2t/2

_—=1. 7.36
|Az?| ( )
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Abbildung 7.10: Koordinaten, die in verschiedenen Lorentzsystemen den gleichen zeitar-
tigen Ereignispunkt beschreiben. Diese erfiillen die Gleichung (Z35).

Die entsprechende Hyperbel ist in Abb. [LTTl dargestellt. Insbesondere sehen wir in diesem
Fall, dass es fiir einen raumartigen Ereignispunkt stets ein Koordinatensystem K’ gibt, in
dem dieser Ereignispunkt zeitgleich mit dem Koordinatenursprung ist. Dazu muss gelten
, -2z
cf = —===0,

v2

62
beziehungsweise

)
c——-x=0.
c

Damit diese Gleichung erfiillt wird muss sich also das Koordinatensystem K’ mit der

Geschwindigkeit
ct

v=c—,
x
bewegen. Da x und ct die Koordinaten des raumartigen Punktes in K sind, ist diese
Geschwindigkeit kleiner als die Lichtgeschwindigkeit. Fiir raumartige Punkte héngt es
also vom Koordinatensystem ab, ob sie bezogen auf den Koordinatenursprung in der Zu-
kunft, gleichzeitig oder in der Vergangenheit sind. Wie wir bereits vorher diskutiert haben
bedeutet dies, dass 2 Ereignispunkte, die einen raumartigen Abstand zueinander haben,
sich nicht gegenseitig beeinflussen konnen, beziehungsweise keine Information austauschen

konnen. Information kann maximal mit Lichtgeschwindigkeit verbreitet werden.

Wir werden uns nun davon iiberzeugen, dass die Frage, wie lang ist ein Korper in einer
bestimmten Raumrichtung, davon abhéngt, in welchem Koordinatensystem diese Lénge
vermessen wird. Dieses Phdnomen bezeichnet man auch als Ldngenkontraktion. Es lasst
sich formulieren in der Form:

Misst man die Lénge eines Korpers in verschiedenen Koordinatensystemen, die sich mit
Geschwindigkeiten v relativ zueinander bewegen, so misst man eine maximale Lénge [
dieses Korpers in dem Koordinatensystem, in dem der Korper ruht. Bewegt sich das
Koordinatensystem in dem die Messung vorgenommen wird mit einer Geschwindigkeit v
relativ zum Ruhesystem des Korpers und zwar parallel zur Richtung der zu vermessenden
Lénge, so wird die Messung in diesem bewegten Koordinatensystem ein Ergebnis

l=1lp/1——, (7.37)
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Abbildung 7.11: Koordinaten, die in verschiedenen Lorentzsystemen den gleichen raum-
artigen Ereignispunkt beschreiben. Diese erfiillen die Gleichung ([Z3G]).

ergeben. Messungen von Léngen senkrecht zur Bewegungsrichtung werden durch die Be-
wegung des Koordinatensystems nicht beeinflusst.

Zum Beweis dieser Langenkontraktion miissen wir uns zunéchst einmal Klarheit dariiber
verschaffen, was wir unter einer Léngenmessung zu verstehen haben. Bei einer solchen
Langenmessung, etwa der Ausdehnung eines Korpers in 2 Richtung, miissen die beiden
Ereignispunkte bestimmt werden, an denen sich das eine Ende zur Zeit ¢ an der Stelle z;
befindet, wihrend das andere Ende sich zur gleichen Zeit ¢ an der Stelle x5 befindet. Die
Lénge oder Ausdehnung des Korpers ergibt sich dann als Differenz | = |zo — x4].

Wir betrachten zunéchst die Messung der Linge im Koordinatensystem K’, das sich mit
dem Koérper mitbewegt. Dabei sei der rdaumliche Koordinatenursprung an der Stelle x] =
0. Da sich das Koordinatensystem mit dem Korper mitbewegt gilt diese Fixierung fiir alle
Zeiten t' und das andere Ende des Korpers befindet sich stets an der Stelle 2/, = [y wobei
ly die Lange des Korpers im mitbewegten System ist. Aus der Lorentz Transformation fiir
Koordinatensysteme K und K’ bei denen K’ aus der Sicht von K mit der Geschwindigkeit
v in z-Richtung geboostet ist entnehmen wir

/ —
551 —_ vl — O
1-32

/ xo2—vto

Diese Beziehung gilt fiir alle Zeiten ¢; und to, wobei x; und x, die zugehorigen Raum-
koordinaten sind. Fiir eine Langenmessung in K kénnen wir nun die Gleichzeitigkeit der
Ereignispunkte in K fordern ¢; = t5 = 0 und erhalten so aus ((L35)

‘

.%'1:0

2 = 1=l (7.39)
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Die Langenmessung | = x5 — x7 in K liefert also das Resultat von (Z31).

Wir koénnen uns also die paradoxe Situation iiberlegen, dass jemand eine Leiter der Lénge
lo = 10 Meter in einem Aufzug beférdern méchte, der aber nur 9 Meter lang ist. Er iiberlegt
sich also, dass er nur mit einer Geschwindigkeit von v = 0.5¢ in den Aufzug laufen muss.
Dadurch hat die Leiter aus der Sicht des Aufzugs nur die Léinge [ = [p/1 —0.25 =
10*0.866 m und sollte also in den Aufzug passen. Andererseits hat aber der Aufzug aus
der Sicht des Leitertrigers nur eine Lange von 9%0.866 m, ist also deutlich kiirzer als die
Leiter, die ja in diesem Koordinatensystem, das sich mit der Leiter mitbewegt die Lange
lo = 10 m besitzt. Die Frage erhebt sich also: Passt die Leiter in den Aufzug oder nicht?

Zur Beantwortung dieser Frage miissen wir uns zunéchst einmal {iberlegen, wie wir die
Feststellung, die Leiter passt in den Aufzug, definieren wollen. Es soll hier nicht auf
die verschiedenen Maoglichkeiten eingegangen werden. Es sei aber erwihnt, dass diese
Definition natiirlich mit der Frage zusammenhéngt in welchem Koordinatensystem wir
diese Frage beantworten wollen, in welchem Koordinatensystem sollen das vordere und
das hintere Ende der Leiter gleichzeitig im Aufzug sein.

Ein anderes Phénomen, das fiir uns, die wir mit der relativistischen Kinematik im Alltag
nicht vertraut sind, zunéchst paradox erscheint, ist die sogenannte Zeitdilatation: Eine
Uhr ruhe im Koordinatensystem K’ und misst fiir die Zeitdifferenz zweier Ereignispunkte,
deren Ortskoordinate sich relativ zur Uhr nicht veréndert, die Zeitdifferenz At' = ¢, —
1. Ein Beobachter, der sich relativ zu diesem Raumpunkt mit einer Geschwindigkeit v
bewegt, misst hingegen eine ldngere Zeitdifferenz

At
At=——o mit B= % (7.40)

P

Zum Beweis betrachten wir die Lorentz Transformation von K’ nach K fiir die beiden

Ereignispunkte ¢ = 1, 2:
1
c

Ji-F

Draus ergibt sich fiir die Zeitdifferenz

1
clt—t) = —— | % (g — a}) +elty — 1) | = —— (7.42)

Vi-

womit ([ZZ0) bewiesen ist. Die Uhren im mitbewegten System gehen langsamer.

=0

Stellen wir uns also vor, dass ein Zwillingsbruder mit einem Raumschiff mit einer Ge-
schwindigkeit v = +/0.99¢ zu einem fernen Planeten fliegt dort umkehrt und mit gleicher
Geschwindigkeit zur Erde zuriick kommt. Auf seiner Borduhr seien dabei fiir Hin- und
Riickflug jeweils 1 Jahr vergangen und so eine Gesamtflugzeit von At’ von 2 Jahren ver-
strichen. Bei v = v/0.99c¢ ist der Faktor /1 — (3% gerade 0.1. Fiir den Zwillingsbruder, der
auf der Erde zuriickgeblieben ist, liegen zwischen Abflug und Riickkehr 20 Jahre, was sich
natiirlich auch beim Altersvergleich der Zwillinge bemerkbar machen wird. Der zu Haus
Gebliebene ist um 18 Jahre &lter.

Dies erscheint uns paradox, wird aber durch Experimente bestéitigt. Als Beispiel betrach-
ten wir den Zerfall der Miionen aus der Hohenstrahlung. Auf die Erde treffen stédndig
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Teilchen und Photonen mit sehr hoher Energie. Treffen diese Teilchen auf die ersten
Atomkerne in der Ionosphire, also etwa 20 km oberhalb der Erdoberfliche, so werden
durch die Wechselwirkung dieser hochenergetischen Teilchen mit diesen Atomkernen Pio-
nen, das sind die leichtesten Hadronen (Teilchen die die starke nukleare Wechselwirkung
spiiren). Diese Pionen leben im Mittel etwa 2 x10~® Sekunden. Nach unseren Mafstéiben
ist das fast nichts, auf den Zeitskalen der Hadronen (1072° Sekunden) ist das aber so lang,
dass man Pionen als stabile Teilchen auffasst. Ein Pion, z.B. ein 77, das sind negativ ge-
ladene Teilchen von diesem Typ, zerfillt dann mit groler Wahrscheinlichkeit in ein Miion
(~) und ein miionisches Antineutrino 7,

O VA R VP

Das Miion bezeichnet man haufig als den schweren Bruder (oder Schwester) des Elektrons.
Es ist ebenfalls ein Lepton allerdings mit einer Masse, die 207 mal so grof ist, wie die
des Elektrons. (Das dritte Lepton, das sogenannte 7 Lepton ist noch schwerer mit einer
Masse die etwa 3750 mal so grofl wie die des Elektrons ist.) Auch das Miion lebt nur eine
begrenzte Zeit (mittlere Lebensdauer etwa 79 =2.2 x107% Sekunden) und zerfillt dann
nach dem Schema
Bo—e +v,+ 1,

in ein Elektron, ein miionisches Neutrino und ein elektronisches Antineutrino. In der
Ionosphére werden also sehr viele Miionen erzeugt mit einer Dichte Ny. Bei einer mittleren
Lebensdauer 7y iiberleben von diesen N, erzeugten Miionen eine Zeitdifferenz At

N(At) = Nyexp (—At /1) . (7.43)

Nimmt man an, dass sich die erzeugten Miionen mit Lichtgeschwindigkeit, also mit der
maximal moéglichen Geschwindigkeit, auf den Erdboden zubewegen, so sollten nur etwa
6.9 x10~'* der erzeugten Miionen diese Flugstrecke iiberleben. Das Experiment zeigt
aber, dass etwa 3 Prozent der erzeugten Miionen auch auf die Erdoberfliche gelangen.
Die Erklarung liefert die Zeitdilatation. Wegen der hohen Geschwindigkeit der Miionen
tickt deren mitgefiihrte Uhr, die natiirlich fiir die Lebensdauer verantwortlich ist, sehr
viel langsamer als die ruhende Uhr des erdfesten Beobachters, und das Miion kann eine
entsprechend grofiere Strecke zuriicklegen.

Zum Abschluss dieses Abschnittes wollen wir diese Zeit, die von einer mitbewegten Uhr
gemessen wird noch mit einem speziellen Namen belegen, die Eigenzeit. Fiir zwei Ereig-
nispunkte (cty, z1,y1, 21) und (cto, T2, Yo, 22), die zeitartigen Abstand voneinander haben,
d.h.

AS%Q = C2(t2 — t1)2 — (FQ — 7?1)2 > 0, (744)

definieren wir die Eigenzeit durch
1 7
T12 =— — AS%Q . (745)
c

Fiir die so definierte Eigenzeit gilt:

e Die Eigenzeit ist unabhéngig von dem Koordinatensystem, in dem sie berechnet
wird. Da der Abstand As?, bei einer Lorentz Transformation unveréindert bleibt,
gilt dies auch fiir die Zeit 75. Man sagt die Eigenzeit transformiert sich wie ein
Skalar unter einer Lorentz Transformation, sie ist ein Lorentz Skalar.
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e Die Eigenzeit wird von einer Uhr im mitbewegten System (7}’ = 7 ') gemessen.

e Die Eigenzeit ist die kiirzeste Zeit, die zwischen den beiden Ereignispunkten gemes-
sen werden kann.

e Nach ([ZZ0) gilt fiir die Zeitdifferenz ti5, gemessen zwischen den beiden Ereignis-
punkten in einem Koordinatensystem, das sich mit Geschwindigkeit v relativ zum

mitbewegten System bewegt
02
T2 = l124/ 1 — 2 (7.46)
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7.5 Relativistische Bewegungsgleichung

Das Ziel dieses Abschnittes ist es, die Bewegungsgleichung der Klassischen Mechanik an
die relativistische Kinematik anzupassen. Ausgangspunkt ist dazu die nicht-relativistische
Bewegungsgleichung, die wir ja mit dem dritten Newtonschen Axiom formuliert haben in
der Form

= d

F = am’z? , (7.47)
mit F' der Kraft, die auf ein Punktteilchen der Masse m und der Geschwindigkeit ¢ wirkt.
Auf beiden Seiten dieser Gleichung steht ein Vektor des dreidimensionalen Raumes der
Ortsvektoren, der durch Koordinaten in z, y und 2z Richtung eines gewéhlten kartesischen
Koordinatensystems definiert ist.

Will man diese Bewegungsgleichung in einem anderen Koordinatensystem darstellen, das
z.B. im Vergleich zum ersten durch eine Drehung erzeugt ist, so werden die Vektoren fiir
die Kraft und die Geschwindigkeit durch neue Koordinaten, bezogen auf die gedrehten
Koordinatenachsen, definiert. Diese Koordinatentransformation wird durch eine 3 x 3
Matrix Ap beschrieben, wobei die Darstellung des Vektors F in dem gedrehten System
durch die Matrixmultiplikation

F'=ApF

berechnet werden kann. Multiplizieren wir also die linke und rechte Seite der Gl.([ZZ1)
mit der Matrix Ap, so ergibt sich

— — d
F'=ApF = ADEWU
d .
= EmADU
d
= i’ (7.48)

Die Newtonsche Bewegungsgleichung gilt also auch fiir die Vektoren F’und ¢’ , die Dar-
stellung der Kraft und der Geschwindigkeit im gedrehten Koordinatensystem. Man sagt
die Newtonschen Bewegungsgleichung ist kovariant unter einer orthogonalen Transforma-
tion, sie &ndert ihre Form nicht, ganz gleich ob ich sie im urspriinglichen oder im gedrehten
Koordinatensystem formuliere. Dies erscheint uns selbstversténdlich, denn sonst miisste
man ja das Koordinatensystem angeben, in dem die Bewegungsgleichung giiltig ist.

Man beachte aber, dass der Ubergang von der ersten zur zweiten Zeile in (Z28) nur deshalb
giiltig ist, weil die Masse des betrachteten Teilchens, m, und die Variable Zeit, ¢, skalare
Grofen sind, sich bei einer Rotation nicht dndern. Diese Kovarianz der Newtonschen
Bewegungsgleichung gilt also nur unter der Voraussetzung, dass Masse und Zeit skalare
Groflen sind. Damit sehen wir aber auch sofort, dass die Newtonsche Bewegungsgleichung
in der Form ([ZZ7) nicht kovariant unter einer Lorentz Transformation ist. Bei einer solchen
Lorentz Transformation muss ja im allgemeinen Fall auch die Zeit transformiert werden,
sodass die Rechnung ([ZZ8) nicht mehr moglich ist.

Um also die Bewegungsgleichung in eine Form zu bringen, die auch unter Lorentz Trans-
formationen kovariant ist, miissen wir zunéchst einmal Vektoren im 4-dimensionalen Min-
kowski Raum definieren, die die Funktion der Kraft und der Geschwindigkeit iibernehmen.
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Fiir den Fall der Geschwindigkeit ist dies relativ einfach. Wir definieren eine Geschwin-
digkeit als Vektor im Minkowski Raum dadurch, dass wir den Vektor ¢ eines Raumzeit-
punktes nach einer zeitartigen Grofle ableiten. Damit das Ergebnis das Transformations-
verhaltens eines Vektors aufweist, muss die Groéfle nach der wir ableiten selbst ein Skalar
unter Lorentz Transformation sein. Wie wir im letzten Abschnitt gesehen haben besitzt

die Eigenzeit
T=1t\1—[? (7.49)

gerade diese Eigenschaft. Dabei ist 7 die Zeit, die im mitbewegten Koordinatensystem
bestimmt wird und ¢ die Zeit, die in einem Koordinatensystem gemessen wird, das sich
relativ zum mitbewegten System mit einer Geschwindigkeit vom Betrag v bewegt und
B = v/c. Damit ist der kontravariante Lorentz Vektor fiir die Geschwindigkeit gegeben
durch

d

El’
dt d

drdt”
d

1
Ji_pEd’

Ubertragen auf die explizite Darstellung durch Spaltenvektoren bedeutet dies

o (7.50)

u? ct c

(O (R L A Ve (7.51)
uz \/1_752 dt Y m Uy ’ ’

u z Uy

mit
52 B vg + 1); + vf
S a—
Durch Multiplikation dieses kontravarianten Vierer Vektors u® mit der skalaren Grofie
Masse m erhalten wir den Vierer Vektor des Impulses

1
pa:muo‘zi( mﬁ) , (7.52)

S \ mi

wobei wir im letzten Teil dieser Gleichung eine Notation gewéhlt haben, bei der der
raumartige Anteil des 4-dimensionalen Vektors durch mv dargestellt ist.

Nach dem gleichen Rezept (leite Vierer Vektoren nach der skalaren Grole Eigenzeit ab)
kénnen wir nun diesen Vierer Impuls p* nach der Eigenzeit ableiten und erhalten in
Anlehnung an die Newtonsche Bewegungsgleichung ([Z41) eine Definition fiir einen kon-
travarianten Kraftvektor K¢ im Minkowski Raum
d d
K= —mu®=—p~. 7.53
dTmu dTp ( )
Durch diese Gleichung wird K, die sogenannte Minkowski Kraft definiert. Um die Bedeu-
tung dieser Minkowski Kraft besser einzuschétzen, betrachten wir die linke Seite dieser
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Gleichung und berechnen

d 1 d

—mu® = —m—u®

dr w2 dt

m U dﬁ(c . 1 (O)
= t T e I di
1_2)_; 2 / _2_23 dt v —Z—i s
m L dv( ¢ m 0
/1 -4 1-5 &

c2 c2

Beim Ubergang von der zweiten zur dritten Zeile haben wir beriicksichtigt, dass die Ge-
schwindigkeit ¢ von der Zeit abhidngt und deshalb bei der Zeitableitung beriicksichtigt
werden muss.

Betrachten wir also diese Minkowski Kraft in dem Koordinatensystem, in dem das be-
trachtete Teilchen sich augenblicklich in Ruhe befindet, d.h. in diesem Koordinatensystem
gilt ¥ — ¥’ = 0, so reduziert sich die Definitionsgleichung fiir die Minkowski Kraft in die-
sem Koordinatensystem auf

du®’ o K°’ 0 0
e (Y n(2)-(1). s

Dies ist aber fiir die raumartigen Komponenten die iibliche Newtonsche Bewegungsglei-
chung und fiir die zeitartige Komponenten gilt K%’ = 0. Bei Geschwindigkeiten weit
unterhalb der Lichtgeschwindigkeit, insbesondere bei dem Koordinatensystem, bei dem
das Teilchen augenblicklich in Ruhe ist, reduziert sich (Z53) also wieder auf die klassische
Newtonsche Bewegungsgleichung ([ZZ71).

Wie sieht dies Bewegungsgleichung aber aus der Sicht eines Beobachters aus, der sich
relativ zum augenblicklichen Ruhesystem z.B. in z-Richtung mit der Geschwindigkeit —v'
bewegt, so dass sich das Teilchen aus seiner Sicht mit der Geschwindigkeit ¢ bewegt. Die
Komponenten der Minkowski Kraft in diesem Koordinatensystem erhalten wir aus der
des augenblicklichen Ruhesystems durch die Lorentz Transformation fiir diesen Boost in
z-Richtung

1
K" = 2 (K" + K 2795}
1-% ¢ / _w2c
1 1 1/ v 0/ 1
K = = (K + 2K ) = —F,
1-Y _%
K? = K?' = F,
K3 = K3/ =F, (7.56)

wobei F die Kraft ist, die im augenblicklichen Ruhesystem auf das Teilchen wirkt.
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Fiir eine allgemeine Richtung der Geschwindigkeit des Teilchens ¢ berechnet sich die
Minkowski Kraft

K° 1w ¢
(K’ ): 5 wwF) 1 owh) | (7.57)

Entspechend ihrer Konstruktion ist die Minkowski Kraft K* ein kontravarianter Vierer
Vektor mit einem Betrag

—

KK, = (K% - K2 = - F?, (7.58)

der invariant unter einer Lorentz Transformation ist.

Nachdem wir in (Zh7) die Komponenten der Minkowski Kraft in einem Bezugssystem
berechnet haben, in dem sich das Teilchen mit einer Geschwindigkeit ¥ bewegt, wollen wir
nun die zeitartige Komponente der Bewegungsgleichung (L53)) in diesem Bezugssystem
betrachten. Diese konnen wir schreiben

KO _ 1 v-F
v2  C
)
d
= Em UO
1 d mc
= — \/702 . (7.59)
T2 T2
Multipliziert man diese Gleichung mit cy/1 — Z—;, so ergibt sich
d mc? - = dr
=F.-v=F.-—. 7.60
dt — ! dt (7.60)

Aus der rechten Seite sehen wir, dass die Seiten dieser Gleichung beschreiben, welche
Energieinderung das Teilchen erfiahrt, wenn an ihm in der infinitesimalen Zeit dt eine
Kraft F auf seiner Bewegung entlang des Wegstiickes dr” wirkt. Danach muss auch die
linke Seite der Gleichung diese Energieinderung beschreiben und wir kénnen

E(v) = ——— (7.61)

mit der Energie des Teilchens als Funktion seiner Geschwindigkeit (v) identifizieren. Um
diesen Ausdruck besser zu verstehen, betrachten wir ihn im Grenzfall kleiner Geschwin-
digkeiten, d.h. v < ¢. In diesem Fall ist also der Quotient 5 = v/c < 1 und wir kénnen
die Wurzel im Nenner in einer Taylorreihe entwickeln zu

10?2 3w

4
2

= 14+ +-—+...
mc{+262+864+ }

1
~ mc+ émv2 . (7.62)
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In diesem (nicht-relativistischen) Grenzfall kleiner Geschwindigkeiten geht der Ausdruck
fiir die Energie also gerade iiber in die nicht-relativistische kinetische Energie des Teilchens
plus eine Ruheenergie von E = mc?. Man kénnte nun versucht sein, diese Ruheenergie als
eine uninteressante Konstante zu ignorieren. Tatsache ist aber, dass diese Beziehung zwi-
schen der Masse eines Teilchens und seiner Ruhenergie eine zentrale Beziehung darstellt,
die so wichtig ist, dass sie jeder (auch wenn er gar nichts von ihrer Bedeutung versteht)
schon haufig gesehen hat.

Als Beispiel fiir die Bedeutung dieser Beziehung fithren wir die Bindungsenergie von Nu-
kleonen in einem Atomkern an. Die Masse eines Protons betriagt

MeV

9
02

Mprot = 938.27

(beachte, dass die Masse in Form einer Energie (MeV) dividiert durch die Lichtgeschwin-
digkeit zum Quadrat angegeben wird), die eines Neutrons

MeV

cz

MNeut = 939.56

Damit sollte also die Masse eines *He Kerns, das o Teilchen, das aus 2 Protonen und 2
Neutronen besteht, eine Masse von

MeV
2Mmprot +2Myewr = 3755.66 62 = 6.6968 10~ 2" kg,

C

besitzen. In Wirklichkeit ist aber der *He Kerns um 28.3 MeV /c? “leichter”. Dieser Mas-
sendefekt des “He multipliziert mit ¢® entspricht gerade der Bindungsenergie des ‘He.
In der Sonne verschmelzen Protonen und Neutronen zu *He. Die bei dieser Fusion frei
werdende Energie ist die Energiequelle der Sonne.

Damit kénnen wir also den Vierervektor fiir den Impuls eines freien Teilchens schreiben

(siehe (C22))

g (E)-()

mit .
. mu
p —_=
1)2
e
Fiir den Betrag dieses Vierervektors gilt:
a 1 2 2 22
Ppa = T (M —m'T)
ez
= m22
E*

- (7.64)

Daraus ergibt sich die relativistische Beziehung zwischen Energie und Impuls eines freien
Teilchens der Masse m
E? = m?ct 4 *p. (7.65)
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Zum Abschluss dieses Abschnittes wollen wir die raumartige Komponente der relativisti-
schen Bewegungsgleichung betrachten. Zur Vereinfachung der Nomenklatur nehmen wir
an, dass v, = v, = 0 und auch fiir die beschleunigende Kraft F, = F, = 0 gilt. Damit
ergibt sich fiir die z-Komponente der Bewegungsgleichung ([Z53])

d
1 _ a g
K deu
1 1 d
7Fz = 7m—u1
V1—3 V1—p2 di
d mv
Fo= =—— = ,
v dt \/1— 2 (7.66)

Ist die Kraft F, zeitlich konstant, so konnen wir die letzte dieser Gleichung einfach inte-
grieren und erhalten
T
/ Fodt=FT=—"2_ (7.67)
0

02

c2

wobei auf der rechten Seite dieser Gleichung die Geschwindigkeit des Teilchens v(7") steht,
die es erreicht hat, wenn es iiber den Zeitraum 7T von dieser konstanten Kraft beschleunigt
wird. Man sieht also, dass man sich selbst im Grenzfall unendlich langer Beschleunigung
der Geschwindigkeit v — ¢ nur asymptotisch ndhern kann. Dabei geht natiirlich die
Energie (L61) mit v — ¢ asymptotisch gegen den Wert £ — oo.

Vielfach versucht man sich diesen Sachverhalt, dass Teilchen bei einer Beschleunigung nur
asymptotisch die Lichtgeschwindigkeit erreichen kénnen, dadurch zu veranschaulichen,
dass man eine geschwindigkeitsabhéingige Masse

- m
einfithrt. Die Beschleunigung des Teilchens wird dann immer schwieriger, da diese Masse
mit zunehmender Geschwindigkeit immer grofler wird. Dies mag zur Veranschaulichung
hilfreich sein. Diese geschwindigkeitsabhéngige Masse hédngt dann aber natiirlich vom
Koordinatensystem des Beobachters ab, m ist kein Skalar unter Lorentz Transformation.
In der Diskussion hier bezeichnet m stehts die Ruhemasse des Teilchens.
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7.6 Relativititstheorie und Elektrodynamik

Fiir eine Beschreibung von Kenngréflen in der Natur, die mit der speziellen Relativitéts-
theorie vertréglich ist, ist es wichtig, dass man weiss, wie sich diese Kenngréfien unter
einer Lorentz Transformation verhalten. Als Beispiele fithren wir die Ruhemasse eines
Teilchens an, die ein Lorentz Skalar ist und deshalb in jedem Bezugssystem den gleichen
Wert besitzt. Ein anderes Beispiel sind kontravariante Vektoren im Minkowski Raum, das
sind Vektoren mit 4 Komponenten, die sich bei einer Lorentz Transformation von einem
Koordinatensystem K in ein anderes K’ genau so transformieren wie der kontravariante
Vektor z# eines Ereignispunktes. Ein Spaltenvektor aus 4 Elementen Y°, Y1, Y2, Y3 bildet
also genau dann einen kontravarianten Vierervektor Y* wenn bei einer Lorentz Transfor-
mation des Koordinatensystems gilt, dass dieser Vektor in dem neuen Koordinatensystem
K’ durch Komponenten Y'* definiert ist, die sich aus den urspriinglichen berechnen nach

Y=gt Y" (7.68)

Dabei bezeichnet a* , die Elemente der Transformationsmatrix fiir die Lorentz Transfor-
mation von Ereignispunkten z# und ist z.B. fiir den Boost des Koordinatensystems K’ in
x-Richtung mit der Geschwindigkeit v gegeben durch (vergleiche Abschnitt 7.3)

L ——~— 00
Viee e
__ B 1 00 v
a[“y = \/17[32 \/17ﬁ2 mit B = -, (769)
0 0 10 ¢
0 0 0 1

Zu jedem kontravarianten Vektor kénnen wir den zugehorigen kovarianten Vektor defi-
nieren, dadurch dass wir die nullte Komponente {ibernehmen und die raumartigen Kom-
ponenenten mit einem Minuszeichen versehen. Etwas abstrakter formuliert: Wir erhalten
den kovarianten Vektor Y, aus dem kontravarianten Vektor Y'# durch Multiplikation mit

dem metrischen Tensor g,
YH = gw,Yy, (770)

mit der Matrixdarstellung (erster Index entspricht dem Zeilenindex, der zweite dem Spal-
tenindex)

1 0 0 0
0 -1 0 0

w=109 0 -1 o0 (7.71)
0 O 0 -1

Bei einer Lorentz Transformation des Koordinatensystems transformiert sich ein kovari-
anter Vektor geméfl

Y/ =a,"Y,, (7.72)

mit

ay” = gua 0 5 g™ wobeig? = gg, . (7.73)
Den Beweis dieses Transformationsverhaltens von kovarianten Vektoren (([Z72) mit([Z7Z3))
erhilt man leicht durch Anwenden von ([Z68) und ([ZZ0) mit

Y/i — g,u,aY/a — g,u,aaa ,BYIB — g,ua aa ﬁgﬂVYy )
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Dies bedeutet also, dass sich die Transformationsmatrix fiir kovariante Vektoren bei dem
Boost des Koordinatensystem K’ mit Geschwindigkeit v in x Richtung berechnet zu

1 B
A T 00
+—2 L 00
a,” = V1-82  \/1-p2 (7.74)
0 0 1 0
0 0 01

Nach diesen einfithrenden Bemerkungen wollen wir uns nun davon iiberzeugen, dass der

Vektor p

0y = gt (7.75)
gebildet aus den Ableitungen nach den Komponenten des kontravarianten Vektors fiir
einen Ereignispunkt, sich wie ein kovarianter Vektor verhilt. (Deshalb haben wir auch
bereits den Index p als unteren Index angebracht.) An Stelle eines Beweises betrachten
wir den Spezialfall der Lorentz Transformation fiir den Boost in x Richtung. In diesem
Fall gilt ja fiir die Komponenten des kontravarianten Vektors eines Ereignispunktes:

1
20 =

g

0 8,
Jio@ i

, 1

1 1_BQ:LJ 1_ﬁ2x07

= \/7 (7.76)
beziehungsweise fiir die Umkehrtransformation
1 g
2 = 20 + 2!
V1= 32 V1= 32
1 g
1 — l'/l + xlo , 7.77
V1= 32 V1= 32 (7.77)
Damit berechnet sich
9 — d  da® d  da' d
07 da®  dada® ' da’® dat
_ !t d__ 8 4
n V1= p2da® /1 — g2 dat
1
= b (7.78)

JoE e

Der Vergleich mit (74 zeigt, dass dies genau das Tranformationverhalten fiir die nullte
Komponente eines kovarianten Vektors bei Boost des Koordinatensystems in z-Richtung
ist. Entsprechendes gilt fiir 0.

Analog kann man auch zeigen, dass

d
d(ct)
d d(im)
o= = | Ao | (7.79)
dzy, 1)
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ein kontravarianter Lorentz Vektor ist.

Als néchstes betrachten wir den 4-komponentigen Vektor

ﬂ:(?), (7.80)

J

mit der zeitartigen Komponente Ladungsdichte p multipliziert mit der Lichtgeschwindig-
keit und der zugehérigen Stromdichte j in den raumartigen Komponenten. Zum Beweis,
dass es sich bei dem so definierten Lorentz Strom Vektor J* um einen kontravarianten
Vektor handelt, multiplizieren wir ihn mit dem kovarianten Vektor 9,

8HJ” == 80J0+81J1+82J2+83J3
= ic +i' —l—i' —l—i'
~ dcet P d:cjz dyjy dzjz

d -

- 0. (7.81)

Bei dem Ubergang zur letzten Zeile haben wir die Kontinuitétsgleichung, die ja die La-
dungserhaltung représentiert, benutzt. Das Ergebnis dieses Produktes, die Zahl 0 ist of-
fensichtlich ein Lorentz Skalar. Da ), ein kovarianter Vektor ist, das Produkt dieses kova-
rianten Vektors mit J* einen Skalar liefert, muss also J* ein kontravarianter Vektor sein,
was die Schreibweise mit dem oberen Index g im Nachhinein rechtfertigt.

Wenn wir also in einem Koordinatensystem K eine Ladungsverteilung haben, die zeitlich
konstant ist und keine Strome vorhanden sind, so hat J* in diesem Koordinatensystem
nur die zeitartige Komponente J° = cp. In dem geboosteten Koordinatensystem gilt aber

1
JV =¢p =——c
i

NI

fiir den vorbeifliegenden Beobachter ergibt sich also auch ein Strom in z-Richtung j..

Wir wissen also bereits, wie bei einer Lorentz Transformation Ladungen und Strome zu
transformieren sind. Des weiteren erinnern wir uns daran, dass aus den beiden homogenen
Maxwell Gleichungen

divB = 0
. dB
tE4+— = 0 7.82

folgte, dass die elektromagnetischen Felder durch ein Vektor Potenzial A und ein skalares
Potenzial ® definierbar sind iiber die Bezichungen

o

= rotff
d

::—gMQ—EK. (7.83)

=
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Dabei sind diese Potenziale noch nicht eindeutig definiert; wir kénnen z.B. die Lorentz
Eichung fordern wonach gilt

— ivA = —— ivA=0. .84
Sl + div 2 + div 0 (7.84)
Durch Umeichen der Form
~ d
d = - —A
N dt
A = A+gradA, (7.85)

mit einem beliebigen skalaren Feld A(7,t) erhalten wir andere Potenziale ® und A, die
aber eingesetzt in ([LX3) die gleichen elektromagnetische Felder E' und B liefern, wie die
Potenziale ¢ und A.

Wir werden uns nun davon iiberzeugen, dass
d/c
A% = g )
(7). (7.56)

ein kontravarianter Lorentzvektor ist. Analog zu ([Z81]) berechnen wir

1dd S
0, A = 2 + divA
= 0,
wobei der Ubergang zur letzten Zeile fiir Potenziale in Lorentzeichung gilt (siehe (54))).
Also haben wir durch diese Gleichung gezeigt, dass der Potenzialvektor A% ein kontrava-
rianter Lorentzvektor ist, wenn die definierenden Potenziale ® und A die Lorentzeichung
erfiillen. Andere Potenziale werden aus diesen durch Umeichung erzeugt. Diese Umeichung
in ([CRH) konnen wir aber auch schreiben

A’a:<@1‘“’> — A% — 9°A.
A

Da A% ein kontravarianter Vektor ist und ebenso A gilt dies auch fiir die Differenz also
auch fiir A“.

Damit wissen wir jetzt wie sich die Potenziale bei einer Lorentz Transformation verhalten,
aber immer noch nichts iiber die elektromagnetischen Felder. Dazu definieren wir den
sogenannten antisymmetrischen Feldstirketensor

FoP = 9%AP — 9P A~ (7.87)
und diskutieren einige Eigenschaften:

e Dieses Objekt heisst antisymmetrisch, weil bei der Vertauschung der beiden hoch-
gestellten Indizes offensichtlich gilt:

FoP = _fPe. (7.88)
Insbesondere gilt also, dass
FO = plt — 22 — 33 — (7.89)

und von den urspriinglich 4 x 4, also 16 Elementen dieses Objektes sind nur 6
Elemente unabhéngig voneinander.
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e Wir berechen als erstes das Element

FOl — aOAl o alAO

Ey
= ——=-F", (7.90)
c
(siche (CR3J)). Entsprechend gilt auch
F02 — _@ — _F2O
c
E,
F% = 2= =_F%, (7.91)
c

e Als ein weiteres Beispiel betrachten wir

F12 _ alAQ . aQAl
d d

= ——A, +—A,
dx Y + dy
= —-B,=-F", (7.92)
Fiir die anderen Elemente gilt:
F23 — _RB — _F32
F?® = B,=-F%. (7.93)

e Stellen wir also den antisymmetrischen Feldstérketensor als Matrix dar, wobei der
erste Index in F*? sich auf die Zeile und der zweite sich auf die Spalte bezieht, so

ergibt sich aus (Z90)- (Z33):
0 —-E,/Jc —E,/Jc —FE./c

E,Je 0 —B B

af x z Y

=1 g B 0  -B, (7.54)
E./c —B, B, 0

Die Matrixelemente sind also durch die elektromagnetischen Felder definiert. Dies
rechtfertigt natiirlich auch den Namen Feldstéirketensor.

e Der antisymmetrische Felstéarketensor ist schliesslich ein Tensor, weil er sich bei einer
Lorentz Transformation wie ein Tensor zweiter Stufe transformiert:

FP = q* 0" ,F" (7.95)

Dabei stehen F* fiir die Elemente des Feldstiarketensors im urspriinglichen Koor-
dinatensystem, F’*? fiir die entsprechenden Elementen im transformierten Koordi-
natensystem und a®, reprasentiert die Transformationsmatrix fiir kontravariante
Vektoren (Index oben) vom Koordinatensystem K nach K.
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Mit der Transformation ([C3H) und dem Zusammenhang zwischen F*° und den elek-
tromagnetischen Feldern in (C94]) haben wir nun auch das Ziel erreicht und kennen die
Transformation der elektromagnetischen Felder von einem ins andere Koordinatensystem.

Als ein Beispiel fiir eine solche Transformation wollen wir eine Punktladung ¢ betrachten,
die im Koordinatenursprung des Koordiantensystems K ruht. Wir wissen also, dass in
diesem Koordinatensystem ein statisches elektrisches Feld der Form

—

Em=-L 1
(7) ey r3

vorliegt und das magnetische Feld identisch null, B =0 ist.

Aus der Sicht eines Beobachters, der sich relativ zu diesem Koordinatensystem (wie iiblich
in z-Richtung mit Geschwindigkeit v) bewegt, wird aus dieser stationdren Punktladung
eine bewegte Punktladung und ein entsprechender Strom (siche Diskussion von ([ZZ2).
Dieser Beobachter sollte also auch ein zugehoriges Magnetfeld beobachten. So ergibt sich
also z.B.

! 12 1 2 uv
-B,=F"7" = a ,a" F

NE

(aloaQiFOZjLaliazono)
1

2

—E,

NE

(al 0(12 i al Z'G/Q 0)
1

-6 -k
VI-3 ¢

1
- 'B,. (7.96)

N
Bei dem Ubergang zur zweiten Zeile wurde ausgenutzt, dass der Feldstérketensor in unse-
rem Beispiel nur in der ersten Zeile und in der ersten Spalte von Null verschieden Eintrége

hat. Bei dem Ubergang zur zweitletzten Zeile wurden die Eigenschaften der Transforma-
tionsmatrix a fiir den Boost in z-Richtung benutzt.

-
Il

Zum Abschluss dieses Kapitels wollen wir die Maxwell Gleichungen in dieser Nomenklatur
des Feldstérketensors, die ja die Lorentz Struktur der elektromagnetischen Phénomene
verdeutlicht, darstellen.

Wir werden uns zunéchst davon {iberzeugen, dass die homogenen Maxwell Gleichungen
(ILR2) einer einfachen Symmetrie des Feldstdrketensors entsprechen nahmlich der soge-
nannten Jakobi Identitéit. Diese Jakobi Identitét besagt, dass

OFP 4 9P F 1™ L 9 FP =0, (7.97)

dabei sind «, (§ und 7 eine beliebige Kombination der Indizes (0,1,2,3) ist, die bei den drei
Summanden in (Z97) zyklisch durchgetauscht werden. Den Beweis dieser Jakobi Identitét
erhdlt man durch Einsetzen der Definition von F und sturem Ausrechnen, wobei man
benutzt, dass z.B.

IO A = 9Pp* A" .
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Betrachten wir zunéchst
divB = -9'B, - &B, - B,
— _QLF3 _ 218 _ g3
= 0. (7.98)
Die Null in der letzten Zeile ergibt sich durch die Anwendung der Jakobi Identitat (Z97)
fir (o, B,7) = (1,3,2).

Andererseits gilt aber auch fiir die x-Komponente der zweiten homogenen Maxwell Glei-
chung

- dB\  [d(E./¢) d(E,[c) dB,
(rOtEjLE)w B C{ dy — dz +d(ct)

— ¢ [—82(—F03) O~ F%) + 8OF32]
— . [62F03 LR 8OF32]
=0 (7.99)
Die Null ergibt sich also hier durch die Jakobi Identitat fir («, 3,7v) = (2,0,3). Entspre-
chendes gilt fiir die y und z Komponenten der zweiten homogenen Maxwell Gleichung.

Man koénnte also an dieser Stelle den Eindruck bekommen, dass die homogenen Maxwell
Gleichungen gar keine physikalische Information enthalten sondern eben eine einfache
mathematische Eigenschaft des Feldstéarketensors sind. Dies ist aber nicht richtig. Wir
haben ja genau die homogenen Maxwellgleichungen benutzt, um die elektromagnetischen
Felder durch die Potenziale zu definieren. Erst diese Reduktion der elektromagnetischen
Felder auf die Potenziale ermoglichte ja die kompakte Definition des Feldstéirketensors.

Die inhomogenen Maxwell Gleichungen

divD = p mit D= goﬁ
rotH — a;_lt) =7  mit B = uH , (7.100)
konnen in der kompakten Form
O0uF*? = p1oJ" (7.101)

dargestellt werden. Dies zeigt, dass die Maxwell Gleichungen kovariant unter Lorentz
Transformationen sind.

Zum Beweis dieser kompakten Darstellung betrachten wir zunéchst einmal die erste der
beiden Gleichungen in (ZI00) und multiplizieren diese mit cpg

focp = o’ = posg cdivE
=1/c?
d E, dE, n d E,
de ¢ dy ¢ dz c
= O F° +0F" + 0, F% + 0, F*°
=0
/L()JO = 8QFO‘O.
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Zum Beweis der raumartigen Komponenten der Darstellung (ZIOI) betrachten wir die
xz-Komponente der zweiten inhomogenen Maxwell Gleichung in ((ZTO0) und multiplizieren
diese mit pg

dE,
dt

foje = pod' = <f0t§)x — Moo
=1/c?
dB. dB, d(E,/c)
dy dz d(ct)
— 82F21 4 83F31 4 aOFOI 4 al Fll
=0

,qul = 8aFa1 .

Entsprechendes gilt fiir die y- und z-Komponente, so dass die Darstellung (ZI0I) bewiesen
ist.



