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[V-Schéatzung eines linearen Panelmodells
mit stochastisch tiberlagerten

Betriebs-und Unternehmensdaten®

Elena Biewen' Gerd Ronning® Martin Rosemann?

1. September 2009

Zusammenfassung

Eines der wichtigsten Verfahren zur Anonymisierung von Betriebs- und
Unternehmensdaten ist die stochastische Uberlagerung. Ihr Einsatz zur Si-
cherstellung der faktischen Anonymitét der Einheiten eines Datensatzes fiihrt
jedoch zu inkonsistenten Schétzungen von linearen Panelmodellen und macht
die Verwendung von Korrekturverfahren erforderlich. Dieser Beitrag befasst
sich mit der Instrumentvariablen-Schétzung (IV-Schétzung) eines linearen Pa-
nelmodells mit Individualeffekten und iiberpriift die Eignung der IV-Methode
zur Korrektur der Verzerrung. Als Instrumente werden (a) eine verzogerte
Variable, (b) die Differenz von verzogerten Variablen und (c) eine zusétzlich
anonymisierte Variable getestet. Wir kommen zum Ergebnis, dass lediglich das

letzte Instrument in konsistenten IV-Schatzern resultiert.

Schlagworter: Instrumentvariablen-Schitzung, additive und multiplikative stochasti-
sche Uberlagerungen, Anonymisierung von Paneldaten
JEL: C01, C13, C23

*Der Beitrag entstand im Rahmen des vor kurzem abgeschlossenen Projekts "Wirtschaftsstati-
stische Paneldaten und faktische Anonymisierung", das vom Bundesministerium fiir Bildung und
Forschung geférdert wurde.

Hnstitut fiir Angewandte Wirtschaftsforschung, elena.biewen@iaw.edu.

tUniversitiit Tiibingen, gerd.ronning@uni-tuebingen.de.
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1 Einfiihrung

Seit einigen Jahren stellen statistische Amter Betriebs- und Unternehmensdaten fiir
die wissenschaftliche Nutzung — die so genannten Scientific-Use-Files (SUFs) — zur
Verfiigung. Ein grofser Vorteil solcher Datensétze besteht darin, dass sie von Wissen-
schaftlern am eigenen Arbeitsplatz genutzt werden kénnen. Da SUFs aber faktisch
anonymisierte Datensétze sind, konnen Schiatzungen auf ihrer Basis zur verzerrten
Ergebnissen fiihren, sofern so genannte datenverandernde Anonymisierungsmafsnah-

men zum KEinsatz kommen.

Eines der Verfahren, das fiir die Anonymisierung wirtschaftsstatistischer Daten vor-
geschlagen wird, ist die stochastische Uberlagerung (Ronning et al. 2005). Man un-
terscheidet zwischen zwei Varianten: additive und multiplikative Uberlagerungen,
wobei letztere als bessere Methode zur Anonymisierung der Betriebs- und Unterneh-
mensdaten angesehen wird, weil Grofsunternehmen besser geschiitzt werden kénnen
(vgl. Rosemann (2006)).

Das Problem, das von (Mess-)fehlern fir die Schitzung pénelokonometrischer Mo-
delle ausgeht, wurde bereits seit langer Zeit erkannt. Griliches und Hausman (1986)
weisen darauf hin, dass die Ergebnisse auf Basis der "Within"-Transformationen héu-
fig nicht zufrieden stellend sind und zu kleine oder inkonsistente Schitzer liefern.t
Des Weiteren merken die Autoren an, dass das Fehler-in-den-Variablen-Problem
in Paneldatenmodellen sogar grofer wird. Auf das gleiche Problem wird auch im
Beitrag von Bigrn (2000) hingewiesen. Die "Within"-Transformation kann das Ver-
héltnis der Messfehlervarianz und zu der Varianz der Originalvariable ("noise-signal
ratio") vergrofern. Individualeffekte werden zwar eliminiert und das Problem ihrer
Korrelation mit anderen Regressoren gelost, das Fehler-in-den-Variablen-Problem
wird jedoch verschérft (Bigrn und Krishnakumar 2008).

In der 6konometrischen Literatur werden mehrere Moglichkeiten zur Korrektur der
Verzerrung vorgeschlagen. Eine Idee basiert auf dem Gedanken, aus mehreren in-
konsistenten Schétzern einen konsistenten Schétzer herzuleiten. Griliches und Haus-
man (1986) konstruieren einen konsistenten Schétzer aus der Kombination der FE-
Schéitzung und der Schétzung in ersten Differenzen ("first differences estimator").

Dieser Ansatz wird in Wansbeek und Konig (1991) verallgemeinert.

1Vgl. auch Biewen und Ronning (2008) sowie Ronning (2009), die zeigen, dass der "Within"-
oder "Fixed-Effects"-Schétzer (FE-Schétzer) auf Basis der sowohl additiv als auch multiplikativ
iiberlagerten Daten inkonsistent ist.



Héufig wird aber der Einsatz der Instrumentvariablen- bzw. der Verallgemeiner-
ten Momentenmethode (VVM) vorgeschlagen (vgl. Griliches und Hausman (1986),
Wansbeek und Konig (1991), Bigrn (1992, 1996), Bigrn und Klette (1998), Wans-
beek (2001), Bigrn und Krishnakumar (2008)). In der Regel wird eine Mischung
von Niveau- und Differenzvariablen verwendet. Dabei sind zwei Varianten denkbar.
(1) Das Panelmodell wird zuerst transformiert und anschliefend mit der IV- bzw.
VMM-Methode geschétzt. Als Instrumente werden dabei die Niveauwerte der feh-
lerbehafteten Variable aus anderen Perioden verwendet. (2) Das Panelmodell wird
nicht transformiert und mit der IV- bzw. VMM-Methode geschétzt. Als Instrument-
variablen werden jedoch Regressoren aus anderen Perioden in differenzierter Form
eingesetzt. Die Differenzbildung sorgt in beiden Varianten dafiir, dass die individuen-
spezifische Effekte eliminiert werden. Bigrn und Krishnakumar (2008) untersuchen
die beiden Varianten und leiten einen konsistenten Schétzer her, wobei sie als Instru-
mente verzogerte Variablen und zur Eliminierung der Individualeffekte die Differenz
zwischen einer Variable zu unterschiedlichen Zeitpunkten verwenden. Nach unserem

Kenntnisstand betrachten alle Beitriage nur den additiven Fehler.

In diesem Beitrag wird der Fall der Anonymisierung mittels additiver und multipli-
kativer stochastischer Uberlagerung untersucht, wobei ein lineares Panelmodell mit
Individualeffekten mit der IV-FE-Methode geschétzt wird. Als Instrumente werden
getestet: (1) eine verzogerte anonymisierte Variable, (2) die Differenz von verzoger-
ten anonymisierten Variablen und (3) eine zusétzlich anonymisierte Variable, die
aus einem zweiten anonymisierten Datensatz stammt. Es wird {iberpriift, ob die
[V-Schétzung mit diesen Instrumentvariablen zu guten Korrekturen der Verzerrung
fiihrt.

Der Beitrag ist wie folgt gegliedert. Im zweiten Abschnitt wird das zu schitzen-
de lineare Panelmodell prisentiert. Die Varianten der stochastischen Uberlagerung
und ihre Auswirkungen auf die Schétzung mit fixen Effekten (FE-Schétzung) ei-
nes linearen Panelmodells werden kurz erldutert. Abschnitt 3 beschéftigt sich mit
der Auswahl geeigneter Instrumentvariablen. Die Abschnitte 4 bis 8 wenden sich
der theoretischen Analyse des zu untersuchenden Problems zu. Nach einer allge-
meinen Darstellung der Wahrscheinlichkeitsgrenzwerte des IV-Schétzers (Abschnitt
4) wird die IV-Schétzung eines einfachen linearen Panelmodells bei additiver (Ab-
schnitt 5) und multiplikativer (Abschnitt 6) Uberlagerungen detailliert untersucht.

In Abschnitt 7 werden die Ergebnisse fiir ein Modell mit mehreren Regressoren



verallgemeinert. Abschnitt 8 stellt die asymptothische Varianz des (konsistenten)
IV-Schétzers dar. Anschliefsend werden die hergeleiteten theoretischen Ergebnisse
anhand einer Monte-Carlo-Studie (Abschnitt 9) und unter Verwendung der Daten
des Monatsberichts (Wellen 1995-2004) getestet (Abschnitt 10). Probleme, die trotz
einer konsistenten Schéatzung in Praxis auftreten konnen, werden in Abschnitt 11 be-

lichtet. Eine Zusammenfassung der im Beitrag vorgestellten Ergebnisse (Abschnitt

12) schliekt diese Arbeit ab.

2 Das Modell

Betrachten wir ein einfaches lineares Panelmodell mit Individualeffekten:
yit:ai—i_mitﬁ—i_eita izla"'7N7t:17"'7T' (2_1)

yi¢ ist die abhéngige Variable. Mit «; wird der Individualeffekt bezeichnet, der in
dem vorliegenden Modell als ein stochastischer Effekt aufgefasst wird und damit mit
dem Regressor x;; korreliert sein kann. 3 ist der Regressorkoeffizient und ¢;; ist der
klassische Storterm (vgl. z.B. Greene (2008)).

Der Regressor ist autokorreliert und folgt einem autokorrelierten Prozess erster Ord-
nung (AR(1)):
Tig = po + PTig—1 + Tit (2-2)

wobei 7;; standardnormalverteilt ist und |p| < 1 gilt.

Im Folgenden werden Modellvariablen mittels additiver und multiplikativer stocha-
stischer Uberlagerung anonymisiert. Zwei Varianten der Uberlagerung werden dabei
jeweils untersucht: die einfache Uberlagerung und die Uberlagerung nach dem von

Hohne (2008) vorgeschlagenen Verfahren, das auch als Uberlagerung mit Faktor-

struktur bezeichnet wird.

Additive Uberlagerung

Bei der einfachen additiven Uberlagerung werden die Variablen anonymisiert, indem

zur Originalvariable eine stochastisch erzeugte Fehlervariable hinzu addiert wird:
Th = Tip + Wi, Y = Yir + Vi, (2-3)

wobei der additive Fehler Erwartungswert Null und Varianz o2 bzw. o2 hat. Der Er-



wartungswert von Null ist eine erwiinschte Eigenschaft, damit die Erwartungswerte

der anonymisierten Variablen identisch mit denen der Originalvariablen bleiben.

Im Fall der additiven Uberlagerung mit Faktorstruktur werden die Fehlervariablen

wie folgt erzeugt:

Th =T + 0D + €y, Yy = Yir + 0D + €ty (2-4)
ul oH

it

D, — { +1  mit Wahrscheinlichkeit 0,5 (2-5)

—1 mit Wahrscheinlichkeit 0,5 .
0 bleibt fiir jede Beobachtungseinheit iiber die Zeit und fiir alle Merkmale konstant
und es gilt €., €1, ~ N(0, 6%). Die Fehlervariablen u!] und v haben wie bei der
einfachen Uberlagerung den Erwartungswert Null.

Multiplikative Uberlagerung

Bei der einfachen multiplikativen Uberlagerung wird eine stochastisch erzeugte Feh-

lervariable mit dem Wert der Originalvariable multipliziert:?
Th = T KUY, Yip = Yir XU (2-6)

Zur Sicherstellung der Erwartungstreue haben die Fehlervariablen u; und v; den
Erwartungswert Eins. Thre Varianz ist 02 bzw. o2. Des Weiteren wird unterstellt,

dass Fehler mit Originalvariablen fiir alle 7, ¢ unkorreliert sind.

Die anonymisierten Variablen, die mittels der multiplikativen Uberlagerung mit Fak-

torstruktur erzeugt wurden, sind:

Tjy = Ty * Uftl =24 (14+0D; + €it)
Yip = Yit * vff =i (1 4+0D; + €iy) (2-7)

D; wurde in (2-5) bereits definiert.

Zuerst werden somit alle Werte der i-ten Einheit in eine Richtung mit Hilfe des

Grundiiberlagerungsfaktors (14 9) oder (1 — ) verschoben. Anschliefend wird noch

2Der Index m iiber der multiplikativen Fehlervariable wird in weiteren Ausfiihrungen aus Griin-
den der Einfachheit unterdriickt.



eine zufillig erzeugte Variable addiert, um eine zusétzliche Verdnderung einzelner
Werte zu erreichen.? Da bei der Uberlagerung der Daten der i-ten Querschnittsein-
heit die gleiche Variable D; verwendet wird, sind die Fehlervariablen miteinander
korreliert. Bei dieser Variante der Uberlagerung haben die Fehlervariablen ul und
vfl den Erwartungswert Eins, die Varianz (6* + 02)) bzw. (6% + 02 ) und sind mit
Orignalvariablen unkorreliert. Die zusétzliche Fehlervariable ¢;;;(j = x,y) ist nor-

malverteilt (N ~ (0, 055)) und mit allen anderen Variablen unkorreliert.

Das Verfahren von Héhne (2008) entspricht der Uberlagerung mit einer Mischungs-
verteilung und ist insofern vorteilhaft, dass bei gleicher Varianz des Fehlers anony-
misierte Variablen weiter von den Originalwerten entfernt sind und der Datenschutz

damit héher als bei einfacher Uberlagerung ist (vgl. Ronning (2009)).

Schdtzung mit anonymisierten Daten

Im Fall der Anonymisierung haben Wissenschaftler/innen i.d.R. keine Informatio-
nen iiber Originalvariablen, konnen aber die anonymisierten Variablen beobachten.
In termini der beobachtbaren Variablen erhélt man fiir die einfache additive Uber-

lagerung

Yir = o; + (23, — ui) B + €t
= 4 -+ l’?tﬁ -+ MNit (2-8)

mit 7; = € — U
und fiir die additive Uberlagerung mit Faktorstruktur

Yir = o + (2, — 0D; — €4) B + €
= a; + a5+ (2-9)

mit 9 = ey — (0D; 4+ 4)3.

Die Schatzung mit der KQ-Methode fithrt aus zwei Griinden zu inkonsistenten Para-
meterschitzern (vgl. auch Hsiao (2005)). Zum einen wird eine mdgliche Korrelation
zwischen dem Regressor und dem Individualeffekt die Ergebnisse verzerren. Dieses
Problem wird mittels des Abziehens der zeitlichen Mittelwerte von den Beobachtun-

gen ("Within"-Transformation) behoben, da dann Individualeffekte aus der Schétz-

3Dieses Verfahren wird ausfiihrlich in Hohne (2008) und Ronning (2009) beschrieben.



gleichung ausdifferenziert werden konnen. Zum anderen ist der Storterm n; bzw.
nH mit dem anonymisierten Regressor korreliert. Die Konsequenz der Korrelation
sind verzerrte und nicht konsistente KQ-Schatzer der Modellparameter. Es lasst sich
schnell nachvollziehen, dass auch die Ausfiihrung der "Within"-Transformation die
Korrelation zwischen dem Regressor und der Storgrofe nicht beseitigt. Dann fithrt
auch die FE-Schitzung zu inkonsistenten Parameterschétzern (vgl. auch Sevestre

und Trognon (1996), Arellano (2003)).

Biewen und Ronning (2008), Ronning (2009) zeigen, dass auch im Fall der multipli-

kativen Uberlagerung die FE-Schitzung zu inkonsistenten Ergebnissen fiihrt.

In Literatur wird zur Losung des Fehler-in-den-Variablen-Problems haufig die In-

strumentvariablen-Schiatzung als ein Korrekturverfahren vorgeschlagen.

3 Mogliche Instrumente

In der Praxis stellt sich oft die Frage, welche Instrumente bei der IV-Schétzung ver-
wendet werden sollen. Ein gutes Instrument muss folgende Annahmen erfiillen (vgl.

z.B. Carroll et al. (2006), S. 129):

A(1): Die Korrelation zwischen dem Instrument z und der fehlerfreien Variable x
soll méglichst hoch sein.* Die Erfiillung dieser Bedingung zeigt, dass das In-

strument tatsachlich relevant ist.

A(2): Das Instrument und der Stérterm der abhéngigen Variablen diirfen nicht kor-
reliert sein: C'(z, €) = 0. Dies ermdglicht es, den vom Fehlerterm unabhéngigen

Einfluss auf die abhéngige Variable zu isolieren.
A(3): Die Fehlervariable soll mit dem Instrument unkorreliert sein: C'(z,u) = 0.

Paneldaten bieten wegen ihrer Mehrdimensionalitdt eine grofsere Auswahl an Instru-
mentvariablen als reine Querschnitts- bzw. Zeitreihendaten. Wenn Uberlagerungs-
fehler miteinander unkorreliert sind und die Originalvariable z eine Autokorrelation
aufweist, konnte jede Beobachtung von x® zu einem anderen Zeitpunkt als ein In-

strument verwendet werden (Sevestre und Trognon 1996). Das wiirde bedeuten, dass

4bzw. im Fall eines einfachen linearen Modells muss C(z,x) # 0 gelten.



fir jede Periode (T — 1) Instrumente verfiigbar sind. In diesem Fall ist jedoch Vor-
sicht geboten. Im Kontext der Paneldaten sollte zuerst iiberpriift werden, ob die
verzogerte Variable tatséchlich ein giiltiges Instrument ist. Die Korrelation der In-
dividualeffekte mit den Regressoren und die zur Eliminierung des Individualeffekts
notwendigen Transformation kénnen zur Verletzung der Validitét so eines Instru-

ments fithren (Griliches und Hausman 1986).

Als ein weiteres "internes" Instrument bietet sich die Variable an, die als Differenz
zwischen zwei Zeitpunkten gebildet wurde (2;w9) = 2§, — 2, t # 0). Auch in diesem
Fall sollte zuerst untersucht werden, ob im zu untersuchenden Modell die Annahmen

eines giiltigen Instruments nicht verletzt werden.

Im Rahmen der Anonymisierung wére noch eine weitere Alternative denkbar. Die
Daten bereitstellende Institution erzeugt mindestens zwei oder sogar mehrere anony-
misierte Versionen eines Datensatzes, die den Datennutzern zur Verfiigung gestellt
werden. Da die {iberlagerte Variable aus der Originalvariable (und einem stochastisch
erzeugten Fehler) besteht, ist eine Korrelation zwischen den gleichen Variablen aller
anonymisierten Datenversionen gegeben. Die Hohe der Korrelation lasst sich dabei
iiber die Wahl der Uberlagerungsparameter kontrollieren. Auf diese Weise kann die
gleiche Variable eines anderen Datensatzes als Instrument verwendet werden. Die
Bereitstellung zuséatzlicher anonymisierter Datenséatze wiirde jedoch ein héheres Re-
Identifikationsrisiko bedeuten. Aus Griinden des Datenschutzes ist es deswegen zu
empfehlen, die weiteren Datensétze stirker zu anonymisieren, jedoch so, dass die
Datensicherheit gewéhrleistet ist und die fiir die [V-Schitzung notwendige Korrela-

tion gegeben ist.

Die IV-Schitzung konnte problematisch werden, wenn die gewéahlten Instrumente
"schwach" sind. Das bedeutet, dass die Instrumentvariable mit dem unbeobachtba-
ren fehlerfreien Regressor nur gering korreliert ist. Dieses Problem wird beispielsweise
von Bound et al. (1995), Staiger und Stock (1997) ausfiihrlich untersucht. Schwache
Instrumentalisierung kann starke Inkonsistenz der IV-Schétzer verursachen, die sogar
grofer ausfallt als im Fall der KQ-Schétzung. "The use of instruments that jointly
explain little of the variation in the endogenous variable can do more harm than
good" (Bound et al. 1995, S. 449). Bound et al. (1995) zeigen zwei Probleme auf, die
durch eine schwache Instrumentalisierung verursacht werden. In kleinen Stichproben
entwickelt sich die Verzerrung der IV-Methode in die gleiche Richtung wie die der
KQ-Schitzung. Die Verzerrungen der beiden Methoden sind dann gleich, wenn R?



zwischen dem Regressor und dem Instrument nahe Null ist. Dariiber hinaus fiihrt die
geringe Korrelation zwischen x und z dazu, dass die Klein-Stichproben-Verzerrung

in grofen Stichproben nicht mehr eliminiert wird (vgl. Staiger und Stock (1997)).

Im Unterschied zu klassischen Messfehlern werden im Fall der Anonymisierung die
Originaldaten bewusst und iiberlegt verfremdet. Die Fehlervarianzen kénnen so ge-
wahlt werden, dass eine hohe Korrellation zwischen dem Instrument und Regressor

gegeben ist.

In der folgenden Analyse wird untersucht, wie gut die IV-Schiatzung zur Redukti-
on der durch die stochastische Uberlagerung herbeigefithrten Verzerrung beitrigt.
Dabei wird davon ausgegangen, dass nur eine Instrumentvariable fiir den anonymi-
sierten Regressor zur Verfiigung steht. Drei oben beschriebenen Instrumente werden
betrachtet.

4 Wahrscheinlichkeitsgrenzwert des I'V-Schatzers

Im Folgenden wird der Wahrscheinlichkeitsgrenzwert des IV-Schétzers fiir alle Va-
rianten der stochastischen Uberlagerung hergeleitet. Dabei wird angenommen, dass

alle Unternehmen identisch verteilt sind.

Additive Uberlagerung

Wegen

L I
Vi — Ui = (yz’t + Uit) — Z (it + vit)

T =1
= (Yir — ;) + (vie —13)
= (xu —Ti)B + (v — U;) + (0 — &) (4-10)

resultiert der Wahrscheinlichkeitsgrenzwert des IV-Schétzers bei der einfachen ad-
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ditiven Uberlagerung:

plim w5 32, 37, (zie — Z) (Y5 — )
lzm—z > (zie — Z) (v, — TF)

plim ﬂ/ﬁ

)

R 7+ (- )

plim i 37, 3 (20 — Zi) (2, — 7F)
pl@m N Zz T Zt(zlt Zi) (i — T4) 3
- plim g N 2o 7 2oz — Z) (2, — TF)
pl’Lm N Zz T Zt(zzt 1)(Uzt - z)

z v,
pllm N Zz T Zt(zzt 71)@% 77)

a E[Sz:c“] 6 " E[Szx“]
1 1

mit  S,, = T;(zt —2) (@, —T), Segu = Tz(zt — %) (z% — %)

t
1
und S, = T E (zt —2)(vy — D).

t

(4-11)

(4-12)

Der IV-Schétzer ist damit dann konsistent, wenn der Erwartungswert von S, demje-

nigen von S, entspricht und gleichzeitig F[S,,] gleich Null ist. Des Weiteren darf

der Erwartungswert E[S.;.| nicht gleich Null sein (vgl. Annahmen eines giiltigen

Instruments, S. 8).

Fiir die additive Uberlagerung mit Faktorstruktur erhlt man wegen

T

1
Yir — Ui = (yit +0D; + €z'ty) 7 Z (Yit + 0D; + €i1y)

t
= (yir — ;) + (€ity — Eiy)
= (it — T;) B+ (€ity — Eiyy) + (€2t — &)

den folgenden Grenzwert:

plim 1V =
plzm N Zz T Zt(zzt )( Ty — T
plim % N Zz T Zt(zzt )(52ty Eiy
plim % Zz % Zt(zit — Z;) (@}, Tt — )
- E[Swa]ﬁ+ E[S.4a]’

—  plim ]{, > 7{ > izt — Zi) (v — 7) 8
;)
)

(4-13)

(4-14)

wobei €4, die zusatzliche Verdanderung des Fehlers der abhiangigen Variable ist. Da

11



die Differenzbildung zur Eliminierung des J-Faktors gefiihrt hat, ist hier anstelle
des Erwartungswertes der empirischen (Gesamt)Kovarianz zwischen dem Instrument
und der Fehlervariable lediglich E[S.. | von Bedeutung.

Multiplikative Uberlagerung

Im Fall der einfachen multiplikativen Uberlagerung erhélt man

a —a —
Yit — Y; = YitVit — YU,
T

1
= (04 + TufS + €1) Vit — T tz:; (0 + B + €it) vt
= (v — ;) + (zypvie — T0;) B + (€103 — €0;) (4-15)

. 1 1
mit WZ‘ = — E TitUit @i = — E €itUVit -
T T
t t

Dabei fallt auf, dass durch die "Within"-Transformation die Individualeffekte nicht

entfernt werden.

Folglich ist der Wahrscheinlichkeitsgrenzwert des IV-Schétzers

plim > 7 5 (2 — %) (ai(vit —0;) + (24vi — T0;) 3 + (€svit — @z)>

plim EIV = . = —a
plim % > % > (2 — Zi) (2, — TF)
Eazv E[SZZ]
_ 4-1
FS.] + E[Szxa]ﬁ (4-16)
mit

1 1 _ _
Eqzy = plim N ZZ: T Zt:(zit —Zi)oi(vie — 7).

Dabei wurde die Unkorreliertheit zwischen v und v sowie zwischen dem Modellstor-

term € und z und v unterstellt.
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Bei der Uberlagerung mit Faktorstruktur gelangt unter Verwendung von

T
1
iy = U = a1+ 0D; + €)= = > ya(1+0Di + £iy)

t=1
= (1+0Ds)(yit — ;) + (WaeCiry — VEy,) (4-17)
= (1+6D;) (i — 2:)B + (et — &) + (YueCiry — VEy,) (4-18)
(4-19)
1 T
mit  JE,; = = > yaeay (4-20)
t=1

zum Wahrscheinlichkeitsgrenzwert

plim 31V = : — (4-21)
plim % > % > iz — Zi) (2, — TF)

In (4-21) wurde ausgenutzt, dass €, mit y; und allen anderen Variablen unkorre-

liert ist.

Die individuenspezifischen Effekte kommen in der plim-Formel nicht vor, da sie auf-
grund der additiven Komponenten der Fehlervariablen durch die "Within"-Transformation

herausdifferenziert werden.

5 Additive Uberlagerung

In diesem Abschnitt wird der Effekt der additiven stochastischen Uberlagerung auf
die Wahrscheinlichkeitsgrenzwerte des IV-Schétzers untersucht. Zuerst wird die ein-
fache Uberlagerung und anschliefend die Uberlagerung mit Faktorstruktur analy-
siert. Als Instrumente werden die drei bereits oben vorgestellten Alternativen unter-

sucht.

5.1 Einfache Uberlagerung

Verzogerte Variable als Instrument
Als Instrumentvariable wird zunéchst die verzogerte anonymisierte Variable verwen-
det:

Zit = Xy = Tig—1 + Uir—1 , (5-22)

wobei der Originalregressor und die Fehlervariable fiir alle ¢ und ¢ unkorreliert sind

und der Erwartungswert des Fehlers gleich Null ist.
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Uberpriifung der Annahmen eines giiltigen Instruments

Zuerst wird tiberpriift, ob die drei Annahmen eines guten Instruments aus Abschnitt
3 erfiillt sind (vgl. A(1)-A(3), Abschnitt 3).

Fiir die Kovarianz zwischen dem Regressor und dem Instrument gilt

C(xity zis) = Elra(Tis—1 + Uis—1)] — Elxu] E[Tis—1 + wis—_1]

(5-23)
C(xy, xis—1), wennt#s—1.

B { V(zy), wennt=s—1,

Die Annahme (A1) ist demnach erfiillt. Wenn ¢ # s — 1 ist, fithrt eine hohe Auto-

korrelation des Regressors zu einer héheren Korrelation zwischen x und z.

Die Kovarianz zwischen der Fehlervariable und dem Instrument ist

C(zity tis) = Elug(Tis—1 + wis—1)] — Elug] E[Tis—1 + wis—1]

(5-24)

B V(uy), wennt=s—1,
C(wig, wis—1), wennt#s—1.

Fir t = s — 1 wird somit die Annahme A(3) verletzt. In diesem Fall entspricht die
Kovarianz zwischen z und u der Varianz der Fehlervariable, die bei der Anonymisie-
rung nicht gleich Null ist. Fiir t # s — 1 ist das Instrument mit der Fehlervariable
dann unkorreliert, sofern der Fehler keine Autokorrelation aufweist. Es bleibt damit
noch zu priifen, ob bei der Herleitung der Wahrscheinlichkeitsgrenzwerte die Situa-

tion t = s — 1 eintritt.

Die Annahme der Unkorreliertheit des Instruments mit dem Modellstorterm ist er-
fiillt, wenn z;;_; und u;_1 mit €;; unkorreliert sind. Dies wird geméifs der Annahmen

eines linearen Modells i.d.R. gegeben sein (vgl. auch Ronning (2009)).

Inkonsistenz des IV-Schdtzers

In Abschnitt 4 wurde bereits gezeigt, dass fiir die Untersuchung der Konsistenz des
IV-Schéatzers die Erwartungswerte der empirischen Kovarianzen S., und S.,. von
Bedeutung sind (vgl. Gl. (4-11)). Im Folgenden werden diese Erwartungswerte fiir

die verzogerte Variable als Instrument bestimmt. Bei der Herleitung der Formeln
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werden einzelne Ergebnisse von Hamilton (1994, S. 186f.) und Ronning (2009) aus-

genutzt.

Die Kovarianz zwischen dem Instrument und dem Originalregressors ist

Six = 1 Z($?—1 — af)(z; — T2) (5-25)

v a1 T _a = _ _1 T
mit 2] = 7500 und Ty =g )0, W

Fiir den Erwartungswert lasst sich dann schreiben

B[] = B|

by
| —
E

«ﬁq—#%ﬂﬁ?ﬂ»«%—u%ﬂﬁ—uﬁ]

2

~+~
Il

I
2

i

E

«%A—M%Wﬂ—M»«%—M%W@—M»]

2

ST

T

[ 1
:E_—T_ltZQ(xt—l—M)(xt—,u} {T 1;% 1 — p)(T2 — M)]
1 < 1 <
- F {—T 1 Z<$_1 - M)(«Tt - N)} +F [ﬁ Z(x_l - u)($_2 - ,u):| . (5—26)
t=2 t=2
Fiir den ersten Summanden von (5-26) erhdlt man
T
E {T 1 ;(xtl — ) (@ — N)] = C(x, x1) = - (5-27)
Fiir den zweiten Summanden lasst sich herleiten:
1 <« 1 < T
E{ﬁ;(wt—l —u)(mz—u)] ZE{T_ N Z(:rt | — (T - ; Ty — )}
1
:mEl(Jfl—M)((@—u)Jr(xs—u)Jr (7 — >
(et =0 (o2 =)+ (= 0+ oo or = )
1
- (T——1)2{%+72+”'+7T—1+ +7T—3+7T—4+"'+70+71:|
1
BGASSE ((T 2% +2(T =2 +2T=3)r2+- + 2972+ le) , (5-28)
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wobei v, = E {(;1:,5 — ) (@ — u)] ist.

Der dritte Summand von (5-26) ist gegeben durch

T

E[T% XT:(I—I — ) (s — u)} - E[ﬁ > (@ — ) (ﬁ > (@ - u)) ]

t=2 t=2 t'=2

—_

1

_WE[@Q—M)((@—u)+(xz—/vb>+"'+<”‘1_“)>

L
(=) (o= )+ (e2 =) 4+ Gora = )

1
:(T_—l)2|:71+70+"'+'YT—3+ +7T—1+7T—2+"'+71}

1

T T-1)2 ((T — 290 +2(T =2 +2(T =32+ + 2972 + le) . (5-29)

Fiir den vierten Summanden von (5-26) lisst sich Folgendes herleiten:

E[ﬁy—— i )| - E[ﬁZZD -l )]
—(Tfl)giE[m—u>(<x2—u>+<x3—u>+ )

O (R RN R e )

+ot

(s =) (o2 =)+ (ea =) 44 (o =) )|
:ﬁ{%ﬂL’hﬂL'“Jr’YTrF +7T3+7T4+"‘+70+711
_ ﬁ(@ o4 2T = 2t + 2T — B)ya 4 -+ 2910+ VT_I) . (5-30)

(5-28), (5-29) und (5-30) sind damit identisch.

Fiir den Erwartungswert der empirischen Kovarianz zwischen dem Instrument und
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dem Originalregressor gilt bei der einfachen additiven Uberlagerung:

1
E[S.:] =7 — T <(T — D90 +2(T —=2)y1 +2(T —3)y2 + -+ 2972 + ’YT—1>

=M - d)(’% T) ’ (5_31)

mit

<(T =290 +2(T =2 +2(T =3)r2+ -+ 2972 + 7T—1> :

(5-32)

(T —1)2

Weiter wird fiir die Bestimmung des Wahrscheinlichkeitsgrenzwertes des IV-Schétzers
der Erwartungswert der Kovarianz zwischen der Instrumentvariable und dem anony-
misierten Regressor benotigt (vgl. (4-11)). Dabei gelangt man wegen der Unabhén-

gigkeit von z; und u, fiir alle t und s zum folgenden Ergebnis:
| Z
E |:Sza:“:| =F {ﬁ ; ((%—1 —77) + (w1 — U_l)) ((%: —T3) + (u — TQ))}
T T
= #lrmr 2 (e ) [y 3 ()|

- (5-33)

Der erste Summand von (5-33) entspricht E[S.,] (vgl. (5-26)). Der zweite Ausdruck
lasst sich analog zu den Gleichungen (5-26) bis (5-31) herleiten. Dabei werden an-
stelle von x4, x4 1, j1,y; entsprechend g, uy 1, phu, v, €ingesetzt, wobei p, = 0 und
Yo, = E[(w — pu) (w—j — 1) | sind. Wenn die Fehlervariable nicht autokorreliert ist,
gelangt man zu (vgl. auch Ronning 2009, Abschnitt 11.9.3):

E {ﬁ XT: ((ut_1 — ) (g — u_2)>} - —%ag . (5-34)

Dann folgt

T-2 |,

E[S.1e] = E[S..] — T

(5-35)

Anschliefsend sieht der Wahrscheinlichkeitsgrenzwert des IV-Schétzers wie folgt aus:

E[S..]

BlSw] — gopon ElSe]

plim GV = £3. (5-36)

17



Fir T > 3 ist die Instrumentvariablen-Schéatzung nicht mehr konsistent, wenn
die verzogerte anonymisierte Variable als Instrument verwendet wird (auch wenn
E[S.,] = 0 ist). Fiir die Konsistenz muss 02 = 0 erfiillt sein, was aber den Fall ohne
Anonymisierung bedeutet. In Gl. (5-24) wurde bereits gezeigt, dass die Annahme
der Unkorreliertheit des Instruments und des Fehlers verletzt sein kann. Bei der
FE-Schiatzung kommt diese Situation vor, da hier wegen der Differenzbildung von

zeitlichen Mittelwerten ¢t = s — 1 eintritt.

Differenz von verzogerten Variablen als Instrument
Als ein alternatives Instrument konnte die Differenz der verzogerten Variablen ver-

wendet werden,’ z.B.

Zig = g — X9 = Tip—1 — Tig—2 + Uip—1 — Uit—2 - (5-37)
Der Erwartungswert der Fehlervariablen bleibt Null, es gilt weiterhin die Annahme
der Unabhéngigkeit von x; und u;; fiir alle ¢ und ¢.
Uberpriifung der Annahmen eines giiltigen Instruments
Weiter wird {iberpriift, ob das verwendete Instrument valide ist (vgl. Abschnitt 3).

Fiir die Kovarianz zwischen dem Instrument und dem fehlerfreien Regressor erhélt

man

Cl(xit, 2zis) = O(»’Uit, (is—1 — Tis—2) + (Uis—1 — Uisz)))

=C (witvl’isfl) -C (iliit, xz’s—z) s (5‘38)

Da diese Kovarianz fiir autokorrelierte Regressoren nicht gleich Null sein wird, ist
A(1) erfiillt. Allerdings geht die Kovarianz zwischen x;; und ;s o in die Gleichung
mit einem Minuszeichen ein, weswegen die Autokorrelation zu einer Absenkung der

Korrelation zwischen x und z fihren kann.

Unter Ausnutzung der iiblichen Annahmen gelangt man zur folgenden Kovarianz

5t>1
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des Instruments und der Fehlervariable

C(zit, uis) = C(((ﬂé’itl — Ti—2) + (U—1 — Ui—2)), uis)

= C (wir—1, uis) — C (Wir—2, wis) (5-39)

Die Annahme A(3) ist damit nur dann erfiillt, wenn die Fehlervariablen nicht auto-

korreliert sind und gleichzeitig s # ¢t — 1 wie s # t — 2 erfiillt ist.

Das Instrument ist mit dem Storterm der abhéngigen Variable unkorreliert, wenn
Tit—1, Tir—o, Uip—1 und u;_o mit €; unkorreliert sind, was in einem klassischen linea-
ren Modell der Fall ist.

Inkonsistenz des IV-Schdtzers

Die Kowvarianz zwischen dem Instrument und dem Originalregressor lasst sich wie

folgt schreiben

1

S = ;(zt —Z)(z — T)

1 T
=75 > <($t—1 +u-1) — (T1+u1) — (B2 + w—2) + (T2 + u2)> (ze —T)  (5-40)
t=3

1 < 1 < 1 <
mit f:ﬂ;%, x_lzm;l"t—l, @:m;%—z (5-41)

und analog fiir w.
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Der Erwartungswert kann wie folgt hergeleitet werden:
.z

B1S.] = B g 3 (01 = 0 = @1 = 1) = (s = ) + - 0

(s = ) = (01— ) = s = )+ (5= ) ) (20— ) = @0 )]

= E{%g ((5Ut1 — ) = (@1 — p) = (T2 — p) + (@—M))X
< (w-w-@-n)]|. (5-42)

Gleichung (5-42) lésst sich in 8 Terme zerlegen:

P15 = B S~ e 0]~ B[ S e )

- 8|7 éx—lu)(ast -] B é(rlu)(fm]
-8 (s = )= 10| + E| Z@s )@= )
+ B - o= - Bl Z<— —nE-w| 68

Im Folgenden sind die einzelnen Summanden von Gleichung (5-43) zu bestimmen.

Fiir den ersten und fiinften Summanden erhalt man

Bl > s - 0] = Clanai) =1, (5-44)
E [% ;(%2 — p)(@ — M)] =C(x, w2) =72 (5-45)
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Fir den zweiten Term lasst sich schreiben

R S ) | e y PR EEES S F]

=T _1 Q)Q_E[<$2 — 1) ((1‘3 — )+ (zg— ) + -+ (zp — M))
+(I3_M)<($3_M>+(934—,u)+---+(x;p—p))
+(33T1—M)((%—M)+($4—u)+---+(9€T—u)>]

= (T—12)2 (71+72+'~'+’YT2+ +’YT4+’YT5+"‘+70+71]

- (T—12)2 [<T_3>70+2(T_3)71+2(T—4)72+'~'+2-7T—3+1-VT_Q} )

(5-46)
Fiir den dritten Summanden gilt
Bty S - )] = B S e - -] 540

Da der dritte Summand der Gleichung (5-46) entspricht, wird er nicht weiter herge-
leitet.

Das Gleiche gilt fiir den vierten Summanden:

o S ) o) (0ms = )l — 1)
= |-l I L

= T L E X e )

— g B = (@ = 0+ ) o o)

oo =) (o0 =)+ oa =)+ 4 (o =)
o
o =) (e =)+ o=+ =) |

(5-48)
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Gleichungen (5-46), (5-47) und (5-48) sind damit identisch.

Des Weiteren kann man fiir den sechsten Summanden schreiben:

:ﬁE{(l‘l—;L)((l’g—,u)+(ZL‘4—[L)+"'+(:BT_M))

(orme =) (a0 + (o= ) oot or =) |

1
:m(72+73+"'+7T—1+ +7T—5+7T—6+"'+%+71+72)

= ﬁ ((T — 470+ 2(T — D)y1 + 2(T — 4)ye + 2(T — 5)y3

+ 2(T - 6)’}/4 + -4 2- 2’}/T_4 + 3’YT_3 + 27T—2 + ’}/T_l) . (5—49)

Anschlieflend resultiert fiir zwei letzten Summanden

Py St ] = B[ S s - m -] G0

t=3 s=3

das gleiche Ergebnis wie fiir (5-49).



Die oben hergeleiteten Einzelergebnisse fithren zum Erwartungswert

BlSu] =1~ 12~ gy | (T =30 + AT =3+ 491

1
+ m [(T - 4>’70 + 2(T - 4)’71 + 2(T — 4)72 + oo+ 7T—1:|
- _ﬁ% —vnT) (5-52)
mit
Yot =Ty {2@ =In = (T =2+ +or-s

—2(T —4)y —2(T —d)yo + (T —2)%y2 — -+ —yr_1| . (5-53)

Im néchsten Schritt wird der Erwartungswert der empirischen Kovarianz der In-

strumentvariable und des anonymisierten Regressors bestimmt:

E[S.pe] = E % g(zt —Z)(a] - T“)]
—E % i (x?_l —xy , —T{+ @) (zf — f“)}
=F ﬁ XT: <(xt_1 —71) — (T2 = T2) + (w1 — 1) — (w2 — U_2)>

T
w

(e +t-m)

= E[S.] + E[Su , (5-54)

wobei der Erwartungswert von Sy, an dieser Stelle wie folgt definiert ist:

1 T

E[Sw)=E {ﬂ > (upoy — ) (uy = W) = (w—p — W) (uy — W) | . (5-55)

Der IV-Schétzer wird dann konsistent sein, wenn der Ausdruck (5-55) gleich Null
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ist. Um das zu iiberpriifen, wird dieser Erwartunsgwert weiter umgeformt:

BlSul = B 71 Z<u ~ )| - B| 7 Z< =)
- E:ﬁim—mwt -] +E[ﬁi<u—l—m<a—m]
~E| s Z<u -] + B[y Zw )@= )
+E| g@—m(ut - - E[ﬁg@—mm— W] G50)

Gleichung (5-56) wird hier nicht im Einzelnen weiter umgeformt. Die Summanden

lassen sich auf die gleiche Weise wie fiir die Gleichung (5-43) bestimmen.

Wenn die Fehlervariablen nicht autokorreliert sind, gelangt man dann zu

E[Su = —ﬁai, (5-57)

wobei 02 die Varianz der Fehlervariable ist.

Anschliefsend erhélt man fiir den Wahrscheinlichkeitsgrenzwert des IV-Schétzers

E[S..]
E[Szm} - ﬁgg

plimE}V = B+ #+ 0. (5-58)
Der IV-Schétzer ist damit nicht konsistent (auch wenn E[S,,] = 0 erfiillt ist). Die

Inkonsistenz resultiert daraus, dass die Varianz des Fehlers von Null verschieden ist.

Zusatzliche anonymisierte Variable als Instrument
Im Folgenden wird die Variante der IV-Schétzung mit einem Instrument analysiert,
das aus einem weiteren anonymisierten Datensatz erzeugt wird. Die Instrumentva-

riable ist dabei wie folgt definiert:
Zit = Tit + Vit . (5-59)

Die Fehlervariable v, wird unabhéngig vom Regressor z und von der Fehlervariable

des urspriinglichen anonymisierten Datensatzes (u) generiert, hat den Erwartungs-
2

e

wert Null und die Varianz o
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Uberpriifung der Annahmen eines giiltigen Instruments

Das vorgeschlage Instrument erfiillt die Annahmen eines validen Instruments. Es ist

mit dem fehlerfreien Regressor korreliert, da z den Originalregressor enthélt:

C(zit, Tis) = C(it + vig, Tis) = Cwig, i) (5-60)

Am Beispiel eines AR(1)-Prozesses und fiir ¢t # s wird deutlich, dass mit steigender
(positiver) Autokorrelation des Regressors die Korrelation zwischen z und = grofer

wird:

[t—sl
Corr(wy, v;s) = Job plt=sl. (5-61)
Yo

7o steht dabei fiir die Varianz des nicht anonymisierten Regressors.

Da der zweite anonymisierte Datensatz unabhéngig von dem ersten iiberlagert wird,

ist das Instrument mit der Fehlervariable unkorreliert:

Clzits wis) = C(Tit + Vit, wis) = C(it, wis) + C(vit, wis) =0, (5-62)

Die Instrumentvariable ist mit dem Modellstorterm e unkorreliert, wenn sowohl der
Originalregressor als auch der Fehler mit der Storgrofe keine Korrelation aufweisen.

Diese Bedingung ist in einem klassischen linearen Modell normalerweise erfiillt.

Konsistenz des IV-Schdtzers

Der Erwartungswert der Kovarianz zwischen dem Instrument und dem Originalre-
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gressor lisst sich wie folgt umformen:
pis. =5 | b BCREE f>]

=E % ; ((Zt —pz) — (2 — Mz)) <(l’t — ta) = (T — m))]

% Yz — )@ - um)]

% ;(E - Mz)(xt - Na:)] . (5_63)

- F

—F %;(zt — ) (@ — pha)

+F - K

LONCEIBLEYS

Im Folgenden werden die vier Summanden in (5-63) genauer untersucht.

Fiir den ersten Summanden aus (5-63) erhélt man:

E = Cl(z,2¢) . (5-64)

73 e )

Setzen wir die Instrumentenvariable (5-59) in (5-64) ein:
Clztyxy) = Clay + v, xy) = Vi) =7 (5-65)

Der zweite Summand aus Gleichung (5-63) ldsst sich umschreiben als:

% Z Z<zt - Nz)(mt’ - ,ux)
= 5SS O, (5-66)

E % Z(Zt - Mz)(f - ,uac)

t

=b

Fiir diese Kovarianz im Fall des Instruments (5-59) gilt:
C(Zt7 l’y) = C(ﬂft + Vg, fI/'tl) = C(.I‘t, fL't/) . (5—67)

Einsetzen von (5-67) in (5-66) fiihrt zu

% ; ; Clz, ) = % ; ; Cla, )
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= 5 El(z1 — M$)2 + (@1 — pa) (X2 — piz) + - 4 (21 — pa) (@ — i)

+ (xQ - :ux)(xl - Mx) + (172 - MI)Q +oot (m2 - :ua:)(xT - :ux)
et
+ (o1 — pe) (1 — ) + (27 — pa) (T2 — i) + - + (w7 — Mz)Q]

:ﬁ(%—i-%+~--+’YT—1+71+70+"'+7T—2
+r+n+rtoFyr—s+ - A+t r—2+ -+ %)
=75 (T +2(T = 1)y +2(T = 2)32 + 2(T = 3)9 + 2T — )

o2 29r 2+ 2 Iyp) (5-68)

Fiir den dritten Summanden aus (5-63) erhélt man:

73 Z Z Z 2y — o) (@ — phy)

l t//

Z Z Z Clzy, ) . (5-69)

/ t//

Fir die Kovarianz lasst sich herleiten:
C(Zt/, ,’L‘t//) = C(Z‘t/ + Vt’7 It”) = C(.It/, ,'L't//> . (5—70)

Damit erhalt man

75 3 2 2 Clavvne) = g D03 Clavstr) = 77 323 s

l t// / tll t/ t”

1
=73 (T %+20T - +2(T=2)ye+--+2-2ypo+2-1yp_y) . (5-T1)

Umformung des vierten Summanden liefert:

E %Xt:(z—ﬂz)( x] - TZZZZtl_MZ MJ:)
= ﬁ;;C(zt/,xt). (5'72)

Weiter gelangt man zu:

Clzv, ) = Clay + v, 1) = Clay, 1) (5-73)
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und

% Zt: ; C(Zt/, Q?t) = % Zt: ; C(I’t/, Q?t)

1
=Tz (T-v+2T—=D)m+2(T =2)ya 4 +2-2yp_2+2-1yp_1) . (5-T4)

Wegen Identitéat von (5-68), (5-71) und (5-74) lésst sich fiir den Erwartungswert der

Kovarianz zwischen z und x wie folgt schreiben schreiben:

E(Su) =77 T w+20-)n+2T'=2)r+ - +2-2y72+2 1yr1)

T2<

=0 (13 ) = 7 T = D+ 27 = Do 2 Byra 20Dy
(5-75)
Im Folgenden wird der Erwartungswert der Kovarianz zwischen dem Instrument und
dem anonymisierten Regressor hergeleitet. Es werden dabei die oben dargestellten

Ergebnisse ausgenutzt.
1 L
E[Szza] =F T ;(Zt — Z)(l’t — l’a)
| )
= B | > (e et — )
L™t

EDICRVBICEYS

+E f Z(E - /LZ)(ZL‘? - ,UJa:)] : (5_76)

Fir den ersten Summanden erhalt man:

ZC 2y, x}) ZCxt+yt,xt+ut)—’yo

(5-77)

Dabei wurde ausgenutzt, dass v, u; und x; miteinander unkorreliert sind.
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Der zweite Summand aus (5-76) ergibt sich zu:

23— )T = )| = 7 30D Clana)
t t
= % ZZC(xt + v,y +up) = % ZZO(%axt’)
t t t t’

1
= = (T -y +2(T =Dy +2(T =2y + -+ +2- 1yp_y) . (5-78)

Der dritte Summand kann umgeschrieben werden zu:

1 B _ 1

E ?;(Z_MZ)(:U _Mx T3 Z;;C 2y, fﬂtu :ﬁ;;c(xt’>xt”)
1

= 7 (T -y +2(T — Dy +2(T — 2y + -+ +2- 1yp_1) . (5-79)

Fiir den vierten Summanden aus (5-76) ergibt sich:

1 = a

B |33t | = 5 S5 Clorat) = 75 33 Clav
1
= (T 0+ 2T = )y + 2T =29+ +2- 1yg ) (5-80)

Wiederum sind der zweite, dritte und vierte Summand ((5-78), (5-79) und (5-80))
identisch.

Zusammenfassend erhalt man

1 1
BlSer] =0 (1= 7 ) = 7 (T = Dm 2T = 2+ 422y 2 1p).
(5-81)
(5-81) entspricht somit (5-75).

Fiir den Wahrscheinlichkeitsgrenzwert des IV-Schétzers ldsst sich damit schreiben:

E[S.a]
E[Sz:c“]

E[S.]
E[Szx“]

plimﬁ/ﬁ = B+

[y

Yo(1=2)—H QT -y 42T —2) v+ +2- 2972+ 2 1yp)

(1 —=7) =72 QT = Dm +2(T =2+ +2- 2909+ 2 1971)

—

(5-82)
Da der Zahler und der Nenner in (5-82) gleich sind und E[S,,] = 0 annahmegeméfs
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erfiillt ist, ist der IV-Schétzer konsistent:
plim 517 =7.

Fiir den AR(1)-Prozess kann man wegen v; = v - p’, j = 1,...,7 — 1 (vgl. Ronning
(2009)) schreiben:5

. B (AT —1)p+ 2T —2)p* +---+2-272 42 157!

pz@'mﬁfvzﬁ1—T2(( o+ 2T —2)p* + - +2- 2977242 1p71)
52T~ Dp+2(T —2)p2 + - +2-2pT2 12 1pT1)

(5-83)

~o bezeichnet hier die Varianz des Originalregressors, p ist der Autokorrelationspa-

B
—~

rameter.

5.2 Uberlagerung mit Faktorstruktur

Bei der additiven Uberlagerung mit Faktorstruktur werden ebenfalls die drei alter-

nativen Instrumente getestet:

Verzogerte Variable:
Zit =T = Tig—1 + 0D; + €51, (5-84)
Differenz von verzogerten Variablen:
Zit = Ty — Tiy_o = (Ti—1 — Tir—2) + (Eit—1 — Eit—2) (5-85)
und zusdatzlich anonymisierte Variable:
zip = x5y =xy + D] + €5, (5-86)

Bei der letzteren Variante wird die Fehlervariable unabhéngig vom Fehler in xf, ge-

neriert. Dies wird durch den Index z verdeutlicht.

Uberpriifung der Annahmen eines giiltigen Instruments

Zuerst wird wieder tiberpriift, ob und unter welchen Bedingungen die Annahmen
eines validen Instruments im Fall der additiven Uberlagerung mit Faktorstruktur

erfiillt sind (vgl. (A1)-(A3), Abschnitt 3).

6Der Ausdruck in der Klammer entspricht Eins und kann natiirlich gekiirzt werden. Da er jedoch
in spéteren Ausfiithrungen eine Rolle spielen wird, wird er hier in dieser Form dargestellt.
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e Korrelation zwischen Regressor und Instrument

Erstens muss der fehlerfreie Regressor mit dem Instrument moglichst hoch korrelie-
ren, d.h. C(zy, xy) # 0.

Fiir die verzagerte anonymisierte Variable als Instrument ergibt sich

C(zit, xis) = C((ﬂ?it—l +6D; + 1), 33i5>

B V(zis), wenns=t—1,
=1 ¢

Tip—1,Tis), wenn s F#s—1,

Erwartungsgeméf ist die Annahme (A1) erfiillt. Fiir den AR(1)-Prozess und s # t—1

lasst sich weiter schreiben:
Clxi—1, Tis) = y0p 7. (5-88)

Mit steigender positiver Autokorrelation des Regressors verbessert sich der Zusam-

menhang zwischen x und z.

Fiir dieDifferenz von verzégerten Variablen erhalt man

C(xit, zis) = C(Iita ((wis—1 — Tis—2) + (€is—1 — €is—2)))

=C (flfit>$is—1) -C (ﬂfim%’s—z) , (5‘89)

Dabei resultiert das gleiche Ergebnis wie bei der einfachen additiven Uberlagerung
(vgl. Gl. (5-38)). Die bestehende Korrelation zwischen = und z wird mit steigendem
C (w4, Tis—2) abgeschwicht.

Fiir die zusdatzlich anonymisierte Variable als Instrument gilt

C(Zit, .CEZ'S) = C((.Q?Zt + 5ZDZZ + 5;), .’L'Z'S)
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B V(xis), wenns=t,
= { ol (5-90)

— t—s
Tits Tis) = 00!, wenn s £ ¢

Die Bedingung ist damit erfiillt. Dabei ist zu beachten, dass die Fehler des ersten
Regressors (6D; + ;) und des Instruments (0°D7 + %) voneinander stochastisch

unabhéngig generiert werden.
e Korrelation zwischen Regressor und Storterm

Zweitens soll die Annahme der Unkorreliertheit des Instruments mit dem Storterm

der abhéngigen Variable gelten.

Im Fall der verzogerten Variable ist
C(zit, €is) = C((xit—l +0D; +€it-1), Eis> =0, (5-91)

t,s=1,---,T
dann erfiillt, wenn der Regressor und die Fehlervariable bzw. ihre einzelnen Kompo-

nenten mit dem Modellstorterm zu allen Zeitpunkten unkorreliert sind.

Die gleichen Bedingungen miissen auch fiir die Differenzvariable und die zusdatzlich

anonymusierte Variable als Instrumente erfiillt sein:
C(zit, €is) = C’(((:pit — Tip—1) + (€t — €it—1)), 6,-8> =0, (5-92)
C(zit, €i5) = C’((xit +0°D; +¢5,), eis) =0. (5-93)
e Korrelation zwischen Regressor und Fehlervariable

Drittens wird unterstellt, dass das Instrument und die Fehlervariable keine Korrela-
tion aufweisen. Dabei ist zu beriicksichtigen, dass diese Annahme fiir alle Zeitpunkte

t und s gelten soll.

Fiir die verzogerte Variable 1asst sich schreiben:

C(Zit, ((5Dz + 61‘5)) =F |:<Iit—1 + 5D1 -+ 8“_1)((51)1' + 51'5)

_{ 6%, wenns#t—1, (5-04)

B 2 +o02, wenns=t—1.
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Dabei wurden die Annahmen ausgenutzt, die bei der Generierung der Fehlervaria-
blen unterstellt werden, d.h. C(zy,e;5) = 0 (fiir alle ¢t und s) und C(egy,e:5) = 0

(t#s).

Insbesondere wegen der gemeinsamen Variablen D; sind die Fehlervariablen mitein-

ander korreliert. Die Forderung C/(z, Fehler) = 0 ist damit verletzt.

Bei der Differenz der verzégerten Variable als Instrument wird der d-Faktor zwar

herausdifferenziert. Wegen

C(Zita (0D; + 5is)) = O(((%’t—1 — Tit—2) + (Eit—1 — €it—2)), (0D; + 51‘3))
= C((&‘t—l - 5z‘t—2), 8@'5) = C(f‘:it—la 5is) - C(€it—2, €is) ) (5-95)
t,s=1,---,T

ist jedoch die Annahme verletzt, sobald die Situation mit gleichen Zeitpunkten
(t=s—1bzw. t=s— 1) eintritt.

Im Fall der zusdatzlichen anonymisierten Variable werden die Fehlervariablen unab-

héngig voneinander erzeugt, was zur Erfiillung der Annahme fiihrt:

Konsistenz des 1V-Schitzers (zusditzlich anonymisierte Variable als Instrument)

Da die verzdgerte anonymisierte Variable eine der Bedingungen fiir ein valides In-
strument vorab nicht erfiillt, fithrt die IV-Schétzung zu inkonsistenten Schétzern.
Aber auch im Fall der Differenz der verzdgerten anonymisierten Variablen resultie-
ren verzerrte Schitzer, da die "Within"- Transformation zur Verletzung einer fiir
die Konsistenz notwendigen Annahme beitrégt (vgl. Gl. (5-95)). Aus diesem Grund
wird im Folgenden lediglich der Wahrscheinlichkeitsgrenzwert des [V-Schétzers fiir
das Instrument zusdtzliche anonymaisierte Variable hergeleitet. Dabei wird die Zer-
legung in Gleichung (5-63) ausgenutzt. Des Weiteren wird bei der Herleitung auf
einige Ergebnisse in Abschnitt 5.1 zuriickgegriffen.
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Wegen

C(Zt7 It) = E (I‘t + 5ZDZZ + gf)xt — V(xt) =Y

(5-97)

resultiert, dass der erste Summand in Gleichung (5-63) ebenfalls wie bei der einfa-

chen Uberlagerung der Varianz des Regressors entspricht.

Fiir den zweiten Summanden ergibt sich (vgl. Gl. (5-66)):

E % Zt:(zt - /le)(f - ,u:r)

1 T T
= EZZC(Z“LT%/)
1 T T tlt
= 2D (@ D v a) = 5 YD Clan,aw)
t tot

Wegen Gleichung (5-71) erhélt man fiir den dritten Summanden:

B2 3G - )@ = )| = 75 303 Claw )

t t/ !
1
= 7 (
Der vierte Summand entspricht wegen Gleichung (5-72) und

C(Zt/, Q?t) = C(SEt/, xt)

dem in Formel (5-74) hergeleiteten Ergebnis.

Die Einzelergebnisse kann man anschliefend zusammenfassen:

1
ElS.] =7 — = (T -7 +2T =)y +-+2- 29, +2v7_,) .

T2

1
— (T +2T =)y +2(T = 2)y + -+ 27y +7i1) -

Tyo+2(T — Dy +2(T — 27" 4+ +2- 97 o+ 7).

(5-98)

(5-99)

(5-100)

(5-101)

Fiir die Herleitung von E[S,,.| gilt weiterhin die Gleichung (5-76). Die Kovarianz

zwischen dem Instrument und dem anonymisierten Regressor ist

Clze,2f) = C (2 4+ 0°D; + ¢}, 20 4+ 0D; + &) = V() = 70,

(5-102)

da die einzelnen Komponenten der Fehlervariable miteinander und mit x unkorre-

liert sind.
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Der erste Summand enspricht dann . Wegen der Kovarianz
C(Zt7f[‘g) = O([L‘t7$5) ) (5—103)
erhdlt man fiir den zweiten Summanden:

= %ZZC(%,:@) = %ch(l’m%')
t t

T v +2(T— 1)y +2(T—2)y" +--+2- 19 ,) , (5-104)

=3 )@ — )

1

fiir den dritten Summanden:

I 1
1
=72 (T 7% +2(T =) +2(T —2)y2 + -+ 27yr-1) (5-105)

und anschlieffend fiir den vierten Summanden:

%;@—uz)(xz—x TQZZOM TQZZC%%

T+ 2(T =Dy +2(T =298 + -+ 294 ) . (5-106)

=

Damit resultiert

1
ST v+2T -+ +2-297 ,+297,) . (5-107)

E[Szz“] =% — T

Zusammenfassend lédsst sich an dieser Stelle festhalten, dass aufgrund der Gleich-
heit von E[S.;.] und E[S,] und aufgrund von E[S.. ] = 0 der IV-Schéitzer mit
zusitzlicher anonymisierter Variable bei additiver Uberlagerung mit Faktorstruktur
konsistent ist (vgl. Gl. (4-14)):

E[Sa]

BV
plim 57 = e

B+ = =0 (5-108)

6 Multiplikative Uberlagerung

In diesem Abschnitt wird die multiplikative stochastische Uberlagerung untersucht.

Die Vorgehensweise des Kapitels zur additiven Uberlagerung wird beibehalten. Zu-
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erst werden die Wahrscheinlichkeitsgrenzwerte des IV-Schétzers fiir die einfache und

anschliefiend fiir die Uberlagerung mit Faktorstruktur bestimmt.

6.1 Einfache Uberlagerung

Verzogerte Variable als Instrument

Die folgende Instrumentvariable wird verwendet:
Zit = Ty = Tig1Uig—1 - (6-109)

Die Fehlervariable hat den Erwartungswert 1 und die Varianz o2 und ist vom Ori-

ginalregressor stochastisch unabhéngig.

Uberpriifung der Annahmen eines giiltigen Instruments

Der obigen Vorgehensweise folgend werden zuerst die Annahmen angeschaut, die die

IV-Schétzung voraussetzt ((Al)-(A3), Abschnitt 3).

Es léasst sich schnell nachvollziehen, dass der Regressor und das Instrument mitein-

ander korreliert sind. Dabei gilt

C(Zm $is) = C(%t—luit—l, ZEz‘s) = C(fEit—l, %‘s) ) (6-110)

Fiir die Kovarianz zwischen dem Regressor und der Instrumentvariable ergibt sich

im Vergleich zur additiven Uberlagerung ein verénderter Ausdruck:
O(Zit7uis> =C (xit—luit—lu uis) = E[ﬂ%t—l]c (uit—h uis) (6-111)

t,s=1,---,T.
Diese Kovarianz ist nur dann gleich Null, wenn die Fehler nicht autokorreliert sind
und s #t — 1 gilt.

Unter Giiltigkeit der Annahmen eines linearen Modells und der fiir die Fehlervaria-

blen unterstellten Bedingungen ist auch C(z, €;5) = 0 gegeben.

Inkonsistenz des IV-Schdtzers

Fiir den Erwartungswert der empirischen Kovarianz zwischen dem Originalregressor
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und der Instrumentvariable erhdlt man

BlS.] = B {ﬁ Z( - 7)o - 73)

t

1 < 1 <«
T _ 1Z<$Ct 1Ug— 1——2%' 1Ug — ) (lit—ﬁzxs)]
T

t=2 5=2
T 1 T
- [T D DR B D D) BT
t=2 t=2 s=2
T T 1 T T T
E[ ) D) BN ] | g 3 3 s
t=2 t/'=2 t=2 t/=2 s=2
B T T 1 T
t=2 t'=2 5=2
T
- F _ﬁ ; Ty — Ty) (g — @)} . (6-112)

Gleichung (6-112) entspricht dem Erwartungswert E[S.,] im Fall der einfachen addi-
tiven Uberlagerung (vgl. Gl. (5-26)). Aus diesem Grund gilt das in Gleichung (5-31)
aufgezeigte Ergebnis ebenfalls fiir £[S.,] bei multiplikativer Uberlagerung.
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Weiter ist zu bestimmen:

BlS.] = B[ -1 Z( -t - )
~ ﬁz (2= - @ =) (et = - -]
~ |7 (et =0t = ) = (et = )23 )

|
&S
—
‘H
(]~
&
L
S
iR
|
=
®
&
|
=
L

T-1 ps
- Bt Zz<u - e — 1)
s ZZM - i) = )
+FE ﬁ é i é(mtlutl — ) (2 stus — u)} : (6-113)

Die einzelnen Summanden lassen sich analog zum Fall der additiven Uberlagerung

herleiten.

Fiir den ersten Summanden von (6-113) resultiert:

T
1
E [T 1 tz;(xt—lut—l — ) (puy — p) | = Claf, xy_y)
- ELItxt_l]E[uﬂ%_l} - E[xt]E[l't_l] = C(Ih xt—l) =7, (6-114)

wenn die Fehlervariable u nicht autokorreliert ist (C'(ug, ui—1) = 0).
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Der zweite Summand von (6-113) ist

{ Qii (1w — p)(Tsus — } = T_11)2iZT:C(:U?_1,x§)

=2

I
\}
vl

1 R d
= T 1P V(zou) + 717 Z Z C(w_1,xs)

- ((5:12))2 Yo + o2 (70+ <1Tp>2>

+ (T —1)? (2(T —2m+2T=3)yp+ 4292+ 7T—1) - (6-115)

Der dritte Summand von (6-113) ist gegeben als

1 T T

E {(T — 1) tz; ;(%Ut — ) (T _1up 1 — M)}

- (T i 1)2E (IQU? - :u) <(x1u1 N) + (I2U2 - ,u) + + (ZET 1UT—1 — Iu))
(erun =) (v =)+ (st =)+ rosrs =)

- (Ti 1)2 [71+V($tut) + o Fyrs+ e+ + Vo) + -+ vy

+"'+7T1+7T2+"'+71}

- (”“”5 (”” (1p—op)2>>

5 <2(T — 2)71 + 2(T — 3)’72 + -+ 2’YT—2 + rYT—l) . (6—116)
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Anschlieflend lasst sich fiir den vierten Summanden herleiten:

LS

t=2 t/=2 s=

T2 (Te—1ue—1 — p)(Tsus — M)}

- ﬁﬁ? 2(x1u1 — 1) ((x2u2 — )+ + (zrur — u))

(xp_qur_1 — 1) ((xgug — )+ -+ (zrur — M))}

)
1

o (2(T “2m+2AT =3+ + 212+ Wl) . (6-117)

Diese Einzelergebnisse fiihren zum Erwartungswert

E[Spe] =71 — % (70“'3 <70+ (1p—0f’) ))

1

GG (2(T =2 +2(T = 3)y2+ -+ 2972+ 7T—1>

— E[S..] — %05 (70 + (f’p) ) . (6-118)

Ferner ergibt sich fiir den Wahrscheinlichkeitswert des IV-Schétzers im Fall der ein-

fachen multiplikativen Uberlagerung (vgl. Gl. (4-16)):

- E
plim BV = o= ~ T
B1S.] - Fhot (o + (2))
E Sz:c
[5-:] 848 (6-119)

2
E[S.0] - 0% <% + () )

Der IV-Schétzer ist damit bei Verwendung der verzogerten anonymisierten Variable
inkonsistent, wobei die Inkonsistenz insbesondere aufgrund von o2 # 0 resultiert.
Da Individualeffekte in die plim-Formel enthalten sind und sie in der Regel mit

Originalregressoren korrelieren, wird die Verzerrung darurch noch vergrofsert.

Differenz von verzogerten Variablen
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Die Instrumentvariable ist wie folgt definiert:
Zig =Ty g — Tyyp_g = Tig1Uit—1 — Tig—2Uit—2 (6-120)
dabei gelten die tiblichen Annahmen fiir die multiplikative Fehlervariable.

Uberpriifung der Annahmen eines giiltigen Instruments

Die Kovarianz zwischen 2z und z ist
C(Zm $is) = C((l’itluz’tl - xithUith)a »’Uz‘s) = C(xitfla iUz's) - C(Qh‘H, l’is) )
(6-121)

t,s=1,---,T.
Dies entspricht dem Ergebnis der additiven Uberlagerung.

Ist das Ausgangsmodell richtig spezifiziert und der Regressor mit der Fehlervariable

zu allen Zeitpunkten unkorreliert, so wird C(zy, €;s) = 0 normalerweise erfiillt sein.

Das Problem konnte aber von der Kovarianz zwischen z und der Fehlervariable

ausgehen. Hier erhalt man

O<Zita uis) = C((xitluitl - xithUitf2>7 uis>

= E[mtfl]c(uitfla uis) - E[xt72]0<uitf2> uis) ) (6'122)

Es lésst sich keine eindeutige Aussage beziiglich der Validitat der Annahme (A3) ma-
chen. Entscheidend ist, ob die Fehler keine Autokorrelation aufweisen und s # t — 1
wie s # t — 2 gegeben ist.

Inkonsistenz des IV-Schatzers

Folgend der obigen Vorgehensweise wird hier zunéchst der Erwartungswert der em-
pirischen Kovarianz zwischen dem Instrument und dem Originalregressor bestimmt.
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Die Kovarianz ist

T
1
Sza: = T_9 Z(Zt — E)(wt — f)
t=3
1 & ;I
— m Z <($t—1ut—1 - $t—2ut—2) - m Z($5_1u3_1 —_ I‘S_2us_2)> (xt — E)
t=3 s=3
T T T
1 1 1
= m Z <=Ttlut1 - m Zx31u51> (mt — m $5/>
t=3 s=3 s
1 £l 1 T 1 T
T2 ; <xt2“t2 T 2 Z; 1‘s2usz> (rr:t — 7 23x> : (6-123)
= —— =

Nach einigen Umformungen ldsst sich fiir den Erwartungswert schreiben

E[S.]=E [T 1_ 5 tT3 (Te-1 —Z1) (2 — 33)} - E [Tl_z i(wa — Ta)(w — x)}

< (w-m-@-n)] (6-124)

1 « 1 1
mit f:T_Qth’ 331:11_2;1}1, Z'QZH;ZZ}Q.

Die Gleichung (6-124) ist damit mit der Gleichung (5-42) identisch. Dann gilt das Ergebnis
(vgl. Gl (5-52)):

B[S = —(T_12)270 =, T) (6-125)
mit
V(v T) = (T—12)2 2T —3)y — (T —2° 71+ + 772

—2T =4y —2(T —4)y2+ (T = 2)°12 — -+ — 71

Weiter wird der Erwartungswert der empirischen Kovarianz zwischem dem Instrument und
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dem anonymisierten Regressor hergeleitet:

(o= 2t )

'~
|
[\

Il
&
:
.
1= L0 L

(e 1~ — T+ ) (af — w%]

1
=E T_9 (—1ui—1 — p)(wpug — M)]
- t=3
1 T T
B\ gy 2 2 @mrues — o) (wsus u)}
- t=3 s=3
! T T
-F (T —2)? Z Z(fﬁt“t — ) (T _yup 1 — u)]
- t=3 t/=3
S| T T T
B | gy 22 2 2w — ) (e —m}
- t=3 t/=3 s=3
- 1 T
R b D (w—aup—n — p)(weug — u)]
- t=3
! T T
B | gy 2 2 (weeuee — ) (wsus u)}
- t=3 s=3
S| T T
B (T —2)2 Z Z(mt“t — p)(Ty —2up—2 — u)]
- =3 t/=3
S| T T T
—F m Z Z (p_ouy _9 — p)(Tsus — ,u,)} (6-126)
- t=3 t/=3 s=3

Folglich werden die acht Summanden bestimmt. Fiir den ersten und fiinften Summanden

resultiert im Fall der nicht autokorrelierten Fehlervariablen

T
1
E |:T —9 tz:;(xt—lut—l - /,L)(l't’u,t - ,U/):| = C(xt_:[Ut_l, xtut) = C(xt—h {Et) =, (6_]_27)

T
[ = Z Ty—oU—9 — ) (zpup — ,u)} = C(xy, 4—2) =72 (6-128)
t=3
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Der zweite Summand lasst sich wie folgt umformen

1 T T
E {@_2)2 ; g(ﬂft—lm—l — ) (wsus — u)]

1 T T 1 T—1
= T ;53;1#0(%_17%) + Tap 2 V(o)
=((TT__23))2<70+05(70+ <1p_°p>2))+ (6-129)
T (T_12)2 [Q(T =3 +2T =42+ + 2903+ wz] (6-130)

Das Ergebnis in Gleichung (6-130) gilt auch fiir den dritten und vierten Summanden.

Weiter kann man fiir den sechsten Summanden schreiben:

1 T T
E [(T_Q)z tZ:; Szg(fvt—2ut—2 — ) (Tsus — M)}

1 T T 1 T-2
= (1_’_72)2 Z Z C(l't—Qa CCs) + m Z V(aztut)

t=3 s=3,1—2#s t=

_(T-9 po
= (T_2)2<'yo+ai<fm+ (1_Op> >>+ (6-131)
+ (T_12)2 [Q(T D +2(T =)y +2(T =53+ +2yr—2+yr-1|.  (6-132)

Das gleiche Resultat wie in Gleichung (6-132) ergibt sich auch fiir die letzten beiden Sum-

manden.
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Der Erwartungswert der empirischen Kovarianz ist dann

E[Sepa] =m — g__;’))g(w “’3(70 * <1p—0p>2>>

g AT I AT~k kg

e BB oo (2))

b AT~ 0 AT = 4 4 AT =Sk 4 2y br
T <T—12>2”3<”0+ <1P—Op>2>

- e (2 =3 - @ b

- T~ A0 = AT e+ (T =D = =

— BlSu] ~ g0t + (1’f’p)2) . (6-133)

Fir den Wahrscheinlichkeitsgrenzwert des IV-Schétzers resultiert

plzmﬁ/-[\\/ — Eozo 4 E[SZI]

2 2
E[S2u] — ﬁaﬁ (’Yo + (1/%0,,) > E[S2:] — ﬁ(f% <’70 + (1%0/)) )
(6-134)

B#B.

Damit lassen sich die gleichen Folgerungen wie im Fall der einfachen additiven Uberlagerung
ziehen. Da die Fehlervarianz bei der Anonymisierung nicht gleich Null ist, kiirzt sich der
zweite Term in der plim-Formel (6-134) nicht zu (. Die zweite Quelle der Verzerrung ist
auf die Korrelation zwischen v und x (und somit auch z) zuriickzufiihren, die in der Praxis

in der Regel nicht Null ist.

Zusatzlich anonymisierte Variable als Instrument
Als Instrumentvariable wird
Zit = TitVit (6-135)

betrachtet.
vyt ist die Uberlagerungsvariable, mit der die Originaldaten erneut iiberlagert werden. v
hat den Erwartungswert Eins und die Varianz o2 und ist mit dem Fehler aus dem ersten

anonymisierten Datensatz u;; flir alle ¢,¢ nicht korreliert. Des Weiteren wird der Fall be-

trachtet, in dem vy nicht autokorreliert ist, d.h. C'(v, vis) =0 (t # s).
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Uberpriifung der Annahmen eines giiltigen Instruments

Da
C(zit, xis) = Clxipvip, T45) = C( T4, Tis) (6-136)
C(Zit, UZ'S) = E[xit]E[uit]E[uis] — E[l‘it]E[Vit]E[uis] =0 (6—137)

und
C(Zit, €is> = C(mituit, fis) = E[a:it]E[Vit]E[eis] =0. (6—138)
(6-139)
t,s=1,---,T

gilt, sind alle Annahmen eines validen Instruments bei dieser Variante der Instrumentva-
riable erfiillt.

Konsistenz des IV-Schatzers

Bei der Herleitung der Wahrscheinlichkeitsgrenzwerte des IV-Schétzers werden einzelne
Ergebnisse aus vorherigen Abschnitten (insbesondere Abschnitt 5.1) verwendet. Der Er-
wartungswert E[S,,] setzt sich aus vier Summanden zusammen, die in (5-63) bereits her-

geleitet worden sind.

Im Fall der einfachen multiplikativen Uberlagerung erhilt man fiir den ersten Summanden

den folgenden Ausdruck:

T
=3 ) — )| = Cleus ) = Eladun] — Blean] Bla] = V() = 0.

t=1
(6-140)
Fir den zweiten Summanden resultiert:
1 1 T T
E th:(zt - :uz)(f_:u“r) = W;;C Zt,.’L't/ = T2 ZZC xtyxt’
1
(T’yo + 2(T — 1)’)/1 + 2(T — 2)’}/2 + -+ 2-2vp o+ 2- 17T—1) . (6—141)

T2

Der dritte Summand in (5-63) ist

ZZ—MZ )@ — pa)

t

- B XYY e,

/ t//

46



Wegen
C(Zt/, xt//) = C(l’t/nt/, .%'t//) = E[:Ct/xt//] — E[l’t/]E[(Etu] = C(Q?t/, aﬁt//>

gelangt man zu

75 2 25 Clewsn) = 7 3 5 Clavsr)

l t// t/ t//
1

= 75 (T 20+ 2(T = Dm +2(T =22+ +2-2yr-2 + 2 Iyr1) - (6-142)

Auf einem dhnlichen Weg lésst sich auch der vierte Summand bestimmen:

G ES S CRRIR

t

1
s T v+2(T=D)m +2(T=2)y2+- - +2-2yr-2+2- 1yr-1) . (6-143)

T

Folglich gilt fiir den Erwartungswert der empirischen Kovarianz von z und z:

1
E[S.2] =7 — ﬁ(T"VO‘FQ(T—l)'Vl+2(T—2)'72+"'+2'2’7T72+2‘1'7T71) .
(6-144)

Fiir den Frwartungswert der empirischen Kovarianz zwischen dem Instrument und dem
anonymisierten Regressor kann man unter Verwendung der Ergebnisse aus Abschnitt 5.1

schreiben:

Fiir den ersten Summanden in Gleichung (5-76) gilt:

(ICEYBICE

=7 Z< [xemziw] — Elzin E xtut) = T;( [22] E[nyu] — E[xt]E[:ct]>
=7 zt:% =0- (6-145)
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Der zweite Summand lasst sich umformen zu
B LS = 1)@ — )| = oy 303 Cleraat)
P2 )@ )| = 5 3t

1
T2 Z Z Elzimxpup] — Bl Elzpuy]
t ¢/

= 2 3 Blewau] Blne] - ElalBlee] = 75 3.3 Clavsav)
t t! t 4

1
= ﬁ (T’y() + 2(T — 1)"}/1 + 2(T — 2)"}/2 + -+ 2. I'YT—I) . (6—146)

Fir den dritten Summanden erhilt man:

S )@ i) | = g S S S Ol = g 3D Cla, )
t vt o

E
T
t

1
=72 (T +2(T =n +2T =2+ +2-1y7-1) - (6-147)

Der vierte Summand in (5-76) lésst sich wie folgt schreiben:

E

:%ZZC(%/@?):%ZZC(%H%)
t Lo

230G p)at )

t

1
:ﬁ(T"YO‘i‘Q(T_l)'Yl+2(T_2)'72+"’+2’17T71)'

(6-148)

Fiir den gesamten Erwartungswert lasst sich damit schreiben:

1 1
BlSuel =0 (1= 1) = g2 (AT~ 1 + 2T~ D+ 42272 42 Dyry).
(6-149)
Da die beiden Erwartungswerte E[S.;] und E[S,za] identisch sind, resultiert auch im Fall

der einfachen multiplikativen Uberlagerung ein konsistenter IV-Schiitzer:

T E|S.q
plim BV = E[[Smj]ﬁ

QT -)m+2T-2)v2+---+2-2yp_2+2- 1'7T—1)ﬁ (6-150)
CT-Dn+2T -2+ +2 292 +2 1yr_1)
= ﬂ.

S~—
|
-

6.2 Uberlagerung mit Faktorstruktur

Die Instrumentvariablen im Fall der multiplikativen Uberlagerung mit Faktorstruktur sind

gegeben als
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Verzogerte Variable:
zit =25 = xig—1 (1 +0D; + €it—1) (6-151)
Differenz von verzogerten Variablen:
zit =5 1 — X9 = Tip—1(L+0D; + €4—1) — xip—2(1 + ID; + €i4—2) (6-152)
und zusdtzlich anonymisierte Variable:
zie =a =xy (14 6°DF +¢7,) . (6-153)

Bei der zusétzlich anonymisierten Variable werden die Fehlervariable verschiedener Daten-

sdtze stochastisch unabhéngig voneinander erzeugt.

Uberpriifung der Annahmen eines giiltigen Instruments

Fiir die verzdgerte anonymisierte Variable erhilt man

C(zit, xis) = C<f13it—1(1 +0D; +eit—1), SUz‘s> = C(Tjt—1, Tis) , (6-154)
C(Zit, Eis) =0 s (6—155)
t,s=1,---,T

und

C(Zit, (1 + (5DZ + 5is)> = C(azit_l(l + 5Dz -+ 5it—1)7 (1 -+ 5Dz -+ 5@'5))

= Elzy1]E[(140D; 4+ it—1)(1 + 6D; + €45)] — Elwip—1]

_ { E[xit,l](éz + 03) ; wenn s =1 — 1 ’ (6—156)

Elry_1]0%, wenns#t—1.
Damit ist die letzte Annahme (Unkorreliertheit des Instruments mit der Fehlervariable)

verletzt, wenn als Instrument die verzogerte anonymisierte Variable verwendet wird.

Folglich lasst sich fiir die Differenz von verzégerten Variablen zeigen, dass diese Annahme

auch hier nicht erfiillt ist:
C<Zit7 (140D; + Eis)) = Flzj1] (52 + Cleit—1, Eis)) — Elzi—1] (52 + Cleit—2, Eis)) ,
(6-157)

t78: ]-7 7T7
wobei geméf den Annahmen beziiglich der Fehlervariable C(g, €i5) = 0 (t # s) gilt.
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Lediglich bei der zusdtzlich anonymisierten Variable sind alle Bedingungen eines validen

Instruments gegeben:
C(zit, xis) = C<$z‘t(1 +0°D; + €5,), f’«"z’s) = C(xit, ®is) , (6-158)
C(Zit, 6@'5) = C<:Eit(1 + (SZDf + 6%), 6@) =0, (6-159)

C(Zit, (1 +6D; + 5@'5)) = C’(azit(l + 5ZDlZ + Eft), (1 +6D; + 51’3)) =0,

Konsistenz des 1V-Schitzers (zusdtzlich anonymisierte Variable als Instrument)

Die folgenden Ausfithrungen beschrinken sich nur auf das Instrument zusdtzliche anony-
misierte Variable, da die beiden anderen Instrumente die Ausgangsannahmen einer konsi-

stenten Schétzung nicht erfiillen.

Der Wahrscheinlichkeitsgrenzwert fiir die multiplikative Uberlagerung mit Faktorstruktur
wurde bereits in Gleichung (4-21) hergeleitet. Da im Fall der zusitzlichen Variable als
Instrument die Zufallsvariable D; mit z und x unkorreliert ist und dE[D;] = 0 gilt, lasst
sich (4-21) zu

plim 5 355 7 2 op(2ie — %) (@it = Ti)B _ E[Sq]

plim g1V = 227 i e 3 (6-160)
plim % > % > oi(zie — Z) (28, — TF) E[S,za]

vereinfachen.

Bei der Herleitung der Erwartungswerte der empirischen Kovarianzen in (6-160) konnen
Ergebnisse aus Abschnitt 6.1 verwendet werden. Die relevanten Erwartungswerte sind in
Gleichungen (5-63) und (5-76) definiert.

Fiir die Bestimmung von E[S,;] und E[S,«] werden folgende Kovarianzen benotigt (vgl.
Abschnitt 6.1):

C(zt,xs) = Clay + 6°Df + €5, x5) = C(xy, zs) (6-161)
C(z,22) = C(xy + 0°D; + iy, x5 + 0D + £55) = C (x4, 25) (6-162)
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wobel man fiir s = ¢

Clzt,x) =V (2) =0, (6-163)
Cla, xf) =V (2t) =0 (6-164)

erhalt.

Da diese Kovarianzen denjenigen bei der einfachen multiplikativen Uberlagerung entspre-
chen, lisst sich der Herleitungsweg (Gl. (6-140)-(6-149)) direkt auf die Uberlagerung mit
Faktorstruktur tibertragen.

Anschliefsend folgt:

E[S.:]

limﬂ/IT/:

p E[Sma]ﬁ
(1 =7) =g QT =D +2(T =2 +---+2- 297, +2- 107 )

= LT L 2 - =15 (6-165)
(1 —7F) =7 QT =D +2T =23+ +2- 297, +2- 17 )

Der IV-Schétzer mit zusétzlicher anonymisierter Variable als Instrument ist auch bei mul-

tiplikativer Uberlagerung mit Faktorstruktur konsistent.

7 Multiples Modell

7.1 Additive Uberlagerung

Die oben dargestellten Ausfithrungen werden auf ein Modell mit mehreren Regressoren aus-
geweitet. Dabei wird davon ausgegangen, dass das Instrument alle Annahmen A(1)-A(3)

(Abschnitt 3) erfiillt.

Fiir ein lineares Panelmodell im Fall der einfachen additiven Uberlagerung lsst sich schrei-

ben:
Y=Da+(X-U)B+e=Da+X"B+w (7-166)

mit w =€ —Up.
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Fiir den Wahrscheinlichkeitsgrenzwert des IV-Schétzers resultiert:
imB" = plim (- z'0x° i L zoye
plim = plim | plim ~
= ( plim LZ’QX“ B lim iZ’Q (Da+ XB4+w+V)
—\PNT PRTNT

—1
_ <plim % (ZQX + Z’QU)) plim % (ZQ(X+U)B+2Z'Qu+2Z'QV) .

(7-167)

V ist der Vektor der Uberlagerungsvariablen von Y.

Bei Unkorreliertheit der Instrumentvariable mit den Fehlervariablen und dem Storterm zu

allen Zeitpunkten gilt

1

1
plim ﬁZle = plim NTZ/Q (e-UB)=0-08=0, (7-168)
) 1, o 1 ., _
plim WZ QU = plim NTZ QV =0 (7-169)
und
lim ——Z'QX = M (7-170)
plim NT =M,,. -
Der Grenzwert des IV-Schéatzers ist dann
plimB =M_ M,.B=03. (7-171)

Der IV-Schétzer ist bei Giiltigkeit von (7-168) und (7-169) konsistent.
Das Panelmodell im Fall der additiven Uberlagerung mit Faktorstruktur ist”
Y:Da+(Xa—(SDi®LTK—sx),@—i—e:Da—i—Xaﬁ—i—wF (7-174)

mit w? =€ — (6D; ® tri + €,) B. ® bezeichnet das Kronecker-Produkt.

"Zusammengefasst fiir alle Variablen erhilt man in diesem Fall das Fehlermodell

X=X+W,=X+6D; QuLrg + €5, (7-172)
Y'=Y+W, =Y +0D,Qur+¢,. (7-173)

0 ist ein fester Parameter. D; ist dabei ein (N x 1)-Vektor, der fiir jede Beobachtung den Wert 1
oder -1 erhélt.
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Fiir den Grenzwert ergibt sich
imB"Y = plim (-1 z70x° i L zoye
b -P NT PR N
1 -1
= (plim NT <Z/QX + Z/Q((SDZ‘ R + Em)>>

1
x plim NT (Z’Q <X + (0D; @ tri + s$)>,8 +Z'Qw+Z'Q(6D; @ v + sy)> .

(7-175)

Wenn das Instrument mit den einzelnen Komponenten der Fehlervariable (D;, &, und

€z‘ty) zu allen Perioden unkorreliert ist, gilt

1 1
sowie
lim —— 7'Qe, = plim —— Z'Qe, = 0 (7-177)
plim — €x = plim g, =0. -

Die Unkorreliertheit der Instrumentvariablen mit dem Modellstorterm fithrt weiter zu

1 1
—Z'Qu =plim —2'Q (e — (0D; @ 1K +€,)) = 0. (7-178)

.
PHI N NT

Damit gelangt man bei additiver Uberlagerung mit Faktorstruktur zu
plimB =M_M..8=73. (7-179)

Der IV-Schétzer ist damit konsistent, wobei die entscheidende Annahme der Unkorreliert-
heit der Instrumentvariable mit der Fehlervariable giiltig sein muss. Das bedeutet, dass
lediglich die IV-Schéatzung mit der zusétzlich anonymisierten Variable zu Konsistenz fiihrt.
Nur in diesem Fall ist die Fehlervariable, die bei der Generierung der Instrumentvariable
verwendet wird (Z = §*D} ® 7 + €2), nicht mit dem Fehler in X* korreliert.

7.2 Multiplikative Uberlagerung

Fiir die einfache multiplikative Uberlagerung resultiert der naive IV-Schiitzer der Form

7'Qx") "' 7'Q ( (Da+ XB+€) o V)

Z'QX) ' Z'Q(DacV+XBOV +eaV)

BIV _ (Z/QXa)—l Z'Qy*
= (
= (
—(ZQXoU) ' ZQ(XBOV +en V). (7-180)
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Fiir die Erwartungswerte der Terme von (7-180) erhélt man

E[Z'QX oU|=E[Z'QX]|0E[U| =E[Z'QX]| =M_,, (7-181)
E[Z'QXBoV|=E[Z'QXB]|0E[V|=E[Z'QX]|B=M_.j3, (7-182)
E[Z'Qec V] =0, (7-183)

wobei ausgenutzt wurde, dass die Instrumentvariable mit den Fehlervariablen des Regres-
sors und der abhéngigen Variable und dem Modellstorterm unkorreliert ist. Unter diesen

Annahmen resultiert fiir den Wahrscheinlichkeitsgrenzwert des IV-Schétzers:
IV .
plimB =M_ M,,8=03. (7-184)
Setzt man anstelle von U und V' die Fehlervariablen

X'=XoW,=X01+0D;®@urk +e,), (7-185)
Y=Y OW,=Y O (+0D;®ur+¢,) (7-186)

ein, wobei ® fiir das Hadamard-Produkt steht, so ldsst sich schnell zeigen, dass der IV-
Schétzer bei Giiltigkeit der Annahmen (A1) bis (A3) (Abschnitt 3) auch im Fall der mul-

tiplikativen Uberlagerung mit Faktorstruktur konsistent ist.

8 Varianz des I'V-Schatzers

Weiter wird die asymptotische Varianz des konsistenten IV-Schéatzers hergeleitet.

Der IV-Schétzer lasst sich auch wie folgt darstellen:

BIV _ (Z/QXa)*l Z/QYa
—(Z2Qx") ' 7'Q <Da + X8+ Q>
=8+ (2Qx") ' ZqQn. (8-187)

Bei einfacher Uberlagerung gilt
Q=e+V-UpS

und bei der Uberlagerung mit Faktorstruktur wird fiir den Stérterm
Q=€+ (D;®vr+ey) — (0D; Qtrg +€,)8

verwendet.
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Weiter gilt

VNT

Fiir die asymptotische Varianz-Kovarianzmatrix lasst sich herleiten

VNT (BW - ﬂ) - <NlTZ’QX“> 7'Qu. (8-188)

asyvar. (B) =piim [VWT (3"~ 8) | [V (8"~ 9) |

1 ! 1 1 -t
= plim (Z’QX“) plim —Z'Quww' Q' Z plim <Xa/QZ> )

NT NT NT
(8-189)
Ferner erhélt man
- 1 / a . 1 !/
plim NZ QX*® = plim NZ QX =M., (8-190)
1 1
plim —XYQZ = plim —X'QZ = M. (8-191)
N N
und
1
plim NZ'wa’Q'Z =o’M,, . (8-192)
o? ist dabei die Varianz von €.
Daraus resultiert die asymptotische Varianz-Kovarianz-Matrix
3V 23 -1 -1
Asy.Var. (ﬁFE> =M M. M7} . (8-193)
Diese Varianz lasst sich schitzen mit
~IV ’
Est.Asy.Var. (5 ) = 5XZ'QXY) ' 2'QZ(X"QZ)", (8-194)

wobei 52 = ﬁe’ Qe ist und e die Residuen bezeichnet.

9 Simulationsstudie

9.1 Simulationsdesign

Mit einer Simulationsstudie wird die Leistungsfahigkeit der IV-Schétzung bei stochastisch

iiberlagerten Daten untersucht. Dazu wird das einfache lineare Panelmodell simuliert.

Der Storterm €;; ist normalverteilt mit Erwartungswert Null und Varianz 0'62 = 0,25. o
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ist ein Individualeffekt, der mit z;; korreliert ist. Die Korrelation zwischen «; und x;; wird

nach der Formel von Bigrn (1996) mit A = 1 erzeugt.

Um die Darstellung einfach zu halten, wird nur ein Regressor verwendet, der einem AR(1)-
Prozess (vgl. (2-2)) mit pg = 4,35 und 7 ~ N(0, 1) folgt. p wird variiert und nimmt
folgende Werte an: p = 0,1, 0,5 und 0,9.

Es werden N = 1.000 Querschnittseinheiten simuliert, die Anzahl der Wellen des Panels
ist T'= 4 und 10. Die Anzahl der Monte-Carlo-Replikationen betrigt 500, in jeder Zeitrei-
he werden 200 erste Beobachtungen herausgenommen, um den Effekt des Startwertes zu

eliminieren. Der wahre Parameter (3 sei —2,5.

Es werden die Varianten der Uberlagerung betrachtet, die in den theoretischen Abschnit-
ten beschrieben wurden: additive Uberlagerung (einfache und mit Faktorstruktur) sowie

multiplikative Uberlagerung (einfache und mit Faktorstruktur).

Es werden drei Schatzungen durchgefiihrt: eine FE-Schatzung mit Originaldaten, eine FE-
Schétzung mit anonymisierten Daten (naive Schitzung) sowie eine Instrumentvariablen-
Schétzung. Im Fall der IV-Schitzung werden drei Instrumentvariablen getestet: (1) die
verzogerte anonymisierte Variable zj; = z%,_; (in Tabelle "verz.Var."), (2) die Variable, die
aus der Differenz der verzégerten anonymisierten Variablen gebildet wurde, z;; = x§, — 2, _;
("Dif.Var.") und (3) die Variable, die aus einem anderen anonymisierten Datensatz entnom-
men wurde ("anon.Var."). Im letzten Fall wird der neue Datensatz mit dem Ziel des Daten-
schutzes starker tiberlagert. Da die Ergebnisse der Original- und der naiven Schétzungen
sehr &hnlich sind, werden sie in der Tabelle nur einmal berichtet. Die Werte in Klammern

sind die Standardabweichungen der Schéatzer iiber alle Monte-Carlo-Wiederholungen.

9.2 Simulationsergebnisse
9.2.1 Additive Uberlagerung

In der vorliegenden Studie wird sowohl der Regressor als auch die abhéngige Variable ad-
ditiv stochastisch iiberlagert, dabei wird sowohl die einfache als auch die Uberlagerung mit

Faktorstruktur getestet.

Die additiven Fehler sind normalverteilt mit wu;, v;; ~ N(0, 0,52), sie sind miteinander un-
korreliert. Im Fall der Uberlagerung mit Faktorstruktur werden die Fehlervariablen nach
Gleichung (2-4) erzeugt, wobei 6; = 0,5 und €, €y ~ N (0, 0,052) ist. Die Fehlervariablen

von X und Y sind hier miteinander korreliert.
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Weiter werden im Fall der IV-Schétzung mit ’anon.Var.” bei einfacher Uberlagerung die
Varianz 0,822 und bei der Uberlagerung mit Faktorstruktur die Parameter § = 0,8 und
oc, bzw. 0., gleich 0,2 verwendet, was einer Gesamtvarianz des Fehlers von in etwa 0,822

entspricht.

Tabelle 9/1 stellt die Ergebnisse fiir unterschiedliche (kleine, mittlere und hohe) Werte
der Autokorrelation und zwei kleine 1" dar. Den theoretischen Ausfiihrungen folgend zeigt
die Simulation, dass die IV-Schatzungen mit verzdgerter Variable und mit Differenz der
verzogerten Variable als Instrumente zu verzerrten Ergebnissen fithren. Die Verzerrung ist
insbesondere bei der einfachen Uberlagerung sehr grok. Dabei liegen die naiven Schiitzer in
den meisten Féllen ndher bei dem wahren 8 = —2,5 als die IV-Schéatzer. Die IV-Schétzer,
die besonders stark vom wahren Parameter abweichen, besitzen besonders hohe Standard-
abweichungen. Bei der Uberlagerung mit Faktorstruktur fallen die Verzerrungen wesentlich
geringer aus als bei der einfachen Variante, was durch die Konstruktion der Uberlage-
rungsvariable zu erkléaren ist. Fiir T" = 10 bessern sich die IV-Schétzer mit zunehmender
Autokorrelation, wenn ’verz.Var.” als Instrument verwendet wird. Die Verwendung dieser
Variante der IV-Schétzung wird trotzdem nicht empfohlen, da die Verzerrung bei kleinem

und mittleren p noch bestehen bleibt.

Die Verwendung der zusdtzlich anonymisierten Variable als Instrument fiihrt hingegen zu
unverzerrten Ergebnissen. Bei der Uberlagerung mit Faktorstruktur bleiben die IV-Schétzer
konstant fiir alle Werte der Autokorrelation. Bei einfacher Uberlagerung lisst sich eine
kleine Verzerrung mit steigendem p zwar beobachten, die Schétzer bleiben aber fiir alle

p-Werte sehr nahe beim wahren 3.
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9.2.2 Multiplikative Uberlagerung

Die Variablen werden mittels der einfachen multiplikativen Uberlagerung (vgl. Gl. (2-6))
bzw. mittels der Uberlagerung mit Faktorstruktur (Gl. (2-7)) anonymisiert. Die Fehlerva-
riablen bei der einfachen Uberlagerung sind normalverteilt mit Erwartungswert Null und
Varianz 0,1142, wobei die Fehler voneinander unkorreliert sind. Bei der Uberlagerung mit

Faktorstruktur werden Parameter 6 = 0,11 und o.; = 0,03 (j = x,y) verwendet.

Die Instrumentvariable ’anon.Var.” wird bei einfacher Uberlagerung mit Varianz 0,206 er-
zeugt. Bei der Uberlagerung mit Faktorstruktur wird sie mit den Parametern § = 0,2 und

o:; = 0,05 (j = x,y) generiert.

Tabelle 9/2 stellt die Simulationsergebnisse dar. Mit steigendem p wéchst die Verzerrung
der naiven FE-Schitzung, wobei sie bei der Uberlagerung mit Faktorstruktur fiir alle Werte
der Autokorrelation viel geringer ausfillt. Im Fall von kleinem und mittlerem p (p = 0,1 und
0,5) fithrt die IV-Schéitzung nur dann zu zufriedenstellenden Ergebnissen, wenn als Instru-
ment der Regressor aus einem anderen anonymisierten Datensatz verwendet wird. Auch fiir
sehr kleines T' erh&lt man IV-Schétzer, die nahe beim wahren Wert liegen. Sowohl die verzo-
gerte als auch die Differenzvariable als Instrumente fithren zu verzerrten Schitzergebnissen.
Dieses Ergebnis entspricht den theoretischen Ausfithrungen. Weiter fillt auf, dass das drit-
te Instrument ’anon.Var.” bei einer hohen Autokorrelation (p = 0,9) Probleme aufweist.
Bei der einfachen Uberlagerung (p = 0,9 und T' = 4) veréndert der IV-Schiitzer das Vorzei-
chen und weist eine Standardabweichung von 66,63 auf. Auch andere Simulationsstudien,
iiber die hier nicht weiter berichtet wird, zeigten, dass die unzureichenden I'V-Korrekuren
bei der IV-Schéitzung mit ’anon.Var.” mit sehr hohen Standardabweichungen einhergehen.
Der Grund liegt darin, dass in einigen Monte-Carlo-Wiederholungen manchmal sehr starke
Ausreifier (stark vom wahren Parameter abweichende Schétzwerte) resultieren, die dement-

sprechend den in der Tabelle ausgewiesenen durchschnittlichen Schétzer stark verzerren.
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9.3 Problemfille

Die Simulationsstudie ergab, dass die (konsistente) IV-Schidtzung mit zusétzlicher
anonymisierter Variable in einigen Féllen problematisch sein kann, d.h. sie liefert
Schétzer, die sehr stark vom wahren Schéitzwert abweichen. Dieses Problem ensteht
dann, wenn der Nenner des IV-Schétzers nahe bei Null liegt (vgl. auch Carroll et al.
(2006), S. 133). In diesem Fall "explodiert" der gesamte Ausdruck, und es resultieren

sehr hohe Schitzwerte.

Der Nenner des IV-Schétzer entspricht approximativ dem Nenner des Wahrschein-
lichkeitsgrenzwertes. Aus diesem Grund wird weiter der Nenner von (6-150) bzw.
(6-165) genauer untersucht.® Wenn man fiir den Regressor einen autokorrelierten
Prozess erster Ordnung (AR(1)) unterstellt, ldsst sich der Nenner wie folgt darstel-

len:
1 1 2 T—1
Y| 1—= ——270(2(2—1)p+2(1—2)p +...+2p )

=0 ((1 - l) - % 2T -1)p+2(T-2)p"+... + 2pT1)> . (9-195)

Mithilfe einer Simulationsstudie wird {iberpriift, bei welchen Werten von p und 7'
der Ausdruck (9-195) in Richtung Null geht. Da vy sehr unterschiedlich sein kann,

wird nur der Term in der Klammer von (9-195) programmiert.

Die Ergebnisse werden in Abbildung 9/1 présentiert. In der ersten Grafik sind die
Kurven fiir unterschiedliche Werte positiver Autokorrelation und in der zweiten Gra-
fik fiir negative Autokorrelation zu sehen. Die Kurvenverldufe sind in allen Féllen
sehr dhnlich. Fiir kleines 7" ndhert sich die Kurve dem Wert Null. Mit steigender

Wellenanzahl entfernt sie sich von 0.

Im Fall der positiven Autokorrelation verschiebt sich die in der Grafik abgebildete
Funktion mit grofer werdendem p nach unten (Richtung Nullwert). Die Werte fiir
p = 0,9 und kleines T liegen besonders kritisch nahe bei Null. Je kleiner die Auto-

korrelation ist, desto besser werden die Ergebnisse.

Im Fall der negativen Autokorrelation verhélt es sich genau umgekehrt. Am weite-

sten vom Nullpunkt entfernt ist die Kurve fiir p = —0,9. Die ndher zu Null liegende

8Die folgenden Ergebnisse gelten auch fiir die additive Uberlagerung (vgl. Gleichungen (5-82)
und (5-108)).
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® tho=0.1 +rho=05 ® tho=-0.1 + rho=-05
A rho=0.9 A rho=-0.9

Abbildung 9/1: Verzerrung bei IV-Schitzung

Kurve ergibt sich fiir p = —0,1. Allerdings ist anzumerken, dass die Situation bei ne-
gativer Autokorrelation nicht so problematisch erscheint, da der kleinste Wert weiter

von Null entfernt liegt als bei positivem p.

10 Empirisches Beispiel

10.1 Untersuchungsmodell

Im Folgenden werden die Auswirkungen der stochastischen Uberlagerung unter Ver-
wendung einer empirischen Datengrundlage untersucht. Dabei wird der Monatsbe-
richt fiir Betriebe im Verarbeitenden Gewerbe und Bergbau (als nicht balanciertes
Panel fiir Wellen 1995 bis 2004) verwendet. Diese Statistik ist eine Vollerhebung
und umfasst alle Industriebetriebe, die mindestens 20 Personen beschiftigen.? Die
Analyse basiert auf dem Modell von Wagner (2007), der auf Basis der Originalda-
ten des Monatsberichts den Zusammenhang zwischen der Exporttatigkeit und der

Produktivitat bei deutschen Betrieben untersucht.

Das empirische Untersuchungsmodel lautet:
In APy = a; + 8 Exporty + Kontroll,,~y + n; (10-196)

i=1,...,N, t=1,...,T.

92007 wurde die Abschneidegrenze auf 50 Beschiiftigte angehoben.
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In AP bezeichnet die logarithmierte Arbeitsproduktivitat. Die Variable Export ist
eine Exportvariable. Es werden drei Spezifikationen der Exportvariable getestet:
Modell 1 mit Exportdummy (in Tabellen als export bezeichnet), Modell 2 mit Ex-
portanteil am Gesamtumsatz (expant) und Modell 3 mit expant und quadriertem
Exportanteil (ezpantsq). Weitere Kontrollvariablen sind pers (Beschéftigtenanzahl),
perssq (quadrierte Beschéftigtenanzahl) und hc (Humankapitalintensitét).

AnschlieRend werden alle stetigen Variablen mittels der stochastischen Uberlagerung

anonymisiert.

10.2 Ergebnisse
10.2.1 Additive Uberlagerung

Tabellen 10/3 und 10/4 présentieren die Schitzungen fiir die additive stochasti-
sche Uberlagerung. Es werden die FE-Schiitzung mit Original- und anonymisierten
Daten berechnet und anschliekend die IV-Schétzung mit drei Varianten der Instru-
mentvariablen ausgefithrt: die verzogerte Variable ("verz. Var."), die Differenz der
verzogerten Variablen ("Dif.Var.") und die zusétzlich anonymisierte Variable ("anon.
Var."). Die Fehlervariablen besitzen gleiche Uberlagerungsparameter bei allen Varia-
blen, d.h. o, = 0, = 0,5 (einfache Uberlagerung) und 6 = 0,5 und 0., = 0., = 0,05
(Uberlagerung mit Faktorstruktur). Das Instrument ’anon.Var’ wird mit Varianz
0,822 bei einfacher Uberlagerung und Parametern § = 0,8 und o., = o, = 0,2 bei

der Uberlagerung mit Faktorstruktur generiert.

Da die Modelle fiir Ost- und Westdeutschland (mit Ausreifser und ohne Ausreifser)
zu ahnlichen Ergebnissen fiihrten, werden hier nur Resultate fiir das Modell fiir

Westdeutschland ohne Ausreifier vorgestellt.

Im Fall der einfachen Uberlagerung sind alle drei IV-Schiitzungen in den meisten Fal-
len verzerrt. Bei der Uberlagerung mit Faktorstruktur sind allerdings nur die Schét-
zungen mit Instrumenten "verz.Var" und "Dif.Var." stark verzerrt. Die Verwendung
von "anon.Var." bei der einfachen Uberlagerung fiihrt zu den Schitzergebnissen,
die von der Originalschiatzung abweichen. Dieses widerspricht fiir die zusétzliche
anonymisierte Variable als Instrument den theoretischen Resultaten sowie der Si-

mulationsstudie. Die Erklarung hierfiir wird spéter (vgl. Abschnitt 10.3) vorgestellt.
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10.2.2 Multiplikative Uberlagerung

Im Folgenden wird der Einfluss der multiplikativen stochastischen Uberlagerung auf
die IV-Schéatzung illustriert. Die Fehlervariablen haben jetzt den Erwartungswert
Eins. Bei einfacher Uberlagerung sind sie miteinander unkorreliert und haben die
Varianz 0,1142. Die Fehler der Uberlagerung mit Faktorstruktur erhalten die iibli-
chen Parameter 6 = 0,11,0. = 0,03. Das Instrument 'anon.Var.” wird mit Varianz

0,13 (einfache Uberlagerung) und § = 0,2, 0. = 0,3 generiert.

Tabellen 10/5 und 10/6 zeigen Ergebnisse fiir Westdeutschland ohne Ausreifer. Kurz
zusammengefasst ldsst sich an dieser Stelle Folgendes festhalten. Die IV-Schétzungen
mit der verzogerten Variable sowie der Differenzvariable als Instrument fithren zu
starken Verzerrungen. Auffillig ist aber auch, dass die Schétzer bei dem Instrument
’anon.Var.” bei einigen Variablen ebenfalls stark verzerrt sind, insbesondere bei pers,
perssq, expantsq. Bei diesen Einflussgrofien verdndert sich in einigen Féllen die

Richtung der Verzerrung und die Signifikanz der IV-Schétzer.
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10.3 Problemfalle

Wie bei den Simulationen fiihrte die empirische Untersuchung ebenfalls in einigen
Féllen zu unplausiblen Ergebnissen. Aus diesem Grund wird noch eine empirische
Studie (vgl. das Untersuchungsmodell in Abschnitt 10.1) durchgefiihrt und das Ver-
halten der IV-Schétzer in einzelnen Schitzungen ndher angeschaut. Das Modell fiir
Westdeutschland ohne Ausreifer wird mit der IV-Methode mit der zusétzlichen an-
onymisierten Variable als Instrument geschétzt, wobei ein balancierter Datensatz
verwendet und die Anonymisierung 2.500 mal durchgefiihrt werden. Die Schétzer,
die in Tabelle 10/7 ausgewiesen werden, sind die Durchschnitte der Schétzer iiber
alle 2.500 Wiederholungen. Das Instrument wird mit den Uberlagerungsparametern
0. = 0,539 (einfache multiplikative Uberlagerung) und § = 0,5 und o, = 0,2 (multi-

plikative Uberlagerung mit Faktorstruktur) verwendet.

Tabelle 10/7: IV-Schéitzung mit zusétzlich anonymisierter Variable: Empirische Stu-
die, Westdeutschland ohne Ausreifter

Naiv v
Original Einfach Faktorstr. Einfach Faktorstr.
expant 0,025 0,022 0,024 0,025 0,025
pers —0,602 —0,244 —0,546 —1,384 —0,406
perssq 1,281 0,429 1,147 3,134 0,713
hc 1,666 1,589 1,661 1,662 1,667

Tabelle 10/7 zeigt die Ergebnisse. Zwar gelingt die Korrektur bei zwei Variablen
expant (Exportanteil) und hc (Humankapitalintensitét) sehr gut, jedoch schneidet
bei pers (Beschiftigtenanzahl) und perssq (Beschiftigtenanzahl im Quadrat) die
naive Schatzung wesentlich besser ab. Wenn man sich die einzelnen Schatzungen
anschaut, so fallt auf, dass die Schitzwerte sehr stark streuen. Tabelle 10/8 zeigt die

minimalen und maximalen Werte, die die IV-Schitzung ergab.

Sowohl bei der einfachen als auch bei der Uberlagerung mit Faktorstruktur resul-
tieren in einzelnen Monte-Carlo-Laufen IV-Schéatzer, die extrem stark vom wahren
Wert abweichen. Dies deutet darauf hin, dass der Nenner des Schéitzers in diesen
Féllen kritisch nahe bei Null liegt.
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Tabelle 10/8: IV-Schétzung mit zusétzlicher anonymisierter Variable: Ausreifser

Einfache Uberlagerung Uberl. mit Faktorstruktur
Minimum Maximum Minimum Maximum

expant —0,217 1,850 —0,252 0,072
pers —2450,459 329,722 —70,836 468,408
perssq  —614,619  5275,269 —1272,714 169,113
hc —8,054 2,548 1,217 4,541

11 Zusammenfassung

Im vorliegenden Beitrag wurde die Instrumentvariablen-Schatzung als Verfahren zur
Korrektur der durch die stochastische Uberlagerung verursachten Verzerrung von
panelokonometrischen Schitzungen analysiert. Drei mogliche Instrumentvariablen
wurden betrachtet: verzogerte anonymisierte Variable, Differenz von verzogerten
anonymisierten Variablen und (zusétzlich) anonymisierte Variable, die aus einem
zweiten anonymisierten Datensatz stammt. Die Instrumente "verzogerte Variable"
und "Differenzvariable" weisen bei allen Varianten der Uberlagerung Verzerrungen
auf. Das aus dem zusétzlich anonymisierten Datensatz erzeugte Instrument fiihrt
generell zu einem konsistenten Schétzer. Allerdings resultieren bei hheren Werten
der Autokorrelation sowohl in Simulationen als auch in empirischen Studien manch-
mal starke Abweichungen der Instrumentvariablen-Schéitzer von Originalwerten. Es
konnte festgestellt werden, dass solche Probleme eher numerischer Natur sind. Der
Grund liegt darin, dass in einigen Féllen der Nenner des konsistenten [V-Schétzers
sehr nahe bei Null liegt, was dann zu sehr variablen Schétzwerten fithrt. Diese Pro-

bleme treten vor allem bei kleiner Wellenanzahl und hoher Autokorrelation auf.
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