Kapitel 2

Dynamik eines Massenpunktes

2.1 Vektoren und Koordinatensysteme

Wir wollen uns zunéchst mit der Bewegung von einzelnen Punktteilchen befassen. Diese
Bewegung wird mathematisch dadurch beschrieben, dass man zu jedem Zeitpunkt ¢ die
Position des Punktteilchens, also den entsprechenden Ortsvektor 7(¢) angibt. Zur eindeu-
tigen Definition dieses Ortsvektors benotigen wir ein Bezugs- oder Koordinatensystem.
Dies bedeutet insbesondere, dass man einen Koordinatenursprung definiert, so dass
die jeweilige Position des betrachteten Punktteilchens durch den Ortsvektor bezogen auf
diesen Koordinatenursprung eindeutig definiert ist. Dieser Positionsvektor ist der Rela-
tivvektor, der von dem Koordinatenursprung zum Aufenthaltsort des Teilchens zeigt.

Zur Beschreibung dieses Ortsvektors benttigen wir eine Basis fiir den dreidimensionalen
Vektorraum der Ortsvektoren. Fiir viele Anwendungen ist es geschickt, drei orthonormale
Basisvektoren é,, é, und é, zu nehmen. Orthonormale Basisvektoren bedeutet ja, dass
diese jeweils senkrecht aufeinander stehen und und auf die Lédnge 1 normiert sind. Fiir
das Skalarprodukt von jeweils zwei dieser Basisvektoren gilt also

.. o1, fiiri=y
ei'ej_(sij_{o, fiiri # j

In dieser Gleichung haben wir auch das Symbol ¢;;, das Kroneckersche Deltasymbol ein-
gefiihrt und definiert. Ausserdem soll das System der Basisvektoren rechtshindig sein.
Dies bedeutet, dass die Basisvektoren fiir die z, y und z Richtung geometrisch in die Rich-
tung der gespreizten Daumen, Zeigefinger und Mittelfinger einer rechten Hand zeigen.

Den Ortsvektor 7(t) unseres Punktteilchens konnen wir nun eindeutig durch die Koordi-
naten in Richtung der z—, y— und z—Achse definieren. Anschaulich bedeutet das, dass
wir, um vom Koordinatenursprung zum Ort des Teilchens zu gelangen, zunéchst eine Ent-
fernung x (das entspricht gerade der z—Koordinate) in Richtung der Achse é, dann eine
Strecke y in Richtung é, und schliesslich z in Richtung é, zuriicklegen (siehe Figur 2TI).
Mathematisch formuliert:

7=y +yé, + 2, ,
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Abbildung 2.1: Darstellung eines Ortsvektors in Karthesischen Koordinaten
(siehe Diskussion im Text)

beziehungsweise, wenn wir die Basisvektoren durch entsprechende Spaltenvektoren dar-
stellen

1 0 0
.| 0 ) ey e |1 , e.< | 0
0 0 1
kann man (EZT]) auch umschreiben:
1 0 0 x
r=xz| 0 |+yl 1 |+2 0 |=1|y
0 0 1 z

Es sollen an dieser Stelle nicht alle Regeln des Rechnen mit Vektoren aufgefiithrt werden,
es sei aber daran erinnert, das das Produkt eines Vektors 7" mit einer positiven Zahl
(einem Skalar) zum Vektor fiihrt, der in die gleiche Richtung weist, dessen Linge aber
um den Faktor a vergrofiert (a > 1) oder auch verkleinert (a < 1) ist. Ist a negativ, so
steht der Ergebnisvektor a’ antiparallel (also parallel aber in umgekehrter Richtung) zum
Ausgangsvektor 7. Rechnerisch ergibt sich dieses Skalarprodukt in der Schreibweise der
Spaltenvektoren zu

x ax
ar=al|l y | =1 ay
z az

Die Addition zweier Vektoren 7 (mit Koordinaten xy,y; und z1) und 75 (mit Koordinaten
T, Yo und 29) erolgt rechnerisch durch

1’1+ZL'2
ATy = Y+
Zl—|—22
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r +r1

"y

Abbildung 2.2: Die Summe zweier Vektoren (siehe Diskussion im Text)

Geometrisch ist diese Vektoraddition in Figur dargestellt.

Ausserdem ist noch ein Skalarprodukt zweier Vektoren definiert. Am Beispiel der Vektoren
7 und 75 liefert dieses Skalarprodukt den Wert

xy €2
mro =\ 1 Y2 = X129 + Y1Y2 + 2122
21 Z9

Das Ergebnis ist also ein Skalar, eine Zahl. Geometrisch ergibt sich der Wert dieses Skalar-
produktes auch aus dem Produkt der Léngen der beiden Vektoren |7;| und dem Kosinus
des Winkels ¢, der von den Vektoren eingeschlossen wird (siehe Figur 2Z3):

7y = |71]|7s] cos(p)

Damit ergibt sich fiir die Lange oder auch den Betrag eines Vektors 7}
71l =/ =/t +ui + 2

Schliesslich ist auch ein Vektorprodukt zweier Vektoren definiert, bei dem das Ergebnis
eben ein Vektor ist. Die Léange des Vektors 7 x 75 ergibt sich zu

71 X 75| = ||| sin(yp) ,

also geometrisch die Fldche des Parallelogramms, das durch 7 und 7, aufgespannt ist. Der
Vektor 7} x 75 steht senkrecht zur Flédche, die durch 77 und 75 aufgespannt ist entsprechend
der rechten Hand Regel. In der Sprache der Spaltenvektoren ergibt sic fiir das Vektor-
oder Kreuzprodukt:
Y122 — Z1Y2
|71 X M| = | 2120 — 2129
T1Y2 — Y12
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Abbildung 2.3: Das Skalarprodukt zweier Vektoren (siehe Diskussion im Text)

Dies besagt aber auch, dass fiir das Vektorprodukt der Basisvektoren gilt
€y X €y =€,

gilt. Man bezeichnet ein solches rechtshéndiges orthonormales Basissystem auch als ein
Kartesisches Koordinatensystem.

Mit diesem Basissystem kann man jeden Ortsvektor eines Punktteilchens eindeutig durch
die Angabe der Entwicklungskoeffizienten fiir diese Basisvektoren, den Koordinaten z, y
und z, (vergleiche Gleichung EIII) identifizieren. Die Bewegung eines solchen Punktteil-
chens wird dann durch die Angabe der Koordinaten als Funktion der Zeit, z(t), y(t) und
z(t) beschrieben.

Die Geschwindigkeit berechnet sich als Quotient aus der Ortsvektors in einem Zeitab-
schnitt At und eben dieser Zeitdifferenz

F(t + At) — 7(t)
At '

Die Geschwindigkeit ist also ebenfalls ein Vektor, der in die Richtung der Bewegung des
Teilchens zeigt. Der Betrag dieses Vektors entspricht der iiblichen Geschwindigkeitsmes-
sung. Diese Definition einer Geschwindigkeit (nach EZII) macht Sinn, wenn die Richtung
der Bewegung und der Betrag der Geschwindigkeit sich iiber einen lingeren Zeitraum (der
grofer als At sein sollte) nicht dndert. Da wir aber auch Vorgéange behandeln wollen, bei
denen sich Geschwindigkeiten schnell dndern kénnen, definiert man die Geschwindigkeit

Mt A7) dF
U= Jim At T dt

Die Geschwindigkeit berechnet sich also als Ableitung des Ortsvektors nach der Zeit. Zur
Berechnung einer solchen Ableitung eines Vektors merken wir an, dass die Basisvektoren
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é¢; in dem karthesischen Kordinatensystem unabhingig von der Zeit sind. Dami gilt (siehe

GLE)

L dar dz dy . dz
U:E = %695 +E€y +E6z
X
= ] , (2.1)

z
wobei wir fiir die Zeitableitung die {ibliche Abkiirzung

. dzx
T = 7

eingefithrt haben. An diesem Beispiel haben wir gesehen, wie man die Ableitung eines
Vektors (hier den Ortsvektor) nach einem Skalar (hier die Zeit) berechnen kann. Insbe-
sondere ergab sich, dass das Ergebnis dieser Ableitung wiederum einen Vektor (hier die
Geschwindigkeit) ergibt.

In der Regel wird aber auch die Geschwindigkeit eines Teilchens ¢ von der Zeit abhéngen.
Dann ist von Interesse, wie sich die Geschwindigkeit pro Zeiteinheit dndert. Ein Maf3 dafiir
ist die Beschleunigung, die wir definieren durch

L dvu

dt’
was bedeutet, dass auch die Beschleunigung @ als Vektor definiert ist.

Nachdem wir gelernt haben einen Vektor abzuleiten, wollen in einem néchsten Schritt die
Integration eines Vektors diskutieren. Wir betrachten dazu das einfache Wegintegral

o) )
/ A7 = / (pd + &,dy + é,d2)
A 7

—

A

dx

R
A dz
TE YE ZE

= / éxd:)s+/ éydy+/ e,dz
T A YA ZA

= ém(l’E — xA) -+ éy(yE — yA) -+ éZ(ZE — ZA)
- (2.2)

Dieses Wegintegral iiber die Funktion f = 1 beginnt am Startvektor (untere Integrati-
onsgrenze) 7’4 und endet am Ort 7. Wie die einfache Rechnung zeigt, ist das Ergebnis
wiederum ein Vektor: der Differenzenvektor 7z — 74. Nun wird ein solches Wegintegral
mit einem komplizierteren Integranten aber im Allgemeinen davon abhéingen, wie wir den
Weg von A nach B zuriicklegen. Wir miissen dazu diesen Weg parametrisieren, indem
wir den aktuellen Ortsvektor als Funktion einer skalaren Variablen s oder ¢ darstellen.
Anschaulich kénnen wir uns unter dieser skalaren Grofle die Zeit ¢ vorstellen, so dass die
Parametrisierung des Weges 7(t) angibt, wie sich das Teilchen vom Startpunkt 74 zur
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Abbildung 2.4: Transformation zwischen Koordinatensystemen (siehe Diskus-
sion im Text)

Zeit t4 zum Endpunkt 7z, den es zur Zeit tg erreicht bewegt. Damit kénnen wir das
Wegintegral von (E2) schreiben

/ d._[f@ht / B(t)dt

Als ein Beispiel wollen wir nun einen Weg betrachten, bei dem das Teilchen mit einer
Geschwindigkeit vg am Punkt 74 startet und dann seine Geschwindigkeit mit einer kon-
stanten Beschleunigung a verdndert, bis es schliesslich zur Zeit tg bei g ankommt. Setzen
wir also

U(t) = to+ad(t —ta)
in (2ZZ10) ein, so ergibt sich

rE tp lp
/ m?:l%/ ﬁ+5/ (t — ta)dt
A ta ta

. 1.
= vo(tE—tA)+§a(tE—tA)2. (2.3)
Beriticksichtgen wir nun noch (2) so ergibt sich fiir den Vektor des Endpunktes
L 1.
o = Ta+ o(te —ta) + 5alts — ta)?.

Wir sind bis zu diesem Punkt immer davon ausgegangen, dass wir nur einen Koordina-
tenursprung haben. Héufig ist es jedoch geschickt einen weiteren Koordinatenursprung
einzufithren, der im ersten Koordinatensystem durch den Ortsvektor B gekennzeichnet
ist. Die Position unseres Punktteilchens werde im ersten Koordinatensystem durch den
Ortsvektor 7 im zweiten durch i so gilt die Beziehung (siehe Abb. 27I)

—

F=R+
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Abbildung 2.5: Darstellung eines Ortsvektors in Zylinderkoordinaten (siehe
Diskussion im Text)

Bewegt sich der Koordinatenursprung des zweiten Koordinatensystems relativ zum ersten,
ist also R zeitabhéingig, so sind die Geschwindigkeiten in den beiden Koordinatensystemen
unterschiedlich

AR o,

U=
Dies gilt fiir die Berechnung aber auch fiir die Messungen von Geschwindigkeiten. Bewegen
wir uns z.B. in einem Zug, der mit der Geschwindigkeit Vo durch die Gegend féhrt, so
wird eine Messung der Geschwindigkeit durch einen Beobachter, der auch im Zug sitzt, ein
Ergebnis ¢/ liefern, das anders ist als das Ergebnis ¢ des Beobachters, der ausserhalb des
Zuges steht. Die Geschwindigkeiten auch dieser Messungen sind iiber (EII) miteinander
verkniipft. Bewegt sich der zweiteKoordinatenursprung mit konstanter Geschwindigkeit
‘70 so bezeichnet man die Koordinatentransformation als Galileitransformation.

2.1.1 Zylinderkoordinaten

In vielen Féllen ist es jedoch geschickter die Ortsvektoren nicht durch die kartesischen
Koordinaten sondern durch andere Koordinaten zu beschreiben. Bewegt sich etwa ein
Punktteilchen auf der Oberfliche eines Kreises oder eines Zylinders mit dem Radius R,
so empfiehlt es sich ein Koordinatensystem einzufiihren, bei dem die z-Achse parallel zur
Symmetrieachse des Zylinders ist. Entsprechend der Darstellung in Abb. EZ3 kann man den
Ortsvektor 7 eindeutig festlegen durch die Angabe der z-Koordinate sowie des Abstandes
des Aufenthaltsortes von der der z-Achse p und des Winkels ¢, den die Projektion des
Ortsvektors auf die zy-Ebene mit der x-Achse bildet. Die Koordinaten p, ¢ und z lassen
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sich aus den kartesischen Koordinaten berechnen

p =22 +y? €|0,0]
¢ =arctan? € [0,27]
2z =z € [—o0, 9] (2.4)

es existiert aber auch die Umkehrtransformation

r = pcoso
= psing (2.5)

Fiir das Beispiel des Punktteilchens, das sich auf dem Mantel eines Zylinders bewegt,
vereinfacht sich nun die Beschreibung der Bewegung dadurch, dass die Radialkoordinaten
p(t) = R und damit eine Konstante der Bewegung ist.

Die Zylinderkoordinaten sind ein Beispiel fiir Krummlinige Koordinaten. Diese Be-
zeichnung basiert auf den Eigenschaften der zugehorigen Koordinatenlinien. Beschreibt
man einen Vektor durch Koordinaten ¢; (i=1,2,3), so sind z.B. die Koordinatenlinien fiir
die Koordinate ¢3 definiert

L,(q1,q2) = {Linie aus den Punkten mit ¢; und ¢ fest}

Bei den Kartesischen Koordinaten, (q1,¢2,q3) = (x,y, 2) sind z.B. die Koordinatenlini-
en L, Geraden parallel zur z-Achse. Auch die Koordinatenlinien £, und £, sind jeweils
Geraden. Andererseits ist aber im Fall der Zylinderkoordinaten L4 ein Kreis. Koordina-
tensysteme, bei denen nicht alle Koordinatenlinien geradlinig sind, bezeichnet man als
Krummlinige Koordinaten.

Natiirlich kann man nach wie vor die kartesischen Basisvektoren é,, é, und é,, bezie-
hungsweise die entsprechenden Spaltenvektoren benutzen um auch unter Benutzung von
Zylinderkoordinaten die Vektoren darzustellen. Wegen (4] gilt ja

p COS ¢
r=| psing
z

Héaufig ist es aber effizienter, mit den gewéhlten Koordinaten ¢; auch die zugehorigen
Basisvektoren é,, zu benutzen. Fiir einen Punkt P im Ortsraum, bezeichnet é, den Ein-
heitsvektor, der tangential zur Koordinatenlinie £, am Punkt P verlduft and dabei in
Richtung der anwachsenden Koordinate ¢; weist. Aus dieser geometrischen Definition,
ergibt sich die folgende Regel zur Berechnun

. 0r(q1, ¢, o)
€qp = 0 ———
dq;

"'Wir fiithren an dieser Stelle die Bezeichnung % fiir die partielle Ableitung der Funktion f nach
der Variablen z ein. Dies bedeutet, dass bei der Ableitung der Funktion f, die von verschiedenen Variablen
x,y, 2z abhiingen soll, nur die Ableitung nach der Variablen x, so wie sie explizit vorkommt, berechnet
wird. Die Variablen y und z werden bei dieser Ableitung konstant gehalten.
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wobei die Normierungskonstante so zu bestimmen ist, dass |é,| = 1 ist. Man kann leicht
verifizieren, dass fiir das Beispiel der Zylinderkoordinaten gilt

p COS ¢ cos ¢
€p :a% psin ¢ = | sin¢
z 0
p Cos ¢ —sin ¢
ey = %% psin ¢ = SOS¢ (2.6)
z

Diese 3 Vektoren bilden ebenfalls ein orthogonales Basissystem, dndern sich aber mit dem
jeweiligen Punkt P beziehungsweise dem zugehorigen Ortsvektor. Andererseits vereinfacht
sich aber die Schreibweise des Ortsvektors in dieser Basis zu

= pé,+ z€, .
Bei der Berechnung der Geschwindigkeit muss in dieser Darstellung beachtet werden,

dass die Basisvektoren é, und é4 sich mit dem Ortsvektor &ndern. Bei der Bewegung
eines Punktteilchens gilt also fiir die zeitliche Anderung des jeweiligen Basisvektors é,

dé, 0é,d¢ ey
A U B

Damit ergibt sich fiir die Geschwindigkeit als Ableitung von 7 aus (ZI.T]) nach der Zeit
T = pé, + ppéy + 2é. .
Die Geschwindigkeitskomponente in Richtung é, bezeichnet man héufig als Radialge-

schwindigkeit und die in Richtung é, als Azimuthalgeschwindigkeit. Ganz entsprechend
berechnet sich die Beschleunigung als Zeitableitung dieses Geschwindigkeitsvektors zu

a:‘i—fz ["—p¢2] é,+ [2p¢+pé] &y + 36, .

~———
Radial- Azimuthalbeschl.

Ein weiteres haufig benutztes Beispiel fiir krummlinige Koordinaten sind die Kugelkoordi-
naten oder Polarkoordinaten r, § und ¢. Dabei bezeichnet r die Léange des Vektors, 6 den
Winkel mit der z-Achse und ¢, analog zu den Zylinderkoordinaten, den Azimuthwinkel.
Es gilt also die Transformation

xr = rsinfcos¢o

= rsinfsing

z = rcosf (2.7)

mit den Definitionsbereichen
r € [0, 0] 6 € [0, 7] ¢ € 10,2m]

Mit dem Einheistvektor
sin @ cos ¢
é = | sinfsing
cos 0

gilt
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2.2 1.und 2. Newton’sches Axiom; schwere und trige
Masse

Im letzten Abschnitt haben Sie einige Begriffe wie Vektoren, Koordinatensysteme, Ort,
Geschwindigkeit oder Beschleunigung kennengelernt, die ganz allgemein bei der Beschrei-
bung der Bewegung von Massenpunkten wichtig sind.

Wir wollen uns jetzt der Bewegung einzelner Massenpunkte zuwenden, wie sie tatsdchlich
in der Natur realisiert sind.

Der einfachste ”Bewegungs”-Zustand eines Massenpunktes (z. B. eines Balls) ist der ru-
hende Zustand, in dem der Ball auf einer Unterlage (z. B. Boden des Horsaals) ruht. Wir
konnen diesen Zustand dadurch beschreiben, dass wir dem Ball eine feste Koordinate ei-
nes (z. B. kartesischen) Koordinatensystems zuordnen, das seinerseits fest mit dem Boden
des Horsaals verbunden ist .

Als néchstes konnen wir den Ball iiber den Boden rollen lassen. Wir stellen fest, dass sich
der Ball geradlinig fortbewegt und nach einer gewissen Strecke zur Ruhe kommt.

Wie konnen wir diese Bewegung interpretieren?

Vermutung 1 wire, dass eine Kraft notwendig ist, um den Ball geradlinig fortzubewegen.
Diese Vorstellung geht auf Aristoteles zuriick und blieb bis ins Mittelalter aktuell. Die
entsprechende Kraft wurde ”vis viva” genannt. Im Rahmen der Vermutung 1 ist ein
ganz spezielles Bezugssystem ausgezeichnet, ndmlich das, in dem der Ball ruht. In einem
mittelalterlichen Weltbild, in dem die ruhende Erde den Mittelpunkt des Weltalls bildet
und sich alles um die Erde dreht, war dies sehr verniinftig. Im Gegensatz dazu steht

Vermutung 2:

7 Alle Korper verharren im Zustand der Ruhe oder der gleichférmigen, gerad-
linigen Bewegung, wenn keine dufleren Einfliisse vorhanden sind”

Diese Vermutung ist das 1. Newtonsche Axiom, auch ”Trégheitsgesetz” genannt.

Wenn das Tréagheitsgesetz giiltig ist, miissen wir erkldren, warum der Ball nach einiger
Zeit zur Ruhe kommt. Der Grund besteht darin, dass eine Reibungskraft zwischen dem
Boden und dem Ball wirkt, die den Ball allméhlich abbremst.

Wir kénnen die Reibungsraft im Versuch dadurch minimieren, dass wir anstelle des Balls eine Dose auf
einem Luftkissen iiber eine glatte Unterlage gleiten lassen. Die Dose bewegt sich sehr lange weiter, wobei
sie jeweils am der Begrenzung des Tischs reflektiert wird. Um das Luftkissen zu erzeugen, befindet sich im
Innern der Dose ein Behélter mit fliisssigem Stickstoff. Dieser siedet bei einer Temperatur von 77 Kelvin
(-196 °C) und entwickelt dabei stéindig gasférmigen Stickstoff, der durch ein Loch im Boden der Dose

entweicht und so das Luftkissen aufbaut.

Das Tragheitsgesetz ist das erste von drei ”Newtonschen Axiomen”, auf denen die klassi-
sche Mechanik aufgebaut ist.

Wir kénnen den Begriff der Kraft nun dadurch einfithren, dass wir sagen, dass die Kraft
die Ursache fiir die Anderung des Bewegungszustands eines Korpers ist.

Nach Newton konnen wir dies wie folgt definieren (Zweites Newtonsches Axiom oder
” Aktionsprinzip”):
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Abbildung 2.6: Aristoteles, 384-322 v. Chr. (links), Sir Isaac Newton, 1643-1727 (rechts)
(aus: http://turnbull.dcs.st-and.ac.uk/ history/BiogIndex.html; hier findet man auch die
Biographien sehr vieler Physiker und Mathematiker)

»Wenn eine Kraft F auf einen Korper wirkt, dann beschleunigt sie ihn mit:

F = myi (2.8)

Hierbei ist m; die "trage Masse”, die durch das Aktionsprinzip definiert wird. Die Grofle
a ist der Beschleunigungsvektor. Die trige Masse ist ein Skalar. Damit ist offensichtlich
auch die Kraft F ein Vektoifl.

Wir kénnen an dieser Stelle ebenfalls den Impuls p einfiihren:

p=mu (2.9)

Damit schreibt sich das Aktionsprinzip: F = ﬁ mit: ;5’ = % . (Das Zeichen "=" bedeutet
7identisch”).

Die Einfithrung des Impulses p ergibt an dieser Stelle im Grunde nicht mehr als die Einsparung des
Symbols m,. Der Impuls bekommt aber erheblich mehr Bedeutung, sobald wir uns Problemen zuwenden,

die mehr als einen beweglichen Massenpunkt involvieren.

Wir miissen nun einige Kréfte explizit einfiihren. Eine erste Kraft - die Reibungskraft -
hatten wir bereits im Zusammenhang mit dem rollenden Ball kurz angesprochen. Rei-
bungskrifte werden wir etwas spéter genauer diskutieren.

2Wir werden die Vektoreigenschaften der Kraft noch an einigen Beispielen demonstrieren.
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Die Kraft, die wir an dieser Stelle betrachten wollen, ist die Gewichtskraft ﬁg wie
sie auf der Erdoberfliche wirkt und Massenpunkte "nach unten”, d. h. in Richtung des
Erdmittelpunktes zieht.

Wir wollen diese Kraft zunéchst mit Hilfe einer Spiralfeder charakterisieren, an die wir
unterschiedliche Objekte hiangen. Wir stellen fest:

1. wenn wir Korper gleichen Materials und gleichen Volumens an die Feder héngen,
wird diese jeweils gleich weit "nach unten” ausgedehnt.

2. wenn wir N Korper gleichen Materials und gleichen Volumens an die Feder héingen,
wird diese proportional zu N ausgedehnt.

3. Korper gleichen Volumens, aber unterschiedlichen Materials dehnen die Feder i. allg.
unterschiedlich weit aus

Auf der Basis dieser Beobachtung konnen wir nun die ”schwere Masse” my eines Korpers
dadurch definieren, dass wir sagen, Korper gleicher Masse sollen die Spiralfeder um gleiche
Absténde in Richtung des Erdmittelpunkts ausdehnen. Die Gewichtskraft ist also propor-
tional zu mg. Wenn wir my die gleiche Einheit wie fiir die tréige Masse geben, so hat der
Proportionalitédtsfaktor, den wir g nennen wollen, die Dimension einer Beschleunigung.
Wir bezeichnen ¢ als die " Erdbeschleunigung”.

Wir haben also:
Gewichtskraft: ﬁg = msq (2.10)

Hierbei zeigen ﬁg und ¢ in Richtung Erdmittelpunkt.
Die SI-Einheit der schweren bzw. trigen Masse ist 1 Kilogramm.

1 kg war urspriinglich definiert durch die Masse von 1 dm?® Wasser bei 4°C und 1 bar
Druck und ist jetzt definiert durch das ” Archivkilogramm?”, einem in Paris aufbewahrten
Platin-Iridium-Zylinder.

Mit der Einheit m/s? fiir Beschleunigungen erhalten wir als SI-Einheit der Kraft: 1
Newton (1 N = 1 kg m/s?)

Im im cgs-System ist die Einheit der Kraft 1 dyn = 1 gcm/s> = 107° N.

Wir wollen nun die schwere und die trédge Masse eines Korpers experimentell vergleichen.
Hierzu lassen wir zunéchst Korper verschiedenen Materials und unterschiedlicher schwerer
Masse aus einer Hohe h auf den Boden fallen.

Die Korper sind:
e cine Stahlkugel
e cine gleich grofle Holzkugel, die deutlich leichter ist als die Stahlkugel

e cine (sehr leichte) Vogelfeder
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Die Stahlkugel und die Holzkugel treffen praktisch gleichzeitig am Boden auf, was zur
Vermutung fiihrt, Kérper unterschiedlicher schwerer Masse fallen gleich schnell. Die we-
sentlich grofere Fallzeit der Feder scheint allerdings dagegen zu sprechen. Um zu sehen, ob
dies auf Reibungskréfte zuriickzufiihren ist, bringen wir eine Stahlkugel und eine Daunen-
feder in ein Rohr, evakuieren dieses und lassen Stahlkugel und Feder eine Strecke von 1 m
fallen. Wir beobachten, dass beide Objekte gleichzeitig aufschlagen (die Fallzeit betragt
ca. 0.45 s).

Wir stellen fest: Die Fallzeit von Kérpern ist unabhéngig von ihrer schweren Masse. Damit
scheint die Beschleunigung, die auf die Korper wirkt, fiir alle Massenpunkte die gleiche
Zu sein.

Diese Beobachtung wollen wir mit Hilfe des Aktionsprinzips quantitativ auswerten:

Es gilt:

—

F=ma (Aktionsprinzip) (2.11)
Wir setzten jetzt F = ﬁg und erhalten: m g = m;d Hieraus folgt

i=—4. (2.12)

Da @ aber fiir alle Korper gleich ist, folgt hieraus, dass das Verhéltnis ™= fiir alle Koérper
gleich ist. Schwere und trige Masse sind also dquivalent; wir konnen ohne weitere
Einschrankung mg = my = m setzen.

Nun wollen wir den Fall von Stahlkugel und Daunenfeder weiter auswerten:
Wir integrieren die Bewegungsgleichung m-g=m-d=m- 5}’,

die wir, wenn wir den Einheitsvektor €, entgegen der Fallrichtung "nach oben” zeigen
lassen, auch ohne Vektorpfeile als

m-g=-—m-2Z bzw. als Z=—g (2.13)

schreiben konnen. Die Gleichung wird gelst durch:

2(t) = 2(0) = v(0) - £ — %gﬁ (2.14)

Hierbei messen wir die Zeit ¢ von dem Moment, in dem wir den Korper fallen lassen. Die
Startgeschwindigkeit v(0) sei null, die Hohe z(0), aus der der Korper fillt, sei h und der
Aufschlagpunkt habe die Koordinate z = 0. Damit erhalten wir fiir den Aufschlagpunkt:

1
ozh—img (2.15)
wobei t, die Aufschlagszeit ist. Hieraus ergibt sich ¢ = %. Beim Fall der Stahlkugel und

der Daunenfeder war h = 1 m und ¢, = 0.45 s, woraus s1ch g zu 9.97 bestimmt.

Der Literaturwert betrdgt: g = 9.81% fiir einen Ort auf dem 50. Breitengrad (es
stellt sich heraus, dass g leicht vom Breitengrad abhéngt. Am Pol ist ¢ = 9.83%7, am

Aquator 9.787%).
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Masse M

Beschleunigt werden beide
Massen F=(M +m )-a

— =

Masse m |

Schwerkraft F=m_-g

Abbildung 2.7: Wagen der Masse M auf einer Luftkissenfahrbahn, der nahezu reibungsfrei
durch eine Masse m gezogen wird. Die symbolisch gezeichneten Rdder des Wagens sind im
Versuch nicht vorhanden. Statt dessen hebt ein von der Fahrbahn ausgehender Luftstrom
den Wagen an (Zeichnung nach: Skript Ihringer).

In einem weiteren Versuch vergleichen wir nun das Verhéltnis von trdger zu schwerer
Masse unterschiedlicher Korper. Hierzu wird ein Wagen der Masse M auf einer Luftkis-
senfahrbahn so gut wie reibungsfrei von einer Masse m gezogen (s. Abb. E1).

Auf die Masse m wirkt nun die Gewichtskraft ﬁg = msg. Diese wird durch die Rolle
umgelenkt und zieht den Wagen. Beschleunigt werden die Massen m; und M,. Es gilt

also:
(Mt + mt) a4 =Ms* g (216)

Im Versuch ist zunédchst M =~ 192 g und m =~ 4,6 g. Wir haben, da M > m ist:

Mg Mg

=M oD 2.17
YA A v (2.17)

a

d. h. wir vergleichen jetzt das Verhiltnis schwere/trige Masse verschiedener Korper

Zur Startzeit ¢t = 0 ist die Geschwindigkeit des Wagens v(0) = 0. Wir erhalten fiir eine
Laufstrecke Ax:

Ax = w(t) — 2(0) = %a(mf ~ 1 (Ar)? (2.18)

T oM,
Man sieht im Experiment:

e Bei einer Anderung der Laufstrecke Az von 30 cm auf 1.2 m verdoppelt sich (un-
gefihr) die Laufzeit At

e erhoht man fir Ax = 1.2 m die Masse M um einen Faktor 4, verdoppelt sich
ebenfalls ungefihr die Laufzeit

e erhoht man fiir Az = 1.2 m sowohl M als auch m um einen Faktor 4, erhdlt man
die gleiche Laufzeit

Auch das Verhiltnis trige/schwere Masse unterschiedlicher Korper lisst also keinen Un-
terschied zwischen schwerer und triager Masse erkennen.
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2.3 Arbeit und Energie

Wenn sich ein Massenpunkt in einem Kraftfeld bewegt so wird er entweder beschleunigt
oder abgebremst. Man sagt auch an ihm wird vom Kraftfeld eine gewisse Arbeit geleistet,
die dann zu einer grofleren Geschwindigkeit fithrt. Etwas préziser formuliert, definieren
wir die Arbeit, die an einem Korper geleistet wird, wenn er in einem Kraftfeld F die
Wegstrecke A7 zuriicklegt durch

AW = FAT.
Zur weiteren Veranschaulichung dieser Definition machen wir die folgenden Bemerkungen:

e Bezeichnet ¢ den Winkel zwischen der Richtung der Kraft F und der Richtung der
Bewegung des Korpers A7, so konnen wir (Z3) auch in der Form schreiben:

sz’ﬁ

|AF] cos ¢ .

Die iibertragene Arbeit ist also maximal, wenn ¢ = 0, also die Richtung der Kraft
und die Bewegungsrichtung parallel zueinander stehen. In diesem Fall ist AW po-
sitiv, der Korper wird beschleunigt. Die Beschleunigung beziehungsweise die zu-

gefithrte Arbeit wichst proportional zur Stéarke der Kraft ’ﬁ und zur Lénge des

Wegstiickes ’&r’ .

e Ist die Richtung der Bewegung A7 antiparallel zu F , so ist die am Korper geleistete
Arbeit negativ, der Korper wird abgebremst.

e Stehen die Vektoren F und A7 unter einem beliebigen Winkel zueinander, so kénnen

wir (Z3)) entweder so interpretieren, dass nur der Anteil }ﬁ } cos , also der Anteil von

F , der paralell zu Ar steht, auf den Korper wirkt oder dass lediglich die Wegstrecke
|Ar] cos p zuriickgelegt wird.

e Die Arbeit wird angegeben in Einheiten einer Kraft mal den Einheiten einer Lénge.
Wir definieren dafiir die Einheiten Joule, beziehungsweise Newton-Meter [Nm],
durch

2
1 Joule = lkgm—2 =1Nm.
S

Andert sich das Kraftfeld als Funktion des Ortes oder ist der Weg, den der Massenpunkt
zuriicklegt nicht gradlinig, so miissen wir die Definition der Arbeit in ([Z3) auf differen-
ziell kleine Wegstrecken dr’ zuriickfithren und fiir den entsprechenden differenziell kleinen

Beitrag der Arbeit dW schreiben
AW = F(7)dF .

Die Arbeit, die insgesamt an dem Korper geleistet wird, wenn er sich in dem Kraftfeld
von einem Punkt 7 nach einem Punkt 75 entlang eines Weges bewegt, errechnet sich dann
als die Summe dieser Elemente dW, beziehungsweise als Integral

Fg F2

W = AW = F(r)dr.

7, Weg m, Weg
Wie berechnet man aber ein solches Linien- oder Wegintegral? Wie kann ich mathe-
matisch beschreiben iiber welchen Weg ich mich von 7 nach 7, bewege?
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i >
1 X

Abbildung 2.8: Beispiel fiir Berechnung von Wegintegralen

2.3.1 Berechnung von Wegintegralen

In diesem Abschnitt soll die Berechnung von Weg- oder Linienintegralen dargestellt und
veranschaulicht werden. Als konkretes Beispiel wollen wir das Wegintegral

T2
/ A(r)dr
1, Weg

des Vektorfeldes ff(r_’) vom Startpunkt 77 zum Endpunkt 75 {iber einen bestimmten Weg
betrachten. In unserem Beispiel seien

B ay 1 0
APy =| ax |, n=\{01, =111,
0 0 0

so wie in Abb. dargestellt. Als ersten Weg soll die direkte Verbindungslinie von 7
nach 75 betrachtet werden. Diese Gerade wird parameterisiert in der Form

(t) = T+ (1 —7)t
1—t¢

= t

0

: (2.19)

wobei man sich den Parameter t als Zeitparameter veranschaulichen kann und 7(t) als
den Aufenthaltsort zur Zeit t. Man realisiert leicht, dass die Funktion 7(¢) genau die
Verbindungsgerade beschreibt, wobei wir zur Zeit ¢ = 0 am Startpunkt und zur Zeit
t = 1 am Endpunkt des Weges angelangt sind. Damit berechnet sich das Wegintegral
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iiber diesen Weg W1 zu

2 ., I .
/ A dr = / A(F(t))%dt
T 0

ERUS!
1 at —1
= / a(l—t) |- 1 )adt
0 0 0
1
= / (—2at+a)dt = 0 (2.20)
0

Als Alternativweg W2 betrachten wir den Kreisbogen in Abb. EE8 der parameterisiert
wird durch die Vektorfunktion

cos gt
7(t) = | singt
0

Damit berechnet sich das entsprechende Wegintegral

R 1 [ asingt —5 sin Gt
/ A(F) dr = / acosgt | - scosgt | dt
1,W2 0 0 0
1
am . o T o T )
= — | = =t —t) dt 2.21
/0 5 ( sin” + cos 5 (2.21)

Auch in diesem Fall ergibt die Auswertung des Integrals (nach etwas ldngerer Rechnung)
den Wert 0. Der Wert des Integrals ist also in diesem Fall unabhéingig davon, ob man
entlang des Weges W1 oder entlang des Weges W2 integriert. Wir werden weiter unten
sehen, dass dieses Ergebnis kein Zufall ist.

2.3.2 Gradient eines Skalarfeldes

Bei der Beschreibung von physikalischen Phdnomenen werden héufig Skalarfelder oder
auch Vektorfelder benutzt. Wir wollen diese Begriffe zunéchst definieren und durch
Beispiele konkretisieren.

Definitionen:

e Mathematisch gesehen ist ein Skalarfeld eine Abbildung, ®(7), die jedem Ortsvektor
7 des 3-dimensionalen Raumes einen Skalar, also eine Zahl ® zuordnet.

e Dementsprechend ist ein Vektorfeld ff(f’) eine Abbildung des 3-dimensionalen Raum-
es nach B3, jedem Ortsvektor 7 wird eine Vektor A zugeordnet.

Als ein Beispiel fiir ein Skalarfeld mit physikalischer Bedeutung kann man das Tempera-
turfeld T'(7) betrachten: an jedem Punkt im Raum, 7, kann man die lokale Temperatur
feststellen und so die gesamte Temperaturverteilung angeben. Als ein Beispiel fiir eine
mathematisch definiertes Skalarfeld sei die Funktion

B(F) = | = 2+ +
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aufgefiihrt.

Betrachtet man andererseits die Stromung eines flielenden Gewdéssers oder auch der uns
umgebenden Luft, so konnen wir jedem Ortsvektor die lokale Stromung an diesem Ort, also
die Richtung und den Betrag der jeweiligen mittleren Geschwindigkeiten der Wasser- oder
Luftmolekiile angeben. Dieses Geschwindigkeitsfeld V(F) ist ein Beispiel fiir ein Vektorfeld.
Eine weiteres Beispiel fiir ein Vektorfeld ist das Kraftfeld F(7), das angibt, welche Kraft
auf ein Testteilchen an einem gegebenen Ort 7 wirkt.

Fiir ein beliebiges Skalarfeld ®(7) konnen wir nun den Gradienten dieses Skalarfeldes
an einem Punkt 7y definieren. Die geometrisch anschauliche Definition definiert diesen
Gradienten von ® am Ort 7, Grad ®(7%), als den Vektor, der in die Richtung weist, in der
das skalare Feld ® am Punkt 7y am stérksten ansteigt. Die Lénge dieses Vektors entspricht
dem Betrag dieses stéirksten Anstiegs.

Wir werden nun zeigen, dass aus dieser Definition folgt:

e Mit dem Gradienten Operator konnen wir das totale Differenzial d® des Skalarfeldes
umschreiben in das Skalarprodukt:

d® = Grad ¢ - dr

wobei dr” der infinitesimale Vektor ist mit den kartesischen Komponenten dx, dy
und dz

e In der kartesischen Darstellung kann man den Gradienten einfach berechnen zu

o
Grad®=Vo=| 9, |®
0.
wobei wir hier und im folgenden die Abkiirzung benutzen
0
Oy 1= —
Ox

Zum Beweis dieser Behauptungen betrachten wir die Anderung des Skalarfeldes ®(7),
wenn man sich um ein kleines Stiick A7 vom Referenzpunkt 7, fortbewegt. Wenn der
Differenzvektor Ar sehr klein ist, kann man den Wert des Skalarfeldes ® and der Stelle
7o + A7 durch eine Taylorentwicklung von ® am Punkte 7 bestimmen. Es gilt also:

Ad(ro) = (o + AF) — D(0)
=A

Dabei haben wir die Terme in zweiter und hoherer Ordnung in den Verschiebungen Az, Ay
und Az der kartesischen Koordinaten von A7 nicht explizit aufgefiihrt (dargestellt durch
...), da wir fiir kleine Verschiebungen A7 diese nicht linearen Terme vernachldssigen
konnen.

Die Differenzialform einer Funktion f(z;), die von Parametern z; abhéngt ist definiert als

df = Z g—idxi
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Aus dem Vergleich dieser Definition mit der Darstellung von A® in ([222) sieht man also,
dass sie Differenzialform d® (wobei ® von den Variablen x; = z,y,z abhéngt) gerade
dem Grenzfall von A® entspricht mit Ax — dx, Ay — dy und Az — dz. In diesem
Grenzfall infinitesimaler Verschiebungen gilt insbesondere, dass die nichtlinearen Term in
den Verschiebungen vernachléssigbar sind. Damit kénnen wir also d® interpretieren als
die Anderungen von ® wenn eine infinitesimale Verriickung, dargestellt durch

dr' = é,dx + é,dy + é,dz,
vorgenommen wird. Man kann also schreiben

d® = 0,®dr + 0,Pdy + 0,Pdz

0, P dx
= 0@ |- | dy
0, dz
Vo - dF
‘6@’ |dr] cos a (2.23)

wobei der Winkel « in der letzten Zeile gerade dem Winkel zwischen den Vektoren Vo
und dF bezeichnet. Bei dem Ubergang zur letzten Zeile wurde also benutzt, dass das
Skalarprodukt zweier Vektoren sich als Produkt der Betridge multipliziert mit dem Cosinus
des eingeschlossenen Winkels berechnet. Die Anderung des Skalarfeldes ¢, d®, ist also
dann maximal, wenn der Winkel o = 0 ist, wir also eine Anderung des Ortsvektors dF
betrachten, die in Richtung des Vektors V& verliuft. Damit ist also der Vektor V& parallel
zum Vektor Grad ®. Ausserdem sind auch die Betridge identisch, denn fiir cosa = 1 gilt
ja

dd

jdrl

%’ — |Grad 9|

Damit ist also (Z22) bewiesen. Gleichzeitig konnen wir aber auch aus der dritten Zeile

von (Z2Z3)) den Beweis von [Z32) ablesen.

Als einfaches Beispiel fiir die Berechnung des Gradienten nach (222)) betrachten wir das
Skalarfeld aus ([2232). Der Gradient berechnet sich in diesem Fall

. 2x
Grad®=Vd = | 2y | =27.
2z

Der Gradient kann aber natiirlich in anderen Koordinaten als den kartesischen Koordina-
ten berechnet werden. Als Beispiel soll hier der Gradient in Zylinderkoordinaten und in
Kugelkoordinaten (auch Polarkoordinaten genannt) angegeben werden.

In Zylinderkoodinaten stellt sich der Gradient dar in der Form

VO = 0,6, + Oyéy+ 0.8, .
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Dabei sind die Vektoren ¢é,, é; und €, die Basisvektoren fiir die Zylinderkoordinaten, die
wir im Abschnitt 1.1 eingefiihrt haben. Die Operatoren in ([Z32) sind gegeben durch

oD
0, = Eh
109
0, = =
¢ p O
P
0. = . (2.24)

Im Fall der Kugelkoordinaten soll der Gradient dargestellt werden in der Form
VO = 0,6, + Opép + Oyé, .

Dabei sind O,, Oy und O, Ausdriicke, die wir im folgenden bestimmen werden. Die
Einheitsvektoren fiir die Kugelkoordinaten sind gegeben durch

sin 6 cos ¢ cos 6 cos —sin g
é, = | sinflsing |, éy= | cosfising |, é,= cos
cos —sind 0

Zunéchst bestimmen wir die Differenzialform fiir den Ortsvektor di (vergleiche dazu
[Z32), hier angewandt auf die Komponenten des Vektors 7)
or or or
dr' = —dr+ —df + —d
T A P
= &, dr+répdf +rsinbé, . (2.25)

Das vollstandige Differenzial fiir @, hier als Funktion der Kugelkoordinaten, schreibt sich

0P 0P 0P

— V- dF
= (O,é, + Opég + Oy é,) - (é,dr + régdf + rsinbe,)
= O,dr + Oyrdfd + O, rsinfdyp . (2.26)

Dabei haben wir in der zweiten Zeile die Eigenschaft ([2232) ausgenutzt und in den fol-
genden Zeilen die Schreibweisen in (Z32) und ZZH). Aus dem Koeffizientenvergleich
der letzten mit der ersten Zeile in (Z26) werden die in ([Z32) gesuchten Koeffizienten
bestimmt zu

_0d _1e 1 0%

oo T T rsinfog

O,

Damit konnen wir nun den folgenden Integralsatz formulieren:

Kann man ein Vektorfeld A als Gradienten eines Skalarfeldes ® schreiben

A=V,
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so ist das Wegintegral iiber dieses Vektorfeld unabhéngig vom aktuellen Weg und l&asst
sich berechnen zu

/ A dr = a(7) — (7).

T1

Der Beweis dieses Satzes ist nach den geleisteten Vorarbeiten sehr einfach. Nach (32
gilt ndmlich

/A‘(f‘)df: / Vo - dF
= /d(b = B(7) — (7).

Als Anwendung dieses Integralsatzes verifizieren wir, dass das Vektorfeld aus (Z3Jl) dem
Gradienten des Skalarfeldes
d = axy

entspricht. Damit ist das entsprechende Wegintegral (Z31]) unabhéngig vom gewéhlten
Weg und berechnet sich zu

.
/ A(F)dr = ®(7) — (1) =ax0x1—ax1x0=0,

was wir ja auch in (ZZ20) und ZZI) auf etwas miithsamerer Art gefunden haben.

2.3.3 Konservative Kraftfelder

Mit diesen mathematischen Hilfsmitteln kehren wir nun wieder zu den physikalischen The-
men zuriick und definieren ein Konservatives Kraftfeld. Ein Kraftfeld soll konservativ
heissen, wenn es sich aus einem Skalarfeld, dem Potenzial V() berechnen lasst gemiss

F=—VV().
Fiir ein solches konservatives Kraftfeld gilt insbesondere:

1. Die Arbeit, die von einem konservativen Kraftfeld an einem Massenpunkt geleistet
wird, wenn dieser sich von 774 nach 7z bewegt ist unabhéngig vom Weg und gegeben
durch

AW =V (ry) = V(rp) .

2. Bei der Bewegung eines Massenpunktes der Masse m in einem konservativen Kraft-
feld bleibt die Summe aus der potenziellen Energie, das ist der Wert des Potenzials
an dem Ort, an dem sich der Massenpunkt befindet, und seiner kinetischen Energie

1
T = —mv?
5V,
wobei v die aktuelle Geschwindigkeit bezeichnet, erhalten. Wegen dieser Energier-
haltung heisst eben dieses Kraftfeld auch konservativ.
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Der Punkt 1 ldsst sich mit (232) leicht beweisen durch

AW = / Fdr
A

= - vV dP
A
= —[V(F5) = V(F4)] . (2.27)

Zum Beweis des Punktes 2 nehmen wir an, dass sich der Massenpunkt entlang eines
bestimmten Weges 7(t) bewegt und berechnen die zeitliche Anderung der potenziellen
Energie zu

AV Vde Vdy oV
dt — Oxdt  Oydt 0Oz dt
= VV§ = -F7. (2.28)
Andererseits berechnet sich die zeitliche Anderung der kinetischen Energie

ar 1 d

_ 2 2 2
E = 5771% [Um—i—vy—i—vz}
1 dv dv dv
= —m |2v,— + 20, —2 + 2u,—
" [Fe gy T T
d_» —
- md—:z_f - Fy, (2.29)

wobei wir in der letzten Zeile die Newtonsche Bewegungsgleichung eingesetzt haben. Ad-
diert man die Ergebnisse von ([Z28) und [Z29), so ergibt sich
d

—[T+V]=
dt[+] 0

was wir ja beweisen wollten.

Als ein Beispiel fiir ein konservatives Kraftfeld wollen wir die Gravitationskraft auf der
Erdoberfliche anfithren. Unser Koordinatensystem sei so orientiert, dass die z-Achse senk-
recht zur Erdoberfliche nach oben weist, und ein Potenzial definiert durch

V=mgz

wobei m die angezogene Masse sein soll und ¢ fiir die Beschleunigung der Erdanziehung
steht. Mit dem Gradient Operator in kartesischen Koordinaten aus (2222)) ergibt sich fiir
die Kraft

F=-VV=-mge,
was ja der Erdanziehung entspricht.
Zur Verdeutlichung der Energierhaltung bei der Bewegung in diesem Kraftfeld nehmen
wir an, dass bei dem Start der Bewegung die Masse m sich in Ruhe auf einer Hohe h

oberhalb der Erdoberfliche befindet. Am Ende der Bewegung féllt der Massenpunkt m
mit der Geschwindigkeit v bei z = 0. Es gilt also

1
T+V:0+mgh:§mvz+m90
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Daraus ergibt sich fiir die Endgeschwindigkeit

v=1/2gh.
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2.4 Fall, Wurf und Federkrifte

Sie haben jetzt die Begriffe Arbeit, potentielle und kinetische Energie, sowie die Ener-
gieerhaltung kennengelernt. Wir wollen nun einige Versuche zum Thema Fall und Wurf
durchfiihren. Hiermit soll der Umgang mit der Newtonschen Bewegungsgleichung und mit
den oben genannten Begriffen vertiefen werden.

2.4.1 Fall und Wurf

Betrachten wir zunéchst die Energieerhaltung beim Fall einer Stahlkugel aus einer
Hohe h auf eine Stahlplatte oder eine Aluminiumunterlage (s. Abb. ZJ).

a) Stahlplatte und
b) Aluminium-
Blech

Abbildung 2.9: Eine Stahlkugel fallt auf eine Stahlplatte oder ein Aluminium-Blech (Zeich-
nung: Skript Ihringer)

Die potentielle Energie der Kugel in der Hohe h betrégt E,,; = mgh. Die Startgeschwin-
digkeit der Kugel ist 0, daher ist E,, gleich der Gesamtenergie E.

Beim Aufschlag ist E,, = 0, dafiir hat die Kugel eine kinetische Energie Ej;, = %mvguf.
Den Wert der Aufschlagsgeschwindigkeit v,, s konnen wir unter Benutzung der Energieer-
haltung sofort angeben, da wihrend des gesamten Falls F' = E,,; + Ej;, = const. = mgh
gilt. Wir haben damit beim Aufschlag beim Aufschlag: ' = %mvfm s = mgh, woraus sofort

Vaus = V/2gh folgt. Interessant ist nun, was nach dem Aufschlag passiert:

e Beim Fall auf die Stahlplatte springt die Kugel nahezu wieder auf die Anfangshohe h
zuriick; die kinetische Energie kurz nach dem Aufschlag ist also nahezu zu grof§ wie
kurz vorher; lediglich die Richtung bzw. der Impuls der Kugel hat sich umgekehrt.
Man spricht in diesem Zusammenhang auch davon, dass die Kugel einen elastischen
StofS mit der Stahlplatte gemacht hat.

e Beim Fall auf die Aluminiumplatte bleibt die Kugel einfach liegen. Offensichtlich ist
die Energie E der Kugel in der Platte geblieben (Tatsdchlich wurde die Platte beim
Aufschlag verformt und schliefllich etwas erwérmt). Wir sprechen hier von einem
vollkommen inelastischen Stoss.

Im néchsten Versuch wollen wir nun die Fallgesetze nutzen, um herauszufinden, von wel-
chen Hohen wir eine Serie von N Massen fallen lassen miissen, so dass sie in zeitgleichen
Intervallen am Boden aufschlagen (s. Abb. ZZT0).
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Die n-te Masse befinde sich auf der Hohe z,. Diese Masse benttigt nun nach den New-

2Zn

tonschen Bewegungsgleichungen eine Zeit At, = oF, um am Boden aufzuschlagen.

Wir wollen, dass die Kugeln dies in gleichen Zeitabstanden auftreffen, d. h. wir verlangen
At,, = n - At,. Einsetzen liefert:

2

g.\/g:n. A (2.30)

Q| N

oder 2, = n%z;,. Das Verhiiltnis 2, /z; muss also quadratisch anwachsen. Wir demonstrieren
den Effekt dadurch, dass wir ein Seil von der Decke fallen lassen, an dem in diesem
Abstandsverhéltnis Stahlmuttern angebracht sind. Man hort die Aufschléage in zeitgleichen
Absténden.

Die Energie der n-ten Kugel war beim Start £ = E,,; = mgz, = mgn®z;, wichst also
quadratisch mit n.

Beim Aufschlag gilt: v, = /292, = n - /2g2;. Die Aufschlagsgeschwindigkeit nimmt also
proportional zu n zu.

/ / Abbildung 2.10: N fallende Massen

Im néchsten Versuch vergleichen wir den freien Fall und den waagrechten Wurf zweier
Kugeln (s. Abb. EZTI0). Kugel 1 wird aus einer Hohe A = 1,5 m fallengelassen. Zeitgleich
wird Kugel 2 aus einer Abschussvorrichtung mit einer Startgeschwindigkeit v, = 5=
waagrecht abgeschossen.

Man hort beide Kugeln zeitgleich aufschlagen, obwohl Kugel 2 einen weiteren Weg zuriick-
gelegt hat. Wir wollen die Bewegung beider Kugeln nun quantitativ nachvollziehen:

e Kugel 1 fallt senkrecht herunter, wobei gilt: z(t) = h — %gt? Die Fallzeit betragt
At = \/2h/g, was fiir h = 1,5 m einen Wert von ca. 0,55 s ergibt.
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h=1,5m ... Kugel 2 mit
............. Anfangs-
Senkrecht geschwindigkeit
fallende ’

v (t=0) =5 m/s
Kugel 1
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Abbildung 2.11: Senkrechter Fall wund
waagrechter Wurf

e Kugel 2 wird in z-Richtung mit der Gewichtskraft —mg beschleunigt und féllt ge-
nauso wie Kugel 1: z(t) = h — gt Fallzeit At = \/2h/g.

Die Bewegung in x-Richtung ist (nach dem Abschuss) unbeschleunigt mit v, (t) =
v.(t = 0). Man beachte, hierbei, dass sich insgesamt die Bewegungen in x- und
z-Richtung iiberlagern. Die resultierende Bahnkurve der Kugel 2 kénnen wir wie
folgt bestimmen: Fiir die Bewegung in x-Richtung gilt: z(¢) = v,(t = 0) - t. Nach ¢
aufgelost und in z(t) eingesetzt ergibt dies:

) = h— 1 <_

2

(0))2 —h— 242 (2.31)

Wie haben also eine parabelférmige Bahnkurve.

Wir geben auch noch die Energien und Geschwindigkeiten der beiden Kugeln fiir ¢t = 0

und beim Aufschlag an:

o Kugel 1 hat beim Start E,,, = mgh, Ey, = 0 und daher eine Gesamtenergie
E = E,,. Die Geschwindigkeit beim Aufschlag ist v = v, = \/2gh, was fiir h = 1.5

m einen Wert von 5.4 m/s ergibt.

e Kugel 2 hat beim Start E,,; = mgh, Ej, = 2mv2(0) und daher eine Gesamtenergie

2

1
E = E, + Epin = mgh + —mvi(O) (2.32)

2

Beim Aufschlag ist Eyp = 0 und Eyy;, = mgh + smo? = gm(v2 +v2) = 3m(v2(0) +

2

2gh). Die Geschwindigkeit der Kugel betragt beim Aufschlag also v = /v2(0) 4 2gh

(~ 7.4 m/s)

Im néchsten Versuch wollen wir die Bahnkurve untersuchen, die sich beim schrigen
Waurf ergibt, d. h. wenn ein Massenpunkt mit einer Anfangsgeschwindigkeit v, unter
einem Winkel ¢ (wie in Abb. gezeichnet) geworfen wird. An Stelle eines einzel-
nen Massenpunktes betrachten wir allerdings einen Wasserstahl, der die entsprechende

Bahnkurve kontinuierlich darstellt.
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0

> X

WasserStrahl Abbildung 2.12: An einem Wasserstrahl

wird die Parabelform fiir unterschiedliche
Richtungen des ”Wurfs” gezeigt

Zunéchst gilt fiir die Anfangsgeschwindigkeit:

. Vg Ug * COS P
v 0)=| v, | = 0 (2.33)
v, Vg - Sin
Die Bewegungsgleichung ist: F = —mg = ma, woraus folgt:
a, =0
ay, =0 (2.34)
a, = —g
Hieraus ergibt sich:
x(t) Vg - cosp -t
y(t) | = 0 (2.35)
2(t) vo - sing - t — gt

Wir 16sen z(t) nach ¢ auf und setzen in z(t) ein:

T 1 22 g )

g o ptang— — T 2.36
Uy COS (P 2gvgcoszap Loy 2U§COS2QDI (2.36)

z=v-siny

Wir haben auch hier eine ”Wurfparabel” vorliegen, die wir nun noch etwas genauer
analysieren wollen:

In Abb. ist zunédchst die Wurfparabel fiir den waagrechten Wurf, d. h fiir ¢ = 0 ge-
zeigt. Wir messen diese Parabel dadurch aus, dass wir eine Reihe von Stédben entlang der
x-Achse anbringen (s. Abb. (links)). In Abb. (rechts) ist einer dieser Stébe an der
Position xq gezeichnet. Die z-Koordinate des Wasserstrahls hat hier den Wert —gx3 /202,
die Linge des Stabes also den Wert gz2/2v2. Man beachte auflerdem, dass man bei vor-
gegebenen Stiiben, die in Abstéinden x,, angebracht sind und die Linge L,, = az? haben,
die "richtige” Parabel dadurch einstellen kann, dass man die Anfangsgeschwindigkeit v
so wiihlt, dass a = ¢/2v8 gilt.
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Z A Z A
Xo
0 > ¥ 0 > X
g
y2 0
Vo

Abbildung 2.13: FEin waagrecht austretender Wasserstrahl wird durch eine Reihe von
Stiben ausgemessen.

Zﬂ*

Abbildung 2.14: Der Wasserstrahl und die Messtibe aus Abb. [Z13 werden um den Winkel
@ gekippt.

Wir kippen nun den Wasserstrahl so, dass #y mit der x-Achse den Winkel j einschliefit.
Gleichzeitig kippen wir die Aufhdngungspunkte der Stdbe (d. h. die ehemalige x-Achse)
um den gleichen Winkel ¢ (s. Abb. ZZ14)).

Dabei bekommt der Authingungspunkt des Stabes bei xy die neuen Koordinaten x =
xocosp und z = xpsing. Der Wasserstrahl wird ganz allgemein durch die Gleichung
z(x) = rtanp — x? beschrieben. Wir setzen hier fiir z den Wert z( cos ¢ ein und

202 cos? ¢
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erhalten:

2(xg) = (xg cos p) tan p — (1 cosp)? = xpsin p — (2.37)

202 cos? ¢ 2033
Die Linge des Stabes war gz22v2. Der neue Aufhingungspunkt liegt bei z = zqsin ¢.
Vergleichen wir dies mit obigem Ausdruck fiir z(x), so sehen wir, dass das untere Ende des
Stabes wiederum die Wasserstrahlparabel beriihrt. Wir kénnen also mit unseren Stidben
die Wasserstrahlparabel fiir alle Winkel ¢ ausmessen. Genau dies ist in Abb. ELT4] gezeigt.

2.4.2 Vektoreigenschaften von Kraften

Wir betrachten dazu ein zunichst Stahlseil, das wie in AbbETH (links) gezeichnet zwi-
schen zwei Wénden eingespannt ist. In das Seil ist eine Feder eingebaut, die Zugkraft im
Seil misst. Hangt man nun in die Mitte des Seils eine Masse m, so wird das Seil wie in
Abb. (rechts) gezeigt um einen Winkel ¢ ausgelenkt.

Kraftmesser
(Feder)

} 0 . .

I

Seil

Abbildung 2.15: Stahlseil, an das eine Masse m gehdngt wird.

In den beiden Hélften des Seils wirken nun die Kriifte Fy; bzw. fsg, die wie in Abb.
(rechts) gezeigt parallel zu den Seilstiicken gerichtet sind. Aus Symmetriegriinden sind
die Betrige dieser Kréfte gleich; |Fy| = |Fgo| = Fs. Nur die Anteile Fj - sin ¢ wirken der
Gewichtskraft mg entgegen.

Wir haben also 2 - Fj - sin p = mg, oder Fy = mg/(2sinp).

Man beachte hierbei, dass Fy fiir ¢ — 0 ins Unendliche wéchst. Wollten wir also das

Seil wieder waagrecht spannen, wiirde dies nicht gelingen, sondern das Seil wiirde schlicht
irgendwann reiflen.

Eine quantitative Auswertung fiir verschiedene Massen m ist in Tab. EZT] angegeben.

Die Abb. 2T zeigt die Funktion 1/(2sin ¢), die das Verhéltnis Fs/mg angibt. Fiir ¢ = 90°
ist die Funktion gleich 1/2; jede Seilhélfte kompensiert mg/2. Fiir einen Winkel von 30°
ist 1/(2sin¢) gleich 1, fiir 5° bereits 5.7.

In einem zweiten Versuch betrachten wir die Krafte, die eine Masse M auf der schiefen
Ebene erfihrt. Die Ebene ist um den Winkel ¢ geneigt (s. Abb. EZT7). Auf M wirkt in - z-
Richtung die Gewichtskraft Mg. Die Kraftkomponente senkrecht zur Ebene ist M -g-cos ¢,
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‘ m [kg] ‘ z [cm] ‘ Fi/g [kg] ‘ singp ~ @~ z/L ‘ mL/z [kg] ‘

1 6.5 7.5 0.13 7.5
2 9.5 9.5 0.20 10.2
b} 16 16 0.33 16.25

Tabelle 2.1: Verschiedene Massen m am Stahlseil der Abb. [ZIA. Die Linge des Seils ist
2L =975 ¢cm. Die Auslenkung aus der Horizontalen ist z; entsprechend sinyp ~ ¢ ~ z/L

1000

1/(2sinj)

100+

104

) " 40
117 Abbildung 2.16: Funktion 1/(2sin¢) fir
Winkel zwischen 0° und 90°

die Komponente parallel zur Ebene ist M - g - sin ¢ (Hangabtriebskraft). Die Masse M ist
mit einer zweiten Masse m iiber eine Umlenkrolle verbunden. Durch diese Masse wirkt
eine Kraft m - g auf M, die der Tangentialkomponente M - g - sin ¢ entgegengerichtet

ist. Man findet nun, dass fiir das Verhéltnis % = % Kréftegleichgewicht herrscht, wenn

@ = 30° ist, d. h. fiir sinp = %

Masse m

m g sin @

mg

Engcoscp

Abbildung 2.17: Masse M auf der schiefen Ebene. (aus Skript Ihringer)

Es sei hier angemerkt, dass die Kraftkomponente M - g - cos ¢ durch die ”Zwangskraft”
kompensiert wird, die M auf der Auflage, d. h. der schiefen Ebene hélt.
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2.4.3 Federkrifte; Hooksches Gesetz

Wir hatten Federn bzw. Federkriifte ja bereits bei der Einfiithrung der schweren Masse
kurz kennengelernt. Hier hatten wir gesehen, dass eine Feder, die durch die Gewichtskraft
mg belastet war, um eine Stecke Az gedehnt wurde, die proportional zur angehéingten
Masse m war.

Wir kénnen die Federkraft nun etwas genauer fassen:

FFeder =C-Az (238)

Dies ist das Hooke’sche Gesetz. Die Kraft, die eine Feder auf einen Massenpunkt ausiibt,
wéchst proportional zur Dehnung der Feder. Die ” Proportionalitdtskonstante C ist die
Federkonstante”.

g

Abbildung 2.18: Zum Hookeschen Gesetz

Im Kriftegleichgewicht gilt also: mg = C' - Az
Parallel- und Reihenschaltungen von Federn

Wenn wir an eine Masse m zwei gleiche Federn parallel héngen, beobachten wir, dass die
Auslenkung Az lediglich halb so grof} ist wie im Fall einer Feder gleicher Federkonstan-
te. Wenn wir dagegen die zwei Federn hintereinander héngen, dann verdoppelt sich die

Auslenkung (Abb. ZZT9).

Wir kénnen auch sagen, dass die beiden parallelen Feder sich wie eine Feder verhalten, die
die doppelte Federkonstante 2C' hat. Die Reihenanordnung der beiden Federn entspricht
ganz analog einer Feder mit der halben Federkonstanten %

Im Fall der parallel geschalteten Federn gilt: Freder.1 + Freder2 = mg, d. h. CAx + CAx =
mg bzw. 2CAx = mg .
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mg

Abbildung 2.19: Parallel- und Reihenschaltungen von Federn gleicher Federkonstante C'.
Von links nach rechts: unbelastete Feder; eine Feder mit Masse m belastet; 2 parallele
Federn mit Masse m belastet; zwei Federn in Reithe mit mit Masse m belastet.

mg

Hi folgt: Az = —=
ieraus folg z 50

Wir konnen dies auch sofort auf N Federn mit unterschiedlichen Federkonstanten C}
(k=1,...,N) verallgemeinern:

N N
mg = Z CrAz oder Az =mg/ (Z Ck> (2.39)
k=1

k=1

Bei parallelgeschalteten Federn summieren sich also die Federkonstanten der
einzelnen Federn.

Im Fall der Reihenschaltung greift an jeder der beiden Federn die Kraft mg an (gilt auch
allgemein bei N Federn). Jede der Federn wird also geméfl dem Hookeschen Gesetz um
Az = mg/Cy ausgelenkt. Die Gesamtauslenkung betréigt

N N
Az = Z Az, =mg Z % (2.40)
k=1 k=1

Die Federkonstanten sind also bei Reihenschaltungen reziprok zu addieren. Bei
zwei Federn mit gleichen Federkonstanten C' ergibt dies

1 1 2
st5=5 (2.41)
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Wir wollen zum Abschluss noch die Energie einer Feder mit der Federkonstanten C
berechnen. Wenn wir die Feder um die infinitesimale Lénge dz auslenken, verrichten wir
die Arbeit F(z) - dz. Bei Auslenkung von 0 auf Az betréigt die gesamte Arbeit:

Az Az

VV:/D-alz/C’z-alz:C'%z2
0

0

Az C

- E(Az)? (2.42)

Diese Arbeit ist (bei Vernachldssigung von Reibungseffekten) als innere Energie in Feder
gespeichert. Die Energie der Feder betragt damit

C

Eoor = §(Az)2 (2.43)

wiachst also quadratisch mit der Auslenkung Az.
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2.5 Federpendel, mathematisches Pendel und Uhren

2.5.1 Das Federpendel

Wir haben im letzten Abschnitt Federn betrachtet, die statisch an unterschiedlichen Fe-
deranordnungen hingen. In diesem Abschnitt wollen wir einen Schritt weitergehen und
untersuchen, auf welche Weise sich diese Masse m bewegt, wenn sie aus ihrer Ruhelage
ausgelenkt und dann losgelassen wird.

Wir beobachten, dass die Masse symmetrisch um diese Ruhelage zy auf und ab schwingt (s.
Abb. (links)), wobei sie nach einiger Zeit wieder zur Ruhe kommt. Die Auslenkung
aus der Ruhelage sei anfinglich +Az(0). Tragen wir die z - Koordinate der Masse als
Funktion der Zeit auf, so ergibt sich qualitativ die in Abb. (rechts)) gezeigte Kurve.

Z,+Az(0)7

AU LA e
| T

Z(t)

Abbildung 2.20: An einer Feder schwingende Masse m: (links) Schemazeichung; (rechts)
Position z(t) der Masse als Funktion der Zeit t.

Wir wollen nun die Beobachtungen auf der Basis der Newtonschen Gleichungen grobﬁ
analysieren.

Wir stellen zunéchst die Bewegungsgleichung auf, wobei wir den Einfluss von Reibung
vernachldssigen.

Zunéchst wurde die unbelastete Feder (z-Koordinate des Aufhédngepunkts der unbelaste-
ten Feder: z = 0) durch Anhéingen der Masse m gemifl dem Hookeschen Gesetz gedehnt,
bis die Ruhelage zy erreicht wurde. Diese Ruhelage bestimmt sich aus dem Kréftegleichge-
wicht mg = C'zy. Lenken wir die Feder um eine Distanz —Az nach unten aus, so vergrifiert
sich die Federkraft auf C'(zp + Az). Die Summe aus Gewichtskraft und Federkraft wirkt
also in Richtung +z. Lenken wir umgekehrt die Masse um Az nach oben, so verringert
sich die Federkraft auf C'(zyp — Az). Die Summe aus Gewichtskraft mg und Federkraft
wirkt in Richtung —z.

3Eine genaue theoretische Beschreibung finden Sie in den Theorie-Abschnitten bis 220
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Generell erhalten wir:

mzZ = Freqer — mg = —C -z —mg (2.44)

Wenn die Masse m ruht, ist Z = 0 und wir erhalten die Ruhelage z; aus 0 = —C'zy — mg.

Wir konnen nun mg aus Gleichung EZ44] unter Benutzung von mg = —C.0 eliminieren
und erhaltentl:

mz=—C-(z— z) (2.45)

Unterstellen wir, dass das Pendel auf Grund von Reibungseffekten - die wir in Gleichung
P23 vernachléssigt haben - wieder zur Ruhe kommt, dann legt die beobachtete Bewegung
der Masse m nahe, einen

Ansatz 1: z(t) = zo + Az - coswt (2.46)
zu versuchen. Setzen wir dies in Gleichung 240 ein, so erhalten wir mit 2 = —Az-w sin wt,
F=—Az-w?

—m- Az w? - coswt = —C - Az - coswt (2.47)

Wir kiirzen Az - coswt und erhalten:

w? = ¢ oder w =1/ ¢ (2.48)
m m

Offensichtlich hat also w einen ganz bestimmten, durch C' und m bestimmten Wert, die
”Eigenfrequenz” des Pendels.

Hétten wir einen Ansatz 2: z(t) = zg + Az - sinwt gewéhlt, so hitte auch dieser die Be-
wegungsgeleichung Gleichung P248 gelost, wobei wir wiederum w = \/g erhalten hétten.

Ebenso héitten wir einen Ansatz 3: z(t) = z¢ + Az - sinwt + 22 - coswt oder einen
Ansatz 4: z(t) = zo + Az; - sin(wt + ¢) machen kénnen. Es stellt sich also die Frage,
wie viele Ansiitze Gleichung 223 16sen.

Es zeigt sich (Néheres siehe Abschnitt 26):

Eine "lineare Differentialgleichung zweiter Ordnung” wie die Gleichung Gleichung
besitzt genau zwei unabhéngige Losungen, z. B. Ansatz 1 und Ansatz 2. Die allgemeine
Losung ist eine Linearkombination aus diesen beiden Losungen, etwa in der Form des
Ansatzes 3. Der Ansatz 4 lésst sich in diese Linearkombination umrechnen.

Die Linearkombination des Ansatzes 3 enthilt zwell noch nicht niher bestimmte Para-
meter Az; und Az,. Diese konnen wir durch Anfangsbedingungen fiir z(¢ = 0) und fiir
Z(t = 0) festlegen.

Es sei beispielsweise ¢ = 0 am oberen Umkehrpunkt. Wir haben dann: z(t = 0) = 2o +
Az(0) und z(t =0) = 0.

Ansatz 3 liefert: z(t = 0) = 2y + Az, sowie z(f = 0) = wAz.
Wegen z(t = 0) = 0 ist Az; = 0 und wegen z(t = 0) = 2 + Az(0) ist Azy = Az(0).

Im Experiment iiberpriifen wir einige Eigenschaften des Federpendels:

4Es liegt an dieser Stelle nahe, den Koordinatenursprung nach %, zu verlegen. Wir wollen hier aber
darauf verzichten.
5Die Ruhelage %, ist kein freier Parameter, sondern durch z, = —mg/C gegeben.
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1. Die Unabhingigkeit der Schwingungsdauerdauer T bzw der Kreisfrequenz w = 2%
von der Amplitude

2. Die Wirkung unterschiedlicher Federkonstanten; Uberpriifung w o v/C

3. Der Einfluss unterschiedlicher Massen; Uberpriifung w o \/%

Zum Abschluss dieses Abschnittes iiber die ungeddmpfte Schwingung eines Federpendels
wollen wir einige Betrachtungen zur Energie des Pendels anstellen.

Abb. EZT] stellt zunéchst die Energie mgz+%022 des Federpendels graphisch dar (genauer

2
gesagt die normierte Energie jgﬁz‘ = |Z—ZO‘ +% (%) .) Die Energie wichst quadratisch vom
Minimum bei zg = —mg/C (bzw. z/|zp| = —1) aus an. Genau in diesem Minimum ist die

Ruhelage der belasteten Feder. Wenn die Masse schwingt, wichst die Energie symmetrisch
um 2y herum an; man erkennt sofort, dass die Schwingung symmetrisch um zy sein wird.

2

()] /

é II(

Zl|z)
2|z |+@zfr2
5 4 3 2 10 1 2 32z
2

Abbildung 2.21: Normierte Energie mEgp\Zﬂ - \z_zo| + % (%) eines mit einer Masse m bela-

steten Federpendels zusammen mit den beiden Summanden z/|z| und (z/29)*/2.

Betrachten wir nun "zu Fufl” die Energien, die auftreten, wenn wir die Masse m an die
ungelastete Feder héngen und dann loslassen:

e Zunéchst miissen wir die Masse m eine gewisse Hohe h (von Tisch bis zum Aufhénge-
punkt z = 0 hochheben, was die potentielle Energie der Masse erhoht.

e Wir hiingen jetzt die Masse an die Feder und lassen sie los. Die Masse ”fallt” dann
iiber die Ruhelage z; hinaus bis zum unteren Umkehrpunkt zy — Az. Hierbei wird
verliert die Masse die potentielle Energid] —mg(zo — Az) und spannt dabei die

6Man beachte, dass z, — Az eine negative Zahl ist.



60 KAPITEL 2. DYNAMIK EINES MASSENPUNKTES

Feder, deren Energie um 1C'- (2 — Az)? anwéichst. Am unteren Umkehrpunkt ist die
kinetische Energie der Masse gleich null, so dass gilt:

—mg(zo — Az) = %C’ (20 — Az)? (2.49)

mg

oder zg — Az = —2- o, was gerade 2z ist.

e Die Masse schwingt dann zuriick. Bei z = z; ist die Energie der Feder %ng, und
der Verlust an potentieller Energie im Gravitationsfeld gegeniiber z = 0 betragt
—mgzy. Die Differenz —mgzo — %ng tritt jetzt als kinetische Energie der Masse m
auf. Mit zg = —myg/C erhalten wir Ey, = %ng. FEiin ist bei z = 0 also genauso
grof} wie die in der Feder gespeicherte Energie.

2.6 Allgemeine Losung der Bewegungsgleichung

Die Bewegungsgleichung fiir den Harmonischen Oszillator

d*z(t)
dt?

wra(t) =0,

ist ein Beispiel fiir eine Differenzialgleichung, bei der eine Funktion z(t) gesucht wird,
die eben genau diese leichung erfiillt. Zur Klassifikation von verschiedenen Typen von
Differenzialgleichungen fiithren wir die folgenden Definitionen ein:

e Eine Differenzialgleichung fiir eine gesuchte Funktion f(t) heisst Differenzialglei-
chung n-ter Ordnung, wenn in dieser Gleichung Ableitungen der Funktion f nach
der Variablen t bis zur Ordnung n vorkommen. In unserem Beispiel (8) treten Ab-
leitung der Funktion x nach der Zeit in nullter (das ist einfach die Funktion x(t)
selbst) und zweiter Ordnung auf, es handelt sich also um einen Differenzialgleichung
zweiter Ordnung nach der Zeit.

e Eine Differenzialgleichung heisst linear genau dann, wenn in jedem Term (Sum-
mand) die gesuchte Funktion oder eine ihre Ableitung linear auftritt. Eine Gleichung

vom Typ
df
o VIit)=0

wére also ein Beispiel fiir eine nicht lineare Differenzialgleichung, da die gesuchte
Funktion in einer Wurzel auftritt.

e Eine Differenzialgleichung heisst homogen, wenn alle Terme in dieser Differenzial-
gleichung die gesuchte Funktion oder eine ihrer Ableitungen enthélt. Ein Beispiel
fiir eine nicht lineare Differenzialgleichung ist durch

df
— =
dt

gegeben. Haufig schreibt man alle Terme, die f und ihre Ableitungen enthalten auf

die eine Seite der Gleichung und die {ibrigen, die f nicht enthalten, die sogenannten
Inhomogenitéiten, auf die andere Seite.
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Nach diesen Kriterien ist das Beispiel (20) also eine lineare, homogene Differenzialglei-
chung zweiter Ordnung. Eine etwas allgemeinere Schreibweise fiir eine solche lineare, ho-
mogene Differenzialgleichung zweiter Ordnung ergibt sich durch

’f(t)  df(t)
a2 T

+Bf(t)=0.

Nehmen wir nun an, dass wir bereits 2 Losungen fi(t) und fy(¢) fiir diese Gleichung
gefunden haben. (Wir werden spéter sehen, dass es fiir eine solche Differenzialgleichung
zweiter Ordnung stets 2 voneinander unabhéingige Losungen gibt.) In diesem Fall ist auch
die Linearkombination

f(t)=Afi(t) + B fa(t),

mit zwei Konstante A und B, die nicht von der Zeit ¢ abhéngen, eine Losung der Diffe-
renzialgleichung ([Z8). Zum Beweis dieser Behauptung berechnen wir die erste und zweite
Ableitung von f nach der Zeit:

afit) _ ,dh®) d fo(t)

@ - Ta TP (2:50)
cft) A d*fo(t)

S = AT+ B (2.51)

Multipliziert man nun die Gleichung (ZA0) mit «, Gleichung (26]) mit # und addiert diese
beiden Gleichungen zu (Z21), so ergibt sich

cft)  df)

o oo T Af() =
d? f1(1) d? f(t) d f1(t) d f>(t)
A o +B T +a[A o +B o }
+B[A fi(t) + B fa(t)]
B ’fi(t) | dfi(t) d’fo(t) | d folt)
= A P + o +f1(t)]+B{ 0 + 7 +f2(t)}
= A0+B0=0, (2.52)

was bedeutet, dass die auch die in (ZH) definierte Funktion f(Z) eine Losung der Glei-
chung (Z6) ist. (Bei dem Ubergang zur letzten Zeile in (ZZ52) wurde ausgenutzt, dass die
Funktion f; Losungen der Gleichung (Z8) sind).

Dieses Ergebnis ldsst sich natiirlich sofort erweitern auf lineare homogene Differenzialglei-
chungen einer beliebigen Ordnung n.

Dieses allgemeine Ergebnis, dass die Uberlagerung von Losungen homogener linearer Dif-
ferenzialgleichungen, wiederum eine Losung dieser Gleichung liefern, wollen wir nun auf
das Beispiel der Bewegungsgleichung (8) anwenden. Wir wissen oder kénnen uns leicht
davon iiberzeugen, dass die Funktionen

x1(t) = sin(wt) undzs(t) = cos(wt)

Losungen fiir die Bewegungsgleichung des Harmonischen Oszillators sind. Damit ist aber
auch
z(t) = A sin(wt) + B cos(wt) ,
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eine Losung. Da es fiir Differenzialgleichung der Ordnung n = 2 genau 2 unabéngige
Losung gibt, ist dies die allgemeine Form der Losung. Zur Bestimmung der “richtigen”
Losung, denn nur eine eindeutige Losung konnen wir zur Beschreibung zulassen, miissen
wir noch die Konstanten A und B bestimmen. Es reicht also nicht aus, die Bewegungs-
gleichung fiir ein Problem zu formulieren, wir miissen auch noch 2 Zusatzinformationen
liefern, damit die Losung eindeutig ist. Diese Zusatzinformationen kénnen wir z.B. durch
2 Aussagen iiber den Zustand des Systems zur Zeit ¢ = 0 machen, etwa in der Form, dass
das Teilchen zur Zeit ¢t = 0 sich an der Stelle xy befindet mit einer Geschwindigkeit von

null: p
x
z(0) = o und %(t =0)=0

Leiten wir (8) nach der Zeit ab und fordern diese Startbedingung

dx

= = Aw cos(wt) — Bw sin(wt)

= Aw =0, (2.53)
0
t=

so ergibt sich daraus sofort A = 0. Setzen wir dieses Ergebnis in (0) ein und berechnen
x(t = 0), so erhalten wir
xg = Bcos(w0) = B

womit also die beiden Unbekannten A und B in (28) durch die Startbedingungen (20
festgelegt worden sind.

An diesem Beispiel sollte demonstriert werden wie man allgemein an die Bestimmung der
gesuchten Koordinatenfunktion x(t) fiir die Bewegung eines Teilchens herangehen sollte
in den folgenden Schritten:

e Stelle die Bewegungsgleichung fiir die gesuchte Funktion x(¢) auf. Dies ist eine Dif-
ferenzialgleichung zweiter Ordnung in der Zeit. Handelt es sich um eine Bewegung
in 3 Raumrichtungen gibt es ein System von 3 gekoppelten Differenzialgleichungen
fiir die Koordinaten z(t), y(t) und z(t).

e Finde Losungen dieser Differenzialgleichungen: Dabei existieren stets 2 voneinander
unabhéngige Losungen.

e Zur Bestimmung einer eindeutigen Losung, miissen noch 2 zusétzliche Informationen
geliefert werden. Dies sind z.B. die Startbedingungen, also etwa der Ort und die
Geschwindigkeit des Teilchens zur Zeit ¢ = 0.

e Sind die Bewegungsgleichungen homogen und linear, so kann die allgemeine Losung
in Form einer Linearkombination vom Typ (Z@) angesetzt werden und die Unbe-
kannten aus den Anfangsbedingungen bestimmt werden.

Aus diesen Uberlegungen ergibt sich auch, dass die Bewegung eines Teilchens eindeutig
fiir alle Zeien bestimmt ist, wenn die Bewegungsgleichungen bekannt sind und Ort und
Geschwindigkeit zu einem Zeitpunkt vorgegeben sind. Man bezeichnet diese Angabe von
Ort und Geschwindigkeit auch als Postion des Teilchens im Phasenraum, der durch
Orts- und Geschwindigkeitskoordinaten aufgespannt ist.
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2.6.1 Mathematisches Pendel, Uhren und andere schwingende
Systeme

Neben dem Federpendel existieren eine Vielzahl weiterer schwingender Systeme wie etwa
das in Abb. skizzierte mathematische Pendel, das um die Ruhelage ¢ = 0 schwingt.

mg sin®
'mg

Abbildung 2.22: Mathematisches Pendel

Falls ¢ klein genug ist, so dass siny =~ ¢ ist die Schwingung harmonisch, mit einer
Frequenz w = /g/l (Details: siche Abschnitt EZ6.2). Bei bekannter Linge [ lisst sich aus
der Schwingungsdauer T" = 27 /w gut die Konstante g bestimmen. Umgekehrt kann die
Lange [ - etwa durch Verschieben der Masse m so eingestellt werden, dass die Periode T'
einen ganz bestimmten Wert - beispielsweise 1 s hat.

Dies wird bei der Pendeluhr ausgenutzt. Abb. zeigt das Prinzip.

Pendelscheibe
HGewicht
— Y Abbildung 2.23: Prinzip der Pendeluhr
(aus: ”Wie funktioniert das? Bibliographi-
Y sches Institut, Mannheim, 1963; Uberlas-

sung durch Hrn. Henne).

An der Welle greift ein Gewicht an, so dass das Zahnrad sich drehen miisste. Die Drehbe-
wegung wird jedoch durch den Anker blockiert. Wiirde dieser sich periodisch heben und
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senken, so wiirde sich das Zahnrad in jeder Periode um einen Zahn weiterdrehen und {iber
weitere Zahnrider die Uhrzeiger antreiben. Diese periodische Bewegung des Ankers wird
durch ein Pendel erreicht, das starr mit dem Anker verbunden ist. Hat das Pendel seinen
grofiten Ausschlag erreicht, gibt der Anker einen Zahn frei und sperrt dann wieder. Bei der
Freigabe des Zahns bekommt das Pendel gleichzeitig einen Stof}, was den Energieverlust
des Pendels durch Reibung kompensiert.

Abb. 24 zeigt, wie die Bewegung des treibenden Zahnrads auf die Zeiger iibertragen
wird. Das Minutenrad inkl. Minutenzeiger wird vom Triebwerk in einer Stunde um 360°
gedreht. Uber das Wechselrad und den Wechseltrieb wird dabei das Stundenrad und der
Stundenzeiger nur um 1/12 seines Umfangs weitergedreht.

Abb. zeigt das Prinzip der Taschenuhr. Hier sorgt ein an einer Spiralfeder angebrach-
tes oszillierendes Rad (die Unruh) fiir die periodische Bewegung. Auch das Triebrad wird
durch eine Spiralfeder (Aufzugsfeder) angetrieben.

Stundenrad
(24 Zshne)

Wechselrad
(30 Zdhne)

Wechseltrieb (6 Zdhne)

Minutenrad
(10 Zdhne)

Abbildung 2.24: Bewegung des Minuten- und Stundenzeigers (aus: " Wie funktioniert das?
Bibliographisches Institut, Mannheim, 1963; Uberlassung durch Hrn. Henne).

AMAMAAMAN

Abbildung 2.25: Antriebssystem einer Taschenuhr (aus: " Wie funktioniert das? Biblio-
graphisches Institut, Mannheim, 1963; Uberlassung durch Hrn. Henne).



2.6. ALLGEMEINE LOSUNG DER BEWEGUNGSGLEICHUNG 65

Im folgenden listen wir einige Daten zur (européischen) Geschichte der Uhr auf (aus:
http://hometown.aol.com/Reveille26/GeschUhr.html; hier sind noch wesentlich mehr Daten zu finden)

um 1000
Der Moénch Gerbert aus Aurillac / Frankreich, der spétere Papst Silvester 11, soll auf den
Gedanken gekommen sein, eine Rédderuhr zu bauen oder bauen zu lassen.

1240
Villard de Honnecourgt beschreibt ein Objekt, das spéter als die Hemmung einer mecha-
nischen Vorrichtung gedeutet wird.

1269
Der Begriff ”Uhrmacher” taucht erstmals in einem Dokument auf.

1345
Die Stunde wird spétestens ab diesem Jahr in 60 Minuten, und diese in 60 Sekunden
eingeteilt.

1410

In Montpellier wird der Turmwéchter wegen wiederholter Trunkenheit seines Amtes ent-
hoben und durch eine Uhr mit Schlagwerk ersetzt. Damit wird zum ersten Mal der Ersatz
eines Menschen durch eine Maschine urkundlich erwéhnt.

um 1511
Der Niirnberger Schlosser Peter Henlein baut sehr beliebte tragbare Uhren, die 40 Stunden
gehen. Vermutlich gab es aber bereits zuvor tragbare Uhren.

1641 (nach anderen Quellen 1636, 1637)

Der italienische Astronom Galileo Galilei entwickelt die Idee einer Pendeluhr, unternimmt
Versuche und erstellt Zeichnungen, setzt diese aber nicht in die Praxis um (vgl. Abb. E220).
Angeblich soll Galileis Sohn Vincenzo diese Uhr gebaut und in einem wahnhaften Anfall
wieder zerstort haben.

Abbildung 2.26: Galileis Entwurf einer Pendeluhr, Quelle: F.
Balck, TU Clausthal;
http: //www.pe.tu-clausthal. de /A GBalck/vorlesung/server/mess2001/

1645

(nach anderer Quelle 1656) Christiaan Huygens baut die erste Uhr mit Pendel (vg. Abb.
EZ7). Nach einer Quelle sind ihm die Erkenntnisse Galileis bekannt, nach anderer Quelle
hingegen nicht. 1657 meldet Huygens diese Uhr zum Patent an.
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Abbildung 2.27: Pendeluhr von Huyghens; aus Skript Ihrin-
ger; Quelle: Meyers Groffes Konversationslexikon, 1908.

1691
Clement baut die erste Pendeluhr mit Ankerhemmung.

1730
Anton Ketterer aus Schonwald im Schwarzwald baut die erste Kuckucksuhr.

um 1765
Im Schwarzwald werden die ersten Pendeluhren gebaut anstelle der bis dahin gebréuchli-
chen Waaguhren.

1927
W. A. Marrison entwickelt in den USA die erste Quarzuhr.

(hier wird durch den sog. piezoelektrischen Effekt eine Art ”Stimmgabel” aus Quarz durch
Anlegen einer Wechselspannung zum Schwingen angeregt und elektronisch geregelt.

2.6.2 Mathematisches Pendel

Als ein Pendel bezeichnet man einen Masse m, die iiber einen Faden oder eine Stange der
Lange [ im Schwerefeld der Erde aufgehéngt und dort frei schwingen kann. Unter dem
Begriftf “Mathematisches Pendel” versteht man ein Pendel, bei dem man die Masse als
eine punktférmige Masse beschreiben kann und die Masse des Fadens oder der Stange
fiir die Authéngung gegeniiber m vernachléssigen kann. Zur Behandlung des Mathema-
tischen Pendels, das in Abb. dargestellt ist, benutzen wir Zylinderkoordinaten und
zwar in der Form, dass der Koordinatenursprung mit dem Aufhidngepunkt des Pendels
definiert ist, und die z-Achse senkrecht zur Schwingungsebene, das ist die Ebene der Dar-
stellung in Abb. E2Z2 steht. Die x-Achse zeigt vom Aufhédngepunkt nach unten, so dass
der Azimuthwinkel ¢ mit dem Winkel fiir die Auslenkung des Pendels aus der Ruhelage
identifiziert wird.

Da wir nur eine Bewegung in der Schwingungsebene betrachten wollen, kénnen wir die
z-Komponente aller Vektoren ausser Acht lassen. So ergibt sich also fiir die Kraft, die auf
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den Massenpunkt wirkt, die Zerlegung
F=F,¢,+ Fye,, (2.54)

wobei ¢, und é,, die Basisvektoren fiir die entsprechenden Zylinderkoordinaten sind. Die
Kraft F ist die Kraft durch die Erdbeschleunigung, die den Betrag mg besitzt und senk-
recht nach unten weist. Hinzu kommt aber noch die Kraft, mit der der Massenpunkt
auf seiner Kreisbahn um den Aufhédngepunkt gehalten wird. Diese Zusatzkraft bezeichnet
man auch als Zwangskraft 7 , da sie den Massenpunkt auf die Keisbahn mit konstantem
Abstand p = | zum Aufhéngepunkt (gleichzeitig der Koordinatenursprung) hélt. Diese
Zwangskraft hat nur eine Komponente in Richtung é,, die wir mit Z, bezeichnen. Daraus
ergeben sich die Komponenten

F, = mg cos(p)+ Z,
F, = —mgsin(p). (2.55)
Die Newtonsche Bewegungsgleichung liefert dann
F=Fyé,+ Fye, =m(a,8, + ayé,) , (2.56)

mit den Komponenten des Beschleunigungsvektors a, und a,. Multipliziert man diese
Gleichung mit dem Basisvektor é,, so erhélt man wegen der Orthogonalitit der Basisvek-
toren die Komponente der Bewegungsgleichung in radialer Richtung

mg cos(p) + Z, = ma, =m (j — pp?) (2.57)
wobei wir den Ausdruck fiir die radiale Beschleunigung aus (ZI1]) iibernommen haben.
Fiir die Masse gilt p = [ also auch p = p = 0. Damit kénnen wir (Z57) umformen nach

Z,=—mg cos(p) — mlp*. (2.58)

Multipliziert man Gleichung ([3h8) mit dem Basisvektor é,, so erhilt man die zweite
Komponente der Bewegungsgleichung

—mg sin(p) = map = m(2pp + pi) = ml
die wir umschreiben in

. ) 1 1
lp=—gsin(p) = —g{ — gwg + gap‘r’ + } , (2.59)

wobei der Ausdruck in den geschweiften Klammern die ersten 3 Glieder der Taylorreihe fiir
die Sinusfunktion darstellt. Fiir kleine Auslenkungen aus der Ruhelage, also kleine Winkel
@ ist es eine akzeptable Ndherung nur das erste Glied dieser Taylorreihe zu beriicksichti-
gen. Dies fiihrt uns zu

g

¢ =—wlp mit w= T (2.60)

Eine allgemeine Losung dieser Differenzialgleichung lautet
o(t) = Asin(wt +9) .

Die Konstanten in dieser Losung, A und § werden durch die Randbedingunen (¢ und ¢
zur Startzeit ¢ = 0) festgelegt. Fiir diese Funktion ¢(t) kénnen wir dann die Winkelge-
schwindigkeiten

$ =w Acos(wt + 90)

bestimmen und daraus mit (Z58) die Starke der Zwangskraft.
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2.7 Reibungskrifte

Nach diesem Exkurs iiber Uhren wollen wir uns wieder etwas ndher mit der Physik
der Schwingungsvorginge befassen und als néichstes verschiedene Arten von Reibungs-
kriften vorstellen:

Je nach Art des sich bewegenden Korpers und des Mediums, das seine Oberfliache beriihrt
werden unterschiedliche Formen von Reibung beobachtet:

e liegt ein fester Korper auf einer Unterlage auf haben wir zunéchst die Haftreibung.
Thr betrag ist proportional zur Kraft (" Normalkraft”), mit der der Korper senkrecht
auf die Unterlage driickt: Fg = pgFn, mit pug < 1: Haftreibungskoeffizient

Die Haftreibung wirkt offensichtlich der Kraft entgegen, mit der man an dem Kérper
parallel zur Unterlage zieht. Setzt sich der Korper iiber eine trockene Unterlage
in Bewegung, dann spricht man von ”trockener Reibung” oder ”Coulomb-
Reibung”. Der Korper kann gleiten (”Gleitreibung”) oder rollen (” Rollreib-
ung”). Auch hier gilt: Fgr = pFn, wobei p < py ist.

Die Coulomb-Reibung ist weitgehend von der Geschwindigkeit unabhéngig, mit der
sich der Korper iiber die Unterlage bewegt.

Wir demonstrieren die Haft- und Gleitreibung im Versuch: Ein an einer Federwaage
befestigter Korper wird auf ein Rollband gelegt und dieses dann mit unterschiedli-
chen Geschwindigkeiten bewegt.

e bewegt sich ein Koérper durch ein ”"Fluid” (Gas oder Fliissigkeit) so liegt

— Stokes’sche Reibung vor, solange sich der Korper nicht zu schnell bewegt
und nicht zu grof ist.

Es gilt: F,. = const. - v,
wobei const. = 6mnr fiir eine Kugel mit Radius r; 7 ist hierbei die ” Visko-
sitdat” des Fluids

— "Newton’sche Reibung” vor, wen sich ein groflerer Korper schnell bewegt.
Diese Reibungskraft ist proportional zu v?:

1
F. = §cpr1)2 (2.61)

mit: p: Dichte des Fluids;
A: Querschnitt des Korpers in Bewegungsrichtung;
Cw: Widerstandsbeiwert

Die Stokes- und der Newton-Reibung gelten bei unterschiedlichen Stémungsvorgéingen.
Im Fall der Stokes-Reibung ist die Stromung laminar, bei der Newton-Reibung turbulent.
Es sei auflerdem angemerkt, dass es neben den obigen Reibungsmechanismen noch eine
Reihe anderer Reibungsgesetze gibt. So ist die beispielsweise die Reibungskraft zwischen
gedlten oder geschmierten Flichen proportional zu /v.

Im Folgenden wird (im Abschnitt Z¥)) die Stokes’sche Reibung bei der Beschreibung
des gedidmpften Pendels (ohne und mit d&ulerem Antrieb) angewendet.
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2.8 Kleine Schwingungen

In der Theoretischen Physik betrachtet man héufig das Beispiel eines Massenpunktes, der
sich im Potenzial des Harmonischen Oszillators

U(z) = lka,
2

bewegt. Ein Grund fiir die Beliebtheit dieses Beispiels ist die Tatsache, dass man die
Losungen fiir die Bewegungsgleichungen in diesem Oszillatorpotenzial sowohl in der Me-
chanik als auch in der Quantenmechanik relativ einfach analytisch bestimmen kann. Ein
zweiter Grund fiir die hdufige Betrachtung dieses Beispiels ist aber die Tatsache, dass
das Potenzial in vielen Féllen eine ganz gute Nédherung fiir ein komplizierteres Problem
darstellt.

Um dies zu verdeutlichen, betrachten wir die Eigenschaften eines Potenzials eines zwei-
atomigen Molekiils als Funktion des Abstandes zwischen den beiden Atomen. Bei sehr
grofilen Atomabstdnden, r = |r], spiiren die Atome nichts voneinander, die potenzielle
Energie ist eine Konstante, fiir die wir den Wert V' (r) = 0, vereinbaren konnen. Bringt
man die Atome nédher zusammen, so gewinnt das System Energie, das Potenzial wird ne-
gativ, so wie das auch in der Abb. bei mittleren und groflen Absténden dargestellt
ist. Bei sehr kleinen Absténden stoflen sich die positiven Ladungen der Atomkerne, die bei
diesen Absténden nicht mehr durch die Elektronen abgeschirmt sind, ab. Diese repulsive
Kraft wird durch ein Potenzial beschrieben was mit kleinerem Abstand r immer stéarker
ansteigt, so dass

oV
=2
" 87’>0

die Kraft also in Richtung gréferer Absténde wirkt. Dies fiihrt schliesslich fiir kleine
Absténde zu einer positiven potenziellen Energie (siehe auch Abb. ZZZ¥). Die Atome “lie-
ben” es nicht so nahe zusammen zu sein, man muss deshalb eine Energie zufiithren, um sie
so nahe zusammenzubringen. Dies ist genau so wie wenn man eine Masse m im Schwere-
feld der Erde auf eine groffere Hohe transportiert. Auchh dazu muss Energie aufgebracht
werden, was zu einer grofferen potenziellen Energie der Masse m fiihrt.

Dieses Verhalten des molekularen Potenzials bei sehr grofien und sehr kleinen Abstdnden
impliziert aber, dass es einen mittleren Relativabstand rq gibt, bei dem das Potenzial
minimal ist. Bei diesem Punkt gilt also

aa—‘:(ro) = 0 und
0?V

Befinden sich die Atome bei diesem Abstand ry so wirkt also keine Kraft, da ja die Ab-
leitung des Potenzials nach dem Abstand verschwindet. Bei jeder Auslenkung aus dieser
Ruhelage wirkt eine Kraft, die die Atome auf den optimalen Abstand rq zuriickzufiihren
versucht. Eine solche Auslenkung, die z.B. durch die Einstrahlung einer elektromagneti-
schen Welle verursacht werden konnte, wiirde also zu einer Schwingung des Molekiils um
diesen Gleichgewichtsabstand rq fiithren.
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A

Potential
Harmon. Approx.

v

Wsmnd r

Abbildung 2.28: Schematische Darstellung fiir das Potenzial eines zweiatomi-
gen Molekiils als Funktion des Relativabstandes und die Harmonische Nihe-
rung

Die Berechnung dieser Molekiilschwingung kann bei komplizierten Potenzialformen V' (r)
recht aufwendig sein. Wenn jedoch die Stérung des Molekiils nur zu kleinen Auslenkungen
aus der Ruhelage fithrt, kann man versuchen das exakte Potenzial V' (r) in der Néhe des
Minimums durch die Taylorreihe zu entwickeln

ov 10*V
V(T> = V(TO) + E(TO)[T - TO] + im(ro)[r — 7’0]2 + ...
~ Konst. + %k‘[r — o). (2.63)

In der zweiten Zeile haben wir die Terme dritter und hoherer Ordnung vernachléssigt, was
ja bei kleinen Abstdnden r — rq gerechtfertigt ist. Ausserdem haben wir die Eigenschaf-
ten des Minimums aus (ZG2) {ibernommen und finden so, dass das Potenzial fiir kleine
Auslenkungen aus dem Minimum durch das Potenzial eines Harmonischen Oszillators
approximiert wird, da ja eine Konstante im Potenzial irrelevant ist. Diese Harmonische
Oszillatorndherung ist auch in Abb. Z2¥) dargestellt.

Die Kraft auf ein Teilchen im Potenzial des Harmonischen Oszillators (28) berechnet
sich als negativer Gradient des Potenzials. Identifizieren wir nun die Auslenkung aus der
Ruhelage mit

T=7T—Tp

und betrachten den Fall einer Bewegung in dieser radialen Raumrichtung x, so erhalten

wir fir die Kraft:

:_0_\/ =—kx.

ox

Die Kraft ist also linear in der Auslenkung aus der Ruhelage x und wirkt der Auslen-
kungsrichtung entgegen: bei positiven Werten von x wirkt die Kraft in die Richtung der
negativen x-Achse, bei negativen Werten von x zieht sie das Teilchen parallel zur z-Achse.
Dies entspricht dem Hookeschen Gesetz bei der Feder.
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2.9 Gedampfter Harmonischer Oszillator

In diesem Abschnitt wollen wir die Bewegung eines Massenpunktes betrachten, der sich
in einer Raumrichtung x in einer Harmonischen Schwingung um die Ruhelage x = 0
bewegen, beziehungsweise schwingen kann. Dies kann ein Massenpunkt sein, der an einer
Feder héngt. Es kann aber auch ein Pendeln sein, von dem wir ja gesehen haben, dass
wir bei kleinen Auslenkung aus der Ruhelage eine Bewegungsgleichung fiir den Winkel ¢
bekommen, die genau dem der Federschwingung entspricht. In jedem Fall haben wir eine
lineare Riickstellkraft

Vo
ox

F= =—Cux, mit VHo:%CasQ.

Dabei steht x also z.B. fiir die Auslenkung der Feder aus der Ruhelage oder aber fiir den
Winkel des Pendels oder auch fiir eine ganz andere Koordinate fiir die wir kleine Aus-
lenkungen aus der Ruhelage betrachten. Wir sprechen in diesem Fall vom Problem des
Harmonische Oszillators und bezeichnen das Potenzial Vo als Harmonisches Oszil-
latorpotenzial. Die Kraft ist linear in der Auslenkung aus der Ruhelage  und wirkt der
Auslenkungsrichtung entgegen: bei positiven Werten von x wirkt die Kraft in die Rich-
tung der negativen x-Achse, bei negativen Werten von x zieht sie das Teilchen parallel
zur z-Axhse.

Wir wollen neben dieser Riickstellkraft des Harmonischen Oszillatorpotenzials auch noch
eine Kraft berticksichtigen, die eine Reibung simuliert. Diese Kraft soll, was ja typisch fiir
die Stokesche Reibung ist, mit der Geschwindigkeit zunehmen: Bei positiven Geschwin-
digkeiten, also Geschwindigkeiten in Richtung der x-Achse, soll die Kraft bremsend d.h.
antiparallel zur z-Achse wirken, bei negativen Geschwindigkeiten entsprechend parallel.
Dies erreicht man durch eine einfache Darstellung der Reibungskraft, der sogenannten
Stokeschen Reibung

FReibung = — %

Setzt man die Summe aus der Riickstellkraft des Harmonischen Oszillators [Z3) und
dieser Stokeschen Reibung in die Newtonsche Bewegungsgleichung ein, so ergibt sich fiir
ein Teilchen mit der Masse m die Bewegungsgleichung

mi=—-Cz — at.
Zur Losung dieser Differenzialgleichung betrachten wir den Ansatz
z(t) = eM
Setzt man diesen Ansatz in die Bewegungsgleichung (E29) ein, so ergibt sich
{mN+C+ar}eM =0.

Da die Exponenzialfunktion von Null verschieden ist, muss der Ausdruck in der geschweif-
ten Klammer identisch null sein, was zu der quadratischen Gleichung fiir die Unbekannte

A fiihrt o
2t Ear = =0
m m
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mit den bekannten Losungen

Voo @ o C
27 om 4m?2  m

Zunichst wollen wir den Fall ohne Reibung betrachten, fiir den wir ja bereits 2 Losungen

.lel(t) = Sil’l(wot) und T9 (t) = COS(Wot) mit Wy = % ’

geraten haben, was dann ja zu der allgemeinen Losung
x(t) = By sin(wot) + Bg cos(wot)

fithrt, wobei die Konstanten B; und B, durch die Anfangsbedingungen festgelegt sind.
Der Fall ohne Reibung bedeutet, dass wir in (Z9) o = 0 zu setzen haben. In diesem Fall

15t
|k :
>\172 =4/ — = :l:’Lu)(] .
m

Eine Losung der Bewegungsgleichung erhélt man also, wenn man den Wert A\; = 1wy in den
Ansatz () einsetzt, eine weitere wenn man Ay = —iwy benutzt. Die allgemeine Losung
der Bewegungsgleichung kann als Linearkombination dieser beiden Losungen dargestellt
werden und ergibt sich in der Form

x(t) = Ajeiwgt + Ag exp —iwpt .

Auf dem ersten Blick erscheint es etwas abwegig zu sein, dass wir die Auslenkung z(t)
durch eine Funktion beschreiben wollen, die komplex ist. Bevor wir aber diese Losung
verwerfen, wollen wir uns zunéchst in einem Einschub mit einigen Eigenschaften der kom-
plexen Zahlen beschéftigen.

2.9.1 Einige Rechenregeln fiir komplexe Zahlen

Eine komplexe Zahl ¢ kann in allgemeiner Form geschrieben werden
c=a+1 mit i=+—-1.

Dabei bezeichnet sind a und b reelle Zahl. Die Zahl a bezeichnet man als den Realteil
von ¢, b als den Imaginérteil 0. Ist b = 0, so ist ¢ = a eine gewohnliche reelle Zahl. Ist
andererseits a = 0, so ist ¢ = ib eine rein imaginére Zahl.

Im Folgenden wollen wir die Addition und Multiplikation zweier komplexer Zahlen ¢; und
co betrachten, die jeweils durch die Realteile al, a2 und die Imaginérteile b1, b2 definiert
sind. Bei der Addition ergibt sich

C1 + Cy = (a1 + Zbl) + (CLQ + ’&bg) = (CLl + ag) + Z(bl + bg) .

Der Realteile der Summe der komplexen Zahl ¢; und ¢y ist also gleich der Summe der
Realteile a; + ao. Entsprechendes gilt fiir den Imaginérteil. Bei der Multiplikation erhalen
wir

C1Co = (CLl + ’ibl)(az + sz) = a1a9 + ibl&g + alz'bl + i2blbg
= (a1a2 — ble) + i(blag + a2b1) . (264)
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A Imaginarteil

O
/
O

>

Realteil

Abbildung 2.29: Darstellung einer komplexen Zahl durch Real- und Ima-
gindrteil beziehungsweise in der Polardarstellung

Beim Ubergang zur zweiten Zeile in dieser Gleichung haben wir ausgenutzt, dass i> = —1
und die Terme nach Real- und Imaginéarteil geordnet. Wir definieren nun die zu ¢ komplex
konjugierte Zahl ¢, dadurch, dass sie den gleichen Realteil wie ¢ besitzt aber einen
Imaginérteil mit umgekehrtem Vorzeichen. Es gilt also fiir

c=a+ib ist ¢ =a—1b.
Damit ist auch klar, dass die zu ¢* komplex konjugierte Zahl ¢ ist. Das Produkt
cc® = (a +ib)(a — ib) = a* + b*
ergibt eine positive reelle Zahl und wir bezeichnen deshalb
lc| = Veex = Va2 + 12,

als bf Betrag der komplexen Zahl c¢. Die Bedeutung dieses Begriffes Betrag von ¢ wird
vielleicht aus der Skizze der Abbildung deutlich. In dieser Darstellung wird jede kom-
plexe Zahl durch einen Punkt in der Ebene, der Ebene der komplexen Zahlen, dargestellt.
Die horizontale Koordinate repréasentiert den Realteil, die vertikale den Imaginérteil. Jede
komplexe Zahl entspricht also einem Vektor in dieser Ebene, den wir entweder durch ho-
rizontale und vertikale Koordinate oder aber auch durch die Lange des Vektors und seine
Richtung definieren konnen. Diese Richtung ist eindeutig definiert durch den Winkel ¢
des Vektors mit der horizontalen Achse (siehe Abb. Z2Z9). Wie man aus dieser Zeichnung
auch entnehmen kann ist die Lénge des Vektors zur Darstellung von ¢ gerade der in (2Z31])
definierte Betrag und fiir den Winkel ¢ gilt:

b Imag(c)

sin(p) = —

a  Real(c)
] ¢] '

und  cos(p) = T B

Diese Beziechungen konnen wir aber auch umschreiben in der Form

c=a-+ib=|c|(cos(p) +isin(p)) .
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Eine elegantere Darstellung ergibt sich hierfiir, wenn wir die Eulersche Formel benutzen:
e'¥ = cos(ip) + isin(yp) .

Zum Beweis dieser Eulerschen Formel betrachten wir die Reihenentwicklung der Expo-
nentialfunktion

=3
n=0
fiir das rein imagindre Argument x = iy
- — (ip)"
W
€ - Z n!
n=0
2 3 4
_ v _¥ Y ¥
= 1+ZF o 23! +4' +
2 4 3
¥ ¥ 2
_i_l_ﬂ_l—; +1 i—?‘l'
:C‘o,sgo =sin ¢

Beim Ubergang zur zweiten Zeile dieser Gleichung haben wir die Potenzen i" ausmul-
tipliziert und die ersten charakteristischen Glieder der Reihe explizit angegeben. In der
dritten Zeile sind diese Glieder dann nach Real- und Imaginérteil geordnet, wobei man
dann sieht, dass diese eingeklammerten Summen gerade den Reihenentwicklungen fiir die
Kosinus- bzw. die Sinusfunktion entspechen.

Mit dieser Eulerschen Formel ergibt sich die fiir die komplexe Zahl ¢ in (3] die soge-
nannte Polardarstellung
c=|cle’*.

Diese Polardarstellung ist gerade fiir die Multiplikation zweier komplexer Zahlen sehr
geschickt:
Cc1Cy = (|C1‘6w1) (|cz\elw2) _ |CIHC2|€Z(¢1+¢2)

2.9.2 Bearbeitung der komplexen Lésung

Mit diesem mathematischen Werkzeug konnen wir zur eigentlichen Aufgabe zuriickkehren
und die Losung der Bewegungsgleichung fiir den Harmonischen Oszillator ohne Dampfung
in (3 weiter behandeln. Wir miissen lediglich noch die beiden Konstanten A; und A,
bestimmen, die wir als komplexe Zahlen der Form

Aj = ﬂj +’i’}/j

ansetzen. Diese Konstanten bestimmen wir aus den Anfangsbedingungen der betrachteten
Bewegung, d.h. den Werten fiir die Position und die Geschwindigkeit des Teilchens zur
Zeit t = 0, die mit xy und vy bezeichnet sein sollen. Setzt man ¢t = 0 in () ein, so ergibt
sich

Ty = x(t = 0) = Al + A2 = (51 + i%) + (ﬁQ + i’yg)
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Da die Position zq eine reelle Zahl ist erhalten wir

Yo =—" und B+ B2 = 0.

Leitet man (29) nach der Zeit ab und setzt dann ¢t = 0 so ergibt sich als zweite Gleichung
aus den Anfangsbedingungen

v = v(t = 0) = iwgA; — iwAy = iwo(B1 — B2) — wol(71 — 72) -
Da auch vy reell ist bedeutet dies
fi—F=0 und  wo(y1—"72) =v0.
Zusammengefasst ergibt sich also aus (Z292) und (Z9.2)

o) Vo
pr=p0=-—  und —M =" =5
2 2(4)0
was eingesetzt in () zu der allgemeinen Losung
Lo iwot —iwpt Yo iwot —iwpt
() = — (e +e ) + — (¥ —e
6 = F( )+ 5 ( )

v
— 20 cos(wot) + — sin(wot)
wo

/ 2
= 4|z + % cos(wot + @) . (2.65)
0

Die Position des Teilchens z(t) wird also durch eine Kosinus beziehungsweise Sinusfunkti-
on beschrieben. Die Winkelgeschwindigkeit wy ist iiber (29) durch die Oszillatorkonstante
k und die Masse m bestimmt. Die Amplitude und Startphase, ¢ der Schwingung sind
durch die Anfangsbedingungen, xqy und vy, festgelegt.

Dieser Startpunkt bezeichnet einen Punkt im (in diesem Fall) zweidimensionalen Phasen-
raum mit den Koordinaten xy und vy. Zu jedem anderen Zeitpunkt ist die Bewegung des
Teilchens ebenfalls durch die Koordinaten z(t) aus (263) und der zugehorigen Geschwin-
digkeit

v(t) = —mxowsin(wot) + vy cos(wot)
g
= —Wy .flfg + E Slﬂ(buot + QO) . (266)
0

festgelegt. Die Bewegung des Teilchens beschreibt also eine Bahn oder Trajektorie im
Phasenraum. Im Fall des ungeddmpften Harmonischen Oszillators ist diese Trajektorie
eine Ellipse oder, wenn die Skalierung auf den Achsen geeignet gewihlt ist, ein Kreis (siehe
Abb. Z30), der bei der dort gewdhlten Anordnung der Koordinaten im Uhrzeigersinn
durchlaufen wird.

Durch den Startpunkt der Trajektorie ist die ganze Bahn eindeutig festgelegt. Dieses Prin-
zip gilt nicht nur fiir den hier behandelten Fall sondern ganz allgemein fiir die Losung
der Bewegungsgleichung. Die Bewegungsgleichung ist ja eine Differenzialgleichung zwei-
ter Ordnung in der Zeit, bezichungsweise ein System von solchen Differenzialgleichungen,
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v

Abbildung 2.30: Trajektorie des ungeddmpften Harmonischen Oszillators im
Phasenraum

wenn wir mehr als eine Koordinate betrachten. Fiir eine solche Differenzialgleichung zwei-
ter Ordnung existieren zwei linear unabhéngigen Losungen. Die allgemeine Losung ist
die entsprechende Linearkombination (wie in (Zd)). Die Koeffizienten der Uberlagerung
sind durch den Wert der Koordinate und der zugehorigen Geschwindigkeit zur Startzeit
t = 0 festgelegt. Bei N Koordinaten besitzt der Phasenraum die Dimension 2N und man
benétigt entsprechend 2N Startwerte fiir die Koordinaten und Geschwindigkeiten.

2.9.3 Schwache Dampfung

Im néchsten Schritt behandeln wir nun eine schwache Démpfung, d.h. wir nehmen an,
dass fiir den Koeffizienten «, der ja in (ZZ9) die Stérke der Reibungskraft definiert, gilt:
o 5, C

4m? m

In diesem Fall haben die Losungen in der Gleichung (9) die Gestalt

)\172:—5i'é\/g—52:—5iiwl,
m

wobei die Winkelgeschwindigkeit w; natiirlich kleiner ist als die Winkelgeschwindigkeit wy
der ungeddmpften Schwingung in ([ZJ). Mit dieser Darstellung der Konstanten A\ ergibt
sich die allgemeine Losung fiir die Ortskoordinate analog zu (Z9) zu

x(t) = A§_5+w1)t + Age(0wwn)t
e A cos(wit + ). (2.67)

Dabei sind die Konstanten A; beziehungsweise A und ¢ wieder durch die Anfangsbe-
dingungen festgelegt. Die Schwingung entspricht also einer eventuell phasenverschobenen
Kosinusfunktion, deren Amplitude exponentiell mit der Zeit abnimmt. Dieses Zeitverhal-
ten ist in Abb. 22311 dargestellt.
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x@® |\

Abbildung 2.31: Ortskoordinate des schwach geddmpften Oszillators nach
(Z-07) zusammen mit der exponentiell abfallenden Amplitude

Durch die Ableitung dieser Funktion nach der Zeit ergibt sich die Geschwindigkeit zu
v(t) = —0e° A cos(wit + @) — wie™® A sin(wit + ).

Damit kann man auch die zugehorige Trajektorie im Phasenraum bestimmen, so wie
sie in Abb. skizziert ist. In diesem Fall erhédlt man keine geschlossene Kurve. Die
Trajektorie lauft in einer Spiralform auf den Koordinatenursprung zu. Dies reflektiert
das Verhalten des gedampften Oszillators. Mit zunehmender Zeit ¢ nimmt die jeweilige
maximale Auslenkung einer Schwingung ab, genau so wie die Geschwindigkeiten bei der
Position x = 0. Dies wird fortgesetzt bis das Pendel schliesslich am Phasenraumpunkt
x =0 und v = 0 zur Ruhe kommt. Natiirlich bleibt bei dieser geddmpften Bewegung die
Energie des Pendels nicht erhalten.

2.9.4 Starke Dampfung

Im Fall sehr starker Dampfung gilt im Gegensatz zu ([Z9.3))

2
@ ok

4m2 m

In diesem Fall erhalten wir die Konstanten \; nach (Z3) in der Form

>\172:—5:|:\/52—wg:—5:l:¢

womit sich fiir die Koordinate und die Geschwindigkeit der allgemeinen Losung ergibt:
o(t) = A0t 4 gy e-0-0)
v(t) = Ay(=0+ ¢)el I L Ay(—5 — ¢)el 0Ot (2.68)
In diesem Fall entwickelt sich also keine Schwingung, sondern die Koordinate als Funktion
der Zeit wird durch Exponentialfunktionen beschrieben. Die Konstanten A; kénnen nun
z.B. so gewihlt werden, dass die Geschwindigkeit v oder auch die Position des Teilchens

x zur Zeit t = 0 identisch 0 sind. Die daraus resultierenden Funktionen x(t) und die
entsprechenden Trajektorien im Phasenraum sind in Abb. abgebildet.
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Abbildung 2.32: Trajektorie des schwach geddmpften Harmonischen Oszillators
m Phasenraum

x(t)

v

2
Zeitt

Abbildung 2.33: Koordinaten und Trajektorie im Phasenraum im Fall des stark
geddimpften Harmonischen Oszillators
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2.10 Angetriebener Harmonische Oszillator

Wir kénnen der Bewegungsgleichung des Harmonischen Oszillators aus dem vorherge-
henden Abschnitt auch noch eine externe Kraft hinzufiigen. Sehen wir die Harmonische
Néherung z.B. wieder als Modell fiir die Schwingung der Atome eines Molekiils um den
Gleichgewichtsabstand an, so kann diese externe Kraft durch ein elektromagnetisches
Wechselfeld gegeben sein. Die Kraft fluktuiert also als Funktion der Zeit in Form einer
Kosinus Schwingung mit der vorgegebenen Frequenz €2. Eine andere Realisierung ist aber
auch das Federpendel, das in der Vorlesung iiber einen Motor angetrieben wurde. Die
Bewegungsgleichung fiir den Massenpunkt m erhélt mit einer solchen antreibenden Kraft
die Form
mi=—Cx — ai+ Fycos(Qt) .

Dies ist die Differenzialgleichung fiir den Harmonischen Oszillator mit Dampfung und
externer Kraft F'(t) = Fycos(£2t); man spricht auch vom angetriebenen Harmonischen
Ostzillator. Wenn wir diese Gleichung durch die Masse m dividieren, und ausnutzen, dass

C
Wy = —
m

die Winkelgeschwindigkeit des freien Oszillators, definiert erhalten wir die Gleichung

(ZI0) in der Form

E
&+ wir + %:)’: = EO cos(§2t) .

Dabei wurden die Terme so angeordnet, dass auf der linken Seite der Gleichung alle Terme
mit der gesuchten Funktion z(¢) und deren Ableitungen stehen, wiahrend auf der rechten
Seite der Term steht, der unabhéngig von dieser Funktion x(t) ist. Ist dieser Term auf
der rechten Seite von 0 verschieden, so bezeichnet man eine solche Differenzialgleichung
als inhomogene Differenzialgleichung. Die rechte Seite bezeichnet man als Inhomo-
genitdt und die Differenzialgleichung ohne diese Inhomogenitét als zugehorige homogene
Differenzialgleichung. In unserem Fall ist also die zu (ZI0) zugehorige homogene Diffe-
renzialgleichung gegeben durch

a
itwir+—i=0.
m

Ist z(t) irgendeine Losung der inhomogenen Gleichung (2I0) und z(¢) eine Losung der
zugehorigen homogenen Differenzialgleichung (2ZI0), so ist die Linearkombination

[L’g(t) = l’o(t) + AT (t)

eine weitere Losung der inhomogenen Differenzialgleichung (Z10). Zum Beweis setzen wir
diesen Ansatz in die Differenzialgleichung ein

. 2 o, . 2 « . . 2 @,
To + Wol2 + —29 = 2o+ WoTo + —2ot+a (21 + Wy + —a
m m m

—0 Wg.v(E:EU)

7

Fy
= Peos(
m cos($2).
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was ja gerade zeigt, dass xs(t) Losung der inhomogenen Differenzialgleichung ist. Es gilt
aber noch mehr: Die inhomogene Differenzialgleichung ist in unserem Fall eine lineare
Differenzialgleichung zweiter Ordnung, sie besitzt also 2 linear unabhéingige Losungen.
Dies gilt aber auch fiir die zugehorige homogene Differenzialgleichung. Damit ist gezeigt,
dass (ZI0) auch bereits die allgemeine Losung fiir die inhomogene Differenzialgleichung
darstellt. Die allgemeine Losung einer inhomogenen Differenzialgleichung lésst sich dar-
stellen als die Summe aus einer beliebigen Losung der inhomogenen Gleichung plus der
allgemeinen Losung der zugehorigen homogenen Differenzialgleichung.

Wir werden also zur Losung unseres Problems zunéchst einmal eine Losung der inhomo-
genen Gleichung (ZI0) suchen und schreiben sie dazu um in die Form
F )
4+ wiz+ L s = 0emitt
m
bei der wir komplexe Funktionswerte fiir die gesuchte Funktion z(¢) zulassen und auch
die rechte Seite der Gleichung eine komplexwertige Funktion enthélt. Beachte, dass der
Realteil der rechten Seite dieser Gleichung gerade die Kosinusfunktion ergibt also die In-
homogenitat der Gleichung (2I0). Die Differenzialgleichung (Z10) entspricht also gerade
dem Realteil der Gleichung (I0). Wir benutzen die komplexe Erweiterung lediglich, weil

viele Rechenoperationen in der komplexen Darstellung einfacher sind. Fiir die gesuchte
Funktion z(¢) betrachten wir den Ansatz:

2(t) = Ae™

mit einer komplexwertigen Amplitude A. Setzt man diesen Ansatz in die zu losende Glei-
chung (ZI0) ein, ergibt sich

{A (—92 + W — zﬁQ) — @} e = 0.
m m

Da diese Gleichung fiir alle Zeiten t erfiillt sein muss, ist also der Ausdruck in der ge-
schweiften Klammer gleich Null und es ergibt sich fiir die komplexe Amplitude

A = Fo
m [wg — 02 —i2Q]
= |Ale™. (2.69)
Fiir den Betrag der Amplitude A gilt damit
F
Al = —
m\/(wg —2) 4=
und
Real(A) wi — Q2
COsp = —p— = :
AL e a2y e

Damit ist die gesuchte Losung, der Realteil des Ansatzes von (ZI0)

x(t) = Real(2(t)) = |A| cos(Qt — ),
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—— a/m=0.2
—-— a/m=05
——-0a/m=0.8

Amplitude [F /m]

Abbildung 2.34: Amplitude der Schwingung des angetriebenen Harmonischen
Oszillators als Funktion der Frequenz w der antreibenden Kraft fiir verschiede-

ne Dimpfungen o (siehe (ZI0).

gegeben in der Form

x(t) = fo cos(Q2t — ) .

maf (Wf —2)? 4 2L

Die allgemeine Form der Losung fiir den angetriebenen Harmonischen Oszillator erhélt
man also dadurch, dass man zu dieser Losung eine beliebige Losung von (ZI0) hinzuad-
diert, also eine Losung des Harmonischen Oszillators mit Dampfung aber ohne externe
Kraft. Die Parameter in dieser allgemeinen Losung kénnen dann so angepasst werden,
dass die Anfangsbedingungen erfiillt sind.

Dies soll uns aber jetzt gar nicht interessieren, denn wir wissen ja aus der obigen Diskus-
sion, dass die Losungen des geddmpften Harmonischen Oszillators ohne externen Antrieb
nach einer gewissen Zeit gegen Null gehen. Fiir solche Zeiten verbleibt also nur noch die
Losung in (ZI0). Das ist eine Harmonische Schwingung mit der Frequenz 2 der antrei-
benden Kraft. Die Amplitude |A| dieser Schwingung ist als Funktion der Frequenz ( fiir
verschiedene Werte der Dampfungskonstante o in Abb. EZ34] dargestellt. Man sieht aus
dieser Darstellung, dass die Amplitude maximal ist, wenn die Dampfung gering ist und die
Frequenz () nahe an der charakteristischen Frequenz wg des nicht angetriebenen Systems
ist.

Nehmen wir als Beispiel wieder die Schwingung der Atome eines Molekiils, auf das eine
elektromagnetisches Wechselfeld wirkt, so sehen wir, dass das Molekiil besonders dann zu
Schwingungen angeret wird, wenn die Frequenz der Strahlung w mit der charakteristischen
Frequenz des Molekiils wq iibereinstimmt. Die antreibende Kraft ist dann resonant mit
dem System.

Die Schwingung des angetriebenen Oszillators ist im Allgemeinen nicht genau in Phase mit
der antreibenden Kraft. Die Phasendifferenz ist durch ¢ gegeben. Zur Diskussion dieser
Phase ¢ betrachten wir noch einmal die komplexe Amplitude A aus ([ZEJ) und zwar
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— Antriebskraft
— Auslenkung

Abbildung 2.35: Schwingung des angetriebenen Harmonischen Oszillators und
Antriebskraft als Funktion der Zeit fir den Fall der Resonanz Q) = wy .

sowohl in der Polardarstellung als auch in der Darstellung iiber Real- und Imaginérteil:

A = |Ale*
— Fo } {(wg —0?) +z'—} . (2.70)

m | (W — Q2)? + 2L

Ist also die Winkelgeschwindigkeit der antreibenden Kraft €2 identisch mit der Frequenz wy
des ungedampften Oszillators, so ist der Realteil von A identisch 0 und der Phasenwinkel
¢ = /2. Dies bedeutet nach (2I0), dass die Auslenkung z(t) der Amplitude um diesen
Winkel 7/2 hinterherhinkt (siche Abb. EZ3H). Zu dem Zeitpunkt zu der die Auslenkung des
Massenpunktes aus der Ruhelage 0 ist, ist die Antriebskraft in Richtung der Bewegung
maximal. Wenn die Auslenkung maximal ist, durchlauft die Antriebskraft gerade den
Nullpunkt um anschliessend in die neue Richtung anzutreiben. Es ist klar, dass bei dieser
Phasenlage der Kraftiibertrag von der antreibenden Kraft auf den Massenpunkt optimal
ist.

Ist die Frequenz des Antriebs ) grofler als die Frequenz wy, so wird der Massenpunkt
der optimalen Antriebsphase nachlaufen. Mathematisch dussert sich das darin, dass der
Realteil von A in (T70) negativ ist, was einem Phasenwinkel ¢ > 7/2 entspricht. Bei
Antriebsgeschwindigkeiten 2 kleiner als wq ist der Realteil von A grofler als Null. Dies
entspricht einer Phase ¢ < /2. Physikalisch interpretiert bedeutet dies, dass die Eigen-
frequenz des Oszillators zu schnell ist fiir den Antrieb. Im Grenzfall Q=0 verschwindet
der Imaginérteil von A und es gilt ¢ = 0.
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2.11 Zur numerischen L6sung
der Bewegungsgleichungen

Die Bewegungsgleichung fiir ein mechanisches System, wie z.B. fiir den angetriebenen
Harmonischen Oszillator, hat die allgemeine Form

B(t) = f(x(t), 2(2),1) -

Es handelt sich also um eine Differenzialgleichung 2.0Ordnung in der Zeit, bei der die
gesuchte Funktion x(t), deren Zeitableitung #(¢) und im allgemeinen Fall auch noch ein
inhomogener Anteil (also unabhéngig von x oder i), der eine explizite Zeitanhéngigkeit
enthalten kann, auftreten. Bisher haben wir einfache Probleme behandelt, bei denen eine
analytische Losung dieser Bewegungsgleichung recht leicht zu erzielen war. In vielen Féllen
wird man jedoch keine analytische Losung finden kénnen und man kann versuchen die
Differenzialgleichung (ZI0)) mit rein numerischen Methoden zu l6sen. An dieser Stelle
sollen einige einfache Methoden fiir eine solche numerische Losung vorgestellt werden.
Wir werden dazu zwei Schritte vornehmen:

e In einem ersten Schritt wird die Differenzialgleichung zweiter Ordnung umgeformt
in ein System von 2 Differenzialgleichungen erster Ordnung.

e Im zweiten Schritt werden wir eine einfache Methode fiir die numerische Losung
eines solchen Systems von Differenzialgleichungen erster Ordnung vorstellen.

Fiir die Umformung der Differenzialgleichung (ZT1]) definieren wir die Funktionen

yi(t) := (1)
ya(t) = () . (2.71)

Damit kénnen wir die Differenzialgleichung (2211]) umschreiben auf die Form

n(t) =)= filyi,vet),
Ya(t) = fa(y1, 2, 1) . (2.72)

Dabei ist die Funktion f; identisch mit der Funktion f aus (ZIII). Wir haben also so ein
System von zwei Differenzialgleichungen erster Ordnung in der Zeit fiir die 2 gesuchten
Funktionen y; () und y,(t). Dabei sind die Ableitung der gesuchten Funktionen y;(¢) nach
der Zeit durch Funktionen f; gegeben sind, die von allen y;(#) und im Fall von inhomogenen
Differenzialgleichungen auch noch explizit von der Zeit t abhéngen kénnen. Zur Losung
der Differenzialgleichung fiir ; muss y bekannt sein und entsprechendes gilt umgekehrt
fiir die Losung der Differenzialgleichung fiir y,. Wir sprechen deshalb von einem System
von zwei gekoppeten Differenzialgleichungen erster Ordnung.

Man kann dieses Verfahren direkt verallgemeinern und aus einer Differenzialgleichung
n-ter Ordnung fiir eine gesuchte Funktion y;(¢) ein System von n gekoppelten Differenzi-
algleichungen erster Ordnung fiir entsprechende n Funktionen ¥, bis y,, generieren.

Wie 16st man nun solche Differenzialgleichungen erster Ordnung mit rein numerischen
Metoden. Ziel ist es dabei, die unbekannten Funktionen y;(¢) durch ihren Wert an diskreten
Stiitzstellen der Zeit

ty :=kxh fir k=0..N,
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zu bestimmen. Das gesamte uns interessierende Zeitintervall [tg = 0,tp = N = h| ist so in
dquidistante Teilintervalle aufgeteilt. Die Schrittweite h soll dabei so klein gewéhlt sein,
dass die Information iiber die Werte der Funktion y; an diesen Stiitzstellen ¢, ausreicht
um die Funktion zu charakterisieren.

Die einfachste Moglichkeit fiir eine numerische Losung der Gleichungen (272) bietet das
sogenannte Euler Verfahren. Dazu nimmt man an, dass die Schrittweite h so klein
gewdhlt ist, dass man bei der Taylor Entwicklung der gesuchten Funktionen

dy,
yilt+h) = yi(t) +h = | +O(h)
t

die Terme von quadratischer Ordnung in h und héheren Potenzen getrost vernachléssigen
kann. Das Verfahren enthélt also Fehler von der Ordnung O(h?). In dieser Néherung kann
man die Zeitableitungen von y; gemifl ([Z72) ersetzen und erhélt

yi(t +h) = yi(t) + hfi(yi(t), y2(t), 1) .

Ausserdem konnen wir davon ausgehen, dass die Werte der gesuchten Funktionen g; am
Anfang der zu beschreibenden Bewegung bekannt sind. Dies sind ja gerade die Randbedin-
gungen y1(0) = x(0) und y2(0) = v(0), die auch bei einer analytischen Losung vorgegeben
werden miissen. Daraus kénnen wir dann mit Hilfe von (2I1]) berechnen

z(t1) =yi(t1) =y(0)+hfi(y:1(0),42(0),0)
U(tl) = y2(t1) = y2(0) +hf2(y1(0),y2(0),0). (2-73)

Damit sind Ort und Geschwindigkeit an der néchsten Stiitzstelle in der Zeit t; berechnet
und man kann das gleiche Verfahren benutzen um damit die gesuchten Funktionswerte an
der néchsten Stiitzstelle ¢5 zu bestimmen. Nach N Schritten ist man dann am Endpunkt
angelangt.

Um dieses Verfahren konkret vorzufiihren ist in Abb. das Protokoll einer MAPLE
Sitzung dargestellt, in der mit dem Euler Verfahren zu Testzwecken die Differenzialglei-
chungen fiir den Harmonischen Oszillator ohne Dampfung berechnet wird. Zunéchst wurde
dabei eine Prozedur harmol definiert, die als Input die Groéflen Schrittweite h, Zahl der
Stiitzstellen n und die Anfangswerte 20 und v0 benétigt. Die Prozedur berechnet dann
die Werte fiir x, v und t an den Stiitzstellen ¢; = i * h aus und speichert sie als Elemen-
te eines Vektors x[i], v[i] bezichungsweise t[i]. In der Prozedur werden durch die lokalen
Variablen ww = w = 1 und o = bet = 0 die Eigenschaften des Beispiels festgelegt. Nach
dem Aufruf der Prozedur mit den Werten 20 = 0, v0 = 1, h = 0.01 und n = 700 werden
die Ergebnisse fiir () und v(¢) beziehungsweise die zugehorige Trajektorie geplottet. Die
entsprechenden Ergebnisse sind in Abb. 231 dargestellt.

Man sieht insbesondere bei der Trajektorie im Phasenraum, dass das Ergebnis nicht sehr
zufriedenstellend ist. Die Trajektorie schliesst sich nicht genau zu einer Ellipse. Die Ur-
sache dafiir ist die Ungenauigkeit des benutzten Verfahrens. Man konnte nun die Ergeb-
nisse dadurch verbessern, dass die Schrittweite h verringert wird. Dies fiithrt in der Tat
zu gewissen Verbesserungen, jedoch wird der numerische Aufwand entsprechend grofer.
Bei kompliziertern Systemen von Differenzialgleichungen kann eine solche Erhchung der
Zahl der Stiitzstellen (also Verkleinerung von h) schliesslich dazu fithren, dass die Zahl
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— SERS
File Edit View  Options Help |

Inpet | Interrupt Pause

= v[i]:=v[i-1]-(x[i-1]"ww+v[i-1]"bet}*h; Al
> od
> end;
harmol := proc(z0,v0,h,n,x,v,t)
local 1,ww,bet;
wvw o= 1. ;
bet = 0;
z[0] := =0;
v[0] := w0;
t[0] := 0;
for 1 to n do
t[i] := t[i-1]+h;
®[1i] = z[i-1]1+w[i-1]#*h;
wv[i] = w[i-1]-{=z[i-1]*ww+v[i-1]*bet)*h |
od
aend
> harmo1{0,1,0.01,700,%,v.t);
.7809133941
= plot{{[seq([t[j*10].x[i*10]].j=1..70)].[seq([t[i*10].~[i*10]].i=1..70]]}.0..7.-1.2..1.2 5tyle=point);
> rlol{[seq([x[j"10],v[j"10]],j=1..?0)],—1 2..1.2,-1.2..1.2,style=line,color=blue);

|Map|e Memory: 831K| |Map|e CPU Time: 0.2 sec| |Interface Memory: 16.DK|

Abbildung 2.36: MAPLE Protokoll fiir Das Euler Verfahren, siehe Diskussion
wm Text

0.5+
0.

Abbildung 2.37: Ergebnisse fiir die numerische Berechnung des Harmonischen
Oszillators mit dem Euler Verfahren nach Abb. 2230, links x(t) und v(t), rechts
die Trajektorie im Phasenraum.
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der bendtigten Rechenoperationen so grof3 wird, dass die Berechnung durch numerische
Rundungsfehler ungenau wird.

Es lohnt sich also offensichtlich den Algorithmus zur numerischen Losung der Differenzi-
algleichungen zu verbessern. Wir wollen an dieser Stelle eine erste Verbesserung des Euler
Verfahrens diskutieren, das Runge-Kutta Verfahren 2.0rdnung. Im Gegensatz zum
Euler Verfahren (ZTT]) berticksichtigt man dabei auch die Terme quadratischer Ordnung
in der Taylorentwicklung
2 72

dyi X h_ d7y;
dt 2 dt?
dy; P*dfi

A2 3
g O (2.74)

yit+h) = wyi(t)+h +O(n?)

Bei der Berechnung der Zeitableitung der Funktion f; nach der Zeit macht man nun wieder
die lineare Ndherung und ersetzt

dfs - filys @+ )] = fily; (1))

dt h

fily; () + B lye(@]] = i [y (D]
- :

Q

(2.75)

Insgesamt macht man in diesem Fall nur Fehler der Ordnung h?, die Terme bis zur 2.0rd-
nung in h werden korrekt behandelt. Deshalb heisst dieses Verfahren auch ein Verfahren
2.0rdnung. Mit den Gleichungen (74 und (Z70) kann man nun eine schrittweise Losung
der Differenzialgleichungen durchfiihren ganz analog zum oben diskutierten Euler Verfah-
ren. Natiirlich kann man die Verfahren weiter verbessern. Als Beispiel sei die MAPLE
Prozedur fiir ein Runge-Kutta Verfahren 4.Ordnung angegeben f

harmo2 := proc(x0,v0,h,n,x,v,t)
local i,ww,bet,kl,k2;
ww = 1.
bet = .1 ;
x[0] := x0;
v[0] := vO0;
t[0] := 0;

for i to n do
t[i] := t[i-1]+h;
k1[1] := hxv[i-1];

k2[1] := -h*x(x[i-1]*ww+v[i-1]*bet);

k1[2] := h*x(v[i-1]+.5%k2[1]);

k2[2] := -h*x((x[i-1]1+.5%k1[1])*ww+(v[i-1]+.5%k2[1])*bet);
k1[3] := h*x(v[i-1]+.5%k2[2]);

k2[3] := -h*((x[i-1]+.5%k1[2])*ww+(v[i-1]+.5%k2[2])*bet);

k1[4] := h*x(v[i-1]1+k2[3]);

"Eine Ubersicht iiber verschiedene numerische Methoden zur Losung von Differenzialgleichungen und
deren Umsetzung in Programmiersprachen findet man z.B. in W.H. Press, B.P. Flannery, S.A. Teukolsky,
W.T. Vetterling: Numerical Recipes, the art of scientific computing. Dort ist auch dieses Runge Kutta
Verfahren niher beschrieben.
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k2[4] := -h*x((x[1i-1]+k1[3]) *ww+(v[i-1]1+k2[3])*bet) ;
x[i] := x[i-11+1/6%k1[1]1+1/3%k1[2]+1/3%k1[3]+1/6%k1[4];
v[i] := v[i-1]+1/6*%k2[1]+1/3*k2[2]+1/3*k2[3]+1/6%k2[4]
od
end

Diese verbesserten Verfahren sind sehr viel zuverldssiger als das Euler Verfahren. Die
Testrechnung am Beispiel des Harmonischen Osrzillators, die wir in Abb. mit dem
Euler Verfahren diskutiert haben, fiihrte bei einer Schrittweite von h = 0.01 nur zu
bedingt zufriedenstellenden Ergebnissen. Eine entsprechende Rechnung mit dem Runge-
Kutta Verfahren 4.Ordnung liefert sogar bei einer sehr viel grofleren Schrittweite von
h = 0.1 eine nahezu perfekte ellipsenférmige Trajektorie im Phasenraum.
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2.12 Zentrale Kraftfelder

In diesem Abschnitt sollen die Eigenschaften von Zentralen Kraftfeldern betrachtet
werden. Unter einem zentralen Kraftfeld versteht man eine eine Kraft, die stets in die
Richtung eines zentralen Punktes, dem Kraftzentrum wirkt. Auf jedes Probeteilchen wirkt
also eine Kraft, die versucht dieses Teilchen in die Richtung des Kraftzentrums zu bewegen.
In diesem Fall spricht man von einer attraktiven Zentralkraft. Eine Zentralkraft kann aber
auch repulsiv sein. In diesem Fall weist die Kraft stets in die Richtung vom Kraftzentrum
weg.

Als Beispiel fiir eine solche Zentralkraft kennen wir die Kraft, die von einer elektrischen
Punktladung auf eine Probeladung ausgeiibt wird. In diesem Fall entspricht die Position
der Punktladung dem Kraftzentrum. Wenn Punktladung und Probeladung unterschiedli-
ches Vorzeichen besitzen, so ist die Zentralkraft auf die Probeladung attraktiv. Im Falle
von Ladungen mit gleichem Vorzeichen ist die Kraft repulsiv. Insbesondere ist also die
Kraft, die ein Atomkern mit Z Protonen auf ein Elektron ausiibt, eine solche attraktive
Zentralkraft.

Betrachtet man das Koordinatensystem, das sich in natiirlicher Weise anbietet, ndmlich
das, bei dem der Koordinatenursprung mit dem Kraftzentrum zusammenfillt, so schreibt
sich diese Coulombkraft in der Form
F = __25 ’
r2or

wobei e fiir den Betrag der Elementarladung steht, die ja bis auf das Vorzeichen der
Ladung des Elektrons wie auch der Ladung des Protons entspricht. 7 ist der Ortsvektor
des Elektrons und r der Betrag dieses Ortsvektors also gerade der Abstand zwischen dem
Elektron und dem Atomkern im Koordinatenursprung.

Allgemein ist also ein Zentrales Kraftefeld so definiert, dass es in einem Koordinaten-
system mit dem Koordinatenurspung im Kraftzentrum die Form besitzt

F() = f(7)7.

Dabei ist f(7) ein Skalarfeld, also eine reellwertige Funktion, deren Funktionswert, die
Starke der Kraft, sowohl vom Abstand |7] als aber im allgemeinen Fall auch von der
Richtung des Vektors 7 abhédngen kann.

Handelt es sich bei dem zentralen Kraftfeld ausserdem noch um ein konservatives Kraft-
feld, so héngt die Stiarke der Kraft nur vom Abstand |r] ab. Es gilt also

Fzentral und konservativ. = = F(7) = f(|7])7.

Zum Beweis dieser Behauptung betrachten wir die Darstellung der Vektoren in Kugelko-
ordinaten (mit dem Koordinatenursprung im Kraftzentrum). Da F' konservativ sein soll,
kann man F' als Gradient eines Potenzials U schreiben (233)

F(r,0,6) = —VU(r,0,0)
oU 10U . 1 0U .

~

o a0 rsin@%%'

(2.76)
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Beim Ubergang zur zweiten Zeile dieser Gleichung wurde die Darstellung des Gradienten
in Kugelkoordinaten von (Z32) iibernommen. Da F' ausserdem eine Zentralkraft sein soll,
also lediglich eine Komponente parallel zu é, besitzt, gilt

F(r,0,0) = f(r,0,¢)ré

die Komponenten des Kraftfeldes in Richtung der Einheitsvektoren éy und é, sind dem-
nach identisch null. Aus der Darstellung von F'in (274 folgt

& =0
5 0 } also U(r, f, p)
9

das Potenzial U hédngt nur vom Abstand r ab. Dies gilt dann natiirlich auch fiir die
Ableitung von U nach r und der Vergleich von (76) mit (ZI2) zeigt

10U

==

Dadurch ist also gezeigt, dass die Stéirke des konservativen zentralen Kraftfeldes nur vom
Abstand vom Kraftzentrum r abhéngt, womit (22I2) bewiesen ist.

Eine konservative Zentralkraft F ist also dadurch gekennzeichnet, dass es ein entsprechen-
des Potenzial U(r) gibt, das nur vom Abstand r abhéngt. Es gilt

0_U
or

~

ey .

F=-VU(r)=-

Man bezeichnet ein solches Potenzial, U(r), auch héufig als Zentralpotenzial.

Natiirlich kann man sich zentrale Kraftfelder vorstellen, die nicht konservativ sind, und
bei denen sie Starke der Kraft nicht nur vom Abstand zum Kraftzentrums sondern auch
von der Richtung des Ortsvektors abhangt.

Bei der Beschreibung einer Bewegung von Massenpunkten in konservativen Kraftfeldern
ist es niitzlich, den Drehimpuls des bewegten Massenpunktes zu definieren. Der Drehim-
puls, [, eines Teilchens der Masse m am Ort 7 mit der Geschwindigkeit ¢ ist definiert

durch
[ = mrxiv=rxp,

mit p, dem Impuls des Teilchens. Es ist klar, dass dieser Drehimpuls von dem Koordina-
tensystem anhéngt, in dem die Bewegung des Teilchens beschrieben wird: Bewegt sich ein
Teilchen im Koordinatenurpsrung eines Koordinatensystems, so ist der Drehimpuls des
Teilchens zu diesem Zeltpunkt [ = 0, da ja 7= 0. In einem Koordinatensystem mit einem
anderen Ursprung ist aber 7' # 0, so dass hier auch der Drehimpuls I/ im Allgemeinen
von Null verschieden sein wird.

Hier soll die Bewegung in einem zentralen Kraftfeld betrachtet werden und deshalb werden
wir im Folgenden ein natiirliches Koordinatensystem betrachten, bei dem der Koordina-
tenursprung im Kraftzentrum liegt. In diesem Fall gilt:

Bei der Bewegung eines Teilchens in einem zentralen Kraftfeld bleibt der Drehimpuls
des Teilchens, bezogen auf ein Koordinatensystem mit Ursprung im Kraftzentrum,
erhalten
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Zum Beweis dieses Satzes betrachten wir die Ableitung des Drehimpulsvektors nach der
Zeit
dl d
dt dt
_ L L dvu
= m(vxv)+m<r><%)

———
=0

= (F X ﬁ)
= f(r(Fxr) = 0. (2.77)
Damit ist also gezeigt, dass der Drehimpuls eine Konstante der Bewegung ist.

Aus der dritten Zeile dieser Gleichung lesen wir ausserdem ab, dass fiir jedes Kraftfeld
gilt

dl ~ -
Die Anderung des Drehimpulses ist danach gegeben durch das Vektorprodukt aus dem
Ortsvektor des Teilchens 7 und der wirkenden Kraft F'. Man bezeichnet diese Grofle als

das Drehmoment, das auf das Teilchen wirkt.

Ist aber der Vektor [ = 7 x p wihrend des ganzen Bewegungsablaufes konstant, so be-
deutet das ja auch, dass sowohl der Ortsvektor 7 wie auch der Impulsvektor p zu jeder
Zeit senkrecht zu diesem konstanten Vektor [ stehen miissen. Das bedeutet aber, dass
sich die Bewegung in einer Ebene abspielt und der Drehimpulsvektor steht senkrecht auf
dieser Ebene. Identifizieren wir also die Richtung des Drehimpulses mit der z-Achse des
Koordinatensystems, so ist der Ortsvektor des Teilchens eindeutig durch die x und y-
Koordinate beziehungsweise auch durch die Zylinderkoordinaten p und ¢ definiert. Ja es
gilt sogar, dass die z-Koordinate identisch null sein muss, die Ebene, in der die Bewe-
gung ablauft enthélt also den Koordinatenursprung, das Kraftzentrum. Wére nédmlich die
z-Konponente von 7 ungleich null, so hétte die Kraft, die ja in Richtung 7 zeigt eine Kom-
ponente, die das Teilchen aus der Ebene herausziehen wiirde, was aber im Widerspruch
zur Drehimpulserhaltung stiinde.

So werden die Bewegungsgleichung, die ja im Allgemeinen drei Differenzialgleichungen
fiir die Bestimmung von den drei Koordinaten des Teilchens als Funktion der Zeit sind,
im Fall eines zentralen Kraftfeldes reduziert auf zwei Differenzialgleichungen fiir die zwei
unbekannten Funktionen der Teilchenkoordinaten in einer Ebene.

Die Bewegungsgleichungen werden noch weiter reduziert, wenn die Bewegung in einem
zentralen konservativen Kraftfeld ablauft. Dazu schreiben wir die Newtonschen Bewe-
gungsgleichungen in Zylinderkoordinaten und legen das Koordinatensystem so, dass der
Koordinatenursprung mit dem Kraftzentrum iibereinstimmt und die z-Achse parallel zum
Drehimpuls des Teilchens liegt. Damit verlauft die Bewegung ausschliesslich in der xy-
Ebene und wird durch die Zylinderkoordinaten p und ¢ (2=0) beschrieben. Die Ausdriicke
fiir den Ortsvektor 7, die Geschwindigkeit ¢ und die Beschleunigung @ reduzieren sich da-

mit von (1T - &IT) auf

r Pe,
U o= pé,+ pgey
= |50 e+ 200+ 08| s (2.78)
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Daraus kénnen wir direkt den Drehimpuls berechnen zu
| = mPx 0= mpe, x [,o'ép + p¢é¢]
= mpde, (2.79)

Damit wird noch einmal bestétigt, dass bei dem hier gewihlten Koordinatensystem der

Drehimpuls parallel zur z-Achse liegt und der Betrag des Drehimpulses, m durch mp?¢

gegeben ist. Da wir die Bewegung in einem konservativem Zentralkraftfeld beschreiben
wollen berechnet sich die Kraft I als Gradient eines Potenzials U(p), das nur vom Abstand
vom Kraftzentrum und damit in der z = 0-Ebene lediglich von der Zylinderkoordinate p

abhéngt.
ou

F=-VU(p) = —8—pép
Aus dieser Gleichung zusammen mit der Darstellung der Beschleunigung in (Z78) erhalten
wir also fiir die Komponente der Newtonschen Bewegungsgleichung F' = mb, in Richtung

von €,

ou . '
—5, = mp—mps’
I
2
ol
= mp—+ a—p 2m,02 .
Diese Gleichung kann man umschreiben auf die Form
2
= v o |l
r= dp  Op2mp?
2
ou; U
eff :
- _ t = . 2.
p mi Ueff U(p) + 2mp? (2.80)

Die Differenzialgleichung fiir die radiale Koordinate entspricht also der Bewegungsglei-
chung eines Teilchens in einer Raumdimension mit einem effektiven Potenzial, das neben
dem Potenzialterm, der die wirkende Kraft darstellt, U(p), noch einen sogenannten Zen-
trifugalterm enthélt, der proportional zum Quadrat des Betrages des Drehimpulses [ ist.
Eine solche Summe aus attraktivem Potenzial und dem Zentrifugalterm zu einem effekti-
ven Potenzial is beispielhaft in Abb. dargestellt.

Zum Versténdnis der Ursache dieses Zentrifugalterms in der radialen Bewegungsgleichung
[EX0) betrachten wir die Energie des Teilchens, die ja in dem vorliegenden konservativen
Kraftfeld wéhrend der Bewegung erhalten bleibt:

E = S +U(p)
m . m .
= 5P2 + §P2¢2 +Ul(p)

2

l

_ Mo H

= 3Pt gy TV (2.81)
—_————

=Ueff
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U(p)
— U(e)=yl(p)
— I'/(2mp’) :
g — Ug(p) ]
0
Y
Abbildung 2.38: Effektives Potenzial als Summe von Potenzial und Zentrifu-
galpotenzial

Der Zentrifugalterm hat also seinen Ursprung in der kinetischen Energie des Teilchens.
Néhert sich ein Teilchen in einem zentralen Kraftfeld dem Kraftzentrum, so muss die Azi-
muthkomponente der kinetischen Energie erhoht werden, damit der Betrag des Drehim-
pulses bei kleiner werdendem p konstant bleibt. Diese Erhohung der kinetischen Energie
wirkt in der Bewegungsgleichung fiir die Abstandskoordinate p wie ein repulsiver Beitrag
zum Potenzial.
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2.13 Newton’sches Gravitationsgesetz, Planetenbe-
wegung und Kepler’sche Gesetze

2.13.1 Das Newton’sche Gravitationsgesetz

Bislang hatten wir die Schwerkraft, die auf eine Masse m nahe der Erdoberfliche wirkt,
in der Form F = —mg betrachtet. Die Frage ist nun, wie sich dieses Gesetz dndert, wenn
wir die Masse m sehr weit von der Erdoberfliche entfernen. Naheliegend ist, dass die
Gravitationskraft gegen Null geht, wenn wir uns unendlich weit von der Erdoberfliche
entfernen.

Gesucht ist also ein allgemeineres Gravitationsgesetz, das zum einen die Abhéngigkeit
vom Abstand r der beiden anziehenden Massen (Masse m und Erde) wiedergibt, aber
auch die Abhéngigkeit von der Erdmasse enthélt.

Betrachten wir zundchst die Abstandsabhéingigkeit. Mit der naheliegenden Annahme
Fy — 0 fiir 7 — oo konnen wir einen Ansatz Fy, = const.- 7% versuchen. Es liegt auflerdem
nahe, dass F, in Richtung des Verbindungsvektors 7" zwischen der Erde und m wirkt, so
dass wir schreiben koénnen:

~ m 7
Fy = —const - —— (2.82)
re 7]
Vergleichen wir dies mit F= —mg, so erhalten wir: g = cor—f.‘ft, wobei rg der Erdradius ist.
E

Um a zu bestimmen, vergleichen wir den Wert von F, auf der Erdoberfliche mit dem
Wert von Fj auf der Mondbahn. Der Mond lauft im Abstand 7y, um die Erde. Néhern
wir eine Bahn durch eine Kreisbahn (tatséchlich handelt es sich um eine Ellipsenbahn,
wie wir spater sehen werden), so erhalten wir aus dem Kréftegleichgewicht zwischen Fj
und der Zentripetalkraft mw?ryp:

const - 2 = mw?ryp. (2.83)
/erl{

2
Die Beschleunigung ay;p des Mondes ist: ayp = w?ryp = (ﬁ;) “TMB-

Die Umlaufteit Th;5 des Mondes betrigt 28 Tage = 2.4 - 10% s
Der Radius 7y, betrigt ca. 3.8-10° m ~ 60 rg

Wir erhalten hieraus: ay g ~ 2.6 - 10_3§2 SR ﬁ.

Entsprechend unserem Ansatz fiir F; kénnen wir das Verhéltnis ‘”‘% schreiben:

avp _ 1/(rus)” _ (T_E)a (2.84)

g 1/(rg)" T™MB

«
. . [e% . . .
Wir haben also mit ;5 =~ 60rg : (T;fB) oS (%) , woraus sich mit unserer Abschéitzung

ayp ~ ﬁ unmittelbar o ~ 2 ergibt.
Wir vermuten deshalb ein quadratisches Abstandsgesetz.

Es bleibt noch die Abhéngigkeit von der Erdmasse M zu untersuchen. Hierzu folgendes
Gedankenexperiment (s. Abb. ZZ39):
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SN
Mond

Abbildung 2.39: Gedankenexperiment zur Abhdingigkeit des Gravitationsgesetzes von der
Erdmasse: Vergrofiern des Mondes und Verkleinern der Erde zur

Wir vergréflern den Mond auf die Grofle und Masse der Erde und verkleinern die Erde
auf die Grofle und die Masse des Mondes. Mond und Erde haben dann véllig symmetrisch
ihre Rollen vertauscht, was sich auch in der Kraft zwischen den beiden wiederspiegeln
sollte

Es liegt also nahe, dass m und M symmetrisch in gleicher Form in Fj, eingehen, d. h. als
Produkt m - M. Wir haben damit endgiiltig das

M-m
r2

Newton’sche Gravitationsgesetz: ﬁg =-G (2.85)

=<3y

mit der noch unbekannten Gravitationskonstanten G.

Historisch gesehen hat Newton das Gravitationsgesetz auf der Basis von Kepler's Geset-
zen iiber die Planetenbewegungen gefunden. Wir werden hierauf etwas spéter eingehen.
Insbesondere sei hier aber darauf hingewiesen, dass sich G dhnlich wie die Vakuum-
Lichtgeschwindigkeit als eine universelle Konstante erweist, die fiir alle Massen die
gleiche ist.

Wiissten wir an dieser Stelle die Masse der Erde, so konnten wir G aus der Kenntnis von
g und rg sofort angeben. Um G tatséichlich zu bestimmen, muss die Gravitationskraft
zwischen zwei bekannten Massen M und m gemessen werden.

Ein irdischer Versuch zur Bestimmung der Gravitationskraft zwischen zwei Mas-
sen m und M und damit auch der Bestimmung von G wurde bereits 1798 von Cavendish
durchgefiihrt. Ein derartiges Experiment ist keineswegs trivial. Man bedenke, dass es der
Masse der ganzen Erde bendtigt, um eine Gravitationsbeschleunigung g von eben 9.813
auf der Erdoberfldche zu erreichen.

Dass ein Experiment zur Messung von ﬁg bei relativ moderaten Massen im kg-Bereich
dennoch gelingen kann, liegt daran, dass man den Messaufbau so wéahlen kann, dass die
Gravitationskraft, die die Erde auf die Massen ausiibt, keinen Einfluss auf das Experiment
hat. Der Aufbau ist in Abb. EZ40 skizziert.

An einem sehr diinnen Draht (Durchmesser 10 pm) héngen leicht drehbar zwei Massen
m = 50 g wie in Abb. (links) in der Seitenansicht gezeichnet. Der vertikale Abstand
der beiden Massen betréagt ca. 25 cm. An diese beiden Massen kénnen zwei fest verankerte
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PP d=25cm

r=8.5cm

T Laserstrahl Q
25cm

llanll
dinner Draht aus
m=50g

M =10 kg

Abbildung 2.40: Schematischer Aufbau des Cavendish-Versuchs

Massen M = 10 kg auf den relativen Abstand r» = 8.5 cm zwischen den Kugelmittelpunk-
ten herangebracht werden, wie in der mittleren Abbildung in der Aufsicht gezeichnet. Der
Abstand der Mitttelpunkte der kleinen Massen betriagt 2d = 5 cm.

In der im mittleren Bild gezeicheten Konfiguration ”an” ist die Gravitationskraft zwischen
den Massen in azimuthaler Richtung gerichtet und wird dazu fithren, dass sich die kleinen
Massen in Richtung der grofien Massen drehen. In der Stellung "aus” erfolgt dagegen
keine Drehung.

Um die Drehbewegung der kleinen Massen bzw. des Drahtes nachzuweisen, ist am Draht
ein kleiner Spiegel befestigt, der von einem Laserstrahl beleuchtet wird. Drehen sich die
Massen m und damit der Draht um den Winkel ¢, dann wird der Laserstrahl um den
Winkel 2¢ abgelenkt, wie man sich an Hand von Abb. Z41] klarmachen kann.

Wand Abbildung 2.41:  Abbildung der Drehung
der Massen m mittels des Spiegels

Laser

Bevor wir hier weitermachen, wollen wir zunéchst eine Anmerkung iiber die Gravitations-
kraft zwischen zwei Massen endlicher Ausdehnung machen. Die Massen m und M sind ja
relativ nahe beieinander, so dass wir deren Ausdehnung sicher nicht ignorieren kénnen.
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Nun zeigt sich aber (die genaue Rechnung werden Sie etwas spéter kennenlernen), dass
zwischen homogenen kugelférmigen Massenverteilungen die Gravitationskraft genau so
wirkt, als sei die Masse im Mittelpunkt der Kugeln vereinigt. Damit kénnen wir
unsere Massen doch wieder als Punktteilchen auffassen.

Im Experiment bringen wir nun zunéchst die Massen M von der Position "aus” in die
Position 7an”. Die Massen m werden durch die Gravitationskraft zwischen m und M
an die Massen M herangezogen, wodurch sich der Draht etwas verdreht. Der Draht iibt
seinerseits eine riickstellende Kraft auf die Massen aus, die (analog zum Hooke’schen
Gesetz) proportional zum Auslenkwinkel ¢ ist: Fp = —k.

Im Gleichgewicht haben wir Fp = 2- F,;, wobei der Faktor 2 daher riihrt, das zwei Massen
den Draht drehen. Hierbei vernachlissigen wir die Gravitationskraft zwischen der tiefer
(hoher) gelegenen Masse M und der hoher (tiefer) angebrachten Masse m. Wir bezeichnen
die Differenz der Auslenkwinkel in den Ruhelagen "an” und "aus” als ¢g. Dieser Winkel

ergibt sich aus der Beziehung
mM

Kipo = 2G— . (2.86)
Aufgelost nach G ergibt sich:
2
KT
— . 2.87
2mM ( )

Nun ist die Drehbewegung der Massen m um die Drahtachse nur sehr schwach gedampft.
Wie wir gleich sehen werden, fithren diese Massen deshalb eine Drehschwingung um die
Drahtachse aus. Die Frequenz bzw. Periode dieser Schwingung kénnen wir nutzen, um die
uns unbekannte Gréfle k zu eliminieren.

Zur Aufstellung der Bewegungsgleichung fiir die Drehschwingung betrachten wir nochmals
die Anordnung des Fadenpendels, die Sie schon kennengelernt haben (AbbEZZ2).

mg sin®

mg
Abbildung 2.42: links: Fadenpendel; rechts: schwingende Massen beim Cavendish-Versuch

Beim Fadenpendel hatten wir zundchst Zylinderkoordinaten eingefiithrt und dann die auf
die Masse m wirkende Schwerkraft in einen radialen und einen azimuthalen Anteil zerlegt.



2.13. NEWTON, KEPLER UND DIE PLANETEN 99

Fiir die Beschleunigung in azimuthaler Richtung ergab sich fiir eine konstante Lange [ des

Fadenpendels: a, =1-¢ = F“" = —g-sine.

Wir kénnen dieses Resultat nun unmittelbar iibernehmen, um die Drehschwingung der
beiden Massen m zu behandeln. Hierbei ist: Fi, = —Z¢. Ersetzen wir noch die Lénge I
des Fadenpendels durch den halben Abstand d der beiden Massen, so erhalten wir bei
Vernachlassigung von Dampfungstermen:

m-d~gb+gg0:0 (2.88)

was eine Schwingungsgleichung fiir ¢ ist.

Die Eigenfrequenz dieser Drehschwingung betréagt

21 K
_ - 2.89
YT 2md (2.89)

Mit diesem Ergebnis kénnen wir in Gleichung EZ87 die Gréfle £ eliminieren und erhalten:

2d (2’
G = rﬁ : (%) o. (2.90)

Fiir den Auslenkwinkel g betrage die Auslenkung des Laserstrahls an der Wand Sy (s.
Abb. ET]). Der Abbildung entnimmt man: 2py &~ Sy/L, so dass wir schlieflich G aus

2d 2 2 S(]
= — | — 2.91
=51 (7) o 201
bestimmen koénnen. Fiir die Oszillationsperiode messen wir 7' = 7.5 min = 450 s. Das

System schwingt dabei um die Ruhelage Sy = 1 m.
Einsetzen aller Zahlenwerte in EZO1 liefert: G ~ 7.2 - 1071 {45,

kg?
Der Literaturwert betrigt: G ~ 6.67 - 10_11%‘2‘.

Unsere Messung ist also nicht allzu weit von diesem Ergebnis entfernt.
Es lohnt hier, nochmals eine genauere Fehlerabschiatzung vorzunehmen.

Wir hatten G als Funktion der 6 Messgrolen r,d, M, T, Sy und L bestimmt. Jede dieser
GroBen hat einen endlichen (zufélligen) Messfehler. Nach den Regeln der Fehlerfortpflan-

zung haben wir allgemein fiir eine Grofe f(x1, xo, ..., xN):
N 2
of
of) = ——bx, | . 2.92
697 =3 (5om ) 292)
Hierbei ist 52~ L die partielle Ableitung von f nach x, (alle anderen Variablen xy, k # n, se-

hen wir als fest an) und dz,, ist der Messfehler von x,,. Angewendet auf G(r,d, M, T, Sy, L)
ergibt dies:

or\>  (8d\®  [6So\?  [OL\? ST\ [(oM\*
2 2. - - 720 - il bt
(0G)* =G {<2T) +(d) +<So) +(L) +(2T) +(M) } (2.93)
Nehmen wir an, dass wir jede der Groflen auf 3% genau bestimmt haben, so addiert sich
der zufillige relative Fehler zu 6G'/G = 0.03 - v/8 ~10%.

Wir wollen auflerdem zwei systematische Fehler diskutieren:
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Wir hatten den Einfluss der diagonal gegeniiberliegenden Masse M vernachléssigt.
Der Mittelpunkt dieser Kugel hat von der Masse m einen Abstand z; in z-Richtung
von ca. 25 cm, ist also um den Abstandsvektor 5 = /28 + 2 + (2d)2 ~ 27 cm von
m entfernt. Das Verhéltnis r; /ry betriagt ca. 0.3. Die durch die zweite Masse M auf
m ausgeiibte Gravitationskraft F, ist also vom Betrag her etwa (0.3)? ~ 0.1 der
Gravitationskraft F,; durch die nahe benachbarte Masse M. Davon ist der Anteil
Fyosin(ry/ry) =~ 0.3F; ~ 0.03F,; antiparallel zu Fj; gerichtet. Er fithrt zu einer

Uberschitzung von G um etwa 3%.

Bei der Berechnung der Schwingungsdauer 7" hatten wir nur die Massen m der beiden
kleinen Kugeln beriicksichtigt, aber nicht die Masse der Aufhidngung selbst. Diese
Masse fithrt zu einer leichten Erhohung von 7" und damit zu einer Unterschétzung
von G. Der systematische Fehler betriagt hier 5-10%.

Wir haben damit einen zufélligen Fehler von ca. 10 % und einen systematischen Fehler
von ca. 5%. Unser Ergebnis wich um ca. 7% vom Literaturwert ab, liegt also innerhalb
der Fehlergrenzen.

Wir wollen uns nun der Planetenbewegung zuwenden und zunéchst einige historische
Anmerkungen geben.

bereits im 4. Jh. v.Chr beschéftigten sich die Babylonier mit den Sternen. Die Vor-
stellung war, dass ” Sphéaren” um die Erde kreisen, an denen die Sterne bzw. Planeten
angebracht waren.

dieses geozentrische Weltbild wurde im 2. Jh. v.Chr. von Ptolemé&us (85-165, Agyp-
ten) nochmals verfeinert, der die Bewegung der Planeten auf den Sphéren durch
zusétzliche ” Epizyklen” beschrieb.

im 16. Jh. stellte Kopernikus (1473-1543) die Vermutung auf, Erde und Planeten
kreisten auf Kreisbahnen um die Sonne. Dieses heliozentrische Weltbild lieferte al-
lerdings zunéchst deutlich schlechtere Vorhersagen als das geozentrische Bild von
Ptolemé&us.

im 17. Jh. fithrte der dédnische Astronom Tycho Brahe (1546-1601) zahlreiche Stern-
und Planetenbeobachtungen durch. Eine seiner Beobachtungen war, dass keine Be-
wegung der Sterne durch den Effekt der Parallaxe zu erkennen war. Um dies zu
erklaren, musste entweder die Erde ruhen, oder es mussten die Sterne extrem weit
entfernt sein. Brahe schloss das letztere aus; die Erde musste also ruhen.

1610/1611 wurden durch Galilei und Kepler die ersten Fernrohre konstruiert.

bereits 1610 erkannte Galilei mit seinem Fernrohr, dass Monde um den Jupiter
kreisen (Galilei erkannte 4 Monde). Die Monde kreisten dabei ”hinter” dem Jupiter
hindurch, was im Bild der Sphéren sehr problematisch ist.

In der Folgezeit setzte sich trotz heftiger Widerstinde mehr und mehr das heliozen-
trische Weltbild durch. Ein wesentlicher Meilenstein waren hierbei
die Kepler’schen Gesetze (s. unten), die 1609 bzw. 1619 formuliert wurden.

Auf ihrer Basis fand schliellich eine Generation spéter
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e 1666 [saac Newton das nach ihm benannte Gravitationsgesetz.

2.13.2 Die Kepler’schen Gesetze

1. ”Die Planeten durchlaufen Ellipsenbahnen, wobei die Sonne in einem der Brenn-
punkte steht” (1609, s. Abb. ZZ3).

grofReHalbachse a

kleineHalbachse b

Abbildung 2.43: Zur Geometrie der Ellip-
se; auf dem gesamten Umfang gilt: [y +1s =
Brennpunkte const = 2a

2. ”Der 'Fahrstrahl” von der Sonne zu den Planeten {iberstreicht in gleichen Zeiten
gleiche Flachen” (1609, s. Abb. ZZ4]).

Planet

"Fahrstrahl"

Abbildung 2.44: Zum 2. Kepler’schen Ge-
setz. Die beiden schraffierten Flichen, die
ein Planet in gleichen Zeiten durchlduft,
sind gleich grofs.

3. ”Das Verhéltnis der Kuben der grofien Halbachse a zum Quadrat der Umlaufzeit T’
ist fiir alle Planeten das gleiche”, d. h. a®/T? = const. (1619).

Im néchsten Abschnitt wird gezeigt, wie aus den drei Kepler’schen Gesetzen die New-
ton’sche Gravitationskraft folgt.

Mit Aufbauten wie dem Cavendish-Experiment konnen wir die Gravitationskraft, die eine
der fundamentalen Naturkriifte ist, auf Langenskalen cm bis m testen (im Prinzip kénnen
wir die Massen m und M, und den Abstand r variieren). Die Planetenbewegung liefert
uns Messdaten auf der Groflenskala des Sonnensystems. Wesentlich schwieriger oder gar
unmoglich werden solche Tests aber, wenn wir zu extremen Skalen gehen.
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e Bei atomaren oder subatomaren Absténden {iberwiegen andere Krifte (wie etwa die
elektrostatische Kraft zwischen den Elektronen und dem Atomkern) die Gravitati-
onskraft um viele Grolenordnungen. Bis heute ist es nicht gelungen, die Gravitati-
onskraft bei sehr kleinen Abstéinden mit den iibrigen Wechselwirkungen in Einklang
zu bringen. Spitestens bei Abstéinden im von Bereich 1073 m (der Planck-Skala)
versagt die heutige Theorie.

e GroBe Massenansammlungen bewirken eine Anderung der Struktur von Raum und
Zeit, die im Rahmen von Einsteins Allgemeiner Relativitéitstheorie verstanden wer-
den kann. Sie liefert ein iiber das Newton’sche Gravitationsgesetz bzw. die New-
ton’sche Mechanik hinausgehene Beschreibung von Raum, Zeit und Gravitation,
die wichtig wird, wenn wir Effekte der Gravitation in der Néhe sehr grofler Massen
oder auf der Grofienskala von Galaxien beschreiben wollen.

2.13.3 Theorie: Keplersche Gesetze

Die Lebensgeschichte von Johannes Kepler ist ist in besonderer, wenn auch nicht immer
fiir ihn erfreulichen Weise mit der Universitiat Tiibingen verbunden (siehe Kurzbiographie
in Z245). Weltweit ist er auch heute noch bekannt wegen der Keplerschen Gesetze, mit
denen er sehr priizise die Planetenbahnen beschrieb. In einer freien Ubersetzung dieser
natiirlich urspriinglich in Latein formulierten Gesetze lauten diese:

Keplersche Gesetze:

1) Planeten bewegen sich auf Ellipsenbahnen, in deren einem Brennpunkt die
Sonne steht.

2) Der von der Sonne zum Planeten gerichtete Fahrstrahl iiberstreicht in gleichen
Zeiten gleiche Fliachen.

3) Das Verhéltnis a®/T?, wobei a die grofie Halbachse der Ellipsenbahn und 7%
die Umlaufzeit ist, ist fiir alle Planeten gleich.

Die Gesetze 1) und 2) wurden 1609 in dem Werk “Astronomia Nova” veroffentlicht,
das dritte Gesetz erst im Jahr 1619 in “Harmonices Mundi”.

Die Ellipsenbahn eines Planeten ist in der Abbildung EZ4G dargestellt. Die Ellipse ist
charakterisiert durch die grole Halbachse a und die kleine Halbachse b, beziehungsweise
den daraus abgeleiteten Grolen Halbparameter P

2 2 _ 12
P = b— , und €= ai—b Exzentrizitat
a a
Sind die Halbachsen a und b identisch, so wird die Exzentrizitdt ¢ = 0 und die Ellipse zu
einem Kreis mit dem Radius P = a = b. Wir wollen die Planetenbahn in Zylinderkoordi-
naten beschreiben, wobei der Brennpunkt der Ellipse, in dem die Sonne steht, mit dem
Koordinatenursprung identifiziert werden soll die Planetenbahn in der Ebene mit z = 0
liegt und die z-Achse in die Richtung des sonnenfernsten Punktes der Bahn zeigt. Mit
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Kurzbiographie Johannes Kepler

1571: Geboren am 27.12. in Weil der Stadt

1587: Studium der Astronomie und Mathematik an der “Arti-
stenfakultét” (Schiiler des Astronomen Michael Maest-
lin) in Tiibingen, Studium der Protestantischen Theo-
logie, anschliessend als Mathematiklehrer nach Graz

: geht auf Einladung Tycho Brahes nach Prag, die Kep-
lerschen Gesetze basieren auf den Beobachtungsdaten
von Tycho Brahe, der selbst allerdings das heliozentri-
sche Welthild des Kopernikus ablehnte. Nach dem Tode
Tycho Brahes {ibernimmt Kepler seine Stelle als Kaiser-
licher Mathematiker

. Veroffentlichung Astronomia Nova (Erstes und Zweites
Keplersches Gesetz)

1611: Konstruktionsprinzip des “Keplerschen Fernrohrs”

1613: Landvermesser in Linz; er bewirbt sich auf eine Profes-
sur nach Tiibingen

1619: Veroffentlichung Harmonices Mundi (Drittes Kepler-
sches Gesetz)

1620: nach langem Hin und Her wird die Bewerbung Kep-
lers nach Tiibingen wegen theologischer Differenzen
endgiiltig abgelehnt.

1628: Astrologe Wallensteins

1630: stirbt am 15.11. in Regensburg

Abbildung 2.45: Kurzbiographie und Bild von Johannes Kepler
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F b
qpl

Abbildung 2.46: Ellipse als Planetenbahn, die graue Fliche entspricht der vom
Fahrstrahl iberstrichenen Fliche, wenn der Planet die Strecke zuriickgelegt hat,
die durch den griinen Pfeil angedeutet ist

dieser Wahl des Koordinatensystems ergibt sich folgender Zusammenhang zwischen der
Radiuskoordinate p und dem Azimuthwinkel ¢ des Ortsvektors fiir den Planeten

P
1 —ecos(p =
To= pé,. (2.94)

p =

Neben der Darstellung des Ortsvektors 7 in den Zylinderkoordinaten benétigen wir auch
die entsprechenden Ausdriicke fiir die Geschwindigkeit ' und die Beschleunigung a@. Nach
unseren Rechnungen im Abschnitt iiber die Zylinderkoordinaten sind diese gegeben durch

= pe,+ ppé,
o . L2\ A .. N A
= (P—p¢°) o+ (200 + pp) é . (2.95)

Dabei haben wir bereits beriicksichtigt, dass bei der Planetenbewegung in der Ebene
z=z=Zz=0gilt.

0l
a

Wenn der Planet eine Wegstrecke dr zuriickgelegt hat (siehe den griinen Pfeil in der Skizze
von Abb. E0), so ist die vom “Fahrstrahl iiberstrichene Fliache”, dF, die im zweiten
Keplerschen Gesetz erwéahnt wird, gerade die Hélfte der Flache des Parallelogramms,; das
durch die Vektoren 7 und dr"aufgespannt wird. Damit gilt also fiir die iiberstrichene Fléiche
pro Zeiteinheit dt

dF 1 . dr
- — —\r .
dt 2 dt
1 —
= — | x mv|

1 4 (2.96)

2m

Beim Ubergang zur letzten Zeile haben wir die Definition des Bahndrehimpulse [ iiber-
nommen. Andererseits konnen wir nun aber auch die Ausdriicke fiir den Ortsvektor 7 und
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die Geschwindigkeit v aus (04 und (93) ibernehmen was zu dem Ausdruck fiithrt

dF 1 .A A
. §|(P€p) X (pé, + ppé, )|
1 2 .
= 5[) ¥
1

Das zweite Keplersche Gesetz entspricht also der Beobachtung, dass die Drehimpulse
der Bewegung der Planeten, bezogen auf ein Koordinatensystem mit der Sonne im Ko-
ordinatenursprung, erhalten bleiben. Daraus konnen wir also schon schliessen, dass sie
Planetenbewegung in einem zentralen Kraftfeld erfolgt mit der Sonne als Kraftzentrum.

Andererseits konnen wir aus (297, dass der Betrag dieses Drehimpulses durch m = mp*p
gegeben ist. Die Erhaltung des Drehimpulses bedeutet aber auch, dass
d p*p
dt
Dies entspricht aber gerade der Azimuthalkomponente der Beschleunigung (vergleiche
E07), womit wiederum gezeigt ist, dass bei der Planetenbewegung eine Beschleunigung

ausschlieflich in radialer Richtung also in Richtung auf die Sonne erfolgt. Diese Beschleu-
nigung ergibt sich zu

=2ppp +p*¢ =0.

ap:,b—pgbz.

Fiir die Berechnung dieser Beschleunigung greifen wir auf die Parametrisierung der Ellip-
senbahn in (Z94) zuriick und berechnen

C op
__ Pesing
n (1—5cos<p)2<p
B _z—:singp 9 . __esingoﬂ (2.98)

wobei ja die Masse des Planeten m und sein Bahndrehimpuls ‘l" wéahrend der Bewegung
konstant bleiben. Damit erhilt man

_5cosapﬂ,__ el?
P m’ Pp*m?

Eingesetzt in ([ZI33) ergibt sich damit fiir die radiale Beschleunigung

COs Q.

EP 1f2

a, = “Pme cos p — S
12 <5cosg0+1—5cosg0>
m2p? P P
o1

o 2.99
2P 7 (2.99)
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Bei dem Ubergang zur dritten Zeile wurde 1/p nach ([Z34) ersetzt. Bahndrehimpuls L.
Masse m und Halbparameter P der Planetenbahn sind Konstanten der Planetenbewegung.
Aus (Z39) wird also deutlich, dass die radiale Beschleunigung und damit die Kraft, die
von der Sonne auf den Planeten wirkt eine konservative Zentralkraft ist, die proportional
zum Quadrat des Abstandes Planet - Sonne abfillt.

Das dritte Keplersche Gesetz verkniipft nun die Daten der verschiedenen Planetenbahnen
miteinander. Nach dem zweiten Keplerschen Gesetz ist die pro Zeiteinheit vom Fahrstrahl
iiberstrichene Fliache konstant. Diese Geschwindigkeit ist natiirlich berechenbar als die
Gesamtflache innerhalb der Ellipsenbahn, F' = wab dividiert durch die Umlaufzeit T
Andererseits gilt aber nach (2297)

dF_lq Tab
=

dt 2ml |
Mit dieser Gleichung kénnen wir den Quotienten des dritten Keplerschen Gesetzes um-
schreiben

a’ PRIE
T2 (2mmab)?
1 2
= — 2.1
A2 m2P’ (2.100)

(siche Definition des Halbparameters P in (ZI33)). Der Quotient a®/T? ist also bis
auf den Faktor 472 identisch mit der Konstanten in der radialen Beschleunigung des
jeweiligen Planeten (Z0d). Das dritte Keplersche Gesetz sagt also aus, dass die radiale
Beschleunigung fiir alle Planeten von der Form

const
p2

a, = —

ist. Das dritte Keplersche Gesetz ist also eine historisch vorweggenommene Bestéitigung
fiir die anziehende Gravitationskraft der Sonne auf die Planeten mit

const

F, = ma, =-m

, (2.101)

wobei Mg fiir die Masse der Sonne steht und v die Konstante der Gravitationskraft
bezeichnet.

Wir haben also hier gezeigt, dass wir aus der experimentellen Beobachtung, die zu den
Keplerschen Gesetzen fiihrte, die Form der Kraft herleiten konnten, die die Planeten auf
ihrer Umlaufbahn hélt. Dabei wurde nicht nur gezeigt, dass es sich hier um ein zentra-
les Kraftefeld mit dem Kraftzentrum Sonne handelt. Dartiber hinaus konnten wir auch
zeigen, dass diese Kraft die Form der Newtonschen Gravitationskraft hat also mit 1/p?
beziehungsweise 1/r? abfillt.
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2.13.4 Trajektorien im Gravitationsfeld

In diesem Abschnitt wollen wir nun zeigen welche Bahnen (Trajektorien) Massenpunkte
zuriicklegen, wenn sie sich in einem zentralen Kraftfeld der Form

Ist die Konstante « positiv, so handelt es sich hier um ein attraktives Kraftfeld, in dem
die Massenpunkte zum Kraftzentrum hingezogen werden. Beispiele hierfiir sind die Gra-
vitationskraft aber auch die elektrostatische Anziehung, die Coulombkraft, mit der z.B.
Elektronen (mit ihrer negativen Ladung) von einem positiv geladenen Atomkern im Kraft-
zentrum angezogen werden. Bei negativen Werten von « liegt eine abstoflende Kraft vor.
Ein entsprechendes Beispiel ergibt sich durch die Repulsion, die ein elektrisch positiv
geladenes Proton durch einen ebenfalls positiv geladenen Atomkern erfihrt.

Fiir ein solches Kraftfeld betrachten wir die Newtonsche Bewegungsgleichung

dp

a —
— 7.
dt 73

—

Hier und im folgenden steht p = mu fiir den Impuls des Teilchens. Da es sich bei F um
ein zentrales Kraftfeld handelt, ist der Drehimpuls [ = 7 x p’eine Konstante der Bewegung
und wir kénnen die Gleichung (ZI32]) von rechts mit diesem Drehimpuls multiplizieren:

57 a . -
pxl = —ﬁ[rx(rxﬁ)]
o — —/ —
= 3 [0 = 7(7p)] . (2.102)

Bei dem Ubergang zur zweiten Zeile haben wir die allgemein giiltige Vektorrelation
@ x (bx &) = b(ac) — éab),

ausgenutzt und 77 = r? eingesetzt. Zur weiteren Berechnung bestimmen wir

d1 d
dt |l dt\fa? P+ 22
d 1 . d 1 . 1 :
= - T+ — y+ - z
de \/fa2 +y2+ 22 dy/a2 +y2 + 227 dz /a2 +y? + 22
- 34— 39~ 3%
/,’L’2—|—y2—|—22 /x2+y2+z2 /,’L’2—|—y2—|—22
T
I

Damit ergibt sich fiir

dr 7 v

atj
Damit ergibt sich fiir die rechte Seite der Gleichung ZI02) (letzte Zeile):

d r

& 2y #e] = ame
T3[7’p r(rﬁ)} amdtm.
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Fiir die linke Seite haben wir aber

d .o LS. o
—*f):*z Fx = pFxi,
dt (p X DXL+ pX pXx
da ja [konstant ist. Setzt man diese beiden Seiten der Gleichung (Z102)) zusammen, ergibt
sich
LAY
at \P7) T e \ M)A
beziehungsweise

—

- r
pxl=am—=—C.
I
wobei der Vektor C , der sogenannte Lenz’sche Vektor konstant, sein muss. Man kann
sich nun davon iiberzeugen, dass dieser Lenz’sche Vektor senkrecht zu [ steht und damit
also in der Ebene der Bewegung liegt. Dazu multiplizieren wir die Gleichung (ZI34)
skalar mit dem Vektor [ .

— l r ——

l(ﬁxf):am l —IC".

— 4

= =0

Die linke Seite dieser Gleichung ist identisch Null, da der Vektor p x [ senkrecht zu [
steht. Der erste Term auf der rechten Seite ist Null, da der Ortsvektor 7" in der Ebene der
Bewegung liegt, die senkrecht zu [ ist. Daraus folgt also I[C' = 0, was ja bedeutet, dass der
Lenz’sche Vektor C' in der Bewegungsebene liegt.

Fiir die weitere Rechnung multiplizieren wir die Gleichung (2134l skalar mit 7

7’2 =

F(ﬁxf):am7—FC.

Mit der allgemeinen Vektorbeziehung
@b x &) =ée@xa,
konnen wir (22134 umschreiben
f(Fxﬁ):P = amr—7xC

C| cos(y), (2.103)

= amr—r

wobei ¢ den Winkel zwischen 7 und C' bezeichnet. Da der Lenzsche Vektor C in der Ebene
der Bewegung des Teilchens liegt, konnen wir C' als die z-Achse fiir diese Ebene annehmen
und ¢ bezichungsweise r = p als Zylinderkoordinaten in der Ebene interpretieren. Damit

ergibt sich aus (ZI03) die Bezichung

12 B P
am (1 — S cos(p)) 1—ccos(p)’

also die Gleichung der Ellipsenbahn (Z94]) mit

2
P:l— und 8:£.

am am
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Abbildung 2.47: Ellipse und Hyperbel als Trajektorie eines Massenpunktes im
Gravitationsfeld. Die Ellipse im linken Teil der Figur hat eine Exzentrizitit von
e = 0.8, die Hyperbel e = 1.4. Solche Plots konnen z.B. mit dem MAPLE Kom-
mando “plot([0.5/(1-0.8*cos(phi)),phi,phi=0..2*Pi], coords=polar)” generiert
werden. Dabei Achtung mit der Winkelkkordinate phi bei einer Parabel oder
Hyperbel

Diese Parametrisierung der Trajektorie [ZI34) steht aber nicht nur fiir eine Ellipse. Es
gilt vielmehr allgemein, dass fiir

e=0: ein Kreis,
O0<e<l1: eine Ellipse,
e=1: eine Parabel,
l<e: eine Hyperbel, (2.104)

beschrieben wird. Die Form der Trajektorie hangt also von der Exzentrizitit ¢ und damit
wegen (ZI34]) vom Betrag des Lenz’schen Vektors C' ab. Beispiele fiir eine Ellipsenbahn
(¢ = 0.8) und eine Hyperbel (¢ = 1.4) sind in Abb. 247 gegeben.

Was ist also nun die physikalische Bedeutung dieses Lenz’schen Vektors? Um diese Frage
zu beantworten, betrachten wir die Gleichung (22I34]) zur Definition von C' und berechnen

C* = (ﬁxf)2+a2m2—2am§<ﬁxf) .

Der Geschwindigkeits- und damit auch der Vektor des Impulses p° = mt sind in der
Ebene der Bewegung und damit senkrecht zum Vektor des Drehimpulse [ (das ergibt sich
natiirlich auch schon aus der Definition des Drehimpulses [ =7x p). Damit ist der Betrag
des Vektors p x [ gleich dem Produkt der Betrige p und [. Fiir das Vektorprodukt im
letzten Term dieser Gleichung benutzen wir die Bezichung ([ZI34) in der Form

F(ﬁxf) —[(7Fxp) =12
Damit erhalten wir fiir (ZT3.4)

C? = 2 + o?m? — 2aml®

r
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und mit ZT3) ergibt sich

22 [ p?*  «
2
-1 _a
© N a’m <2m r)
2

— 1+
a’m

E. (2.105)

In der Klammer in der ersten Zeile dieser Gleichung steht niimlich mit p?/(2m) gerade
die kinetische Energie des Teilchens und mit —a//r die jeweilige potenzielle Energie, die
als Summe die Energie E ergeben. Fiir negative Werte der Energie kann das Teilchen
dem attraktiven Potenzial nicht entflichen: Fiir » — oo geht ja das Potenzial gegen Null
und damit wére eine negative kinetische Energie erforderlich um die Energiecerhaltung
zu bewahren. Dies ist aber wegen der Positivitit der kinetischen Energie (mwv?/2) nicht
moglich. In diesem Fall negativer Energien liefert (ZI0H) eine Exzentrizitit ¢ < 1, was
bedeutet, dass die Trajektorie eine Ellipse ist.

Fiir positive Energien ist aber die kinetische Energie so grofl, dass das Masseteilchen
sich auch beliebig weit von dem Kraftzentrum entfernen kann. In diesem Fall wird das
Teilchen am Kraftzentrum gestreut und durchlauft die Trajektorie einer Hyperbel. Bei-
spiele fiir solche Hyperbelbahnen finden sich in der Astronomie, wenn z.B. ein Satellit
mit ausreichender Geschwindigkeit an einem Planeten vorbeifliegt. Die gleichen Trajek-
torien erhalt man aber auch, wenn man die Streuung eines Elektrons an einem Atomkern
beschreibt. In diesem Fall ist das attraktive Zentralfeld durch die Coulomb Anziehung zwi-
schen dem elektrisch positiv geladenen Atomkern und dem Elektron gegeben. Die Bahnen
der gebundenen Elektronen wéren auch hier Ellipsen. Man muss jedoch beachten, dass
zur Beschreibung der Phidnomene bei diesen extrem kleinen Absténden die Effekte der
Quantenmechanik zu beriicksichtigen sind.



