Carla Cederbaum

Am Mathematischen Forschungsinstitut Oberwolfach
(MFO) treffen sich jede VWoche angesehene Mathemati-
kerinnen und Mathematiker; um sich tber aktuelle For-
schungsthemen auszutauschen und neue mathematische
Ideen zu entwickeln. Um die Themen, die hier diskutiert
werden, einer breiteren Zielgruppe — Mathematikleh-
rer/innen, interessierten Oberstufenschiiler/innen, Wis-
senschaftsjournalist/innen und allgemein an Mathematik
Interessierten — zuginglich zu machen, hat das MFO Ende
2013 unter dem Direktor Gerhard Huisken das Projekt
Schnappschiisse moderner Mathematik aus Oberwolfach ins
Leben gerufen.

Im Rahmen dieses Projektes verfassen ausgewahlte Teil-
nehmer/innen des wissenschaftlichen Programms des
MFO kurze englische oder deutsche Texte, in denen sie
geeignete Themen des jeweils behandelten Forschungs-
gebiets mdglichst verstindlich erkliren, sodass ein Le-
ser sie ohne viel Vorwissen verstehen kann. Diese Texte,
genannt Schnappschiisse, werden dann von einem Team
junger Editorinnen und Editoren {iberarbeitet; die Edi-
tor/innen studieren oder promovieren in Mathematik
und sind besonders gelibt darin, komplexe Sachverhal-
te einfach darzustellen und Briicken zum Vorwissen von
Mathematiklehrer/innen und Oberstufenschiiler/innen zu
schlagen.

Nach wissenschaftlicher Begutachtung durch die Or-
ganisator/innen des jeweiligen wissenschaftlichen Pro-
gramms werden die Schnappschiisse unter einer Crea-
tive Commons Lizenz auf www.mfo.de/snapshots frei
zur Verfligung gestellt und kénnen dort Uber einen
RSS-Feed abonniert werden. Gleichzeitig werden sie
auch {ber die Mathematikkommunikationsplattform
www.imaginary.org verbreitet. Die aktive ehrenamtliche
IMAGINARY-Community hat bereits begonnen, einzelne
Schnappschiisse in andere Sprachen wie etwa Deutsch,
Franzosisch und Spanisch zu iibersetzen und wiederum
frei zur Verfiigung zu stellen.

Um die verschiedenen mathematischen Teilgebiete, ihre
Querverbindungen und Beziige zu anderen Wissenschaf-
ten sichtbar zu machen, werden die Schnappschiisse ei-
nem oder mehreren mathematischen Gebieten zugeord-
net sowie gegebenenfalls Verbindungen zu anderen Ge-
bieten wie etwa Physik oder Biologie aufgefiihrt.

Das Schnappschuss-Projekt wurde 2014 auf dem Inter-
national Congress of Mathematicians in Seoul im Panel
Mathematics communication for the future sowie auf dem
Forum Wissenschaftskommunikation vorgestellt.
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Schnappschiisse moderner Mathematik aus Oberwolfach

Zielsetzung

Wir wollen an vielen verschiedenen Beispielen zeigen,
dass Mathematik und mathematische Forschung span-
nend, elegant und vielfaltig sind. Die zahlreichen Anwen-
dungen von Mathematik in anderen wissenschaftlichen
Disziplinen sollen dabei ebenso vorgestellt und erklirt
werden wie die Gebiete der Reinen Mathematik. Die
Vielfalt an Autor/innen und ihrer Perspektiven auf die
Mathematik erlaubt es den Leser/innen, einen Eindruck
zu gewinnen, was Mathematiker/innen antreibt und be-
geistert, wie sie liber Mathematik nachdenken und wel-
che mathematische |deen sie besonders faszinieren. Vor
allem aber wollen wir die Leser/innen neugierig machen
auf moderne Mathematik und mathematische Forschung
und so vielleicht auch den einen oder die andere fiir ein
Mathematikstudium gewinnen.

Wir mochten die mathematische Community mit dem
Schnappschuss-Projekt dabei unterstiitzen, geeignete
Forschungsergebnisse und -methoden auch fiir Laien auf-
zubereiten:

Beim Schreiben eines Schnappschusses wird man da-
zu gezwungen, aus dem mathematischen Autismus
herauszutreten und sich noch einmal ganz neu mit
den Inhalten zu befassen.

— so beschrieb ein Schnappschuss-Autor seine Erfahrung
beim Eingrenzen des zu behandelnden Materials und des-
sen stringenter und zuginglicher Darstellung.

Die Schnappschiisse moderner Mathematik aus Oberwolfach
begannen als Teil des Projekts Oberwolfach trifft IMAGINA-
RY, das von der Klaus Tschira Stiftung gefordert wird. Sie
werden auch von der Oberwolfach Stiftung sowie vom
MFO unterstiitzt.

Auf Seite |51 finden Sie den Schnappschuss von Diana
Davis zum Thema ,,Billiard und ebene Flachen", der von
Sophia Jahns editiert wurde. Dieser Schnappschuss steht
unter der Lizenz CC-BY-NC-SA 3.0.

Carla Cederbaum, Chefeditorin und Projektkoordinatorin,
Schnappschiisse moderner Mathematik aus Oberwolfach
Mathematisches Forschungsinstitut Oberwolfach,
Schwarzwaldstrale 9-11, 77709 Oberwolfach
senior-editor@mfo.de

Carla Cederbaum forscht an geometrischen
Strukturen in der Mathematischen Relativitits-
theorie. Nach ihrer Promotion an der FU Berlin
war sie Postdoc an der Duke University und ist
jetzt Wissenschaftliche Mitarbeiterin in Tibin-
gen.
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Billard, die Zick-Zack-Bewegungen eines Balls auf einem
Tisch, ist ein reichhaltiges Feld gegenwirtiger mathema-
tischer Forschung. In diesem Artikel diskutieren wir Fra-
gen und Antworten zum Thema Billard, und zu dem da-
mit verwandten Thema ebener Flichen.

| Los geht’s!

Wo auch immer Sie gerade sitzen und diesen Artikel le-
sen: Um Sie herum stoBen stindig Sauerstoff-Atome und
andere Gasteilchen zusammen und prallen voneinander
und von den Raumwinden ab. Die genaue Bewegung der
einzelnen Teilchen nachzuvollziehen, ist vielleicht inter-
essant, aber sehr kompliziert. Mathematiker neigen dazu,
das Problem zuerst soweit wie moglich zu vereinfachen,
um dann zundchst das vereinfachte System zu verstehen.
In unserem Fall kénnten wir das System dahingehend ver-
andern, dass wir nur ein einziges Teilchen in seiner Be-
wegung durch den Raum studieren und alle anderen Teil-
chen auBer Acht lassen, sodass es keine Kollisionen oder
andere Interaktionen zwischen verschiedenen Molekiilen
mehr gibt. Wir kénnten es sogar noch weiter auf zwei
statt drei Dimensionen vereinfachen, indem wir ein Teil-
chen auf einer Oberfliche studieren, gleich einem Ball auf
einem Billardtisch. Wie sich herausstellen wird, ist schon
dieser Fall interessant genug.

Betrachten wir den einfachsten Fall, in dem der Billard-
tisch quadratisch ist. Wir nehmen an, dass wir uns den
Ball (oder das Teilchen) als einen einzigen Punkt vorstel-
len kénnen, der sich reibungslos bewegt (also nie zur Ru-
he kommt), und dass er beim Auftreffen auf die Bande
des Tisches im gleichen Winkel reflektiert wird, in dem
er darauf zugelaufen ist (genau wie in der Wirklichkeit).

Ist es moglich, den Ball so anzustoBen, dass sich sein Pfad

Billard und ebene Flachen

Diana Davis

Uber den Tisch wiederholt? Ja: Wenn wir ihn vertikal
oder horizontal in Bewegung setzen, wird er zwischen
zwei gegeniiberliegenden Punkten an parallelen Rindern
des Tisches hin- und herlaufen, siehe Abbildung I (a). Wir
sagen dann, dass diese Trajektorie (Pfad) periodisch mit Pe-
riode 2 ist (der Ball springt zweimal vom Rand des Tisches
zuriick, bevor er seine Bahn wiederholt). Andere Beispie-
le fiir periodische Trajektorien, mit Periode 4 bzw. 6, sind
in den Abbildungen |(b)-I(c) dargestellt.

Kann man den Ball so anstoBen, dass sich seine Trajekto-
rie niemals wiederholt? Sich das Bild einer solchen nicht-
periodischen Trajektorie vorzustellen, ist deutlich schwie-
riger, da sich die Trajektorie ja nie wiederholt. Tatsdch-
lich wird die Trajektorie den Tisch Stiick fur Stiick ein-
nehmen, bis das Bild zu einem ginzlich schwarzen Qua-
drat geworden ist (Abbildung (d)). Wenn wir uns jedoch
nicht auf den Tisch beschrinken, sondern den Tisch auf-
klappen, dann gelingt es, das Bild einer solchen Trajekto-
rie zu zeichnen.

Betrachten wir dazu die einfache Trajektorie, die in Ab-
bildung 2(a) dargestellt ist. In dem Moment, in dem der
Ball den oberen Rand des Tisches erreicht, klappen wir
den Tisch nach oben auf, indem wir eine Kopie des Ti-
sches an den oberen Rand anfiigen. Der Ball kann nun in
dieser Kopie weiter geradeaus laufen, anstatt nach unten
umgelenkt zu werden (Abbildung 2(b))." Wenn der Ball
nun als nachstes den rechten Rand des Tisches erreicht,
machen wir das gleiche noch einmal: Wir klappen den
Tisch nach rechts auf, indem wir dort eine weitere Ko-
pie anfiigen, in der der Ball geradeaus weiterlaufen kann
(Abbildung 2(c)). Diesen Vorgang kénnen wir beliebig oft
wiederholen: Wir erstellen jedes Mal eine weitere Kopie,
wenn die Trajektorie eine Kante des Tisches erreicht. Auf
diese Art kénnen wir die Trajektorie auf dem quadrati-
schen Tisch durch eine gerade Linie auf Millimeter-Papier
darstellen.

7,
A 4

(2) (b)

Abbildung |. Unterschiedliche Pfade auf einem quadratischen Billardtisch
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(@) (b)
Abbildung 2. Aufklappen des Billardtisches

Mithilfe dieser Darstellung kénnen wir mihelos ein Bei-
spiel fiir eine nicht-periodische Trajektorie finden. Neh-
men wir dazu an, dass wir eine Linie mit irrationaler Stei-
gung zeichnen. Diese wird niemals zwei verschiedene
horizontale (oder vertikale) Kanten im gleichen Punkt
schneiden, denn tite sie das, dann wire die Steigung zwi-
schen den entsprechenden Punkten gleich dem Verhiltnis
zweier ganzer Zahlen. Wir haben aber eine irrationale
Steigung gewihlt, also kann das nicht passieren. StoBen
wir den Ball also mit irgendeiner irrationalen Steigung an,
so wird seine Trajektorie auf dem Tisch nicht-periodisch
sein. Auf die gleiche VVeise kann man zeigen, dass die Tra-
jektorie des Balls periodisch sein wird, wenn wir ihn mit
rationaler Steigung anspielen.

2  Ungewdhnliche Billardtische

Hier sind einige grundsitzliche Fragen, die man zu dyna-
mischen Systemen aufwerfen kann: Weist das System pe-
riodisches Verhalten auf? Gibt es nicht-periodisches Ver-
halten? Wir haben gesehen, dass beide Fille bereits fir
den einfachsten Fall, den des quadratischen Tisches, auf-
treten kénnen. Verzerrt man den Tisch in vertikaler oder
horizontaler Richtung, so bleiben die Regeln des Systems
unveriandert. Folglich gelten dieselben Resultate auch fiir
alle rechteckigen Tische. Jetzt sind wir vielleicht bereit,
unser System komplizierter zu machen. Dieselben Fragen
kénnen wir uns auch fiir jede andere beliebige Tischform
stellen — beispielsweise fiir einen dreieckigen Tisch, einen
flinfeckigen Tisch oder einen Tisch, der aus mehreren zu-
sammengeklebten Rechtecken besteht. Abbildung 3 zeigt
eine Trajektorie mit vielen Bandenkontakten auf einem
fiinfeckigen Tisch. (Kénnen Sie sich vorstellen, wie eine
Trajektorie auf einem kreisformigen Tisch aussehen wiir-
de?)
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Abbildung 3. Eine Trajektorie auf einem flinfeckigen Tisch

Wir haben bereits gesehen, dass im Fall des quadrati-
schen Tisches jede Trajektorie entweder periodisch ist
(und wir ihr Bild zeichnen konnen) oder dass ihr Pfad
schlieBlich den gesamten Tisch abdeckt (das Bild wird
schwarz). Trifft das immer zu? Uberraschenderweise lau-
tet die Antwort: Nein! Es gibt Tische, auf denen eine Tra-
jektorie einen Teil des Tisches komplett abdecken kann,
aber einen anderen Teil nie erreicht: Eine lllustration die-
ses Phinomens ist in Abbildung 4 dargestellt, sie wurde
von Curtis McMullen konstruiert. Die Trajektorie bleibt
in dem Rechteck und einem Teil des Quadrats ,,stecken,
die zwei Ecken des Quadrats kann sie nie erreichen. Lie-
Ben wir den Ball weiterlaufen, so wiirde die schattier-
te Region komplett schwarz eingefirbt, die Ecken jedoch
blieben weil3.

Das wirft folgende Frage auf: Welche Tischformen besit-
zen die Eigenschaft, dass jede nicht-periodische Trajek-
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Abbildung 4. Eine nicht-periodische Trajektorie, die niemals die wei-
Ben Ecken erreicht

torie den ganzen Tisch abdeckt? Wie sich zeigt, ist das
fir die meisten Tische nicht der Fall, sondern lediglich
fiir solche mit ausgeprigter Symmetrie. Dazu zahlen Po-
lygone, Tische aus mehreren zusammengeklebten Qua-
draten, und einige einfache Dreiecke. Gegenwirtig wird
weiter daran gearbeitet, mehr Beispiele fiir Tischformen
mit dieser Eigenschaft zu finden, aber bislang sind nur die-
se wenigen Beispiele bekannt [, 5, 6].

3 Billard auf einem Donut

Gehen wir noch einmal zu dem aufgeklappten Billardtisch
zuriick. Wir haben den oberen Rand des Tisches aufge-
klappt und damit eine Kopie des Tisches erzeugt, in der
der Ball weiter geradeaus laufen kann. Dadurch verhilc
sich der Rand, von dem der Ball abgeprallt wire, nicht
mehr wie eine Wand. Deshalb stellen wir ihn in Abbil-
dung 5 als gestrichelte Linie dar. Der neue obere Rand ist
nur eine Kopie des unteren Randes, deshalb bezeichnen
wir beide mit A, um uns an die Identitit der beiden zu
erinnern. Genauso haben wir den rechten Rand des Ti-
sches aufgeklappt und eine weitere Kopie des bereits auf-
geklappten Tisches erzeugt, wodurch wir nun vier Kopien
des Originaltisches haben. Der neue rechte Rand ist eine
Kopie des linken Randes, also bezeichnen wir beide mit
B. Erreicht die Trajektorie nun den oberen Rand A, er-
scheint sie einfach von Neuem an der gleichen Stelle des
unteren Randes A und lduft weiter. Genauso erscheint
sie einfach von Neuem am linken Rand B, wenn sie den

(@)
Abbildung 6. Zusammenkleben des Torus

] C——

............ B

A

Abbildung 5. Identifizierung der Kanten eines Quadrates

rechten Rand B getroffen hat. Diesen Prozess bezeichnet
man als Identifikation des oberen und des unteren bzw.
des linken und des rechten Randes.

Diese |dee des ,Wiedererscheinens aus der linken
Wand, nachdem man die rechte Wand erreicht hat,
koénnte lhnen aus Videospielen wie ,,Pac-Man* , ,.Snake"
oder ,Portal” geliufig sein. Was lhnen dabei entgangen
sein mag, ist die Tatsache, dass Sie sich in Folge der Iden-
tifikationen nicht mehr auf einer flachen Ebene befinden,
sondern auf einer ganz anderen ebenen Fliche! In Wirk-
lichkeit ist diese Fliche die Oberfliche eines Bagels oder
Donuts, die von Mathematikern als Torus bezeichnet wird.

Es ist hilfreich, sich den Grund dafiir zu vergegenwarti-
gen. Klebt man beide Kopien des Randes A zusammen,
so erhilt man einen Zylinder, dessen beiden Enden je-
weils gleich dem Rand B sind (Abbildung 6). Wenn Sie
den Zylinder nun umbiegen, um beide Kopien des Randes
B auch zusammenzukleben, dann erhalten Sie die Torus-
fliche (dabei miissen Sie den Zylinder ordentlich stre-
cken und stauchen, aber keine Sorge, Sie diirfen sich ihn
als sehr elastisch vorstellen).

Auf dieselbe Art kdnnen wir viele andere Flichen erzeu-
gen (siehe Abbildung 7). Wenn wir beispielsweise alle
parallelen Kanten eines regelmiBigen Achtecks identifi-
zieren, so erhalten wir eine andere Fliche, namlich einen
Torus mit zwei Léchern [4]. Genauso kénnen wir zwei
Fiinfecke nehmen, eines um 180 Grad drehen, und alle
fiinf Paare paralleler Kanten identifizieren.” Es stellt sich
heraus, dass die entstandene Fliche ebenfalls der Torus
mit zwei Lochern ist.




Konnen Sie sich vorstellen, auf welche Weise man die
identifizierten Kanten des Achtecks aufrollen und zusam-
menkleben muss, so wie wir es mit dem Quadrat ge-
macht haben? Es ist viel schwieriger — das Achteck muss
ordentlich gequetscht werden, wenn man seine Ecken an-
einander fligt. Dennoch kann man es schaffen; in Algebraic
Topology von Allen Hatcher findet sich eine sehr gute Dar-
stellung [3, S. 5].

4  Verdrehung der Oberfliche

Meine Forschung iber das Doppelfiinfeck und andere
verwandte Flichen befasst sich mit dem folgenden Pro-
blem: Angenommen, wir haben eine Trajektorie auf ei-
ner Fliche. Nun zerschneiden wir die Fliche, verdrehen
sie, und setzen sie derart wieder zusammen, dass die
zerschnittenen Rinder erneut zusammengeklebt werden.
Was geschieht dadurch mit der Trajektorie?

Auf dem Torus bedeutet das, die Fliche einmal aufzu-
schlitzen, sie ein-, zwei-, drei- oder mehrmals zu verdre-
hen (in Abbildung 8 wird sie einmal verdreht), und dann
die Enden wieder zusammenzukleben. Wenn wir mit ei-
ner sehr einfachen Trajektorie beginnen (einem Aquator
des Torus), dann fiihrt das Verdrehen dazu, dass die Tra-
jektorie um das Loch in der Mitte herumliuft,

Schon fiir dieses einfachste Beispiel ist es schwierig, sich
die Trajektorie auf der Torusfliche vorzustellen. In Abbil-
dung 9 hingegen sehen wir, dass sie sich viel leichter auf
das Quadrat zeichnen lisst; das trifft fir die Originaltra-
jektorie in Abbildung 9(a) zu als auch auf die verdrehte
in Abbildung 9(b). Im Fall komplizierterer Flichen und

(b)

Abbildung 7. Ein Achteck oder zwei Fiinfecke kann man zum Torus mit zwei Lochern zusammenkleben.

komplizierterer Trajektorien (siche Abbildung 9(c)) las-
sen sich die Verdrehung und ihre Folgen viel leichter auf
den Polygonen studieren als auf den drei-dimensionalen
Darstellungen der Flichen.

Wir bendtigen noch eine geeignete Art, um auf ei-
ne Trajektorie auf einer Fliche Bezug zu nehmen. Als
sehr bequem erweist es sich, einfach die Folge der
Kanten-Bezeichnungen aufzuschreiben, welche die Tra-
jektorie kreuzt: Die Trajektorie in Abbildung 9(a) wiir-
deals ... BBB ... oder kurz B bezeichnet, die Trajektorie
in Abbildung 9(b) wire ... ABABAB ... oder AB, und die
aus Abbildung 9(c) wire EBECDC. Man spricht von den
Schnittsequenzen der Trajektorien.

Man kann sich nun die folgende Frage stellen: Kénnen wir
entscheiden, ob eine gegebene Folge von As und Bs die
Schnittsequenz einer Trajektorie auf dem quadratischen
Torus ist? Kénnen Sie sich eine Folge von As und Bs iiber-
legen, die keiner Schnittsequenz auf dem quadratischen
Torus entspricht?’

Die Schnittsequenzen aus As und Bs auf dem quadrati-
schen Torus sind interessant und von groBer mathema-
tischer Schénheit. Es lisst sich ein Bezug zwischen ih-
nen und Kettenbriichen herstellen: Man kann die Schnitt-
sequenz einer Trajektorie nutzen, um die Kettenbruch-
darstellung der Steigung der Trajektorie zu bestimmen.
Selbst im Fall einer irrationalen Steigung gibt es einen
Algorithmus, mit dem man immer bessere Niherungen
der Steigung aus der Schnittsequenz gewinnen kann. Fin-
den Sie heraus, wie sie die Anzahl der As und Bs in
einer Wiederholung der Schnittsequenz einer periodi-
schen Trajektorie nutzen kénnen, um die (rationale) Stei-
gung der Trajektorie zu ermitteln??

Abbildung 8. Der Torus wird durchgeschnitten, verdreht, und wieder zusammengeklebt.
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Abbildung 9. Die Verdrehung der Trajektorie auf einem Qudrat (a)~(b) und eine Trajektorie auf zwei Fiinfecken (c)

Das Thema meiner Forschung ist es, alle moglichen
Schnittsequenzen fiir das Doppelfiinfeck und fiir ver-
wandte Flichen zu beschreiben: Welche Folgen von As,
Bs, Cs, Ds und Es beschreiben tatsichliche Trajektori-
en auf dem Doppelfiinfeck? Die oben beschriebenen Ver-
drehungen der Fliche konnen dabei bebhilflich sein, denn
wenn wir schon eine Trajektorie auf der Fliche kennen,
so kénnen wir durch Verdrehen eine neue gewinnen [2].
John Smillie und Corinna Ulcigrai ist es gelungen, alle
moglichen Schnittsequenzen auf dem regelmiBigen Acht-
eck zu beschreiben, und sogar eine Analogie zur Ketten-
bruchzerlegung fir die Richtung der Trajektorie zu fin-
den. Leider ist die Antwort viel schwieriger zu beschrei-
ben als die Resultate fir den quadratischen Torus, aber
das ist auch nicht iberraschend: Die einfachsten Beispiele
sind meistens die elegantesten.

Das Studium ebener Flachen® ist ein reichhaltiges Feld ge-
genwartiger Forschung. Maryam Mirzakhani erhielt kiirz-
lich die Fields-Medaille, die hochste Auszeichnung in der
Mathematik, fiir ihre Forschung iiber Billard und ebene
Flichen. Mirzakhani studiert jedoch nicht nur die Dyna-
mik eines Balls auf einem einzigen Tisch oder einer einzi-
gen Fliche, sondern sogar auf einer ganzen Gruppe von
Flichen. Letztlich lauft das auf das Studium des Raumes
aller moglichen Flachen hinaus. Das Studium solcher Rau-
me, von Billard, ebenen Flachen und anderen verwand-
ten Fragen, bezeichnet man als Dynamik. Das ist ein recht
neues Feld in der Mathematik, in dem intensiv geforscht
wird.

Anmerkungen

|. Am besten stellt man sich einen transparenten Tisch vor,
dann muss man sich nicht darum sorgen, ob der Ball jetzt auf
der , Oberseite" oder auf der Unterseite" des Tisches ist.

2. Ich habe ein Video erstellt, in dem Tanz benutzt wird, um
meine Forschung iiber das Doppelfiinfeck rigoros zu erklaren:
vimeo.com/47049144.

3. Losung: Zum Beispiel irgendeine Sequenz, die sowohl AAals
auch BB enthilt.

4. Lésung: Steigung = 2% = ‘:—:-ﬁ%{%‘

5. Flichen wie die, die wir hier betrachtet haben, bezeichnet
man oft als eben, da sie dadurch entstehen, dass man Kanten
von Polygonen, die Teil der Ebene sind, so zusammenklebt, dass
eine Trajektorie immer parallel zu sich selbst ist.

Die Abbildungen 3 und 4 wurden von Curtis McMullen zur Verfi-
gung gestellt.
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