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24.04.2017 Wiederholung

Wir haben kennen gelernt



e Menge undKardinalitat von Mengen

* Gruppe: Menge G, bindre Operation +: G x G-> G, neutrales Element 0
(G, +0)
mit "vernlinftigen" Rechenregeln: Assoziativgesetz

e abelsche Gruppe: ist zusatzlich kommutativ

(¢ Korper: Menge K, zwei bindre Operationen +, *

(K, +, 0) ist abelsche Gruppe
(K\{0}, *, 1) ist abelsche Gruppe
weitere Rechenregel: Distributivgesetze

e die naturlichen Zahlen N und No
e abzahlbar unendlich

Hilberts Hotel

e die ganzenZahlen Z
Z ist abelsche Gruppe

Die ganzen Zahlen hat der liebe Gott gemacht, alles andere ist Menschenwerk.
(Leopold Kronecker)

e die rationalen Zahlen Q
Q ist Korper

26.04.2017 Zusammenfassung

e Die reellen Zahlen
Wourzel 2 ist nicht rational
e die komplexen Zahlen
Z=X+1Iy
"Grundrechenregeln"
Darstellung in komplexer Ebene

e Quarternionen und Oktaven
Divisionsalecehren hahen Dimension 2An
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Cist der "allgemeinste Korper"

Funktionen: Definition

o Definitionsbereich, Wertebereich, Graph
Verknupfungvon Funktionen
surjektiv, injektiv, bijektiv

Definition 2.3 Begriffe injektiv, surjektiv, bijektiv Sei f:A — B reell
o f ist surjektiv, wennVy € BIx € A : f(x) =y

o f ist injektiv, wenn Vx1,x2 € A : f(x1) =f(x2) = x1=%

o f ist bijektiv (eineindeutig), wenn injektiv und surjektiv

Komposition von Funktionen: g nach f: g o f (x) = g(f(x))



03.05.2017 Zusammenfassung

e Funktionsbegriff

e Monotonie

e Symmetrie

e Umbkehrfunktion
o grafisch

e Elementare Funktionen
o Konstante

Identitat
Absolutbetrag
Monome
Wurzelfunktion
Polynome

= Nullstellen

=  Fundamentalsatz der Algebra

© O O O O

Satz 2.2 Fundamentalsatz der Algebra Sei P, (z) Polynom vom Gradn > 1 undz € C.
Dann besitzt P mindestens eine Nullstelle zo € C mit

P(Zo) =0

08.05.2017 Zusammenfassung

Reelle Funktionen
e rationale Funktionen

f(x) = p(x) / q(x), p,q Polynome

a Fvnanantialfiinktinnan
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f(x) = e™x

e Logarithmus

e Trigonometrische Funktionen
sin, cos, tan, cot

15.05.2017 Zusammenfassung

nochmal Logarithmus: die Bedeutungvon...

log (x*y) =log x + logy

Umkehrfunktionen von trigonometrischen Funktionen
e arcsin, arccos

Hyperbolische Funktionen
e sinh, cosh

Definition von Folgen
Beispiele und Darstellung
Monotonievon Folgen
Beschrankte Folgen
Alternierende Folgen

Konvergenzvon Folgen

Definition 3.6 Konvergenz Sei (a,) reelle Folge; diese ist konvergent g
wenn
VeecR"TINeNVneN:n>N = |a,—al<e



Beispiele

C
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= " mit g € R (geometrische Folge)

XTI

= — mitx € IR
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|

20.05.2017 Zusammenfassung

Folgen

Teilfolge
Konvergenz, Grenzwert
Eindeutigkeit des Grenzwertes
Beschranktheit konvergenter Folgen
o geometrische Folge
Rechenregeln flr Grenzwerte
o Beispiele

Haufungspunkt

Ein Hiufungspunkt, welchselb'ger zwar

In herrlicher I Tmoehiino war
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Der aber dennoch unzufrieden

Mit seinem Schicksal war hienieden,
Bedachte seine Lage neulich

Und sprach betriibt: ,,Es ist abscheulich!

Mir sagt wohl jeder, der mich kennt,
Ich hétt zum Einsiedler Talent.

Wie gern mocht ich zuriick mich ziehn,
Die lastige Umgebung fliehn;

Allein in jedem Kreis mit Rho

Sind immer noch Begleiter do!*

Des Punktes Standpunkt leuchtet ein;
Auch ich mocht solch ein Punkt nicht sein!
Ging ich mal in mein Badezimmer,

In jeder Nihe hatt ich immer

Unendlich viel Bekannte

Und liebe Anverwandte.

Dies aber wire mir furchtbar peinlich.

Hubert Cremer: Carmina mathematica, Aachen 1962.

22.05.2017 Zusammenfassung

Konvergenz
e Beispiel f = x*n/n!
e Monotonie-Kriterium
e Intervallschachtelungsprinzip

Satz 3.6 Intervallschachtelungsprinzip Seien (a.),(b.) reelle Folgen, (a,)
wachsend, (b, ) monoton fallend mit

Yn S IN : (8 Y S bn.

und
bhn—a,—0

Dann sind beide Folgen konvergent und besitzen den gleichen Grenzwert.



e ‘"schwache"Konvergenz
o Bolzano-Weiterstral}

Satz 3.7 Bolzano-Weierstraff Sei (a,) reelle Folge, dann
(a,) ist beschrinkt = (a,) besitzt konvergente Teilfolg

o Haufungspunkt

Definition 3.8 Haufungspunkt Sei(a,) reelle Folge; a € IR ist Hiufungspunkt, wer
Vec R"WNeN3neIN mitn>N und|a,—a/ < e



22.05.2017 Zusammenfassung

e Haufungspunkt
o jede beschrankte Folge hat einen Haufungspunl
o jede konvergente Folge hat genau einen
Haufungspunkt: den Grenzwert
o hat (a_n) einen Haufungspunkt a, dann hat dies:

eine Teilfolge, die gegen a konvergiert
e Landau-Notation

o 0O(a_n)
o ofa_n)

Definition 3.9 Sei (a,) reelle Folge mit a,, > 0. Dann ist

an

O(a,) = {[b,l) mit (E) i1t beschrdank

o ((an verhdlt sich wie (b, ), wdchst nicht wesentlich schneller) w

b,
o(la,) = {(bn) mit (a—) ist Nullfolge

n

((bn) wird von (a.) dominiert, wichst langsamer)



e Cauchy-Folge

Definition 3.10 Cauchy-Folge Eine reelle Folge (a.) ist Cauchy-Folge,
VeeR"INeNVmNneN : mn>N = |a,—a,l<

Satz 3.10 Cauchy-Kriterium FEine Folge konvergiert genau dann, wens
Folge 1st

e Vollstandige Mengen
o0 jede Cauchy-Folge hat Grenzwert in der Menge
ListPlot[Table[d[n], {n, 1, 20}]]
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ZusammenfassungFolgen

Definition 3.1: Folge

Definition 3.2: Monotone Folgen

Definition 3.3: Beschranktheit

Definition 3.4: Alternierend

Definition 3.5: Teilfolge

Definition 3.6: Konvergenz

Definition 3.7: Grenzwert

Satz 3.1 Folge konvergiert, dann konvergiert auch jede
Satz 3.2: Grenzwert ist eindeutig

Satz 3.3: Konvergente Folgen sind beschrankt
Qat7 R 4* Rechenreseln fiir Grenzwerte
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Satz 3.5: Monotoniekriterium: beschrankte und monot
konvergieren

Satz 3.6: Intervallschachtelungsprinzip

Satz 3-7: Bolano-Weierstral3: beschrankte Folge besitzt
Teilfolge

Definition 3.8: Haufungspunkt

Satz 3.8: Grenzwert ist eindeutiger Haufungspunkt
Satz 3.9: Beschrankte Folge besitzt mindestens einen H
Definition 3.9: Landau-symbole O und o

Definition 3.10: Cauchy-Folge

Satz 3.10: Folge konvergent genau dann wenn Cauchy-|
Satz 3.11: Banachscher Fixpunktsatz

24.05.2017 Zusammenfassung

e Banachscher Fixpunktsatz
e komplexe Folgen

e Reihen: Definition

e Reihen:Beispiele

e Geometrische Reihe

e Satz 4.3: (S_n) beschrankt und a_i >=0 dann konverg



29.05.2017 Zusammenfassung

Cauchy-Kriterium fur die Konvergenz von Reihen
Divergenzkriterium: (a_n) keine Nullfolge => Reihe c



Majorantenkriterium
Leibniz-Kriterium
Einschub:lim sup und lim inf
Absolute Konvergenz
Wurzelkriterium
Quotientenkriterium

Satz 4.8 Leibnizkriterium Sei (a,) reelle, monoton fallende Nullfolg
Dann konvergiert die alternierende Reihe

D (1) a

i=0

Satz 4.9 Wurzelkriterium Sei (a,,) reelle Folge und (fiir fast al
CeR mitC<1: {/|a,| <C

dann konvergiert die Reihe (Sy) absolut:

(0. 9]

s=) lai

i=1

Vian > 1

dann ist (S,,) divergent (Folgeglieder bilden keine Nullfolge).

Gilt fiir unendlich viele Indices n



Alternativ:
Wenn

lim sup, .. v/ |an| <1
konvergiert die Reihe absolut, falls

lim sup, .. v/ |an| > 1
divergiert sie, fir

lim sup,, . V/|a.| =1

ist keine Aussage maglich.

Satz 4.10 Quotientenkriterium Sei (a,) reelle Folge mit a, # 0 und

An+1

dg<1:

<q<]

11"

dann konvergiert die Reihe (S,) absolut:

o0
s=) la
i=1

Gilt fir fast allen

a

Qan

dann ist (S,) divergent.



Wichtige Potenzreihen

exp(x) = ZF
i=0
00 oy 2t
i = 3G
00 2
ix
COSX = Z(—]) 201
i=0
| 2t
sinhx = Z(Zi—H)!
i=0
© 2
coshx = Z(Zi)!
i=0

Definition 4.5 Formel von Cauchy-Hadamard Sei P(X) Pc



4.4. Dann ist

1

p =
lim sup Y/|ay|

(dabei ist formal 5 = 400 und —— =0 ).

Satz 4.11 SeiP(x) =Y a;-x' Potenzreihe. Dann existiert eindeut:

i=1

p € IR] nach Definition 4.5 mit: Fir alle x € R mit [x| < p konve
alle x € IR mit |x| > p divergiert P(x).

Zusammenfassung Reihen

Definition 4.1: Partialsumme, unendliche Reih
harmonische Reihe

geometrische Reihe konvergiert fir |q| <1
Satz 4.3: (S_n) beschrankt unda_ >=0 dann: (!
Satz 4.4: Cauchy-Kriterium fur Reihen

Satz 4.5: (S_n) konvergent dann a_n Nullfolge
Satz 4.6: Divergenzkriterium

Satz 4.7: Majorantenkriterium

Satz 4.8: Leibniz-Kriterium

limsupund liminf
Qat7 4 Q- \AMirzelkriterinim
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e Satz 4.10 Quotientenkriterium
e Umordnen von Reihen

e Potenzreihen: Definition

e Definition4.5: Formel von Cauchy-Hadamard
e Satz 4.11: Konzergenzradius von Potenzreiher
e Definition4.6: Exponentialreihe

e gangige Potenzreihen: exp, sin, cos, sinh, cosh
e komplexe Potenzreihen: wie reelle

. expip = e =cosd +isi

Zusammenfassung 12.06.2017

e Funktionsgrenzwerte

Definition 5.1 Sei f : D C IR — IR: f konvergiert gegen a be:
(%) mit x, € D\ {xo} gilt:



mmx, =% = lmtx,)=a
n—0o0 n—00

Entsprechend sind die Grenzwerte fiir x — 00 definiert:
f konvergiert fiir x — *oo gegen a, wenn fiir alle reellen Folgen

lim x, =+00 = lim f(x,) =a

n—00 n—00

Dies bedeutet (fiir +00):

(VKeINGNeINVn >N : x, >K) = {5

Schreibweise!
I-lim (x_i <x_0) undr-lim (x_i >x_0)
Stetigkeit

Definition 5.4 Stetigkeit Sei f : D — IR reelle Funktion.
xo € D, wenn

lim f(x) = f(x)

X—Xp

qilt. T ist stetig in D, wenn f in jedem Punkt xo € D stetig ist.

Definition 5.5 € — d-Stetigkeit f ist stetig bei xy €

Ve e RTI8 € R'Vx €D : [x—%| <8 -



Zusammenfassung 14.06.2017
Stetigkeit

Definition 5.6 Sei f : IR\ {xo} — IR mit

lim f(x) =7
X—XQ

dann ist Xy eine stetig hebbare Definitionsliicke von f, die Funk

-~

f:IR — IR
flx) = { :(;%rf:rzx xs;é Xo
ist die stetige Fortsetzung von f auf IR
Beispiel:
f : R\ {0} = R mit f(x) = ?

ist stetig hebbar durch f(0) = 0.

Satz 5.5 Zwischenwertsatz von Bolzano f: [a,b] — R stetig
0, dann existiert ¢ €]a, bl mit f(c) =0
(f hat Nullstelle in [a,b])



Zusammenfassung 19.06.2017

Stetigkeit

Definition Uber Folgen

Definition Gber Epsilon-Delta

Anschauung

Satz 5.2: |f(x) - f(x0)| < K |x-x0| dann ist f steti
Satz 5.3: Rechenregeln fiir stetige Funktionen
Satz 5.4: Stetigkeit der Umkehrfunktion stetiger
monotoner Funktionen

hebbar stetig

Satz 5.5: Zwischenwertsatz von Bolzano

Satz 5.6: allgemeiner Zwischenwertsatz

Satz 5.7: Minimum/Maximum stetiger Funktion
abgeschlossenem Intervall

gleichmalige Stetigkeit

Zusammenfassung 21.06.2017

e Differenzenquotient
e Definition der Differenzierbarkeit

o Ableitung als Steigung
o Steigungswinkel

Definition 6.1 Differenzierbare Funktion f:1 — IR ist bei xo differenzierbar, wenn

. flxo+h)—Ff(xa) .. flx—xa)—Ff(x)



lim —— - — = lim —
h—0 h X—%0 X —Xp

existiert. Dieser Grenzwert ist die erste Ableitung von f bei Xy und wird

f'(xo) oder ﬁ(xo)
dx

bezeichnet.

Ist f im gesamten Definitionsgebiet 1 differenzierbar, so ist f differenzierbar auf 1 und f’
ist die (erste) Ableitung von f:

f: 1 — R
x — f'(x)

e Beispiele fiir Ableitungen

o f(x)=x"2
o f(x)=c

o f(x)=x"n
o f(x)=1/x
o f(x)=sinx
o f(x)=cosx

Satz 6.1 Differenzierbare Funktionen sind stetiq.

Satz 6.2 Firf:1— IR;xy € I sind dquivalent:
1. f ist in xo differenzierbar.
2. AR : 1 — IR, stetig in xo mit R(xy) = 0 und
dm € R so dass gilt: f(x) = f(x) + m - (x —xo) + R(x) - (x —xo)
und es gilt f'(xo) = m.

Dies bedeutet anschaulich, dass f(xo) durch eine Gerade mit Steigung m approzimier
den kann.



exp(x) = LU

i=0
. 00 i 2+
S = ;(_” 2i+1)!
00 x 2
o = S0
i=0
_ ®©  2iH
sinhx = 2 Zir 1!
®© 2
coshx = Z(Zi)!
i=0

Zusammenfassung 26.06.2017

Ableitungsregeln
o (cf)
o (f+g)'
o (fg)’
o (1/f)'
o (f/g)'
Ableitung der Exponentialfunktion
Kettenregel (f(g(x)))'
Ableitung der Umkehrfunktion (fA-1)'=1/f'(f*-1(x))

o (Inx)'=1/x
f f’
C 0

1
x™ n-x"',neQ




Sin X COS X
COS X —sin X
tan x 1 + tan®x
ex ex
a* (Ina) - a* mit a > 0
Inx 71?
] o
l(?gax - mit a7 1und a >0
sinh x cosh x
cosh x sinh x

Zusammenfassung 28.06.2017

Tabelle Ableitungen wichtiger Funktionen
Kurvendiskussion
lokales Maximum/Minimum
globales Maximum/Minimum
Satz 6.7:x0 lokales Max/Min => f'(x0)=0
hohere Ableitungen: ", ', ...
Satz 6.8
o erster Mittelwertsatz
o SatzvonRolle
o zweiter Mittelwertsatz

Satz 6.8 Mittelwertsdtze, Satz von Rolle Seien f,g : [a,b] — IR stetig sow
renzierbar auf ]a,b[ und g'(x) # 0 fir alle x €]a, b[. Dann

1. Mittelwertsatz der Differentialrechnung

38 € (a,b)mit f'(E) =



2. Satz von Rolle
fla) =f(b) = 3J&e€ (a,b) mitf'(§) =0

3. Verallgemeinerter Mittelwertsatz der Differentialrechnung

3¢ € (a,b)mit f(b) —f(a) _ f'(&)

g(b) —gla) g’'(&)

Zusammenfassung 03.07.2017

Monotoniekriterium

Satz 6.9 Monotoniekriterium Seif : [a,b] — IR stetig und auf ]a, bl

Dann:
1.
Vx €]la,b[f'(x) >0 & f monoton steigend auf [a,t
° 2.
Vx €la,b[f'(x) >0 = f streng monoton steigend auf |
3.

Vx €la,blf'(x) =0 & f konstant auf [a,b]

(fiir (streng) monoton fallend analog)

e Satz6.10:wennf'(x) <0 flir x < x0 und f'(x) > 0 fiir x >x0 dann ist x(

e Satz6.11:f'(x0)=0 undf"(x0)> 0 => x0 lokales Minimum

e Satz 6.12:beix0 sind die ersten n-1 Ableitungen 0, die n-te ungleic
Ist n ungerade kein lokales Extremum, ist n gerade Minimum, wen
wenn< 0

Satz 6.2 Fur f: I — IR,xg € [ sind dquivalent:



1. f ist in xo differenzierbar.
2. AR : 1 — IR, stetig in xo mit R(xo) = 0 und
dm € IR so dass gilt: f(x) = f(xo) + m - (x —xo) + R(x) - (
und es gilt f'(xo) = m.

Dies bedeutet anschaulich, dass f(xy) durch eine Gerade mit Steigung m «
den kann.

Zusammenfassung 05.07.2017

e Regeln vond'Hospital
e Die Klassen C~k: k-fach stetig differenzierbare Funktionen
e Taylor-Reihe

Definition 6.8 Holomorphie FEine kompleze Funktion f, die eine off
C abbildet, ist holomorph (komplez-differenzierbar), wenn der (kompleze,

() ZE@m f(a+V\;\))—f(a)

(fir a,w € C) existiert.

ZusammenfassungKapitel 6: Differentialrechnun

e Intuition: Die Tangente an die Kurve



e Der Differenzenquotient

e Def. 6.1: Differenzierbare Funktionen

e Satz 6.1:fdifferenzierbar ==> f stetig

e Satz 6.2:dielineare Naherungeiner differenzierbaren Funktion

e Satz 6.3:Ableitungsregeln

e Satz 6.4:Ableitungder Exponentialfunktion

e Satz 6.5:Kettenregel

e Satz 6.6: Ableitungder Umkehrfunktion

e Tabelle der wichtigsten Ableitungen

e Kurvendiskussion einfach

e Def. 6.3 lokales Min/Max

e Def. 6.4 globales Min/Max

e Satz 6.7 lokales Extremum ==> f'=0

e hohere Ableitungen

e Satz 6.8:erster/zweiter Mittelwertsatz, Satz von Rolle

e Satz 6.9: Monotoniekriterium

e Kurvendiskussion erweitert

e Satz6.10:x<x0:f'<0undx>x0: f'>0==>f Minimum

e Satz6.11:f'(x0)=0 undf"(x0) < 0 ==> x0 lokales Minimum

e Satz6.12:f(x0)=f'(x0)=f"(x0)=...= 0 und die n-te Ableitung ungleich 0 ==>
ungerade kein lokales Extremum, n gerade lokales Extremum

e Satz 6.13:Regeln von d'Hospital

e Def. 6.5:Klasse der k-fach stetig differenzierbaren Funktionen

e Def. 6.6:Taylor-Polynomvom Grad n

e Satz 6.14:Satzvon Taylor

e Def. 6.7:Taylor-Reihe

e Differenzierbare komplexe Funktionen: Holomorphie und die Bedeutung da

e Satz 6.20: Cauchy-Riemannschen Differentialgleichungen

Erinnerungen

Satz 5.6 allgemeiner Zwischenwertsatz Sei
f:[a,b] = R

stetig und
y € [f(a), f(b)]

Dann



dc € [a, b] mity = f(c)

Satz 5.7 Minimum/Mazimum-Theorem von Weierstraf§ Sei f : [a,b] — IR stetig,
dann ist T beschrankt und besitzt Minimum und Maximum:

JK € Rvx € [a,b] : [f(x)] <K
dc,d € [a,blvx € [a,b] : f(c) < f(x) < f(d)

Satz 6.9 Monotoniekriterium Seif : [a,b] — IR stetig und auf ]a, b[ differenzierbar.
Dann:

1.
Vx €la,b[f'(x) >0 & f monoton steigend auf [a, b]
2.
Vx €la,b[f'(x) >0 = f streng monoton steigend auf [a, b]
3.

Vx €la,blf'(x) =0 & f konstant auf [a,b]

(fiir (streng) monoton fallend analog)

Zusammenfassung 12.07.2017

e Definition Riemann-Integral

n—1

u, = Zyi- (X141 — 1)
i=0
n—1

0, = ZYi' (X141 —%1)

i=0

Definition 7.1 Riemann-Integral Sei f : [a,b] — IR. f ist Riemann-integrierbar, wenn



fiir alle Folgen von Zerlegungen Z,, mit w(Z,) — 0 die Grenzwerte von U, und O, existie-

ren und den gleichen Wert haben.

Dann ist

b
Jf(x) dx = lim U,

n—oo

= lim O,
n—oo

e Satz 7.1:jede stetige und jede monotone Funktion ist integrierbar

Satz 7.2 Rechenregeln der Integralrechnung

Jb?\ - f(x) dx

a

r f(x) & g(x) dx

Satz 7.3 Mittelwertsatz der Integralrechnung Sei f: [a,b] — IR stetig. Dann:

3¢ € [a, b] mit

|

f(x) dx

f(&)-(b—a)

Ubersicht wichtige Stammfunktionen

-



T F
c C-X
a xa-H
X T a€Qa# 1
sinx -COS X
COS X sin X
ex ex
a® 1‘—a" mit a > 0
] na
X 1HX
Inx X-lnx —x
sinh x cosh x
cosh x sinh x

Zusammenfassung 17.07.2017
e Stammfunktion

Definition 7.2 Stammjfunktion Sei f : [a,b] — R integrierbar. Dann heifst jede diffe-
renzierbare Funktion F : [a,b] — IR Stammfunktion zu f, wenn gilt

(zu den Réndern: Sei [a,b] C I)

e Satz7.4

Satz 7.4 Seien F, G Stammfunktionen zu bf auf [a,b]; dann

dJCelR:F—-G=C
e Hauptsatzder Integral- und Differentialrechnung

Satz 7.5 Hauptsatz der Differential- und Integralrechnung Sei f : [a,b] — IR
stetig. Dann ist

F(x) = Jx f(t) dt

a

eine Stammfunktion von f und es qilt fir c,d € [a,b] :



Beispiele

3
J 2dx = [2x]; =6
0

2
2
L x> +x+1 dx:[%x3+%x2+x]%=€9

1
]
—2x — [ ,—2x — _ 52
Le dx—[ze lo 2(1 e ‘)

/2 5
J sinx dx = [~ cosx]J/* =1

0

Zusammenfassung 19.07.2017

e partielle Integration

Satz 7.6 Seien f,g € C'; dann:

oder genauer:



e Substitutionsregel

Satz 7.7 Seif € C° und g € C'; dann:

e uneigentliche Integrale

Definition 7.3 uneigentliches Integral Seif :la,b] — R (auch a = oo mdglich). Dann
heifit f uneigentlich integrierbar, wenn der Grenzwert

b
lim J f(x) dx
T—a )t

exisitiert.

e Reihen und uneigentliche Integrale

Satz 7.8 Sei f : [z,00[— IR mit z € Z monoton fallend, wobei fir alle Argumente gilt
f(x) > 0. Dann:

es exisitiert Jf(x) dx &  es exisitiert Zf(i)
z

i=z

e Integration im Komplexen



Satz 7.9 Integralsatz von Cauchy Seif: C — C holomorph und vy eine geschlossene
Kurve in C; dann

fff(z) dz=0

v






