lllustration des Banachschen Fixpunktsatzes anhand
von Landkarten
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Ziel Thres einleitenden Vortrags und der von Ihnen angeleiteten praktischen Ubung ist es, den Ba-
nachschen Fixpunktsatz ,,hands on“ zu demonstrieren. Dadurch sollen alle Teilnehmerinnen und Teil-
nehmer iiben, sich und anderen mathematische Uberlegungen und Resultate zu veranschaulichen und
begreifbar zu machen. Diese Fahigkeit bentigen Mathematikerinnen und Mathematiker in der Praxis,
wenn sie mit Menschen zusammenarbeiten, die nicht Mathematik studiert haben. Ebenso niitzlich ist
diese Fahigkeit fiir Studierende, die tutorieren oder spéter sogar Vorlesungen halten, sowie natiirlich
fiir Lehrerinnen und Lehrer. Sie haben fiir Thren einleitenden Vortrag und die Ubungen ca. 60min Zeit.

Wichtig!
Wir werden zum Blockseminar (und zur Vorbesprechung) die folgenden Dinge mitbringen.
e cinen Stadtplan einer beliebigen Stadt (nicht Freudenstadt)
o eine Wanderkarte von Freudenstadt
e eine Weltkarte
e einen Globus

e cine Dose Stecknadeln.

Banachscher Fixpunktsatz und Stadtpldne

Bitte wiederholen Sie zuerst den Banachschen Fixpunktsatz in seiner allgemeinen Formulierung (auf vollstdndigen
metrischen Rdumen) in einem kurzen Vortrag, siehe [Heu80] aus der Literaturliste bzw. Vortrag 5. Erinnern Sie Thre
Zuhorerinnen und Zuhorer bitte auch an den Algorithmus, mit dem im Banachschen Fixpunktsatz der Fixpunkt
gefunden und seine Existenz bewiesen wird. Nutzen Sie anschlieend die Karten bzw. den Globus und ein paar
Stecknadeln, um das Resultat und den Algorithmus zu veranschaulichen. Sie kénnen dazu Ihre Kommilitoninnen
und Kommilitonen in Gruppen aufteilen und die Gruppen abwechselnd betreuen oder eine Diskussion in der
Gesamtgruppe moderieren. Wichtig ist, dass moglichst alle an den Uberlegungen beteiligt sind.

Dabei konnen Sie sich beispielsweise an folgenden Fragen orientieren: Wie kann man eine Landkarte oder einen
Globus als (mathematische) Abbildung von dem abgebildeten (geographischen) Gebiet auf die in Freudenstadt
ausgebreitete KarteE] verstehen? Was sind Definitions- und Wertebereich dieser Abbildungen? Bei welchen zu den
mitgebrachten Karten gehorigen Abbildungen handelt es sich um eine Selbstabbildung? Welche sind Kontraktio-
nen? Welche Aussage macht der Banachsche Fixpunktsatz in Bezug auf die Karten und den Globus?
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IFiir eine Karte von Tiibingen sollte man sich das etwa so vorstellen: Der C-Bau wird abgebildet auf einen kleinen Punkt auf dem
Stadtplan von Tiibingen; dieser Stadtplan ist in Freudenstadt ausgebreitet, daher ist der Bildpunkt also an einem ganz bestimmten
Ort in Freudenstadt. Dieser Ort in Freudenstadt ist der Bildpunkt des C-Baus unter der Abbildung.
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Hier zur Erldauterung ein Beispiel: Der Stadtplan einer beliebigen Stadt, z. B. T{ibingen, kann auf folgende Weise
als Abbildung von Tiibingen nach Freudenstadt interpretiert werden: Man breitet den Stadtplan auf dem Boden
in Freudenstadt aus und definiert dann

f : Tiibingen — Freudenstadt : Ort x +— Stelle f(z) in Freudenstadt, an dem x auf dem Stadtplan abgebildet ist.

Als Distanzfunktion (Metrik) verwendet man dabei sowohl in Freudenstadt als auch in Tiibingen beispielsweise
die Euklidische Metrik (Luftlinienabstand); mit dieser Metrik werden beide Stédte zu vollstdndigen metrischen
Raumen (warum?). Die Abbildung ist eine Kontraktion; der Mafistab des Stadtplans gibt die Kontraktionskon-
stante an (warum?). Dennoch sind nicht alle Bedingungen des Banachschen Fixpunktsatzes erfiillt, da ndmlich die
Abbildung keine Selbstabbildung ist (warum?). Und es gibt tatséichlich auch keinen Fixpunkt (warum?).

Der Wanderkarte von Freudenstadt entspricht auf dhnliche Weise einer Abbildung von Freudenstadt nach Freu-
denstadt, also insbesondere einer kontrahierenden Selbstabbildung zwischen vollstindigen metrischen Réumen
(warum?). Auf diese kann man den Banachschen Fixpunktsatz anwenden, sie hat also genau einen Fixpunkt.
Benutzen Sie die Stecknadeln, um den Algorithmus des Banachschen Fixpunktsatzes nachzuvollziehen, etwa so:
Suchen Sie sich einen beliebigen Startpunkt x( in Freudenstadt, z. B. den Punkt auf dem Boden genau unter der
Spitze des Kirchturms am Marktplatz.

Welcher Punkt in Freudenstadt ist dann 27 = f(x0)? Genau der Punkt auf der Karte (in Freudenstadt), wo
xo abgebildet ist (auf den zy durch die Abbildung f abgebildet wird). Stechen Sie nun die Stecknadel genau an
diesem Punkt durch die Karte. Die Spitze der Nadel zeigt dann auf den Punkt z; in Freudenstadt. Wie geht es
weiter?

Bitte gehen Sie alle genannten Karten und den Globus auf diese Weise durch, gerne kénnen Sie natiirlich auch
eigene Ideen hinzufiigen. Bitte sprechen Sie sich dazu bis zum 9. Januar 2015 mit den Dozentinnen ab.

Ziel dieser Ubungen ist es, den Banachschen Fixpunktsatz und die dahinter stehenden Ideen und Konzepte
anschaulich zu machen. Dazu ist es sehr wichtig, dass Sie am Ende Threr Einheit zusammentragen und -fassen,
was die Gruppe bei den verschiedenen Beispielen gelernt hat. Hat vielleicht jemand im Raum noch eine eigene
Idee fiir ein Beispiel, an dem man Laien (wie etwa Schiilerinnen und Schiilern) die wesentlichen Knackpunkte des
Banachschen Fixpunktsatzes erklédren kann?

Handout

Ihr Handout sollte es den anderen Teilnehmerinnen und Teilnehmern ermdglichen, im Anschluss an das Seminar
nachzuvollziehen, welche Fragen in der praktischen Ubung besprochen wurden und wie die korrekten Antworten
darauf lauten. Bitte wiederholen Sie auf Threm Handout auch die Formulierung des Banachschen Fixpunktsatzes
sowie den zugehorigen Algorithmus.



