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Semantik

Im Folgenden wird die Semantik fiir die formale Sprache der
Aussagenlogik (AL) als rekursive Funktion iiber der Struktur von
AL-Aussagen eingefiihrt.

Die Semantikfunktion weist jeder AL-Aussage eine Bedeutung zu.

Die moglichen Bedeutungen einer AL-Aussage sind die
Wahrheitswerte wahr und falsch.

Aus Griinden der Darstellung stehe 1 fiir wahr und O fiir falsch.



Wahrheitstafeln

Definition 1 (Wahrheitstafel)

Eine Wahrheitstafel definiert die Wahrheitsfunktion eines Junktors
in tabellarischer Form, d.h. sie erklart fiir ein n € N eine Abbildung

f:{0,1}" > {0,1}.

Bemerkung:

m Fiir die zweistelligen Junktoren erklart jede Wahrheitstafel
eine Abbildung f : {0,1}? - {0, 1}.

m Fiir die einstellige Negation erklart deren Wahrheitstafel eine
Abbildung £ : {0,1}! - {0,1}.

m Fiir die nullstellige Absurditat erklart deren Wahrheitstafel
eine Abbildung f: {0,1}° - {0, 1}.
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Wahrheitstafeln

Bemerkung:
Die so definierten Funktionen kdnnen aufgrund der Wahl der
Wahrheitswerte auch arithmetisch dargestellt werden:

1 f()=0

- fL(x)=1-x

A fa(x,y) =min{x,y} =x-y

vi f(x,y)=max{x,y} =x+y—-x-y
= fL(x,y)=1-x+x-y

!

fH(X7y):1_|X_.y|



Belegung/Bewertung

Definition 2 (Belegung/Bewertung)

Eine Abbildung v : AV — {0, 1} heiBt Belegung der
Aussagevariablen.

Eine Abbildung [[-]] : PROP — {0,1} heiBt Bewertung, falls fiir alle
Formeln ¢, € PROP folgendes erfiillt ist:

m [1]=£0
= [-¢]] = £([[¢)
m [(¢o)] = £ ([all, [¥1)



Bewertung

Theorem 3 (Eindeutigkeit von Bewertungen)
Sei eine Belegung v : AV — {0, 1} der Aussagevariablen gegeben.

Dann gibt es eine eindeutige Bewertung [[-]], : PROP — {0, 1},
so dass fiir jede Aussagevariable p € AV gilt: [[p]], = v(p).

Beweis:

Einfache Anwendung des Rekursionssatzes mit

v(p) falls ¢ € AV

® Hatm(9) =def { f.() fallsg=1

m H- =gt
= H, =def fo



Bewertungen

Bemerkungen:
Die im Satz durch die Belegung v bestimmte Bewertung
nennen wir auch die durch v induzierte Bewertung.
Wenn aus dem Kontext hervorgeht, um welche Belegung v

der Aussagevariablen es sich handelt, werden wir auch einfach
[-] statt [[-]], schreiben.



Koinzidenz-Lemma

Theorem 4 (Koinzidenz-Lemma)

Sei ¢ € PROP beliebige Formel. Seien v und w zwei Belegungen
derart, dass fiir alle in ¢ vorkommenden Aussagevariablen p gilt:
v(p) =w(p).

Dann gilt auch: [[¢]]v = [¢]lw-

Beweis:
Durch Induktion liber dem Aufbau von ¢.

I. Induktionsanfang:

pi Nach Voraussetzung gilt: [[pi]lv = v(pi) = w(pi) = [[Pr]lw-
1 Nach Definition von Bewertungen gilt: [[L]]y = [L]]w-



Koinzidenz-Lemma

Il. Induktionsvoraussetzung:

Angenommen, die Behauptung gelte fiir ¢ und .

I1l. InduktionsschluB:

(~6) Analog zu (¢0 1),
(¢po1)) Da v und w auf allen Aussagevariablen von (¢ o))
ibereinstimmen, tun sie das auch jeweils auf ¢ und .

Damit:

[6oolly = f([61v, [¥1) = f([6]w: [¥]w) = [6 0 ¢ ]

O




Definition 5

Sei ¢ € PROP eine Formel.
m ¢ heiBt allgemeingiiltig oder tautologisch, falls fiir jede
Belegung v gilt: [¢]], = 1.
m ¢ heiBt widerspriichlich oder kontradiktorisch, falls fiir jede
Belegung v gilt: [[¢]], = 0.
m ¢ heiBt kontingent, falls es zwei Belegung v und w gibt mit:
[¢]lv =1 und [¢]lw = 0.

m ¢ heiBt erfiillbar oder konsistent, falls es eine Belegung v gibt

mit: [[¢]], = 1.



Logische Folgerung

Der Begriff der logischen Folgerung geht auf Bernard Bolzano und
Alfred Tarski zuriick.

Deren Idee war, dass logische Folgerung darin besteht, dass sich
die Wahrheit der Voraussetzungen (Pramissen) auf die Wahrheit
der Konklusion iibertragt, und zwar unabhangig von der
Interpretation der nichtlogischen Zeichen.

Das wird hier so verstanden, dass sich die Wahrheit unter alle
Belegungen der nichtlogischen Zeichen iibertragt.



Logische Folgerung

Definition 6 (Logische Folgerung)

Sei ' € PROP eine Menge von Aussagen und v eine Aussage.
Die Aussage v folgt logisch aus T, falls fiir jede Belegung v gilt:
Falls [[¢]], =1 fiir jedes ¢ € I gilt, dann gilt auch [[¢']], = 1.

Wir schreiben dafiir ' ).

Weitere Schreibweisen:
m 1., PnE S fir {¢1,...,0n} F O
m [ AEGfiir TUAEG,

mLyEefirTu{y}Eg.
m [ /E¢, falls ¢ keine Folgerung aus I ist.



Logische Folgerung

Bemerkungen:
Aus I /E ¢ folgt im Allgemeinen nicht I | —¢.

¢ ist genau dann eine Tautologie, wenn ¢ aus der leeren
Menge logisch folgt, d.h. wenn @k ¢.
Dann schreiben wir auch: k ¢.

Wir lassen zunachst zu, dass [ eine unendliche Menge von
Formeln sein kann.

Wir werden jedoch noch zeigen, dass man sich bei der
aussagenlogischen Folgerung stets auf eine endliche Teilmenge
beschranken kann.



Import-Export-Theorem

Theorem 7 (Import-Export)
Es sei ' € PROP und ¢, € PROP gegeben. Dann gilt:
I, ¢k genau dann, wenn T E ¢ — ).

Bemerkung:

Das Theorem besagt, dass der semantische Charakter einer Formel,
die Pramisse einer logischen Folgerung ist, in gewisser Weise mit
dem semantischen Charakter des Vorderglieds einer Implikation
verwandt ist.



Import-Export-Theorem

Beweis:

Es sind zwei Richtungen zu zeigen:
1.,="

Es gelte: T /¢ —> 9.

Dann gibt es eine Belegung v fiir die folgendes gilt:
Fiir alle x €I ist zwar [[x]]y =1, aber [[¢ — ¢]], =0.

Unter dieser Belegung gilt insbesondere: [[¢]], =1 und [[¢/]], =0
Also: T, ¢ /E.



Import-Export-Theorem

2., <"

Es gelte: T, ¢ /.

Dann gibt es eine Belegung v fiir die folgendes gilt:
Fir alle xy elMist [[x]]y =1 und [[¢]], = 1, aber [[¢]], = 0.

Unter dieser Belegung gilt dann: [[¢ - ¢]], =0
Also: T /E¢ — 1. O



Wichtige logische Folgerungsbeziehungen

Folgende Beziehungen gelten fiir alle Formeln ¢, x, ¥:

KettenschluB:
P> XX >VES >

Modus ponendo ponens:
=P, QY

Modus tollendo tollens:
¢ >, ~pE-¢

B Modus tollendo ponens:
OV Y, =P

Modus ponendo tollens:

_‘(¢/\¢)7¢|:_‘¢



Logische Aquivalenz

Definition 8 (Logische Aquivalenz)

Seien ¢, 1) € PROP. Wir nennen die Formeln ¢ und 1 logisch
dquivalent, falls ¢ v und ¥ E ¢ gilt.

Wir schreiben dann auch ¢4k .



Logische Aquivalenz

Lemma 9 (Aquivalenzrelation)

Die logische Aquivalenz ist eine Aquivalenzrelation auf PROP.
Damit gilt fiir alle ¢,,c € PROP:

Reflexivitat: ¢ 4F ¢.
Symmetrie: Wenn ¢4k gilt, dann auch v 4k ¢.
Transitivitat: Wenn ¢4k und ¥ 4E x, dann auch ¢4E x.

Beweis:

1. und 2. sind trivial. 3. verbleibt als leichte Ubung. O



Logische Aquivalenz

Lemma 10
Fiir alle Formeln ¢, € PROP sind dquivalent:

PR
Fiir alle Belegungen v gilt: [[¢]]y = [[¢]]v-
Fé .

Beweis:

Ubung. O



Wichtige logische Aquivalenzbeziehungen

Folgende Beziehungen gelten fiir alle Formeln ¢, x, ¢:

Kommutativitat von A und Vv:
pApHEY AP
pvYaEY Vv

Assioziativitdt von A und Vv:
(@r)axdEd A (P AX)
(evy)vxdEov (¥ VvX)

Distributivitdt von A und v:
(@A) VxRV X) A (P Vx)
(V) axaE(@Ax) v (Y AX)



Wichtige logische Aquivalenzbeziehungen

Folgende Beziehungen gelten fiir alle Formeln ¢, x, ¥:

Absorption:
(@A) veodre
(Vi) nodEo
Idempotenz:
pnodFe
v oaE
@ Neutralitat von L:
v LidE¢
Satz vom Widerspruch:
pA-pEL



Wichtige logische Aquivalenzbeziehungen

Folgende Beziehungen gelten fiir alle Formeln ¢, x, ¥:

B Doppelte Negation:
=g ¢
Bl De Morgansche Gesetze:
~(pA) 4 -¢ v -
~(pvY)dE-d A1)
i Negation als Implikation der Absurditat:
¢~ L4F-¢
-¢~> 14k ¢
Kontraposition:

¢=>¢Ar- > -¢



Wichtige logische Aquivalenzbeziehungen

Folgende Beziehungen gelten fiir alle Formeln ¢, x, ¢:

i Materiale Implikation:
¢ > pAE-d vy
Import—/Export—Aquivalenz:
pAY > xdFd—> (¥ > x)
i Distribution von A und v iiber die Implikation:
A = xHE(d = x) v (¥~ X)
PV = xHE(d > x) A (¥~ X)
X~ oA aE(x > @) A (X > ¢)
X > oviaE(x > @) v (x > ¥)
Biimplikation als wechselseitige Implikation:

¢ = Pa(o > ) A (Y~ ¢)
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