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Substitution

Definition 1 (Substitution)
Es seien ¢, € PROP, und es sei p € AV.

Die Formel ¢[v)/p] ist das Resultat der Substitution (Ersetzung)
samtlicher Vorkommen der Aussagevaribalen p in der Formel ¢
durch die Formel ).

Beispiele:
= (po — poVp1)[~(p2/AP1)/po] = (=(p2/AP1) = ~(P2Ap1)Vp1)
m(p < L)[L/p1] = (L 1)
= —po[—po/po] = ——po
= (—po A —p2)[(p3 = —po)/p1] = (—po A —=p2)



Substitution

Formal ist die Substitution rekursiv definiert:
px[¥/p1] =aet { Zk Zzlrl]sstk 7!
J_[Q/)/p/] def 1
-0l /pi] =det —(S[v/pi])
(610 )W/ pi] =der (1[0/pi] © d2[/pi])



Simultane Substitution

Definition 2 (Simultane Substitution)

Es seien ¢, ¢1,...,9, € PROP, und es seien py,, ..., pk, € AV,
wobei n € Nund k..., k, € N.

Die Formel ¢[¢1/pkys - - -, %¥n/Pk,] ist das Resultat der simultanen
Substitution aller Aussagevariablen py. in der Formel ¢ durch die
entsprechende Formel ¢; (0 </ < n).

Anstelle der definierten Notation schreiben wir auch

o1, ..., ¥n/p1,- .., Pn] oder kurz (b[z,;/ﬁ]



Simultane Substitution

Bemerkung:

Das Ergebnis einer simultanen Ersetzung ist im Allgemeinen
verschieden von der Hintereinanderausfiihrung derselben
Ersetzungen.

Beispiele:
m (p1 A p2)lp1/p2] [P2/p1] = (p1 A p1)[p2/p1] = (P2 A p2)
m (p1 A p2)lp1/p2, p2/p1] = (P2 A p1)



Simultane Substitution

Bemerkungen:

m Fiir Substitution und die simultane Substitution kénnen
exakte, rekursive Definition angegeben werden, sofern man
das Konzept der rekursiven Definition geeignet erweitert.

m Die simultane Substitution durch Hintereinanderausfiihrungen
einfacher Substitutionen beschrieben werden.



Substitutionssatz

Theorem 3 (Substitutionssatz)
Seien ¢,11,1> € PROP und p € AV. Dann gilt:

Wenn 1 5= 42, dann ¢[y1/p] S ¢[2/p].

Bemerkungen:

m Das Theorem besagt, dass die Ersetzung von Teilaussagen
durch logisch dquivalente Aussagen den Wahrheitswert der
Gesamtaussage nicht verdandert.

m Eine alternative Formulierung lautet:

Wenn =41 & v, dann = @y /p] < dli/pl.



Substitutionssatz

Beweis:

Durch Induktion iiber der Struktur von ¢.

Es seien 91,1 € PROP gegeben mit ¢1 5= 1», und p € AV.

I. Induktionsanfang:

Lo LYn/pl = L= L = L[vz/p].

pn: Falls p = p,, dann gilt nach Voraussetzung iiber 1 und ;:
Plt1/p] = Y1 = Y2 = palih2/pl

Ansonsten ist p # pp, und damit gilt trivialerweise:

Pnl¥1/P) = pn == pn = palt2/pP)




Substitutionssatz

Il. Induktionsvoraussetzung:

Es gelte die Behauptung fiir o und 7,
d.h. o[y /pl == olv2/p] und [/ pl = T[v2/pl-

Damit gilt fiir alle Belegungen v:

[o[e1/pllv = [o[¥2/pllv sowie [7[¢1/p]lv = [7[2/pP]]v.

I1l. InduktionsschluB:

—0o: Analog zum Fall ¢ o 7 unten.
(0 o7): Sei v eine beliebige Belegung. Damit gilt:
[(o o D)lwa/plly = £ (lole/pllv, Ir[¥1/pIV)
= £ (Iol/pllv: Irl/plly) = [0 0 7)le2/plls
Damit (o o 7)[v1/p] H (0 o 7)[¥2/p].
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