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Semantische Eigenschaften der Junktoren

In diesem Kapitel werden wir uns mit den semantischen
Eigenschaften der Junktoren beschiftigen.

Zunachst wird der Begriff des Junktors auf Junktoren beliebiger
Stelligkeit verallgemeinert, um damit die funktionale
Vollstandigkeit von Junktorenmengen diskutieren zu kdnnen.

Im Anschluss daran wird die Dualitdt von Junktoren besprochen.



Allgemeine Junktoren

Definition 1 (Allgemeine Junktoren)

Fiir ein n € N sei ein n-stelliger Junktor $ gegeben, d.h. wenn
®1,...,0n € PROP, dann auch $(¢1,...,¢,) € PROP.

Weiterhin sei fiir $ eine n-stellige Wahrheitsfunktion
fg:{0,1}" — {0,1} definiert (z.B. durch eine Wahrheitstafel).

Dann ist die Bewertung einer Formel $(¢1,...,¢,) unter einer
Belegung v definiert als:

[[$(¢17 .. -7¢n)]]v =def f$([[¢1]]w ceey [[¢n]]v)



Allgemeine Junktoren

Beispiel:

Die Wahrheitsfunktion des Junktors > sei durch folgende
Wahrheitstafel gegeben:

>(, ¥, x)
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Falsum
1()
0
Falsum Position
¢ | i(¢) ¢ | ~(¢)
0 0 0 0

Alle nullstelligen und alle einstelligen Junktoren

Verum
70
1
Negation Verum
¢ | ~(¢) ¢ | T(¢)
0 1 0 1
1 0 1 1



Alle zweistelligen Junktoren

Falsum Konjunktion Postsektion Prapendenz
¢ Y| UeY) ¢ Y AY) b Y| () ¢ b |—(4¢)
0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0
01 0 0 1 0 0 1 0 0 1 0
10 0 10 0 10 1 10 1
11 0 1 1 1 1 1 0 1 1 1

Prasektion Postpendenz Kontrajunktion Disjunktion
¢ V[ <(e9) ¢ Y| —=(0¥) ¢ V| =(s¥) ¢ ¥ |Vv(d¥)
0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0
01 1 01 1 01 1 0 1 1
10 0 10 0 10 1 10 1
11 0 11 1 11 0 1 1 1



Alle zweistelligen Junktoren

Rejektion Biimplikation Postnonpendenz Replikation
¢ Y| UeY) o V| o(d) ¢ V| (o) b ¥ | <(d)
0 0 1 0 0 1 0 0 1 0 0 1
0 1 0 0 1 0 0 1 0 0 1 0
1 0 0 1 0 0 1 0 1 1 0 1
11 0 11 1 11 0 11 1
Pranonpendenz Implikation Exklusion Verum
¢ V| —(9) o ¢ |=(00) ¢ v[1(ey) ¢ v |T(e)
0 0 1 0 0 1 0 0 1 0 0 1
0 1 1 01 1 01 1 0 1 1
1 0 0 10 0 1 0 1 1 0 1
11 0 11 1 11 0 11 1



Darstellbarkeit/Funktionale Vollstandigkeit

Definition 2 (Darstellbarkeit/Funktionale Vollstandigkeit)
Sei K eine Menge beliebiger Junktoren.

Ein n-stelliger Junktor $ |48t sich tiber KC darstellen, falls es eine
Formel x gibt, so dass in x hdchstens Aussagevariablen p1,...pp
und hochstens Junktoren aus K vorkommen und es gilt:

$(p1,---,Pn) 4E X

Die Menge K heiBt (wahrheits-)funktional vollstandig, falls sich fiir
jedes n € N jeder n-stellige Junktor $ iiber K darstellen 13Bt.



Darstellbarkeit von Junktoren

Bemerkung:

Sei x Formel, die einen Junktor $ darstellt. Aus dem
Substitutionssatz folgt damit fiir beliebige ¢1, ..., ¢, ¢ PROP:

$(p1,-- -, 0n) AF X[D1/P1s - -+ Pn/Pn]

Dadurch ist die Darstellung von allgemeinen Junktoren durch
Formelschemta begriindet.



Darstellbarkeit von Junktoren

Bemerkung:

Nach der Definition von Darstellbarkeit diirfen bei der Darstellung
von L (und T) nur Formeln verwendet werden, die keine
Aussagevariablen enthalten. Damit kann 1 lediglich durch O-stellige
Junktoren dargestellt werden. Daher miiBte bereits in jeder
vollstandigen Menge 1 (oder T) vorkommen.

Um dies zu vermeiden, erlauben wir fiir L (und T), dass es durch
Formeln x dargestellt werden darf, die hochstens die
Aussagevariable p; enthalten.



Darstellbarkeit von Junktoren

Theorem 3 (Darstellbarkeit der urspriinglichen Junktoren)

Die urspriinglichen Junktoren lassen sich wechselseitig durch
andere Junktoren darstellen. Fiir alle ¢, € PROP gilt z.B.:

¢ YaE(d > Y) A (Y > 9)

¢—>¢Ar-p vy

¢VipaE-¢ >

¢V ipaE-(=¢ A1)

pAYp AR~ (=Y v -0)

A -¢dFé > 1

LiF oA -9



Funktionale Vollstandigkeit

Theorem 4 (Funktionale Vollstindigkeit)
Sei IC =gef {/\, V, -, J_}.

Fiir jeden n-stelligen Junktor $§ (n € N) gibt es eine Formel x, die
genau die Aussagesymbole pi, ..., p, und héchstens Junktoren aus
IC enthilt, so dass gilt:

$(p1,---,pn)dE X

Beweis:

Durch Induktion iiber der Anzahl n der Stellen von §$.



Funktionale Vollstandigkeit

I. Induktionsanfang:

Fir $ = 1 ist die Aussage trivial.
Sei also $ # L.

Damit gilt, dass in der Wahrheitstafel von $ eine 1 steht (d.h., dass
die Wahrheitstafel von $ nur aus der 1 besteht), muss
f$:f:|':1_fj_ Sein.

Betrachte x =gef — L.

Offensichtlich enthalt x keine Aussagevariablen und nur Junktoren
aus K. Es gilt zudem: $4F x.

Damit ist der Induktionsanfang gezeigt.



Funktionale Vollstandigkeit

Il. Induktionsvoraussetzung:

Angenommen, die Aussage gilt fiir alle n-stelligen Junktoren.

I1l. InduktionsschluB:

Sei $ ein beliebiger n + 1-stelliger Junktor, mit einer n + 1-stellige
Wahrheitsfunktion fg.

Definiere zwei n-stellige Junktoren $¢,%; durch folgende, n-stellige
Wahrheitsfunktionen:

ﬁso(Xla s 7Xn) =def @(Xla -y Xn, 0)

f$1(X17 . ,Xn) =def @(Xl, oy Xn, 1)



Funktionale Vollstandigkeit

Sei v eine beliebige Belegung. Damit gilt:
Falls v(pns1) = 0:

[$(p1s-- s pnst)lv = [[So(pr,---spa)]lv
= [[So(p1,-- - p) v - [=Pas1]lv
= [[$o(p1,---,Pn) A=pPrs1]lv

Falls v(pp+1) = 1:

($(p1, .-, pnr)]lv ([$1(p1,- -, Pn)]lv
[[$1(P1, s 7pn)]:|v : [[pn+1]]v

[[$1(P17 ooy Pn) A Pn+1]]v



Funktionale Vollstandigkeit

Insgesamt gilt:
$(p1s--- Pne1) AE (S0 (1, -, Pn) A=Pni1) v ($1(p1, - P A PAs1))

Nach IV gibt es Formeln xg, x1, so dass diese genau die
Aussagevariablen ps, ..., p, und héchstens Junktoren aus KC
enthalten und dass gilt:

$o(p1,-- -5 pPn)dF X0
$1(p17" 'apn):Hle

Definiere x =def (X0 A =Pn+1) V (X1 A Pns1).

Dann folgt mit Substitutionssatz fiir

$(p1,- .- pns1) dAF X

Dabei erfiillt x die geforderten Bedingungen. O



Funktionale Vollstandigkeit

Beispiel:
Es sei $ ein zweistelliger Junktor, der iiber eine Wahrheitstafel

definiert wird.

Vorsicht: Wir schreiben in den Wahrheitstafeln die Argumente in
umgekehrter Reihenfolge! Damit wird erreicht, dass zuerst ¢1 in
die Formel aufgenommen wird, und zuletzt ¢» hinzukommt.

d2 ¢1 | $(41,¢2)
0

0 O
0 1 1
1 0 0
1 1 0



Funktionale Vollstandigkeit

d2 ¢1 | $(¢1,92)

0 0 0 L
0 1 1 RS
1 0 0 N X
11 0 (M

Dabei sind:
X0 = (LA=d1) VvV (=LA¢1)
X1= (LA=¢1) Vv (LA¢1)
X =(XoA-¢2) Vv (x1Ad2)
= (((LA=¢1) V(=LA 1)) A=d2)
vV (((LA=g1) vV (LAd1)) Ad2)



Funktionale Vollstandigkeit

Nach Theorem 4.4 gilt nun $(¢1, ¢2) 4F x fiir
X = (((LA=91) V(=LA d1)) A=g2) v (((LA=¢1) vV (LAGL)) A2).

Da fiir alle ¢ € PROP gilt, dass 1 A¢dF1 und =L ApdE¢®, 13Bt
sich x unter Verwendung von Substitution weiter vereinfachen:

X dF ((LVv 1) A=g2) v ((LVL)A@)
4 (1A =¢2) v (LA h2)
4F (d1A-g2) V1
4F o1 A -2



Funktionale Vollstandigkeit

Korollar 5
Folgende Mengen von Junktoren sind funktional vollstindig:
m {1}
m {-,-}
m {-,Vv}
m {7}



Inversion

Definition 6 (Inversion)
Die Abbildung (-)*: PROP — PROP : ¢ — (¢)" ist wie folgt
rekursiv iiber dem Aufbau von ¢ definiert:

(Pk)" =def ~Px filr jedes k e N

(=0)" =def ()"

(A 9)) =aer ((9)" v (¥)")

(V)" =aer ((9)" A (1)")



Inversion

Lemma 7

Fiir jede Formel ¢ €e PROP und fiir jede Belegung v gilt:
[(¢) v =1-[¢llv = [-¢]lv.

Korollar 8
Fiir jede Formel ¢ € PROP gilt: (¢)" 4E —¢.



Inversion

Beweis des Lemmas:

Durch Induktion (iber den Aufbau von ¢, wobei nur Formeln iiber
der funktional vollstindigen Menge {A, Vv, -} betrachtet werden.

Sei nun v eine beliebige Belegung.

I. Induktionsanfang:

p: Esgilt: (p)* = -p.
Damit: [[(p)"]lv = [=plv = 1 - [p]ly.



Inversion

Il. Induktionsvoraussetzung:

Fiir die Formel ¢ sei [(¢)"]]y =1 - [[¢]]v = [-¢]]v und
fir die Formel x sei [[(x)“]lv =1-[[x]]v = [-x]]v-

[11. InduktionsschluB:
-1 Esist (=¢)" = =(¢)*. Damit:

L) Ty = [=() Ty = 1-[@) D = 1=[~¢ ]y = [-~]

(¢ v x): Analog zum Fall (¢ A x).



Inversion

(¢ A x): Esist ((1/1 A X))L = ((1/1)‘ v (X)L). Damit:

T( A ) T =) v 0O v = AAT) D, [CO) T
£, -1~ [xDv) = max(1 - [¥]. 1 - [x]v)

Nun ist max(1-[[¢]lv,1-[[x]]v) = 0 genau dann, wenn
[¥1v =[xl = 1.

Das ist genau dann der Fall, wenn [[¢) A x]], = 1.
Somit: [[(¥ Ax)Ilv = 1=[l¥ Ax]lv = [=(¥ AX)]v-



Dualitat

Definition 9 (Dualitat)

Die Abbildung (-)°: PROP — PROP : ¢ > (¢)? ist wie folgt
rekursiv iiber dem Aufbau von ¢ definiert:

(Pk)® =def P fiir jedes k €N
(=6)° =gef ~(9)°

(67 9)) 2aer ((#)° v (1)?)
((6v ) =aet ((8)° A ()°)



Dualitat

Theorem 10
Dualititssatz Seien ¢, € PROP.

Es ist ¢ genau dann, wenn (4)° 4k (1))°.

Beweis:
Es sind zwei Richtungen zu zeigen.

“=:" Unter der Voraussetzung ¢ dF 1 gilt auch —=¢4F -, und
daher (nach Korollar 8) auch (¢)" qE(v)".

Fiir ein n € N gibt es eine Menge von Aussagenvariablen
{Pos - P} 2 AV() UAV(%)).



Dualitat

Fiir die simultane Substitution dieser n+ 1 Aussagenvariablen
durch deren Negation gilt:

(¢)L[_'p07 ey _‘Pn/P07 ey Pn] :”:(¢)L[—'PO7 ceey _‘Pn/PO, ey Pn]
Dabei sind:

(¢)L[_‘p07 EER) —'Pn/PO, ) pn] = (¢)6[_‘_‘p07 SRR —'—'Pn/Po, EERE) pn]
(¢)L[_'p07 sy —'Pn/POa sy pn] = (w)(sl:_‘_‘pOa R —'—'Pn/POa sy pn]

Das bedeutet:

(¢)6[ﬁ_'p05 ey _‘ﬂpn/POa ey Pn] :”:(%b)d[_'_'p(% ey _‘_‘Pn/pOa ey Pn]

Daraus folgt direkt: (¢)° dE(1)°.



Dualitat

“=:" Sei (¢)? 4E(¢))° gegeben.
Nun folgt aus “=" bereits: ((4)%)? 4E((¢)%)°.
Da ((¢)”)° 4k ¢ und ((v)°)° 4k, gilt schon: ¢ kv

Insgesamt ist gezeigt, dass ¢k genau dann, wenn (¢)? 4k(v)°.
[
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