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Vorbemerkung

Wie schon in der Aussageblogik umfaBt der weite Begriff der
Vollstéandigkeit sowohl die Korrektheit als auch die eigentliche
Vollstandigkeit eines Kalkiils.

Ziel dieses Abschnittes ist die Vollstandigkeit des Kalkiils NK- zu
zeigen.

Dafiir wird zunachst der Theorie-Begriff bendtigt.

Damit gelingt es, die Existenz von Modellen fiir widerspruchsfreie
Aussagenmengen zu zeigen.

Daraus folgt dann die eigentliche Vollstandigkeit des Kalkiils.



Vorbemerkung

Zur Vereinfachung der Beweise wird eine formale Sprache £
lediglich mit den Junktoren L und — und dem Quantor V
vorausgesetzt.

Die anderen Junktoren und der Existenzquantor werden als
abkiirzende Schreibweise verstanden.

(Im strengen Sinn zeigen wir die Vollstindigkeit des Kalkiils NK..)

Die Signatur der Sprache ist beliebig!

Analog zu den (maximal)-konsistenten Mengen der Aussagenlogik
werden in der Quantorenlogik (vollstandige) Theorien eingefiihrt.



Theorie

Definition 1
Sei ' ¢ £ eine Menge von Aussagen(!).

I" ist deduktiv abeschlossen, falls fiir jede Aussage ¢ € £ gilt:
Wenn I+~ ¢, dann ¢ €.

Eine deduktiv abgeschlossene Menge I heiBt Theorie.
Eine Theorie I heiBt widerspruchsfrei (konsistent), falls L ¢ T

Eine Theorie I heift vollstandig, falls fiir jede Aussage ¢ € £
gilt: el oder —pel.

Die Menge Ded(I") =qef {¢ € £:T+¢ und FV(¢) = @} ist der
deduktive Abschluss von T .



Theorie

Bemerkung:

Sei T c £ eine Theorie.

Es gilt T = Ded(T). Umgekehrt folgt aus T = Ded(T)
bereits, dass T eine Theorie ist, da Ded(I) fiir jede
Aussagenmenge [ € £ eine Theorie ist.

Letzteres erlaubt einen etwas lockeren Sprachgebrauch, bei
dem Aussagenmengen ' mit ihren Theorien Tt =ger Ded(T7)
identifiziert werden.



Theorie

Ist L € T, dann gilt schon T = SENT. Es gibt also genau eine
widerspriichliche Theorie. Diese ist nach Definition vollsténdig.

Die Widerspruchsfreiheit von T 158t sich auch wie folgt
charakterisieren: es gibt eine Aussage ¢ € £ mit ¢ ¢ T.

Es gibt widerspruchsfreie Theorien T, die nicht vollstdndig
sind.



Axiomatisierung

Definition 2 (Axiomatisierung)

Eine Aussagen-Menge I € £ heiBt Axiomatisierung einer Theorie
T, falls gilt: T = Ded(I").

Bemerkung:

Jede Theorie T ist aufgrund ihrer deduktiven
Abgeschlossenheit eine triviale Axiomatisierung ihrer selbst.

In der Regel sucht man nach der kleinsten Menge I, die eine
Theorie axiomatisiert.



Theorie der Gruppentheorie

Beispiel (Theorie der Gruppentheorie):
Die Gruppentheorie G wird in der Sprache £ durch die Menge

I c £ axiomatisiert, die folgende Aussagen enthalt:
Assoziativitat: VxVyVz((x+y)+z=x+ (y +2))
Neutral-Element:  Vx(x + 0 = x)

Inverses-Element:  Vx3Jy(x +y = 0)

Die resultierende Theorie G =gcf {¢ € £6:T+~¢ und FV(¢) = @}

ist widerspruchsfrei und unvollstandig.

So 138t sich die Kommutativitat aus den Axiomen nicht ableiten.



Theorie der Gruppentheorie

Ein rein syntaktischer Beweis dieser Aussage libersteigt aber den
Rahmen dieser Vorlesung.

Die Behauptungen wie gewohnt durch die Angabe von geeigneten
Strukturen zu beweisen (eine kommutative und eine
nicht-kommutative Gruppe wiirde hier geniigen), ist an dieser
Stelle nicht erlaubt.

Dazu fehlt noch die Gleichwertigkeit von Ableitbarkeit und
Folgerung (genauer: die eigentliche Vollstandigkeit des Kalkiils).



Henkin-Theorie

Im folgenden soll gezeigt werden, dass jede widerspruchsfreie
Theorie T ein Modell besitzt.

Das bedeutet: zu einer Theorie T muss eine £-Struktur 2
gefunden werden, in der T giiltig ist, d.h. mit A T.

Dies ist insbesondere aufgrund existenziell quantifizierter Formeln
problematisch.

Um dies zu erreichen, miissen sogenannte Henkin-Theorien
betrachtet werden.



Henkin-Theorie

Definition 3 (Henkin-Theorie)

Eine Theorie T c £ heiBt Henkin-Theorie, falls es zu jeder
Existenz-Aussage Ix¢(x) € £ (d.h. nicht nur in der T selbst!) eine
Individuen-Konstante ¢ (im Alphabet von £) gibt, so dass

(3x6(x) > 6(&)) € T.

Bemerkungen:

Die Konstante ¢ wird auch Zeuge (engl. witness) der
Existenzaussage Ix¢(x) genannt.

Der Zeuge ¢ einer Eigenschaft ¢(x) muss diese nicht besitzen.
Es gilt: T+¢(¢) nur, falls T+ 3Ixe(x).



Henkinisierung

Es 14Bt sich zeigen, dass vollstandige Henkin-Theorien Modelle
besitzen, sog. Term-Modelle.

Dementsprechend ist das Ziel, eine gegebene Theorie zu
“Henkinisieren”. Das heilt, die Theorie in einer erweiterten
Sprache zu einer Henkin-Theorie zu erweitern. Diese resultierende
Theorie wird dann in einem weiteren Schritt vervollstandigt.

Notation (Spracherweiterung):

Sei £ eine formale Sprache und / eine Indexmenge.

Dann bezeichnet £u {¢;: i € I} die Sprache £, die aus £ entsteht,
indem das Alphabet von £ um die Konstanten aus {¢;: i€/}
erweitert wird.



Henkinisierung

Definition 4 (Henkinisierung)
Die Sprache £ wird schrittweise durch neue Konstanten zur
Henkin-Sprache £4 erweitert.

Damit sollen geniigend Konstanten zur Sprache £ hinzugefiigt
werden, um aus einer gegebenen Theorie T eine Henkin-Theorie zu
konstruieren.
m Lo =def £
m Sei £, schon konstruiert.
L£n+1 =det Lnl {Cg: IxP(x) € £, und FV(¢) = {x}},
wobei die ¢4 neue Konstanten sind, die in £, nicht
vorkommen.

u SH =def UnEN 2n



Henkinisierung

Bemerkungen:
Die lteration in der Konstruktion ist notwendig, da in jedem
Schritt neue Aussagen entstehen, die bezeugt werden miissen.

Die Kardinalitdt der Henkin-Sprache £y ist gleich der
Kardinalitat der urspriinglichen Sprache £.

Im folgenden Schritt wird gezeigt, dass man (geeignete) Beweise in
der reicheren Sprache £y zuriickfiihren kann auf Beweise in der
urspriingliche Sprache £.



Konstanten-Ersetzung

Lemma 5 (Konstanten-Ersetzung)

Sei ® eine £y-Ableitung und x eine Variable, die in der gesamten
Ableitung weder gebunden noch ungebunden vorkommt.

Ersetzt man in der Ableitung in jeder Formel jedes Vorkommen
einer Konstanten ¢ durch die Variable x, dann ist das Resultat der
Ersetzung ©[x/¢] eine L£-Ableitung.



Konstanten-Ersetzung

Beweis:

Durch Induktion iiber den Aufbau von Ableitungen.

I. Induktionsanfang:

D = ¢: ¢[x/¢&] ist trivialerweise eine giiltige Ableitung.

Il. Induktionsvoraussetzung:

Es gelte Behauptung fiir Ableitungen 1 und 5.



Konstanten-Ersetzung

Il. Induktionsschluss:

D1 D>
¢ b=
(G

Sei x eine Variable, die nicht in ® vorkommt. Damit kommt x
weder in ®1 noch in ©, vor und die IV ist anwendbar.

Da die Konklusion von ©1[x/¢] die Formel ¢[x/¢] und die
Konklusion von D;[x/¢] die Formel ¢[x/¢c] — [x/¢c] ist, gilt:
(—E) ist anwendbar und D[x/¢] ist wieder eine Ableitung.

D =

(=E)

Wenn ® durch Anwendung einer anderen Regel entsteht, so ist
dies analog zum Fall oben. O



Erweiterung einer Theorie

Definition 6 (Erweiterung einer Theorie)
Seien £ und £’ zwei Sprachen erster Stufe. Seien T ¢ £ und
T’ c &' zwei Theorien.

T' heiBt Erweiterung von T, falls T c T'.

T’ heiBt konservative Erweiterung von T, falls zusatzlich
T'ng=T.



Erweiterung einer Theorie

Bemerkung:

Der Begriff der Theorie ist aufgrund ihrer deduktiven
Abgeschlossenheit sprachabhangig.

Das bedeutet: Eine Theorie T ¢ £ ist in einer erweiterten Sprache
£’ keine Theorie mehr.

Ist etwa ¢ eine Konstante, die in £ nicht vorkommt, gilt damit
(c=¢)¢T.

Da aber T g ¢ = ¢ gilt, ist T ¢ £ nicht mehr deduktiv
abgeschlossen.



Konservative Henkin-Erweiterungen

Definition 7 (Henkin-Erweiterung)

In der Henkin-Sprache £ kann man zu einer Theorie T eine
Henkin-Theorie durch T axiomatisieren:

T(Hy =det T U{3xp(x) = ¢(&g) : Ixp(x) € L4 und FV(¢) = {x}}

Lemma 8 (Konservativitat)

Die obige Konstruktion Ty axiomatisiert eine konservative
Henkin-Erweiterung von T.



Konservative Henkin-Erweiterungen

Beweis:

Nach Konstruktion axiomatisiert T4 eine Henkin-Theorie.

Damit muss nur noch die Konservativitat gezeigt werden. Es ist
also fiir jedes x € £ zu zeigen: Wenn Ty tg, x, dann Tgx.

Es gelte T(y) g, x fir eine beliebige Formel x € £.
Damit gibt es eine Ableitung © in £4 mit Endformel .

Seien ¢1,..., ¢, alle neuen Konstanten von £4, die irgendwo in ©
vorkommen.
Ersetzt man diese durch Variablen xi, ..., x,, die alle nicht in ©

vorkommen, so ist ®’ =g.f D[X/¢] nach n-facher Anwendung des
Lemmas 12.5 (Konstanten-Ersetzung) eine giiltige Ableitung.



Konservative Henkin-Erweiterungen

Fir @' gilt:
In ® kommen nur Formeln aus £ vor. Also ist ®’ eine
L£-Ableitung.
Die Endformel ist x, da x[X/c¢] = x.
Fiir jede Formel 1) € Hyp(®’) gilt entweder ¢ € T oder
¥ = 3Ixp(x) = ¢(y), wobei y in keiner anderen Formel
" e Hyp(®")\{¢} vorkommt.

Da Hyp(®') endlich ist, gibt es n € N, so dass folgendes gilt:
Hyp(@,) =NuwM (%)

wobei Nc T und M = {3x¢y — dx(yk): 1<k <n} mit
TnM=g.



Konservative Henkin-Erweiterungen

Durch sukzessive Elimination von Annahmen v € M, 13Bt sich
zeigen: N+ x.

Sei ¢ = Ixp(x) = ¢(y) € M beliebig, X =gt (N w M)\{)}.
Mit Einfiihrung der Implikation folgt aus (*): X+ — x.
D.h.: X+(3Ixp(x) = od(y)) = x.

Da y nun in keiner Annahme mehr vorkommt, folgt:
XVy((Bxo(x) = ¢(y)) = x).

Da Vy(o - 7) + 3yo — 7, gilt auch:

X =3y (3xd(x) = ¢(y)) = x.

Daraus und aus +3y(3Ix¢p(x) = ¢(y)) ergibt sich mit (— E):
XFx.



Konservative Henkin-Erweiterungen

Somit wurde gezeigt: (Nw M)\{¢)} +x.
Damit ist ¢ aus der Annahmenmenge eliminiert.
Durch Iteration der Elimination erhdlt man: N+ x.

Da N c T, ist die Konservativitidt gezeigt. Ol



Konservative Henkin-Erweiterungen

Korollar 9 (Widerspruchsfreiheit)

T ist genau dann konsistent, wenn T konsistent ist.

Beweis:

Direkte Folge aus der Konservativitdt von T ). O



Satz von Lindenbaum

Proposition 10 (Satz von Lindenbaum)

Jede widerspruchsfreie Theorie T € £ 14Bt sich zu einer
vollstandigen widerspruchsfreien Theorie T' ¢ £ erweitern.

Beweis:

(*) Im Beweis ist vorausgesetzt, dass die Menge der
Pradikatzeichen, Funktionszeichen und Individuen-Konstanten in
der Sprache £ abz&hlbar sind.

Setzt man (*) nicht voraus, bendtigt man das mit dem
Auswahlaxiom dquivalente Zornsche Lemma.



Satz von Lindenbaum

Damit ist die Sprache £ selbst abzdhlbar und der Beweis verlduft
analog zum Beweis in der Aussagenlogik, dass konsistente Mengen
immer in einer maximal-konsistenten Menge enthalten sind:

Konstruktion einer neuen Aussagenmenge: Man folgt der
Abz3hlung der Sprache und nimmt diejenigen Aussagen in die
Menge auf, die die Konsistenz erhalten.

Nachweis der Vollstéandigkeit und Konsistenz der
resultierenden Menge.

Nachweis der deduktiven Abgeschlossenheit der resultierenden
Menge.

O



Vervollstandigung einer Henkin-Theorie

Lemma 11

Sei Ty die Vervollstindigung einer widerspruchsfreien
Henkin-Theorie T yy. Dann ist Ty selbst eine Henkin-Theorie.

Beweis:

Trivial, da schon in Ty € Ty alle notwendigen Aussagen
Ix ¢(x) - ¢(¢) fiir ein ¢ enthalten sind. O



Modell-Existenz-Satz

Theorem 12 (Modell-Existenz-Satz)

Sei Ty € £ eine vollstindige, widerspruchsfreie
Henkin-Erweiterung einer Theorie T ¢ £.

Dann hat Ty ein Modell, und damit hat auch schon T ein Modell.
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