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Definition

Es sei £ eine nichtleere Menge (z.B. von Formeln der klassischen Aussagenlogik).
Eine Relation - C P (L) x L heifle Konsequenzrelation, falls gilt:

(F1){A} - A

F2)XFA=XUYFA

F3)(VAeY)XFA umdYUVEB) = XUVEB.

Eine Konsequenzrelation F heifle kompakt, falls gilt:

(F4) X F A= esgibt ein endliches U C X mit U - A.

Eine Relation I C P(L) x P(L) heiBle verallgemeinerte Konsequenzrelation, falls gilt:
(IF1) XIFX

(F2) XIFZ=XUYIFZ

(IF3) (VAeY)XIF{A) und YUV IFZ)= XUV IFZ

Eine verallgemeinerte Konsequenzrelation |- heifle kompakt, falls gilt:

(IF4) X IFY und Y endlich = es gibt ein endliches U C X mit U I Y.

Eine Funktion Cn: P(L) — P(L) heiBe Konsequenzoperator, falls gilt:

(Cnl) X C Cn(X)

(Cn2) X CY = Cn(X) CCn(Y)

(Cn3) Cn(Cn(X)) C Cn(X).

Ein Konsequenzoperator Cn heifle kompakt, falls gilt:

(Cn4) Cn(X) CU{Cn(U) : U endlich, U C X}.

Aufgabe 1 (7 Punkte)

Es sei - eine Konsequenzrelation.
Wir definieren: X IF- Y & (VA€ YV)(X F A) und Cn(X) :={A: X - A}
Zeigen Sie:

(a) Ik ist eine verallgemeinerte Konsequenzrelation. (3)

(b) Cnr ist ein Konsequenzoperator. (4)

Aufgabe 2 (4 Punkte)

Es sei IF eine verallgemeinerte Konsequenzrelation.
Wir definieren: X Fp A< X |- {A} und Cn(X) :={A: X I {A}}.
Zeigen Sie:

(a) k- ist eine Konsequenzrelation. (3)

(b) Cny ist ein Konsequenzoperator. (1)



Aufgabe 3 (7 Punkte)

Es sei Cn ein Konsequenzoperator.
Wir definieren: X ¢, A< A€ Cn(X) und X k¢, YV i< Y C Cn(X).

Zeigen Sie:
(a) Fcn ist eine Konsequenzrelation. (5)
(b) IFcn ist eine verallgemeinerte Konsequenzrelation. (2)

Aufgabe 4 (12 Punkte)
Zeigen Sie:
(a) Ist - eine kompakte Konsequenzrelation, so sind auch IF- und Cni kompakt. (4)

(b) Ist I eine kompakte verallgemeinerte Konsequenzrelation, so sind auch k. und Cny kompakt.
(4)

(c) Ist Cn ein kompakter Konsequenzoperator, so sind auch F¢, und I-¢, kompakt. (4)

Aufgabe 5 (6 Punkte)

Es sei Cn ein Konsequenzoperator. Eine Teilmenge X von £ heifle deduktiv abgeschlossen, falls
X = Cn(X). Seien X und Y deduktiv abgeschlossen.

(a) Zeigen Sie, dafl auch X N'Y deduktiv abgeschlossen ist. (2)

(b) Geben Sie ein deduktiv abgeschlossenes X an, so dafl das Komplement von X nicht deduktiv
abgeschlossen ist. (2)

(c) Geben Sie deduktiv abgeschlossene X und Y an, so da§ X UY nicht deduktiv abgeschlossen
ist. (2)

Aufgabe 6 (4 Punkte)

Es sei F eine Konsequenzrelation. Die Relation F sei definiert durch:
XH A:eVO[((VBe X){B}FC)={A}FC].

Zeigen Sie, dal auch ' eine Konsequenzrelation ist.



