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indirekt als erholsam empfunden werden [36]. Da weder
clektrophysiologische noch biochemische oder energeti-
sche Befunde die Frage nach einer restitutiven Funktion
des Sch. bzw. einzelner seiner Stadien eindeutig kldren,
bleibt nur die Beurteilung der zeitlichen und quantitati-
ven Struktur des Sch. und seine funktionelle Interpreta-
tion aufgrund der Phinomene. W. P. KoELLA hat in
ncuerer Zeit ein Modell zum Ablauf unterscheidbarer
Schlaf- und Wachphasen vorgeschlagen, das die Bereit-
schaft des Organismus, «auf ein Signal (oder einen gan-
zen Komplex von Signalen) hin mit cinem auf Funk-
tionserfolg ausgerichteten extroversiven und/oder inne-
ren Verhaltensakt zu reagieren» («Vigilanz»), zur Grund-
lage einer funktionsbezogenen Darstellung des Sch.
macht [37]. Als MaB der Reaktionsbereitschaft ist Vigi-
lanz auf Verhaltensakte im Sch. wie im Wachen bezieh-
bar.
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SchlieBen, natiirliches (engl. natural deduction)
Vorbemerkung zur Symbolik: G. GENTZEN verwendet
statt A, —, Ay, V, die Symbole &, =, ¥Vx. dx resp. — Der
Pfeil — wird bei Gentzen zur Formulierung von Sequen-
zen verwendet, steht also nicht fiir die Subjunktion oder
die materiale Implikation. — Das Zeichen A (falsum)
steht fiir eine ungiiltige Formel. Red.

«Natiirliches Schlieflen> [n.Sch.] heil3t ein von GENT-
ZEN vorgeschlagenes Paradigma logischen SchluBfol-
gerns, das neben dem ebenfalls auf Gentzen zurlickge-
henden Sequenzenkalkiil (s.d.) einen der beiden zentra-
len Ansdtze der modernen Regellogik (s.d.) darstellt. In
seiner Dissertation [1] entwickelte Gentzen den «Kalkiil
des n.Sch.» als Alternative zu den satzlogischen Forma-
lismen bei G. FREGE, B, RusseLL und D. HILBERT. Wih-
rend nach GENTZEN diese Formalismen mit ihrer Viel-
zahl logischer Axiome und geringen Anzahl von Schlul3-
regeln hochstens «formale Vorteiles erzielen, will das
n.Sch. als formales System des SchlieBens aus Annah-
men «das wirkliche logische SchlieBen bei mathemati-
schen Beweisen» wiedergeben [2]. Es hat keinen histori-
schen Vorldufer, abgesehen von dem unabhingig von
Gentzen entwickelten Suppositionskalkiil S. JASKow-
skis [3], der einige begriffliche Gemeinsamkeiten mit
einer Variante des n.Sch. hat (vgl. unten).

Die beiden zentralen Charakteristika von Kalkilen
des n.Sch. sind: a) Ableitungen gehen von Annahmen
aus; b) jedem logischen Zeichen ist ein Paar von Regeln
zugeordnet: scine Einfithrungsregel und seine Beseiti-
gungsregel. Die Eigenschaft a) unterscheidet Kalkiile des
n.Sch. als regellogische Gentzentypkalkiile von satzlogi-
schen Hilberttypkalkiilen, in denen Annahmen in der
Regel nur als Vordersidtze von Implikationen auftreten,
Fir einen Kalkiil des n.Sch. ist die begriffliche Unter-
scheidung zwischen einem Beweis von B aus A und ei-
nem (annahmenfreien) Beweis von .4 o B fundamental.
In dieser Hinsicht ist die Gentzensche Logik-Konzep-
tion grundsitzlich verschieden etwa von derjenigen
FrREGES, der aus philosophischen Griinden Annahmen-
beweise ablehnte [4], sowie von den Systemen RUSSELLS
und HILBERTS, die in ihren Kalkiilbegriffen an Freges
logische Systeme anschlieBen [5]. Die Eigenschaft
b) unterscheidet «Kalkiile des n.Sch.» von Sequenzen-
kalkiilen, in denen es nur Einfithrungsregeln (im Anteze-
dens und im Sukzedens) gibt. Im Kalkiil des n.Sch. hat
die Implikation z.B. die Einfiihrungsregel

(]
B

Ao B

(zu lesen: “Wenn man B unter der Annahme .4 bewiesen
hat, dann darf man zu 4 - B iibergehen, wobei A4 = B
nicht mehr von der Annahme .1 abhiingig ist’) und als
Bescitigungsregel den Modus ponens

A=>B A
7 .

Das vollstindige Gentzensche System von Einfithrungs-
und Beseitigungsregeln fiir die intuitionistische (kon-
struktive) Quantorenlogik erster Stufe 1Bt sich wie folgt
formulieren (mit Einfithrungsregel jeweils links und Be-
seitigungsregel rechts):

A4 B A&B A&B
A&B A B
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(4] [B]

1 B Av B C C
AvB AvEHB C
4]
B Ao>B A
A- B B
(4]
A 1 A
-4 A
A
C
A(y) VxA(x)
¥ neu
VxA(x) A()
[A()]
A(t) FxA(x) C
——— vneu
JxA(x) C

Fiir die klassische Logik miiBte man spezielle Axiome
wie das tertium non datur A v -4 oder cine spezielle
SchluBregel wie die klassische reductio ad absurdum
(4]
A

A

hinzunehmen [6].

Eine von GENTZEN vorgeschlagene alternative Ver-
sion des Kalkiils des n.Sch. [7] schlieBt an den Sequen-
zenkalkiil an. Hier notiert man die Annahmen A, ..., 4,,
von denen cine Folgerung B abhiingt, jeweils explizit als
Antezedens einer Sequenz der Form

A}, ey A,, 4 B,

wobei «—» den Sequenzenpfeil darstellt, den man unter
anderem als Geltung von B unter den Annahmen Ay, o
A, deuten kann. Z.B. lautet die =-Einfiihrungsregel in
diesem Kalkiil

,‘11, PO A,,;. A— B

Ay A, — 4> B

Eine solche Version ist dann von Vorteil, wenn man
Logiken betrachten will, in denen die Strukturregeln —
d.h. die Regeln, die die Assoziation der durch Komma
abgetrennten Glieder des Antezedens betreffen — mani-
puliert werden. Eine andere alternative Formulierung
des Kalkiils geht auf F. B. FircH [8] zuriick. In dessen
Version des Kalkiils, der eng mit dem von JASKOWSKI
entwickelten Suppositionskalkiil verwandt ist, hat man
ein hierarchisches System von einander untergeordne-
ten Teilbeweisen. Wegen der linearen Schreibweise von
Ableitungen anstelle der baumférmigen bei Gentzen hat
diese Version in verschiedensten Abwandlungen Ein-
gang in zahlreiche Logiklehrbiicher gefunden. Erweite-
rungen des n.Sch. bezichen sich auf den Regelbegriff [9]
oder auf die logischen Ausdrucksméglichkeiten (z.B.
durch Einbezichung der Arithmetik oder von Logiken
héherer Stufe [10]). Ein zum «Kalkiil des n.Sch.» iiquiva-
lentes System stellt der getypte Lambda-Kalkiil dar (vgl.
unten).

Das zentrale Resultat der Theorie des n.Sch. ist der
auf D. PRawITZ zuriickgehende Normalisierungssatz,
der besagt. daBb man immer «umwegfreie» Ableitungen
finden kann, d.h. Ableitungen. in denen nicht eine For-
mel erst eingefithrt und dann wieder beseitigt wird [11].
Das hat insbesondere die Konsequenz, dal eine Ablei-
tung nur auf Teilformeln der Annahmen und der End-
formel zuriickgreifen muB, ferner, daB cin annahmen-
freier Beweis immer im letzten Schritt eine Einfiihrungs-
regel verwendet. Daraus ergibt sich insbesondere die
Widerspruchsfreiheit des Systems, da es fiir das falsum
A keine Einfiihrungsregel gibt. Der Normalisierungssatz
ist in gewisser Weise zum Schnitteliminationssatz bei
Sequenzenkalkiilen dquivalent.

Die philosophische Signifikanz des n.Sch. liegt insbe-
sondere darin, daf3 in seinem Rahmen die logische Ver-
kniipfung der Implikation (s.d.) 4 = B eine Deutung
erhilt, die gegeniiber ihrer unbefriedigenden wahrheits-
funktionalen Interpretation als materialer Implikation
(im Sinne von =4 v B) besonders plausibel ist, nimlich
als Folgerbarkeit aus Annahmen [12]. Allgemeiner 148t
sich die gesamte Systematik von Einfiihrungs- und Be-
scitigungsregeln als Bedeutungsfestsetzung logischer
Zeichen verstehen. Nach GENTZEN stellen die Einfiih-
rungsregeln «sozusagen die ‘Definitionen’ der betreffen-
den Zeichen dar, und die Beseitigungen sind letzten En-
des nur Konsequenzen hiervon» [13]. Diese Idee, auch
als «Inversionsprinzip» [14] oder «principle of harmony»
[15] bezeichnet, hat man in der beweistheoretischen und
sprachphilosophischen Tradition in verschiedener
Weise auszunutzen versucht. In der Beweistheorie bei
PrawiTz und seinen Nachfolgern stellt sie die Basis ei-
nes beweistheoretischen Giiltigkeitsbegriffs als Alterna-
tive zur Tarskischen Definition der Giiltigkeit dar [16].
Bei P. MARTIN-LOF ist sie die Grundlage einer intentio-
nalitdtstheoretischen Deutung von Typentheorien und
damit einer philosophischen Begriindung der konstruk-
tiven Mathematik [17]. Die sprachphilosophische Se-
mantik M. DUMMETTs, nach der Behauptbarkeitsbedin-
gungen und kanonische Konsequenzen von Behauptun-
gen die fundamentalen semantischen Aspekte von Au-
Berungen sind, kann man als cine Erweiterung dieser
Idee im Hinblick auf eine universelle Bedeutungstheorie
ansehen [18].

In technischen Untersuchungen zur Beweistheorie
(s.d.). die durch die regellogischen Gentzentypkalkiile
revolutioniert wurde, hat zunichst die Orientierung an
Sequenzenkalkiilen dominiert. In neuerer Zeit jedoch
hat sich mit dem wachsenden Interesse an typentheore-
tischen Formalismen das Interesse zugunsten des n.Sch.
verschoben. Das hingt unter anderem mit der Interpre-
tation des n.Sch. durch getypte Lambda-Terme zusam-
men. Nach einer u.a. auf H. B, CURRY und W. HOwWARD
zuriickgehenden Interpretation [19] lassen sich Ablei-
tungen im «Kalkiil des n.Sch.» als Terme des getypten
Lambda-Kalkiils und die abgeleiteten Formeln als deren
Typen betrachten. Eine Ableitung driickt nach dieser
Interpretation aus, daB ein gewisser Lambda-Term ei-
nen bestimmien Typ hat. Da Terme im getypten Lamb-
da-Kalkiil logische Reprisentationen von Computerpro-
grammen sind, erlaubt das n.Sch. insbesondere, die Kor-
rektheit von Typzuordnungen fiir Programme zu prii-
fen. Uber den Curry-Howard-Isomorphismus zwischen
einem Beweis ciner Formel und einem Term eines Typs
hat damit das n.Sch. auch zentrale Bedeutung fiir die
theoretische Informatik erlangt, insbesondere fiir deren
Schnittstelle zur konstruktiven Mathematik [20].
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Ben. Mathem. Z. 39 (1935) 176-210. 405-431; ND in: K. BERKA/
L. KrEiser (Hg.): Logik-Texte (*1983). — [2] a.0. 176. 183. - [3]
S. Jaskowskr: On the rules of suppositions in formal logic. Stu-
dia log. 1 (1934) 5-32; ND in: S. McCaLL (Hg.): Polish logic
1920-1939 (Oxford 1967) 232-258. - [4] z.B. G. FrREGE: Logik in
der Math. Nachgel. Schr. und wiss. Br.wechsel 1, hg. H. HERMES/
F. KAMBARTEL/F. KAULBACH (1983) 219-270, hier bes. 264-266.
— [5] GENTZEN hat vor allem die Axiomatisierung der Quanto-
renlogik erster Stufe bei D. HILBERT/W. ACKERMANN: Grund-
ziige der theoret. Logik (1928, 61972) vor Augen. - [6] Detail-
lierte Uberlegungen zur Formulierung der Regeln des n.Sch. fin-
den sich bei D. PrawrTz: Natural deduction: A proof-theoret.
study (Stockholm 1965). — [7] G. GEnTZEN: Die Widerspruchs-
freiheit der reinen Zahlentheorie. Mathem. Annalen 112 (1935)
493-565. - [8] F. B. Frrch: Symb. logic. An introd. (New York
1952). - [9] P. ScHROEDER-HEISTER: A nat. extension of nat.
deduction. J. symb. Logic 49 (1984) 1284-1300. - [10] D. Pra-
wiTz: Ideas and results in proof theory, in: J. E. FENsTaD (Hg.):
Proc. 2™ Scandin. Logic Symposium (Amsterdam 1971) 235-
308. - [11]a.0. [6]. — [12] 2.0. [10]. - [13] GENTZEN, 2.0, [1] 189.
- [14] PrawiTZ, 2.0. [6] ch. 2. - [15] N. TENNANT: Nat. logic
(Edinburgh 1978, 21990) ch. 4. - [16] D. PrawiTz: On the idea of
a general proof theory. Synthese 27 (1974) 63-77; Philos. aspects
of proof theory, in: . FLaistap (Hg.): Contemp. philos. A new
survey | (Den Haag 1981) 235-277, Remarks on some approa-
ches to the concept of log. consequence. Synthese 62 (1985) 153-
171; P. ScHROEDER-HEISTER: Proof-theoret. validity and the
completeness of intuitionist. logic, in: G. DORN/P. WEINGART-
NER (Hg.): Found. of logic and linguistics (New York 1985) 43-
87. - [L7] P. MARTIN-LOF: Intuitionist. type theory (Neapel
1984); Truth of a proposition, evidence of a judgement, validity
of a proof. Synthese 73 (1987) 407-420. - [18] M. DuMMETT: The
philos. basis of intuitionist. logic, in: H. E. Rosg/J. C. SHE-
PHERDSON (Hg.): Logic colloquium 73 (Amsterdam 1975) 5-40;
ND in: Truth and other enigmas (London 1978) 215-247; What
is a theory of meaning L. in: S. GuTTENPLAN (Hg.): Mind and
language (London 1975) 97-138; What is ... Il, in: G. Evans/J.
McDoweLL (Hg.): Truth and meaning (London 1976) 67-137. -
[19] H. B. Curry/F. FEys: Combinatory logic (Amsterdam
1958); W. Howarp: The formulae-as-types notion of construc-
tion, in; J. P. SELpin/). R, HinpLEY (Hg.): To H. B. Curry:
Essays on combinatory logic, Lambda calculus and formalism
(London 1980) 479-490; vgl. auch: PrawiTz, a.0. [10]. - [20]
J. C. MrrcHELL: Type systems for programming languages, in: J.
vaN LEEUWEN (Hg.): Handbook of theoret. computer sci., vol. B
(Amsterdam 1990) 365-458.

Literaturhinweise. G. GENTZEN s. Anm. [1]. - D. PRAWITZ s.
Anm. [6] und [10]. — N. TENNANT s. Anm. [15].
P. SCHROEDER-HEISTER

SchluB (griech. culhoyioude, Aoyog; lat. ratiocinatio, il-
latio; engl. reasoning, argument, inference; frz. raisonne-
ment) nennt man in der Logik die Anwendung eines
geregelten Verfahrens, von bestimmten Aussagen, den
Priimissen (s.d.) eines Sch., auf eine weitere Aussage, die
Konklusion des Sch., zu schlieBen, d.h. von den Primis-
sen zur Konklusion nach der Regel des Verfahrens, der
Sch.-Regel, iiberzugehen. Dabei muB die Wahrheit
simtlicher Primissen die Wahrheit der Konklusion ver-
biirgen. Auch die Sch.-Regel selbst, das Sch.-Schema,
kann <«Sch.> heiBlen. Grundsitzlich wird also eine Sch.-
Regel Variable enthalten, die bei einer Anwendung der
Regel. einem Sch. oder einer Sch.-Folgerung, so zu bele-
gen sind, daB sdmtliche Primissen zu wahren Aussagen
werden (die Termini «Primisse> und «Konklusion» oder
auch «Grund» und «Folge> werden sowohl bei Sch.-Re-
geln wie bei Schliissen benutzt): «Nur wahre Gedanken
kénnen Primissen von Schliissen sein» [1]. Eine Aussage
als Konklusion einer Sch.-Regel mit wahren Primissen
darzustellen, gehort deshalb zu den besonders wichtigen,

aber nicht zu den einzigen Mitteln, ihre Wahrheit zu
ermitteln, d.h. fiir sie einen Beweis (s.d.) zu fiihren. Tra-
ditionell ist die Lehre vom Sch. die dritte Abteilung der
Logik nach den Lehren vom Begriff und vom Urteil,
wobei ein (nicht schon schliissiger) Sch. gern als Ver-
kniipfung von Urteilen analog dem (nicht schon giilti-
gen) Urteil als Verkniipfung von Begriffen charakteri-
siert wird. So heiBt es bei CH. WOLFF: «Syllogismus tri-
bus constat propositionibus, quarum duae habent termi-
num communem, tertia vero combinantur termini in
prioribus diversi» («Der Sch. besteht aus drei Sétzen,
von denen zwei einen gemeinsamen Terminus haben;
im dritten werden die nicht gemeinsamen Termini aus
den beiden Vordersitzen verbunden») [2]. Diese Auffas-
sung beurteilt dic moderne Logik allerdings als sachlich
unzutreffend, weil sie nur um eines allein in der syste-
matisierenden Darstellung liegenden Scheins willen ver-
treten wird. Hiufig wird auch der bloBe Sch.-Satz, die
Konklusion (griech. cuunépaopa, meopd), ein «Sch.
genannt,

Sch.-Regeln schreibt man A,

A,

... . A, = B, auch z.B.

Ay

B

Bei der Anwendung dieser Regel in einem Sch. wird
‘=’ bzw. ‘— sprachlich wiedergegeben mit ‘ergo’. ‘also’,
‘therefore’ u.a. Eine Sch.-Regel 4y, ... , 4, = B darf nicht
mit der Implikation A4,, ... , A, < B, der Folgerungsbezie-
hung oder Konsequenzbeziehung zwischen Primissen
und Konklusion (hier auch: Hypothesen und These),
einer konditionalen Metaaussage(form), verwechselt
werden, erst recht nicht mit der objektsprachlichen
Wenn-dann-Aussage(form), der Subjunktion. (In der
Tradition treten iibrigens sowohl Subjunktion wie Im-
plikation unter der Bezeichnung <hypothetisches Urteil»
auf [3].) Vielmehr wird mit der Giiltigkeit der Implika-
tion die Sch.-Regel in ihrer Schliissigkeit begriindet, ob-
wohl auch umgekehrt die Schliissigkeit der Regel als
Grund fiir die Geltung der Implikation herangezogen
werden kann. In beiden Fillen muB jeweils unabhingig
entweder iiber die Geltung von Implikationen oder iiber
die Schliissigkeit von Regeln geurteilt werden kdnnen,
d.h. dem Kriterium der Wahrheitserheblichkeit von
Griinden (Primissen/Hypothesen) auf die Folge (Kon-
klusion/These) ein Sinn gegeben werden. Mit den ver-
schiedenen, bis heute streitig vorgetragenen Begriffen
der Folgerung (s.d.) wird versucht, diese Aufgabe zu 16-
sen.

Die historisch dltesten Darstellungen von Schliissen
hat man in den aristotelischen Syllogismen. Sie sind zwi-
schen je zwei Aussagen allein der Form SaP (alle .S sind
P), SiP (einige S sind P), SeP (kein S ist P) und SoP
(einige S sind nicht P) mit den Termini .S und P als
Primissen und einer Aussage gleicher Form als Konklu-
sion definiert. Die aristotelischen Syllogismen kénnen je
nach Standpunkt des Betrachters sowohl als Regeln des
SchlieBens wie als Sédrze liber das SchlieBBen, eben als
Implikationen, aufgefaBt werden, und sie werden von
ARISTOTELES auch sowohl als Instrumente in den Wis-
senschaften und Kiinsten (ouAhoytotikr téxvn [4]) wie
als Gegenstinde einer logischen Theorie, als spezielle
sprachliche Ausdriicke (AOyor [5]) behandelt. Den stoi-
schen Schliissen (Aoyot) gegeniiber ist wohl nur die
zweite Lesart — Loyog als Implikation - vertretbar [6].




