Beweise und Widerlegungen in der formalen Logik SS 2010
Definierbarkeit von 4 und V Thomas Piecha

Statt Regelpaare fiir die Quantoren V und 3 einzufiihren, geniigt es, nur fiir einen Quantor
ein Regelpaar anzugeben. Gibt man z. B. Regeln fiir V an, dann kann 3x4(x) durch
—Vx—A(x) definiert werden. Der Kalkiil NK’ unterscheidet sich dann von NK durch das
Fehlen der Regeln (31) und (3 E).

Damit dieser Kalkiil 4quivalent zu NK ist, mul3 folgendes gelten:
(1)  A(r) g 3xA(x)

(ii)) Wenn X, A(a)tnkr C.dann X, 3xA(x) Fygr C. wobei X eine Menge von Annahmen
ist, und der Parameter a nicht in C und in keiner Annahme in X vorkommt, von der

C abhangt.
BEWEIS.
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Somit gilt mit IxA(x) := =Vx—A4(x), daB A(¢) Fnk IxA4(x). Obige Ableitung kann

durch _Al) abgekiirzt werden; man erhilt also (31).
IxA(x)

X, A(a)
(ii) Sei : eine Ableitung von C aus X und A(a). wobei X eine Menge

C
von Annahmen ist, und der Parameter ¢ nicht in C und in keiner Annahme in X
vorkommt, von der C abhangt. Dann gilt wegen

unter Verwendung von 3xA4(x) := =Vx—4(x), daB X, IxA4(x) Fnk: C.
[4(a)]

Obige Ableitung kann durch A (x) C

abgekiirzt werden; man erhélt

C
also (3E) (mit entsprechender Eigenparameterbedingung). 0



Entsprechend kann man auch 3 als Grundzeichen wihlen, und dann VxA(x) durch
—3Jx—A4(x) definieren. Der Kalkiil NK’ unterscheidet sich dann von NK durch das Fehlen
der Regeln (VI) und (VE).

Damit dieser Kalkiil 4quivalent zu NK ist, mul3 folgendes gelten:

(i) Wenn X Fyg A(a), dann X Fyk: VxA(x), wobei X eine Menge von Annahmen ist,
und der Parameter a in keiner Annahme in X vorkommt, von der 4(«a) abhéngt.

(11) VxA (X) l_NK/ A(I)

BEWEIS.
X

(i) Sei : eine Ableitung von A(a) aus X, wobei X eine Menge von Annahmen ist,
A(a)
und der Parameter a in keiner Annahme in X vorkommt, von der 4(a) abhingt.
Dann gilt wegen
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unter Verwendung von VxA4(x) := =3x—A4(x). daB X Fyks VxA4(x). Obige Ableitung
kann durch VAIEICE)) abgekiirzt werden; man erhilt also (V1) (mit entsprechender
xA(x
Eigenparameterbedingung).
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Somit gilt mit VxA(x) := -3Ix—A4(x), daB VxA4(x) Fnk A(2). Obige Ableitung kann
VxA(x)
durch —~~
A1)

abgekiirzt werden; man erhilt also (VE). O



