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Aufgabe 1
Es sei 901 eine Struktur oder Matrix. Eine Formel @) heifse 9t-kontradiktorisch,
wenn ) Egn R fiir jede Formel R gilt. Zeigen Sie:

Wenn ¥ U {Q, P} eine Menge von Formeln ist, ¥ U {Q} Em P gilt, kein
Aussagesymbol, das in @ auftritt, in einer der Formeln aus ¥ U { P} auftritt
und @ nicht 9-kontradiktorisch ist, dann gilt schon ¥ =gy P. (5)

Aufgabe 2 Fiir eine n-stellige Wahrheitsfunktion f : {0,7,1}" — {0,4,1}
und eine beliebige Formel A definieren wir:

A stellt f dar, wenn fiir jede Bewertung v gilt: f(v(p1),...,v(pn)) = v(A).

Den Junktoren ~ und V seien die Wahrheitsfunktionen f. bzw. f, zugeord-
net, wobei gelte: f (1) =14, fo(i) =0, fu(0) =1, fv(1,2) = fu(z,1) =1
fiir jedes x € {0,4,1}, f,(0,0) = 0 und fy(z,y) = i fiir alle anderen Paare
(z,y) € {0,7,1}>.

Geben Sie jeweils Formeln an, die nur mithilfe von ~ und V aus Aussage-
variablen zusammengesetzt sind und die die folgenden Wahrheitsfunktionen
darstellen:

(@) firue(1) =1, fuue(?) = firue(0) =0
(b) fina(?) =1, fina(1) = fina(0) =0

) 3
)

(€) fraise(0) =1, frarse(l) = fraise() =0

(d)
)

3

(3)
(3)
(3)
d) f-(1) =0, f-(i) =1, f-(0) =1 (3)
(e) fa(1,1) =1, fa(0,z) = fa(z,0) = 0 fiir jedes z € {0,4,1}, fa(z,y) =i
fiir alle anderen Paare (z,y) € {0,4,1}2 (1)

Aufgabe 3 Ein Junktorensystem (Menge von Junktoren) J heift (funktio-
nal) vollstindig, wenn es zu jedem n > 0 und jeder n-stelligen Wahrheits-
funktion f : {0,4,1}" — {0,4,1} eine Formel gibt, die aus Aussagevariablen
nur mithilfe der Junktoren aus J aufgebaut ist und die f darstellt.

(a) (Zusatzaufgabe) Zeigen Sie, daf das Junktorensystem {~, V} vollstindig
ist. (10)



Tip: Fiihren Sie Induktion iiber die Stellenzahl der darzustellenden Wahr-
heitsfunktionen. Nullstellige Wahrheitsfunktionen sind Elemente von {0, ¢, 1}.
Der (n + 1)-stellige Fall 148t sich mithilfe der Ergebnisse aus Aufgabe 2 auf
den n-stelligen zuriickfithren, indem man z.B. das (n + 1)te Argument kon-
stant halt.

(b) Schliefen Sie aus (a), daf auch das Junktorensystem {|} funktional voll-
standig ist. (2)
Dem Junktor |, auch (verallgemeinerter) Sheffer-Strich genannt, ist dabei fol-
gende Wahrheitsfunktion zugeordnet: f(0,0) =1, f/(1,z) = fi(x,1) = i fiir
jedes z € {0,4,1} und f/(z,y) = 0 fiir alle anderen Paare (z,y) € {0,,1}>.



